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RESUMO

BRUXELAS, A. C. Aritmética modular e aplicacdes: criptografia RSA e calendario perpé-
tuo.. 2021. 167 p. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

Tépicos em Aritmética Modular sdo raramente trabalhados no Ensino Bésico e poucos pro-
fessores possuem formagdo adequada sobre o assunto. Nessa dissertacdo buscou-se retratar
premissas conceituais que colaborem com a formagdo do professor e sua prética, em alguns
tépicos sobre Aritmética Modular. Prop0s-se a tratar previamente conceitos iniciais em torno
da ideia de divisibilidade e, sequencialmente, introduzir o conceito de congruéncia de maneira
natural. Procurou-se proporcionar o aprofundamento no tema e clareza no entendimento tedrico,
fundamentando a apresentacdo dos resultados e teoremas relacionados, através de aplicacdes e
realizacdes de exemplos diversos e ndo triviais. Dessa forma mostrou-se resultados relevantes do
estudo das congruéncias como o Teorema de Fermat, Teorema de Euler e classes de equivaléncia.
De modo a ilustrar algumas aplica¢des dos resultados tratados, apresenta-se o sistema de Crip-
tografia RSA e o Calendario Perpétuo. Como conclusdo, expds-se uma proposta de sequéncia
didética para os anos finais do Ensino Fundamental, evidenciando alguns conceitos e resultados
da Aritmética Modular presentes no curriculo de Matemadtica dessa etapa de ensino, segundo a
Base Nacional Comum Curricular. Para embasar a sequéncia didatica, utilizou-se da anélise das
grandezas e construcdes aritméticas e algébricas possiveis no calendério atual, adotando como
norteador as conclusdes realizadas acerca do Calendario Perpétuo e, consequentemente, sobre o

Teorema de Zeller.

Palavras-chave: Divisibilidade, Aritmética Modular, Criptografia RSA, Calendéario Perpétuo.






ABSTRACT

BRUXELAS, A. C. Modular arithmetic and applications: RSA cryptography and perpe-
tual calendar. 2021. 167 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computagdo,
Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

Topics in Modular Arithmetic are rarely worked in Basic Education and few teachers have
proper training on the subject. In this dissertation, we sought to portray conceptual premises that
collaborate with the teacher training and its practice in some topics on Modular Arithmetic. It was
proposed to previously treat initial concepts around the idea of divisibility and, sequentially, to
introduce the concept of congruence in a natural way. It sought to provide a deeper understanding
of the theme and clarity in the theoretical understanding, supporting the presentation of the
results and theorems related through applications and achievements of diverse and non-trivial
examples. In this sense, relevant results from the study of congruences were shown, such as
Fermat’s Theorem, Euler’s Theorem, and equivalence classes. The RSA Cryptography system
and the Perpetual Calendar were presented to illustrate some applications of the treated results.
In conclusion, a didactic sequence proposal was presented for the final years of Elementary
School, showing some concepts and results of Modular Arithmetic present in the Mathematics
curriculum of this teaching stage and according to the Common National Curricular Base. To
support the didactic sequence, it was used the analysis of the arithmetic and algebraic quantities
and constructions possible in the current calendar, adopting as a guideline the conclusions made

about the Perpetual Calendar and, consequently, about the Zeller Theorem.

Keywords: Divisibility, Modular Arithmetic, RSA Cryptography, Perpetual Calendar.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A discussao em torno das dificuldades identificadas pelo professor de Matematica no
exercicio da sua profissdo sdo amplas e contemplam vérios aspectos. Dentre elas, ocorre a
necessidade de aprofundar-se em assuntos que, na sua formacao especifica e inicial, foram
apresentados de forma tangencial ou com menor enfoque, limitando sua visdao a um estado
minimalista de conteudos, propriedades e suas aplicacdes. O reconhecimento por parte do
professor dessa problemadtica estd em parte relacionada aos materiais diddticos que subsidiam
sua pratica, os desafios encontrados para alcancar os objetivos tragados para seu publico e os

métodos aplicados para essa finalidade.

Neste contexto foi que, enquanto professora de Matemética do Ensino Fundamental e
Meédio da rede publica e privada, despertou em mim os primeiros questionamentos sobre a forma
como alguns temas eram abordados pelas obras e materiais utilizados diretamente pelos alunos
e professores. Eram frequentes as situagdes nas quais me deparava com os alunos procurando
algoritmos ou caminhos para resolver determinada situacao problema, sem nenhuma atitude
de investigacdo ou elaboracdo prévia. Muitas vezes ouvia dos alunos a predilecao em realizar
atividades do estilo “resolva” ou “calcule” a atividades que envolviam um contexto, conexao

entre contetidos anteriores ou com passos a serem formulados para alcancar uma solugdo.

A fim de trazer novas abordagens dos conteddos para a sala de aula, buscando atividades
que proporcionassem uma melhor maneira de tratamento e apresentacio dos conteidos propostos,
de forma contextualizada e pensante, iniciei a utilizacdo de problemas trazidos nos bancos de
questdes da OBMEP. Junto a essa decisdo veio a certificacdo, ndo somente que os alunos
precisavam de um outro olhar para a Matematica, mas todos envolvidos no processo. Essa
certificacdo acentuou-se quando ingressei como professora nos programas OBMEP na Escola
e PIC, ambos vinculados ao programa das Olimpiadas Brasileira de Matematica das Escolas
Puablicas - OBMEP, que somados as percep¢des anteriores provocaram-me a procurar uma

formacdo complementar € uma nova abordagem em alguns tépicos da Matematica com os
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alunos.

Durante os anos de 2016,2018,2019 e 2020 que atuei nos programas, chamou-me
a atencdo sobre o modo de tratamento feito nos materiais utilizados referente aos tépicos
relacionados a Teoria dos Numeros, em especial a Aritmética Modular. A abordagem de tais
temas era realizada de forma mais abrangente e com maior embasamento tedrico, ainda assim
os alunos mostravam excelentes resultados no seu entendimento, assimilacio e aplicacdo dos
conteddos. Diante disso, dois pontos levantaram-se: o primeiro era em relagdo a comparar o
tratamento dado aos temas de Aritmética, que eram comuns tanto nos programas quanto no
curriculo de Matematica do ensino regular; o segundo era como expandir a ideia dos nimeros
inteiros, suas propriedades e operacdes, por meio da Aritmética Modular, associando-a aos

conteddos trabalhados nos planejamentos curriculares dos anos nos quais ministrava as aulas.

Como forma de responder a esses anseios, ocorreu uma necessidade de pesquisar e
correlacionar teoria e pratica, utilizando os mais diversos materiais, de modo a ser inicialmente
um estudo e formacao profissional, e como consequéncia a isso, refletisse a uma nova proposta

do ensino e aprendizagem de Matematica.

Nesse panorama, o presente trabalho foi constituido para abordar a teoria necessaria,
desde os fundamentos iniciais até os tépicos mais elaborados, de modo a proporcionar as
ferramentas suficientes para o entendimento e aplicacao que se propde. Na perspectiva de aluna,
senti a necessidade em reescrever e apresentar um rigor matemdtico nas demonstragdes de alguns
resultados de forma clara e sem omiss@o de passagens, assim como de fazer uso sisteméatico de
aplicagdes e exemplos para os principais pontos da teoria, de forma mais abrangente daqueles

apresentados em algumas bibliografias utilizadas no PROFMAT, por exemplo.

Nesta vertente os Capitulos 2 e 3 dedicaram-se a base tedrica para a formulacdo dos
resultados acerca do tema Aritmética Modular. No Capitulo 2 foram apresentados e explicitados
alguns dos métodos de demonstracao oriundos dos Axiomas de Peano, com enfoque para o
Principio da Inducao Matematica. No Capitulo 3 discorreu-se sobre topicos pertinentes a ideia
de divisibilidade. Nessa perspectiva, associando resolucdes de exemplos diversos, mostrou-se
propriedades relacionadas a divisibilidade, apresentou-se o Teorema da Divisdo Euclidiana, bem
como resultados envolvendo o MDC entre dois nlimeros inteiros. Uma visdo mais abrangente
sobre tais temas foi provocada a partir da definicdo de nimeros primos e, consequentemente, o

Teorema Fundamental da Aritmética.

Com o intuito de aprofundar-se na visdo sobre divisibilidade, aproveitando das carac-
teristicas ciclicas do resto da divisdo entre dois nimeros inteiros, introduziu-se no Capitulo 4
os estudos acerca da Aritmética Modular a partir das congruéncias. Para esse desenvolvimento,
além de conceitos e proposicOes relacionadas as Congruéncias, buscou-se levantar curiosidades e
percepcOes que envolviam sua aplicagdo em assuntos presentes tanto no curriculo de Matematica
da Educagdo Bésica quanto nos cursos oferecidos pelo PIC e OBMEP na Escola, como critérios

de divisibilidade, problemas envolvendo divisdo entre poténcias de nlimeros inteiros e equacoes
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diofantinas lineares e ndo lineares.

Alguns teoremas significativos dos estudos de Congruéncias e suas aplicacdes foram
apresentados no Capitulo 5. Para uma melhor compreensdo dessa proposta, introduziu-se a
definicdo de relagdes e classes de equivaléncia permitindo uma imersdo das ideias apresentadas
sobre a Aritmética Modular. Desse modo, apresentou-se o Teorema de Fermat e o Teorema de
Euler como uma importante ferramenta na resolucao de problemas que envolvam divisibilidade,
mais especificamente, na linguagem das congruéncias. Procurou-se explorar o Teorema de
Fermat como um caso particular do Teorema de Euler, utilizando aplica¢cdes que comparam a
utilizacdo de tais métodos, levando a discussdo a uma anélise qualitativa dos elementos que se

possua inicialmente.

Como consequencia dos resultados apresentados sobre Aritmética Modular, algumas
aplicacdes foram propostas. Nos Capitulos 6 e 7 sobre Criptografia, em especial o sistema
de criptografia RSA e o calendario perpétuo. Em ambos foram realizadas contextualizagdes

histdricas e procedimentais nos quais fundamentam suas construcoes.

No capitulo destinado a Criptografia, mostrou-se a evolucao deste método até os dias
atuais, procurando fazer conexdes sobre os assuntos relacionados a Aritmética Modular a cada
passo demonstrado. De uma forma mais criteriosa e detalhada, explanou-se sobre o sistema de
criptografia RSA e as etapas que o constituem, com a associa¢ao entre teoria e pratica a partir da

construcdo de exemplos numéricos.

Para alcancar o objetivo de contemplar um teorema que permita a determinacdo de uma
data qualquer, segundo os padrdes do calendario atual, detalhou-se a relacdo das grandezas
ano, més e dia quando averiguadas a contar de um ano de base e consideradas mddulo 7.
Essa argumentacdo, alicercada nos resultados que culminaram no Teorema de Zeller, traz
como metodologia a elaboragdo das generalizagdes baseado na inspe¢do do comportamento de

sequéncias recursivas.

Como conclusdo, propde-se no Capitulo 8 uma sequéncia didética, que relaciona con-
tetidos presentes ao longo do curriculo de Matemaética dos anos finais do Ensino Fundamental,
encontrados na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), com a Aritmética Modular. Respal-
dada na elaboracdo de conceitos e generalizacdes com suporte em situacdes problemas diversos, a
sequéncia didética fornece em seu contexto elementos nos quais permitam uma nova abordagem
para assuntos ja conhecidos pelos alunos e também incitem a constru¢cdo de novos conceitos,
como o tratamento do resto da divisdo entre dois nlimeros pela sua perspectiva ciclica e a realiza-
¢do de operacdes conhecidas como “aritmética dos restos”. Ao longo do capitulo, procurou-se
associar o vislumbramento curioso da Aritmética Modular a aplicacdo de habilidades aritméticas
e algébricas essenciais para a construcdo de uma base matematica sélida, de forma a trazer como

consequéncia melhores resultados no processo de aprendizagem.
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CAPITULO

PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA

Neste capitulo inicial apresentaremos ferramentas imprescindiveis para a demonstracao
de resultados matematicos diversos. Faremos isso a partir de aplicagdes em torno de axiomas

fundamentais do conjunto dos nimeros naturais.

O matemadtico Giusepe Peano (1858 — 1932) foi quem definiu com precisdo o conjunto
N dos ndmeros naturais, em 1889, na obra “Arithmetices principia nova methodo exposita”.
A caracterizacao de seus elementos é baseado essencialmente na ideia de “sucessor de”; ele
concluiu que toda teoria acerca do conjunto dos ndmeros naturais poderia ser realizada a partir

de quatro axiomas, conhecidos como Axiomas de Peano que sao:

(P;) Existe uma fungdo s : N — N que associa a cada n € N um elemento s(n) € N, chamado

de sucessor de n.
(P2) A fungdo s: N — N é injetiva.

(P3) Existe um unico elemento n € N, tal que n # s(n) para qualquer n € N, esse elemento é o
1.

(P;) Dado um subconjunto X tal que X C N, se valem as propriedades

1 1eX;

(i) sex € X = s(x) € X, entdo X = N.

O quarto axioma, conhecido como axioma da indug¢do, € a base para as contrugdes dos
métodos de demonstragdes que iremos discutir. A priori, ele nos diz que todo nimero natural »
pode ser obtido a partir de 1 tomando seu sucessor s(1), e o préximo natural fazendo s(s(1)), e
assim por diante, desencadeando uma sequéncia de implicagdes. Assumindo a veracidade deste

axioma, origina-se o método de demonstragdes por inducdo, que anunciaremos a seguir.
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Teorema 1 (Principio da Inducao Finita - PIF). Seja P(n) uma propriedade do nimero natural
n € N tal que

(i) P(1) é verdadeira;

(ii) se P(n) é verdadeira para n, entdo p(n+ 1) é verdadeira.

Entdo P(n) é verdadeira para todo n € N.

Demonstragdo. Assumindo o axioma de Peano P, como hipétese, seja P uma propriedade que

satisfaz (i) e (ii). Defina-se o conjunto

X = {n € N: P(n) é verdadeira}.

Do fato que P satisfaz (i), segue que P(1) é verdadeira, isto €, 1 € X. Do mesmo modo,
P satisfaz (ii), entdo P(n) ser verdadeira implica na validade de P(n+ 1), ou seja, n+1 € X.

Assim X = N, isto é, P(n) é verdadeira para todo n € N. O

Fazendo uma andlise prética do PIF, observa-se que dado um certo conjunto X C N, com
X # 0, contendo a propriedade P(n), verifica-se inicialmente que 1 satisfaz P(n), chamaremos
esse passo de base indutiva. Em seguida, no que chamamos de passo indutivo, mostra-se como
utilizar a validade de P(n) para um dado n € N - hip6tese de indugéo, para verificar que P(n+ 1)
¢ viélida, permitindo concluir que P(n) é verdadeira para todo natural n > 1 tal que n € X, ou

seja, P(n) é verdadeira para qualquer n € N.

O Principio de Inducao Finita tem intimeras aplicacdes nos diversos campos de estudo
da Matematica, a seguir daremos um exemplo que envolve algumas propriedades dos nimeros

naturais.

Exemplo 1. Paran € N, com n impar, vale a igualdade

2
124324 4n2= (n;r )

Do fato de n ser impar, entdo n = 2k — 1 para k € N, reescrevemos a propriedade P(n) a

f(zi— 1)? = (2";1).
i=1

(i) (base de indugdo) Para k = 1, temos

2111 @ _ (2.13+1>7

ser averiguada como

logo, P(1) é verdadeira.
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(ii) (passo indutivo) Suponhamos que P(n) é verdadeira para k, entdo mostraremos a veraci-
dade de P(n) para k+ 1. Temos

k+1 k
(2i—1)* =Y (2i—1)*+ (2k+1)%

=1 i=1

+

~

k 5 [(2k+1
Pela hipdtese de inducdo temos que Z(Zi —1)" = ( ), logo

i=1 3
o [(2k+1 5
i:ZI(Zz—I) = ( 3 )+(2k+1)
_ (2k+1)(26k)(2k—1)+<2k+1)2
 (2k+1)(2k)(2k—1)  6(2k+1)?
B 6 A
- <2k6+1)[2k(2k—1)+6(2k+1)]
— (2";1>(4k2—2k+12k+6)
_ (Zkgl)(4k2+10k+6)
2k +1)(2k+2)(2k+3)
- 6
2k+3
- (%)
2(k+1)+1
()

Assim, P(n) é vélida para k+ 1 e pelo Principio da Indug@o Finita (PIF), P(n) é verdadeira
para todo n € N.

Apresentaremos na sequéncia dois importantes teoremas diretamente consequentes do

Principio da Induc¢do Finita.

Teorema 2 (Principio da Boa Ordenacao - PBO). Todo subconjunto nio vazio A C N possui
um menor elemento.

Demonstragcdo. Seja B C N um conjunto ndo vazio e suponha por absurdo que B ndo contenha
elemento minimo. Defina-se o conjunto

A={neN:n<mVmeB}.
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Em particular 1 ¢ B, pois sendo seria seu elemento minimo, logo 1 € A. Pela defini¢do de A,
temos que sen € A,entdion+1<m.Sen+1 <m,entdon+1 € A e como 1 € A, pelo Teorema

1,A=Ne B =0, uma contradi¢do. Entdo n+ 1 € B e é seu elemento minimo.

O

Exemplo 2. Apliquemos o Principio da Boa Ordenacdo para mostrar que ndo existe um m € N
talque 0 <m < 1.

Suponha por absurdo que exista m € N, tal que 0 < m < 1. Desse modo, definina o
conjunto ndo vazio B= {m € N: 0 < m < 1}. Pelo Principio da Boa Ordenagio existe um natural
k € B tal que k < m, para todo m € B. Como k € B entdo 0 < k < 1 e portanto, 0 < k> < k < 1.
Como k% € N, temos que k> € B e é seu elemento minimo, uma contradi¢io pois k é o elemento

minimo de B. Logo, B = 0.
Teorema 3 (Principio da Inducido Completa - PIC). Sejam X C N e m € N, tal que
X ={n e N:m < n}.Se P(n) é uma propriedade sobre n, tal que

(i) P(m) é verdadeira;

(ii) se P(k) é verdadeira para todo natural k € N, tal que m < k < n, entdo P(n+ 1) também é
verdadeira.

Entéo, P(n) é verdadeira para todo n € N, ou seja, N = X.

Demonstracdo. Seja B C N ndo vazio e que tenha a propriedade P(n), para o qual P(1) é

verdadeira e P(n) verdadeira implica que P(n+ 1) seja verdadeira. Defina o conjunto nao vazio

A={neN:n<mVmeB}.

Pelo Teorema 2 A possui um menor elemento a # 1, pois 1 € B. Dessa forma, a — 1 € B e por
P(n) que satisfaz B, temos que P(a — 1) implica em P((a— 1)+ 1) = P(a). Entdo a € B, uma
contradi¢do. Logo, temos que A = 0 e P(n) é vélida para qualquer n € N, ou seja, B=N. [

Exemplo 3. A sequéncia de Fibonacci F,, € uma sequéncia definida recursivamente por

F=1,FKR=1 e F,=F_1+F,, paratodon > 2.

Para todo n,m € N, com n > 2 temos

Fn+m:Fn—1Fm+FnFm+l-

Seja P(n) a proriedade descrita acima, iremos utilizar o Principio da Indu¢do Completa

sobre m para fazer a verificacao pedida.
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(i) (base indutiva) Para m = 1 temos que

For1 =Fy+Fyo1 = FoFy + Fy 1 By,
logo P(n) é verdadeira param = 1.

(ii) (passo indutivo) Suponha que para todo k € N, com 1 < k < m, P(n) seja verdadeira,

mostraremos que m + 1 também € verdadeira. Assim,

Fn+(m+1) = Futm+ Fuim—1-

Assumindo a validade da hipétese de inducio, ou seja, Fy,x = F,—1F; + F, Fy+1 para todo

k=1,2...,mtemos

Foymen)y = Fao1Fn+ FaFpgt + Fryom—
= Fp1Fn+ by + Fo1Fin—1 + FnFy
= (Fa1Fn+ Fo1Fn1) + (FuFni + FyFon)
= Fi1(En+Fu_1) +Fy(Fps1 + Fn)

= anlFerl +FnFm+2-

Portanto, P(n) é verdadeira para m+ 1 e pelo Principio da Indug¢do Completa (PIC), segue

que P(n) aplica-se a todo m € N.

Neste exemplo observamos que foi necessario a verificagdo na base indutiva utilizando
os dois primeiros termos da sequéncia de Fibonacci, assim como utilizamos os dois termos

anteriores de m + 1 no passo indutivo para a determina¢do da conclusdo esperada.
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CAPITULO

DIVISIBILIDADE

Neste capitulo introduziremos resultados, propriedades e defini¢des importantes acerca
do estudo de divisibilidade, que subsidiard teoricamente as discussdes a serem realizadas nos

préximos capitulos.

3.1 Divisibilidade

Ao realizarmos a divisdo de um nimero inteiro por outro nimero inteiro, podemos obter
ou ndo um quociente inteiro. A existéncia de uma relacao de divisibilidade entre dois nimeros

inteiros € expressa na definicdo a seguir.

Definicao 1. Dado os nimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b se existir um k inteiro, tal
que b = ak. Chamamos a de divisor de b e b de miltiplo de a. Denotamos essa relagdo como
alb.

Para os casos que a ndo divide b, escrevemos que a 1 b.

Exemplo 4. Temos em cada caso que

(i) 13| 611, pois existe um inteiro k = 47 tal que 611 = 13.47;

(ii) 291971, pois ndo existe k € Z tal que 971 = 29«.

Na sequéncia apresentaremos algumas propriedades da divisibilidade.

Proposicao 1. Dados a,b,c e n € Z temos:

(i) 1|n

(ii) n|n.
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(iii) 7| 0.
(iv) Sen|a,entdoa=0ou |n| <|a|.

(v) Sea|beb

c,entdoa | c.

(vi) Sea|bealc,entidoa| (bx+ cy) para qualquer combinagdo linear bx+ cy de b e ¢, com
coeficientes x,y € Z.

Demonstragdo. Sejam a,b,cen € Z.

(i), (ii) e (iii) Temos que n = 1n e 0 = On e pela defini¢do de divisibilidade, segue que 1 | n,

ninen|O.

(iv) Suponha que n|a e a# 0, entdo a = n.k com k € Z e |k| > 1, desse modo temos |a| >
[nllk| = [n].

(v) Como a | b, entdo existe um m € Z tal que b = am. Do fato que b | ¢, entdo ¢ = b.k = amik,

para algum k inteiro, portanto a | c.

(vi) Como a | b e a | ¢ entdo existem m,n € 7Z tais que b = am e ¢ = an. Multiplicando as

igualdades respectivamente pelos inteiros x e y temos
bx=amx e cy=any.
Somando ambas as igualdades obtemos
bx+ cy = amx + any = a(mx +ny),

e portanto, a | (bx+cy).
[

A Proposi¢ao acima nos fornece resultados de grande utilidade em muitos problemas
aritméticos envolvendo divisibilidade. A seguir realizaremos dois exemplos nos quais se destaca

principalmente a propriedade descrita no item (vi).

Exemplo 5. Se 19 | (3x+7y) entdo 19 | (43x+75y).

Da Proposi¢ao 1, temos do item (ii) que 19 | 19x e 19 | 19y, entdo pelo item (vi) temos
que 19| (19x+19y). Se 19| (3x+ 7y) entdo 19 | (8(3x+7y)), ou seja, 19 | (24x+ 56y). Desse
modo, novamente pelo item (vi) da Proposi¢do 1, temos

19| (19x+ 19y) + (24x + 56y),

isto é, 19| (43x+75y).
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Exemplo 6. Para a,b € Z temos que a — b | a" — D", paran € N.

Seja a propriedade P(n) : a—b | " — b", para n € N. Procederemos por indugio sobre 7.

(i) Paran = 1temos que a—b | a' —b' = a— b, logo P(1) é verdadeira.
(ii) Supondo que P(n) é verdadeira, verificaremos a validade para P(n+1).
an—H . bn—H — a(an _bn) +ab" _bn—l—l

= a(d"-b")+b"(a—D).

Pela hipdtese de indugdo temos que @ — b | " —b" e como a — b | a — b, da Proposi¢do 1 segue
que a—>b | a(a*—b")+b"(a—b). Assim, P(n+ 1) é verdadeira e pelo Teorema 1 temos que

P(n) é vélida para todo n € N.

3.1.1 Teorema da Divisao Euclidiana

A partir do teorema que apresentaremos na sequéncia, verifica-se que é sempre possivel
realizar a divisdo entre dois nimeros inteiros, ainda que um nao seja multiplo do outro. Sua
fundamentac@o deve-se a Euclides que, em sua obra Elementos (300 a.C), apresenta a descri¢ao
do método para tal divisdo somente para nimeros naturais € comprimentos geométricos e é
considerado um dos algoritmos mais antigos utilizados até os tempos atuais. Entretanto, a
metodologia apresentada por Euclides baseava-se em subtragdes sucessivas e ndo considerava
a unicidade de alguns dos elementos envolvidos no processo. O algoritmo de Euclides foi
generalizado ao longo da historia por varios matemdticos, sendo aplicado em diversas dreas da

Matematica.

Teorema 4 (Teorema da Divisao Euclidiana). Se a ¢ b sdo inteiros e b # 0, entdo existem g e
r inteiros, tais que

a=bqg+r e 0<r<|b|
Os inteiros g e r s@o denominados quociente e resto da divisdo euclidiana de a por b e, na

condi¢ao dada, sdo Unicos.

Demonstragdo. Sejam a,b € N.
Existéncia
Se a < b, entdo basta tomarmos g = r = 0.

Se a > b, entdo fixado o nimero b, suponhamos a existéncia de g e r tal que
a=bg+r e 0<r<b. (3.1

Seja P(n) a propriedade descrita em (3.1), procederemos por indugdo sobre a.
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(i) Sea=1ecomob e N, tal que b <a,temos b =g =1er=0. Logo P(1) é verdadeira.

(ii) Suponha a validade de P(a — 1), verifiquemos que P(n) satisfaz a. Assim, para p,s € Z
temos
a—1=bp+s, e 0<s<b.

Logo
a=bp+(s+1).

Como(O0<s<bentio0<s+1<b+1,ouseja, 0 <s+1<b.Ses+1 < b, entdo segue que
p=qgqer=s+1.Ses+1=b,entdioa=bp+b=>b(p+1). Assim, temos que g=p+1e
r=20.

Portanto P(a) é verdadeira e pelo Teorema 1, para todo a € N, existem ¢ e r que satisfaca

a condi¢do descrita em (3.1).

Estenderemos agora o resultado para a,b € Z. Analisemos inicialmente o caso a < 0 e

b > 0. Pelo resultado anterior temos

—a=bqg+r € 0<r<hb.

Logo
a=>b(—q)+(—r). 3.2)

Se r = 0 segue que —q € o quociente da divisdo euclidiana de a por b. Se r > 0, temos
a = bl-q)+(-1)
= b(—q)+b—b+(-r)

= b(—g—1)+(b—r).

Como 0 < r < b, segue que —b < —r < 0 e somando b aos membros da desigualdade temos
0 <b—r<b.Fazendo qg; = —q—1 e ri = b—r e substituindo em (3.2), segue que a = bq| +ry,
onde 0 <r; <b.

Para o caso a < 0 e b < 0 sigamos passos semelhantes, assim temos que

—a=—bg+r e 0<r<—b. (3.3)

Logo

= bg+b—b+(—r)

= b(g+1)+(—=b—r).
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Como 0 < r < —b e do fato que b < 0, temos b < —r < 0 e somando b aos membros dessa
desigualdade segue que 0 < —b —r < —b. Fazendo ¢ = g+ 1 e r, = —b —r e substituindo em
(3.3) temos a = bgy + 1, tal que 0 < rp, < b.

Unicidade
Suponha r, r/, q,q/ € 7, tais que
a = bg+rcom0<r<b (3.4)
a = bg+r com0<r <b. (3.5)

Como r, r €7, sem perda de generalidade, tomemos r > r. Igualando o segundo membro das

equagoes (3.4) e (3.5) encontramos
bg+r = bq/ +r
r—r = bq/ —bg

r—r = b(q,—q) (3.6)

Do fato que r e r sdo menores que b, segue que r—r < b e por (3.6) 0 < b(q —q) < b.
Mas como g e q/ sdo inteiros, a desigualdade s6 € verdadeira para q/ —q =0, ou seja, q’ =q.

/ . L, ! ~ s
Consequentemente, r —r = 0, isto é, r = r e portanto, g € r s30 Unicos.

]

Exemplo 7. Facamos a divisdo euclidiana entre os inteiros a € b dados.

(a) Sea=857eb=17. Temos que 857 =17.50+7,logog=50er="1.
(b) Sea=1323 e b= —29. Temos que 1323 = (—29).46+ 11,logo g =46 e r=11.

(c) Sea= —2524 ¢ b="72. Temos que —2524 = 72.(—36) + 68, logo ¢ = —36 e r = 68.

O Teorema 4 nos permite conclusdes ainda mais gerais e abrangentes. Por exemplo,
fixando m > 2 pode-se escrever qualquer nimero natural n de forma tnica, como n = mk+r,

comk € Z e 0 < r < m. Desse modo, para m = 2 temos que

n=2k ou n=2k+1,

pois o resto r na divisdo de um inteiro por 2 é 0 ou 1. Ainda, temos que 2k e 2k + 1 sdo,
respectivamente, a representagdo dos nimeros pares e impares, ou seja, o conjunto dos nimeros

inteiros dividem-se em duas classes a partir da divisdo euclidiana de seus elementos por 2.
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O mesmo vale se tomarmos diferentes valores de m, para m = 5 por exemplo, temos que n
podera ser representado por uma das formas: 5k,5k+ 1,5k 42,5k + 3 ou 5k 4 4. Essa importante

consequéncia do Teorema 4 seréd explorada ao longo deste trabalho sob varias perspectivas.

Utilizaremos a divisao euclidiana na verificacio do teorema abaixo.

Teorema 5 (Representacao dos niimeros decimais). Para cadan € Z e n > 0, existem tnicos

naturais 0 < ag,ay,...,a; < 10, com a; # 0 e k € Z, tais que

n=a 105+ a1 105 ... +ao10°.

Demonstracdo. Seja P(n) a propriedade sobre n descrita, de modo que aplicaremos o Teorema

3 sobre n.

(i) Paran = 1temos que 1 = agl0° = ag, logo P(1) é verificada.

(ii) Suponhamos que para todo x € N, tal que 1 < x < n a propriedade P(n) seja verdadeira,

mostraremos sua validade para n+ 1 . Pelo Teorema 4 temos

n+1=bg+r, com 0<r<hbh.
Tomando b = 10 obtemos

n+1=10g+r, 0<r<10. (3.7)

Do fato que n,b € N, segue que g > 0 e dessa forma temos dois casos a considerar:

* Seg=0,entdon+1=r=ay.

* Se g > 0, entdo g < n, pois para g > n temos que n+ 1 =10g+r > 10n+r > 10n, ou
seja, n+ 1 > 10n o que implica em 1 > 9n, uma contradicao.

Desse modo, para 1 < g < n e aplicando a hipétese de inducdo em (3.7) segue

n+1 = 10(a 10"+ a1 105 . 4 ap) +r

= @10 p g 10K+ +apl0+r

Portanto, P(n+ 1) é verdadeira e pelo Teorema 3, P(n) é verdadeira para todo n € N. O
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3.2 Maximo Divisor Comum (MDC)

Dados os inteiros a,b e x, todos diferentes de zero de forma que x | a e x | b, pela

propriedade (iv) da Proposicao 1 temos que
x| <la| <= —la] <x<]aq] (3.8)
X <] == —[b|<x<[bl. (3.9)
Desse modo, o conjunto de (3.8) dos divisores D(a) de a é limitado superiormente por
|a| e finito. Do mesmo modo, temos em (3.9) o conjunto D(b) dos divisores de b que € limitado
superiormente por |b|. Analisando D(a) N D(b), verifica-se que é ndo vazio, pois 1 |ae 1| b,
portanto pelo Teorema 2 possuiu um elemento maximo d > 1, que chamamos de mdximo divisor

comum de a e b. Denotaremos o méaximo divisor comum d de a e b como mdc(a,b). Paraa,b =0
definimos mdc(0,0) = 0.

Definicdo 2. Sejam os inteiros a,b e d, com d > 0, diremos que o mdc(a,b) = d quando as

seguintes propriedades sdo satisfeitas:
(i) d|aed]|b.
(ii) Paratodoc €Z,sec|aec|b,entdoc|d.

Observacao 1. A implicagdo (ii) na definicdo acima, nos permite verificar a unicidade de d.
Seja d e d mdc(a,b). Pela propriedade (i) temos que d | d ed | d e comod >0, entiod =d .

Assim, o mdc (a,b) = d é tnico.

Exemplo 8. Vamos determinar o mdc(15,27).
D(15) = {~15,-5,-3,—1,1,3,5,15}.

D(27) ={-27,-9,-3,—1,1,3,9,27}.
Temos que D(a) ND(b) = {—3,—1,1,3}, portanto o mdc(15,27) = 3.

Proposicao 2. Sejam a,b € Z.
(i) mdc(0,a) = |al.
(i) mde(1,a) = 1.
(iii) a | b se, e somente se, mdc(a,b) = |al.

Demonstragcdo. Sejam a,b e c € 7.
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(i) Se a =0, entdo mdc(0,0) =0 = |al|. Se a # 0, entdo |a| | 0 e |a| | a. Tome ¢ # 0 de modo

que ¢ | a e c | 0, entdo por (iv) da Proposi¢ao 1 tem-se que ¢ < |a

, 0 que implica em ¢ | |a|.

(ii) Temosque 1 |ae 1| 1. Tome ¢ # 0, de forma que c | a e ¢ | 1, entdo por (iv) da Proposi¢do
1 tem-se que |c| < 1. Como 1 é seu maior divisor, segue que ¢ = 1, portanto ¢ | d, ou seja,
d=1.

(iii) Sea|b,entdo |a||ae|a||b.Sejac#0,sec|aec|b,entdoc||al, portanto mdc(a,b) = |al.

Reciprocamente, se mdc(a,b) = |a|, entdo |a| | b e consequentemente, a | b.

]

O lema abaixo fundamenta um método para determinag¢do do mdc(a,b) para quaisquer
a,be .

Lema 1 (Euclides). Sejam a,b,q € Z e r o resto da divisdo euclidiana de a por b. Se a = bg+r,

entdo mdc(a,b) = mde(b,r).
Demonstracdo. Queremos mostrar que D(a) ND(b) = D(b) N D(r), implicando que ambos 0s
conjuntos possuem o mesmo elemento maximo. De a = bg + r segue que r = a — bq.

Sejad € D(a)ND(b),entdod | a e d | b e por (vi) da Proposicdo 1, temos que d | a — bg
e como a — bg = r, entdo d | r e, portanto, d € D(b) N D(r).

Do mesmo modo, se d € D(b)ND(r) entdod | bed | r,logod | bg+r e como bg+r=a,
entdo d | a e, portanto, d € D(a) N D(b).

Assim, D(a) ND(b) = D(b)ND(r) e mdc(a,b) = max D(a) ND(b) =max D(b)ND(r) =
mdc(b,r). O

Observacio 2. Note que podemos escrever o Lema de Euclides como mdc(a,b) = mde(b,a —
bq) = mdc(a,b — aq), no qual a — bq é o resto da divisdo euclidiana de a por b e b — aq, o resto

da divisdo euclidiana de b por a.
Exemplo 9. Dado o Lema 1, temos as identidades:

mdc(3,12) =mdc(3,12+3.3) = mdc(3,12+43.7) = mdc(3,12 - 3.11).
Exemplo 10. Vamos calcular o mdc(1095,780).

Aplicando sucessivamente a divisdo euclidiana temos as igualdades

1095 = 780.14315
780 = 315.2+4150
315 = 150.2+415

150 = 15.10+0.
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Assim, pelo Lema 1 segue que mdc(1095,780) = mdc(780,315) = mdc (315, 150) = mdc (150, 15) =
mdc(15,0) = 15.

Observa-se que, além de determinar um método para o cdlculo do mdc entre dois nimeros
inteiros quaisquer, o Lema 1 nos permite escrever o mdc entre esses nimeros a partir da soma de

dois de seus multiplos. No Exemplo 10 temos

15 = 315-150.2
— 315-2(780—315.2)
= 1095 — 780 — 2.780 -+ 4(1095 — 780)
= 1095(5)+780(=7).

Uma outra observacdo que se pode fazer no Exemplo 10, € que o ultimo resto nio nulo é

exatamente o mdc procurado. Serd uma mera coincidéncia? Verificaremos a seguir que nao.

Lema 2. Seja a,b € 7Z e a > b. Defina-se a sequéncia (ry), com k € N, de modo que r; = a,
rp =beparatodo k > 2, se ry # 0, rpy1 € o resto da divisao euclidiana de ry por r;_; e se ry =0,
entdo a sequéncia termina.

Entdo a sequéncia (ry) € finita e existe um k tal que r;,; = 0.

Demonstragdo. Defina-se o conjunto A = {ry,r2,...} C NU{0}. Notavelmente, A # 0 e pelo
Teorema 2 ele possuiu um elemento minimo que denotaremos por ry 1. Pela definicdo da
sequéncia (ry) segue que r| > rp > ... > ry > 1y € se iy # 0, entdo existe um elemento
T2 € A tal que € o resto da divisdo euclidiana de ry por 7y 1. Logo 0 < rpyp < 141, OU s€ja,

rr+2 € elemento minimo de A, uma contradi¢do, pois 7| € seu elemento minimo.

]

Teorema 6 (Algoritmo Euclidiano Estendido). Sejam a,b € Z nio nulos com a > b e seja (ry)

a sequéncia definida no Lema 2, entao

mdc(a,b) = ry.

Demonstracdo. Pela definicdo de (r;) temos que

rn>r>...>r>r =0,

e para k > 3 temos que 7 € o resto da divisdo euclidiana de r;_, por r;_1. Aplicando sucessiva-
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mente o Lema 1 em cada uma das igualdades abaixo segue:
re = mdc(rg,rerq) = mde(ry, 0)
= mde(rg, re-1)

= IIldC(rk,l s rk,z)

= de(l’3, I’z)
= de(I’z, I’l)
= mdc(a,b).

]

Dessa forma, temos pelo Lema 2 e pelo Teorema 6 que a sequéncia de divisdes euclidianas
realizadas no Exemplo 10 é uma caracterizacdo geral, que se aplica a todo par de nimeros
inteiros que se busque determinar o mdc, isto €, teremos sempre um ultimo resto nulo e o resto

imediatamente anterior, serd o mdc procurado.

Exemplo 11. Qual o maior valor possivel para o mdc(n+ 1,n° +7)?

Observe que n° + 1 = (n+41)(n*> —n+ 1), entdo temos que
P4+7=n*4+146=(n+1)(n®—n+1)+6.
Pelo Lema 1 segue
mdc(n+ 1,1 +7) =mde(n+1,(n+1)(n* —n+1)+6) = mde(n +1,6).
Assim, para o maior mdc possivel basta tomar n = 5 portanto, o mdc procurado € 6.
Exemplo 12. Sejam m e n dois inteiros positivos e seja a > 1, se d = mdc(m,n), tem-se que

mdc(a™ —1,a" — 1) =a — 1.

Suponha, sem perda de generalidade, que m > n. Fazendo a divisao euclidiana de m por

n obtemos

m=nq+r, 0<r<n.
Desse modo, reescrevemos

d"—1=d""1""-1=d"""—1=ad"d —d +d —1=d"(d?—1)+(a"—1). (3.10)
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Pelo Exemplo 6 temos que " — 1 | a"? — 1, ou seja, a" — 1 é miiltiplo de a" — 1. Logo, pelo

Lema 1 e por (3.10) temos

mdc(a" —1,a" — 1) =mdc(a" — 1,a" (" — 1)+ (a" — 1)) =mdc(a" — 1,a" —1).  (3.11)

Como ré tal que 0 < r < m,entdo sejar; >r, > ... > ry > ryy a sequéncia definida por r tal
que ry11 = 0. Dessa forma, temos pelo Teorema 6 que r, = mdc(m,n) e aplicando em (3.11)

encontramos
mdc(a” —1,a"—1) = mdc(a"—1,a"" —1)

= mdc(a" —1,a? —1)

= mdc(a* —1,a™' —1)

= mdc(a"* —1,0)

= a*-—1
_ amdc(m,n) 1
= a%-1

O teorema a seguir nos fornece uma outra caracteriza¢cdo do maximo divisor comum

entre dois ndmeros inteiros.

Teorema 7 (Bachet Bezout). Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0, entdo
mdc(a,b) = min{x € Z : x = am+ bn,param,n € Z}.

Demonstracdo. Seja d = am + bn o menor elemento positivo do conjunto
X ={x€7Z:x=am+bn,param,n € Z}. E possivel verificar que |a| 4 |b| gera uma com-
binacdo linear positiva e pelo Teorema 2 podemos afirmar a existéncia de d. Seguiremos as

propriedades descritas na Defini¢do 2 para verificar que d = mdc(a, b).

Fazendo a divisdo euclidiana de a por d temos que

a=dq-+r, 0<r<d,

logo
r=a—dq=a— (am+bn)g=a(l —mq)+b(—ng),

portanto r € uma combinagdo linear de a e b. Como 0 < r < d terfamos que r seria o elemento

minimo de X, entdo r=0ed | a.
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Analogamente, temos que
b=dq,+r, 0<r <d,

logo
ry=b—dq) =b—(am+bn)q, = b(1 —mq)+a(—nq),

portanto r; € uma combinacao linear de a e b. Do fato de 0 < r; < d, terfamos r; como elemento

minimo de X, entdo r; =0ed | b.

Seja ¢ um divisor comum de a e b, entdo ¢ |a <= a =ck e ¢ | b <= b = cky, para
k,ki € Z. Logo
d = am+bn = ckm+ ckin = c(km+kn),

portanto ¢ | d. O

A consequéncia do Teorema 7 que mostraremos a seguir, nos garante que as combinagdes

lineares possiveis para ax + by, com x,y € Z, sdo multiplos de d.
Corolario 1. Sejam a,b € 7, ambos ndo nulos, e seja d = mdc(a,b). Entdo
{ax+by:x,ye Z} ={dz:z € Z}.
Demonstracdo. DefinaA = {ax+by:x,y € Z} e B={dz:z € Z}. Nosso intuito é mostrar que

ACBeBCA.

Pelo Teorema 7 existem xg, yg tais que d = axg + byo, logo d € A. Seja r € Z, temos que
dr = raxy + rbyy e portanto, dr € Be B C A. Como d | ax+ by para qualquer ax + by € A, entdo
ACBelogoA=B. []

Exemplo 13. Quantos inteiros n, com 1 < n < 100, podem ser escritos na forma

n = 462x+ 966y?

Inicialmente, determinaremos o mdc(462,966) utilizando o Teorema 6:
966 =462.2442

462 =42.1140,

logo 0 mdc(462,966) = 42. Pelo Teorema 7 segue que n = 42 = 462x + 966y é o menor valor
positivo para n e pelo Corolario 1 conclui-se que n = 42z, para z € Z. Assim, os multiplos de
42 no intervalo dado sdo 42 e 84 e desse modo, existem 2 inteiros que satisfazem as condicoes

dadas para n.

Definicao 3. Dois nimeros a,b € Z, ambos ndo nulos, sdo chamados de primos entre si se, e

somente se, o mdc(a,b) = 1.



3.3. Numeros Primos e Teorema Fundamental da Aritmética 43

Exemplo 14. Os ntimeros 18 e 35 sdo primos entre si, pois 0 mdc(18,35) = 1.

Proposicao 3. Dados a,b € Z, ambos ndo nulos, eles serdo primos entre si se, € somente se,
existirem x,y € 7Z tais que
ax+by=1.

Demonstracdo. Se mdc(a,b) =d = 1, entdo pelo Teorema 7 existem r, s € Z tais que ar+bs = 1.
Reciprocamente, se existem r,s € Z, tais que ar+bs = 1, temos pelo Coroldrio 1 que 1 € mdltiplo
ded,istoé,d | 1 e portanto d = 1. O

Proposicdo 4. Sejam a,b e ¢ € Z e mdc(a,b) = 1,se a | bc entdo a | c.

Demonstragcdo. Do fato que a | be, entdo bc = ak, para k € Z. Como o mdc(a,b) = 1, segue
pela Proposicdo 3 que existem x,y € Z tais que ax + by = 1. Multiplicando a dltima igualdade
por ¢ temos

¢ = cax+ cby = acx+ aky = a(cx+ky),

portanto a | c. O

3.3 Nudameros Primos e Teorema Fundamental da Aritmé-
tica
Definicao 4 (Nimeros Primos). Um nidmero inteiro p > 1 € chamado de primo se tem como
unicos divisores positivos p e 1. Denotamos por
P ={p e N:péprimo}
o conjunto dos nimeros primos.
Segue da definicdo que

pE P << p=ab, paraa,bc Ntalquea=1oub=1.

Os numeros 7 > 1 ndo primos sdo chamados numeros compostos, sua caracterizagao €
dada por
T ={ne€N:n=xpx;, comxg,x; > 1exp,x; €N}.

Proposicio 5. Sejam a,b e p € Z, com p primo. Se p | ab, entdo p | a ou p | b.

Demonstragdo. Temos que p | aou pfa. Se p1{a, entdo mde(p,a) =1 e como p | ab, segue da
Proposicdo 4 que p | b. O

Observacao 3. A Proposi¢do acima nos coloca a condi¢gdo minima para um dado primo p, tal

que p | ab, pois p pode ser fator de ambos os niimeros e assim, a divisibilidade é trivial.
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Corolario 2. Dada a sequéncia de primos p, py,p2,...,pp€se p | pip2..... Pn, €ntao p = py,
para algum k € {1,2,...,n}.

Demonstracdo. Sejaapropriedade P(n): p| p1pa.....pn,entdo p = py paraalgumk € {1,2,...,n}.

Procederemos por indugio sobre n que € a quantidade de primos py.

(i) Paran =1 temos que se p | p; entdo p = py, pois p, p; sdo primos, logo P(1) é verdadeira.

(ii) Suponha que P(n) seja verdadeira para n, mostraremos a validade para n + 1, ou seja, que

plpip2..... PnPn+1 =—> p = prparaalgumk € {1,2,....,n+1}.

se p| pipa-----pn,entdo p = py para algum k € {1,2,...,n},logo pt pu+1.Se ptpip2.-...pn,
entdo p | p,+1 € portanto p = py4 1.

Dessa forma P(n+ 1) é verdadeira e pelo Teorema 1, P(n) é valida paratodon € N. [J

Teorema 8 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero inteiro n, com n > 1, pode

ser escrito de maneira Unica, a menos de ordem, como um produto de ndmeros primos.

Demonstragcdo. Provaremos primeiramente a caracterizagao de n como fatoracao de primos.
Seja a propriedade P(n) : n € N, tal que para n > 1, n é um produto de primos. Faremos a indugio

completa sobre n.

(i) Para n =2 temos que P(2) é verdadeira, pois 2 € um nimero primo.

(ii) Se n é um ndmero primo, entdo a verifica¢do de P(n) é imediata. Consideraremos entdo n
composto, isto é, n = x;xo, com 1 <x; <nel <xp <n,x,x; inteiros.

Suponha que para todo m tal que 2 < m < n onde P(m) seja verdadeira, mostraremos a
validade de P(n+1).

Como n+ 1 € composto, entdo n+1 =x3xg, talque 1 <x3<n+lel <xs<n+1

e pela hipétese de inducao existem primos pi,p2,...,Pr € 41,92, --.,qs de forma que

X3 =Ppip2..-Pr€X4 =q1q2...qs. Logo
n+1=x3x4 = (p1p2---Pr)(Q192---qs)-

Logo P(n+ 1) é verdadeira e pelo Teorema 3, temos que P(n) é verdadeira para todo n € N.

Provaremos a unicidade da fatoracdo de n em fatores primos. Dados os niimeros primos
pieqjcomiec{l,2,....rteje{l,2,...,s} e seja a propriedade P(n) : n = pips...p, =
4192 ---qs, paran € Nen > 1, tal que r = s e p; = q;. Procederemos por indu¢do completa sobre

n
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(i) Paran =2 temos que 2 = p| = q1, logo P(2) é verdadeira.
(ii) Suponha que exista x tal que 2 < x < n de forma que P(x) seja verdadeira. Mostraremos a

validade de P(n).

Se n € primo, entdo n = p, = g, e a propriedade € verificada. Tomemos n composto, entdo

n=pip2..--Pr=4192---4s.

Temos que p1 | 192 . .. gs e pelo Coroldrio 2, tem-se que p; = ¢;. Sem perda de generali-

dade, consideremos p| = g1, portanto temos

n/pi=pap3...Pr=q2q3...qs.

Como 1 < n/p; < n, temos pela hipétese de indugdo que as fatoragdes de n/p sio iguais,

logo r = s e p; € p; sdo iguais aos pares.
Assim, P(n) é verdadeira e pelo Teorema 3, P(n) é vélida para todo n € N. O

A existéncia de infinitos nimeros primos foi demonstrada primeiramente por Euclides,
em sua obra Os Elementos (Livro IX, Proposi¢do 20), € possivel ter maiores detalhes em (JOYCE,
2013).

Teorema 9. Existem inifinitos nimeros primos.

Demonstragdo. Seja pi,pa,...,p, uma sequéncia finita de primos. Seja @ um niimero inteiro e

a > 1, de forma que

a=pi.pa..... pn+1.

Observe que para cada p; da sequéncia definida, com i € {1,2,...,n}, temos que p; < a.
Se a € primo, entdo a = p; que ndo pertence a sequéncia de primos dada, comprovando a

infinidade de primos.

Se a ndo é primo, entdo pelo Teorema 8 ele tem um fator primo gy, tal que g # p;. De
fato, se g, = p; teriamos que g | p1.p2..... Pn € qx | a, e por (vi) da Proposigdo 1, segue que
qr | p1-p2.-- .. pn — a. Dessa forma, ¢y | 1, uma contradi¢io ja que gy é primo.

Assim, existe um primo g que € fator de a e ndo pertence a sequéncia finita py, pa,...,Pn
portanto, o conjunto de ndmeros primos € infinita. [
Teorema 10. Para todo n € Z, com n > 1, existem Unicos primos distintos py, p2,..., pr, com

r>1,de modo que p; < py < ... < p, e tnicos o4, 0p,...,a, € NU{0}, tais que

_ 00 00 Q
n=p;y Py ---Pp -
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Demonstragcdo. Se n é primo ndo hd nada a demonstrar. Para n composto temos pelo Teorema 8
quen=pipy...pr. parak € {1,2,...,r}, logo se p; é tinico na fatoragdo, basta tomar ¢; = 1.
Se existe p; = py, entdo agrupando tais fatores primos comuns temos p;”, onde m € a quantidade
de fatores p; = py, assim basta tomar a; = m. Ainda pelo Teorema 8 temos a unicidade da

representacao. O]
Exemplo 15. Seja n = 2600, entdao temos:

2600 =2.2.2.5.5.13 = 23.5%2.13!.

Vejamos a caracterizacao dos divisores de um nimero inteiro considerando sua decom-

posicdo em fatores primos.

Proposiciio 6. Sejan € Z, comn > 1,se n=p'p?...p%, tal que p; < p2 < ... < p, sdo

nimeros primos e o, 0y, ..., o € NU{0}, entdo cada divisor positivo a > 1 de n é da forma
a:plf'pgz... B com0 < Bi < a,
parai€ {1,2,...,r}.

Demonstragcdo. Se a = p? ! pgz ... pé’, com 0 < f; < oy, temos pelo Teorema 10 e do fato de

o1 =B _mn—PB N 'p;Xr—,Br

o; — Bi > 0 que existe um inteiro k, tal que k = p;' "' p, . Assim,

Qr __

ak = ( B B2 0‘1—151pgz—ﬁ2 L po Py = pPUpE . p% =n,

Pl Py ---prr)(p1

logo a | n.

Por outro lado, pela unicidade da fatoragcdo de a e n, segue que todo divisor de n tem que

ser dessa forma.

]

O resultado acima nao so caracteriza todos os divisores naturais de um ndmero inteiro,

como fornece uma forma de determina-los. Vejamos o exemplo.
Exemplo 16. Facamos a decomposicao em fatores primos de 180:

180 = 22.32 5.

Note que os primos presentes na fatoracdo de 180 s@o 2,3 e 5, com expoentes 2,2 e 1, respecti-
vamente. Desse modo, temos que os divisores positivos de 180 e diferentes de 1 sdo aqueles que
contém ao menos um desses fatores, com expoentes menores ou iguais a 2 - para 0s nUmeros

primos 2 e 3, igual a 1 - para o nimero primo 5. Utilizando-se do Principio Fundamental da
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Contagem sabemos que 3.3.2 = 18 € o total de divisores positivos de 180. Assim, descrevendo

os divisores de 180 temos:

1 3 32=9 5 3.5=15 32.5=45
2 23=6 [322=18 [25=10 |235=30 |2.325=90
22=41223=121[2232=36225=20223.5=6022.3%25=180

A proposi¢do abaixo nos fornece uma outra maneira de determinar o mdc entre dois
numeros inteiros positivos.
Proposicio 7 (Calculo do mdc por fatoracdo). Sejama,b € N, tais que a = p{' p5? ... p%, b=
p/f'pgz .. .pE’ e p1 < p2 < ...< p,sdo nimeros primos de forma que para todo i € {1,2,...,r},

temos oy, B; € NU{0}. Entdo
mdc(a,b) = p{'p} ... p¥,

de modo que para cada i, y; = min{a;, B; }.

Demonstragdo. Seja o mdc(a,b) =d. Se d = 1, a comprovagdo ¢ imediata, basta tomar p;' com
¥ = 0. Entdo sejad # 1, tal que d = p!' p? ... p}" e % = min{ ey, B;}. Pela Proposicio 6 temos
que d | a e d|b. Considere-se ¢ € N tal que ¢ | a e ¢ | b, entdo pela Proposi¢io 6 temos que
c= p{fl pgz ... p%, no qual para cada i que se tome, 0 < & < o, B;. Dessa forma & < min{ ¢, 3;}

e portanto ¢ | d e d = mdc(a,b).
0

Exemplo 17. Calcularemos o mdc (600, 1260) aplicando a decomposi¢do em fatores primos.

Fazendo a decomposi¢do dos numeros dados em fatores primos temos:
600 = 233.5%2=233527Y (3.12)
1260 = 22325.7=2%3%517. (3.13)

Comparando os primos existentes nas fatoragdes de ambos os nimeros de (3.12) e (3.13) e

aplicando a Proposicdo 7, segue que
mdc (600, 1260) = 22.3.5.7° = 60.

Observacao 4. A fatoracdo de um niimero inteiro é uma ferramenta que nos possibilita uma
variedade de aplicagdes e resultados. Contudo, é importante observar que, ao depararmos com
nimeros inteiros de ordens numéricas maiores, determinar se um nimero inteiro € primo ou

composto ndo é uma tarefa simples.

Exemplo 18. A fatoracdo do nimero 2438297 = 757.3221, note que para chegar a esses fatores,
sem um recurso tecnolégico, depara-se com a andlise das possibilidades de divisibilidade pelos
133 niimeros primos anteriores a 757. O mesmo pensamento aplica-se para o fator 3221, de

modo que existem 321 nimeros primos entre os dois fatores.
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CAPITULO

ARITMETICA DOS RESTOS

Sado muitos os fendmenos do nosso cotidiano que estdo relacionados a ideia de periodos
ou ciclos: eventos que ocorrem uma vez na semana, sempre num mesmo dia, tém ciclos de 7
dias; a rotacdo da Terra em torno de seu eixo tem ciclo de 24 horas e sua translacdo em torno
do Sol tem ciclo de 365 dias e 6 horas; os hoddmetros dos carros tém ciclo de 100.000 km; os
rerlégios de ponteiro tém um ciclo de 12 horas. Em tais situacdes notamos que, conhecendo o
periodo de um dado fendmeno ciclico, prevemos exatamente suas repeticdes. Tais possibilidades

relacionam-se a uma aritmética curiosa e peculiar: a aritmética dos restos.

Introduziremos neste capitulo o estudo dos restos da divisdo euclidiana por um niimero
inteiro positivo, pela luz dos estudos de Karl Friedrich Gauss, em seu livro Disquisitiones

Arithmeticae.

4.1 Congruéncias
Definicdo 5. Seja m € N, diremos que dois numeros inteiros a e b sdo congruentes modulo m se
os restos da divisdo euclidiana de a e b por m sdo iguais. Sendo assim, escreve-se:

a=b (mod m).
Vejamos alguns exemplos:

(i) 23 =10 (mod 13), pois ambos deixam resto 10 na divisdo por 13.
(ii) 49 =14 (mod 5), pois ambos deixam resto 4 na divisao por 5.
(iii) 13=—1 (mod 7), pois ambos deixam resto 6 na divisdo por 7.

(iv) 16 5 (mod 3), pois o resto da divisdo euclidiana de 16 e 5 por 3 sdo respectivamente 1
e2.
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Observacao 5. Como a divisd@o de um nimero inteiro qualquer por 1 deixard sempre um resto

nulo, nossos estudos utilizardo os valores para m > 1, no qual m € N.

Contudo, ndo seria prético precisarmos realizar a divisdo euclidiana entre nimeros a
e b por um dado m para atestar sua congruéncia. A proposi¢ao a seguir serd de grande valia
neste quesito, servindo de instrumento para aplicagdes futuras e apoio para varios resultados na

sequéncia.

Proposicao 8. Sejam a,b,m € Z, tais que m > 1. Entdo a = b (mod m) se, e somente se,

m|b—a.
Demonstragdo. Pelo Teorema 4 temos

a=mqi+ri e b=mgr+nr,

noqual 0 <r; <me0<r, <m. Supondo a=>b (mod m) temos que r; = r, e desta forma

b—a = mqgy+ry—(mg+r)
m(q2—q1)+ (rn—rp)
= m(q2—q1).

Portanto, pela Defini¢do 1, m | b —a.

Agora considere, sem perda de generalidade, que a < b. Por hipdtese sabemos que
m | (b—a), isto é, existe g3 € Z, tal que b —a = mq3. Assim,
mgy; = b—a
mq3; = (mgy+r2)—(mqi+ry)
mqs = m(qx—q1)+(r2—r1)
(n—r1) = mg3—m(q2—q1)
(n=r1) = m(gz—q2+q1).

Seja k = g3 — g2 + q1. Considere os casos:

* k> 0. Entdo ry = mk+ry = rp > mk > m, um absurdo, pois 0 < r, < m.
* k<0.Entdo ry = —mk+ry, = r; > —mk > m, um absurdo, pois 0 < r; < m.

Dessa forma concluimos que k = 0, equivalentemente, r; —r, = 0. Logo, rj = r; e,

portanto, a = b (mod m).
[]
A operacao de congruéncia define uma relacdo de equivaléncia, cuja a apresentacdo

formal e com maiores detalhes serd apresentada no Capitulo 5. A proposi¢ao a seguir descreve

trés propriedades das congruéncias.
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Proposicao 9. Sejam a,b,c,m € 7Z tais que m > 1. Entdo:

(i) Reflexiva: a =a (mod m).
(ii) Simétrica: Se a =b (mod m), entdo b =a (mod m).

(iii) Transitiva: Sea =b (mod m) e b =c (mod m), entdo a = ¢ (mod m).

Demonstragcdo. Para cada a, b e c inteiros segue:

(i) Como m | a — a, entdo segue da Proposicdo 8 que a =a (mod m).

(i) Como a =b (mod m), entdo m | b —a . Dessa forma m | —(b — a) e consequentemente

m | a—b. Portanto, b = a (mod m).
(iii) Como a =b (mod m) temos que m | b — a, ou seja, b — a = mk, para algum k € Z. Logo,
b=mk+a.

Analogamente como b = ¢ (mod m) temos que m | ¢ — b, ou seja, c — b = mk’, para algum
k' € Z. Aplicando o valor de b determinado anteriormente, segue que ¢ — (mk +a) = mk’.

Assim, ¢ —a = mk’ +mk = m(k' + k), o que implica m | ¢ — a. Portanto, a = ¢ (mod m).

]

A partir da definic@o e propriedades apresentadas até aqui, nota-se uma relacao direta
entre o resto da divisdo de um dado nlimero inteiro a por m e a congruéncia desse mesmo nimero

a moédulo m.

Podemos observar que calcular o resto da divisao euclidiana de um nimero a por m € o

mesmo que determinar r € {0,1,2,...,m — 1} que é congruente a @ médulo m.

A fim de sistematizar essas observacdes, enunciamos a proposicdo abaixo.

Proposicao 10. Sejam a, r e m nimeros inteiros tais que m > 1 e 0 < r < m. Entdo r € o resto

da divisdo de a por m se, e somente se, a = r (mod m).
Demonstragcdo. Sejam a,r,m € Z taisquem >1e0<r <m.

(=) Supondo que r € o resto da divisdo euclidiana de a por m, temos a = mq + r, para algum

q € Z . Entdo a —r = mq, ou seja, a = r (mod m).

(<) Como a =r (mod m), pelo Teorema 4 segue que m | a — r < a — r = mq, para algum ¢
inteiro, ou seja, a = mq + r. Por hipétese 0 < r < m assim, pela unicidade do resto da

divisdo euclidiana, segue que r € o resto da divisdo de a por m.
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]

A Proposicdo anterior nos diz que todo nimero inteiro a é congruente médulo m a um, e
somente um, dos nimeros do conjunto R = {0, 1,2,...,m — 1 }. Denominamos o conjunto R por
sistema completo de residuos médulo m, o qual exploraremos detalhadamente mais a frente, ao

tratarmos de classes residuais.

4.2 Congruéncias e operacoes

Nesta secao iremos apresentar algumas propriedade operatérias compativeis com as
congruéncias modulo m. Tais operagdes serdo fundamentais em aplicagdes importantes de
congruéncia, assim como aquelas propostas neste trabalho. Iremos conhecé-las e exploré-las a

seguir.

4.2.1 Adicao

Proposicdo 11. Dados a,b,c,d,m € Z, taisque m > 1,a=b (mod m) e c=d (mod m), entdo
a+c=b+d (mod m).

Demonstrag¢do. Suponhamos a = b (mod m) e ¢ =d (mod m). Aplicando a propriedade de
simetria neste tltimo temos que d = ¢ (mod m). Dessa formam |b—aem | c—d e do item (vi)
da Proposicao 1, segue que m | (b—a) — (¢ —d). Como (b—a) — (c—d) = (b+d)— (a+c)
temos que m | (b+d) — (a+c) e portanto, a+c=b+d (mod m). O

Uma pergunta natural é questionarmos sobre a validade da “regra do cancelamento”, ou
seja, € possivel simplificar uma dada congruéncia médulo m, onde temos um mesmo nimero
inteiro somado em ambos os membros? No caso da adi¢do, verificaremos na proposicao a seguir

que esta suposi¢do € verdadeira.

Proposicao 12. Se a,b,c,m € Zem > 1, entdo a =b (mod m) se, e somente se,a+c=b+c

(mod m).

Demonstracdo. Para cada a,b,c e m inteiros segue:

(=) Supondo que a = b (mod m) segue que m | b — a e, consequentemente, b — a = mk,
para algum k € Z. Adicionando ¢ em ambos os termos da igualdade encontramos que
(b—a)+c=mk+c,ouseja, (b+c)— (a+c) =mk e portanto, a+c¢ = b+ ¢ (mod m).

(<) Supondo a+c=b+c (mod m) segue que m| (b+c)— (a+c). Como (b+c)—(a+c) =
b —a temos que m | b —a e portanto a = b (mod m).
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]

Uma conclusdo importante pode ser feita a partir das discussoes realizadas até aqui em

relagdo ao resto da divis@o da soma de uma congruéncia qualquer.

Observe que dados a,b,m € 7Z tais que ry € rp sejam 0s respectivos restos na divisdo

euclidiana de a e b por m, pela Proposicao 10, segue que
a=r; (mod m)eb=ry (mod m).

Pela Proposicao 11,
a+b=ri+r, (modm).

Denotando r como o resto da divisdo euclidiana de r; + rp por m, no qual 0 <r <m
temos

a+b=ri+rp=r (modm),
ou seja, r € o resto da divisdo euclidiana de a + b por m.

Esse fato nos permite verificar que o resto da divisdo por m da soma de dois nimeros

inteiros, € congruente médulo m a soma dos restos da divisdo de cada um desses nimeros por m.
Exemplo 19. Observe que

27+51% 73+38  (mod 8)
3+43% 142 (mod 8)
6% 3 (mod 8),

pois 27 # 73 (mod 8) e 51 # 38 (mod 8).

4.2.2 Produto

Proposicdo 13. Dados a,b,c,d,m € Z, taisque m > 1,a=b (mod m) e c=d (mod m), entdo
ac =bd (mod m).

Demonstragcdo. Do fato que a = b (mod m) e c =d (mod m) e, aplicando a propriedade de
simetria neste dltimo, temos que d = ¢ (mod m). Dessa formam |b—aem|c—d logo m |
(b—a)dem| (c—d)aimplicando que m | (b—a)d — (¢ —d)a. Como bd — ad + ad — ac = bd — ac
segue que m | bd — ac e portanto, ac = bd (mod m).

]

O resultado abaixo segue como consequéncia direta da Proposicao 13.

Coroléario 3. Para todos n € Ne a,b,m € Z, com m > 1, se a = b (mod m), entdo a" = b"

(mod m).
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Demonstragdo. Sejam a,b, m inteiros, no qual m > 1 e suponha que m | (b — a). Consideremos

o conjunto X = {n € N tal que m | a" — b"}.

(i) 1 € X, pois por hipétese m | b — a.

(i) Supondo que n € X verificaremos que de faton+1 € X.

bn+1 _an+1 — bn+1 _bna+bna _an+1
= b'(b—a)+a(d"—ad").

Como m | (b —a) e pela hipétese de indugdo m | b" — a", segue do item (vi) da Proposicdo 1 que
m|b"(b—a)+a(b"—d"). Logo, m | b"1 — a1,
Portanto, n+ 1 € X e pelo Teorema 1 segue que X = N. Dessa forma, se a = b (mod m)

entdo a" = b" (mod m), para todo n € N.

O

Contudo tendemos a concluir que na operagdo de multiplicagdo também vale a “lei do
cancelamento”. Veremos a seguir que € possivel manter a congruéncia multiplicando um mesmo

inteiro em ambos os seus membros, porém a lei do cancelamento nao é verdadeira em geral.

Para elucidar tal comentdrio observe que 11.4 = 7.4 (mod 6), mas 11 # 7 (mod 6).

Formalizaremos tais conclusdes nas proposi¢des abaixo.

Proposicao 14. Se a,b,c,m € Z,m > 1 ea=b (mod m), entdo ac = bc (mod m).

Demonstragdo. Do fato que a = b (mod m), segue que m | b —a e entdo m | (b —a)c. Como

¢(b—a) = bc — ac temos portanto que ac = bc (mod m).

]

Conheceremos agora a condicao necessdria para que seja permitido a “regra do cancela-

mento” em uma multiplica¢do inserida numa congruéncia médulo m.

Proposicao 15. Sejam a,b,c,m € Z, tais que m > 1. Se ac = bc (mod m) e mdc(c,m) =1,

entdo a =b (mod m).

Demonstracdo. Supondo que ac = be (mod m) segue que m | bc — ac, ou seja, m | (b —a)c.

Como mdc(c,m) = 1, pela Proposi¢do 4 temos que m | b —a e portanto a = b (mod m).

[]

De fato, percebemos no exemplo dado anteriormente que mdc(4,6) # 1 e de posse do
argumento demonstrado, podemos apresentar outros exemplos no qual se aplica a “regra do

cancelamento” associado a multiplicacdo em congruéncia:
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(i) 15.3= 8.3 (mod 7), temos que mdc(3,7) =1e 15=8 (mod 7).
(ii) 22.11 = 4.11 (mod 6), temos que mdc(11,6) =1e22=4 (mod 6).
Estenderemos as relagdes entre o resto da divisdo em uma congruéncia para a operagao

produto. Considerando a, b € Z tais que ] € r; sejam seus respectivos restos na divisdo euclidiana

por m, pela Proposicdo 10 segue que
a=r; (mod m)eb=ry (mod m).
E pela Proposicao 13,
ab =ryr, (mod m).

Denotando r como o resto da divisdo euclidiana de ryr, por m, no qual 0 < r < m temos,
ab=rir;=r (mod m)
ou seja, r também € o resto da divisdo euclidiana de ab por m.

Podemos concluir entdo que o resto da divisdo euclidiana por m do produto entre dois
nimeros inteiros é congruente médulo m ao produto dos restos da divisao de cada um desses

nimeros por m.

Para enterdermos melhor como tal conclusdo pode nos ser util na busca de alguns

resultados, vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 20. Determinaremos o resto da divisido de 10° por 6.Note que

10=4 (mod 6)

10°=4 (mod 6).

Observe que
10°=10%.10 (mod 6).

Pelas conclusdes e proposi¢des vistas entre multiplicagdes e restos numa congruéncia dada,
segue
10°= 102.10=4.4=4 (mod 6).

Dessa forma,
10*= 10°.10=4.4=4 (mod 6)

10°= 10*.10=4.4=4 (mod 6)

10°= 10*.10°=4.4=4 (mod 6).

Assim, 10° deixa resto 4 na divisio por 6.
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4.3 Aplicacoes

Toda a teoria abordada anteriormente nos permite estudar a resolu¢do de problemas
interessantes envolvendo critérios de divisibilidade, determinacdo do resto de uma divisdo
por um inteiro em algoritmos envolvendo operacdes dificeis de serem calculadas trivialmente,
determinacdo de solucdes inteiras possiveis para uma equacoes com duas ou mais incognitas,

entre outros.

Nesta secao realizaremos alguns desses exemplos, que tem por intuito ir além de uma sim-
ples exemplificacdo, mas deixar subsidios que colaborem nas aplicacdes que serdo apresentadas

ao longo deste trabalho.

4.3.1 Critérios de divisibilidade

Como aplicacdo de congruéncia modular, estabeleceremos alguns critérios de divisibili-
dade por niimeros naturais. Conforme Coutinho: “Se n for um inteiro positivo, entdo um critério
de divisibilidade por n € uma regra que nos permite determinar se um dado inteiro €, ou nio

divisivel por n, a um custo menor que o de efetuar a divisdo.”(COUTINHO, 2014, p. 61)

Contudo, ainda que o intuito de uma estratégia matematica seja realmente facilitar o
trajeto até o resultado esperado, expressaremos aqui, em sua maioria, critérios que cumprem
tal propdstio e outros que, ainda que ndo sejam viaveis de aplicagdo, nos exemplificam a

possibilidade da formulacao de um critério de divisibilidade para qualquer niimero inteiro 7.

Antes de seguirmos para as formulacdes dos critérios desejados, relembramos que todo
nimero natural n, pode ser escrito como azay_i...ajag, no qual ag € o algarismo da unidade,
a o algarismo da dezena e assim, sucessivamente. Observe que, com excecao de a, todos os
demais algarismos podem assumir valores de 0 a 9. Desse modo, escrevendo o numero inteiro n

conforme o Teorema 5 temos:
_ k k—1
n=a;.10"+a;_1.10 " 4+...4a;.10+qay. “4.1)
O nimero n em sua expansdo decimal serd utilizado repetidamente nos critérios que apresentare-

mos aqui.

Critério de divisibilidade por 3. Para elaborarmos um critério de divisibilidade por 3, inicial-

mente observamos que

10=1 (mod 3).

Pelo Corolério 3, segue que

10" =1 (mod 3), paraV r € N.
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Retomando a identidade (4.1) temos
n= ak.lOk +ak,1.10k’1... +a;.104 agp.
Pela reflexividade nas relagdes de congruéncia, podemos escrever
n=a; 10"+ a;_1.10c"1 .. +4,.10+ap (mod 3). (4.2)
Mas como vimos que 10" =1 (mod 3), entdo
ag 108+ a1 105 a1 104 ag = ap +ag_1 +...+a1+ap  (mod 3).
Logo, pela transitividade concluimos que
n=ay+ai1+...+ar+ay (mod 3).
Como buscamos n =0 (mod 3), aplicando novamente a propriedade transitiva segue
ax+ay_1+...+ar+ap=0 (mod 3),

isto é, 3 | ay +ax_1 + ... + a1 +ap se, e somente se, n é divisivel por 3. Assim, um nimero inteiro

n € divisivel por 3 se, e somente se, a soma de seus algarismos seja divisivel por 3.

O critério de divisibilidade por 9 € andlogo ao encontrado para o nimero 3. Basta observar

que todos os passos realizados sdo satisfeitos trocando médulo 3 pelo médulo 9

Critério de divisibilidade por 11. Utilizando de passos semelhantes ao realizado anteriormente,

escreveremos um dos possiveis critérios de divisibilidade para o ndmero 11.

Aplicando as propriedades da multiplicacao conforme o Coroldrio 3 observamos que

10=—1 (mod 11)

10=1 (mod 11).

Logo
10" =(—1)" (mod 11), paraV r € N.

Assim, a paridade de r determinard se a equivaléncia encontrada serd 1 ou —1.
Seja o nimero n conforme (4.1), entdo podemos reescrever
a 10fa,_1 105+ a1 104+ ag = ar(— 1) +ap_ (=D '+ +aj(—=1)+ag  (mod 11)
e por transitividade

n=a () +a_ (-1 +..+a;(=1)+ap (mod 11).
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Dessa forma, paran =0 (mod 11), segue o critério procurado:

ay—ay+..—ay_1+a,=0 (mod 11), k par,
ap—ay+...+ar_1—ar=0 (mod 11), k impar.

Um questionamento natural pode ser feito sobre a “real facilidade” em aplicar o cri-
tério anunciado. A opcao em distinguir a paridade para k exerce uma fun¢do formalizadora,
extinguindo-se de qualquer necessidade de memorizacao, considerando a naturalidade e familia-

riedade com que tratamos o sistema de numeracdo decimal. Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 21. Verifique se os nimeros 38.795.443 e 2.989.954 sdo divisiveis por 11.

Aplicando o critério encontrado para 38.795.443 temos:
3—44+4—-5+9—-7+8—-3=>5,entdo 11138.795.443.

Ainda, pela Proposicdo 11, é possivel afirmar que 5 € o resto da divisdo do nimero dado por 11.

Aplicando o critério encontrado para 2.989.954 temos
4—54+9-9+8—-9+2=0,entdo 11]2.989.954.

Critério de divisibilidade por 2 e por 5. Nao é dificil notar que fazendo a congruéncia de (4.1)
nos médulos 2 e 5, estabelecemos um critério de divisibilidade para os mesmos. A verificacao
de que a condicdo de divisibilidade dependerd somente do algarismo aq € imediata, visto que
10"=0 (mod 2) e 10" =0 (mod 5) para qualquer r > 1 € N.

Como os nimeros divisiveis por 2 por defini¢do sdo os pares, enunciamos o seguinte
critério de divisibilidade:

Um niimero inteiro n é divisivel por 2 se, e somente se, ag for da forma 2k, para qualquer k € 7.

Os ndmeros divisiveis por 5 sdao 0 e o préprio 5, entdo o critério de divisibilidade por 5 é

enunciado por:
Um nitmero inteiro n é divisivel por 5 se, e somente se, seu algarismo da unidade for O ou 5.

Critério de divisibilidade por 7. No intuito de determinarmos um critério de divisibilidade
por 7, precisaremos optar por quais caminhos seguir, ou melhor, o mais conveniente neste

caso. Um deles seria analisar as congruéncias médulo 7 das poténcias de base 10, dessa forma
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encontrariamos o seguinte resultado:

10=3 (mod 7),
102 =2 (mod 7),
10°=10%.10=6 (mod 7),
10*=10%.10=(-1)3=4  (mod 7),
10°=10*.10=4.3=5 (mod 7),
10°=10°.10=53=1 (mod 7),
107=10%.10=1.3=3 (mod 7),
103=10".10=3.3=2 (mod 7).

De fato, se continuarmos a verificagdo, é possivel notar que os resultados se repetem
num ciclo a cada seis expoentes da base 10. Note que a diversidade de resultados encontrados
nos permitiria escrever um critério de divisibilidade por 7 de complexa utilidade, ja que teriamos

seis coeficientes distintos a cada seis ordens decimais.

Assim, procuraremos encontrar uma relagao mais simplificada e que cumpra ao propdsito

de fornecer-nos um critério de divisibilidade mais fécil de ser aplicado.

Voltemos ao ndmero 7 visto em (4.1) e vamos reescrevé-lo da seguinte forma:
n=10(ar. 105" +ap_1. 1052 + ...+ ay) +ap.
Denote N = (a;. 105" +a;,_1.10F2 + ... 4-a;), entdo
n = 10N + ao. (4.3)
Para ajudar no entendimento do que foi feito em (4.3), tomemos o nimero 724.388.124. Note

que isolando o algarismo da unidade ag = 4 temos

724.388.124 = (72.438.812)10 + 4,
de modo que neste caso temos N = 72.438.812.

Voltando a discussdo anterior, multiplicando (4.3) por 2 temos

2n = 20N + 2ay.

Pela propriedade reflexiva das congruéncias segue

2n =20N +2ayp (mod 7).
Como 20 = —1 (mod 7), temos

2n=—-N+2ay (mod 7).
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Multiplicando ambos os membros da congruéncia por (—1) encontramos

—2n=N—2ap (mod 7).

Observe que se n =0 (mod 7), claramente —2n =0 (mod 7) e assim N —2ag = 0
(mod 7). Portanto, um niimero inteiro n é divisivel por 7 se, e somente se, N — 2ay for divisivel
por 7, no qual N = (ax 10" i 1052 4 .. +ay).

Exemplo 22. Verifiquemos se o nimero 896 ¢ divisivel por 7.

Temos que N =89 € 89 —2 x 6 = 77. Como 77 é divisivel por 7, segue pelo critério

encontrado que 896 também € divisivel por 7.

Exemplo 23. Tomemos o nimero 12.845 para averiguarmos sua possivel divisibilidade por 7.

Temos que
N=1284 e 1284—-2x5=1274.

Mas note que 1274 é um nimero que ndo nos permite a conclusao procurada sem realizar a

divisdo euclidiana habitual. Entdo, aplicando o critério novamente, temos que
N =127 e 127-2x4=119
e seguindo de forma andloga para 119 encontramos
N'=11 e 11-2x9=-7.
Como —7 € divisivel por 7, segue sequencialmente que 7 divide 119,1274 e, como queriamos

saber, 12.845.

Portanto, o critério de divisibilidade por 7 encontrado é uma regra recursiva, podendo ser

aplicado quantas vezes se fizer necessario.

Ja ficou evidente que podemos manipular as propriedades das congruéncias e criar
critérios de divisibilidade para qualquer inteiro n. Porém, para determinados nimeros, esse
¢ mais um fato de deslumbramento do que um ferramenta prética. Isso nao nos impediréd de
contemplar a flexibilidade que nos permite as operagdoes e propriedade da aritmética modular e,

levados por esta curiosidade matemaética, criemos um critério de divisibilidade para o ndmero 29.

Retornemos ao nimero n dado em (4.1). Reescrevendo n como observado em (4.3) temos
n=10N+ap (mod 29).

Pela Proposi¢cdo 14, multipliquemos ambos os membros da conguécia acima por 3,

obtemos
3n=30N+3ap (mod 29).
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Observe que 30 =1 (mod 29) e pela Proposicéo 11 temos

3n=N+3ap (mod 29).

Dessa forma, para n =0 (mod 29) segue que N + 3ap =0 (mod 29). Portanto, para
verificar a divisibilidade de um dado numero inteiro por 29 podemos optar por averiguar tal

condicao para N + 3ay.

J4 mostramos que tal estratégia € recursiva, ou seja, pode ser aplicada consecutivamente
até uma simplificacdo pertinente. Claro que o objetivo para o critério formulado ndo € acrescentar
“mais uma regra a ser recordada” e sim enfatizar as possibilidades ofertadas pelas aplicacdes das

congruéncias.

Exemplo 24. Vamos testar a ferramenta construida para o critério de divisibilidade por 29 no
nimero 22.678.

Pela definicao apresentada N = 2267, entao
226743 x 8 =2291.
Aplicando sequencialmente a condi¢do temos N’ = 229, logo
229 +3 x1=232.
Continuamente temos N” = 23, portanto
2343 x2=29.

Logo, 22.678 € divisivel por 29.

Pois bem, quem no cerne da sua educacdo basica pode imaginar uma possibilidade
real em escolher um ndmero inteiro aleatdrio e construir uma regra que indique as condi¢des
de divisibilidade para ele? Talvez ndo seja imaginacdo que falte aos alunos. Infelizmente,
topicos relevantes e interessantes da Teoria dos Numeros nio sdao explorados como instrumentos
construtores dos pensamento algébrico e aritmético nos curriculos escolares publicos, mas
pretendemos ao longo de vérias das construcdes feitas neste trabalho deixar levantamentos para

esta reflexdo.

Até o momento optamos por apresentar critérios de divisibilidade por alguns nimeros
primos e, para finalizarmos as discussdes sobre essa vertente, faremos uma anélise em torno de
nimeros compostos, no intuito de encontrarmos uma generalidade comum entre eles que possa

servir de estratégia no estudo e resolucdo de situagdes problemas variados.

E facilmente encontrado em livros e materiais didaticos o seguinte enunciado: um
nuimero inteiro é divisivel por 6 se ele for divisivel por 2 e por 3, simultaneamente. Analisemos

as implicacdes contidas nesta afirmacao:
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(i) Pelo Teorema 8 temos que 6 = 3 x 2.

(i) Dessa forma, um ndmero para ser divisivel por 6 deve conter em sua fatoracdo tnica ao

menos um fator 2 e um fator 3.

(i) mde (2,3) = L.

Observe que (1), (i1) e (iii) ja seriam suficientes para nos convencer da veracidade
da afirmacdo, mas queremos a partir desse exemplo verificar a possibilidade dessas condi¢des
valerem para outros niimeros inteiros compostos. A seguir mostraremos a veracidade da afirmagao

anterior.

Proposicao 16. Sejam a,n,m € Znoquala=0 (mod m)ea=0 (mod n), tal que mdc(m,n) =

1, entdo a =0 (mod mn).

Demonstragdo. Dea=0 (mod m) temos que a = mk, para algum k € Z, e como a =0 (mod n)
segue que m.k =0 (mod n), ou seja, n | mk. Mas mdc(m,n) = 1 e pela Proposi¢ao 4 entdo n | k
implicando que k = nk’ para algum k' € Z. Logo, a = mnk’, ou seja, mn | a e portanto a = 0
(mod mn). O

Com esse resultado, ndo s6 mostramos formalmente o critério de divisibilidade por 6
enunciado mas comprovamos um caminho para determinar uma série de possiveis divisibilidades
para niimeros compostos. Por exemplo, tomemos o niimero 12 = 22.3, pela proposicio anterior
temos que como mdc(4,3) = 1, entdo um nimero para ser divisivel por 12 tem que ser simul-
taneamente divisivel por 3 e 4. O mesmo podemos verificar para o nimero 45 = 32.5, como

mdc(9,5) = 1 segue que um ndmero para ser divisivel por 45 tem que ser divisivel por 9 e 5.

Vejamos como tal comprovacao pode nos ajudar na resolu¢ao de problemas mais elabo-

rados.

Exemplo 25. Verificaremos que 222233 55552222 ¢ divisivel por 231.

Note que 231 =3.7.11 e como mdc(3,7,11) = 1 temos pela Proposi¢do 16 que para
determinar se o nimero dado ¢ divisivel por 231, basta mostrarmos que ele € divisivel po 3,7 e

11. Faremos entdo a verificagdo para os trés casos:
(i) Observe que 2222 =2 (mod 3) e pelo Corolario 3 temos 22222 =22 =1 (mod 3), entdo
2222595 =2222.(2222%)?"7 =21 =2 (mod 3).

Do mesmo modo temos que 5555 =2 (mod 3) e 55552 =22 =4 =1 (mod 3), entio

55552222 = (55552) 111 = 1l =1 (mod 3).

Da Proposi¢ao 11 segue

2222335 45555222 =241=3=0 (mod 3).
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(ii) Observe que 2222 =3 (mod 7) e 2222> = 3> =2 (mod 7). Facamos entdo uma anlise

sobre os restos da divisdo de uma poténcia de base 2 por 7.

Como 2° =1 (mod 7) temos pelo Teorema 4 que
23017 = (23)92"=192"=2" (mod 7).
Aplicando essa ideia ao nosso problema encontramos

22223355 =2222.(22201)¥777 =32392542 =3 (2392 22 =314=12=5 (mod 7).

Temos que 5555 =4 (mod 7) e 55552 = 42 =2 (mod 7). Dessa forma, caimos numa

situacdo igual ao da primeira parcela, entdo

55552222 = (55552)111 =211 = 233702 = 12=2  (mod 7),

e da Proposicao 11 segue

2222399 15555222 =542=7=0 (mod 7).
(i11) Fazendo uso do critério de divisibilidade por 11 construido anteriormente, temos
2222=2-2+2-2=0 (mod 11)e 5555=5—-54+5-5=0 (mod 11).

Portanto, por (i),(ii) e (iii), segue que 222233 + 5555533 & divisivel por 231.

4.3.2 Poténcias

Uma aplicacdo importante sobre congruéncias € o cdlculo de restos da divisdo de
uma poténcia por um nimero inteiro qualquer. Utilizaremos das propriedades ja relaciona-
das, manipulando-as convenientemente para determinar a solu¢do de um dado problema. Tal

abordagem serd feita através da resolu¢do de uma série de exemplos aqui propostos.

Exemplo 26. Suponha que queiramos calcular o resto da divisdo de 3'°%7 por 11. Fazendo o

estudo das poténcias de base 3 médulo 11 temos que

3 =3 (mod 11),
32 =9 (mod 11),
33 =5 (mod 11),
3* =35=15=4  (mod 11),
33 =34=12=1  (mod 11)

35k

O Coroldrio 3 nos permite generalizar que nimeros da forma sdo congruentes a 1

modulo 11. Isso implica que na resolu¢do, o médulo 5 funcionard como um “mddulo auxiliar” a
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ser utilizado no expoente, de modo que possamos reescrevé-lo pelo Teorema 4 da forma Sk +-r.
Assim, como 1567 = 5.313 + 2 segue

31967 =331 = (373332 = (1)3.9=9  (mod 11).
Logo o resto procurado € 9.

. . . 1570 .
Exemplo 27. Vamos reelaborar o problema acima utilizando o nimero 31°¢7”" . Agindo de

forma similar ja sabemos que 5 € o “mddulo auxiliar” no expoente na base 3 modulo 11. Dessa

forma, vejamos qual é a divisdo do expoente 156777 médulo 5:
1567=2 (mod 5),
1567 = 4 (mod 5),

15674 =4*=16=1  (mod 5).

Com isso, percebemos que o expoente é oportuno quando escrito na forma 4k’ + r.
Observe ainda que na verdade, tanto neste exemplo quanto no anterior, ndo ha necessidade

alguma de determinarmos o valor de k e k’, entdo

1567'570 = 1567%*+2 = (1567*)¥ 1567 = 1.4=4 (mod 5).

Logo, 15671370 deixa resto 4 na divisdo por 5 e portanto é da forma 5k + 4. Retornando ao nosso

problema incial segue

315671570 _ 35k+4 — 35k 34 — 1 4= 4 (mod 11).

Dessa forma 4 € o resto procurado. Apesar de semelhantes, note que neste ultimo
problema utilizamos um “segundo médulo auxiliar” quando encontramos a generalidade de
15674 =1 (mod 5), submetendo assim, proveitosamente, o expoente 1570 médulo 4. Na
verdade esta € uma estratégia muito valiosa na resolucdo de problemas deste tipo, nos permitindo

simplificar nimeros e operagdes que envolvem muitos digitos. Sigamos com outros exemplos.

Exemplo 28. (FOMIN; GENKIN; ITENBERG, 2012, p. 105) Encontre o resto da divisao do
ndmero 1010 + 10100 + 101000 N 1010.000.000.000 por 7.

Sabemos que 10=3 (mod 7) e que 10> = —1 (mod 7), mediante a isso, reescreveremos

a soma a fim de usarmos esses resultados:

1010 + 10100 4+ 1010.000.000.000 — 10[109 + 1099 4+ 109.999.999.999]

= 10[(10%)3 + (10%)33 4 ... + (103)3:333.333.333]
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Denote n = 10[(103)? + (103)3 4 ... 4 (10%)3-333:333333] ¢ assim temos

n = 3[(_13)3 + (_13)33 4o+ (_13)3.333.333.333] (rnod 7)
= 3.[\(—1)+(—1L+---+(—1)] (mod 7)
=3.(-10) = SI.ZV;RISZ =5 (mod 7).

Dessa forma o resto pedido € 5. Talvez tenha sido observado logo nas primeiras premissas
que, a partir de 10> = —1 (mod 7) e aplicando o Coroldrio 3, poderfamos facilmente encontrar
105=1 (mod 7), nos apresentando o resultado que fielmente buscamos nos exemplos anteriores.
A opcao de trabalhar com expoente o 3 foi mediante a simplicidade de sua decomposi¢ao nos

ndmeros dados.

O comentdrio anterior permite-nos uma abertura para o seguinte questionamento : “Serd
sempre possivel encontrar uma congruéncia equivalente a 1 para qualquer poténcia analisada
no modulo m?” A resposta € ndo! Contudo, veremos em capitulos posteriores propriedades
que nos permitem identificar quais situac¢des isso se aplica. Diante disso, no problema a seguir

utilizaremos uma outra abordagem para determinar o resto pedido.

Exemplo 29. Determine o resto da divisio de 6'°3° por 22.
Observe todas as congruéncias abaixo:
6 = (mod 22),
6> =14  (mod 22),
6 = (mod 22),
6* = (mod 22),
6> =12  (mod 22),
60 = (mod 22),
6/ =14  (mod 22)

Apesar de ndo termos encontrado nenhuma poténcia com resto 1 podemos notar que as
poténcias da forma 6", para algum n € N, satisfazem uma regularidade periédica médulo 22,
isto é: {6,14,4,2,12,...}, no qual 5 é o periodo de repeticdo desse padrdo, ou seja, serd nosso

“mddulo auxiliar” aplicado ao expoente 7.

Para convencer-nos da veracidade da observagdo, suponha que o padrao repita-se k vezes,
assim temos que 64 =6,6% 3 =14,6%2=4,6""1=2e 6% =12 (mod 22). Mostremos
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que o ciclo repete-se por (k+ 1) vezes:

6Ftl=6%6=126=72=6 ( )
6F2=6%"16=66=36=14 ( )
6¥ 3 =6%126=146=84=4  (mod 22),
ekt =6%B6=46=24=2  ( )

( )

$oud

6H* S =6kt 6=26=12

Portanto, por inducao finita, concluimos que para qualquer k € N a regularidade se mantera.

Assim, para resolver nosso problema notamos que 1939 =4 (mod 5), indicando que

61939 refere-se ao quarto resto na sequéncia do padrdo detectado, portanto

6% =6*=2 (mod 22).

A ideia aqui apresentada € uma versao formal, a partir do uso das congruéncias, de uma
das técnicas trabalhadas em exercicios sobre divisiao euclidiana e fendmenos periodicos com

alunos da Educacao Basica participantes de programas como PIC e OBMEP na Escola.

Finalizaremos com um problema diferente dos expostos até agora e curioso. Ele faz
uma alusdo de quao amplo pode ser o uso da aritmética modular em situagdes diversas e que,

aparentemente por uma leitura inicial, ndo indicam recair sobre ela.

Exemplo 30. (FOMIN; GENKIN; ITENBERG, 2012, p. 107) Foi calculada a soma dos algaris-
mos do nimero 2!%°, depois foi calculada a soma dos algarismos do nimero resultante, e assim

por diante, até sobrar um tnico algarismo. Qual € este algarismo?

Talvez a primeira motivagdo que nos venha a cabeca seja ir “abrindo” esta soma em
suas primeiras parcelas e tentar encontrar alguma regularidade que nos indique um caminho a
seguir. Se feito isto, verifica-se que este tdo sonhado padriao nio existe. Vamos entdo analisar os

algarismos deste resultado de outra forma ja aplicada por nés neste capitulo.

Sejam agay_ 1 ...ayag os algarismos de 2!%0 escritos em sua expansdo decimal, tal que

2100 — 4, 10+ 511051 .. 44110+ ap.

Note que para nossa satisfacdo 10" = 1 (mod 9) para qualquer n € N, entdo temos

ak.lok-i-ak_l.lok_] +..+a1.10+ay=ar+ap_1+...+a;+ap (mod 9).

Logo, por transitividade, segue

210 = g+ a1 +...4a1+ap (mod 9).
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Com isso, nosso desafio estd resumido em determinarmos o resto da divisdo da poténcia
219 por 9. Isso recai sobre o uso de estratégias j4 realizadas nos exemplos anteriores. Observe

que20 =1 (mod 9) e pelo Teorema 4 temos que 100 = 6q + 4, portanto
arFag_1+...+a1+ag=2'""=2%92*=1.16=7 (mod 9).

Assim, o algarismo pedido € igual a 7.

4.3.3 Equacoes Diofantinas

Seguiremos no intuito de apresentar aplicagcdes distintas ao uso da aritmética modular
através das congruéncias. Nesta sessdo, associaremos as propriedades de congruéncia a equacdes
diofantinas de maneira geral. Consideremos a defini¢do para essas equacdes como “[...] sdo
equagdes polinomiais, em vdrias incognitas, com coeficientes inteiros (ou racionais), das quais
se buscam solugdes restritas ao conjunto dos nimeros inteiros” (SAMPAIO; CAETANO, 2014,
p- 83).

Exemplo 31. Nas equacdes diofantinas abaixo, os inteiros x,y, z sdo desconhecidos e as demais

incognitas sdo constantes dadas.

(i) ax+by =k.
(1) x"+y"=7".

(iii) x> —ay* =1.
o401

av) —=—-—+
n

1 1
Xy z

O nome faz menc¢ao ao matemadtico grego Diofanto de Alexandria, do século II, que
dedicou-se a resolver problemas cujas as solu¢des eram nimeros inteiros ou racionais. Suas
contribui¢des foram de grande significado no desenvolvimento da Algebra e que, posteriormente,
influenciou os estudos relativos a Teoria dos Nimeros. Em seu livro Arithmetica apresentou 130

problemas variados que envolviam equacdes polinomiais do primeiro e segundo grau.

Ainda nao se conhece um método geral que permita decidir se uma equagao diofantina
arbitraria possuiu ou ndo solucdes inteiras, ou até mesmo um método que estabeleca quantas
solucdes ela admite. Nesta expectativa, veremos como o uso das congruéncias podem contri-
buir na determinagdo das raizes ou na auséncia delas, em algumas equacgdes diofantinas aqui

apresentadas.

Para equacdes diofantinas lineares onde ax + by = c, tais que a,b,c € Z, ja se conhece
métodos que indiquem a existéncia de raizes inteiras e sua determinagdo sem necessariamente
fazer uso de congruéncias, como é possivel verificar em (SAMPAIO; CAETANO, 2014) e (HE-
FEZ, 2014). O problema a seguir foi tirado de (ENQ-2018.2, 2018), através dele apresentaremos

uma solucdo alternativa para essas equacdes utilizando as propriedades de congruéncia.
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Exemplo 32. Considere a equagdo diofantina linear 5x 4 3y = 2018. Escreva a solu¢do geral em
Z.

Suponha que existam xg, yg € Z tais que

5xp +3yo = 2018. (4.4)

Logo, por se tratar de uma relacdo entre nimeros inteiros, podemos observar que

5x0+3y0 =2018  (mod5) <=
3yo =3 (mod 5),

ou seja, para que a equagao dada possua solugdes inteiras basta mostrarmos que existe um yy
que satisfaca a equivaléncia encontrada. Aplicando o resultado da Proposicao 14 temos

3y0=3 (mod5)=yy=23y0=23=6=1 (mod?5).
Assim, comprovamos a existéncia procurada e que os possiveis valores de yy sdo dados
por yo = Sk + 1 para algum k € Z. Substituindo em (4.4) segue

5x0+3(5k+1) =2018
S5xg =2015— 15k

xo = —3k+403.
Dessa forma, os valores de xg sdo dados por xo = —3k+ 403 e portanto, todas as solugdes
inteiras para a equagao sao
x = —3k-+403,
y=>5k+1, V. ke 7.

Diante de equacdes diofantinas nao lineares, ou seja, que envolvam vdrias varidveis em
graus superiores a 1, encontrar um possivel conjunto de raizes pode ndo ser tao simples. Contudo,
uma estratégia que pode ser ttil ao tratarmos dessas equacdes € a certificacdo da existéncia de

solucdes para a mesma. Nessa perspectiva, vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 33. Considere a equacdo diofantina x> 4+ y*> 4+ 72> = 8w+ 7, no qual x,y,z,w € Z.

Analisemos as possibilidades dela possuir solucdes inteiras.

Vamos admitir que existam xy, yo, 20, Wo € Z de forma que x% + y(z) + z(z) = 8wp + 7. Como

trata-se de uma relagdo entre niimeros inteiros, por conveniéncia, fagcamos:

X3+y3+z5 =8wp+7  (mod 8), “5)

Byt =7 (mod 8).

Porém pelo Teorema 4, como 0,1,2,3,4,5,6,7 sdo os possiveis restos de um inteiro n

2

na divisao por 8, segue que n- serd congruente no médulo 8 a :
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n (mod8) |0|1[2]3|4|5/6]|7
n> (mod8)|0|1[4[1[0|1]|4]1.

Logo, realizando a combinacgdo das possibilidades para a soma x(z) + y% —|—z(2), temos como possiveis
restos na divisdo por 8 os nimeros {0,1,2,3,4,5,6}, uma contradi¢cdo ja que por (4.5) temos
que x5 +y5+2z5 =7 (mod 8).

Com isso, pudemos a partir de aplicagdes simples das propriedades das congruéncias
determinar e inexisténcia de solugdes para a equagio x> +y? +z> = 8w 4 7, sem mesmo antes
tentar soluciond-la. Essas mesmas ideias podem ser aplicadas também em equacdes diofantinas
exponenciais, ou seja, quando pelo menos um de seus expoentes € uma varidvel. Tais equacdes
estdo presentes em muitos problemas importantes estudado em Teroria dos Nimeros, que
envolvem em sua resolucao teoremas e conceitos diversos desta area. Encerremos entao nossa
reflexdo com o exemplo a seguir, no qual buscaremos solucdes para uma equagao diofantina

exponencial, com base nas observacdes feitas até aqui.
Exemplo 34. Determine x e y € Z tais que
K H15="2
Analisando a equacdao modulo 3 temos
X =x>+15=2" (mod 3).

Facamos agora o estudo de cada termo desta congruéncia no médulo 3. Encontramos

entdio como possibilidades de congruéncia para x*:

x (mod3) [0|1] 2
x* (mod3) |0 |1]1.

Logo, x? s6 serd congruente a 0 ou 1 no médulo 3.

Vejamos como se comportam as poténcias de base 2 neste mdédulo. Note que 2 =2
(mod 3) e 22 =1 (mod 3), logo 2%*1 =2 (mod 3) e 22K =1 (mod 3) para qualquer k € N,

implicando que o y procurado é da forma 2k.

Retornando a equacao dada temos
415 =2H = 2% 2= 15— (2F—x) (2" +x) = 15.

k

Se x > 0, é claro que (2% —x) < (2% +x) e daf segue os possiveis resultados para o

produto sdo:
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2k 4+x=15

D —x=7¢e¢ k=3,
2k—x=1
2k px=5

(II) < x=1e k=2,
2k _x=3

obtendo assim, respectivamente, que y; = 6 e y, = 4 e portanto, os possiveis pares (x,y) que

satisfazem as condi¢des dadas como solugdo da equacdo sio (7,6) e (1,4).
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CAPITULO

O PEQUENO TEOREMA DE FERMAT E
TEOREMA DE EULER

Foi de posse do texto Arithmetica de Diofanto que o francés Pierre de Fermat (1601 —
1665) comecou a interessar-se pela Teoria dos Numeros e anotar, as margens de suas obras,
resultados importantes que influenciariam estudiosos pdstumos, nos quais transformariam essa

area da Matematica.

O primeiro sucessor que deu continuidade as ideias de Fermat, provando e estendendo
grande parte de seus resultados, foi o matemaético suico Leonhard Euler (1707 — 1783) que
difundiu a Teoria dos Niimeros como até entéio ndo havia ocorrido. E possivel encontrar maiores
detalhes em (COUTINHO, 2014).

Neste capitulo apresentaremos uma das importantes consequéncias geradas entre o en-
contro das ideias desses dois matematicos. Pretendemos a partir do Pequeno Teorema de Fermat,
construir sua generalizacao - o Teorema Euler-Fermat, no qual é um resultado fundamental para

as aplicacodes sugeridas neste trabalho.

5.1 O Pequeno Teorema de Fermat

Segundo (HEFEZ, 2014) ja se era conhecida desde a antiguidade a divisibilidade por um
nimero p primo de alguns casos como 27 — 2. Contudo, foi Fermat que apresentou a generaliza-
¢do deste resultado que ficou conhecido como o Pequeno Teorema de Fermat. Acompanhando
os avangos conquistados na Teoria dos Numeros, expressaremos tal teorema a partir do uso
das congruéncias. Antes de enunciarmos a demonstragdo de tal resultado a seguinte ferramenta

preliminar € apresentada.

Lema 3. Seja p um nimero primo. Os nimeros (p) ,noqual 0 <i < p, sdo todos divisiveis
i

por p.
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Antes da demonstracdo desse resultado, relembramos que um ndmero binomial € a

relagdo entre dois nimeros naturais p e i, com p > i, dada por

()=

Demonstragcdo. Parai = 1 o resultado é imediato, tomemos entdo 1 < i < p. Como (p) eN
i

segue
i'pp—1)..(p—i+1).

Mas como i < p tem-se que (i!,p) = 1 e portanto, pela Proposicao 4,
NN(p—=1)..(p—i+1).

o2 () |
ogop| (. ) para qualquer p primo.
i
[]

Teorema 11 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam p um nimero primo e @ um nimero inteiro,
entao

a’=a (mod p).

Demonstracdo. Fagamos a inducdo finita a a natural. Seja X = {a € NU{0} : @’ =a (mod p),

no qual p é um nimero primo }.

(i) 0 € X, pois p | 0P — 0.

(ii) Suponhamos que a € X e verificaremos que (a+ 1) € X. Observe que pelo Bindmio de

Newton

p—1 )
(a+1)P—(a+1) = ap-I-Z(I?) Pt 41 —a—1
i=1 \!

p—1 p ,
= da’—a+ Z ( _>ap’.
i=1 \!
Segue pela hipétese de indugdo que p | @’ —a e pelo Lema 3 temos que p | (p ) , entdo p |
i
(a+1)? —(a+1),ouseja, (a+ 1)’ =(a+1) mod p.
Portanto, (a+ 1) € X e pelo Teorema 1, a” = a (mod p) para qualquer a € NU{0}.

De posse desse resultado, estenderemos a validade do teorema para todo inteiro tomando

a < 0. Por essa afirmacdo temos que —a > 0, logo

(—a)? =—a (mod p). (5.1)
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Se p # 2, entdo (—a)? = —aP e substituindo esse resultado em (5.1) segue que
—a’ =—-a (mod p).

Multiplicando ambos os membros dessa congruéncia por (—1) verificamos que a” =a (mod p).

Se p =2 o resultado segue imediatamente pois (—a)” = a” e aplicando em (5.1) temos que

aP — (—a) = aP — a e portanto, a” = a (mod p).
]
O resultado desse teorema ultrapassa a beleza e curiosidade matematica que o permeia
e ¢ uma ferramenta importante na resolu¢ao de varios problemas aritméticos. No Capitulo 4
mostramos algumas aplicagdes do uso das congruéncias sem a utilizacao desse resultado. A cada
situacdo, buscavamos estratégias para encontrar uma simplificacdo conveniente que nos ajudasse

em sua resolucdo. Nos exemplos abaixo veremos como essa busca pode ser otimizada com a

aplicagc@o do Pequeno Teorema de Fermat.

Exemplo 35. Vejamos que 17 | a?® — a'?, para qualquer a € Z.

Note que
a®® —a'? =a''(a" —a), (5.2)

e pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que
a’—a=0 (mod 17). (5.3)
Logo, por (5.2) e (5.3), segue

a?®—a?=d""a""—a)=a""'0=0 (mod 17).

Portanto, 17 | a*® — a'? para qualquer niimero « inteiro.

Exemplo 36. Determinaremos o resto da divisdo de 2°° por 17.

Pelo Pequeno Teorema de Fermat sabemos que

27=2  (mod 17).

Reescrevendo 56 pela sua divisdo euclidiana por 17 temos 56 = 17.3 + 5 e dessa forma
20 =02"32°=232°=28=9 (mod 17).

Logo, o resto da divisdo de 2°° por 17 é 9.

Uma outra situa¢do abordada no Capitulo 4 foi o estudo em torno de equagdes diofantinas.
Como dito anteriormente, tais equagdes quando ndo lineares, possuem um grau de dificuldade

maior no que se diz respeito a determinacdo de suas solucdes inteiras, e portanto, torna-se eficaz
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conhecer uma possivel existéncia de tais solucdes. Apresentamos no exemplo a seguir uma
aplicacao do Pequeno Teorema de Fermat para a situagcdo descrita, ele € um exercicio proposto
em (COUTINHO, 2014, p. 101).

Exemplo 37. Mostre que a equacio x> + 12x + 13y® = 1 ndo admite solucdes inteiras.

Observe que por tratar-se de uma relagdo entre nimeros inteiros podemos fazer

xBH12x=xP+12x+13y° =1 (mod 13). (5.4)

Pelo Teorema 11 temos que

x3=13 (mod 13), (5.5)

entdo por (5.4) e (5.5) segue que
xB4+12xr=x4+12x=13x=0 (mod 13).

Logo nio existe x inteiro tal que x'* 4 12x =1 (mod 13) e, portanto, x'3 4+ 12x 4 13y =

1 ndo possui solucdes inteiras.

O Pequeno Teorema de Fermat foi assumido para a € Z. Ao restringirmos tal ntimero a
de forma que mdc(a, p) = 1, temos uma outra versdo para esse teorema. Vale citar que ambos sdo

conhecidos como Pequeno Teorema de Fermat nas diversas referéncias utilizadas neste trabalho.
Coroléario 4. Sejam a, p nimeros inteiros, no qual p é um nimero primo e mdc(a, p) = 1, entéo

a’'=1 (mod p).

Demonstragdo. Pelo Teorema 11 sabemos que a” =a (mod p) e entdo p | a” — a implicando
que p | a(a’~!' —1). Como mdc(a, p) = 1, segue pela Proposicdo 4 que p | a”?~! — 1, logo
a’~'=1 (mod p).

O
Exemplo 38. Vemos que o Corolério 4 ndo se verifica na congruéncia
11°=3  (mod 4),
no qual 4 ndo € um ndmero primo. Contudo, se analisarmos a congruéncia
11*=1 (mod 5),

para 5 que € um nimero primo, temos a verificacdo do resultado dado.

O Corolério 4 mostra-se como um caminho para facilitar os resultados, na busca da tio

estimada ‘“‘congruéncia a 1”” em resolucdes de problemas diversos, sem precisar necessariamente
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resolver vérias sequéncias de potenciacdes ao médulo dado. Essa busca tornar-se-a cada vez
mais acertiva ao longo desse capitulo. Vejamos alguns exemplos.

. . 4
Exemplo 39. Determinaremos o resto da divisdo de 19°°" por 191.

Note que 191 é primo e entdo mdc(19,191) = 1. Logo, pelo Corolario 4, temos

19 =1 (mod 191). (5.6)

Reescreveremos o expoente 39* a partir do médulo auxiliar 190. Temos que 39% = 1521 e pela
a divisdo euclidiana de 1521 por 190 segue que 1521 = 190q + 1, para algum g € Z. Assim,
39* = (190 +1)% = 190k + 190k + 1, no qual k, K ez. Aplicando os resultados em (5.6) segue

1939 = 19190kHI0K +1 = (19)190°(19y190° 19 = 1 1 19 =19 (mod 191).

Assim, o resto da divisdo dada é 19.

O préximo exemplo € um problema sugerido em (FOMIN; GENKIN; ITENBERG, 2012,
p. 114).
Exemplo 40. Prove que o nimero 30%*° +2393% ndo é primo.

A ideia principal aqui € buscar um mddulo conveniente que permita a redu¢do de ambos
os termos pelas propriedades de congruéncia. Analisando o segundo termo da adi¢cao nota-se que

239 é primo e entdo mdc(239,31) = 1. Assim, pelo Coroldrio 4 temos

239 =1 (mod 31). (5.7)
Aplicando o mesmo médulo para o primeiro termo, tem-se que 30> = 1 (mod 31) e dessa forma

307 = (30%)'1°.30 =30 (mod 31). (5.8)
Logo, por (5.7) e (5.8) segue
30242390 =1430=31=0 (mod 31).

Portanto, o nimero 3023 423930 ¢ miiltiplo de 31 e, consequentemente, nio primo.

Os Exemplos de 1 a 5 trouxeram situacdes nos quais aplicamos, separadamente, ambos
os resultados apresentados pelo Pequeno Teorema de Fermat. Finalizamos esta se¢do propondo

um problema no qual utilizaremos as duas versdes do Teorema.

Exemplo 41. Mostraremos que nio existe inteiro x, tal que 103 | x> —2.

Observemos que nosso problema resume-se em determinar a existéncia de solucdo para

a congruéncia x> =2 (mod 103). Como 103 é um niimero primo, verifiquemos os casos abaixo:
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(i) Se mdc(x,103) = 1 entdo pelo Coroldrio 4 temos que x!> =1 (mod 103) e de 102 = 3.34
segue
() =x192 =23 (mod 103),

um absurdo, pois x'> =1 (mod 103)

(ii) Se mdc(x,103) # 1 entdo pelo Teorema 11 temos que x!** = x (mod 103) e dessa forma

X103 = 3,100 =2 X100 (mod 103),

um absurdo, pois sabemos que x!3 = x (mod 103).

Portanto por (i) e (ii) ndo existe x € Z de modo que x* =2 (mod 103), ou seja, 103 1
3
x° —2.

5.2 Classes residuais

Pretendemos embasar as operacdes realizadas nas congruéncias sob a perspectiva das
relacdes de equivaléncia e, consequentemente, compard-las e utiliza-las no entendimento das
propriedades pertinentes as classes residuais. Trataremos também da operacdo de divisao no

moédulo m, assim como sua condi¢do de existéncia e aplicacdes.

5.2.1 Relacées de equivaléncia

No Capitulo 4 verificamos a semelhanca entre as relacdes de congruéncia e igualdade
em Z, enfatizando que isso ndo seriam meros eventos aleatdrios e interessantes, pois ambas
tratavam-se de relacdes de equivaléncia. De uma maneira simples e geral, todas essas relacdes sdo
aplicadas a fim de comparar dois elementos de um conjunto dado. A partir das caracterizagoes

das relacdes de equivaléncia, veremos sua compatibilidade com as demais rela¢cdes mencionadas.

Definicao 6. Uma relagdo Z entre dois conjuntos X e Y, ndo necessariamente distintos, ¢ um
subconjunto do produto cartesiano X x Y, isto €, Z C X X Y. Se (x,y) € Z dizemos que x estd

relacionado com y pela relacdo #, denotada por xZy.

Uma relagdo % sobre um conjunto X é denominada uma relagao de equivaléncia sobre

X se, e somente se, as propriedades a seguir sdo satisfeitas:

* (reflexiva) Para todo x € X, (x,x) € %, ou seja, xZx.
* (simétria) Para todo x,y € X se (x,y) € #Z, entdo (y,x) € Z, ou seja, yZx.

* (transitiva) Para todo x,y,z € X se (x,y) € Z e (y,z) € Z, entdo (x,z) € %, ou seja, xZz.



5.2. Classes residuais 77

Exemplo 42. Dado o produto caretesiano Z x Z = {(x,y); (x,y) € Z} definimos a relagdo de
equivaléncia

A(m) ={(x,y);x=y (mod m)}.

Para m =7 temos que Z(7) = {(x,y) :x =y (mod 7)}. Note que (3,17) € Z(7) pois
3=17 (mod 7) e (5,15) ¢ Z jaque 5 # 15 (mod 7).

As relagdes de equivaléncia sdo usadas para classificar elementos de um conjunto em
subconjuntos com propriedades semelhantes. Dessa forma, apresentar uma relagao de equivalén-
cia a um dado conjunto X € o mesmo que determinar uma “particao” de X, ou seja, uma familia

de subconjuntos, dois a dois disjuntos, cuja a unido € o proprio X.

Denominaremos por classes de equivaléncia as subdivisdes de um conjunto produzidas
por uma relacdo de equivaléncia. Formalmente, se X € um conjunto e ~ uma relacio de equiva-
léncia definida em X, entdo a classe de equivaléncia x de x é constituida de todos os elementos

relacionados a x por ~. Assim,

i={yeX;y~ux}.

Note que se XNy = &, entdo x ~ y e, por outro lado, se X =y entdo x ~ y. Com isso

temos as seguintes propriedade das classes de equivaléncia:

1. Tomando um elemento qualquer de uma classe de equivaléncia é possivel determinar

todos os outros dessa mesma classe.

2. Como cada elemento pertence a sua propria classe de equivaléncia, a unido de todas as

classes de equivaléncia é o conjunto X.

Assim, as vdrias classes de equivaléncia representam um particdo do conjunto X. O
conjunto de todas as classes de equivaléncia de ~ em X é conhecido como conjunto quociente
de X por ~. Note que os elementos do conjunto quociente de X sdo subconjuntos, ou seja, as
classes de equivaléncia. Portanto, o conjunto quociente ndo € um subconjunto de X e sim um

conjunto das partes de X.

5.2.2 Anel dos inteiros médulo m

Nosso intuito € aplicar as construgdes gerais das relagdes de equivaléncia nos inteiros
a partir das relacdes de congruéncia. O conjunto quociente de Z, definido pela relacdo de

congruéncia médulo m é chamado de anel dos inteiros modulo m e pode ser denotado como Z,,.

Por defini¢ao, os elementos de Z,, sdo subconjuntos de Z, isto €, classes de equivaléncia,

cada uma delas formada pelos nimeros inteiros que possuem o mesmo resto na divisao por m.
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Desse modo, para a,x,m € Z e m > 1, temos que os elementos da classe de a sdo todos x € Z

tais que a — x = km, para algum k € Z. Assim,

a={x€Z,x=a (modm)}.
O conjunto a é chamado de classe residual médulo m do elemento a de Z.

Exemplo 43. Para ilustrarmos os conceitos estabelecidos, tomemos m = 4. Entdo as classes

residuais de Z4 sdo :

(i) Seanb+# @ =a=>b.
i) Ua==2%Z.
(i) aENa

Demonstragdo. Sejam a,b,m € Z,comm > 1.

(i) Do fato que @ = b segue que a € b, logo a = b (mod m). Reciprocamente, se a = b
(mod m) temos que @ =x (mod m) e b=x (mod m), entdo x € e x € b e pela unicidade

do resto da divisao euclidiana a = b.

(ii) Se aNb # @, entdo existe x € d € x € b, isto €, x =a (mod m) e x=b (mod m), o que

implica que a = b (mod m), e por (i) temos que @ = b.

(iii) Seja x € aLeJNd, entdo x € X. Assim, temos pela reflexidade das relacdes de congruéncia
que x = x (mod m) e portanto x € Z. Por outro lado, tomemos x € Z. Fazendo a divisdo
euclidiana de x por m temos x = mq + r, nos quais ¢, r sdo tnicos e 0 < r < m, segundo
o Teorema 4. Logo x = r (mod m) e pela definicdo de classes residuais x € 7. Como

re Ua,seguequexe U a.
aeN aeN
[

A Proposi¢cao 17 nos leva a conclusdo que um elemento de uma classe residual é

representante de toda a classe, observe:
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Exemplo 44. Se m = 5, temos que {3,8,13,18,...} sdo representantes de 3. Da mesma forma,

{0,5,10, ...} sdo os representantes de 0.

Se m > 0 a Proposi¢ao 10 nos garante que todo inteiro a € congruo a um Unico x
modulo m, no qual 0 < x < m. Transpondo tal fato para a linguagem apresentada nessa secao,

representaremos Z,, pela particao

Zm=10,1,2,....om—1}.

Uma caracteristica de Z,, sdo as defini¢des das operacdes de soma, diferenga e produto.
Pelas Proposi¢des 11 e 13 vimos que tais opera¢des sdo compativeis as relacdes de congruéncia,
ou seja, aplicam-se ao quociente. Nessa perspectiva, definiremos tais operagdes entre classes

residuais como

a+b = a+b
a—-b = a—b
ab = ab

Ao analisar as defini¢des, precisamos garantir a boa definicao, isto €, “se mudarmos os
representantes de a e b a igualdade manteria-se?”” Considere a e b como duas classes de Z,, no

quald = ae b = b. Dessa forma, temos que

/

a=d (modm) e b=>b (mod m),
e pelas Proposicoes 11 e 13 segue que
atb=d +b (modm) e ab=d.b (mod m).

Portanto,

atb=d+b e ab=d.b,
de modo a certificar que as operagdes acima estdo bem definidas.

Exemplo 45. Observemos as tabelas de soma e produto em Zg.

Até o presente momento nao tratamos sobre a divisdo de um dado nimero inteiro
a moédulo m. As implicagdes que envolvem tal operacdo mostrardo resultados valiosos nas
aplicagdes de teoremas e formulagdes que serdo realizadas. Recorreremos aqui a ideia da divisdo
como a multiplicacdo de um nudmero real pelo seu inverso, mais precisamente, sendo a um
ndmero real ndo nulo existe b € R* tal que a.b = 1 e b = — € conhecido como o inverso de a.

a
Analogamente, transportanto essa ideia para aritmética modular, dizemos que
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+[0|12[3]4]5 o1 |2[3]4]5
ofjlof[1|2[3|4]5 0/0[]0]0]O0[O0]O
1f1[2(3[4]|5]0 1ol 1|2[3]4]5
201234502 2024 ]0]2]4
303[4[5]0]1]2 3l0[3[0|3[0]3
4041501 ]2]3 41014 12[0]4]2
5/5[0[1]2]3]4 50541321
Tabela 1 — Soma Tabela 2 — Produto

Defini¢do 7. Se a,x € Z,, entdo X é o inverso de a se a equagdo a.x = 1 é verificada em Z,,.

Com isso avangcamos ao proximo ponto: conhecermos as condi¢des de existéncia de tal

inverso. A proposi¢do abaixo cumpre tal finalidade.

Proposicdo 18. Sejam a,x,m € Zem > 1,entdoax =1 (mod m) se, e somente se, mdc(a,m) =
1.

Demonstragcdo. Sejam a,x,m € 7 tais que m > 1, temos:

(=) Admitindo que ax =1 (mod m), entdo existe y € Z tal que ax — 1 = my. Reescrevendo a

equagdo temos ax — my = 1, e pela Proposi¢do 3 segue que mdc(a,m) = 1.

(<) Se mdc(a,m) = 1 entdo pelo Proposi¢ao 3 a equagdo ax —my = 1 com x,y € Z possui

solugdo. Portanto ax = 1 +my o que implica em ax =1 (mod m).

]

Por exemplo, na tabela do produto de Zg contruida no Exemplo 45 temos que 5.5 =1,

logo 5 é seu préprio inverso em Zg.

Dizemos entdo que a é invertivel médulo m quando mdc(a,m) = 1 e x é o inverso
multiplicativo de a médulo m. Essa afirmacao responde a um levantamento feito no Capitulo 4
sobre em quais situagdes seriam possiveis encontrar a congruéncia de um nimero a 1, no médulo
dado. Uma caracteristica importante a ser acrescentada € que o inverso multiplicativo de um

niimero inteiro, quando existe, é tinico médulo m. De fato, se ax = ax; =1 (mod m) segue que

x=x1=xax;=axx;=1lx;=x; (mod m).

Se observarmos criteriosamente, notamos que além de determinarmos as condi¢Oes para
executarmos divisdes em Z,,, € possivel determinar o inverso multiplicativo, caso exista, de um

dado inteiro a partir do Teorema 6.
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Exemplo 46. Qual o inverso multiplicativo de 7 em Z4?

Pela Proposi¢do 18 sabemos que o inverso multiplicativo procurado existe, pois
mdc(7,24) = 1. Determind-lo é o mesmo que encontrarmos xg, yo € Z que satisfacam a equagio
diofantina

Tx—24y =1. (5.9)

Aplicando o Teorema 6 encontramos xo = 7 € yg = 2 e substituindo em (5.9) segue
7.7—-242=1,
que € equivalente a
7.7=1 (mod 24).
Portanto, 7 é seu préprio inverso em Zo4.

Mais do que uma metodologia para determinar o inverso multipliativo em Z,,, sua
apresentacdo cumpre ao propdsito de relacionarmos as diversas construgdes e defini¢des que
vem sendo explicitadas neste trabalho, podendo ainda ser visto como objeto de contextualiza¢do

de assuntos abordados em capitulos antecessores.

O conjunto dos elementos invertiveis de Z,, € de importante aplicabilidade no teorema

que mostraremos na proxima secdo e serd denotado por Z;,. De modo geral,

Z,, = {a € Z;mdc(a,m) = 1}.

Uma propriedade de Z;, é que ele é multiplicativamente fechado, ou seja, o produto de
dois elementos de Z*, é um elemento de Z,. Para verificar essa afirmacdo tomemos @ e b com 0s

seus respectivos inversos X e X; em Z,,, entao

(a.b)(x.%1) = (@.x)(bx) =1.1=1.

Exemplo 47. Verifiquemos a tabela de produtos de Zsg.

o1 ]2 |3 |4][5]6]7
Oj0/ 0[]0 0[O0O]O0O|O0]O
1ol 1|23 ]4|5]6]7
201 0[2]4]6|0]2]4]6
310136 |1[4][7]2]35
4 10[4[0]4]0|4]0]4
50052 |7[4[1]6]3
6 |06 4 ][2]0]6]4]2
70071654321
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Observe que em Zg os elementos invertiveis sdo 1,3,5 e 7, e, portanto, constituem
Zg. Ainda podemos verificar que Zg é multiplicativamente fechado, notando que os inversos

multiplicativos de 1,3,5 e 7 pertencem a Z§.

Dado Z,, = {ay,a;, -..,d(y—1)}» dizemos que o conjunto {ay,az,...,a(,_1) } € um sistema
completo de residuos médulo m pois seus elementos representam todas as classes residuais de
Z. Isso equivale a dizer que a; # a; (mod m) para i # j e, para todo n € Z, existe um a;, tal que
n=a; (mod m). O conjunto {0, 1,2,...,m — 1} € um exemplo de sistema completo de residuos

do médulo m.

De forma andloga, o conjunto {by,by, ..., b }, ¢ chamado de sistema reduzido de residuos
modulo m se, e somente se, Z,, = {13171327 ...,l_ak}, ou seja, seus elementos representam todas
as classes invertiveis de Z,. Logo, é implicito verificar que mdc(b;,m) = 1 para qualquer
i={1,2,...,k} e bj Zb; (mod m) para i # j, sdo as propriedades que caracterizam um sistema

de residuos moédulo m.

No Exemplo 47, temos que {0, 1,2,3,4,5,6,7} formam um sistema completo de residuos
no médulo 8, pois representam todos os possiveis restos na divisdo por 8. J4 o conjunto {1,3,5,7}

constituem um sistema reduzido de residuos no médulo 8, pois Z§ = {1,3,5,7}.

5.3 O Teorema Euler-Fermat

De posse dos resultado anteriores, definiremos uma fun¢io denotada por ¢ (m) chamada
de funcdo de Euler e mostraremos algumas de suas caracteristicas fundamentais. Na sequéncia,
apresentaremos uma generaliza¢do do Pequeno Teorema de Fermat através da Optica das contri-
bui¢cdes de Euler. De fato, o Pequeno Teorema de Fermat ndo pode ser estendido a um niimero
inteiro qualquer, por exemplo, 61 6%~! — 1 pois 61 —1=5% 1 (mod 6). Nessa motivagio,

enunciaremos o Teorema Euler-Fermat de modo a abranger todo inteiro positivo.

5.3.1 A funcao ¢(m)

Definicdo 8. A funcdo ¢ : N — N com m — ¢(m), onde

@ (m) = #Z,,
¢ chamada de fungdo ¢ de Euler e # € a cardinalidade do conjunto Z;, . Note que a fun¢do estd
bem definida, pois como vimos na se¢do anterior, Z;, € um conjunto finito.

A cardinalidade, por exemplo, param=1em =2¢é ¢(1) = ¢(2) = 1. No Exemplo 47,
temos que #Zg = @(8) = 4.

Dado Z*,, = {by,bs, ..., l_o(p(m)}, sabemos pela defini¢do apresentada no final da secdo
anterior que o conjunto {b1,b2,...,by(y }, com @(m) elementos é um sistema reduzido de

residuos.
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Para um dado p primo temos que

o(p)=p—1,

uma vez que todos os elementos das classes residuais de p, exceto 0, sdo primos com ele. Por
exemplo, @(5)=5—1=4, ¢(11)=11—-1=10.

Serd fundamental para o que se seguird calcular o valor de ¢(m) para um m natural
qualquer. Para isso, mostraremos uma sequéncia de resultados a fim de promover os elementos

necessarios para sua determinag¢do numérica.

Proposicao 19. Se p € um niimero primo e r € N, entdo temos que

Demonstracdo. Pela definido de ¢(m) temos que ¢(p”) é um nimero natural menor que p’ e
indica o total de nimeros primos com p” em [1, p") N N. Por outro lado, os niimeros naturais

menores e nao primos com p’ s@o aqueles divisiveis por p, expressos na sequéncia

r—1

P,2p,3p,...,p

Dessa forma, de 1 a p” temos extamente p"~! niimeros nio primos com p, e portanto, ¢ (p") =

pr_prfl_ D
Exemplo 48.
(1) @(16) = @(2*) =2%-23=8.

(i) @(27) = (3%)=33-32=18.

Para tratarmos os casos em que se tenha um m qualquer, mostraremos a seguir que @ (m)

€ uma fun¢ao multiplicativa.

Proposicao 20. Sejam m,n € N tais que mdc(m,n) = 1, entdo

@(mn) = @(m)p(n).

Demonstragdo. Organizaremos os nimeros de 1 a m.n conforme a tabela abaixo:

Inicialmente, note que cada coluna representa um sistema completo de residuos médulo

Sejar € {1,2,...,m— 1}, denotemos uma linha r da tabela acima por

rnm+r,..,(n—1)m+r.
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1 m—+1 2m—+1 (n—1)m+1
2 m+2 2m+2 (n—1)m+2
3 m+3 2m+3 (n—1)m+3
m 2m 3m n.m

Pelo Teorema 6 sabemos que mdc(r,m) = mdc(km+r,m) paraVk € Znoqual 0 <k <n—1. Se
mdc(r,m) = d parad > 1, entdo d é divisor comum de todos os elementos da linha r e portanto
nenhum de seus elementos é primo com m.n. Assim, as linhas da tabela onde seus elementos

sejam todos primos com m, ou seja, mdc(m,r) = 1 sdo em quantidade @ (m).

A partir dessa observacdo resta-nos procurar os elementos destas ¢(m) linhas que
sdo também primos com n, isto é, mdc(km + r,n) =mdc(n,r) = 1. Para isso, mostraremos
inicialmente que os elementos de cada uma das ¢(m) linhas formam um sistema completo de

residuos modulo 7.

Sejam km+r e K m + r elementos da linha r no qual 0 < k,k/ < n-—1, tal que

km~+r=km+r (mod n). Pela Proposi¢io 12 segue

km=km (mod n).

Do fato que mdc(m,n) = 1 segue pela Proposicdo 14

k=k (mod n).

Mas, como 0 < k, K < n—1, pela unicidade do resto no Teorema 4 temos que k = k. Logo, o
conjunto {r,m+r,2m—+r,...(n — 1)m+ r} formam um sistema completo de residuos no médulo
n. Dessa forma, temos que cada uma das @(m) linhas possuem ¢(n) elementos primos com n e
logo primos com nm. Portanto, tomando as ¢(m) linhas determinadas, onde cada uma delas tem
¢(n) elementos primos com n e m conclui-se que os total de elementos simultaneamente primos

commené @(m)p(n).

]

Exemplo 49. Determinar ¢(24).

Note que 24 = 3.8 e como mdc(3,8) = 1, entdo pela Proposi¢ao 20 segue
¢(24) = 9(3)9(8).

Pela Proposicdo 19 temos
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Logo,
©(3).0(8) =2.4=38.

Considerando os resultados demonstrados até o presente momento, podemos apresentar

o teorema para determinac@o de ¢(m) para qualquer m € N.

Teorema 12. Sejam > 1 no qual m = p{'.p3?... p,‘f" ¢ a fatoracdo tinica de m em primos distintos.

Entao
k 1
o(m)=m][[(1--).

i=1 Di

Demonstragdo. Dadom = p'.p3*...p/*, para cada p;* no qual i € {1,2,....k}, segue da Porpo-

sicdao 19 que

Exemplo 50. Vamos calcular o ¢(60).
Observe que 60 = 22.3.5 e pela Proposicio 20, temos

@(60) = 9(2°)9(3)9(5).

Logo
P(60) = (22—2)(3—1)(5—1)=2.2.4=16.

5.3.2 O Teorema de Euler-Fermat

Vimos em algumas aplica¢des apresentadas no Capitulo 4 como € conveniente encontrar
a congruéncia de uma dada poténcia a 1 médulo m. O Pequeno Teorema de Fermat mostrou-se
como grande aliado em tais situagdes quando as mesmas estavam submetidas a um médulo p,

sendo p um nimero primo.

Mas ainda nos deparamos com uma lacuna: como proceder diante de problemas em um
modulo m € Z e ndo primo? A resposta € o tema central desta se¢do. O Teorema Euler-Fermat
nos permitird tratar de forma geral o resultado apresentado pelo Pequeno Teorema de Fermat,
estendendo sua aplicacdo a qualquer ndmero inteiro. A proposi¢do a seguir trds um resultado

que nos subsidiard na demostrac@o do referido teorema.
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Proposicio 21. Sejam a,m € Z e m > 1, tais que mdc(a,m) = 1. Se {x1,X2,...,Xp(p)} € um
sistema reduzido de residuos médulo m, entdo {ax;,axs, ...,ax(p(m)} também é um sistema

reduzido de residuos moédulo m.

Demonstracdo. Mostraremos que {axy,axy, ..., ax(p(m)} possuem as propriedades de um sistema

reduzido de residuos.
Como mdc(a,m) = 1 e mdc(x;,m) = 1 para quaisquer i € {1,2,...,0(m)} segue que
mdc(ax;,m) = 1. De fato, pelo Teorema 7, sabemos que existem x,xl, v, y/ € Z tais que ax+my =

lexix + my/ = 1. Multiplicando a primeira equago por x; temos

axx; +myx; = x;. (5.10)
Substituindo (5.10) na segunda identidade segue
(axx; + myx,')x/ +my = ax; (xx/) +my =1,
e portanto, mdc(ax;,m) = 1.
Por outro lado, como mdc(a,m) = 1 temos que se ax; = ax; (mod m), pela Proposigao
14, entdo x; = x; (mod m). Como x; e x; sdo elementos de um mesmo sistema reduzido de

residuos, segue que i = j. Logo,{ax;,ax,, ...,ax(p(m)} € um sistema reduzido de residuos no

modulo m.

[]

O exemplo a seguir mostrard a validade dessa proposi¢do em um caso particular e

introduzird a ideia a ser utilizada na demostragcao do teorema que se pretende enunciar.

Exemplo 51. Sejam = 10e a =3, entdo {1,3,7,9} € um sistema reduzido de residuos médulo
10. Pela Proposigéo 21, o conjunto {3 x 1,3 x 3,3 x 7,3 x 9} também € um sistema reduzido de
residuos médulo 10, ou seja, cada membro desse conjunto € congruente a exatamente um dos
elementos de {1,3,7,9}. Do fato:

3.1=3 (mod 10),
33=9  (mod 10),
3.7=1 (mod 10),
39=7  (mod 10).

Multiplicando os membros dessa congruéncia obtemos
3%(1.3.7.9) = (1.3.7.9) (mod 10).
Como mdc(1.3.7.9,10) = 1, aplicando a Proposi¢do 14 obtemos

3*=1 (mod 10).

Obseve que ¢(10) =4, ou seja, 32019 =1 (mod 10).
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Teorema 13 (Teorema Euler-Fermat). Sejam a,m € Z com m > 1 e mdc(a,m) = 1, entdo

a®™ =1 (mod m). (5.11)

Demonstragdo. Como mdc(a,m) = 1 temos pela Proposi¢do 21 que se {x1,x2,...,Xg() } € um
sistema reduzido de residuos médulo m, entdo {axi,ax,...,axe(,)} também € um sistema

reduzido de residuos médulo m. Dessa forma, para cada i € {1,2,...,¢(m)} existe um dnico

Jj€{1,2,...,0(m)}, tal que
ax; =xj (mod m).

Multiplicando os membros gerados por essa Congruéncia temos

@(m)
H ax; = H x; (mod m)
i=1

implicando em

@(m)
m) Hxl-: ij (mod m).
i=1

Jj=
Mas, como para cada x; e x; temos que mdc(x;,m) = (x;,m) = 1, segundo a Proposi¢do 14,

¢(m)  @(m)
podemos simplificar os fatores [] x;e [] x;, obtendo a®m =1 (mod m).
i=1 j=1

O
Na sequéncia, mostraremos alguns exemplos nos quais o Teorema 5.11 € utilizado como
estratégia na resolu¢do de problemas variados.

Exemplo 52. Determinaremos o digito das dezenas do nimero 3%+,

Perceba que determinando o resultado da divisao do nimero dado por 100, o digito das
dezenas é simultaneamente encontrado. Como mdc(3,100) = 1, pelo Teorema 5.11 sabemos
que

320190) = 1 (mod 100). (5.12)

Determinando ¢(100) segundo o Teorema 12, encontramos
@(100) = @(2*)p(5%) = (2> —2)(5° —5) =40 (5.13)
Logo, aplicando o resultado determinado em (5.13) na congruéncia (5.12) temos

30(100) =340 =1 (mod 100). (5.14)

Pelo Teorema 4 temos que 84 = 40.2 + 4 e portanto, considerando as equivaléncias obtidas em
(5.14) temos

384 = (340)234 = 1 3* =81 (mod 100).

Entio, o resto da divisdo de 3% por 100 é 81, e portanto o digito das dezenas é 8.
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Exemplo 53. Para qualquer n € N, temos que 15 | 771" —1.

Traduzindo o problema para a linguagem que estamos utilizando, queremos mostrar que
77" —1=0 (mod 15) <= 77'""=1 (mod 15). (5.15)
Supondo que 77'®" =1 (mod 15), como mdc(15,77) = 1, pelo Teorema 5.11 sabemos que
77909 =1 (mod 15). (5.16)
Pelo Teorema 12, temos
¢(15) =¢(3)e(5) =B -1(5-1)=8. (5.17)
Aplicando o resultado da identidade (5.17) na congruéncia (5.16) segue
77909 =778 =1 (mod 15). (5.18)
Utilizando a equivaléncia determinada em (5.18) na congruéncia (5.15) verificamos

771" = (173" =1 =1 (mod 15).

Logo, para todo € N temos 77'%* = 1 (mod 15), ou seja, 15 | 771" —1.

O exemplo abaixo foi retirado do banco de questdes de (OBM-1991, 1991).

Exemplo 54. Demonstre que existem infinitos multiplos de 1991 que sdo da forma 19999...99991.
De fato, vamos reescrever o nimero 19999...99991 de forma a utilizar a decomposi¢ao na base

decimal:
19999...99991 =2.10" —09.

Note que o problema resume-se a mostrar que 2.10" —9 =0 (mod 1991) para V n € N. Isso é o

mesmo que
2.10"=9=1991 (mod 1991). (5.19)

Utilizando-se da Proposicdo 11 na equivaléncia (5.19), obtemos
2.10"=2000 (mod 1991). (5.20)

Note que mdc(1991,2000) = 1 e pela Proposic¢ao 18, 2000 € invertivel médulo 1991, o que nos

permite a seguinte simplificacdo da equivaléncia (5.20)

2.10"=2000.10">3=10">=1 (mod 1991).

Pelo Teorema 5.11 sabemos que 10°119°1) = 1 (mod 1991) e entdo, segue que 10901991 = |

(mod 1991) para V k € N. Dessa forma, basta tomar n = ¢@(1991)k — 3 para determinar os

infinitos multiplos pedidos.
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Construimos uma série de argumentos até aqui a fim de cumprir o propésito de definir
caminhos que permitam simplificacdes e estratégias eficientes a problemas tratados pela perspec-
tiva da aritmética modular. Muitas das situacdes apresentadas recairam de forma andloga em,
por exemplo, determinar s € N tal que 4° =1 (mod 15). Fagamos uma andlise mais detalhada a

partir dessa situacgao.

Sabemos pelo Teorema 5.11 que como mdc(4,15) = 1, o ndimero s néo s6 existe como
pode ser determinado pela fungdo ¢(15). De fato, s = ¢(15) = ¢(3)9p(5)=3—-1)(5—1) =38
e tem-se que 4% =1 (mod 8).

O exemplo a primeira vista pode parecer redundante e 6bvio diante do Teorema de
Euler-Fermat, mas as perguntas que podem ser feitas a partir dele sdo instigantes: serd que este
resultado € tnico? Ou ainda, serd que ¢@(m) é o menor expoente que satisfaca a congruéncia
dada?

As respostas podem ser retiradas claramamente, basta tomar s = 2. Verifica-se que

42=16=1 (mod 15), portanto ¢(15) ndo é o tnico e nem o menor valor para s.

Essas observagdes abre-nos espago para expandirmos a compreensdo e o trato das
definicdes, teoremas e aplicagdes acerca das congruéncias, de modo a analisd-las com maiores

possibilidades. Motivados pelos argumentos levantados acima, apresentamos a definicdo abaixo.

Defini¢do 9. Dado a,m € Z com m > 1 e mdc(a,m) = 1, denotamos de ordem de @ mddulo m o

numero natural dado por
ord,,(a) = min{i € N;a' =1 (mod m)}.

Pelo exemplo anterior vimos que s = 2 é o menor expoente tal que 4° =1 (mod m),
entdo ord;s(4) = 2.

Temos pelo Teorema 5.11 que ord,,(a) < ¢@(m). Para os casos onde ord,,(a) = ¢@(m),
dizemos que a € raiz primitiva médulo m. Por exemplo, 3 € raiz primitiva médulo 5, pois
@(5) =5—1=4e verificando que 3 =3 (mod 5), 3> =4 (mod 5),3*=2 (mod 5),3*=1
(mod 5) entdo ords(3) = 4.

Proposi¢iio 22. Sejam a,m € Z e m > 1 com mdc(a,m) = 1. Temos que ' =1 (mod m), para

algum r € N se, e somente se, ord,,(a) | 7.

Demonstragdo.

(=) Por hipétese tem-se que @' =1 (mod m) e como mdc(a,m) = 1, pela Defini¢do 9, temos
que a®%(@) =1 (mod m) e t > ord,,(a). Parat = ord,,(a) o resultado é trivial. Tomemos
t > ordy,(a), fazendo a divisdo euclidiana de ¢ por ord,,(a) temos ¢ = ord,,(a)g + r, no

qual 0 < r <ord,,(a). Logo

d' = g T = (g 0)g" = " =1 (mod m),
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uma contradi¢ao, pois 0 < r <ord,,(a) e ord,,(a) é o menor expoente natural i tal que

a' =1 (mod m). Portanto, r = 0 e t =ord,,(a)q, o que implica que ord,,(a) | ¢.

(<) Se ord,,(a) | t, entdo t =ord,,(a).k para algum k € Z. Do fato que mdc(a,m) = 1 e pela

Definicdo 9, segue que a”®(@ =1 (mod m), logo

1 = g% = (oY =g (mod m).

O Corolario a seguir enriquece as apuragdes feitas acerca do assunto abordado nessa

se¢ao e sera util no desenvolvimento das aplicagdes a serem apresentadas ao final desta secao.

Corolario 5. Sejam a,m € Z e m > 1 com mdc(a,m) = 1. Temos que ord,,(a) | ¢(m).

Demonstragdo. Como mdc(a,m) = 1 segue do Teorema 5.11 que a®™ =1 (mod m), e por-

tanto, pela Proposi¢do 22, ord,,(a) | ¢ (m).
O

Observacao 6. O Teorema de Euler-Fermat acrescido do Coroldrio 5, nos permite reduzir de
forma significativa os possiveis candidatos a ordem de um niimero médulo m. Vejamos o exemplo

a seguir.

Exemplo 55. Qual o menor valor de x de modo que 2* =1 (mod 97)?

Como mdc(2,97) = 1, temos pelo Teorema 5.11 que
2907 =1 (mod 97). (5.21)
Do fato de 97 ser um nimero primo segue que ¢(97) =97 —1 =96 e por (5.21) segue
2°=1 (mod 97). (5.22)

Como buscamos o menor valor para x entdo queremos determinar a ordg7(2), e pelo Coroldrio 5

temos a seguinte relacao
Ol‘d97(2) ‘ q)(97) — 0rd97(2) ’ 96.

Dessa forma, reduzimos nossa procura pela ordg7(2) no conjunto dos divisores de 96, isto é,
ordg7(2) € {1,2,3,4,6,8,12,16,32,24,48,96}. Averiguando a partir dos elementos do conjunto
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de divisores de 96 temos

21 =2 (mod 97),
22=4 (mod 97),
23=8 (mod 97),
24=16 (mod 97),
26 = 64 (mod 97),
28 =62 (mod 97),
212 =(26)2=64>=22 (mod 97),
216 =(28)2 =622 =61 (mod 97),
224 =(212)2=222=96  (mod 97),
232 = (21 )?=612=35  (mod 97),

(222 =962=1 (mod 97).

Note que pela equivaléncia (5.22) ja sabemos o resultado para o expoente 96, logo

x = ordg7(2) = 48.

Encerramos esta se¢do com uma tltima aplicac@o dos resultados envolvendo a ordem de

um nimero médulo m na resolucdo de problemas de divisibilidade.
Exemplo 56. Encontre o menor n tal que 2200 | 17n—1.
Buscamos pelo menor 7 tal que
17"=1 (mod 2%%%),

Segundo a Defini¢ao 9 temos que n = ord,20s(17) e pelo Corolario 5 segue que
ordy0s (17) | @(22909).

Como ¢(

dessa forma

17 =1 (mod 22°%) — 17" —1=0 (mod 22°%).

Assim temos

172 —1=(17- D174+ D72 +1)...(17% " +1) = 220054 onde g € Z.

22005) = (22005 92004y — 22004 temos que ord,00s (17) = 2%, no qual k € {0, 1,

2,...,2004},

Note que o tnico fator de 172 —1 multiplo de 4 é o (17 -1), os demais fatores sdo da forma

(172r + 1) e somente mdltiplos de 2. Logo, para que se tenhamos 2005 fatores 2, o nimero k que

satisfaz essas condicdes é 2001, portanto

Ord22005(17) =n =2001.
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CAPITULO

CRITPTOGRAFIA RSA

A histéria da humanidade é marcada pela sua extensa necessidade de comunicacdo nos
contextos mais diversos. A troca de informagdes de forma sigilosa e segura vem participando de
construgdes sociais, politicas, econdmicas, entre outras ao longo dos tempos; induzindo a criag@o
de métodos para cifrar e decifrar mensagens. Da troca de segredos militares a transmissao de
dados numa transagdo bancdria, a criptografia permeia praticas do cotidiano e sua evolugao
trouxe consigo aplicagdes matemadticas inovadoras, algumas embasadas nas principais definicdes

apresentadas nos capitulos anteriores deste trabalho.

Com a expansdo computacional em meados do século XX, a Teoria dos Numeros
contribuiu diretamente para a criacdo de novos métodos criptograficos, passando a nao ser vista
como somente uma area pura e abstrata da Matemadtica, mas também de aplicagcdes praticas.
Faremos nessa secao uma ligacdo entre alguns resultados em torno da aritmética modular
mostrados até aqui com alguns sistemas criptograficos, e em especial e de forma mais detalhada,
o RSA.

6.1 Introducao a ideia de Criptografia

A criptografia tem como finalidade transmitir de forma segura uma mensagem oculta
de um transmissor a um receptor. A evolugdo hitérica dessa prética estd no fato da criacdo de
estratégias nas quais mensagens emitidas, ainda que interceptadas por terceiros, s6 pudessem
ter significacdo para os devidos destinatdrios das mesmas. Neste contexto surgem a criagao
de chaves e algoritmos de cifragem, isto €, uma regra para transformar um texto original no
cifrado. Discutiremos sobre alguns procedimentos utilizados para ocultar e recuperar informacdes

transmitidas por uma mensagem.

Ao longo de vérios séculos foram desenvolvidos varios métodos de cifragem, em con-

sondncia com as ferramentas acessiveis a cada periodo. Um dos métodos criptograficos mais
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famosos da antiguidade foi o utilizado por Juilio César, em Roma, em sua comunica¢do com
Cicero. O sistema era muito simples, considerando o alfabeto ciclico, para cada letra que se
quisesse escrever considerava-se a terceira letra a sua direita. Nesse sentido, seja .o/ o alfabeto

com 26 letras L utilizadas por César, temos a seguinte descri¢do das cifras

«Z |A|/B|C|D/E|/FIGH|I|J|K|L M
Cifras D|E|/F|G|H|I|J | K|L M|N|O

;-U

o N|O|/PIQIR|S|T | U|IV|W X
Cifras  Q|R|S|T|U|V|W | X|Y|Z|A|B|C
Tabela 3 — Alfabeto segundo a cifra de César.

Exemplo 57. Neste sistema criptogréfico proposto por César, se quiséssemos enviar a seguinte
mensagem: DEMOCRACIA ACIMA DE TUDO, obteriamos a cifra:

DEMOCRACIA ACIMA DE TUDO
GHPRFUDFLD DFLPD GH WXGR

Numa perspectiva matematica, e mais especificamente da aritmética modular, podemos

transpor o método criptografico de César para uma linguagem ja abordada neste trabalho.

Uma nova associacao dos codigos.

Considerando o alfabeto ciclico, e isso € de extrema relevancia para as aplicacdes que realizare-
mos, atribuimos a cada i-ésima letra L do alfabeto .o/ o i-ésimo niimero em [0,25]. Como [0, 25]
€ exatamente os restos na divisdo por 26, estamos na verdade associando cada letra L; do alfabeto
2/ a uma classe residual de Z,g. Assim, a codificacdo C(L;) estipulada pelo método de César

pode ser ecrita de forma geral como

C(Lj)=L;+3 (mod 26), (6.1)

no qual L; pode ser substituida pelo respectivo representante da classe residual de cada letra
do alfabeto o7, para encontramos a codifiagdo desejada. Mediante ao exposto, reconstruimos a

representacdo de .o feita na Tabela 3 como:

7/ |A|/B|C|/DI/E|F|G/H|I|J|/K|L | M
Cifras | O |1 |2 |3 |4

o N|IO|P|Q|R|S|T|U|V W |X|Y)|Z
Cifras | 13 | 14 | 15|16 | 17 | 18 | 19 |20 |21 | 22|23 |24 |25
Tabela 4 — Alfabeto &7 em Zog.
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Exemplo 58. Para encriptar a palavra FELIZ, segundo as observagdes realizadas acima, fariamos

C(F)=5+3=8 (mod26):>C(F):
CE)=4+3=7 (mod 26) = C(E) =
CLy=11+3=14 (mod 26):>C(L):0
C(I)=8+3=11 (mod 26) = C(I) =L
C(Z)=25+3=28=2 (mod 26) = C(Z) = C.

Assim, a palavra FELIZ fica cifrada como IHOLC.

Nessa vertente seria possivel constuir varios métodos de cifragens diferente, mudando a
~ z M / z_
regra de permutacdo das letras, ou até mesmo, considerando um alfabeto <7 com vérios outros

simbolos.

Chamamos a atengdo ao fato de que, de posse da congruéncia (6.1), € possivel ndo
somente cifrar uma mensagem mas também decifra-la. De fato, determinar a congruéncia de

decodificacdo € uma tarefa simples, tal que

Li=C(L)—3 (mod 26). (6.2)

Meétodos criptogaficos como o descrito acima sdo conhecidos como métodos de substi-
tuicdo simples. A vulnerabilidade de tais métodos encontram-se na possibilidade da andlise da
frequéncia das letras numa mensagem cifrada. Efetivamente um interceptador tendo conheci-
mento da lingua e estrutura ortografica na qual a mensagem foi expedida, € possivel confabular

sobre possiveis combinacdes entre as letras num geral.

Uma forma encontrada para contornar a possibilidade da contagem de frequéncia das
letras, a fim de quebrar um sistema criptografico, foi a criacao de sistemas de cifras de substitui-
cdo polialfabéticas, ou seja, utiliza-se de vérios alfabetos e permutacdes para a substituicdo das
letras, assim uma mesma letra pode ser representada por vérios simbolos distintos numa mesma

mensagem.

Citaremos o método de Vigenere como um exemplo de sistema criptogréfico polialfa-
bético devido a sua ampla repercursao e facilidade de aplicagdo. Nele utiliza-se uma série de
diferentes “Cifras de César”, baseadas numa chave que € aplicada tanto na cifragem quanto
na decifragem. Na pratica, refere-se a uma tabela constituida pelo mesmo niimero de linhas
e colunas no qual o alfabeto € escrito repetidamente, de forma que a cada linha, cada letra

desloca-se ciclicamente uma posicao em relacao a anterior.

Escolhida uma chave, que pode ser uma palavra, uma sequéncia de letras ou uma
frase, a cifra¢do ocorria do seguinte modo: “Se sobre uma dada letra do texto encontra-se uma
determinada letra da palavra chave, entdo se substitui essa por aquela que lhe corresponde na sua
coluna e na linha que comeca com a letra da palavra chave” (HEFEZ, 2014, p. 314).

Exemplo 59. Abaixo temos a Tabula Recta que ¢ a tabela utilizada no método de encriptacdo de

Vigenere.
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Figura 1 — Tabula Recta de Vigenere.

— IOTMMUOBPN<LXXS<CHONIOTOZZr R—|—
—— IO TMTMUOTBIPN<XXS<CHWVWIOTOVOZIZr AR
A——IOTMMUOBPN<X<XS<CHOLOIOODTDOZZr|r
FrA——IOTMUOB®>PN<XXS<CHWIO VO ZZ|Z
ErAR——IOTMMUOWBPN<XXS<CHOLIO VO Z|Z
ZErA——IOTMUOUOWB>PN<XS<CHW>IO VOO
OZErA——IOTMTMUOWPN<X<XS<CHW>IO T
VTOZErA——IOTMMUOW®BPN<X<XS<CHW®DIOO
— O UVOZErA——IOTMMUOB®BBIN<X<XS<CHW0=I®D
DO UVOZErAR——IOTMUOBPEPN<X<XS<CHOMW®L
VIO TVOZErA——IOTMTMUOBPN<XXS<CHH
AV IO UVOZErA——IOTMTMUONOW®PEPN<XSC|C
CHVIOTVOZE2rAR——IQOTMMOUONO®>N<XES|<
<KCHVLVIOTVOZErA——IOTMOUO®E>N<XZSS

N<XXS<CHOWPOUTVOZEZrRAR——IOTMMOUO®T>
N<XXS<CHVWIOTVOZEZrAR——IOTMOO®®>>
PN<XXS<CHVWIOUVOZZrA——IOTMMOO®®
TDPN<XXS<CHOVWIOUTVOZIrA——IONmMOIOO
OBPEPN<XXS<CHWVWPOUTVOZErA——I@TmOO
ONWPN<XXS<CHWVWIOUVOZZEZr RA——I QO nmm
MUOWPN<LS<XS<CAHVWIOOTVOZEZrA——TIQETm
TMUOWPNLSKXSE<CAHVWDIOTOZZEZrA——I0O0O
OTMMUOWPN<X<XS<CHWVWIOUVOZZr A— —IT
ITOTMTMUOWBPN<XXS<CHOVWIOUTVOZZr R— —|—
S<KCHVLVPIOUVOZErA——IOTMOO®>N < X|X
XE<KCAVWPIOVOZErAR——IOTMMUO®>N <|<
*XXSEKCAHVIOTVOZErA——IQOTMMOUO®T®>N|N

Fonte: Fields (2011).

Vamos codificar a frase “Liberdade a todos”, a partir da palavra chave CENTRO. Se-

guindo a metodologia descrita, escreveremos :

LIBERDADE A TODOS
CENTROCEN T ROCEN.

Observe que para encriptar a primeira letra da mensagem, no caso o L, olharemos na
coluna que lhe representa, na terceira linha, ou seja, na linha correspondente a letra C, obtendo

N. Seguindo este mesmo raciocinio, temos a mensagem encriptada:
NMOXIRCHRTKCFSF.

Perceba que letras iguais da mensagem original, foram encriptadas com cifras diferentes,

ilustrando essa forte caracteristica de segurancga proposta pelo método de Vigenere.

Podemos também expressar o sistema criptografico de Vigenere utilizando conceitos
da aritmética modular. Consideremos o alfabeto o7 com as respectivas associagdes entre suas
letras ao intervalo (0,25) e seja Ly, Ls,...,L,—| uma sequéncia de letras a ser cifrada por uma
palavra chave constituida pela sequéncia de letras Py, P, ..., P,_1, tal que m < n. Calculamos a

sequéncia cifrada C1,C;, ...,C,_1 da seguinte forma

Ci=Li+P, (mod26). (6.3)

Note que para as m primeiras letras, a i-ésima letra da mensagem € somada a i-ésima letra
da chave, depois as letras da chave repetem-se a cada ciclo de m letras até que toda a mensagem

seja encriptada. Comparando o resultado encontrado com a congruéncia (6.1) percebe-se que



6.1. Introducdo a ideia de Criptografia 97

para cada letra codificada da mensagem, usa-se uma Cifra de César diferente, dependendo da

letra da chave na qual tal letra estd associada.

Exemplo 60. Fazendo uso da congruéncia (6.3), encriptemos a palavra Matematica usando a
chave FERMAT.

Chamemos de C1,(3, ...,Cjo a sequéncia das cifras de cada letra da palavra Matematica.
Utilizando a Tabela 4 que associa cada letra do alfabeto .7 a um representante dos elementos de

Zig, temos:

Ci=12+5=17 (mod 26) = C| =
C,=0+4=4 (mod 26) = C, =
C3=19+17=36=10 (mod 26) = C3 =K
Ci=4+12=16 (mod26):c4_Q
Cs=124+0=12 (mod 26) = Cs =
Ce=0+19=19 (mod 26) = C¢ =
C;=19+5=24 (mod 26) = C; =
Cs=8+4=12 (mod 26) => Cs = M
Co=2+17=19 (mod 26) = Co =T
Cio=0+12=12 (mod 26) = Cs = M.

Logo, a palavra Matematica € cifrada como REKQMTYMT.

Assim como no método de César, a decifracdo da mensagem pode ser feita usando o

mesmo algoritmo da cifragdo com simples manipulagdes algébricas, de forma que

Li=C;— P, (mod 26). (6.4)

O que torna o método de Vigenere mais robusto em relacdo ao método de César é a
possibilidade de utilizar-se de multiplas letras do texto cifrado, para uma mesma letra do texto

original, ocultando assim informagdes sobre a fequéncia de uma dada letra.

Os métodos polialfabéticos ganharam uma nova perspectiva com a criacdo das maquinas
cifradoras. No contexto da Segunda Guerra Mundial duas dessas mdquinas desempenharam
participacao fundamental no desfecho da guerra: a alema Enigma e a japonesa Purple. A Enigma
era uma maquina que poderia ser configurada numa quantidade gigantesca de maneiras diferentes,

coOmo segue

3126 _[26) (24 (22 (20 (18 [16) [14) (12} (10 /8
100\ 2 2 2 2 2 2 2 2 2)\2)°
Ao final de cada dia as instru¢des de configuracdes eram trocadas para o dia seguinte.

Nao descreveremos detalhadamente o funcionamento dessas maquinas, nos ateremos a dizer que,
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de uma forma geral, elas permutavam as letras da mensagem original através de um circuito
que era ajustado por uma nova chave diariamente. O sistema de cifragem alema foi quebrado
pelos britanicos com a ajuda de Alan Turing, que participou do desenvolvimento de um sistema
eletronico capaz de rapidamente considerar as varias configuracdes da Enigma, até determinar

aquela que estava sendo usada.

Figura 2 — M4quina Enigma.

SCIENCE MUSEUM|

Fonte: Buccoliero (2020).

O bom funcionamento dos métodos de criptografia depende ndo somente do destinatario
receber de forma segura uma mensagem, mas que também consiga decifrd-la. Dessa forma, um
sistema complexo de cifragem nao € suficiente se nao houver uma maneira segura e eficiente
de realizar a troca das “chaves de decodificacdo” e diante disso, pairava um problema a ser

aperfeicoado nos sistemas criptogréficos.

Até meados do século XX os sistemas criptograficos adotavam chaves simétricas, ou
seja, a mesma chave era utilizada para cifrar e decifrar uma mensagem. Com o grande advento
dos computadores, por volta de 1970, surgiu espagco para uma nova proposta: a de métodos
criptograficos com chaves assimétricas, isto €, a utilizacao de chaves distintas para cifragem
e decifragem de mensagens. E nesta nova perspectiva que a Teoria dos Ntmeros exerce papel
fundamental, proporcionando o embasamento necessario para esta nova proposta, principalmente

através do uso dos resultados em torno de congruéncias.

O primeiro passo para esta nova vertente criptogréfica foi realizada pelos norte-americanos
Whitfield Driffe, Martin Helman e Ralph Merkle, através do método criados por eles denominado
de DHM. Sua inovacdo estava na utilizacdo de chaves publicas, isto €, as chaves de cifragem
eram de conhecimento com livre acesso, e na ndo necessidade de um intermedidrio para troca das
senhas para decodifica¢do. No seu funcionamento utilizavam-se de resultados da aritmética mo-
dular. A promogdo da seguranca deste método, baseava-se na ideia geral que dados a,m,x,y € N,

de modo que

a=y (mod m),
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¢ facil determinar y conhecendo a,m e x, contudo o caminho inverso, ou seja, determinar x
conhecendo a,y e m é totalmente invidvel de ser calculado, mesmo com uso de computadores.
O ponto fragil do sistema DHM estava na limitagdo entre a troca das senhas para decifragem,
elas ocorreriam entre as partes interessadas uma de cada vez, ndo atendendo a demanda de
um mercado crescente e globalizado. Porém, foi do préprio Driffe a publicacdo que sugeria a
utilizacdo de chaves assimétricas, sendo uma chave publica para cifragdo e uma chave oculta
para decifracdo, de modo a ser impossivel determinar o processo inverso sem estar de posse da

chave oculta.

6.2 O sistema RSA

Finalmente, em 1978, norteados no método DHM e pelas considera¢des de Driffe, Ronald
Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman criaram o primeiro sistema criptografico com a utilizagdo
de chaves assimétricas, que ficou comenhecido como RSA. A base do sistema é dado pela
facilidade em determinar nimeros primos de ordens numéricas elevadas, e de contrapartida,
na dificuldade em fatorar o produto desses nimeros. Acrescenta-se ainda que a matematica
necessdria para a execucdo do método sao propriedades e teoremas parcialmente elementares da

Teoria dos Numeros.

As cifras geradas pelo RSA nao sé ofereceram uma opg¢ao segura na troca de informagdes
entre usudrios localizados a qualquer distancia do globo quanto criaram, como uma consequéncia

direta, um método de assinaturas digitais muito comum hoje em dia.

Mostraremos a seguir, de forma mais detalhada e exemplificada, os passos que constituem
o funcionamento do sistema RSA assim como sua eficiéncia, aplicando para tal os resultados em

torno dos estudos de congruéncias realizadas nos capitulos anteriores.

6.2.1 Transformando uma mensagem em blocos

Antes de comegarmos o desbravamento do método RSA, facamos algumas denotacoes.
Estabeleceremos o alfabeto .o/ como nossa base de cédigos para construir uma mensagem
a ser codificada. Todavia, os sistemas criptogédficos atuais utilizam-se de todos os cddigos
estabelecidos pelo ASCII I ndo sendo necessario inclusive o uso da base decimal. Definiremos
ainda como L;, com i € {0,1,2,...,25}, as letras do alfabeto <7 ¢ 99 a representacdo dos espacos
entre as palavras. Note que a eficdcia da utilizagdo do 99 estd no fato dos numeros 9 e 99

ndo representarem nenhuma letra no intervalo proposto para 7. Desse modo, para o caso que

' O nome ASCII vem do inglés American Standard Code for Information Interchange ou “Cdédigo

Padrdo Americano para o Intercdmbio de Informacdo” . Ele € baseado no alfabeto romano e sua fungao
¢ padronizar a forma como os computadores representam letras, nimeros, acentos, sinais diversos e
alguns codigos de controle.
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estamos tratando, os nimeros 88,77,66,55 e 44 também poderiam ser tomados na determinagdo

dos espacos entre as palavras, pela mesma justificativa aplicada a 99.

Para utilizacdo do sistema RSA € necessdrio transpor a mensagem escrita em uma
sequéncia numérica, dessa forma associaremos para cada i-ésimo L; da mensagem a ser codicada,
0 i-ésimo nimero em [10,35]. Provavelmente paira um questionamento sobre a escolha do
intervalo, a resposta € rdpida: a utilizacdo de nimeros com um algarismo pode causar uma
“confusao” no momento da decodificagcdo. Por exemplo, a cifra 14 pode representar B e E, ou
somente M, baseando-se na associac¢@o para cada L; de ./ em [0,25]. Desse modo, a escolha da
representacdo com dois algarismos para cada cédigo de linguagem nao € condi¢do tinica, mas

minimal.

Segue a transposi¢ao de .27 no intervalo proposto:

L, 'A|B|C/ D/ E|F|G H| IT|J|K|L|M
Cifras | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15|16 | 17 | 18 | 19| 20 | 21 | 22

L; NI O|P|Q|R|S|T|U|V | W X|Y|Z
Cifras | 23 |24 | 25|26 |27 |28 |29 |30 |31 |32 |33]|34 )35
Tabela 5 — Alfabeto <7 no intervalo definido para andlise do RSA.

Exemplo 61. Codificaremos, segundo os parametros estabelecidos, a mensagem: “PENSO
LOGO EXISTO . Encontramos a sequéncia

2514232824992124162499143318282924.

Nos métodos criptogréficos citados na sec@o anterior vimos que uma das fragilidades
enfrentadas na histéria da criptografia € driblar a possibilidade da quebra do cédigo de cifracao,
a partir da andlise da frequéncia dos simbolos. Um olhar mais apurado para o Exemplo 61
pode-se perceber algumas possiveis brechas para confabulacdes acerca da codificacdao que foi
aplicada. Neste ponto da nossa discussdo entra uma estratégia crucial aplicada no método RSA:

a conversao da nossa sequéncia numérica em blocos.

Para a concretizacio desse passo, facamos primeiramente a determinagdo dos subsidios
numéricos que serao a base para a elaboragdo das chaves aplicadas e, consequentemente, dos
processos de codificacdo e decodificacdo. Para isso, escolhe-se dois nimeros primos distintos, p

e ¢, e determina-se um m € N, tal que m = pq.

A decomposicdo da sequéncia numérica em blocos ndo € feita de maneira unica e nio se
prende a nenhuma estrutura linguistica. Cada bloco b é um niimero natural, tal que by < m e que
ndo comece pelo algarismo 0. Respeitando essas condi¢cdes, um bloco by pode ter comprimentos

arbitrarios e variados conforme se deseje.
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Exemplo 62. Facamos a divisdo da sequéncia encontrada para nossa mensagem em blocos.
Definiremos os algarismos p = 17 e p = 19 e, portanto, m = 17.19 = 323. Com isso, cada bloco

by, serd construido de forma que b; < 323. Temos entdo que
25—-142-32—-82—-49-92—-124—-162—-49—-91 —43 -318—-282—-92—4,
€ a sequéncia dos blocos by, by, ..., b5 para nosso exemplo.

Exemplo 63. Assumindo os mesmo valores de p e g e, consequentemente, para m, uma outra
maneira de determinar uma sequéncia de blocos by para a mensagem proposta € a apresentada a

seguir:
251—42—-32—-8—-249—-9—-212—-41—-62—49—-9—-143 —-31—-82—-82—-9—24,

de modo que a sequéncia by, b, ...,b17 representa também uma configuracdo pertinente para a

divisdo da nossa mensagem codificada em blocos.

6.2.2 O processso de codificacao

Dada a separagdo dos blocos by, realizaremos a partir deles a codificagdo, um a um,

segundo alguns parametros, conforme estabelecidos a seguir.

Elegeremos um e € N de forma que mdc(e, ¢(m)) = 1, ou seja, segundo a Proposi¢do

18 o natural e é invertivel no médulo ¢(m). Como m = pq, temos pela Proposicdo 12 que
¢(m)=(p—1)(g—1).

O par (e,m) é chamado de chave de codifica¢ao, e no RSA é de conhecimento publico,
podendo ser acessada por qualquer pessoa. Entretanto, os nimeros p € g sao ocultos e sua ndao
divulgacdo € um dos principios da seguranca deste método como compreenderemos melhor ao

longo desta secao.

Exemplo 64. Se tomarmos p =7 e g = 11 para elaborar uma chave de codificacdo como a

definida acima, temos que m =7.11 =77 e

o(m)=(7—1)(11—1) = 60.

Assim, terfamos que determinar o natural e de modo que mdc(e,60) = 1. Como 60 = 2235,
pela Proposi¢do 6 sabemos que e pode ser qualquer nimero natural que nao contenha em sua
fatoragdo os primos 2,3 e 5 ou que seja um numero primo diferente de 2,3 e 5. Escolhendo
e =91, temos que a chave de codificacdo divulgada para criptografar uma dada mensagem no
sistema RSA é (91,77).
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No caso em que estamos tratando, expresso no Exemplo 62, como p e g sdo conhecidos,
o célculo de @(m) e e sdo triviais. Vale ressaltar que e pode ser qualquer representante de uma

das classes de Z(p(m).

Chamaremos de C(by) o resulado da codificagdo dos blocos by estipulados previamente,
dado por
C(by) =b; (mod m). (6.5)

Ap6s a determinagio da sequéncia C(by),C(b2), ...,C(by) é importante que os nimeros
encontrados nao sejam reunidos de modo a formar um dnico nimero; iSO comprometeria a

decodificagdo da mensagem.

Exemplo 65. Vejamos como ficard a codificagdo dos blocos encontradados no Exemplo 62,

seguindo o algoritmo estipulado em (6.5).

Como p=17e g =19, segue que

o(m) = @(323) = (17— 1)(19—1) = 288.

Agora vamos escolher e que deve pertencer a Z5g. Utilizaremos e = 5, por ser o menor
nimero primo com 288. Aplicando a regra para codificacao e algumas das propriedades das

congruéncias vistas no Capitulo 3, temos

C(b)) =25° =25%.252 = 121.302 =43 (mod 323),
C(by) = 1425 = (1422)2.142 = 1382.142 =92 (mod 323),
C(b3) =32° = (322)2.32=552.32=118.32 = 223 (mod 323),
C(by) = 82° = (822)2.82 = 264°.82 = 233 (mod 323),
C(bs) = 49° = (49%)%2.49 = 140%.49 = 121 (mod 323),
C(bg) = 92° = (92%)2.92 = 66%.92 = 232 (mod 323),
C(b7) = 124° = 1243.124% = 278.195 = 269 (mod 323),
C(bg) = 162° = (1622)2.162 = 81%2.162 = 101.162 =212 (mod 323),
C(bg) =C(bs) =121 (mod 323),
C(b19) =91° = (91%)2.91 = 206%.91 = 123.91 = 211 (mod 323),
C(b11) =43°> =43%.432 =49.234 = 161 (mod 323),
C(b1y) =318 = (=5)° = (=5)°.(=5)>= —125.25=105 (mod 323),
C(b13) =282° = (—41)°> = (—41)3.(—41)>=201.66 =23  (mod 323),
C(b14) =C(bg) =232 (mod 323),
C(bi5) =4 =1024=55 (mod 323)

Observe que seria completamente invidveis realizar tais operacdes sem a utilizagcdo das

propriedades de congruéncia de modo a simplificar os nimeros encontrados.

Portanto, nossa sequéncia de blocos codificados C(by),C(b3)...,C(b;s) é

43 -92-223-233—-121-232-269—-212—-121-211—-161—-105—-23 —-232 —-55.
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Note que a separacdo dos blocos implica diretamente no resultado encontrado no processo
de codificagdo, dessa forma a sequéncia de codificacdo seria diferente se utilizassemos os blocos

definidos no Exemplo 63.

Observacao 7. Na determinacdo dos blocos by definiu-se a condi¢cdo de que os mesmos ndo se
iniciassem por 0 e neste ponto da discussdo € possivel verificar a clareza dessa acdo. Analisando
a equivaléncia de codificacdo (6.5) percebe-se, por exemplo, que a codificagdo de um bloco 025
€ numericamente equivalente a codificacdo de um bloco 25, mas essa equivaléncia nio se aplica

a conversao correta das letras da mensagem criptografada.

6.2.3 O processo de decodificacao

O procedimento de decodificacdo dos blocos C(by) é realizada a partir de uma chave de

decodificagdo (m,d), oculta e de posse somente do receptor da mensagem, no qual d € N tal que
de=1 (mod ¢(m)), (6.6)

ou seja, d é o inverso multiplicativo de ¢ médulo ¢(m). Como o conhecimento de e e m sdo

informacdes acessiveis, encontramos o valor de d resolvendo a equagdo diofantina

de—omit=1, teZ. (6.7)

Exemplo 66. Vamos calcular d para e =5 e m = 323 do Exemplo 65. Como ¢(m) = 288 ¢

mdc(e, p(m)) = mde(d, ¢(m)) = 1, temos a seguinte congruéncia linear

5d=1 (mod 288). (6.8)

De posse do conceito sobre sistemas reduzidos de residuos apresentado no Capitulo
5, sabemos que como 5 e d sdo invertiveis, ambos pertencem a Z3g;. Com isso, poderfamos
determinar os elementos desse conjunto e encontrar o valor de d, resolvendo a congruéncia.

Contudo, ndo acreditamos ser o0 modo mais simplificado e optaremos por outra abordagem.

Reescrevendo a congruéncia (6.8) como

5d =1+4288t=—=5d—-288t=1, t€Z (6.9)

e aplicando o Teorema 6, temos que d = —115. Mas como d € N fazemos d =288 — 115 =173,

de modo que 173 € o menor inteiro positivo tal que —115 =x (mod 288).

Chamaremos de D(C(by)) o resultado do processo de decodifica¢do, que é determinado
por
D(C(by)) = (C(by))?  (mod m). (6.10)



104 Capitulo 6. Critptografia RSA

Da mesma maneira que no processo de codificacdo, o procedimento de decodificacio é

aplicado individualmente a cada bloco encontrado C(by).

Um sistema criptogréfico s € eficiente se, apds aplicar a decifragem num cédigo recebido,
obtém-se a mensagem original na integra. Assim, o sistema RSA como estamos apresentando,
sO seria util se

D(C(by)) = by. (6.11)

Mas, note que a equacdo acima € o mesmo que verificar a congruéncia

D(C(by)) = (C(bp))* = () = (bp)* = by (mod m). (6.12)

Observe que a possibilidade de resumirmos nossa resposta acerca da funcionabilidade
do RSA na verifica¢do da congruéncia D(C(by)) = by (mod m) é mediante ao cuidado ao longo

do processo em manter 1 < by, D(C(by)) < m— 1, e em ndo misturar os blocos codificados.

A verificacdo de (6.12) ndo € imediata, entdo a faremos detalhadamente a seguir. Como
m = pq, no qual p e g sdo primos distintos e, portanto, mdc(p,q) = 1, segue da Proposigdo 16

que se b¢¢ = by (mod m), entdo

b =b, (mod p) (6.13)

b =b,  (mod q). (6.14)

Facamos a verificagdo para p. Substituindo a equagao encontrada em (6.7) na equacao (6.13)

temos

b = by PO = b plP V@I (mod ). (6.15)

Analisando a congruéncia (6.15) observa-se os possiveis casos:

(i) Se p1 by, entdo pelo Corolario 4 temos que
bffl =1 (mod p),
e aplicando o resultado em 6.15 segue

b = b (PN = 1@ = (mod p).

(i) Se p | b, entdo by =0 (mod p) e logo b¢Y =0 (mod p), e por transitividade

b =b; (mod p).
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Assim, por (i) e (il) temos que bzd = by (mod p) para Vb, € Z. De forma andloga

verifica-se que b¢¢ = by (mod g) e portanto

b = b, (mod pg) = b =b; (mod m).

Dessa forma fica comprovado a validade da congruéncia (6.12) e, consequentemente, a
funcionabilidade e eficiéncia da aplicacdo do método RSA. Com isso, sabemos que ao aplicarmos
a regra apresentada em (6.10) obteremos os blocos designados primordialmente da mensagem

original.

Motivados pelas discussdes acima, aplicaremos o algoritmo de decodificacao no exemplo
numérico que estamos desenvolvendo ao longo dessa se¢do. No Exemplo 66 encontramos
d =173, e como ja se pode imaginar, trabalhar com um expoente dessa grandeza, acrescido aos
nimeros encontrados para C(by) com k € {1,2,...,15}, ndo é uma tarefa rdpida usando recursos
restritos. Na prética tais cdlculos s@o feitos por programas computacionais especificos. Faremos

a decodificacdo de alguns blocos determinados no Exemplo 65.
Exemplo 67. Tomando o bloco codificado C(b;) = 43, determinaremos D(C(b;)). Note que
D(C(by)) =437 =433 (mod 323).
Para possibilitar o cdlculo usando recursos tangiveis a nds, reescreveremos o expoente em
parcelas de nimeros menores e aplicaremos uma sequéncia de proposi¢des e estratégias acerca

das congruéncias, mostradas no Capitulo 4. Escrevendo d = 173 = 27 +2° +23 45, podemos

obter as congruéncias

432 =234 (mod 323),
437 = (432)2 = 169 (mod 323),
432 = (43%)2 = 1692 = 137 (mod 323),
432 = (432 = 1372 =35 (mod 323),
437 = (4322 =352 = 256 (mod 323),
432" = (43%°)2 = 2562 = 290 (mod 323),
432" = (43%°)2 = 2902 = 120 (mod 323),
435 = (43%)43=169.43=161  (mod 323).

Dessa forma, fazendo as substitui¢des adequadas, temos
D(C(by)) = 43'73 = 43277 +242745 = 4377 432 432’ 435
= 120.256.137.161 =35.93 =25 (mod 323).

Portanto, D(C(by)) = by =25 (mod 323), como se esperava segundo a equagio (6.12).

Uma outra maneira de decodificar os blocos encontrados no Exemplo 65 € a partir do
uso das equacdes diofantinas lineares, mais especificamente, através dos métodos de resolucao

explicitados no Capitulo 4. Vejamos como tal ideia pode ser aplicada.
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Exemplo 68. Facamos a decodificagdo do bloco C(b3), determinado no Exemplo 65.

Sabemos que C(b13) =23 (mod 323) e aplicando a congruéncia (6.10), buscamos

D(C(b13)) = (C(b13))¢  (mod 323). (6.16)
Pela Proposicao 16 temos que

D(C(b13)) = (C(b13))?  (mod 17), B .
{D(C(bls))E (C(b13))*  (mod 19), — D(C(b13)) = (C(b13))*  (mod 323).

(6.17)

Temos
D(C(b13)) = 23 =4 (mod 17), (6.18)
D(C(b13)) = 23 =6'" (mod 19). (6.19)

Pelo Corolario 4 sabemos que 6! =1 (mod 17) e 4'® =1 (mod 19). Fazendo a divisio eucli-
diana de 173 por 16 e 18, escrevemos 173 = 16.10+ 13 e 173 = 18.9 4 11. Substituindo em
(6.18) e (6.19) temos

D(C(b13)) = 6'610F13 = (61910 613 = 613 = (62)5.6 =206 =10 (mod 17)

D(C(by3)) =489 = (4118)2 4l =41 = (#3342 =73.(—3) =—-3=16 (mod 19).

Logo

S
—~
a
—~
S
o
N—
~—
Il

10 (mod 17), (6.20)
D(C(b13)) = 16 (mod 19). (6.21)

A simplifica¢do encontrada acima pode ser escrita da forma
D(C(b13)) = 10+17p, peZ, (6.22)
D(C(b13)) = 16+19t, t€Z. (6.23)
Assim, igualando (6.22) a (6.23) obtemos a equacao diofantina

19t4+16 = 10+17p
19t—17p = —6
17p—19t = 6. (6.24)
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Como D(C(by3)) > 0, nosso problema recai em determinar a solu¢do minimal, perten-
centes aos N, da equacdo diofantina (6.24). Procederemos conforme mostrado no Exemplo
32.

Buscaremos inicialmente a solucdo geral para a equacao (6.24) nos Z, desse modo

suponha que existam pg,ty € Z tais que

17p() — 1979 = 6. (6.25)

Como se trata de uma relacio entre nimeros inteiros, sem perda de generalidade, observamos

que

17po— 19ty = (mod 17)

6
—2tp = 6 (mod 17). (6.26)
Com isso, para que (6.25) possua solucdes inteiras basta mostrarmos que existe o inteiro fy que

satisfaca a equivaléncia (6.26). Aplicando o resultado expresso na Proposicao 14 temos

2ty =—9(—2t9) = 18tg =ty = —54=14 (mod 17). (6.27)

Assim comprova-se a existéncia do inteiro 7y de forma que seus possiveis valores sdo dados por

to=17k+14, k € Z. (6.28)

Substituindo o resultado de (6.28) na equacao (6.25) temos

17po—19(17k+14) = 6,
17po—19.17k —266 = 6,
17py = 19.17k+272,
po = 19+ 16. (6.29)

Portanto, as solucdes inteiras para a equagdo (6.25) sdo dadas por

p =19+ 16,
t=17k+14, Y,k Z.

Como buscamos a menor solugdo positiva para p e t, ou seja, 19k+16 >0e 17k+14 >0
note que para todo k > 0 encontramos uma solugdo positiva para a equagao (6.25), logo a solugdo
minimal procurada é dada por k = 0, assim

p=19.0+16= 16,
t=17.0+14 = 14.
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Aplicando o valor minimal encontrado para p na igualdade (6.22) segue que

D(C(b13)) = 104 17.16 = 282,

logo D(C(b13)) = by3 = 282, comprovando a eficiéncia e funcionabilidade do RSA.

Nao realizaremos a decodificacdo dos demais blocos encontrados no Exemplo 65, pois
a metodologia e fundamentacdo tedrica € a mesma utilizada nos dois ultimos exemplos. E
importante salientar que os métodos de decodificacdo apresentados nesta se¢ao nao sao nicos,

existem outros resultados e teoremas aritméticos que podem ser utilizados para esta finalidade.

Para ilustrar todos os passos aplicados no sistema RSA realizaremos um exemplo geral -
da encriptagdo a decifracio. E importante salientar que na prética onde esse sistema & utilizado,
as etapas sao realizadas de uma forma mais concisa e rdpida, devido ao uso de ferramentas e
programas computacionais. Desse modo, o exemplo que trabalharemos pode servir também como
norteador para o professor, que apds tomar conhecimento do embasamento tedrico apresentado
ao logo da se¢do, queira elaborar uma atividade de aplicacdo para incrementar seu planejamento

curricular.

Exemplo 69. Vamos enviar a mensagem CONGRUDO, criptografada segundo o sistema RSA,
para o destinatario Y.

Inicalmente selecionaremos dois primos distintos r e s, para determinacao das chaves
de codificagdo (e,m), de conhecimento publico, e de decodificagdo (m,d), que serd enviada de

forma oculta a Y. Determinaremos r = 11 e s = 29.

Chave de codificagc@o. Temos que m = rs = 319 e e € N, tal que mdc(e, ¢(m)) = 1. Pela Propo-
sicdo 12 segue que
@(m) = (r—1)(s—1) = 28.10 = 280.

Pelo Teorema 8 escrevemos 280 = 23.5, logo escolheremos e de forma a ndo conter nenhum
desses fatores primos em sua decomposicao, a fim de garantir a condi¢@o definida. Tomaremos

e = 3, assim temos que a chave publica de codificacdo é (3,319).

Chave de decodificagcdo. Determinaremos d € N, tal que de =1 (mod ¢(m)) resolvendo a
equacdo diofantina
3d —280t =1, comt € Z. (6.30)

Aplicando o Teorema 6 a equagdo (6.30) temos que d = —93, mas como d € N segue que
d =280 —93 = 187 é o menor inteiro positivo, tal que —93 = x (mod 280). Dessa forma a

chave de decodificacdo a ser enviada ocultamente para Y € (319,187).

Preparagdo para codificagdo.Iremos agora fazer a transposicio da nossa mensagem segundo os

codigos dados na Tabela 5. Assim, encontramos

122422316273024.
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Fazendo uma separagdo em blocos (b;) de forma que by < m temos

122 -42 —-316—27—-302 —4, (6.31)

criando assim a sequéncia de blocos para codificacdo by, ..., bg.

Processo de codificacdao. Aplicando a chave de codificacdo na equivaléncia (6.5), temos a

codificacao dos bolcos da sequéncia (6.31):

C(by) =1223=1222.122=210.122=100  (mod 319),
C(by) = 423 = 42%.422 =169.42 = 80 (mod 319),
C(b3) =316 =(-3)’= —27=292 (mod 319),
C(by) =27° =272.27=91.27=224 (mod 319),
C(bs) =302 = (—17)3 =191 (mod 319),
C(bg) = 4° = 64 (mod 319).
Logo a sequéncia codificada C(by),...,C(bg) que serd enviadaa Y é
100 — 80 — 292 — 224 — 191 — 64. (6.32)

Processo de decodificacdo. Uma vez recebido por Y a sequéncia (6.32), ele fard a decodificacdo
a partir da chave (319,280). Suponha que Y realize a decodifica¢do dos blocos cifrados que
recebeu segundo a metodologia utilizada no Exemplo 67. Primeiramente, Y reescreve d como
d =187 = 4> +3* + 62 46 ¢ aplica a equivaléncia (6.10) a cada C(b;) recebido, conforme

mostrado a seguir.

* C(by)

Como C(b;) = 100 obtém-se as congruéncias

100* = (100%)2 = 111.111 = 199 ( )
100¥ = (10044 = 199 = (1992)2 =452 = 111 ( )
100 = (100¥)* = 1114 = (11122 = 1992 =45 ( )
1003 = 254 ( )
1003 = (1003)3 = 254% = 34 (mod 319),
1003 = (10033 = 343 = 67 ( )
1003 = (1003")? = 673 = 265 ( )
1008 = (100%)? =254 =78 ( )
1005 = (1009)6 = 786 = (78%)2 = 1992 = 45 ( )
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Aplicando a equivaléncia (6.10) temos

D(C(by)) =C(by) (mod 319),
=100'%7 (mod 319),
= 100% +3'+67+6 (mod 319),
=100*.1003".100°°.100°  (mod 319),
= 45.265.45.78 (mod 319),
=111.265.78 (mod 319),
=122 (mod 319),
de forma que D(C(b1)) = by = 122 (mod 319).
* C(b2)
Como C(b,) = 80 obtém-se as congruéncias
80* = (80%)> =202 =81 (mod 319),
80% = (80%)* =814 = (812)2 = 1812 =223 (mod 319),
80% = (80%")* =223% = (2232)2=2842=268  (mod 319),
80° =5 (mod 319),
803" = (80%)3 = 5% = 125 (mod 319),
80%" = (80%")% = 125% =207 (mod 319),
803" = (80%°)% = 207% = 267 (mod 319),
80% = (80°)2 =52 =125 (mod 319),
806" = (809)° = 256 = (25%)2 = 3132 = 36 (mod 319)

Aplicando a equivaléncia (6.10) temos

D(C(by)) =C(b2) (mod 319),
= 80! (mod 319),
= 8o+ 36746 (mod 319),
=80%.80%".806".805  (mod 319),
= 268.267.25.36 (mod 319),
=42 (mod 319),

de forma que D(C (b)) = by =42 (mod 319).

« C(b3)
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Como C(b3) = 292 obtém-se as congruéncias

2924 = (2922)2 =912 =306 ( )
2024 = (2024)* = 306* = (3062)2 = 1692 = 170 ( )
2924 = (292%)* = 170* = (170*)2 = 1902 =53 ( )
2923 =2922.292 =91.292 =95 ( )
2923 = (2923)3 = 953 =222 (mod 319),
2923" = (292%)3 = 2223 = 305 ( )
2923" = (2923°)3 =3053 = (—14)% = 127 ( )
2920 = (292%)2 =952 =93 ( )
2926" = (292616 = 936 = (933)2 = 1582 = §2 ( )

Aplicando a equivaléncia (6.10) temos

D(C(b3)) =C(b3) (mod 319),
=292187 (mod 319),
= 2904 +3'+6%+6 (mod 319),
=292 2923 2926 2926 (mod 319),
=53.127.93.82 (mod 319),
=316 (mod 319),
de forma que D(C(b3)) = b3 =316 (mod 319).
* C(b4)
Como C(b4) = 224 obtém-se as congruéncias
224% = (224%)2 =932 =136 (mod 319),
224% = (224%)* = 36* = (36%)2 = 202 = 81 (mod 319),
2244 = (224%)* =814 = (812)2 = 1812 =223 (mod 319),
224° =97 (mod 319),
224% = (22433 =973 = 14 (mod 319),
224% = (224¥ P = 143 =192 (mod 319),
224%" = (224%')3 = 1923 = 235 (mod 319),
2245 = (224%)2 =972 = 158 (mod 319),
2248 = (2246)6 = 1586 = (158%)2 = 1962 =136 (mod 319).
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Aplicando a equivaléncia (6.10) temos

D(C(bs)) =C(bs) (mod 319),
= 224187 (mod 319),
= 20443146746 (mod 319),
= 2244 2243 20245 2245 (mod 319),
=223.235.158.136 (mod 319),
= 89.115 (mod 319),
=27 (mod 319),

de forma que D(C(b4)) = bs =27 (mod 319).

* C(bs)

Como C(bs) = 191 obtém-se as congruéncias

1914 = (224%)> =932 = 36 ( )
1914 = (1914)* = 146* = (146%)2 = 2622 = 59 ( )
1914 = (191%)* = 59% = (59%)2 = 2912 = 146 ( )
1913 =273 ( )
191% = (1913)3 = 2733 =2732.273 =202.273=278  (mod 319),
1913 = (1913%)3 = 2783 = 2782.278 = 86.278 =302 ( )
1913 = (19173 =3023 = (-17)3 = 128 = 191 ( )
1916 = (1913)? = 2732 = 202 ( )
1916” = (1916)6 = 206° = (206)? = 86 = 59 ( )

Aplicando a equivaléncia (6.10) temos

D(C(bs)) =C(bs) mod 319),
= 191187 mod 319),
= 1914 +3'+67+6 mod 319),

= 146.191.202.59
=133.115

( )
( )
( )
=191%.1913".191¢°.1916  (mod 319),
( )
( )
=302 ( )

de forma que D(C(bs)) = bs =302 (mod 319).

* C(bg)
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Como C(bg) = 64 obtém-se as congruéncias

64* = (64%)? = 268> =49 ( )
644 = (64%)4 = 49% = (492)2 = 1682 = 152 ( )
644 = (64%")* = 1524 = (1522)2 = 1362 = 313 ( )
64> = 245 ( )
643" = (64%)3 = 2453 = 2452245 = 53.245 = 225 (mod 319),
643’ = (64%") = 2253 = 2252225 =223.225=92  ( )
643" = (6432 =923 =9 ( )
64° = (643)% = 2452 =53 ( )
645" = (646)6 = 536 = (533)2 = 2232 =284 ( )

Aplicando a equivaléncia (6.10) temos

D(C(bg)) =C(bg) (mod 319),
= 64187 (mod 319),
= 44’ +314+67+6 (mod 319),
=644 643" 645" 645  (mod 319),
=313.9.53.284 (mod 319),
= 265.59 (mod 319),
=4 (mod 319),

de forma que D(C(bg)) = bg =4 (mod 319).
Portanto, o destinatdrio Y encontra a sequéncia decifrada
122 -42-316—27—-302 —4,
que ¢ igual a sequéncia (6.31) e desse modo, resta apenas realizar a conversao dos codigos

conforme mostrado na Tabela 5, comprovando assim que recebeu a mensagem na integra.

Em resumo, o RSA € um sistema criptografico de chave publica, que permite a co-
municacdo por meios inseguros de forma que, somente o receptor de uma dada mensagem,
consiga decifrd-la por meio de uma chave. A partir de dois nimeros primos distintos p e g,

determinam-se:

* a chave de codificagdo (e,m), de acesso publico, no qual e é um nimero invertivel em

ZLg(m) € m € o produto de p e g;

* achave oculta de decodificacdo (d,m), no qual d é o inverso multiplicativo de e em L(m)-

Os niimeros p,q e ¢(m) ndo sdo de conhecimento publico e, apés a criagdo das chaves,

devem ser esquecidos por medida de seguranca.
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Realmente € fascinante a grandeza do resultado que apresenta diante da baixa comple-
xidade téorica que o embasa. A utilizacdo da aritmética modular ndo se trata apenas de um
“facilitador das contas”, mas sem a simplificagdo numérica que ela proporciona seria impossivel
determinar residuos de poténcias com tantos digitos, em qualquer sistema tecnoldgico existente.
Na pratica, sua aplicagdo estd ligado ao uso de computadores, tanto para resolucao dos algoritmos

quanto para a escolha adequada dos primos p e q.

A eficiéncia e seguranga do RSA alicersam-se na facilidade em determinar primos de
ordens numéricas grandes - estima-se que os primos utilizados nas encriptagdes tem em torno
de 100 algarismos, e em contra partida, na dificuldade em fatorar nimeros de tais grandezas
ou maiores. Existem teoremas que permitem nao so o teste de primalidade quanto garantem a
existéncia de infinitos nimeros primos, porém ndo se conhece a existéncia de algoritmos que
realizem, em tempo polinomial, a fatoracdo de um nimero (MARTINEZ et al., 2013). Além
do mais, ndo € suficiente que p e g escolhidos sejam somente “grandes”, existe uma forma
eficiente de fazé-los, de modo a assegurar a ndo fatorag@o rapida de m. Para maiores informacoes
e detalhes sugere-se a referéncia (COUTINHO, 2014).
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CAPITULO

ARITMETICA MODULAR APLICADA AO
CALENDARIO

7.1 Contrucao da ideia organizativa do tempo - os calen-
darios

Desde a pré-historia 0 homem adotou como pratica de sustentacdo e sobrevivéncia o
conhecimento da natureza, expressa em suas mais diversas manifestacdes naturais. A partir da
observacdo constante do mundo ao seu redor foi possivel perceber e entender alguns fendmenos e
seus padrdes, que passaram a guiar atividades importantes como migragio e agricultura. E neste
contexto que a ideia de conhecimento e organizacio do tempo inserem-se como fundamentais na

existéncia humana.

As medidas de tempo utilizadas tinham por base a repetitividade dos fendmenos naturais
e dentre esses fendmenos, destacamos a movimentagao dos corpos celestes. Foi olhando para
o céu que o homem criou divisdes para os intervalos de tempo ligados as estacdes do ano,
meses, dias e anos; buscando determinar padrdes pertinentes e eficientes para direcionar condutas
importantes de sua época. A identificacdo dos movimentos de rotacdo e revolugao relacionados ao
Sol e a Lua foram as bases para as configuracdes dessa organizag¢do temporal, na qual deu origem
aos calendérios. Vamos entender melhor a implicacdo desses movimentos na determinagao

dessas unidades de tempo.

Tomando um eixo simétrico e imagindrio que passa pelos polos norte e sul geograficos
da Terra, a rotacao define-se como o movimento giratério da Terra em torno desse eixo. Tal
movimento acontece no sentido ocidente-oriente e considerando o Sol como a estrela de referén-
cia, esse ciclo completa-se entre 23 horas 59 minutos 39 segundos e 24 horas e 30 segundos, a
depender da variacdo da ascencao reta do Sol. Chama-se de dia solar a conclusdo ou duragao

desse ciclo observado por um mesmo meridiano e que, convencionalmente, foi aproximado para
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24 h.

A Terra descreve sua Orbita eliptica quase circular, pois a elipcidade da drbita terrestre
€ muito pequena, girando em torno do Sol através do movimento conhecido como revolugao.
Sua duracdo € de aproximadamente 365 d 06 h 09 m 09 s, tal periodo é o que chamamos de
ano sideral. Analisando a revolu¢ao da Terra em torno do Sol, considerando como referéncia a
passagem do Sol médio pelo ponto vernal !, temos que o tempo de duas passagens consecutivas
é de aproximadamente 365 d 05 h 48 m 45 s, intervalo esse que denomina-se ano trépico. E o
ano tropico que regula o retorno das estacdes e que baseiam-se os calenddrios solares. Ao longo
desse movimento, a distancia que nos separa do Sol sofre uma variacao, o que implica também
numa mudanca em sua velocidade, fatos esses responsaveis pelas estacdes do ano. Para maiores
detalhes, imagens e outras aferi¢des acerca dos movimentos de rotacao e revolugdo da Terra
sugere-se (DARROZ, 2010).

Os movimentos de rotacao e revolugdo também sdo realizados pela Lua - em torno da
Terra neste caso, e ambos possuem o mesmo periodo. O movimento de revolug¢do da Lua em
torno da Terra permite-nos que a vejamos de formas diferentes ao longo desse persurso, onde
essas mudangas visiveis em seu aspecto € o que chamamos de fase. O periodo que se interpde
de uma fase a outra, igual e consecutiva, € denominado de lunagdo. A lunagdo é um intervalo
temporal compreendido entre duas conjungdes consecutivas entre a Lua e o Sol, ndo apresenta
um valor constante, variando entre 29 dias e 6 horas e 29 dias e 20 horas. Seu valor médio é de

29 dias, 12 horas e 44 minutos.

O movimento que a Lua realiza em torno da Terra € continuo, o que na realidade imprime
a cada instante de observa¢do uma nova fase lunar. Com isso, a Lua possui infinitas fases, mas
somente quatro delas possuem nomes proprios — Lua nova, Lua quarto crescente, Lua cheia e
Lua quarto minguante. A passagem de tempo entre uma dessas fases para outra acontece em um
periodo de aproximadamente sete dias, € possivel verificar detalhadamente as fases da Lua e seu
movimento orbital em torno da Terra em (FILHO; SARAIVA, 2018). Apesar de inutitivo, ndo se
tem uma afirmagdo tnica para a origem da contagem da semana como o conjunto de sete dias. A
movimentacdo da Lua é uma das hipdteses, existem vérias outras mencdes a ideia do conjunto
de sete dias que provém da observacdo de outros astros como também da cultura religiosa de

povos variados.

Dessa forma, os movimentos astrondmicos de rotacao e revolu¢do da Terra nos conferem
as medidas de tempo do dia e do ano e a lunagdo, nos confere a medida de tempo do més. Em
resumo, um calenddrio € o instrumento que exprime de forma simplificada teorias astrondmicas
associadas a realizar a mensuracao cronoldgica do tempo, a partir da percepgao dos ciclos que
lhe s@o conferidos. Como se pode notar, as diversas ciclicidades apresentadas ndo sdo ndimeros

exatos, que apresentam multiplos e submultiplos, o que gera dificuldades na criacdo de um

' O ponto de intersecgio entre o equador celeste e a ecliptica por onde passa o Sol no seu movimento

anual aparente ao transitar do hemisfério Sul para o hemisfério Norte.
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calenddrio, pois em determinados intervalos de tempo essas diferencas precisam ser corrigidas.

Grande parte dos calendarios primitivos eram baseados na Lua, para os povos de Atenas,
Jerusalém ou Babilonia a passagem da Lua nova para a Lua crescente marcavam o inicio de um

novo mes.

O primeiro calenddrio a basear-se no Sol foi o egipicio que utilizava um ano com 12
meses de 30 dias, acrescidos de 5 dias adicionais em correspondéncia aos aniversarios dos deuses
Osiris, Horus, Isis, Neftis e Set, totalizando 365 dias. Quando Roma conquistou o Egito, seus
conhecimentos serviram como base para a elaboragdo de um novo calendério romano, insituido

por Julio César.

Assistido pelo astrdnomo grego Sosisgenes, no ano de 45 a.C, César modifica o calen-
dario romano tornando-o um calendario solar. As principais caracteristicas apresentadas pelo
chamado calenddrio juliano era a organizacio dos anos em 365 dias, 0 acréscimo do ano bissexto

com 366 dias a cada ciclo de quatro anos e a fixagao de 12 meses em um ano.

Anos depois de sua implementagdo, o calendério juliano passou por algumas reformas,
dentre elas vale ressaltar a estipulagdo da configuracdo organizativa dos meses do ano como

ainda se utiliza.

Meés Nome Dias Meés Nome Dias
1 JANUARIUS 31 1 JANEIRO 31
2 FEBRUARIUS | 29/30 2 FEVEREIRO 28/29
3 MARTIUS 31 3 MARCO 31
4 APRILIS 30 4 ABRIL 30
5 MAIUS 31 5 MAIO 31
6 JUNIUS 30 6 JUNHO 30
7 QUINTILIS 31 7 JULHO 31
8 SEXTILIS 30 8 AGOSTO 31
9 SEPTEMBER 31 9 SETEMBRO 30
10 OCTOBER 30 10 OUTUBRO 31
11 NOVEMBER 31 11 NOVEMBRO 30
12 DECEMBER 30 12 DEZEMBRO 31
Tabela 6 — Calendario juliano antes da reforma Tabela 7 — Calendario juliano apés a reforma

Ainda que utilizasse medicdes mais apuradas, e que tenha sido aprimorado ao longo do
tempo por sucessores romanos, o calenddrio juliano apresentava uma diferenca de 1 dia a cada

128 anos e aproximadamente trés dias em 400 anos.
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7.2 O calendario gregoriano

Com o acumulo de tal diferenca do calendério juliano, apés um periodo de quase
quatro séculos, houve um deslocamento na data do equinécio > da primavera gerando conflitos
religiosos em relacio a comemoracdo da Pdscoa. Apds algumas tentativas sem sucesso de propor
a realizacdo de uma reforma no calendario juliano, foi somente em meados de 1576, pelo
comando do papa Gregério XIII, que uma comissdo foi formada por astronomos e matematicos

célebres da época, a fim de estudar e construir um projeto de modificacio do calenddrio juliano.

O calenddrio gregoriano — assim chamado em homenagem ao papa Gregorio, foi ofi-
cializado em 24 de fevereiro de 1582 através da emissao da bula Inter Gravissimas, que trazia

especificamente os pontos primordiais do novo calendario. Dentre elas

* estipulava que o dia imediatamente posterior ao dia 04 de outubro de 1582, do calendério
juliano, seria o dia 15 de outubro no novo calendario, fazendo assim a correcao da diferenca

de 10 dias no equinécio da primavera.

* Determinou-se ainda que a cada intervalo de quatro anos — para os anos multiplos de

quatro e com exce¢do dos anos multiplos de 100, teria-se um ano bissexto.

* Passou-se a considerar o inicio de um novo ano a partir do primeiro dia de janeiro.

A adocdo pelo novo calendério ndo aconteceu de forma imediata em todos os lugares e
sua aceitacdo em alguns paises demoraram séculos. O principal motivo a resisténcia na adocao
do novo calenddrio provinha de questdes religiosas - a aceitagdo em paises catdlicos foi quase
imediata, enquanto em paises prostestantes e ortodoxos sua ado¢ao ocorreu de forma gradativa,
influenciada por questdes politicas e sociais de cada época, é possivel verificar alguns exemplos
na Tabela 8 para alguns exemplos. Conforme (JUNIOR, 2012) “ A maior resisténcia a reforma
gregoriana ocorreu em paises ligados a Igreja Ortodoxa, como Sérvia, Tugoslavia, Bulgaria,
Roménia e Grécia, dentre outros, os quais somente durante ou apds a Primeira Guerra Mundial
resolveram adotar o novo calendédrio”. Atualmente, mesmo povos e paises que por motivos
religiosos ou culturais fazem uso de outros calendarios, utilizam-se do calendéario gregoriano em

suas relacdes internacionais - pode-se dizer que ele € considerado praticamente universal.

A duragdo do ano gregoriano € em média de 365 d 05 h 49 m 12 s, isto €, tem atualmente
27 s a mais do que o ano trépico. A acumulacdo desta diferenca ao longo do tempo re-

presentard um dia a cada 3000 anos. E evidente que ndo valia a pena os astronomos de

2 Na astronomia, o equinécio é definido como o instante em que o Sol, em sua érbita aparente -como

vista da Terra, cruza o equador celeste - a linha do equador terrestre projetada na esfera celeste. Esse
evento ocorre duas vezes por ano, na primavera e outono. Durante dois dias do ano, as noites e 0s
dias terdo quase a mesma duragdo, 12 horas aproximadamente. O evento ocorre em consequéncia da
inclinacdo no eixo da Terra que resulta na incidéncia da luz solar diretamente sobre a faixa intertropical
durante alguns periodos do ano.
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Ano Localidade

1582 Portugal e Espanha

1583 | Grande parte paises da Europa Ocidental
1584 Brasil

1700 Alemanha e paises protestantes
1752 Gra-Bretanha

1873 Japao

1912 China

1918 Unido Soviética

1924 Grécia e Igrejas Ortodoxas

Tabela 8 — Adog¢ao do calendério greogoriano.

Gregorio XIII atender a tdo pequena e longinqua diferenca, nem na atualidade ela tem ainda
qualquer importancia. Talvez 14 para o ano 5000 da nossa era, se ainda continuarmos com o
mesmo calendério, seja necessdrio ter isso em consideragdo. Para maiores detalhes acerca da

histéria e evolucdo do calendario sugere-se a referéncia (MARQUES, s.d).

7.3 O Teorema de Zeller

Nosso intuito nessa secdo € construir uma férmula pela qual, a partir das varidveis
numéricas como ano, més e dia do més, encontre-se o dia da semana dessa referida data. Faremos
uma andlise ponto a ponto dos passos utilizados na inser¢ao de cada elemento da férmula. Para
isso, trataremos de aspectos conceituais que embasardao nosso argumento, criando subsidios
praticos e tedricos para que se possa refletir e construir abordagens que permitam sua aplicacao

nos anos finais do Ensino Fundamental.

A ideia por trds da formula que desejamos € do matematico e reverendo Julius Christian
Johannes Zeller (1822 — 1899) que segundo (STOCKTON, 2010) publicou quatro documentos
a cerca do calenddrio gregoriano e juliano, onde apresentou os célculos do dia da semana a
partir de uma data qualquer - ja considerando as varidveis numéricas ano, més e dia do més. Tal
férmula ficou conhecida como “Congruéncia de Zeller”, para obter mais informagdes sobre sua
estruturacio original sugere-se (WIKIPEDIA, 2020).

Foi do préprio Zeller as nomenclaturas que utilizaremos para o trato dos dias da se-
mana e do més. Para os dias da semana, enumeraremos a iniciar-se no domingo, de forma a

representarmos como abaixo

domingo | segunda-feira | terca-feira | quarta -feira | quinta-feira | sexta-feira | sdabado
1 2 3 4 5 6 7
Tabela 9 — Representa¢do numérica dos dias da semana.

Pensando na variacdo de dias ocorridos nos anos bissextos, mais especificamente no
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més de fevereiro, Zeller propds que os meses de janeiro e fevereiro sejam contados no final,
iniciando a ordenacdo dos meses em marco. Na prética, isso implica em uma reorganizagdo da
enumeracao e ciclo dos meses do ano diferente da que utilizamos. Por exemplo, para o dia 31 de
janeiro de 2020, na notacdo proposta, considerariamos que estaria no ano de 2019. Dessa forma,

adotaremos a organizacao

Meses | Numeragdo (m)

Marco 1
Abril 2
Maio 3
Junho 4
Julho 5
Agosto 6
Setembro 7
Outubro 8
Novembro 9

Dezembro 10

Janeiro 11

Fevereiro 12

Tabela 10 — Representacao numérica dos meses do ano - Congruéncia de Zeller.

Denotaremos uma data como (d,m,A), no qual d € o dia do més m no ano A. A férmula
que se pretende mostrar determinard, a partir dessas varidveis, o dia da semana que representare-
mos por s(d,m,A). Por exemplo, s(09,02,2020) é o dia da semana referente ao nono dia do més

de abril, do ano de 2020. Como tal data foi uma quinta-feira, temos que s(09,02,2020) = 5.

Para realizar a contagem do total de dias em um intervalo de anos, conforme sdo organi-
zados no calenddrio atual, necessita-se levar em consideracio o acréscimo de um dia a cada ano
bissexto presente nesse intervalo. Com isso, um primeiro passo para estabelecer essa contagem
€ a quantificacdo de anos bissextos dentro do periodo analisado. Para cumprir tal propdsito,

apresentaremos uma sequéncia de defini¢do e resultados.

Definicao 10. Dados a,b € Z, com b # 0, denotamos por L%J a parte inteira do

~ . a
ndamero racional b

Proposicao 23. Dados a,b € Z e b # 0, temos que EJ = g, tal que g € o quociente da divisdao

euclidiana de a por b.

Demonstragdo. Pelo Teorema 4 escrevemos

a=>bg+ronde < r<b. (7.1)
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Fazendo a divisdo de (7.1) por b, temos

a r r
- = —,onde 0 < - < 1.
p At pondelsy

Como pelo Teorema 4, g € Z e € Gnico, logo segue o resultado. O]

Exemplo 70. Dados os nimeros racionais abaixo temos que suas respectivas partes inteiras sao:

7
(a) gJ =1,pois 7=5.1+2.
29
(b) ZJ =7, pois 29 =4.7+1.
1783
(c) Too. J =17, pois 1783 = 100.17 4 83.

Em consequéncia da Proposicdo 23, podemos observar que se a > b, entdo bg é o maior
oy . -, . a
multiplo de b, menor ou igual a a. Em outras palavras, g ndo é somente a parte inteira de b

como também a quantidade de multiplos de b entre 1 e a.

Corolario 6. Dados a,b,c € Z e 0 < b < a < c¢. O niimero de mdltiplos de b em |[a,c| é dado

por

(1) EJ — LZJ , se a ndao é multiplo de b

1
(ii) {%J— Vb J,seaémﬁltiplo de b

Demonstragdo.

(1) Segue direto da Proposicao 23.

(11) Como a < ¢, entdo os multiplos de b entre 1 e ¢, incluem também na contagem os multiplos

c
de b entre 1 e a. Dessa forma, para que a pertenca a contagem total, subtraimos de bJ 0

. ) . a—1
nimero de multiplos de b anteriores a a, ou seja, L 3 J .

Exemplo 71. Vamos determinar a quantidade de multiplos de 7 entre
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(a) [372,1224]

12281 1372} _ja—sp— 100,
7 7

(b) [546,2373]

{23771 - {5467_ 1J — 33977 = 262.

Observe que no item b consideramos também o 546 na contagem dos multiplos. Outro
ponto a salientar é que s6 faz sentido considerar o item (ii) do Corolario 6 quando a em questdo
¢ multiplo de b.

Para as dedugdes que se seguem adotaremos o ano base de 1600, que como visto na seciao
anterior, foi o primeiro ano bissexto apds a implementagdo do calendario gregoriano. Observa-se
o ano de 1600 é um ano conveniente para inicio das contagens ja que ele é multiplo de 4 e 400,

desse modo consideraremos o intervalo aberto nesse ano.

Agora temos os precedentes necessarios para identificar os anos bissextos em um dado

intervalo.

Proposicao 24. Seja A > 1600, entdo no intervalo (1600,A] a quantidade de anos bissextos b é

- 4]

Demonstragdo. Temos que b € N, € tal que b € multiplo de 4 e 400 e ndo multiplo de 100. Dessa

dado por

forma, aplicaremos o Coroldrio 6 nas etapas a seguir.

(i) Determinaremos todos os multiplos de 4 em (1600,A]:

1)1 -[)-oe

(ii) Determinaremos todos os multiplos de 100 e ndo mdltiplos de 400 em (1600, A]:

- (-2
- (4

A A
- |s)- L@J 1 (7.3)




7.3. O Teorema de Zeller 123

(ii1)) Fazendo a subtracdo de (7.2) e (7.3), temos:

3] 00 6] - [s) )

A A A
= {ZJ - WJ + {mJ ~ 388,
como pretendiamos demonstrar.

O

Denotaremos por s o primeiro dia do més de mar¢o do ano base de nossa contagem, na
constru¢do que faremos temos o ano incial A; = 1600. Partindo de s faremos uma sequéncia de
observacdes de modo a analisar o comportamento do dia da semana, conforme avangamos os

anos a partir de A;.

Para encontrarmos s(1,1,1601), como 1601 ndo é um ano bissexto, consideramos que
passaram-se 365 dias a partir de s. Como a contagem dos dias € organizada em semanas com 7
dias, temos uma ciclicidade de periodo 7, ou seja, podemos fazer a anélise desse total de dias
como 365 =1 (mod 7). Assim,

s(1,1,1601) = s(1,1,1600) +365=s+1 (mod 7).

Seguindo essa mesma ideia, para avangarmos para s(1, 1, 1602), também acrescentaremos

365 dias pois 1602 ndo € bissexto, entdo
s(1,1,1602) = s(1,1,1600) + 1 +365=s+1+1 (mod 7).
Como o ano de 1603 também nio € bissexto, segue que
s(1,1,1603) = s(1,1,1600) + 1 +1+365=s+1+1+1 (mod 7).

Para avangarmos para o ano de 1604 temos a variante que ele € um ano bissexto, com isso,
teremos um acréscimo de 366 dias. Como 366 =2 (mod 7), temos que

s(1,1,1604) = s(1,1,1600) + 1 +14+1+366 =s+1+1+1+2 (mod 7).

Analisando o progresso de s(1,1,1600) para s(1,1,1604) verificamos que, a partir de s,
acrescentou-se 1 no dia da semana para cada ano comum do intervalo (1600, 1604] e acrescentou-
se 1, para cada ano bissexto deste mesmo intervalo. Com isso, podemos escrever esse resultado

de forma generalizada por meio da equivaléncia

s(1,1,A) = s+ (A—1600)+b (mod 7). (7.4)
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Usaremos a propria equivaléncia (7.4) para determinar o valor de s. Sabemos que

s(1,1,2020) foi um domingo, dessa forma
1 =s+(A—1600)+b (mod 7). (1.5)

Calculando b pela Proposicao 24 temos

s )

4 100 400
= 505-20+5—-388
= 102.

Aplicando o resultado acima em (7.5) encontramos

s=1-(2020—1600)—102=1-0—4=-3=4 (mod 7). (7.6)

Assim, s(1,1,1600) foi uma quarta-feira e aplicando na equacao (7.4) escrevemos:

Proposicao 25. Seja A > 1600 e A,b € N, tal que b é a quantidade de anos bissextos em
(1600,A], a relagdo que determina o dia da semana, do primeiro dia de margo no ano A, é dada
por

s(1,1,A) =4+ (A—1600)+b (mod 7).
Exemplo 72. Vamos determinar o dia da semana do primeiro dia de margo, do ano de 2020.

Pela Proposicdo 25, temos que
s(1,1,2120) =4+ (2120—1600) +b (mod 7). (7.7)
Calculando b pela Proposic¢ao 24, encontramos
2120 2120 2120
= — — 388
{ 4 J L100J+L4OOJ
= 530—-21+5-388
= 126.

Retornando para a equivaléncia (7.7), segue
s(1,1,2120) =4+520+ 126 =4+2+0=6 (mod 7).

Logo o primeiro dia do més de marco do ano de 2120 serd uma sexta-feira.

Conforme observado, a passagem dos anos para a formulag@o do resultado expresso na
Proposicao 25 foi feita a partir de um dia e ano base, considerando os acréscimos pertinentes

a cada periodo. Usaremos essa mesma ideia recursiva para inserir na nossa féormula a varidvel
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m, ou seja, analisaremos os acréscimos més a més, a partir da data base s(1,1,A), a fim de

buscarmos uma generalizacdo que nos permita levar em consideracdo a mudanca dos meses.

Partindo do primeiro dia do més de marco, temos que até o primeiro dia do més de abril
passaram-se 31 dias, entdo
s(1,2,A) = s(1,1,A) +31. (7.8)

Note que s(1,2,A) é constituido da data base e um acréscimo que representa quantos
dias “a frente” ele estd. Nessa mesma perspectiva, vejamos abaixo a caracteriza¢ao na variacao

de cada més m do ano, a partir de marco:

Meses Caracterizacdo da variacdo més a més | Acréscimos
Marco | s(1,1,A) =s(1,1,A)+0 0
Abril | 5(1,2,A) = s(1,1,A) + 31 31
Maio s(1,3,A) =s(1,1,A)+31+30 61
Junho | s(1,4,A) =5(1,1,A)+61+31 92
Julho | s(1,5,A) =s(1,1,A) +92+30 122
Agosto | s(1,6,A) =s(1,1,A)+ 122431 153
Setembro | s(1,7,A) =s(1,1,A)+ 153+ 31 184
Outubro | s(1,8,A) =s(1,1,A) + 184+ 30 214
Novembro | s(1,9,A) =s(1,1,A) +214+31 245
Dezembro | s(1,10,A) = s(1,1,A) +245+ 30 275
Janeiro | s(1,11,A) =s(1,1,A) +275+31 306
Fevereiro | s(1,12,A) =s(1,1,A) +306+ 31 337
Mar¢o | s(1,1,A+1)=s(1,1,A)+337+28 365
ou ou
s(1,1,A+1) = s(1,1,A) +337+29 366

Tabela 11 — Acréscimos dos dias para a variagdo dos meses a partir de s(1,1,A).

Observamos que a variagdo entre os meses, ou seja, os acréscimos aplicados, serd o
mesmo nos meses de 1 a 12 independente do ano em questdo. Com isso € possivel caracterizar
o dia da semana, do primeiro dia de cada més, a partir das constantes respresentadas pelos

acréscimos.

Exemplo 73. Por exemplo, sabemos que s(1,1,2020) foi um domingo e entdo s(1,8,2020)
estard a 214 dias “a frente”. Aqui recaimos na necessidade em considerar a construgdo ciclica da

semana, analisando que 214 =4 (mod 7) obtemos que

5(1,8,2020) = 5(1,1,2020) +4=1+4=5 (mod 7),

ou seja, o primeiro dia do més de outubro é uma quinta-feira.
Com isso, para atender a finalidade na qual nos propusemos, percebe-se a necessidade em
considerar os acréscimos no modulo 7. A tabela abaixo organiza os acréscimos de dias aplicados

em cada més a partir de s(1,1,A), sob a visdo das duas perspectivas.
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(m) Meés Acréscimos | Modulo 7
1 Margo 0 0
2 Abril 31 3
3 Maio 61 5
4 Junho 92 1
5 Julho 122 3
6 Agosto 153 6
7 Setembro 184 2
8 Outubro 214 4
9 | Novembro 245 0
10 | Dezembro 275 2
11 Janeiro 306 5
12 | Fevereiro 337 1

Tabela 12 — Acréscimos dos dias para a variagdo dos meses a partir de s(1,1,A), médulo 7.

A sequéncia formada pela ultima coluna da Tabela 12 representa entdo a caracteriza¢ao
de cada um dos meses m no médulo 7, permitindo simplificar a determinacao de respostas como

a pedida no Exemplo 73.

Contudo, nosso intuito ndo é escrever uma equivaléncia para cada valor de m, situacao
que ja se cumpriria a partir das Tabelas 11 e 12. Queremos determinar uma relag@o tnica e para

isso, recaimos na necessidade de representar a caracterizacdo dos meses de forma geral.

Verifiquemos que a varia¢do do acréscimo de dias, de um més para o outro, acontece de

forma ndo regular

Mudanca dos meses | Acréscimos em dias | Moédulo 7
Margo - Abril 31 3
Abril - Maio 30 2
Maio - Junho 31 3
Junho - Julho 30 2
Julho - Agosto 31 3
Agosto - Setembro 31 3
Setembro - Outrubro 30 2
Outubro - Novembro 31 3
Novembro - Dezembro 30 2
Dezembro - Janeiro 31 3
Janeiro - Fevereiro 31 3

Tabela 13 — Acréscimos més a més considerados médulo 7

Note que a variacdo més a més serd de 3 ou 2 no mdédulo 7, a depender do més, sendo
que a cada cinco meses repete-se a variacao de 3, que corresponde respectivamente aos meses de

julho e agosto, dezembro e janeiro.

No intuito de compensar tal irregularidade e poder tratar da variagdo dos meses de forma
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unificada, Zeller propos uma funcao piso que permite gerar as constantes caracteristicas de cada

més, demonstradas na Tabela 12. A funcio de Zeller é dada por

Z(m) = {13”;_ IJ ~2  (mod 7), (7.9)

13 ) . .
no qual 5= 2,6 ¢é a variacdo entre os meses no periodo de cinco meses consecutivos € m € o

més segundo a numeracao estipulada na Tabela 10.

Exemplo 74. Aplicando a fun¢do de Zeller conforme (7.9) para o més de agosto, temos

13.6 -1
Z(6)E{ 3 J—2515—251—251+556 (mod 7),

que € equivalente ao resultado encontrado na Tabela (12) para o més proposto.

Agora, unindo a fun¢do de Zeller as contrucdes anteriores, podemos concluir o propdsito

de escrever uma equivaléncia geral inserindo a variante m ao estudo que estamos realizando.

Proposicao 26. Sejam A > 1600 e b,m € N, tais que b é a quantidade de anos bissextos em
(1600,A] e m € {1,2,3,...,12}, a relagdo que determina o dia da semana, do primeiro dia de um

més m no ano A, € dada por

13m—1

s(l,m,A)Es(l,l,AH—L J—z (mod 7).

Exemplo 75. Usaremos a Proposicao 26 para determinar o dia da semana, do primeiro dia do

més de novembro do ano de 1832. Sabemos que

13.9—-1
s(1,9,1832)5s(1,1,1832)+{ J—z (mod 7). (7.10)
Calculando s(1,1,1832) pela Proposi¢ao 25, temos
s(1,1,1832) = 4+ (1832 —1600)+b (mod 7). (7.11)

Determinando b pela Proposicao 24, encontramos

1832 1832 1832
N { 4 J_LoonLhooJ_?’gg
— 458 —18+4—388
— 56.

Aplicando o resultado encontrado para b na equivaléncia (7.11), segue

5(1,1,1832) =44 (1832 —1600) + 56 =44232+56=4+1=5 (mod 7).  (7.12)

Encontrando a caracterizagdao do més de novembro, pela funcdo de Zeller, temos

Z(9) = V”S_IJ —2= V?IGJ —2=23-2=2-2=0 (mod 7). (7.13)
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Substituindo os resultados encontrados em (7.12) e (7.13) em (7.11) temos

5(1,9,1832) =5+0=5 (mod 7).

Logo, o dia da semana do primeiro dia de novembro do ano de 1832 foi uma quinta-feira.

Para finalizar nosso objetivo, passemos para insercao da variante restante para compor
nossa relacdo: os dias do més d. Neste intuito, verifiquemos a situacdo: qual € o dia da semana

do quinto dia de um més m?

Realizemos a andlise dia a dia, partindo de s(1,m,A) que, convenientemente, ja sabemos

como determinar:

Dia do més (d) | Dia da semana de (d)
1 s(1,m,A) (mod 7)
2 s(2,m,A) =s(1,m,A)+1 (mod 7)
3 s(3,m,A) =s(1,m,A)+2 (mod 7)
4 s(4,m,A) =s(1,m,A)+3 (mod 7)
5 s(5,m,A) =s(1,m,A)+4 (mod 7)

Tabela 14 — Determinag@o do dia da semana de d a partir de s(1,m,A).

E claro notar que, para cada dia do més que se passa, acrescenta-se 1 no dia da semana
do dia anterior. Logo, para determinar um dia d acrescenta-se (d — 1) a s(1,m,A), o que nos

permite generalizar
s(d,m,A) =s(1,m,A)+(d—1) (mod 7). (7.14)

Desse modo, tendo em mados uma relagcdo com todas as variantes estipuladas inicialmente,
facamos as substitui¢des e simplificagdes pertinentes. Substituindo a Proposicao 26 na equacao
(7.14), segue

13m—1

s(d,m,A) =s(1,1,A)+ { J —24(d—1) (mod 7). (7.15)

Aplicando as Proposicdes 25 e 24 na equivaléncia 7.15, temos

s(d,m,A) =4+ (A—1600)+ EJ - {%J + L%J 388+ {13";_ IJ —24(d—1) ir;(l)::).

Realizando as simplificagdes adequadas em (7.16), encontramos o Teorema de Zeller:

Teorema 14 (Zeller). Sejam A > 1600 e b,m,d € N, tal que b é a quantidade de anos bissextos
em (1600,A] e m € {1,2,3,...,12}, arelagéo que determina o dia da semana do dia d de um més
m no ano A € dada por

s(d,mA)=1+d+ Vs";_ IJ YAT EJ - L%J + L%J (mod 7).
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Exemplo 76. Qual foi o dia da semana de 29 de fevereiro de 18647

Note que tratamos o més de fevereiro como pertencente ao ano anterior, ou seja, o Gtimo

més do ano de 1863. Desse modo, aplicando o Teorema 14, temos:

13.12— 1 ] . .
5(29,12,1863) = 1+29+{_3 - J“S“ﬂ 863J_{ 863J { 863

4 100 400 J (mod 7)

30+31+1+3—4+4 (mod7)
65 (mod 7)
2 (mod 7).

Assim, o dia da semana de 29 de fevereiro do ano de 1864 foi uma segunda-feira.

Apresentados o conceito e construcdes acerca do calendério gregoriano, a partir das
observagoes de Zeller, seguiremos com alguns levantamentos que buscam nortear uma aplicagdo
de tais ideias em uma sala regular de ensino. Deixaremos para a préxima se¢ao discussoes
metodoldgicas e curriculares acerca do assunto, buscando aqui proporcionar reflexdes tedricas
e préticas para o professor e sua formacao, de modo a subsidiar uma melhor aplicabilidade
e entendimento sobre o tema. Levantaremos a seguir alguns pontos a serem reconstruidos,
pensando na utilizagdo de algumas informagdes de modo geral e levando em consideragdo a
organizacdo numérica dos meses conforme a conhecemos no calendario atual. Utilizaremos de
conceitos, ja demostrados neste trabalho, da aritmética modular como forma de modelagem das

situacdes propostas.

Utilizamos nas construcdes o ano inicial A; = 1600, ou seja, fizemos nosso célculo
sempre tendo base o intervalo (1600,A]. Todavia, pesando na prética dentro da sala de aula,
tomarmos um ano tdo remoto seria a melhor op¢ao? Ou ainda, para um professor que deseje
aplicar tais ideias, seria essa uma informacao necessdaria e obrigatdria para a realizacdo de uma

sequéncia didatica?

Para responder a essas perguntas retomaremos alguns pontos desencadeadores do resul-
tado dado pelo Teorema 14. A escolha feita de A; = 1600 segue utilizada na referéncia (HEFEZ,
2014), ja pensando na simplificacdo dos célculos estabelecidos e exclusao da contagem desse
ano como bissexto, pois dentro das relagdes encontradas o ano tem inicio no primeiro dia de
marco. Dessa forma, pensando numa generalizacdo, tomando A;,A quaisquer anos maiores que

1583, podemos ter as seguintes situagdes:

e A; e A sdo ambos bissextos;
e A; é bissexto e A nao é bissexto;
e A; nao é bissextos e A é bissexto;

e A; e A sdo ambos nio bissextos.
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Dentro dessas quatro possibilidades, verifica-se pelo Corolario 6 e pela utilizacao da
ordenagdo dos meses a iniciar-se em marg¢o, que o cdlculo dos anos bissextos dentro de um

intervalo geral (A;,A] pode ser descrito como

Proposicao 27. Sejam A;;A > 1583 e A;,A,b € N, tal que b é a quantidade de anos bissextos

o= 5] o] ] 15+ ] -

Demonstragdo. A demonstracdo segue diretamente do Corolario 6 e da Proposi¢ao 24. ]

em (A;,A] , entdo

O passo consequente da construcao do Teorema 14, e que fundamenta todos os demais
passos, € a conclusdo expressa na Proposi¢ao 25. Como todas as observagdes posteriores foram
sequéncias recursivas a partir dela, € importante que a tratemos com aten¢do. Seguindo nessa

perspectiva de tratarmos de forma geral os anos A; e A, reeescrevemos a proposi¢cao

Proposicao 28. Sejam A;,A > 1583 e b,s,A;,A € N, tais que b é a quantidade de anos bissextos
em (A;,A], arelagdo que determina o dia da semana do primeiro dia de marco no ano A é dada
por

s(L1,A)=s+(A—A;)+b (mod 7),

no qual s € o dia da semana referente ao primeiro dia de mar¢o do més A;.

Observa-se nas Proposi¢des 27 e 28, que a escolha de A; pode ser feita de forma conveni-

ente a situacao que se deseja apresentar.

Para finalizarmos essa reflexdo teodrica acerca do resultado mostrado no Teorema 14,
analisemos o que ele nos propde: utilizar uma contagem para os meses do ano, através de uma
organizacao sequencial que nio € a que vivenciamos em nossa pratica. E ainda, considerarmos

os meses de janeiro e fevereiro como pertencentes ao ano anterior a A.

Vejamos como podemos adaptar nossos resultados de modo a proporcionar uma relagio

. . ~ . . ~ z . /
que se aplique as condicdes reais da organizacdo do calendario atual. Denotando como m a
organizacdo dos meses no calendario regular gregoriano e m, a organizagdo proposta por Zeller,

temos

jan | fev | mar | abr | mai | jun | jul | ago | set | out | nov | dez
m | 11 | 12| 1 2 3 4 |5 6 71 8 9 | 10

m | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12

. .. o L, . 7
Tabela 15 — Discrimina¢do numéricade m e m .

Comparando os valores estipulados entre as linhas, percebemos que recaimos sobre o

problema da “Cifra de César”, mostrado detalhadamente no Exemplo 57, do Capitulo 6. Neste
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caso estamos tratando os meses em Z, e desta forma, percebemos que a permutacao entre m e

!/ .
m pode ser escrita como

m—2 (mod 12) para m €{1,2,...,10},

3
If

/ , (7.17)
m —10  (mod 12) para m € {11,12}.

Um leitor mais cético pode estar se perguntando: mas a fungdo de Zeller (7.9) constréi a

sequéncia caracteristica de cada més m em Z7, isso ndo mudaria a rela¢do entre m e m expressa

em (7.17)? Para responder a esse questionamento, vamos organizar os meses do ano, segundo m

e m médulo 7.

mod7) | 1 | 2] 3 4] 5]6 71 2][3]4]5

m mar | abr | mai | jun | jul | ago | set | out | nov | dez | jan | fev
m jan | fev | mar | abr | mai | jun | jul | ago | set | out | nov | dez

Tabela 16 — Organizagdo de m e m médulo 7.

. ~ , . . ~ / .
Comprova-se assim que a relacdo se mantém, ou seja, a variagdo de m para m continua
sendo da mesma quando analisadas no médulo 7. Dessa forma, aplicando (7.17) em (7.9),

encontramos

(i) param € {1,2,...,10}

13m—1
Z(m) = 3”; J—z (mod 7)
13(m' —2)—1
= MJ—Z (mod 7)
5
13m —2
= mTJ (mod 7).
(i) param € {11,12}
13m—1
Z(m) = 3”’; J—z (mod 7)
13(m’ +10) — 1
= —2 (mod 7)
5
_ 13m+130—1J_2 (m0d 7
5
13m +4
= mT+ +25-2 (mod 7)
13m +4
= 3m5+ +2 (mod 7).
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. - 1
Assim, escrevemos Z(m) em fungdo de m como

(

13m —2 :
mT (mod 7) para m €{1,2,...,10}
Zm)y={ - (7.18)
| 4 /
31%% +2  (mod7) para m € {11,12}.

A funcdo (7.18) permite determinar a variacdo caracteristica de cada més considerando a
organizacao convencional do calendério. Contudo, retomando as construcdes feitas até a determi-
nacdo do Teorema 14 e as Tabelas 15 e 16, verificamos que os ajustes feitos na determinacio da
funcdo (7.18) sempre inicia-se no més de marco. A implicacao disso € que os meses de janeiro
e fevereiro, pensando na sequéncia ciclica que estao inseridas, continuam a pertencer ao ano
anterior. Para que esta diferenca de uma unidade no ano ndo apareca nas aplicacdes e relagdes
que consideram a organizacao usual do calendério, faremos seu “ajuste” na func¢do (7.18), de tal

modo que obteremos

13m —2 :
m s (mod 7) para m €{1,2,...,10}

Zm)={ - - (7.19)
+1  (mod7) para m €{11,12}.

Reescrevendo a Proposic@o 26 em fungado de (7.19), temos:

Proposicao 29. Sejam A;,A > 1583 e b, m/,Ai7A € N, tais que b é a quantidade de anos bissextos
em (A;,A] e m e {1,2,3,...,12}, arelagdo que determina o dia da semana do primeiro dia de

um més m no ano A é dada por
s(1,m ,A)=s(1,1,A)+Z(m) (mod 7). (7.20)

Exemplo 77. Qual serd o dia da semana do primeiro dia de fevereiro do ano de 2123?

Aplicando a Proposi¢c@o 29 na situac¢do, procuramos

s(1,2',2123) = 5(1,1,2123) + Z(m')  (mod 7). (7.21)

Por simplicidade, denotamos A; = 2020 e, consequentemente, s = 1. Substituindo a Proposi¢ao
28 e a funcdo (7.19) em (7.21), obtemos

13m +4

5(1,2,2123) = 1+ (2023 — 2020) + b+ { 5

J +1 (mod 7). (7.22)
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Determinando b pela Proposicdo 27, encontramos

_]2123 2123 N 2123 2020 N 2020 2020 (7.23)
o 4 100 400 4 100 400 ’

= 530-21-5-5054+20-5 (7.24)

~ (7.25)

e substituindo os resultados em (7.21), segue

13.2+4

5(1,2,2123) = 142123 — 2020+ 24 + { J +1=14+54+3+6+1=2 (mod?7).

Dessa forma, o dia da semana do primeiro dia de fevereiro do ano de 2123 serd uma segunda-feira.

Dentro dessa perspectiva que estamos desenvolvendo, para a inser¢ao da variante d dia,
nota-se que a ideia € a mesma apresentada na Tabela 14, e desse modo, podemos reescrever a

equivaléncia (7.14) em funcao de m como

s(d,m ,A)=s(1,m ,A)+(d—1) (mod 7). (7.26)

Com isso, é possivel cumprir aos propdsitos estabelecidos, de forma a escrever uma
relacdo entre ano, més e dia do més que determine o respectivo dia da semana para esta data,
utilizando a denotagdo numérica usual do calenddrio, a partir de qualquer data de base A;.

Aplicando na equivaléncia (7.26) os resultados de Proposi¢do 29, temos

s(d,m ,A)=s(1,1,A)+Z(m )+ (d—1) (mod 7). (7.27)

Substituindo os resultados da Proposicdo 28 encontramos
s(d,m ,A) = s+ (A—A)+b+Z(m)+(d—1) (mod 7). (7.28)

Teorema 15 (Zeller II). Sejam A;,A > 1583 e b,m/,d,A,Ai € Ntais que b € a quantidade de
anos bissextos em (A;,A] e m €{1,2,3,...,12}, a relagio que determina o dia da semana do dia

d de um més m’ no ano A é dada por
s(d,m ,A)=s+(d—1)+(A—A)+Z(m)+b (mod 7).

Exemplo 78. A cidade de Sao Paulo comemora seu aniversdrio no dia 25 de janeiro e ela

completou 300 anos em 1854. Qual foi o dia da semana dessa comemoragao?

Aplicando o Teorema 15 a situagio proposta, temos

5(25,1,1854) = s+ (25— 1)+ (1854 —A;) + Z(m' ) +b  (mod 7). (7.29)



134 Capitulo 7. Aritmética modular aplicada ao calenddrio

Denotando A; = 1600, temos pelo resultado de (7.6) que s = 4 e aplicando a fun¢do (7.19) em
(7.29) temos
13.1+4

s(25,1,1854)E4+(25—1)+(1854—1600)+{ J+1+b (mod 7).  (7.30)

Calculando b pela Proposicao 27 temos
| 1854 1854 n 1854 1600 n 1600 1600
N 4 100 400 4 100 400

= 463—18+4—400+16—4

= 6l.

Aplicando o valor de b determinado acima na equivaléncia (7.30), obtemos

13.1+4

5(25,1,1854) = 4+(25—1)+(1854—1600)+{ J+1+61 (mod 7)

4424425444461 (mod7)
= 4 (mod 7).

Assim, o aniversario de 300 anos da cidade de Sdo Paulo foi uma quarta-feira.

Exemplo 79. Este exercicio foi retirado de (HEFEZ, 2014). Descubra em qual dia do més de

maio caird o Dia das Mies de 2085.

O primeiro ponto a observar € que os dias do més pertencentes ao mesmo dia da
semana deixam sempre o mesmo resto na divisdo por 7. Outro ponto importante é que fazemos
o tratamento das informacdes encontradas sempre utilizando o primeiro elemento da classe
residual respectiva de Z7. Logo, se determinarmos qual € o dia d referente ao primeiro domingo
do més de maio, saberemos que o dia das maes € o elemento seguinte na classe residual na qual

pertencem.

Tomaremos A; = 2020 e, portanto, temos que s = 1. Pelo Teorema 15 escrevemos nosso

problema como
13.5-2

151+(d—1)+(2085—2020)+{ J+b (mod 7). (7.31)

Encontrando b pela Proposicdo 27, temos
2085 2085 n 2085 2020 n 2020 2020
N 4 100 400 4 100 400

= 521-20+5-505+4+20-5

= 16.
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Aplicando o resultado em (7.31) segue

13.5-2

d=1-(2085—-2020) — { J —16=1-65-12—-16=—-1=6 (mod 7).
Entdo, os dias do més d referentes aos domingos de maio de 2085 deixam resto 6 na divisdo por
7. Assim, o segundo domingo do més de maio é 6 47 = 13 e portanto, o Dia das Maes de 2085

sera no dia 13 de maio.
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CAPITULO

APLICACOES PARA OS ANOS FINAIS DO
ENSINO FUNDAMENTAL DE TOPICOS DA
ARITMETICA MODULAR - DESVENDANDO
PADROES NO CALENDARIO.

8.1 Por que a Aritmética Modular?

Ao se propor a uma breve reflexdo sobre a metodologia e forma de apresentacio de
elementos da Teoria dos Nimeros presentes na drea da Aritmética no curriculo do Ensino Funda-
mental, percebe-se que seus diversos topicos sao inseridos e tratados de forma desassociativa,
tanto em relag@o a suas proprias propriedades quanto a associagdo com outros eixos matematicos.

Tal ponto é também elencado pelos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998):

“Embora o estudo dos nimeros e das operacdes seja um tema impor-
tante no curriculo do ensino fundamental, constata-se, com frequéncia,
que muitos alunos chegam ao final dessa fase de formagao, com um
conhecimento insuficiente sobre como eles sao utilizados e sem ter
desenvolvido uma ampla compreensao dos diferentes significados das
operacdes.”(BRASIL, 1998, p.95)

Na Base Nacional do Curriculo Comum (BNCC), a constru¢do da ideia de nimeros, suas
propriedades e operacdes sao abordadas no eixo de Numeros desde o primeiro ano do Ensino
Fundamental, perpassando de forma evolutiva para todos os demais anos dessa modalidade
de ensino. A BNCC contempla uma visdo de progressdo vertical em torno dos objetos de
conhecimento e habilidades apresentadas ao longo dos eixos, de forma que as construgdes

e procedimentos acerca dos conceitos sejam conectadas e amplificadas ao longo de todo o
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processo. Dessa forma, para o eixo de nimeros, descreve que ao concluir os anos finais do ensino

fundamental

“a expectativa € a de que os alunos resolvam problemas com ndmeros
naturais, inteiros e racionais, envolvendo as operacdes fundamentais,
com seus diferentes significados, e utilizando estratégias diversas, com
compreensao dos processos neles envolvidos.” (BRASIL, 2017, p.269)

Contudo, o que se percebe no contexto escolar na abordagem em torno dos assuntos
organizados no eixo de Numeros, é uma pratica voltada principalmente para a resolugdo de
algoritmos, com pouca €nfase para um olhar qualitativo, investigativo e associativo em torno
das propriedades que os envolvem. L.ogo no inicio da segunda etapa do Ensino Fundamental —
mais especificamente no 6° ano, propde-se o trabalho com assuntos importantes da Aritmética
como multiplos, divisores, divisdo euclidiana e critérios de divisibilidade. O tratamento que vem
se aplicando a tais temas estdo voltados a apresentacdo de um conjunto de regras e calculos
desconectados de situagdes praticas, nao proporcionando ao aluno percepg¢des de implicagdes

gerais que seus conceitos e ideias podem fornecer.

Algumas relagcdes significativas no conjunto dos nimeros inteiros, em torno das operagdes
e validacao de propriedades numéricas, sdo praticamente inexploradas no contexto regular da
sala de aula. Na operacdo da divisdo euclidiana, por exemplo, ndo se explora sobre condi¢des de
existéncia e unicidade do quociente e do resto em cardter associativo a outras ideias aritméticas,
como o papel do quociente numa sequéncia de multiplos e divisores de um niimero inteiro ou o
comportamento ciclico do resto. Outro exemplo € a abordagem do sistema de numeracio na base
decimal, que se atém ao reconhecimento de ordens e classes numéricas e o valor posicional de
um algarismo, sem qualquer exploracdo de seu uso para utiliza¢io e entendimento de relagdes

de igualdade, equivaléncia e propriedades relacionadas as operacdes bésicas.

Aprofundando neste olhar sobre os aspectos aritméticos, pode-se refletir como o trata-
mento de alguns desses asssuntos em sala de aula, a partir de uma metodologia com natureza
investigativa e analitica, pode contribuir e propocionar a elaboracio de hipdteses, comparacgoes e
formula¢des mais abrangentes na utilizacado dos nimeros e suas construcdes. Tais implicagcdes
vem ao encontro com uma preocupagdo concreta no ensino da matemética, no que diz respeito ao
tratamento fragmentado e independente que se dé aos tdpicos e eixos presentes em seu curriculo.
Essa abordagem vem causando uma série de paradigmas e insucessos relacionados ao interesse e

aprendizagem da matematica.

Por outro lado, a abstrac@o do raciocinio hipotético, a transposi¢ao para a linguagem
simbdlica propria da matemadtica, as transformacdes de padrdes percebidos em generalizacdes, a
comparacao entre grandezas, sdo bases para o tratamento e aprendizado algébrico. Assim, para
que se possa sair de casos particulares e conseguir observar e estabelecer relacoes de igualdades

ou equivaléncias, de modo a manipular operacdes e propriedades numéricas a fim de formular
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uma ideia geral e pertinente, é preciso que se conheca, domine, entenda e aplique com seguranca
conceitos ja estabelecidos, ou seja, necessita-se que a relac@o entre a base aritmética flua de

forma associativa e continua para a construcdo da base algébrica.

Segundo (BRASIL, 2017), o eixo Algebra presente no curriculo de matemdtica, tem
como finalidade a construcao do pensamento algébrico e ressalta o cardter contribuitivo e
relacional do eixo de Numeros nessa constru¢do. Como afirma (LINS; GIMENEZ, 1997, p. 159)
“devemos buscar € a coexisténcia da educagdo algébrica com a aritmética, de modo que uma

esteja implicada na outra”.

Nessa perspectiva, entende-se que a abordagem aplicacada a alguns tépicos da Teoria
dos Numeros, presentes no curriculo de Matematica, pode ser encarado como uma ferramenta a
contribuir no processo de transi¢io sem rupturas, entre a Aritmética e a Algebra. Com isso, tam-
bém interfere-se diretamente em questdes como o resultado no processo de ensino aprendizado,
pois segundo (GIL, 2008.118 f) a relagio entre a Aritmética e a Algebra pode também justificar
as dificuldades apresentadas pelos alunos no aprendizado da matemaética. Ela acrescenta ainda
que, em observacio e reflexdo sobre a introdugio e tratamento aplicado ao ensino da Algebra,
percebe-se que alguns dos procedimentos algébricos escolhidos sdo contraditérios ou diferentes
aos aritméticos dos quais os alunos estavam acostumados, esse quadro acentua-se no fato dos
alunos muitas vezes carregarem para as situacoes de aprendizado atual, dificuldades herdadas

em contextos aritméticos anteriores.

Dessa maneira, percebemos que ao propormos um olhar diferenciado e reflexivo sobre
determinados contetidos e processos aritméticos, através da abordagem de topicos da Teoria dos
Numeros, estamos atendendo a uma demanda significativa do ensino da matematica, promovendo
tanto uma melhor percep¢io e dominio das bases aritméticas, quanto a constru¢ao de uma linha
direta e associativa ao uso algébrico, consequentemente, ampliando os subsidios para o alcance
das competéncias elencadas no curriculo de Matemética para o Ensino Fundamental nos anos

finais, especificados na BNCC.

8.2 Relacoes matematicas presentes no calendario - uma

proposta de sequéncia didatica

Nosso intuito é abordar caracteristicas da Aritmética Modular através de uma série de
intervengdes, a partir de situagdes problemas em torno do calendério atual, que possibilitem um
olhar diferenciado para a divisao euclidiana, ao tratamento e aplicacio dos seus elementos como

0 quociente e em especial o resto.

Em relagdo ao quociente, desejamos relaciond-lo a uma sequéncia de multiplos de um
nimero natural num dado intervalo, ampliando assim sua compreensao para além da ideia que

ganha nos modelos partitivos e quotativos — modelos enfaticamente e restritivamente utilizados
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no tratamento da operacdo de divisdo no Ensino Fundamental em grande parte dos materiais

didaticos utilizados.

No que se trata do resto, espera-se explorar seu aspecto ciclico, a partir da percep¢ao
da sequéncia dos valores que pode assumir, projetando esse comportamento para situagoes
diversas e gerais. Concomitantemente, pretende-se inferir alguns aspectos da Aritmética dos
restos relacionando-a a ideia de equivaléncia e igualdade de algumas propriedades das operacdes

com numeros naturais.

Ao longo do processo espera-se introduzir gradativamente a linguagem algébrica na re-
presentacdo das generalizacOes e na relacdo entre grandezas, formuladas com base na observagao

de comportamentos recursivos das sequéncias construidas.

Como finalizagdo desse processo, espera-se ter como resultado final um conjunto de
resultados que permitam definir uma relagdo, a partir das grandezas dias, meses € ano, que
possibilite a determinacdo do dia da semana de uma data escolhida. Para tanto, teremos como

referéncia os resultados demonstrados no Capitulo 7.

Para esta proposta, adotaremos uma definicao para sequéncia didatica apresentada por
(ZABALA, 1998, p. 18), como sendo “um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e
articuladas para a realizacdo de certos objetivos educacionais, que t€m um principio e um fim

conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos.”

Nas articulagdes estruturais e concretizagdo da sequéncia didatica, é importante a criacao
de um ambiente investigativo, reflexivo e analitico em torno dos conceitos e ideias matematicas
que iremos abordar, de modo que “[...] os alunos partilhem ideias, raciocinios, processos,
estabelecam conexdes, comparacdes e analogias, construam conjecturas e negociem significados
e desenvolvam capacidades de comunicar e argumentar.” (KFOURI; D’AMBR()SIO, 2006, p. 2).

Para isso destaca-se o papel do professor como fundamental, pois € através de sua
mediacdo que serd possivel o desenvolvimento de um didlogo que cause intrigacao e desejo de
participacdo nos alunos e que ao mesmo tempo, conduza pelos cendrios descritos, a fim que se

alcance os resultados esperados.

Procurou-se que a sequéncia elaborada, contemplasse aspectos e objetos de conhecimento
presentes ao longo dos eixos de Nimeros e Algebra, no curriculo de matemdtica do Ensino
Fundamental nos anos finais, apresentado na BNCC. Contudo, acredita-se que para a melhor
compreensao e assimilagdo dos processos que serdo utilizados, conclui-se que ela pode ser

aplicada nos 8° e 9° anos do Ensino Fundamental.

Dividiremos as a¢des da aplicagdo da sequéncia diddtica em oito etapas, cada uma
delas ocorrerd com base em ‘“‘situacdes desafiadoras” que serdo os instrumentos utilizados para
subsidiar as discussdes e conclusdes em torno dos objetivos almejados para cada etapa. As sete
primeiras situacdes desafiadoras tem o intuito de proporcionarem as ferramentas procedimentais

para o alcance da proposta final, e a tltima tem carater avaliativo. Aqui entendemos a avaliacdo
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como uma ferramenta que permita o aluno e professor averiguarem e refletirem sobre o uso
das constru¢des matemadticas realizadas, levantar possiveis dificuldades e tragar intervengdes
pontuais. Denominaremos como SD,, as situagdes desafiadoras, tal que n representa sua ordem

no contexto geral, e O, os objetivos pretendidos com a SD,, respectiva.

Como introdugdo ao assunto, propde-se a apresentacdao da abordagem historica da elabo-
racdo do calendario, até a chegada da presente versao. Os tpicos primordiais estio sintetizados
na primeira secio do Capitulo 7. A contextualizacdo histérica de um objeto de estudo traz para
dentro do campo de andlise uma visdo que extrapola os limites de uma area de conhecimento es-
pecifico, inserindo uma percepg¢ao globalizada das implicag¢des que tal objeto infere na sociedade.
Neste sentido, de acordo com (FESTAS, 2015)

“Considera-se que o pensamento e o conhecimento decorrem das rela-
¢Oes entre pessoas envolvidas numa atividade que estd sempre inserida
num contexto social, cultural e histérico. Desse modo, a aprendizagem é
situada em uma prética do mundo em que vivemos e resulta da atividade
e da participagdo do individuo nessa pratica.” (FESTAS, 2015, p. 717)

Ao que se trata dos aspectos referentes aos fendmenos astrondmicos relacionados a
constituicao do calendério, pode-se considerar a realizacdo de um trabalho interdisciplinar,
apoiado por professores de outras dreas do conhecimento. Por exemplo, em observacdo a BNCC,
dentro do componente de Ciéncias da Natureza, um dos eixos norteadores para o desenvolvimento
das competéncias estipuladas para essa area € o de Terra e Universo. Neste eixo, para os anos
do ensino fundamental que se sugeriu esta aplicacdo, é possivel encontrar conteidos que se

destinam a desenvolver habilidades correlatas ao assunto, como:

“ Justificar, por meio da constru¢do de modelos e da observacdo da
Lua no céu, a ocorréncia das fases da Lua e dos eclipses, com base nas
posicdes relativas entre Sol, Terra e Lua.

Relacionar diferentes leituras do céu e explicacdes sobre a origem da
Terra, do Sol ou do Sistema Solar as necessidades de distintas culturas
(agricultura, caca, mito, orientacdo espacial e temporal etc.)” (BRASIL,
2017, p. 351)

A associacao entre as dreas de conhecimento na abordagem sobre o contexto histérico
do calenddrio atende também o perfil de trabalho integrador sugerido na BNCC, ao organizar
as competéncias especificas das diversas areas do conhecimento de forma a possibilitar uma
articulacao horizontal entre elas. Contudo, a sugestdao do trabalho compartilhado e em parceria
com as demais dreas do conhecimento ndo serd expresso por nds de forma detalhada na sequéncia

didética que estamos apresentando.

SD;: “Quem inventou o calendario?”
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0;: Associar o conhecimento e entendimento de fendmenos naturais a atividades basicas
da sociedade. Reconhecer nos fendmenos atrondmicos padrdes percepitiveis € mensurdveis.

Relacionar a importancia da projecdo dos padrdes de tempo no contexto social.

Para o desenvolvimento das discussdes a partir de SD; , € interessante dividir a turma

em grupos, onde cada um desses grupos receba uma das fichas abaixo:

De onde surgiu a necessidade de || Na sua opinido, o que contribuiu
organizar o tempo? para as primeiras civilizacoes ela-
borarem suas rotinas de vida e so-
brevivéncia?

Existem outras maneiras de se or- || O que sao anos bissextos?
ganizar um calendario, diferente
da que conhecemos?

Num contexto imaginario, o grupo conheceu um jovem de
uma aldeia de nativos de outro continente. La, eles
organizam o tempo completamente diferente nés. Curioso,
ele quer saber sobre como fazemos isso aqui. Descreva para
ele nossso calendario, com as caracteristicas que julga
importante para o entendimento dele.

Tabela 17 — Fichas para realizagcdo de SD;.

Cada grupo tem um tempo para discutir sobre o contetido da ficha que recebeu e depois
disso, o professor proporciona o espago para que os alunos contem sobre as discussoes feitas, na
ordem pertinente. Assim, o professor parte da contribui¢ao dos alunos e acrescenta os pontos
relevantes e importantes para a construcao coerente do contexto. Um ponto importante dessa
etapa € a introducdo da ideia de ciclicidade, utilizando dos proprios padrdes percebidos nos
fendmenos astrondmicos levantados e das grandezas consequentes deles. E interessante descrever

seus ciclos e chamar a atencdo para as formas de repeti¢ao destes ciclos.

Ao final dessa atividade, as estruturas do calendério atual ja terdo sido elencadas e
definidas como base, como a enumerac¢do dos meses e seus respectivos dias, as condi¢des
para determinagdo de um ano bissexto, a disposi¢do dos dias da semana. Concomitante a isso,
define-se a nomenclatura que serd aplicada para tais grandezas, como por exemplo: A (ano),
m (meses), d (dia do més), D (dias da semana). Para os dias da semana € interessante neste
momento estipular uma sequéncia numérica que os represente, como mostrado na Tabela 9, e
também sua representagdo com rela¢do as demais grandezas, como D(d,m,A) sendo o dia da
semana de uma referida data. Para todas essas representacoes, sugere-se que fiquem expostas na

sala de forma permanente, como suporte visual para as demais etapas.

Os momentos de situagdes desafiadoras que se seguirdo abordardo os conceitos matemati-

cas pertinentes a contrucao final pretendida. Na préxima SD, utilizaremos do contexto que estard
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sendo debatido, para indicar o objetivo final que se deseja alcancar e fomentar a curiosidade dos

alunos em relacdo a ele.

SD;: No dia 8 de marco de 2020 foi inaugurada na escola municipal Prof. Paulo Freire a
biblioteca “Maria Firmina dos Reis”, nome que faz referéncia e homenagem a primeira roman-
cista negra brasileira. Sabendo que o dia da inauguracdo foi um domingo e que o funcionamento

da biblioteca acontece em escalas a cada trés dias, ndo importanto o dia da semana, responda:

(a) Em que dia da semana foi o 100° dia de funcionamento da biblioteca?

(b) Para que a biblioteca complete 20 domingos abertos, quantos dias de funcionamento

precisarao?

(c) Qual serd o dia da semana do aniversdrio de 5 anos de inauguracao da biblioteca?

0,: Ampliar a aplicabilidade do Teorema da Divisao Euclidiana, através da enfatizacao
do resto, como estratégia em resolucdes de problemas que envolvem fendmenos periodicos.
Reconhecer padroes e formular generalizacdes, inclusive com uso da simbologia matematica
propria, a partir do conjunto dos possiveis restos na divisao euclidiana entre dois nimeros
naturais. Aferir o conhecimento prévio dos alunos acerca das grandezas presentes no calendario e
sua organizagdo, assim como a compreensao e utiliza¢io de operacdes e propriedades referentes

ao nuimeros naturais na resolu¢do de uma situac@o problema.

Durante o processo de elaboragdo da solugdo por parte do aluno, o professor pode exercer
a mediacdo e intervencao a partir de questionamentos como: “O que vocé estd contabilizando
nesta operacdo?”, “Percebe alguma regularidade entre os nimeros que aparecem num mesmo
dia da semana?”,“Como voce estd organizando a contagem do tempo: em blocos de anos, meses

ou dias?”

Ap6s o tempo estipulado para cada atividade, € importante que os alunos tenham um
espaco para apresentarem suas estratégias, de modo a discutir também quais foram as dificuldades
encontradas por eles. Neste momento, conduzidos pelo professor, € possivel que com base nas
diversas formas de resolucdo do desafio, os alunos comparem seus métodos e concluam sobre
erros, ou percepgdes mais gerais sobre a situacdo. Dessa forma, sugere-se que essa pratica se

repita ao longo das propostas para as proximas situagdes desafiadoras.

(Y92

Em SD;, a ideia € utilizar as discussdes acerca do item “a” para abordar sobre o Teorema
da Divisao Euclidiana e as caracteristicas do conjunto do resto. Para isso, a situagcdo discutida
dard desencadeamento a outras observacgdes, mais gerais, que servirdo de base para o professor
formalizar alguns conceitos importantes. E oportuna a organizacio dos dias de funcionamento

da biblioteca, conforme a tabela abaixo
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domingo | segunda | terca | quarta | quinta | sexta | sibado
1° 6° 4° 2° 7° 5° 3°
8° 13° 18° 16° 14° 19° 17°
15° 20°

Tabela 18 — Funcionamento da biblioteca até o 20° dia.

A partir dela, € possivel explorar relagdes e caracteristicas pertinentes ao conceito que se

espera, podendo ter como subsidio para isso questionamentos como:

« E possivel que 38° dia de funcionamento da biblioteca seja numa segunda-feira? Use a

tabela para justificar sua resposta.

» Existe uma “regra” para um nimero aparecer em uma determinada coluna desta tabela?

Dessa forma, ap6s as conclusdes acima, pode-se expressar a resolu¢do do problema a

partir do Teorema da Divisdo Euclidiana de 100 por 7

100 =7.14+2,

ou seja, o dia da semana que a biblioteca terd seu 100° dia de funcionamento é aquele que deixa

resto 2 na divisdo por 7, assim serd uma quarta-feira.

Mediante ao resultado apresentado, € oportuno e importante apresentar o Teorema 4 na

sua forma geral.

Veremos as discussdes e resolucdes do item “b” como uma maneira de abordar o
tratamento generalizado de um nimero natural a, a partir do resto r deixado entre a divisao
euclidiana desse nimero a por outro nimero natural. Para isso retomaremos a Tabela 18 e,
utilizando o Teorema 4, propde-se que os alunos indiquem uma representagao generalizada para

os termos presentes em cada coluna da tabela. Dessa forma, as conclusdes recaem em algo como:

domingos sdo representados por um nimero que deixa resto 1 na divisdo euclidiana por 7, entdo

domingo | segunda | terca | quarta | quinta | sexta | sabado
10 60 40 20 70 50 30
8° 13° 18° 16° 14° 19° 17°
Tqg+1 1q+6 | Tg+4 | 79q+2 | 7q+7 | Tq+5 | Tg+3

Tabela 19 — Generalizacio dos dias de funcionamento da biblioteca.

Desse modo, espera-se que os alunos concluam que os dias de funcionamento aos
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ele é da forma 7¢ + 1 e g representa quantos ciclos semanais completam-se desde o inicio da

contagem. Uma forma de ilucidar tais resultados € apresentado a seguir:

Ordenaciao dos domingos de funcionamento q | Total de dias de funcionamento
1° 7.0+1=1
2° 714+1=38
3° 72+1=15
q T(g—1)+1

Tabela 20 — Generalizacio do total de dias de funcionamento da biblioteca para abertura aos domingos.

Assim, como procura-se g = 20, segue que

7(20—1)+1 =134,

ou seja, apds 134 dias de funcionamento, a biblioteca completard o 20° domingo de abertura.

Como nao se havia discutido sobre o Teorema 4 antes da realizacdo da SD; pelos alunos,
nas explanagdes e discussdes sobre a resolugdo do item “c”, espera-se que aparecam estratégias
variadas, algumas que incluam contagens distintas, envolvendo as grandezas de tempo presente
no calendario. Mediante a isso, 0s questionamentos abaixo podem contribuir nas percepgdes e

formalizagcGes que se espera construir ao longo dessa sequéncia:

* Quais as diferentes grandezas relacionadas a contagem do tempo puderam ser percebidas

nesta situacdo e que também estdo no calendério?

* Foi possivel perceber regularidades nos periodos de todas essas grandezas averiguadas e
utilizadas para resolu¢do pedida? Descreva as possiveis dificuldades e diferencas percebi-

das.

Dadas as respostas, acredita-se ser possivel o apontamento de algumas irregularidades
como a quantidade de dias do ano — bissextos e nao bissextos, ou quantidade de dias em cada més.

Mediante a isso, pode-se lancar o objetivo final da sequéncia diddtica através do questionamento:

“E possivel estabelecer uma relacdo matemdtica que permita determinar o dia da semana

em uma data qualquer que se queira?”’

E considerdvel que devido as irregularidades observadas, os alunos associem a resposta
para tal pergunta como negativa. Assim, estabelecer o compromisso com o grupo onde uma série

de consideracdes e percep¢des culminardo num resultado afirmativo para esse desafio, € uma
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estratégia para o envolvimento e agucamento da curiosidade de todos a favor do trabalho a ser
realizado. Uma sugestdo para o professor aplicador € deixar a pergunta acima exposta no quadro,

durante todo o desenvolvimento da sequéncia didatica.

A realizagdo da solucdo do item “c” através do uso do Teorema 4, deve ser apresentada
também como alternativa. Dessa forma, chamando a aten¢do para a existéncia de um ano bissexto
b no intervalo averiguado, ou seja, o ano de 2024, verificamos que o total de dias existentes nos

5 anos apoés a abertura da biblioteca €
Total de dias = 365.5+b = 365.5+1 = 1826.

Como esses dias estdo organizados em ciclos de sete dias, temos

1826 = 7.260 + 6,

isto €, temos 260 ciclos semanais completos e mais seis dias. Como a abertura da biblioteca no

dia 08 de marco de 2020 foi um domingo, entdo seis dias a frente serd um sabado.

A questao abaixo foi adaptada de “Problema de Gincana: Olimpiadas da Era Moderna”,
encontrado em (Clube da Matematica da OBMEP, 2012). Sua elaboragdo foi pensada para ser
resolvida gradativamente, ou seja, a partir do primeiro item, cada questdo € apresentada ao grupo

apos as resolucgdes e conclusdes do item anterior terem sido concluidas.

SDj3 : Leia com atengdo as informacdes abaixo.

A primeira Olimpiada da Era Moderna aconteceu em Atenas em 1896.
A ultima ocorreu em 2016, no Rio de Janeiro.

Por causa das duas grandes guerras mundiais, houve interrupc¢ao dos
jogos nos periodos de 1914 a 1918 e de 1939 a 1945.

Houve uma edi¢cio comemorativa das Olimpiadas em 1906, na cidade de
Atenas.

Os jogos olimpicos ocorrem de quatro em quatro anos.
Tabela 21 — Oimpiadas da Era Moderna - SD3

Agora, vamos responder as questoes:

(a) Com base nas informagdes dadas, qual o nimero total de Olimpiadas efetivamente realiza-

das desde a primeira edi¢ao?

(b) Dada as conclusdes feitas no item a, descreva uma relacdo entre a quantidade de multiplos
de quatro, num intervalo numérico 1 a a, e o quociente da divisao euclidiana de a por

quatro. Para contribuir nas reflexdes, determine quantos multiplos de 4 temos de 1 a 118.
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(c) Note que uma grande parte das olimpiadas coincide com anos bissextos. A partir da relacao

estabelecida no item anterior, determine quantos anos bissextos teremos até o ano de 2099.

(d) Supondo que a tradi¢@o olimpica mantenha-se por muitos séculos, sem interrup¢des e nas
mesmas condi¢cdes de periodo, quantos eventos olimpicos terfamos concluido do ano atual
até o ano 25207

(e) Encontre a quantidade de anos bissextos para o mesmo periodo dado no item d.

(f) Escreva um relagdo geral que permita determinar a quantidade de anos bissextos num

intervalo [A;,Af] e (A;,Ay], onde A; e A representam anos em nosso calenddrio atual.

O3 : Elaborar estratégias para quantificar os multiplos de um niimero natural dentro de
um intervalo numérico, estabelecendo relagdes entre a quantidade procurada e o quociente da
divisdo euclidiana entre dois nimeros naturais. Definir uma relacao geral para determinacio da

quantidade de anos bissextos em um intervalo de anos.

Para a realizacao de SD3 , sugere-se a criagdo de um ambiente que proporcione o
debate de ideias e colabora¢do miutua entre os pares e o professor. A perspectiva é que o
professor atue como participante ativo e instigativo na realizac@o da atividade, a fim de que as
hipéteses e levantamentos feitos, possam a cada passo gerar as percepcoes esperadas e sejam
traspostas para uma linguagem matemdtica mais formal e generalizada. Dessa forma, o professor
poderd organizar as informagdes dadas pelos alunos no quadro, fazendo os questionamentos e
apontamentos pertinentes as contru¢des. E importante que, para cada questdo, os alunos tenham

um tempo para suas proprias elaboracoes.

Faremos a seguir uma sequéncia de observacoes, a titulo de norteamento do trabalho do
professor. E possivel que muitos dos pontos mencionados possam vir da contribuicio dos alunos,

assim como outros levantamentos relevantes que ndo serdo especificados por nos.

No primeiro item de SDj3, espera-se retomar o conceito de multiplos e reforcar sua

representacio a partir de uma igualdade, como por exemplo

1896 = 4.474 (8.1)
1900 = 4.475 (8.2)
1904 = 4.476 (8.3)
2016 = 4.504. (8.4)

Dessa forma, contribuir para a associa¢ao entre o fator multiplicado por 4 e seu sentido de

ordenacao no conjunto dos multiplos de 4, como por exemplo
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My ={4,8,12,16,...} ={4.1,4.2,43,4.4,...}.

Aplicando a observacdo acima na situacao pedida, verifica-se a necessidade em determi-

nar a quantidade de elementos do conjunto {474,475, ...,504}, que é dado por

504 —-474+1 = 31.

Essa relagdo utilizada para contagem de elementos em um conjunto serd aprofundada nos itens
posteriores, contudo € importante chamar a atencao ao fato de adicionarmos 1 a nossa situagcao
para contabilizar também o elemento 474. Assim, como tivemos uma edi¢io extraordindria em
1906 e nos anos de 1916, 1940 e 1944 ndo ocorreram os jogos olimpicos, chega-se a um total de

31+ 1—3 =29 olimpiadas realizadas até o momento estipulado.

A dedugdo que se espera para o segundo item de SD3 € fundamental para construir a ideia
por trds da fungdo piso e inserir sua representagao matematica. Note que nosso intuito € qualificar
o elemento encontrado na fung¢ao piso, relacionando ao quociente g da divisdo euclidiana entre
dois nimeros naturais, sem o interesse de formaliza¢des acerca dela, conforme os resultados

apresentados no Corolario 6.

Espera-se que os alunos relacionem as igualdades (8.2), (8.3), (8.4) e (8.4), a divisdo
euclidiana dos nimeros dados quando divididos por quatro, deixando resto zero. Contudo, para
contribuir nesse processo de relacio e abstracdo, sugere-se comecar as discussoes pelo exemplo

pedido. Fazendo a divisdo euclidiana sugerida temos

118 =4.29+2. (8.5)
Descrevendo o conjunto dos multiplos de 4 entre 1 e 118, obtemos a igualdade

{4,8,12,...116} = {4.1,4.2,4.3,...,4.29},

propiciando subsidios de comparagdo entre o quociente da divisdo euclidiana realizada em (8.5)
e o ndmero total de miltiplos de quatro, discriminados no conjunto acima. Assim, apos tais
conclusdes, o professor pode “combinar” com os alunos a escrita que serd usada para representar

a quantidade de miltiplos de 4, no intervalo [1,a], com a € N, como

i)

Para o terceito item de SD3, pretende-se agrupar as percepcgdes dos dois itens anteriores,
de modo a ampliar sua aplicac@o para a contagem de elementos em conjunto de multiplos por 4
entre intervalos diversos. Outro ponto que se introduzird a partir desse item, € o estabelecimento

do intervalo para contagem de anos bissextos presentes nele. Denotaremos que os intervalos
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relacionados a contagem dos anos bissextos serd de (01,01,A) a (01,01,A+ 1). O problema
nos pede a quantidade de anos bissextos até 2099 e considerando o ano de inicio para contagem
como o ano deste trabalho, buscamos a quantidade de mdltiplos de 4 em [2020,2099). Assim,

uma forma de ilustrar a situagdo é:

2020
* Temos que {TJ = q1 € a quantidade de multiplos de 4 entre 1 e 2020, conforme a

representacdo abaixo:

12 2012 2016 2020
q1 = 505
2099 . ) s
* Temos que | = q> € a quantidade de multiplos de 4 entre 1 e 2099, conforme a

representacao abaixo:

4 & 12 2092 2096 2099

[ ] [ ] o cee o o o

q2 = 525

* Pelas observagdes acima, temos portanto que g, — ¢ € a quantidade de multiplos de 4

entre 2020 e 2099, conforme a representacao:

qi q2 —q1

8 12 2012 2016 2020 2096 2099

o L] [ ] A o o o A [ ] [o]

q>

Mas, note pelas representagdes que como 2020 é multiplo de 4 e entdo estd presente tanto no
primeiro quanto no segundo intervalo mensurado, ao fazermos g — g1 estamos excluindo-o da
contagem. Por isso, para contabilizd-lo fazemos o acréscimo de 1 a ¢» — g1, andlogo a situacao
encotrada no item “a”. Uma ideia similiar pode ser levantada a respeito do ano de 2099, ele faz
parte do intervalo, mas ndo foi contabilizado por ndo ser multiplo de 4. Dessa forma, o problema

pode ser expresso por

SN

1=525-505+1=21
: : J+ + ,

que € a quantidade de anos bissextos pedido.
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No quarto e quinto itens seguiremos um desencadeamento de ideias que apliquem as
percepgdes feitas nos itens anteriores € proporcione situacdes que colaborem na interpretacdo dos
intervalos construidos, para contagem dos multiplos de quatro. No item “d” € importante ressaltar
com o grupo de alunos que no intervalo respectivo a situacdo dada estamos contabilizando 2020

e 2520, ambos multiplos de quatro. Dessa forma, encontra-se

RN

1 1 J+1:630—505+1=126 (8.6)

eventos olimpicos no periodo pedido.

Logo no inicio das discussdes sobre o item ‘“e” € fundamental que os alunos notem
as particularidades da contagem pedida, isto é, o intervalo mensurado é de (01/01/2020) a
(01/01/2520), conforme os padrdes estabelecidos anteriormente para a contagem dos anos
bissextos. Sequencialmente, surge a necessidade de considerar que nem todos os anos olimpicos
encontrados no item “d” sdo bissextos. Segue dai a pergunta geradora:“quem devemos tirar
da contagem?” Das respostas elencadas pelos alunos neste momento, € importante leva-los a
distinguir que todo multiplo de 400 é também muitiplo de 100, mas o contrdrio ndo se aplica. Por

isso, pode-se propor uma contagem em trés etapas:

(i) Determinaremos todos os miltiplos de 100 no intervalo [2020,2520].

2520 | 2020
100 100

J:25—20:5.

(ii) Determinaremos todos os miiltiplos de 400 no intervalo [2020,2520].

2520 | 2020
400 400

J =6—-5=1.
(iii) Subtraimos (ii) de (i) para obtermos somente os nimeros que ndo sao multiplos de 400,
logo5—1=4.

Temos por (8.6) os miltiplos de 4 de [2020,2520]. Logo, como 2520 é miltiplo de 4, precisamos
retird-lo do resultado encontado, devido ao intervalo considerado na contagem dos anos bissextos.

Assim, subtraindo também de (8.6) o determinado em (iii) temos

126 —-1—-4=121

anos bissextos no intervalo de [2020,2520).

No item “f”, espera-se que os alunos consigam reunir todas as reflexdes, padroes e
conclusdes feitas ao longo dos cinco itens anteriores, de forma a usar uma linguagem matematica
adequada para formula¢do da generalizacio esperada. Considerando a fragilidade que os alunos

demonstram em trabalhar com a conexdo entre varios conceitos, ideias e abstracdes, € importante
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optar por um recurso adequado. Uma sugestdo € a organizacdo das discussdes em pontos

principais. A seguir descreveremos um exemplo.

Vamos inicialmente elencar as grandezas presentes nesta contagem e definir suas repre-

sentacoes algébricas:

A; e Ay sdo respectivamente ano inicial e ano final do intervalo analisado;

b ¢ a quantidade de anos bissextos no intervalo [A;,A¢);

* M, é a quantidade de multiplos de 4 no intervalo [A;,A¢);

Mo € a quantidade de muiltiplos de 100 no intervalo [A;,Af);

* My € a quantidade de miltiplos de 400 no intervalo [A;,A ).

Consequente a isso, outro ponto a ser tratado com o grupo € a reflexdo sobre o célculo
de My, considerando as diversas situagdes de A; € Ay. Dessa forma, retomando as observagoes
realizadas nos itens de “a” a “e”, pode-se fomentar a discussdo entre a relagdo de A; e Ay serem
multiplos de quatro e o acréscimo ou retirada de 1, a depender da situacao. Aqui pretende-se
incentivar a discussdo e analogia sobre a utilizagdo das ferramentas apresentadas nesta SD, na
finalidade de realizar a contagem de elementos em um conjunto. Neste contexo, € importante

delinear as possiveis situacdes que podem ser encontradas:

* A; e Ay ndo sdo miiltiplos de 4.
e A; e Ay sdo miiltiplos de 4.
* A; € multiplo de 4 € Ay ndo € multiplo de 4.

* A; ndo € multiplo de 4 e Ay € multiplo de 4.

Descrevemos os casos acima subsidiados pelos exemplos que trataram, em sua maioria,
dos multiplos de 4. Contudo, para o contagem de anos bissextos, serd necessario que tais
conclusdes de estendam também para os multiplos de 100 e 400. Por isso, € interessante chamar

a aten¢do que os itens elencados acima aplicam-se também a eles.

A partir da notacao proposta, transcrevendo o resultado encontrado no item “d”, temos

que b é dado como

b = My — (M00 — Maoo), (8.7)
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tal que pelas conclusdes feitas, temos

( A A
Tf — Zl , seA;, Ay forem ambos multiplos ou ndo multiplos de 4.
Af A,’ - e
My = 21717 + 1, se somenteA; for miltiplos multiplo de4.
Ay A; s 1
i 1, se somenteA ;for miltiplos miltiplo de 4.
(| As Ai Aj At b iltipl ao multiplos de 100
— | = | — SeA; orem ambos multiplos ou ndo miltiplos de 100.
100] [ 100" s P P
Ay A; s e
Moo = 100!~ | 100 + 1, se somenteA; for multiplos multiplo de 100.
A A; 1 te A r fi iltipl iltiplo de 100
— | - — se somente A ¢ for multiplos mdltiplo de 100.
L [100] |100] " / P P
(|42 A A At bos miltipl a0 multiplos de 400
300] ~ |200]" seA;, A s forem ambos miiltiplos ou ndo miiltiplos de 400.
Aj Al 1.0 214
Moo = 200 | ~ | 200 + 1, se somenteA; for miltiplos multiplo de 400.
4y A te A # for mdltiplos mdltiplo de 400
— | == - se somen r multi multiplo .
| 200~ |200] , se somente A ; for multiplos miiltiplo de

SDy : Joaquim decidiu que iria montar uma rotina didria de leitura para ler os livros que
ha tempos estd querendo apreciar. Para isso, ele contou o nimero total de paginas dos livros
que seriam lidos e organizou uma sequéncia, sem interrupg¢des, de quatro periodos, conforme

descrito abaixo:

Periodos | Total de dias no periodo | Nimero de paginas a serem lidas por dia
1° 12 10
2° 18 15
3° 23 20
4° 28 25

Tabela 22 — Organizacgio dos periodos de leitura de Joaquim - SD4

Joaquim deu inicio a sua maratona de leituras numa quarta-feira.
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(a) Qual foi o dia da semana em que Joaquim concluiu suas leituras?

(b) Usando o Teorema da Divisdo Euclidiana, encontre a soma dos restos de cada um dos
nimeros apresentados na coluna “periodo em dias” na divisdo por 7. Qual o resto da

divisdo euclidiana do resultado desta soma por 7?

(¢) Comparando os resultados encontrados em 1 e 2 € possivel perceber alguma correspon-

déncia? Dado as observagdes, descreva uma solugdo alternativa para o primeiro item.

04 : Reconhecer a relag@o de equivaléncia entre o resto da divisdo euclidiana entre uma
soma inicial e um ndmero natural dado com o resto da divisdo euclidiana da soma dos restos, de

cada uma das parcelas da soma inicial, pelo mesmo nimero natural.

Devido as abordagens anteriores que ressaltaram a relacdo da organizagdo de uma
quantidade de dias em semanas através de ciclos de 7 dias, espera-se que os alunos associem as
definicdes e aplicagdes do Teorema da Divisdo Euclidiana para a resolugdo do primeiro item.

Com isso, chegaremos a ideias convergentes a

12+ 18423 +28 =81,

dias totais de leitura. Como esses 81 dias estdo organizados em semanas de sete dias, temos

81 =11.7+4, (8.8)

ou seja, passaram-se 11 semanas inteiras mais quatro dias. Na situagdo, a contagem do ciclo
semanal comegou numa quarta-feira, entdo € interessante ilustrar a sequéncia dos dias da semana

aplicada ao caso:

Dias da semana (S) quarta | quinta | sexta | sdbado | domingo | segunda | terca
Ordenacao do dia da se- 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7°
mana

Tabela 23 — Organizagéo do ciclo semanal - SDy.

Assim, fica evidente a verificagdo de que o ciclo de sete dias encerra-se na terca-feira, e portanto,

quatro dias a frente serd um sabado.

[IPSS)

Nos itens “b” e “c” pretende-se que os alunos verifiquem a relacdo de equivaléncia entre
o resto da divisdo euclidiana de uma soma por sete e o resto da divisao euclidiana da soma dos
restos de cada parcela por sete. Nao se deseja tratar com formalidade a aritmética das classes
residuais, mas sim sua ideia a partir de resultados perceptiveis em exemplos numéricos, no

intuito de se tornar uma ferramenta de simplificacio para cdlculos futuros.
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Durante as discussdes sobre as conclusdes encontradas nesses itens, uma abordagem
que pode contribuir para elaboragdo da visdo geral de que SD4 propde, € a realizada a partir da

estrutura a seguir:

12 = 1.745
18 = 2.7+4
+ 23 = 37+2
28 = 4740

81 = 7(1+243+4)+(5+4+2+40).

Substituindo o primeiro membro da dltima igualdade, pelo resultado dado em (8.8), temos

12 = 1.745
18 = 2.7+4
+ 23 = 37+2
28 = 4740

TA1+4 = T(142+43+4)+(54+4+2+0).

Note que com apoio da igualdade, podemos tornar visual e claro a relagdo entre os
termos de cada membro obtidos nessa soma. No esquema acima, a ultima igualdade traz as duas
primeiras parcelas de cada membro ja convenientemente escritas como multiplos de sete. No
segundo membro € importante chamar a aten¢do ao fato de que a adicao dos termos multiplos
de 7 geraram uma soma também multiplos de 7, ou seja, uma quantidade definida de ciclos
completos. Dessa forma, nosso olhar volta-se para a soma dos restos encontrada no segundo

membro. Observe que na soma destes restos encontramos

5444240=11,

mas a quantidade 11 permite mais um ciclo de 7, entdo

11=7.1+4,

obtendo o resto final do segundo membro igual a 4, equivalentemente ao resto encontado no

primeiro membro da mesma igualdade.

Assim, pudemos através dessa reflexdo construir com eles uma justificativa para a
relacdo percebida nos itens “b” e “c”, levando em consideragdes outros conceitos, principios
e propriedades do conjunto dos niimeros naturais. Tal constru¢cdo nos fornece referéncia para

mostrarmos sua validade para quaisquer outros nimeros naturais.
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Retomando com os alunos a generalizacao do Teorema da Divisdo Euclidiana, dados os
nimeros {ay,da;,as,...,a, } € N quando divididos por um niimero natural b, temos a soma
ap = qi.b+n
a = ¢.b+nr
a = qs3 b+r;

a, = qpn.b+ry,

bgr+re = b+ +@+...+a)+(r+nt+r+..+m),

permitindo a mesma argumentacao feita no exemplo numérico descrita anteriormente.

Como pretendemos utilizar da aritmética dos restos como ferramenta nos calculos que
estdo sendo realizados em torno da nossa sequéncia didética, apds os levantamentos feitos em
SDy, € interessante estipular com o grupo de alunos a forma de representacdo para aplicagao
dessas conclusdes. Nas atividades apresentadas até o presente momento, frisou-se os ciclos de 7
dias e o papel do resto nesta contagem. Devido a tal importancia que exerce, propde-se ao grupo
que, ao tratar dos restos da divisdo euclidiana entre dois nimeros, representaremos esse resto por
7. Por exemplo, uma forma de escrevermos uma solugdo alternativa para o primeiro item de SDy,
por essa nova linguagem, seria

S=5+4+2+0=4,
no qual cada 7 acima representa os respectivos restos na divisdo euclidiana por 7 dos periodos
dados.

O texto que subsidiard a préxima SD foi retirado de (MATEMATICA, 1998-2020).

SD5 .

Quando comeca um século?

Um século comega em um ano 01 e termina em um ano 00.

Por exemplo, o século XX comecou em 1901 e terminou em 2000 e o século XXI
comecou em 2001 e terminard em 2100.
No entanto, para alguns, que reconhecem as alteracdes feitas ao calendario Gregori-
ano em 1582, um século comeg¢a em um ano 00 e acaba em um ano 99.
Os séculos na Histéria sao numerados com algarismos romanos € nomeados com
ordinais do I até o IX (primeiro, segundo, terceiro...) e com cardinais do X em diante
(dez, onze, doze, treze...).

Tabela 24 — Quando comeca um século - SDs.

(a) Com base no texto acima, segundo o calendario Gregoriano, qual serd o dia da semana que

iniciaremos o proximo século? (Dica: o primeiro dia do ano de 2020 foi uma quarta-feira).
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(b) Dadas as observacdes do item anterior, € possivel descrever uma relacio geral que permita

determinar o primeiro dia de um ano qualquer?

(c) Aplique a relagdo encontrada no item b e encontre o dia da semana do primeiro dia do ano
de 2003.

Os : Aplicar corretamete conclusdes realizadas anteriormente acerca do calculo dos
anos bissextos e da aritmética dos restos referentes a operagcdo de adicdo. Formular a partir das
observagdes feitas em uma sequéncia recursiva, uma generalizacdo para determinar o dia da

semana do primeiro dia do ano, em um ano qualquer.

Nesta etapa da nossa sequéncia diddtica, recorreremos as definicdes e metodologias

realizadas na secdo sobre o Teorema de Zeller, com as devidas adptacdes necessarias.

[IP2)

Para a discussao sobre o resultado pedido no item “a”, sugere-se a constru¢ao de uma
sequéncia na mesma ideia da apresentada para a determinagio da Proposicdo 25. E importante
retomar com o grupo de alunos a nomenclatura adotada para cada grandeza utilizada, assim
como a pratica de simplificar os nimeros encontrados utilizando o resto na divisao euclidiana
por sete - reforcando as conclusdes aferidas em SD4. Neste sentido, pode-se introduzir essas
observacdes comparando os dias da semana D e suas respectivas representacdes numéricas, ao
resto da divisdo euclidiana destes nimeros por sete. Um ponto a se levantar com o grupo € a
representacao do sdbado como o 7° dia da semana, que pelo olhar dos restos na divisdo por 7,

temos que ele é dado por 0.

Nesta perspectiva, como quarta-feira foi definida como o quarto dia da semana, introdu-
zimos a andlise da situacdo proposta de modo a chamar a aten¢do inicialmente para um primeiro
periodo, entre 01/01,/2020 a 01,/01/2021. Temos que como 2020 € bissexto, o primeiro dia do
ano de 2021 € apds 366 dias do inicio de 2020, de forma que

D11 0001) =4+366 =4+7.52+2=17.52+6,

ou seja, uma sexta-feira. Com isso, podemos levantar com o grupo pontos como: ‘““se 0 ano
de partida nao for bissexto o periodo serd de 365 dias, que deixa resto 1 na divisdo por sete”.
“Podemos utilizar somente o resto da divisdo por sete em nossa andlise?” A partir desses

levantamentos, sugere-se a organizacdo da sequéncia:
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Periodo | Acréscimo aplicado | Dia da semana (D)

2021 —2022 6+ 1 7=0
2022 —2023 0+1 I
2023 — 2024 1+1 2

i

2024 — 2025 242

Tabela 25 — Sequéncia dos acréscimos de dias ano a ano - item a de SDs.

O intuito € que se conclua sobre um processo para determinar D na ultima linha da
sequéncia acima, isto é, para o ano de 2100. E importante salientar que D é dado pelo resto da
divisdo euclidiana do nimero total de dias encontrado por 7. Durante o processo, as discussoes
devem levar a duas observagdes importantes: € preciso quantificar o total de anos e o total de

anos bissextos no periodo; acrescentaremos 1 para cada um deles em nossa contagem.

Na quantificac@o dos anos bissextos, vale ressaltar nas discussdes que o intervalo buscado
€ [2020,2100) e que tanto 2020 quanto 2100 s@o multiplos de 4. Outro ponto a considerar € que
nesse periodo mensurado temos que 2100 € multiplo de 100 e que nao temos multiplos de 400,

entfdo Moo = 0. Dessa forma, utilizando o resultado dado em (8.7), temos

b = M4s— My

_|2100] ]2020] /2100 |2020 o
- 4 4 100 100

= 525-505

= 20.

Para quantificar o total de anos do periodo, basta fazer 2100 — 2020 = 80. Assim, D na

ultima linha da sequéncia pode ser dado por

D(o1/01/2100) =4+804+20=4+3+6=6.

Logo, o primeiro dia do ano de 2100 serd uma sexta-feira.

Para item “b”, espera-se que reconhecam no processo descrito no item anterior um
caminho que possa ser generalizado para outras situagdes que se queira. Com isso, partindo do
primeiro dia s de um ano A; que se tome por base, pode-se determinar o dia da semana D, do

primeiro dia de um ano Ay qualquer, como
D(I/I/Af) :S—|—(Af—Ai)—|—b. (8.9)

€6 9

Para o item “c” procurou-se proporcionar um cendrio que levasse a utilizacdo da genera-

lizacdo (8.9) e, simultaneamente, estender sua aplicagdo em casos onde A; > Ay. Tal percep¢ido
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estard implicita a partir do resultado encontrado no item “c”, por isso € propicio que o professor
aplicador faga observagdes cuidadosas das devolutivas dos alunos, a fim de realizar intervencdes
e apontamentos necessarios para dar clareza a dedugdo. Neste cendrio, uma estratégia € traduzir
a situacdo como: “Utilizando os mesmos passos do primeiro item, ou seja, se comegamos a
contagem em 2003 e chegarmos a 2020, sabemos que o resultado sera 4, uma quarta-feira. De

qual dia da semana partimos?” Aplicando essas informacdes em (8.9), escrevemos

4 = s+ (2020 — 2003) + b. (8.10)

Uma andlise que julgamos interessante em relacdo a contagem dos anos bissextos €
procurar sempre fazer a leitura da situagdo em termos qualitativos. Por exemplo, neste caso o
intervalo dos anos claramente nao tem multiplos de 100 e nem de 400, portanto o problema se

resume na contagem dos multiplos de 4. Dessa forma, temos pelo resultado de (8.7)

b = Ms— (Moo — Ma)

- [

" 7 J—1—(0—0)

= 505-500—-1
= 4,

e, portanto, retornando para (8.10) segue

4 = +s+17+4

4 = s+21
s = 4-21
s = 4-173. (8.11)

Observe que s € um dia da semana e estamos tratando essa grandeza com base no seu respectivo
resto na divisdo por 7. Na igualdade (8.11) deixamos convenientemente explicito a parcela
multiplo de 7, desse modo temos que 4 — 7.3 deixard resto 4 na divisdo euclidiana por 7 e logo,

o primeiro dia do ano de 2003 foi uma quarta-feira.

O fragmento a seguir foi adaptado de (DIANA, 2012-2020) e subsidiara a préxima SD.

SDg : Vocé sabia?
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Os Sertoes, de Euclides da Cunha

“Os Sertdes” € uma das obras mais emblemadticas do escritor pré-modernista Euclides
da Cunha (1866 — 1909), publicada em 01 de dezembro de 1902. A obra regionalista
narra os acontecimentos da sangrenta Guerra de Canudos, liderada por Antdnio
Conselheiro (1830 — 1897), que ocorreu no Interior da Bahia, durante 1896 e 1897.
Trata-se de um relato histérico mesclado a literatura, posto que Euclides foi convi-
dado pelo Jornal Estado de Sdo Paulo para cobrir a guerra no Arraial de Canudos e
nesse momento, surgiu sua obra.
Por esse motivo, “Os Sertdes” representa um marco da literatura e na histéria
do Brasil, sendo, portanto, analisada por outras areas do conhecimento, tal qual:
Antropologia, Sociologia, Geografia e Historia.
A obra possui um cardter critico e realista nunca antes abordado por um literato
do Brasil, donde Euclides por meio de uma linguagem cientificista recrimina o
nacionalismo e ufanismo exacerbado da sociedade brasileira da época, mostrando a
face cotidiana e realista do pais e das pessoas que o compdem.
De tal modo, trata-se de uma prosa cientifica e artistica, acabando com essa visao
idealista do indio her6i e do negro trabalhador, abordado com entusiasmo pelos
escritores do romantismo.

Tabela 26 — Adaptacao de Os Sertdes - SDg

(a) Em 01/12/2052 comemora-se 150 anos de publicacdo desta importante obra literdria

brasileira. Determine qual serd o dia da semana desse evento.

(b) Estabeleca uma relagdo geral que permita determinar o dia da semana D do primeiro dia

de um més m no ano Ay.

Og : Reconhecer o padrdo presente em uma sequéncia recursiva acerca da quantidade
de dias que cada més acrescenta, ao realizar-se uma contagem a partir do primeiro dia do ano.
Utilizar de generalizagcdes definidas anterioremente para formular uma relagdo que permita

determinar o dia da semana do primeiro dia de um més, num ano qualquer.

No item “a” algumas estratégias de resolu¢des podem ser levantadas pelos alunos to-
mando como inicio das contagens referéncias diversas. E importante explorar as contribui¢des e
levé-los a reflexdes em torno delas, de modo a favorecer a tomada de decisdes que simplifiquem

o processo de contagem e que se apliquem também a outras situagdes.

Um ponto relevante neste item € a aplicacdo da relagdo (8.9) para determinar o primeiro
dia do ano de 2052 e, dessa forma, “o que precisamos descobrir € como contar o total de dias até
o primeiro dia do més de dezembro.” Neste intuito, deixando a escolha do momento adequado
para o professor aplicador, sugere-se a constru¢do de uma tabela como a realizada na Tabela
11, mas que inicie-se no més de janeiro e considere a contagem dos dias para anos comuns e

bissextos. Segue abaixo um exemplo.
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Meses Acréscimo dos dias nos meses Total de dias desde Dy, )
Janeiro | D(y/1/a) = D(1/1/4)+0 0

Fevereiro | D(2/a) = D1/1/a) +31 31
Margo D(l/S/A) :D(l/l/A)+31+28 59
D(1/3 A):D(l 1 A)+31—|—29 60

AbI'ﬂ D(1/4/A) :D(l/l/A) +59—|—31 90
D(14A):D(1 1A)+60+31 91

Maio D(I/S/A) :D(I/I/A) +90+30 120
D(l 5/A) :D(l 1A)—|-91—|—30 121

Junho D(1/6/A) :D(I/I/A)+ 120+ 31 151
D(1/6 A) :D(l 1 A)+ 121+ 31 152

Julho D(1/7/A) :D(l/l/A)+151+3O 181
D(l 7/A) :D(1/1 A) + 152430 182

Agosto | D(y/8/a) = D(1/1/4) + 181+ 31 212
D(l 8/A) :D(l 1 A)+182+31 213

Setembro D(1/9/A) :D(I/I/A)+212+31 243
D(l 9 A) :D(l 1 A)+213+31 244

Outubro D(I/IO/A) =D(1/1/A) 4243430 273
D(l 10/A) ZD(I 1A)+244+30 274

Novembro D(l/ll/A) :D(I/I/A)+273+31 304
D(]/II/A):D(l 1 A)+274+31 305

Dezembro D(l/lZ/A) :D(l/l/A) +304 430 334
D112/ = D(1/1m) +305+30 335

Janeiro D(l/l/A+1) :D(I/I/A) + 334+ 31 365
D1 japn) = D jija) +335+31 366

Tabela 27 — Acréscimos dos dias més a més a partir de D(y 1 /4)

Mediante as observagdes da tabela, como o ano de 2052 é um ano bissexto, de 01/01/2052

até 01/12/2052 passaram-se 335 dias. Desse modo, aplicando (8.9) a situagdo, temos

D(1/12/2052) = D(1/1/2052) +335
— 54 (2052— A}) + b+ 335. (8.12)

Escolhendo A; = 2020, temos s = 4 e aplicando em (8.12) encontramos

D(1/12/2052) =4+ (2052 —2020) + b+ 335. (8.13)

Fazendo a anélise qualitativa para o célculo de b, notamos que, no intervalo de anos analisado,

nao temos multiplos de 100 e nem de 400, de modo que Mgy = 0 e Moo = 0. Em relacao aos



8.2. Relagoes matemdticas presentes no calenddrio - uma proposta de sequéncia diddtica 161

multiplos de 4, verifica-se que 2020 e 2052 o sdo, desse modo, temos por (8.7) que

b = My— (Moo — Maoo)

=222 -0

4
= 513-505
= 8.
Retornando para (8.13) temos
D(1/12/2052) = 4+32+8+335

= 444+1+6
= 15
=1

e, portanto, o aniversario de 150 anos da publicacdo da obra “Os Sertdes” serd num domingo.

[IPN2)

No item “b”, espera-se que os passos realizados em “a” sejam generalizados e possam
ser representados pela simbologia matematica adequada. Assim, o dia da semana Dy /,/4), do
primeiro dia do més m, tal que m € o acréscimo de dias a partir do primeiro dia do ano Ay, €

dado por

D(1/mjaz) =Djijap) +m-

Utilizando o resultado encontrado em (8.9), tem-se que

D(1jmjay) = s+ (Ap—Ai) +b+m, (8.14)

tal que D1 /;/4 /) € o menor resto na divisao por 7.

O fragmento a seguir, foi retirado da matéria encontrada em (SANSON, 2015).

SD7 : Leia o fragmento abaixo.
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Yocé conhece os chamados “Feriados Matematicos”?

(...)Uma das coisas que poucos sabem € que existem os chamados “feriados matemd-
ticos”. Calma, ndo sdo datas de folga a mais no seu calendario, mas sim dias adotados
por matemadticos e cientistas para representar, e em alguns casos até “comemorar”,
alguns célculos e nimeros especificos. Aqui no Brasil, pouco se sabe sobre essas
datas, mas essas celebragdes possuem uma tradi¢do considerdvel nos Estados Unidos,
pois elas se originaram por 14.(...)

Dia da Raiz Quadrada

A raiz quadrada ndo possui uma data especifica de comemoracao anual, mas tem
dias determinados por anos que representam raizes exatas. O conceito foi criado pelo
professor americano Ron Gordon, de Redwood City, na Califérnia, quando anunciou
a data de 9 de setembro de 1981(9,9,81) como Dia da Raiz Quadrada.

Desde entdo, todos os dias com nimeros iguais ao do més em questao, e que, multipli-
cados, resultem na dezena final do ano sio considerados Dia da Raiz Quadrada. Dessa
forma, os dltimos dias dessa comemoracao ocorridos foram (2,2,04) e (3,3,09). Ja
0 préximo que vai ocorrer é logo em abril do ano que vem, em (4,4,16).

O Dia da Raiz Quadrada possui um site proprio € uma pagina no Facebook para que
as pessoas interessadas possam se reunir e trocar ideias nos periodos que antecedem
as datas.

Tabela 28 — Feriados Matematicos - SD~

(a) Qual serd o dia da semana do proximo “feriado matematico” referente ao dia da raiz

quadrada?

(b) Utilize as observagdes feitas no item anterior e descreva uma relacdo entre um dia do més

m, e os dias da semana decorrentes do primeiro dia do més m.

(¢) Seja D(g/m JAg)» tal que D/, JAp) € o menor resto na divisdo por sete, o dia da semana
de um dia d no més m, em um ano Ay. Reunindo as observagdes e conclusdes feitas,
generalize uma relagdo matematica que permita determinar D /,,/4 ;) para qualquer data

que se queira.

O7 : Deduzir a partir de uma sequéncia recursiva a relacao entre um dia do més e o dia
da semana anterior a ele. Aplicar tal percepcao a generalizagdes ja realizadas anteriormente, de
forma a inserir a grandeza referente ao dia do més, proporcionando a construcao de uma relagdo

ainda mais geral na determina¢do do dia da semana, em uma data qualquer do calendério atual.

E importante que o aluno reconhe¢a em todo o processo que vem sendo descrito, a partir
das resolugdes e discussdes das situagdes desafiadoras, a abordagem espiralada dos conceitos e
aplicacdes. Desse modo, ele tem como ponto de partida uma conclusdo assimilada anteriormente

e € motivado a fazer novas formulacgdes, que expandam as percepgdes ja realizadas.
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Nao distinto a essa ideia, o item “a” da SD7 tem como objetivo que os alunos recorram a
relacdo (8.14) para subsidiar as contagens para o dia que se pede. A partir do entendimento do
texto de referéncia, traga-se que procuramos o dia da semana de 05/05/2025. Uma estratégia

para a explicitacdo da relagcdo entre o dia procurado, com (8.14) € a mostrada na sequéncia

abaixo:
D(01/05/2025) = D(01/05/2025)
D(02/05/2025) = D(01/05/2025) 1
D(03/05/2025) = D01/05/2025) +2
D(04/05/2025) = D(01/05/2025) 3
D(os/05/2025) = Dio1/05/2025) +4-

Note que os acréscimos aplicados a D (g /p5/2025) mostram o quanto caminha-se nos dias

da semana a partir dele, assim, temos que

D(0s/05/2025) = D(01/05/2025) +4
= s+(2025—A;)+b+m+4. (8.15)
Por conveniéncia, toma-se A; = 2020 e logo s = 4. Dessa forma, temos que b sd@o os multiplos de

4 no intervalo [2020,2025) e, portanto, b = 2. Pela Tabela 27, temos que m = 120 e aplicando

tais observagdes em (8.15), encontramos

D(05/05/2025) - 4—|—5+2—|—120+4
= 4454+2+1+4

I
oY

Logo, o dia da raiz quadrada de D s 05/2025) serd uma segunda-feira.

Com a base de reflexdo apresentada no item “a”, € explicito observar que dado um dia
d do més, o dia da semana que o representa difere de 1, em relacdo ao dia da semana do dia
anterior, o que responde o solicitado no item “b”. Assim, a generalizacdo pedida no terceiro item

¢ imediata, de forma a obtermos:
Diajmjag) = Pjmjag +d =1 (8.16)
Aplicando as conclusdes de (8.14) em (8.16), temos
D(d/m/Af):s+(Af—Ai)+b—|—m+d—1, (8.17)
tal que D(g/,/a /) € o menor resto na divisao por 7, determinando assim a generalizacao pedida.

Finalizado SD7 € interessante retomar com os alunos o objetivo geral apresentado no
inicio das discussoes, ainda em SD1, € propor uma comparagdo com os resultados finais encontra-

dos, para fidelizar o cumprimento de tal objetivo. Nesta perspectiva, apresentamos uma situacao
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desafiadora final que tem como objetivo a aplicacdo da referida relacdo e, concomitantemente,
avalie o uso dos recursos numéricos e algébricos apresentados ao longo dos procedimentos

realizados anterioremente.

SDg : Agora é o momento da verdade: em que dia da semana serd seu aniversario de 50

anos ?

Og: Avaliar o emprego das relagdes algébricas e aritméticas construidas acerca da

grandeza dia da semana a partir das referéncias dia, més e ano.

Note que ao propormos um desafio que € particular a realidade de cada aluno, estamos
proporcionando também uma ferramenta que permita a averiguacao da compreensado individual
acerca do tema desenvolvido na sequéncia didatica. Como a resolucdo de SDg perpassa a
utilizag@o de todas as conclusdes e conceitos estabelecidos nas SD anteriores, permite um ollhar
para possiveis dificuldades especificas dos alunos, contribuindo assim para uma intervencao

pontual do professor nesses casos.

Para colaborar com o professor na correcdo dessa atividade, sugere-se o uso do

site: http.//www.supercalendario.com.br/.

Em toda a sequéncia didatica apresentada, através da resolucdo das SD,, foi possivel
observar que os problemas ndo estavam resumidos na resolucdo de uma equagdo ou algoritmo,
mas na fomentacdo do pensamento algébrico. Para (PONTES; BRANCO, 2009), a constru-
¢ao do pensamento algébrico esta diretamente relacionado as situagdes de aprendizagem que

apresentamos aos alunos. Segundo o mesmo autor, tais situagdes devem

“(...) dar-se énfase aos significados que podem ser representados por
simbolos levando os alunos a “pensar genericamente”, percebendo re-
gularidades e explicitando essas regularidades através de estruturas ou
expressdes matemdticas e a “pensar funcionalmente”, estabelecendo
relagdes entre varidveis.” (PONTES; BRANCO, 2009, p. 14)

Dessa forma, ao selecionar tépicos da aritmética modular implicitos nos eixos do cur-
riculo do Ensino Fundamental dos anos finais, pode-se proporcionar o uso de propriedades do
conjunto dos ndmeros naturais e inteiros de forma mais abrangente e qualitativa, diferindo do
trato que recebem comumente nas praticas de ensino. Acrescenta-se ainda a contribui¢do na
transi¢ao para o uso da linguagem especifica e aprimoramento do pensamento algébrico, a partir

do uso e exploracdo de sequéncias e regularidades.
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