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Resumo

Os conteiddo matematicos ensinados no Ensino Bésico sao muito influenciados pelas
avaliagoes externas que os alunos realizam ao término do Ensino Médio, principalmente o
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Dessa forma, contetidos que néo sao cobrados
ou sao pouco cobrados no ENEM tem sido relegados por escolas e professores. Um
dos contetdos relegados, na experiéncia do autor, € a Algebra Matricial, contetido que
tem assumido uma grande importancia na atualidade. A utilizacao de matrizes para
a realizacao de transformacoes geométricas e para a resolugao de sistemas lineares sao
dois exemplos dessa importancia. As transformacoes geométricas através de matrizes
tém sido muito utilizadas na movimentacao de bragos robdticos e na computacao grafica,
enquanto que sistemas lineares conseguem modelar diversas situagoes, tanto na propria
Matematica como em outras areas do conhecimento. Por outro lado, a Algebra Matricial é
um conteudo abstrato e de dificil contextualizagao devido a grande quantidade de operagoes
que sao necessarias para representar uma unica situagao problema. Dessa forma, essa
dissertacao tem por objetivo desenvolver atividades contextualizadas para o ensino da
Algebra Matricial com a utilizacao de recursos tecnolégicos. Para a construcao dessas
atividades, utilizamos o conceito de pensamento computacional e cendrios investigativos.
Através de uma anadlise bibliogréfica, constatamos que o pensamento computacional possui
muitas intersecoes com a Matematica e, aliado a préatica de investigagao, foi possivel
desenvolver trés atividades que possuem um perfil empirico e que colocam o aluno em
uma posigado mais ativa em seu processo de aprendizagem. Acreditamos que atividades
com esse escopo, promovem mais do que um ensino contextualizado, promovem o espirito
criativo e investigador, além de uma reflexao sobre como ensino de matemética precisa se
conectar com a realidade e promover uma formagao com significados.

Palavras-chave: Matriz. Pensamento Computacional. Investigacao.



Abstract

The mathematical content taught in Basic Education is greatly influenced by external
evaluations that students perform at the end of High School, mainly the National High
School Exam. Thus, content that is not in National High School Exam has been relegated
by schools and teachers. One of the contents relegated, in the author’s experience, is
Matrix Algebra, content that has assumed great importance today. The use of matrices
to perform geometric transformations and to solve linear systems are two examples of
this importance. Geometric transformations through matrices have been widely used in
the movement of robotic arms and in computer graphics, while linear systems are able
to model different situations, both in Mathematics itself and in other areas of knowledge.
On the other hand, Matrix Algebra is an abstract content and difficult to contextualize
due to the large number of operations that are necessary to represent a single problem
situation. Thus, this dissertation aims to present contextualized activities for teaching
Matrix Algebra with use of technological resources. For the construction of these activities,
we used the concept of computational thinking and investigative scenarios. Through a
bibliographic analysis, we found that computational thinking has many intersections with
Mathematics and, combined with investigative approach, it was possible to develop three
activities that have an empirical profile and put the student in a more active position
in their learning process. We believe that activities with this scope, promote more than
contextualized teaching, promote the creative and investigative spirit, as well as a reflection
on how mathematics teaching needs to connect with reality and promote meaningful
education.

Keywords: Matrix. Computational Thinking. Investigation.
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1 Introducao

Com a descoberta da contagem, o homem comegou a representar nimeros de seu
cotidiano. Com o passar do tempo, contar nao era mais suficiente, entao surgiram as
operagoes matematicas e a dificuldade de realizar essa computagao mais primitiva. Com o
novo desafio, o homem passou a buscar maneiras de representar os nimeros e os calculos
para facilitar a ardua tarefa de resolver os problemas que surgiam envolvendo as operagoes
matematicas.

Dessa forma, pedras, conchas, buracos no chao, dedos das maos e muitos outros
objetos foram utilizados na tentativa de facilitar o desenvolvimento das operagoes. Muitos
séculos depois, como fruto do actimulo de experiéncias dessas tentativas, nasce o abaco,
considerada a primeira calculadora primitiva. Por muito tempo, o abaco foi o principal
instrumento para auxiliar em célculos. Posteriormente, segundo Eves [1], em 1642, Blaise
Pascal construiu um instrumento para auxiliar seu pai em céalculos mais complexos,
pois ele era coletor de impostos. Com o passar dos anos e o continuo desenvolvimento
das tecnologias, em meados do século passado, surgem os primeiros dispositivos que
automatizaram os cdlculos mateméaticos como o ASCC (Automatic Sequence Controlled
Calculator) em 1944 nos Estados Unidos, o ENIAC (Electronic Numerical Integrator
and Computer) em 1945 também nos Estados Unidos e o ACE (Automatic Coputing
Engine) em 1946 na Inglaterra. No inicio, esses instrumentos eram grandes e pesados
(o ASCC pesava cerca de cinco toneladas, o ENTAC cerca de trinta toneladas e o ACE
cerca de 10 toneladas), mas, com o tempo, eles foram se tornando cada vez menores e
mais acessiveis a populacao, além de realizarem operagoes e calculos mais complexos e
muito mais rapidamente. Dessa forma, nas palavras de Saeli et al. [2], “a computagao
conseguiu conquistar a maioria dos aspectos de nossa sociedade e, para se encaixar, as

pessoas precisam ser verséateis e adaptdveis a tecnologias modernas e futuras” ! (p.73,

l“computing succeeded to conquer most of the aspects of our society and, in order to fit in, people

need to be versatile and adaptable to modern and future technology”
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tradugao nossa).

Naturalmente, uma area profundamente impactada pela computagao é a Educacao
e um dos primeiros estudos a esse respeito é devido a Papert et al. [3] no final da década
de 1960 e inicio da década de 1970. Nesse trabalho, é realizado um estudo exploratorio
sobre a influéncia que a utilizagao da programagao possui no ensino de Matematica e deu
origem a muitos outros trabalhos na area em todo o mundo. Comeca, entao, a surgir o
conceito de pensamento computacional.

Para alguns autores o pensamento computacional estd intimamente ligado ao ato
de programar, sendo que

Programar envolve a habilidade de criar uma solucao para um problema.
Criar uma solugao significa que um dos resultados da aprendizagem é
a habilidade de solucionar problemas e também, se for um problema
grande, a habilidade de dividir o problema em subproblemas e criar uma
solugao geral generalizavel. Além disso, o aluno adquire a habilidade
de criar solucdes titeis, legiveis e atrativas. 2 (Saeli et al. [2], p. 77-78,
traducao nossa)

Mas para Wing [4], o pensamento computacional vai além, pois é o ato de conceituar
e nao somente programar, sendo uma habilidade fundamental e complementar & Matematica
e Engenharias, por fim é a forma do homem pensar. Nessa perspectiva, nao é suficiente
ao individuo desenvolver o letramento computacional que é “a habilidade de (apenas)
operar adequadamente os computadores” (Silveira e Barcelos [5], p. 5). Os mesmos
autores tracam um paralelo entre o ensino de Matematica apresentado nos Parametros
Curriculares Nacionais(PCN), Documento que regulamentava a Educagao Bésica até 2019,
e o pensamento computacional, trazendo algumas relagoes entre ambos.

Por outro lado, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [6] define o pensamento
computacional como uma dimensao que “envolve as capacidades de compreender, analisar,
definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas solucoes, de forma
metddica e sistematica, por meio do desenvolvimento de algoritmos” e relaciona essa
dimensao a disciplina de Matematica. Segundo a BNCC, nos anos iniciais do Ensino
Fundamental, o aluno deve ser estimulado a utilizar calculadoras e planilhas eletronicas

para que, nos anos finais, possa desenvolver o pensamento computacional por meio da

2Programming involves the ability to generate a solution to a problem. Generatingsolutions means
that one of the learning outcomes is the ability to solve problems and also, if the problem is a big problem,
the ability to split the problem into sub problems and create a generalizable central solution. In addition,
the student achieves the ability to create usable, readable and attractive solutions.
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interpretacao e elaboracao de algoritmos.

Nesse cenario, a presente dissertacao tem como objetivo integrar o pensamento
computacional ao Ensino de Matematica no Ensino Médio, mais precisamente ao estudo
da Algebra Matricial. Para isso, realizaremos a construcao de atividades com o auxilio da
investigagao matematica e de recursos computacionais como linguagens de programacao.

Para viabilizar esse estudo e reduzir o trabalho realizado pelo aluno, faremos uso
das linguagens de programacao. Podemos definir a linguagem de programagao como
o “idioma” da maquina e, da mesma forma que existem varios idiomas, existem varias
linguagens de programacao, cada uma com suas particularidades. Utilizar uma linguagem
de programacao mais simples e visual nos anos escolares iniciais auxilia no desenvolvimento
do raciocinio logico sem uma preocupagao com a sintaxe.

Com o desenvolvimento da abstragao, linguagens de programacao mais robustas
e menos visuais podem ser adotadas pelos alunos, de forma que a linguagem de progra-
macao nao seja um fator muito importante para os alunos do Ensino Médio. Segundo
Szlévi e Zsaké [7], é muito importante ensinar as estruturas de programacao tradicionais
independentes de linguagem de programacao e a escolha da linguagem de programacao
passa a ser do aluno que deve realiza-la de acordo com suas preferéncias.

Por outro lado, a maioria dos alunos brasileiros nao possui contato com linguagens
de programacao nos anos iniciais de sua escolarizacao, entao serao utilizados o programa
Maxima [8] e a linguagem de programacao Octave [9] para desenvolver as atividades pro-
postas. Serd utilizado também, o programa Geogebra [10] para as construgoes geométricas
que irao auxiliar no desenvolvimento das atividades. Esses trés recursos tecnolégicos sao
gratuitos e possuem péagina na internet com o link para download e diversos materiais de
apoio, como manuais e tutoriais.

A Algebra Matricial foi escolhida, inicialmente, pela sua grande relevancia na
atualidade. Segundo Parlett [11], um dos trés principais problemas da computagao
matricial é a resolucao de sistemas lineares. De fato, muitos problemas da matemaética
aplicada podem ser transformados em sistemas lineares, porém com dimensoes muito
altas, dificultando a sua resolucao. Ainda segundo Parlett, Leslie Fox, Turing e Wilkinson,
durante o projeto de desenvolvimento do ACE, em meados dos anos 1940, demoraram
duas semanas para resolver um sistema linear 18x18 com calculadoras de mesa. As

transformagcoes geométricas com énfase na rotagao sao outro grande exemplo de aplicacao
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da Algebra Matricial, principalmente na movimentacao de bragos robéticos. Novamente,
a quantidade de calculos envolvidos para o estudo de um braco robdtico inviabiliza a
utilizagao desse exemplo para o Ensino Médio.

Por outro lado, foi realizada uma busca na base de dados de dissertacoes do
PROFMAT na qual foi constatada a existéncia de diversos trabalhos que associam o ensino
de Matematica e o pensamento computacional. Desses, dois trabalhos tangenciam o estudo
da Algebra Matricial, pois realizam o estudo de sistemas lineares a partir de recursos
tecnolégicos. O primeiro trabalho é de Oliveira [12], que utiliza o programa Maxima para
auxiliar na resolugao de sistemas lineares através da interpretacao geométrica e o segundo é
o trabalho de Fonseca [13] que utiliza o MIT App Inventor para desenvolver um aplicativo
que resolve sistemas lineares utilizando a Regra de Cramer.

Assim, no Capitulo 2, sera feito um estudo inicial da Algebra Matricial no qual
serao apresentadas algumas observacoes baseadas na experiéncia do autor em relacao
as dificuldades enfrentadas pelos alunos do Ensino Médio quando estudam o contetido
de matrizes. Ainda serao apontadas algumas relacoes entre o conteido matemaético e
o pensamento computacional. Em seguida, serao apresentados alguns pseudocdodigos
dos algoritmos matematicos apresentados e que podem ser transformados em rotinas e
programas utilizando uma linguagem de programacao.

No Capitulo 3, serd feita a apresentacao do pensamento computacional através de
um levantamento bibliografico e discussao sobre algumas de suas habilidades. Tracaremos
um paralelo entre o pensamento computacional e o ensino de Matematica. Em seguida,
serao feitas comparacoes entre o pensamento computacional e algumas metodologias da
Educacao Matematica. Por fim, serao apresentadas trés atividades. A primeira tem o
objetivo de construir ferramentas algébricas para a movimentacao de um braco roboético, a
segunda tem o objetivo de construir ferramentas algébricas para descrever a movimentacao
de um ponto sobre a esfera e a iltima tem o objetivo de construir um método para a
resolucao de sistemas lineares e a apresentacao de recursos tecnoldgicos que realizam
essa resolucao. As possibilidades de contextualizacao trazidas pela insercao de recursos
tecnoldgicos evidenciam a relevancia que o pensamento computacional pode ter no ensino

de Matemética.



2 Algebra matricial computacional

Um dos maiores desafios dos professores de matematica da atualidade é contextua-
lizar a matematica, torna-la mais proxima da realidade e do cotidiano do aluno. Dessa
forma, o aluno poderd entender qual a importancia do conhecimento matematico em sua
vida e a aprendizagem serd significativa (BNCC [6]).

Nessa busca pela contextualizacao, surge uma pergunta muito importante no cenario
da Educacao Matematica: é possivel contextualizar todos os contetidos matemaéticos da
Educacao Basica?

Essa pergunta surge principalmente em conteiidos matematicos essencialmente
abstratos e que sao, muitas vezes, utilizados como ferramentas para outro conteido. Um
exemplo é o estudo de matrizes no 2° ano do Ensino Médio. E um contetdo extremamente
abstrato e que ¢é utilizado para a resolugao de sistemas lineares, seja pelo Método de
Cramer ou pelo escalonamento.

A resolucao de sistemas lineares é muito importante para a matematica de forma
que ¢é apontado como um dos trés principais problemas da computacao matricial, segundo
Parlett [11]. Muitos problemas e fenomenos podem ser modelados a partir de um sistema
linear, porém sua utilizacao se torna inviavel devido a grande quantidade de equacoes.
Ainda segundo Parlett [11], em meados dos anos 1940, os matematicos Leslie Fox, Turing
e Wilkinson demoraram duas semanas para resolver um sistema linear 18 x18 utilizando
calculadoras de mesa.

Uma outra possibilidade de contextualizacao sao as transformacoes geométricas no
plano e espaco, ou seja, translacao, rotacao e homotetia que sao utilizadas na computacgao
grafica e na movimentacao de bracos roboticos. Essas aplicagoes se dao através das matrizes
e suas operagoes, ou seja, escrevemos os objetos e as transformagoes como matrizes e
realizamos as operacoes entre eles. Como veremos mais a frente, a quantidade de calculos
envolvida para esses estudos inviabiliza a utilizacao desse exemplo para o Ensino Médio.

Voltaremos a falar desses exemplos na secao 3.3.

13
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Assim, decidimos verificar trés cole¢oes de livos didaticos do Ensino Médio (lezzi,
Paiva e Leonardo, [14, 15, 16]) e verificar quais as abordagens trazidas por esses autores
para o conteido de matrizes. Nos trés livros, a abordagem inicial é comparar uma matriz
com uma tabela numérica. Em seguida, o contetido é desenvolvido de forma abstrata, sem
conexao com a realidade. Apés realizar toda a construcao do conteudo, os autores lezzi
et al. [14] e Paiva [15] realizam uma mengao ao uso de matrizes na computagao grafica e
realizam algumas transformagoes geométricas a partir de matrizes de forma superficial. O
autor Leonardo [16] ndo desenvolve contextualizagdes.

A grande dificuldade em desenvolver atividades que explorem a contextualizacao de
matrizes esta na grande quantidade de operacoes que esse conteido exige. Por outro lado,
a quantidade de problemas que podem ser contextualizados utilizando matrizes ou sistemas
lineares é muito grande. E possivel modelar diversos problemas da fisica envolvendo as
leis de Newton ou as leis de Ohm, balancear equagoes quimicas, modelar problemas da
economia, da engenharia e até o trafego de veiculos. Por esse motivo, escolhemos trabalhar
com esse conteido tao importante da matematica.

Para isso, desenvolveremos atividades contextualizadas envolvendo matrizes e a
resolugao de sistemas lineares através da notagao matricial. Para podermos nos aproximar
da realidade, utilizaremos recursos computacionais para realizar as contas, dessa forma
podemos diminuir as limitacoes na escolha dos problemas e situagoes a serem desenvolvidos.

Naturalmente, para entender as atividades que serao desenvolvidas, precisaremos
revisitar e construir alguns conceitos matematicos na area da Algebra Matricial e avanca-
remos um pouco além do conteido do Ensino Médio. Apresentaremos algumas técnicas de
resolucao mais avancadas, pois é importante ampliar as possibilidades para que o professor
possa desenvolver atividades mais avancadas dependendo da turma.

Em seguida, faremos a apresentagao de ferramentas computacionais, apresentare-
mos o conceito de algoritmo seguido de alguns exemplos que esperamos que os alunos
desenvolvam durante as atividades propostas no préximo capitulo.

Para a construgao desse capitulo utilizamos os seguintes autores:Burden [17], Go-
lub [18], Atkinson [19], Stewart [20], Hoffman e Aldenkunze [21], Boldrini et al. [22].
Nao aconselhamos a utilizacao dessa bibliografia com os alunos do Ensino Médio, pois
possui um alto grau de profundidade no contetido e algumas notagoes sao mais complexas.

Recomendamos a construcao de apostilas ou estudos dirigidos para melhor compreensao
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dos alunos.

2.1 Algebra matricial

Nosso principal objetivo ao escolher trabalhar com sistemas lineares e matrizes ¢é
desenvolver modelos baseados nessas teorias. Assim, precisaremos conceituar as matrizes
e criar uma resolucao sistemaéatica para os sistemas lineares. Para isso, nosso primeiro
passo sera a construcao desses elementos juntamente com a relagao existente entre eles.
Em seguida, comegaremos a pensar nos possiveis métodos de resolucao de sistemas
lineares. Tentaremos desenvolver as ferramentas matriciais necessarias concomitante com

as propostas de resolucao dos sistemas lineares para tornar o texto mais fluido.

Definicao 2.1: Uma matriz de ordem m x n é uma tabela de elementos dispostos em
m linhas e n colunas. Os elementos de uma matriz podem ser niimeros, fungoes ou ainda

outras matrizes. Para o ultimo caso, a matriz é chamada matriz em bloco.

Exemplo 2.1.1: Existem algumas notagoes para matrizes, entao, no decorrer do texto,
serao adotados letras maitsculas para representar uma matriz e os colchetes para listar

seus elementos.

~1 15 T
1 2 1 2 6
2 3 2 35 3 i) 11

| V2 —v3 VT8 |

Os elementos de uma matriz serao representados por letras minusculas correspon-
dentes a matriz que pertencem e sua localizagao sera feita através de dois indices, em
que o primeiro representara a linha e o segundo a coluna. Assim, os elementos as;, b1z €
cs1 das matrizes acima sdo, respectivamente, 2, 6 e v/2. Em alguns casos, utilizaremos a
notacao A,,x, ou [aij]mm para indicar uma matriz de ordem m x n. A primeira relagao
que precisamos definir é a igualdade entre matrizes. Duas matrizes, A e B sao iguais
se possuem a mesma ordem e a;; = b;; para todo 7 e j.

Apresentaremos alguns casos particulares de matrizes ao longo do texto sempre que

for necessario. Nosso primeiro caso particular sera a matriz quadrada cujo niimero de



Capitulo 2. Algebra matricial computacional 16

linhas ¢é igual ao nimero de colunas. Por simplicidade, dizemos que uma matriz quadrada
possui ordem n. O conjunto dos elementos da forma a;; é chamado de diagonal principal e
o conjunto formado pelos elementos da forma a;,+1—; ¢ chamado de diagonal secundédria.

As primeiras operagoes entre matrizes sao a adigao, o produto por escalar e o produto.
A adicao e o produto por escalar sao intuitivos e suas propriedades sao consequéncias
diretas da definicao e nao serao demonstradas nesse trabalho. Essas demonstragoes podem

ser verificadas em Boldrini et al. [22] e Hoffman e Aldenkunze [21].

Definigao 2.2: Sejam A = (aj)mxn € B = (bij)mxn Matrizes de mesma ordem e ov um
nimero real. A soma das matrizes A, B serd definida por A + B = [a;; + bij]mxn € O

produto por escalar da matriz A pelo nimero real o é definido por a - A = [ - a;5].

Exemplo 2.1.2: Podemos observar o funcionamento dessas duas operacoes nos exemplos

abaixo.
2 37 5 —2 3 7 1 10
+ frd
-1 3 8 2 -5 1 1 -2 9
5 2 37 6 9 21
-1 3 8 -3 9 24

Pelos exemplos acima, podemos perceber que a soma e o produto por escalar sao
realmente bem intuitivos e a operacao esta restrita a cada posicao na matriz. Além
disso, a soma nao pode ser realizada entre quaisquer duas matrizes, é necessario que as
matrizes sejam compativeis, ou seja, tenham a mesma ordem nesse caso. Dessa forma,
quando realizamos uma restricao a matrizes de mesma ordem, verificamos que a soma
é comutativa, associativa, possui elemento neutro que é a matriz nula (matriz de
mesma ordem com todos os elementos nulos) e elemento inverso para a soma. Por sua
vez, o produto por escalar é associativo, possui unidade e é compativel com a adigao,
ou seja, podemos utilizar a distributividade tanto de matrizes em relacao a um escalar
como de escalares em relacao a uma matriz. Além disso, se multiplicarmos uma matriz pelo
escalar nulo, o resultado sera a matriz nula. Com isso, podemos dizer que o subconjunto
de matrizes de mesma ordem formam um espacgo vetorial sobre os Numeros Reais. Essa
construgao pode ser aprofundada em Boldrini [22] e Hoffman e Aldenkunze [21].

Para o produto, a operagao extrapola a posicao do elemento e se da entre as linhas

e colunas das matrizes, como veremos abaixo.
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Definigao 2.3: Sejam A = [aij]mxn € B = [brs]nx; duas matrizes. O produto entre as

matrizes A,,xn € Bhx ¢ @ matriz Chyxp = [Cuv]mx definida por

n
Cuv = E aukbkv = aulblv + -+ alnbnv
k=1

Exemplo 2.1.3: E importante perceber que a ordem das matrizes precisa ser compativel,
de forma que a quantidade de colunas da primeira matriz deve ser igual a quantidade de
linhas da segunda matriz. A matriz resultante tera a quantidade de linhas da primeira

matriz e a quantidade de colunas da segunda matriz, como mostrado abaixo.

01 0-0+41-4 0-1+1-2
01
21 =12-0+1-4 2-141-2
4 2
0 3 0-0+3-4 0-1+3-2
0 2
=1 4 4
12 6

Naturalmente, o produto entre matrizes nao é comutativo como consequéncia direta
da necessidade da compatibilidade entre as matrizes. Porém, devido a construcao do
produto, mesmo para matrizes quadradas de mesma ordem, o produto nao é comutativo.
Para matrizes em bloco, o produto é realizado inicialmente com os blocos, em seguida é
realizado o produto entre as matrizes que sao seus elementos e por fim é feita a soma entre

as matrizes resultantes do segundo produto.

All A12 Bll BlQ
A21 AQQ B21 B22

A1 - Bii 4+ Ajg - By A1 - Big + Ajg - By

Agy - Bi1 + Ags - By Ag1 - Bis + Aoy - By

O produto de matrizes é associativo e compativel com a soma, ou seja, podemos
utilizar a distributividade. Além disso, existe um elemento neutro da multiplicagao de
matrizes quadradas que é a matriz identidade, matriz quadrada cujos elementos da

diagonal principal sao todos iguais a um e os demais sao iguais a zero, denotada por I,,.
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Iremos, agora, apresentar o conceito de sistemas lineares para podermos criar a

relagao entre esses dois elementos. Vamos comegar, entao, pela definicao de equagao linear.

Definicao 2.4: Equacgao linear ¢ toda equacao da forma
a1 + asxs + asxs + -+ a,xr, =b

em que ay, as, as, - -+, a, sao coeficiente, xy, w9, 3, - -+, T, sao incognitas e b o termo

independente.

Como o trabalho sera desenvolvido voltado para o Ensino Médio, adotaremos o
Conjunto dos Numeros Reais (R) como conjunto universo para os coeficientes, as incognitas
e o termo independente. Um sistema de equacoes lineares sera um conjunto de equagoes

lineares com mesmas incégnitas.

Definicao 2.5: Um sistema de equagoes lineares com m equagoes e n incégnitas é

um conjunto de equacoes lineares do tipo

p
a11r1 + a1y + -+ Apk, = b1
anry + apry + - 4+ anr, = b
(2.1)
Am1T1 + A2y + 0+ GppTn = bm

com a;; coeficientes, x; incognitas e b; termos independentes para todo 1 <14 < m e todo

I<j<n.

O sistema (2.1) pode ser escrito utilizando matrizes, de forma que cada um dos

elementos forma uma matriz.

11 Q12 - Qin X1 by
Q21 Q22 +-° Q2n X2 by

: = (2.2)
Am1 Am2 - Omnp S bm

ou ainda A-X = B em que
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a1 a2 - Aip
Q21  A22 -+ Agp
A=
Am1 Am2 - Amp
¢ a matriz dos coeficientes,
T
T
X =
'In
¢ a matriz das incognitas e
by
bo
B =
b,

¢ a matriz dos termos independentes.

Observe que associamos um vetor do R” a uma matriz coluna, ou seja, uma
matriz de ordem n x 1. Dessa forma, com o intuito de evitar confusoes, utilizaremos uma
letra minuscula em negrito para identificar um vetor do R™ em sua forma matricial. Assim,
a matriz das incognitas sera representada por x e a matriz dos termos independentes sera
representada por b.

Em alguns casos, analisar a matriz dos coeficientes juntamente com a dos termos
independentes torna a resolugao mais direta, dessa forma podemos criar a a matriz

estendida do sistema (2.1),

|
ap; a2 - aln‘bl

|
a1 Qg -+ gy 1 by

|

|

|

|
am1 Gm2 " amn‘bm

Analisando a equagao (2.2), podemos perceber que as operagoes definidas anterior-
mente para matrizes sao compativeis com os sistemas lineares. Mais ainda, a reescrita do
sistema s6 é possivel com o produto de matrizes definido anteriormente. Por outro lado, o

produto matricial e a construcao de um sistema linear através da notacao matricial sao a
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primeira dificuldade encontrada pelo aluno do Ensino Médio que nao esta acostumado com
essa notacao abstrata. A pergunta mais natural que surge ao aluno é: “Por que escrever
um sistema na forma matricial se posso resolvé-lo utilizando o método da substituicao ja
conhecido? Por que dificultar a resolugao do sistema?” Essa pergunta é natural porque
construimos o conteido de matrizes de forma isolada e completamente dissociado de uma
contextualizagdo (lezzi et al. [14], Paiva [15] e Leonardo [16]). Dessa forma, os alunos
nao percebem a relagao entre matrizes e sistemas lineares e, consequentemente, também
nao percebem a importancia de desenvolver um método mais sistematico para resolver
sistemas lineares. De fato, os sistemas necessarios para modelar uma situagao real nao se
restringem a trés equacoes e sua resolucao seria muito lenta e dificil. Por exemplo, sao

necessarias pelo menos cinco equagoes lineares para modelar o sistema elétrico abaixo.

Figura 2.1: Sistema elétrico

A 20 B 3Q C
ALY AL
iy l:z i3 i4l 20
i
v volts — 59-§ 20.§ D
ig
P
iy i3 10
vV VvV
G 30 F 40 E

FONTE: BURDEN, FAIRES (Burden [17], p.357)

Observe que esse sistema ainda é pequeno se compararmos ao sistema elétrico de uma
casa. Pensar no dimensionamento elétrico de uma casa pode ser uma boa atividade para
alunos do Ensino Médio e imprescindivel para alunos de cursos técnicos de eletrotécnica.
Uma alternativa para tentar entrelacar melhor esses dois contetidos é comegar a discussao a
partir de uma situacao problema e desenvolver o contetido de matrizes como consequéncia
da necessidade de resolver o sistema linear. Faremos uma discussao sobre essa inversao no
préximo capitulo. Nosso proximo passo sera discutir as solugoes de um sistema linear e

alguns métodos de resolucao.

2.1.1 Solugao de um sistema linear

A solugao de uma equagao linear com n incégnitas é o conjunto cujos elementos sao
todas as n-uplas de nimeros reais que tornam a equacgao verdadeira. Consequentemente, a

solucao de um sistema de equagoes lineares ¢é a intersecao dos conjuntos solugoes de cada
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equacao linear que o compoe.
E importante ressaltar que, embora toda equagao linear possua pelo menos uma
solucao, o mesmo nao ¢é valido para sistemas lineares. E féacil notar que o sistema

r+y=1
Y (2.3)

r+y=-1
nao possui solugao. De fato, a soma de dois niimeros nao pode ter resultados diferentes.
Precisamos, entao, discutir métodos de resolucao de sistemas lineares.

Se pensarmos na Matematica desenvolvida no Ensino Fundamental, existem dois
métodos principais de resolucao de sistemas lineares: adicao, substituicao e comparacao.
Esses trés métodos sao interessantes, mas nao sao funcionais para sistemas lineares com
uma grande quantidade de equacoes. Pela notagao matricial, podemos pensar em uma
outra forma de resolucgao, afinal, se Ax = b e pela nocao intuitiva dos Nuimeros Reais,
podemos simplesmente multiplicar os dois termos da equagao pela inversa da matriz A.
Mas, sera que toda matriz possui inversa? Caso afirmativo, como calcular essa inversa?
Estudaremos essa possibilidade e veremos nas préximas segoes que nem toda matriz
possui inversa e, quando ela existe, seu calculo nao é simples nem trivial. Nesse trabalho,
desenvolveremos dois métodos de resolugao: a eliminacao Gaussiana (Secao (2.1.3)) que
deriva do método da adigao; e a decomposigao de matrizes (Secao (2.1.4)).

Nessa secao, faremos o estudo dos sistemas lineares e apresentaremos uma resolucao
através da eliminacao de incégnitas pelo método da adicdo. Em seguida, sera feita
a sistematizacao desse método através da notacao matricial. O objetivo é apresentar
os primeiros passos da eliminacao Gaussiana e verificar quais sao os resultados que
precisaremos para desenvolver o método. Vamos comecar, entao, introduzindo algumas

operacoes que podem ser utilizadas em equacoes lineares e sistemas lineares.
i) Multiplicar uma das equagdes por um numero diferente de zero.
i1) Adicionar uma equacdo a outra equagao.
i71) Permutar duas equagoes.

As duas primeiras operacoes sao consequéncias diretas das propriedades da igualdade,
enquanto que a terceira altera somente a ordem das equagoes. Vamos verificar como essas

operacgoes podem ser utilizadas na construcao de uma solugao.
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Exemplo 2.1.4: Determine o conjunto solugao do sistema linear abaixo.

) + 4132 -+ 3%3 = 1
2:171 + 51‘2 + 45(73 = 4 (24)
T — 31’2 — 21’3 = 5

Para a resolucao desse sistema, iremos escrever todas as equagoes de forma que uma
incégnita esteja na mesma posicao em cada equacao. Em seguida, eliminaremos a primeira
incognita de todas as equacoes abaixo da primeira, em seguida, a segunda incognita de
todas as equagoes abaixo da segunda e assim por diante. A terceira operacao é utilizada
para garantir a continuidade do processo caso uma equagao nao tenha uma das incognitas.

Inicialmente, utilizaremos as duas primeiras operagoes, ou seja, multiplicaremos a
primeira equacao por —2 e por —1 para somar a segunda e terceira linhas respectivamente.

Dessa forma, o termo x; sera eliminado das duas ultimas equacoes.
r1 + 4xy + 3z3 = 1

— 31y — 215 = 2 (2.5)
— 71’2 - 5[[‘3 = 4

7
Em seguida, multiplicaremos a segunda equacao por -3 para somar com a ultima
equacao.
Ty + 4.I2 + 3]33 = 1
1 2
J— - f— _—
37 3

Com o sistema nesse formato, podemos determinar o valor de x3 através da tltima
equagao do sistema. Em seguida, com o valor de x3 podemos determinar o valor de z-
através da segunda equacao e, finalmente, determinar o valor de x; através da primeira

equagao sabendo os valores de x5 e x3. Assim,

1 2 9
37° 3 ’
—3x9 — 223 =2 — —3x9 —2-2=2 — -3 =6 = 19 = -2

1'1—{—41'2—{—31’3:1 — $1—|—4(—2)+32:1 - $1—8+6:1
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- 1 =3
Portanto, a solugao do sistema ¢ S = (3, — 2,2).

Como a igualdade é uma relacao de equivaléncia, as operagoes entre equagoes
utilizadas nao alteram seus conjuntos solugao, logo os sistemas (2.4), (2.5) e (2.6) possuem
o mesmo conjunto solugao e sao ditos sistemas equivalentes. O tultimo processo para
determinar o valor de cada incognita é chamado de retrossubstituicao. Como o nome
sugere, esse processo consiste em resolver a ultima equagao e substituir o resultado na
equacao acima, possibilitando sua resolugao. O processo é repetido até que todas as
equacoes sejam solucionadas.

Observe que o o sistema (2.4) possui exatamente uma solu¢do, enquanto que
o sistema (2.3) nao possui solugdo. Podemos classificar os sistemas de acordo com a
quantidade de solugoes. Um sistema que possui uma unica solugao é dito possivel e
determinado, caso tenha mais do que uma solucao, é dito possivel e indeterminado
e se ele nao possuir solugoes, dizemos que ele é impossivel. Essa classificacao é muito
importante para nds, pois queremos estudar situacoes de outras areas do conhecimento
utilizando sistemas lineares, assim se o sistema encontrado for impossivel, provavelmente
o fenomeno estudado nao pode ser modelado por sistemas lineares ou existe um erro
no processo de construcao do modelo, seja na coleta dos dados ou em sua interpretacao.
Se o sistema for possivel e indeterminado, provavelmente foram coletados poucos dados
do fenomeno e se o sistema for possivel e determinado, significa que temos uma boa
aproximagao do fenomeno estudado. Naturalmente, nosso objetivo é chegar em sistemas
possiveis e determinados e essa classificagao é um excelente parametro para podermos
estudar um fenémeno.

Vamos tentar sistematizar esse processo para a notacao matricial e verificar qual o
ganho na mudanca de notacao. Para isso, vamos adaptar as trés operacoes iniciais, relativas
aos sistemas lineares, para a representacao matricial e serao chamadas de operagoes

elementares.
i) Permutagao entre duas linhas (L; <> L;).
i1) Multiplica¢ao da i—ésima linha por um nimero real nao nulo (L; — « - L;).

i11) Adigao do produto de uma linha por um ndimero real a outra linha (L; — L; +«- L;).
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Em seguida, vamos reescrever o Exemplo (2.1.4) com a notagao matricial e faremos

sua resolucao utilizando as operacoes elementares.

Exemplo 2.1.5: Escrevendo a matriz estendida do Sistema (2.4), é possivel resolvé-lo

utilizando as operacoes elementares.

1 4 31 14 31 1 4 3 1

9 5 434 — 1o -3 —232 510 =3 —2. 2
|

9

1 -3 —2.5 0 -7 —5 .4 0 0 — 1—§

e, realizando as substituigoes, a solugao do sistema é dada por (2, — 2, 3).

O processo utilizado é uma forma simplificada do escalonamento e o grande
ganho ao utilizar a notacao matricial estd na possibilidade de construir um algoritmo que
possa ser implementado computacionalmente. Para realizar o escalonamento, inicialmente
verificamos se o primeiro elemento da primeira linha é nao nulo. Caso seja nulo, é necessario
trocar por uma linha que esteja abaixo da linha analisada cujo primeiro elemento nao seja
nulo. Em seguida, dividimos a primeira linha pelo primeiro elemento. Por fim, zeramos
todos os elementos da primeira coluna exceto o primeiro. Dessa forma, todos os elementos
da primeira coluna serao zero, exceto o primeiro que sera igual a um. Repetimos o processo
para a segunda linha, mas nosso elemento de andlise passa a ser o segundo elemento da
linha. Assim, verificamos se o segundo elemento é nulo. Se for, trocamos por uma linha
que esteja abaixo da linha analisada cujo segundo elemento nao seja nulo. Em seguida,
dividimos a segunda linha pelo segundo elemento. Por fim, zeramos todos os elementos da
segunda coluna exceto o segundo. Dessa forma, todos os elementos da primeira coluna
serao zero, exceto o primeiro que sera igual a um. Além disso, o primeiro elemento da
primeira linha nao ird alterar. Repetimos o mesmo processo para cada linha adaptando
o elemento a ser analisado, ou seja, para a linha ¢ o 7-ésimo elemento sera analisado.
Naturalmente, esse processo tera fim apds a andlise de todas as linhas e seu resultado sera

uma matriz linha reduzida forma escada.
Definigao 2.6: Uma matriz A de ordem m x n é linha reduzida a forma escada se
i) o primeiro elemento nao nulo de uma linha nao nula é 1;

i1) cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos os

seus outros elementos iguais a zero;
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i71) toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas;

iv) se as linhas 1,--- r sdo as linhas nao nulas, e se o primeiro elemento nao nulo da

linha 7 ocorre na coluna k;, entao k1 < kg < --- < k,.

Para a resolucao de um sistema linear, nao é necessario chegar a matriz linha
reduzida a forma escada, como podemos ver no Exemplo 2.1.4, mas esse conceito sera
importante para a demonstragao de alguns resultados. Vamos, entao, nos debrucar sobre
essa e outras técnicas de resolucao envolvendo matrizes, bem como uma forma de classificar
um sistema quanto ao seu conjunto solugao. Para isso, precisaremos de algumas ferramentas

como a transposicao de matrizes e determinantes.

2.1.2 Transposicao, matriz inversa e determinante de matrizes

Comecaremos essa se¢ao apresentando uma operacao matricial chamada trans-
posta, estudaremos um pouco mais o produto de matrizes e finalizaremos com a definicao
do determinante de uma matriz e sua relacao com o produto e a inversa de uma matriz.
Esses conceitos e resultados serao muito titeis no desenvolvimento dos principais resultados

que desenvolveremos.

Definigao 2.7: Seja A = (a;j)mxn uma matriz de ordem m x n. A transposicao
da matriz A é a matriz B definida por b;; = a;;. A matriz B é chamada de matriz

transposta de A e denotada por A”.

Exemplo 2.1.6: Naturalmente, o niimero de linhas e colunas dessas matrizes é trocado

como mostra o exemplo abaixo.

-1
2 37

2
=13 3
-1 3 8
7 8
A transposicao nos permite definir a matriz simétrica, assim uma matriz é simétrica

se ela é igual a sua transposta. Além disso, é facil perceber que a transposta da transposta

de uma matriz é a propria matriz, ou seja,
(A7) = 4

e a transposicao de matrizes é compativel com a soma e o produto por escalar. De fato,

sejam A, xm, Bnxm duas matrizes e a um numero real, entao
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(A+ B)T = ([aijlnxm + [bij]nxm)T (c- A)T = (a- [aij]nxm)T

= ([as; + bij]nxm)T = ([ aij]nxm)T
[a]z + b]z]mxn - [Oé : aji]mxn
[ z]mxn + [ ]z]mxn =a- [aji]mxn

= AT + BT =a- AT

A transposicao também é compativel com o produto, porém devemos ter cuidado
com a ordem de cada uma das matrizes de forma que para as matrizes A,,x, € Bpxp
teremos (AB)T = BT AT. Essa restri¢io que o produto impoe na ordem das matrizes
nos impede de inverter a ordem da operacao, exceto para o subconjunto das matrizes

quadradas. Dessa forma, podemos definir a matriz inversa para esse subconjunto.

Definicao 2.8: Uma matriz A quadrada de ordem n é dita nao singular, ou inversivel,
se existe uma matriz A~ também quadrada e de ordem n, tal que AA™'=A"1A=1 A
matriz A~! é chamada matriz inversa de A. Caso uma matriz ndo tenha inversa, dizemos

que ela é singular, ou nao inversivel.

Naturalmente, a primeira andlise a se fazer é relativa a unicidade da matriz inversa,
assim sejam A, M e N matrizes quadradas nao singulares tais que M e N sao matrizes
inversas de A. Entao, M = MI = M(AN) = (MA)N = IN = N e a inversa de uma
matriz, quando existe, é tnica.

A existéncia de um elemento inverso é muito importante para o desenvolvimento
de teorias matematicas. Podemos citar o caso das funcoes, em que chegamos a criar
limitacoes no dominio ou contradominio para podermos garantir a existéncia de uma
inversa. Dessa forma, nos concentraremos no estudo de matrizes quadradas. Essa restricao
nao ira comprometer o estudo dos sistemas lineares, pois, como veremos mais a frente,

também limitaremos os sistemas lineares a matrizes quadradas.

Teorema 2.9: Sejam A e B matrizes de ordem n nao singulares. Entao, (AB)™! =

B7tAL

Demonstracao. Sejam A e B duas matrizes quadradas nao singulares. Entao
(AB)(B'A™') = A(BBY)A '=AA"'=Te (B 'AY)(AB) =B (A 'A)B =
B7'B = 1. Como a inversa de uma matriz ¢ tinica, temos que (AB)™' = B~1A~1.

]
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Novamente, pelo fato do produto nao ser comutativo, precisamos ter cuidado com
a ordem em que as matrizes aparecem nesse resultado. Inclusive, esse teorema pode ser
desenvolvido para os Nimeros Reais, mas o produto de ntimeros reais é comutativo, entao

L.y~t. Mas, como identificar se uma matriz possui inversa?

podemos escrever (z-y)™! =2~
E qual o processo de construcao de uma matriz inversa? Para responder a essas perguntas,
utilizaremos uma funcao chamada determinante que associa cada matriz quadrada a
um numero real e é denotada por det(A) ou |A]. O determinante serd a peca chave para

identificarmos se uma matriz possui inversa e, também, o inicio da caracterizacao de um

sistema linear, ou seja, se ele é determinado, indeterminado ou impossivel.

Definigao 2.10: Seja A uma matriz quadrada de ordem n.
i) Se A = [a] com n =1, entao det(A) = a.

it) Se n > 1, entdo o menor complementar M;; é o determinante da submatriz de A
de ordem (n — 1) x (n — 1), obtida através da eliminacao da i-ésima linha e j-ésima

coluna da matriz A.
iit) O cofator A;; associado ao menor complementar M;; é definido por A;; = (—1)" M;;.

iv) O determinante da matriz A, se n > 1, pode ser calculado por

det A = Z a;;Aij = Z(—l)”jaijMij, para qualquer j = 1,2, --- , n fixado,
i=1

i=1
ou por
n n
det A = Zaiinj = Z(—l)i“aijMij, para qualquer i = 1,2, --- ,n fixado.

j=1 j=1
Precisamos chamar a atengao para dois pontos muito importantes. O primeiro ponto
¢ que nao definimos a funcdo determinante. Na Defini¢ao (2.10), construimos uma forma
de calcular o determinante, mas nao apresentamos o conceito. De fato, o determinante
pode ser definido como uma funcao multilinear alternada a partir de permutacoes. Mais
ainda, historicamente, a teoria de determinantes precede a algebra matricial Stewart [20].
Escolhemos nao definir essa funcao tao importante porque ela nao é desenvolvida no
Ensino Médio, pois requer toda uma construgao de elementos e notacoes que os alunos

nao conseguiriam acompanhar, entao somente o seu calculo e algumas aplicagoes sao
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apresentadas. Faremos o mesmo nesse trabalho, pois essa construcao foge ao seu escopo.
Para maiores estudos sobre determinantes, recomendamos a leitura de Stewart [20] e
Boldrini et al. [22].

O segundo ponto importante é a andlise do tltimo item da definicao 2.10 que
nos permite calcular o determinante através de qualquer linha ou qualquer coluna e
existe uma grande quantidade de escolhas para i ou j fixado. Essa escolha nao altera
o valor do determinante. Esse é um resultado muito importante e facilita no calculo do
determinante de uma matriz. Sua demonstracao nao serd realizada porque exige a definicao
de determinante com sua notacao prépria e, como ja dito, foge ao escopo desse trabalho,
mas sua demonstracao pode ser encontrada em Boldrini [22] e Hoffman e Aldenkunze [21].

Utilizaremos o exemplo abaixo para ilustrar o caluclo do determinante de uma matriz.

Exemplo 2.1.7: Para facilitar o calculo do determinante, utilizaremos como base a linha
ou coluna com a maior quantidade de zeros. No caso da matriz abaixo, utilizaremos a

quarta coluna.

2 -1 3 0
4 =2 7 0
A=
-3 -4 15
6 —6 8 0

Assim, det(A) = ay14A14+ a4 Asy + azg Asg + agg Ayy = —5M34. Eliminando a terceira

linha e quarta coluna, temos
2 -1 3
det(A) =-5{4 —2 7
6 —6 8

-2 7 47 4 =2
( 1) . .
-6 8 6 8 6 —6

= —30

Pela definicao, podemos verificar que se uma matriz possui uma linha ou uma
coluna em que todos os elementos sao nulos, o determinante dessa matriz é nulo. A seguir,

um outro caso em que o determinante da matriz é nulo.
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Teorema 2.11: Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A possui duas linhas ou

colunas idénticas, entao det A = 0.

Demonstracao. Faremos essa demonstracao por inducao na ordem da matriz A.
Assim, seja A uma matriz quadrada de ordem 2 que possui duas linhas idénticas.

Podemos escrever

a b
A= e det(A) =ab—ba=0.
a b
Vamos supor que o determinante de toda matriz quadrada de ordem n — 1
com duas linhas idénticas é igual a zero. Seja A uma matriz quadrada de ordem

n com duas linhas idénticas, digamos k e [. Vamos calcular o determinante de A

através da linha ¢ com ¢ # k e i # [. Assim,
j=1

Por construgao, A;; é o determinante de uma matriz de ordem n — 1 com

duas linhas idénticas para todo j = 1,--- ,n. Pela hipdtese de inducao, A;; = 0 para
todo j = 1,--- ,n, portanto det(A) = 0. A mesma constru¢ao pode ser realizada
para o caso em que a matriz possui duas colunas idénticas. O

Esse resultado é muito importante também para a caracterizagao de sistemas lineares,
pois veremos que o determinante da matriz dos coeficientes fard parte da caracterizacao de
um sistema linear. Dessa forma, precisaremos entender alguns resultados dos determinantes
e utilizaremos as operagoes elementares para demonstrar alguns resultados. Para isso

precisamos criar algumas relagoes entre as operacoes elementares e as matrizes.

Definicao 2.12: Uma matriz elementar ¢ uma matriz quadrada originada pela aplica-
¢ao de uma operacao elementar sobre a matriz identidade. Utilizaremos a letra E para

denotar matrizes elementares

Assim, se estamos trabalhando com matrizes quadradas de ordem 3 e precisamos
realizar a troca entre a primeira e terceira linhas, a matriz elementar associada a essa

operacao ¢
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0 01
010
1 00

FE =

Vamos analisar o resultado da multiplicacao dessa matriz por uma matriz qualquer.

Assim,

0 01 2 35 31 2
010 72 01=(T720
1 00 31 2 2 35

Esse resultado aponta para uma possivel relacao entre as matrizes elementares e as

operacoes elementares que sera explorada no Teorema a seguir.

Teorema 2.13: Seja A uma matriz, o resultado da aplicagao de uma operagao com as
linhas de A é o mesmo que o resultado da multiplicacdo da matriz elementar correspondente

a operacao com linhas da matriz A, respeitando as ordens das matrizes.

Demonstracao. Para realizar essa demonstragao, faremos o produto da matriz
elementar de ordem n correspondente a cada operacao elementar com uma matriz

de ordem n x m qualquer. Assim, para a permutacao de linhas, temos

a11

a21

Qn1

a1

a1

an1

12

22

Ap2

a2

a22

Ap2

Q1m

Q2m

anm

Q1m

A2m

anm

21

a11

Qn1

kan

a21

22

a12

Qp2

ka12

a22

Q2m

Q1m

anm

/{:alm

Ao2m

anm

Em seguida para a multiplicagao da ¢-ésima linha por um nimero real, temos

Por fim, para a adicao do produto de uma linha por um nimero real a outra linha,
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1 0 --- 0 ailr Qi - Qip

k 1 o e 0 a21 a22 .. a2n

00 1 Ap1  Gn2 Apn
ail Q12 T Q1n

a9 + ]CCLH 929 + kau ccr Agp + kaln
Qn1 Ap2 T Apn

As operagoes foram realizadas para as duas primeiras linhas, porém a analise

para as demais linhas é andloga as apresentadas acima. O]

Embora as matrizes elementares sejam quadradas, o resultado acima nao limita
a ordem das matrizes o que nos permitira trabalhar com sistemas que possuem mais
incognitas do que equacoes. Nesse processo, o cuidado com as ordens das matrizes para
que o produto seja possivel é sempre necessario. Dessa forma, se temos uma matriz A de
ordem 4 X 2, entao a matriz elementar que troca a primeira linha pela terceira devera ter

ordem 4 x 4.

[ 0010 ] [ ai; a9 ] | az1 as2 ]
0100 ag) A2 Ay Q22
1000 azy g2 - aiy o
0 001 41 Qa2 aq1 Q42

Um ponto importante a lembrar é a nao comutatividade do produto, logo sé é
possivel aplicar as matrizes elementares a sistemas nao quadrados se a multiplicacao for
pela esquerda. Observe que o sistema acima possui quatro equagoes e, se pensarmos em
uma matriz elementar a ser multiplicada pela direita, implicaria que a sua ordem seria
2 x 2 para que o produto fosse compativel, mas nao seria possivel trocar a primeira linha
com a terceira. Para sistemas quadrados também nao é possivel realizar o produto pela

direita como ilustra o exemplo abaixo.

2 3 5 0 01 5 3 2
720101 O0|=0217
31 2 1 00 21 3
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Nesse caso, realizamos a operagao com a matriz elementar que troca a primeira
linha com a terceira, mas como realizamos a operacao pela direita e nao pela esquerda, o
resultado foi a troca das colunas.

Uma das caracteristicas das operagoes elementares é que elas sao reversiveis, ou seja,
se eu troco a linha 1 pela linha 3, é possivel retornar a matriz inicial. Uma consequéncia
natural dessa caracteristica é a inversibilidade da matriz elementar e sua inversa é a matriz
elementar que representa a operacao elementar inversa. Além disso, é possivel construir a

matriz inversa de uma matriz quadrada, quando existir, através das operagoes elementares.

Teorema 2.14: Uma matriz quadrada A pode ser reduzida a matriz identidade por uma
sequéncia de operacoes elementares com linha se, e somente se, A é inversivel. Além
disso, a matriz inversa de A é obtida a partir da matriz identidade, aplicando-se a mesma

sequencia de operacoes com linhas.

Demonstracao. Seja A uma matriz quadrada. A matriz A é inversivel com inversa
obtida através de uma sequéncia de operacoes elementares aplicadas a matriz
identidade se e, somente se, existem matrizes elementares Fy,--- , F,, tais que
A=Y = E,---E;I. Por outro lado, ] = A™'A =E,---E\IA = E,---E|A, ou
seja, A pode ser reduzida a matriz identidade por uma sequéncia de operacoes

elementares com linhas e essas afirmacoes sao equivalentes. O

Esse Teorema nos da um método para a obtencao da matriz inversa. Iremos utilizar
as operagoes elementares para transformar uma matriz na matriz identidade e faremos
as mesmas operacoes na matriz identidade. Ao fim do processo, a matriz identidade sera

transformada na inversa. Vamos analisar o exemplo abaixo.

Exemplo 2.1.8: Determine a inversa da matriz A, definida abaixo, utilizando as operagoes

elementares.
1 4 3

2 5 4
1 3 2
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1 4 31 0 0 1 4 3" 100
9 5 430 1 ol —1lo0 -3 —23—210 s
1 3 2,0 0 1 0 -1 —1,-1 0 1
1 4 3" 1 0 0 1 4 3" 1 0 0
| |
0 -1 —-1'=1 0 1|— |0 1 11 0 -1|—
0 -3 —2,-2 1 0 0 -3 —2,-2 1 0
1 4 31 0 0 1 0 0' -2 1 1
| |
001 1'1 0 —-1|—]0 1 0 0 -1 2
0 0 1,1 1 -3 00 1, 1 1 =3

Utilizamos o escalonamento para obter a matriz inversa. E importante lembrar
que o escalonamento pode ser realizado com qualquer matriz, mesmo as matrizes nao
quadradas. Para as matrizes singulares ou nao quadradas, nao é possivel reduzi-las a
identidade. Nesses casos, podemos reduzir a matriz para a forma escada que terao linhas
nulas ou mais colunas do que linhas.

Para finalizar esse pequeno estudo do determinante, vamos apresentar as relacoes
existentes entre o determinante e o produto de matrizes, e uma matriz nao singular. Para

demonstrar o primeiro resultado, precisamos do seguinte Teorema.
Teorema 2.15: Suponha que A seja uma matriz quadrada de ordem n.
i) Se A é obtida a partir de A pela operacao (L;) < (L), entdo det(A) = — det(A).
ii) Se A ¢é obtida a partir de A pela operacio (A - L;) — (L;), entdao det(A) = X - det(A).
iii) Se A é obtida a partir de A pela operacio (L;+A-Ly) — (L;), entdo det(A) = det(A).

Demonstracdo. Sejam A e A matrizes quadradas de ordem n, tais que A é obtida

através de A pela aplicacao de uma operacao elementar.

i) A é obtida através de A pela operacio (L;) <+ (Ly). Calculando det(A) pela

linha j, teremos
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i)

i

Teorema 2.16: Sejam A e B duas matrizes quadradas, entao det(AB) = det(A) det(B).

det(A) = anAp + -+ ainApn
= an(—Apn) + -+ ain(—Ain)
= —(anAin + -+ anAin)
= —det(A).

em que Ay + -+ Aip € Apy + -+ - + Ay, 530 0s cofatores das matrizes A e A,

respectivamente.

Agora, teremos que a matriz A é calculada através da operacao (AL;) — (L;).

Calculando det(A) pela linha i, teremos

det(A) = Naj Ay + - + AamAi,
= a1 (Ai) + - 4+ Aap(Ain)
= MNajp Ao + -+ ainAin)
— Adet(A).

em que Aj; + -+ A e Ay + -+ + Ay, 580 0s cofatores das matrizes A e A,

respectivamente.

Por fim, teremos que a matriz A é calculada através da operacdo (L; +ALy) —

(L;). Calculando det(A) pela linha i, teremos

n

det(/_l) = Z(&i]’ + )\akj)/_lij-

Jj=1

Como o calculo do determinante esta sendo feito pela linha 7, temos que

A;; = Ajj e, realizando a substituicao, temos

n n

det(A) = Z(aij + Aag;)Ai; = Z a;jAij + A Z ar;Aij.

=1 j=1 j=1

O primeiro somatoério é o determinante da matriz A. O segundo somatoério
pode ser interpretado como o determinante de uma matriz idéntica a matriz
A, trocando a linha i pela linha k, ou seja, é o determinante de uma matriz

com duas linhas idénticas, logo seu valor é zero e det(A) = det(A).

]

Além disso, se A é inversivel, det(A™1) = (det A)~'.
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Demonstracao. Pelo Teorema 2.15, temos que det(EA) = det(E) det(A) em que
E é uma matriz elementar. Assim, sejam Ei,---,FE, o conjunto de matrizes
elementares que transformam a matriz A na matriz A que esté na forma escada.
Entao, podemos escrever E,---E/A = A. Como as matrizes elementares sao

inversiveis, temos que A = E;'--- E-1A. Assim,
det(AB) = det(E; - E;'AB) = det(E; 1) - - - det(E; 1) det(AB).

Se a matriz A ndo for inversivel, teremos que A e, consequentemente, AB, terdo
pelo menos uma linha nula. Com isso, det(A) = 0 e det(AB) = 0, logo det(AB) =
det(A)det(B). Se a matriz A for inversivel, teremos que A é a identidade e

det(AB) = det(A) det(B). Por fim, se A é nao singular, teremos
1 =det(I) = det(AA™!) = det(A) det(A™1)
Portanto, det(A™!) = (det(A))~. O

Essa segunda relacao mostra a importancia do determinante para o estudo de

matrizes. Podemos comegar a perceber como o determinante caracteriza uma matriz.

Teorema 2.17: Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz A é nao singular se

e, somente se, det(A) # 0.

Esse teorema é de extrema importancia e nao poderiamos deixar de menciona-lo
como parte do estudo de determinantes. Porém, para demonstra-lo, precisamos de mais
algumas ferramentas de forma que sua demonstragao sera realizada na préxima se¢ao no
Teorema 2.18.

Com as ferramentas devidamente apresentadas, podemos voltar a falar sobre a
solucao de um sistema linear. Inicialmente, apresentaremos um processo baseado no
escalonamento de matrizes e, em seguida, um processo baseado na decomposicao de
matrizes. Os dois métodos serao transformados em algoritmos e implementados durante a

construcao do texto.

2.1.3 Eliminacao Gaussiana

Os sistemas lineares possuem dois elementos muito importantes em sua composi¢ao:
as incognitas e as equacoes lineares. Podemos ter mais equacoes do que incognitas, mesma

quantidade de equacoes e incdgnitas e mais incégnitas do que equacgoes. Caso tenhamos uma
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mesma quantidade de equagoes e incognitas, nossa matriz dos coeficientes serd quadrada,
caso contrario nossa matriz serd retangular. Podemos analisar trés sistemas simples e suas

matrizes ampliadas.

ZL‘1+JI2:O
Ty + a9 = 1 Ty + x9 4+ 223 = 1

.771—332:4
.Tl—IQI?) I1—$2—$3:4

$1—2$2:5

As matrizes ampliadas associadas a cada sistema serao respectivamente

‘ ‘ 110
1 1'1 1 1 2'1 |

A= | B = | C=11 —-114
1 —1:3 1 -1 —1:4 i

‘ ‘ 1 2,15

Através do escalonamento, reduziremos cada uma das matrizes a sua forma escada.

G|t | 1005 25
0 1:-1 01 1,5, 15

Observe que estamos trabalhando com as matrizes ampliadas, mas reduzimos para
a forma escada somente a matriz dos coeficientes. Da matriz A, temos que z; = 2 e
To = —1 e esse sistema é possivel e determinado. Da matriz B, percebemos que o sistema
é possivel, mas indeterminado, pois nao conseguimos isolar a terceira incégnita de forma
que as duas primeiras ficarao em funcao da terceira. Da matriz C, podemos perceber que
o sistema ¢é impossivel, pois chegamos a contradi¢ao 0 = —1.

Nosso principal objetivo é tentar resolver sistemas que sejam possiveis e determi-
nados. Dessa forma, sistemas que possuam menos equacoes do que incognitas nao serao
objetos de estudo desse trabalho. Além disso, sistemas que possuem mais equagoes do que
incégnitas, se forem possiveis, podem ser reduzidos a sistemas quadrados, pois sua forma
escada sera composta por um bloco quadrado com linhas nao nulas e linhas nulas ao fim.
Dessa forma, vamos limitar nosso estudo aos sistemas cujas matrizes dos coeficientes sao
quadradas.

Essa limitagao nao garante que todo sistema sera possivel e determinado. Se pensar-

mos de forma geométrica, sistemas lineares com trés incégnitas podem ser representados
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por planos no espago e trés planos no espago podem ser concorrentes em um unico ponto
ou em uma reta, podem ser paralelos ou coincidentes e ainda podem ser concorrentes
dois a dois. No primeiro caso, temos um unico ponto de intersecao, uma tnica solucao
e um sistema possivel e determinado. No segundo caso, a intersecao ¢ uma reta, logo o
sistema é possivel e indeterminado e o mesmo ocorre caso sejam coincidentes. Agora, se
sao paralelos ou concorrentes dois a dois, esse sistema serd impossivel, pois nao existe
ponto que pertence aos trés planos.

Para chegar as solucoes, podemos utilizar o escalonamento para reduzir a matriz
dos coeficientes para sua forma escada. Porém, por questoes computacionais, utilizaremos
a Eliminagao Gaussiana, que consiste em reduzir a matriz dos coeficientes nao em
sua forma reduzida, mas em uma matriz triangular superior cujos elementos da diagonal
principal sao iguais a um. Uma matriz triangular superior é uma matriz quadrada em
que todos os elementos abaixo da diagonal principal sao nulos. Para finalizar a Eliminacao
Gaussiana, realizamos a retrossubstituicao.

A grande vantagem da Eliminagao Gaussiana ¢ a redu¢ao na quantidade de contas
realizadas pelo computador. Para matrizes triangulares superiores e matrizes na forma
escada, diremos que o primeiro elemento nao nulo de cada linha estd na posigao de pivo.
Durante o processo de escalonamento para a forma escada, todos os elementos da coluna
que possui um pivo sao anulados, exceto o pivo. Ja no processo para a matriz triangular,
somente os elementos abaixo do pivo sao anulados, ou seja, a quantidade de elementos a
serem anulados para a matriz triangular ¢ metade da quantidade de elementos a serem
anuladas para chegar na forma escada. Dessa forma, eliminamos metade das somas entre
linhas, o que gera uma grande reducao na quantidade de multiplicacoes e adigoes.

Ainda assim, para matrizes muito grandes, o tempo gasto pelo computador para
realizar as devidas operacoes pode ser muito grande. Entao, para evitar realizar esse

processo em um sistema que nao seja possivel e determinado, utilizamos o seguinte Teorema.

Teorema 2.18: Seja A uma matriz quadrada de ordem n. As seguintes afirmagoes sao

equivalentes:
i) A equagao Ax = 0 admite unica solugao x = 0
i1) O sistema Ax = b possui uma unica solugao para todo b.

i11) A matriz A é nao singular, ou seja, existe A7
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iv) det(A) £ 0

v) A eliminagao de Gauss com permutagao de linhas pode ser realizada no sistema

Ax = b para todo b.

Demonstracao. Para a demonstragao desse teorema, faremos as implicacoes de cada

uma das afirmagoes com a afirmagao seguinte.

i = 141 Sejam X; e Xg duas solugoes do sistema Ax = b, ou seja, Ax; =b e Axy = b.
Assim, Axy = Axy = Ax; — Axy =0 = A(x; — x2) = 0. Por hipdtese,
(x1 —x%2) = 0 = x; = Xa e, consequentemente, Ax = b admite tnica

solugao para todo b.

1w = 11 Sejam e; com ¢ = 1,2,--- n vetores colunas tais que o elemento da i-ésima
linha seja 1 e os demais zero. Temos que o sistema A-x = e; admite uma tnica
solugao, para cada i, digamos x;, e teremos que A - x; = e;. Multiplicando
pela direita cada sistema de equagoes por e temos A -x;-e! =e;-el. O
produto e; - e/ = Ej; resulta em uma matriz quadrada de ordem n em que o

elemento da linha 7 e coluna 7 é 1 e os demais sao zero. Somando todas as

equacoes matriciais, temos que

A(xiel +xel +- Fxpel)=E  +Ep+- +Ey=1

. Fazendo x; el + xgel + -+ + x,el = B, temos AB = I, consequentemente

A é nao singular e B é a inversa de A. A unicidade de B é garantida pela

unicidade das solugoes x;.

iii => v Sejam A uma matriz quadrada e A~! sua inversa, entao 1 = det(I) = det(A -

A7) =det(A) - det(A)~!. Portanto, det(A) # 0 e det(A™') # 0.

iv => v Seja A uma matriz quadrada com determinante nao nulo. Seja A a matriz
triangular inferior gerada pelo processo de escalonamento sobre A. Como o
determinante da matriz A é diferente de zero, pelo Teorema 2.15, temos que o
determinante da matriz A também sed diferente de zero. Logo, A nao possui

linhas nulas e a Eliminacao de Gauss pode ser realizada.

v = 1 Seja A uma matriz quadrada de ordem n cuja eliminacao de Gauss possa ser

feita no sistema Ax = b para todo b. Em particular, a eliminacao de Gauss
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pode ser utilizada no sistema Ax = 0. Seja A a matriz triangular gerada pela
eliminacao de Gauss. Nesse caso, A ndo possui linhas nulas e, pelo processo de
retrossubstituicao, x, =0, z,_1 =0, ..., 1 = 0 e a Unica solu¢ao do sistema
¢x=0.

]

Observe que, se uma matriz quadrada é inversivel, o processo de transformacao
para a forma escada resulta na matriz identidade. Se a matriz quadrada nao for inversivel,
a matriz associada terd linhas nulas. No caso de matrizes retangulares, podemos utilizar a
ordem da matriz juntamente com as nogoes de posto (quantidade de linhas nao nulas) e
nulidade (quantidade de linhas nulas).

Esse sera o algoritmo principal de resolucao de sistemas lineares que trabalharemos
na proposta de intervencao pedagogica. Essa escolha se da pelo fato de ser construido
a partir de conceitos ja estudados pelos alunos do Ensino Médio, bem como pela sua
eficiéncia. Além disso, os exemplos estudados terao mais do que 5 equagoes, mas menos
do que 20. Essa quantidade é muito grande para uma resolucao manual, porém essa

quantidade de equacoes é pequena para uma resolucao realizada por um computador.

2.1.4 Decomposicao de matrizes

Assim como nos numeros, é possivel decompor uma matriz em um produto de
duas ou mais matrizes e essa decomposicao também nao é tnica. No nosso estudo,
concentraremo-nos nas decomposicoes da forma A = LU ou A = LDU em que A é uma
matriz quadrada, L uma matriz triangular inferior, U uma matriz triangular superior e D
uma matriz diagonal. Essa decomposicao é muito interessante para o nosso estudo, pois
cria outra possibilidade além da eliminacao de Gauss. De fato, se pudermos realizar a
decomposicao A = LU, nosso sistema linear associado a matriz A pode ser reescrito como
LUx =b.

Naturalmente, o produto Ux resulta em uma matriz coluna, ou seja, um vetor do
espago, logo podemos dizer que Ux =y e realizando a substituicao na equagao anterior,
temos Ly = b. Esse sistema pode ser resolvido através de substituicoes sucessivas para a
descoberta de y. Em seguida, resolvemos o sistema Ux =y, também por substituicoes

sucessivas, e teremos a solucao do sistema inicial.

Teorema 2.19: Se a eliminacao de Gauss puder ser feita no sistema Ax = b sem
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permutacoes de linhas, entao a matriz A pode ser fatorada no produto de uma matriz

triangular inferior L e uma matriz triangular superior U.

Demonstracao. Seja Ax = b um sistema linear cuja eliminagao de Gauss possa ser
feita sem permutacoes de linhas. Nesse caso, a primeiro passo a ser realizado na

eliminacao de Gauss consiste em realizar as operagoes

(Ej — mj71E1 — Ej), em que Mm;i1 = —y com j = 2, 3, ..o, N

Essas operacgoes transformam a matriz A em uma nova matriz que possui
todos os elementos da primeira coluna abaixo da diagonal principal iguais a zero. O

conjunto de operagoes pode ser visto como a multiplicagdo da matriz A pela matriz

1 0 0

—May 1

MO = : 0
_ —Tlg”bm 0 ................ 0 1|

que é chamada primeira matriz de transformacao de Gauss.
N6s denotaremos A por A® e os produtos MM AD e MObM por A® e

b, respectivamente. Assim,
A@Dx = MO AOx — (O = @)

De maneira similar, podemos construir M® que é a matriz identidade

substituindo todos os elementos da segunda coluna da diagonal principal por

e
—ijZZ—s) comj=3,...,n.
)

o)
Os elementos abaixo da diagonal principal das duas primeiras colunas da

matriz M @® A® sio nulos e podemos escrever
A®x — M@ A% = MO MO ADx — MO MDD — p®)

Assim, estando formado o sistema A®x = b®) a k-ésima matriz de trans-

formacao de Gauss sera
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[ 1 () 0 i
M) —
—m1;+1,k )
[ 0 - [ JE— 0 1

(§] podemos escrever
Ay — B AR — B . D ADx — B - DD = pk+D)

Esse processo finaliza com o sistema A™x = b™ | em que a matriz A™ é a

matriz triangular superior

agll) a%) S a(l.i‘)
o
A — |
o
- () 0 &7(31)

dada por A™ = M®=D ... MM A A matriz triangular superior serd U = A™ =
Me=D ..M A

Por outro lado, M® é uma matriz triangular inferior e
i=1

logo M) é ndo singular e possui inversa, digamos L*) que é descrita por,
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[ 1 0 .................................................................................................. 0 B
| S T

[ 1 0 L 0 T
L= L@ ... [ -
i PP e ;rﬁn,n—l ] |

Por fim, o produto LU sera
LU =LW ... e=0pr=1 . pr) A
— (Mu))*l .. (wal))*l M@= .. WA
=A
ou seja, a matriz A pode ser fatorada no produto de uma matriz triangular superior

por uma triangular inferior como queriamos demonstrar. O]

Essa demonstracao é construtiva, ou seja, podemos criar um algoritmo para deter-

minar as matrizes triangulares.

Definicao 2.20: Uma matriz A ¢ definida positiva se é simétrica e x’ Ax > 0 para

todo vetor x # 0.

A definicao de matriz definida positiva varia um pouco a depender do autor. Para
Golub [18], uma matriz definida positiva ndo precisa ser simétrica, porém a simetria é
importante para a demonstracao de muitos resultados, entao o autor considera matrizes
positivas definidas simétricas, sempre que necessdrio. Para Atkinson [19], uma matriz

positiva definida é uma matriz hermitiana que satisfaz a propriedade descrita anteriormente.
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Nesse caso, a matriz é simétrica, mas como nosso ptublico alvo sao alunos do Ensino Médio
nao faz sentido trabalhar com matrizes hermitianas. Utilizamos, entao, a mesma defini¢ao
de Burden [17] e Stewart [20], pois os resultados que precisamos necessitam da hipé6tese de

simetria da matriz.

Exemplo 2.1.9: A matriz

2 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 2

é definida positiva. De fato A é simétrica e pra todo vetor x temos

2 -1 0 1
xT Ax Z[xl T xg} -1 2 -1 Ty
0o -1 2 T3
[ 2r1 — X
= [$1 T2 $3} —T1 + 2723
—29 + 229

= 222 — 2wy19 + 203 — 2w073 + 273
= 22 + (2 — 20129 + 73) + (23 — 2wow3 + 22) + 22
= x% + (1 — I2)2 + (9 — $3)2 + x%

Dessa forma, 27 + (1 — 22)* + (72 — 23)? + 23 > 0 sempre que x for nao nulo,

portanto A é uma matriz definida positiva.
Teorema 2.21: Se A é uma matriz positiva definida de ordem n, entao
i) A possui inversa;
i1) a; >0, paratodoi=1,2, ..., n;
i11) max|ay;| < max]|a;|, para todo 1 <k, j, i <n;

i) (aij)* < azaj;, para todo i # j.
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Demonstracao. Seja A uma matriz definida positiva. Para demonstrar cada item,
iremos escolher adequadamente o vetor a ser multiplicado pela matriz A. Assim,
para a demonstracao da primeira afirmacao, se x satisfaz a equacao Ax = 0, entao
xTAx = 0. Como A é positiva definida, x = 0 é a tinica solucdo. Pelo Teorema 2.18,
A é nao singular.

Para a segunda demonstragao, para cada ¢, vamos tomar x = (z;) definido
por z; =1ex; =0sei+# j. Como x é ndo nulo, temos que 0 < x" Ax = a;.

Para a terceira demonstracgao, definiremos dois vetores nao nulos.

Para k # j, vamos definir x = (z;) por
0, sei#jei#k
T = 1, sei=7
-1, sei=k
Como x é ndo nulo, 0 < 27Ax = a;j + agr — aji — agj. Por outro lado,

AT = A, entao aj, = ax;j, implicando em

2akj < Gjj + apk- (27)

Agora, iremos definir o vetor z = (z;) por

0,set#jei#k,

1, sei=joui=%k

Z; =

Novamente, z” Az > 0, entao
—2akj < Gjj + akk.- (28)

Ak + Ajj max | asl,

Pelas equactes (2.7) e (2.8), para todo k # j, teremos |ay;| < 5 < Ima;

consequentemente

| <
) g,gggn\am < max |aiil

Por fim, para i # j, iremos definir x = () por

0,sei#jei+#k,
Tpk=14 a, sek=1

1, sek=y
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em que « é um numero real. Como x é nao nulo, temos que
0 < xTAx = a;;0° + 2a;;0 + a;; (2.9)
1 i 33 .

A expressao (2.9) pode ser considerada uma inequagao na varidvel a cujo

polinémio associado nao possui raizes reais. Assim,
4&?]- — 4&1'1'&1']' <0 e CL?J- < Q5. ]

Definicao 2.22: Seja A,,«, uma matriz. Entao,
Se i1, @2, ..., ik, J1, J2, - .-, Ji SA0 numeros naturais tais que 1 < i3 < iy < -+ <

<mel<j; <jo<---<7j <n,amatriz S de ordem k x [ formada pelos elementos
Sup = Qij,, com u=12 ...k e wv=12 ...,1
¢ uma submatriz de A.

Dessa forma, se A é uma matriz quadrada de ordem cinco e, para formar uma

submatriz, sao escolhidas as linhas 2, 4 e 5 e as colunas 2 e 4 como descrito abaixo

all 12 al:} 014 a15
GGy Chig - Gp) B
(3p Gz Gy Gy Agg
G @
Gy Gy Gag) Gy
| st (g sy ()55
entao, a submatriz S de A é
Q22 (24
S = Qg2 Q44
52  Qs4
Sek=1ei =7, 1= 7Jg, -+, ix = Ji, €ntao a submatriz S é chamada submatriz
principal de A.
Q22 Q24
S =
Q42 (44

Lema 2.23: Uma submatriz principal de uma matriz positiva definida, é positiva definida.
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Demonstracdo. Sejam A uma matriz definida positiva de ordem n, A uma submatriz
principal de A de ordem r formada pela intersecao das linhas e colunas i; < iy <
.-+ < i, e 7 € R" um vetor nio nulo. E possivel construir um vetor x € R™ definido

por

T, sek=1,2--- r

0, sek#1,2,---,r

Como 7 é um vetor nao nulo, temos que r também é um vetor nao nulo.

Além disso, 2T Az = 2T Az. Como A é definida positiva, temos que
0 < aTAx = zT Az
e A é positiva definida. ]

Teorema 2.24: Se A é uma matriz definida positiva, entao existe uma tnica matriz
triangular inferior, digamos L, com elementos positivos na diagonal principal tal que

A=LL"T.

Demonstracao. A demonstracao desse Teorema utiliza indugao na ordem da matriz
A. Se A é uma matriz de ordem 1 e positiva definida, entao a;; > 0, e L é
unicamente definida por l;; = /a;; em que a;; é o inico elemento da matriz A.
Suponha que a afirmacao é valida para matrizes de ordem n—1 e seja A uma
matriz positiva definida de ordem n. Como A é simétrica, ela pode ser particionada

da seguinte forma

com A uma submatriz de A de ordem n — 1, a € R*! ¢ a € R. Pelo Lema 2.23,
A é positiva definida, entdo pela hipétese de inducdo, existe uma tinica matriz L
triangular inferior de ordem n — 1, tal que A = LL”. Como a matriz L é ndo
singular, temos que A é nao singular, existe um unico vetor [ € R"™® tal que

I = L~ 'a e podemos escrever b = A~'a. Como A ¢é definida positiva, temos que
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A a b
0 <[bT —1]
al « -1
=bTAb—b"a —a"b+ «
=a—0bla

=a—a'(LLY)a
=a— (L 'a)" (L a)

=a—171.

Assim, a matriz A pode ser unicamente decomposta pela matriz

L 0
T

L =

e sua transposta, em que A = va — [IT. De fato,

0 Lr T LY Lt A a
/D) 0 A LT 17 4+ )2 al «

Com esse teorema, finalizamos a construcao dos elementos necessarios para o estudo

de matrizes e sistemas lineares. Lembrando que esse tltimo método é apresentado para

que o professor tenha bagagem e seguranca ao trabalhar esse conteiido em sala de aula.

Dessa forma, os algoritmos envolvendo a decomposicao de matrizes devem ser apresentados

a turmas mais avancadas e que ja dominam o método da Eliminacao Gaussiana.

Na proxima secao, apresentaremos alguns algoritmos
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2.2 Algoritmos

Nessa secao, faremos a apresentacao gradativa de alguns algoritmos a partir das
operacoes e métodos vistos na secao anterior com o proposito de criar uma sequéncia
légica de algoritmos que possa ser utilizada em sala de aula. Além disso, realizaremos uma
discussao sobre possiveis implementacoes que os professores podem utilizar para incentivar
os alunos que desejam aprofundar os estudos. Dessa forma, nao sera feito um estudo
inicial sobre légica de programacao e pseudocddigo, sendo esses prerrequisitos para um
bom entendimento dessa secao.

A definicao formal de algoritmo pode ser dada nos seguintes termos, segundo

Burden,

Definicao 2.25: Um algoritmo é um processo que descreve, de uma forma inequivoca,
uma sequéncia finita de passos a serem executados em uma ordem especifica.! (Burden [17],

p.32, tradugdo nossa)

O proposito de todo algoritmo é realizar uma determinada tarefa, que pode ser fazer
um bolo para o qual é conhecida a receita (algoritmo); pode ser resolver um quebra-cabega
l6gico, como aqueles presentes em jogos eletronicos. Mas, de maneira mais especializada,
pode ser uma tarefa matematica, como por exemplo a divisao de dois niimeros com a
utilizagao do Algoritmo de Euclides. Enfim, sao inimeras as situacoes e para descreve-las
em uma forma unificada existe o conceito de pseudocddigo, no qual os passos dos algoritmos
sao descritos na sua ordem de execucgao utilizando linguagem apropriada que remete aos
passos da tarefa a ser realizada. Posteriormente, esses pseudocddigos podem ser traduzidos
(implementados) em alguma linguagem de programacao, a fim de que o computador realize
a tarefa. Nesse caso, nao estamos mais falando em receita de bolo, mas sim em problemas
logico-matematicos do mais variado espectro, onde se inserem as operagoes matriciais
descritas no capitulo anterior.

Os primeiros algoritmos que podemos pensar em construir sao os associados as
duas primeiras operacoes, ou seja, soma de matrizes e produto por escalar. Para iniciar
uma construcao gradual, vamos pensar essas operagoes envolvendo vetores e, em seguida,

faremos a expansao para matrizes.

l«An algorithm is a procedure that describes, in an unambiguous manner, a finite sequence of steps to
be performed in a specified order”
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Algoritmo 2.2.1 Produto de um vetor por escalar.
Entrada: x = (21, -+ ,2,) € R", a € R
Saida: z = (2, -+ ,2,) = ax € R"

1: para (1 <k <n) faga

2 2 = Q- T
3: fim para
4: retorna z

Algoritmo 2.2.2 Soma de dois vetores do R".
Entrada: x = (21, -+ ,2,),y = (Y1, ,yn) € R”
Saida: z = (21, -+ ,2,) =x+y € R"

1: para (1 <k <n) faga

2 2y = Tk + Yk

3: fim para

4: retorna z

A primeira observacao que podemos realizar é a entrada da dimensao do vetor. E
possivel que o algoritmo seja construido para uma dimensao fixada ou para uma dimensao
qualquer. No primeiro caso, o programa devera sofrer pequenas alteragoes a cada uso. Na
segunda opc¢ao, o programa perguntara ao usuario qual a dimensao que deseja trabalhar e,
em seguida, fara a alocagao dos espacos e variaveis auxiliares necessarias. Essa escolha
podera ser feita para quaisquer dos algoritmos apresentados nessa sessao. A maioria dos
alunos que iniciarao os estudos de programacao optarao pela primeira op¢ao nos algoritmos
iniciais, mas depois de um amadurecimento, a grande maioria devera utilizar a segunda
opcao. Dessa forma, é importante comegar apresentando tarefas mais faceis, cujas solugoes
sejam mais simples para que os alunos tenham condicao de aprimorar seus algoritmos a
medida que os vai construindo.

A segunda observagao estd na utilizagao de um segundo vetor para realizar o produto
por escalar, pois é possivel utilizar o mesmo vetor ja alocado para expressar a solucao. A
grande vantagem em utilizar o mesmo vetor é economizar espago em meméria alocada,
enquanto que a vantagem em utilizar dois vetores é a manutencao da informagao inicial.
A escolha entre essas duas opcoes depende do objetivo final e quais as restrigoes impostas
pelo equipamento utilizado. Naturalmente, para um algoritmo simples, as demandas
relativas ao equipamento nao sao muito grandes, mas se houver a necessidade de repetir
esse processo e a quantidade de repeticoes for muito grande, mesmo algoritmos simples
podem demandar muito do equipamento.

Uma repeticao natural dos algoritmos é a implementacao das mesmas fungoes para
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matrizes como vemos nos algoritmos (2.2.3) e (2.2.4).

Algoritmo 2.2.3 Produto de uma matriz por um escalar.
Entrada: A ¢ R, a € R
Saida: B = aA € R™

1: para (1 <i<m) faga
2 para (1 < j <n) faga
3 b<27]) = Cl(l,j)
4: fim para
5)
6

: fim para
: retorna B

Algoritmo 2.2.4 Soma de duas matrizes.
Entrada: A.B € R™
Saida: C = A+ B € R™

1: para (1 <i<m) faga
2 para (1 < j <n) faga
3 clirj) = alij) + b(irj)
4: fim para
5
6

: fim para
: retorna C

A construcao desses algoritmos é muito proxima das versoes associadas a vetores.
Mais ainda, é possivel construir esses dois algoritmos a partir dos dois anteriores como
subrotinas. O programa principal solicita as ordens das matrizes e suas entradas. Em
seguida, ele executa, repetidas vezes, as subrotinas até finalizar todas as linhas das matrizes.
Esse método economiza bastante memdria alocada. Realizar o produto por um escalar em
uma matriz m X n necessitaria de m - n entradas auxiliares, enquanto que com a rotina
para vetores seria necessario n entradas auxiliares com limpeza de memoria entre rotinas.
A diferenca entre os dois métodos se traduz em uma diferenca em tempo computacional,
elemento muito importante na computacao, pois a qualidade de um programa também
depende de sua velocidade computacional.

Embora essa discussao seja muito tedrica, € possivel realizar constatagoes empiricas
em laboratorios e realizar toda a discussao no campo da pratica. Para isso, podemos
solicitar ao alunos que que um computador realize o produto de uma matriz A por um
mesmo escalar e repetir essa operacao mil vezes ou somar uma matriz com ela mesma
repetidas vezes utilizando somente algoritmos de soma de matrizes diferentes. Dessa
forma, os estudantes podem verificar a diferenca no tempo computacional e comecar a

discutir sobre métodos para aumentar a velocidade computacional. Naturalmente, esses
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calculos podem ser realizados de forma muito mais simples, mas construir esse ambiente
de experimentacao é muito importante para os alunos, pois a discussao de como produzir
esses algoritmos e sua evolucao é muito importante.

Pensando de forma evolutiva, podemos implementar o produto escalar de vetores
(ou o produto entre uma matriz linha por uma matriz coluna) antes do produto entre
matrizes. Entender o problema de forma micro e depois pensar no mesmo problema de
forma macro é um recurso muito utilizado. No caso do produto, é muito importante
entender como funcionarao os indices, assim iremos apresentar primeiro o algoritmo para

o produto escalar de vetores e, em seguida, o algoritmo do produto entre matrizes.

Algoritmo 2.2.5 Produto escalar de dois vetores do R".
Entrada: x = (21, -+ ,2,),y = (Y1, -+ ,yn) € R”
Saida: a =x-y e R
1: a=0;
para (1 < k <n) faga
a=a+ T Yk
fim para
retorna a

Algoritmo 2.2.6 Produto de duas matrizes.
Entrada: A € R™ B € R,
Saida: C = A- B € R™;

1: para (1 <i<m) faga

2 para (1 <k <p) faga

3 c(i,k) =0

4 para (1 < j <n) faga

5 c(i,k) = c(i,k) + a(i,7) - b(4,k)
6: fim para

7 fim para

8: fim para

9: retorna C'

A construgao desses algoritmos é um pouco mais complexa que os algoritmos
anteriores e exigem um pouco mais do computador, a quantidade de operagoes que a
maquina precisa realizar é muito maior. Para matrizes de ordem m X n, a soma de matrizes
se traduz em m - n operacoes, mais precisamente, somas. Mas, para o produto, essa
operagao ira gerar n produtos seguido de n — 1 somas para cada entrada, ou seja, serao ao
todo m - n? produtos e m - n - (n — 1) somas.

Como veremos no préximo capitulo, umas das aplicagoes do produto de matrizes

sao as transformagoes geométricas no espago (de qualquer dimensao), muito utilizadas na
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computacao grafica. Assim, ao desenvolver um programa de computagao grafica, o tempo
de renderizacao de imagem também passa por todo esse processo de rotacao e translagao
dos objetos do video e, por desejarmos movimentos cada vez mais fluidos e precisos,
diminuimos cada vez mais a amplitude do movimento, gerando uma quantidade maior
de quadros por segundo, ou seja, uma quantidade muito maior de rotagoes e translagoes
pequenas e cada um desses movimentos pode ser expresso pelo produto de matrizes. Se
quisermos construir um video de um atleta correndo uma maratona, ou um atleta em
camera lenta em uma prova de velocidade, a quantidade de multiplicagoes matriciais sera
muito grande.

Em seguida, vamos comecar a desenvolver os algoritmos relativos as operagoes
elementares de uma matriz. Para a troca de linhas, o computador realiza uma permutagao

de elementos, nao realizando operagoes aritméticas.

Algoritmo 2.2.7 Troca entre duas linhas. (E, <> E,)
Entrada: A € R™

Saida: A € R™

: para (1 < j <n) faga

2 c; = a(p.j)

3 alpj) = alq.))
4 alg.g) = ¢
)

6

[t

: fim para
: retorna A

Novamente, esse algoritmo poderia ser construido de forma a manter a informacao
inicial da matriz A. Essa escolha depende do objetivo final e da limitacao imposta pelo
computador e o mesmo pode ser feito para os algoritmos das demais operagoes elementares.
Para os algoritmos de produto de uma linha por um escalar e troca de uma linha pela soma
dela mesma e o escalar de outra linha, podemos construir todo o algoritmo ou utilizar o

algoritmo de produto de um vetor por um escalar.

Algoritmo 2.2.8 Operagao (£, — a - E,) em uma matriz.
Entrada: A € R™
Saida: A € R™

1: Defina A = a(i,))
para (1 < j <n) faga

a(pv.]) = Q- Cl(p,j)

fim para
retorna A
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Algoritmo 2.2.9 Operacao (E, = E, + o - E;) em uma matriz.
Entrada: A € R™
Saida: A € R™
1: Defina A = a(i,j)
2: para (1 < j <n) faga
3 a(pg) =apj) +a-alg.g)
4
)

: fim para
: retorna A

Esses algoritmos sao muito importantes na resolucao de sistemas lineares e serao
utilizados como subrotinas nos préximos algoritmos para simplificar a notacao e reduzir
seus tamanhos. O préximo algoritmo apresentado ¢ a Eliminagao Gaussiana, utilizando as

operacoes elementares como subrotinas.

Algoritmo 2.2.10 Eliminagao Gaussiana com Retrossubstituigao.

Entrada: A € R+,

Saida: A solugao x = (x1, -+ ,x,) € R" ou a seguinte mensagem “O sistema linear nao
possui solucao unica.”;

1. para (1 <i<n-—1) faga

2 para (1 <[ <n) faga

3 se a(l,i) # 0 entao

4: Im =1

5: l=n+1

6 fim se

7 fim para

8 se a(l,i) = 0 entao

9 retorna “O sistema linear nao possui solugao tnica.”
10: fim se

11: se (i #lm) entao

12: Realize a operagao (Ey, < E;);

13: fim se

14: para (i+ 1 < j <n) faca

15: Defina m(j,1) = a(j,i)/a(i,i);

16: Realize a operacao (E; — E; —m(j,)E;)
17: fim para

18: fim para

19: se a(n,n) = 0 entao
20: retorna “O sistema linear nao possui solugao tnica.”
21: fim se

22: xz(n) = a(n,n+ 1)/a(n,n);

23: para (1 <i<n-—1) faga

24: Defina z(n —i) = [a(n — 1,n+ 1) — Z?:nﬂ_i
25: fim para

26: retorna x

a(n —i,5)x;|/a(n —i;n —1i);

Nesse algoritmo, retornamos uma resposta em trés linhas diferentes (linhas 9, 20
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e 26). Nos dois primeiros casos, o retorno se dé caso uma condigao seja satisfeita. Essa
serd a notacao utilizada para indicar que o algoritmo ira encerrar e sera utilizada sempre
que precisarmos truncar o algoritmo caso alguma condicao seja atendida. No caso do
algoritmo acima, ele serd truncado em um primeiro momento caso uma coluna entre as
n — 1 primeiras tenha todos os seus elementos iguais a zero e, em um segundo momento,
caso o elemento a,, seja igual a zero apds a Eliminagao Gaussiana, ou seja, a tultima coluna
seja nula. Essas condic¢oes indicam que o determinante da matriz dos coeficientes é nulo
e o sistema é impossivel ou possui infinitas solugoes. Além disso, essa primeira parte do
algoritmo representa a Eliminagdo Gaussiana (linhas 1 a 21) e transformam a matriz dos
coeficientes em uma matriz triangular superior.

A segunda parte desse algoritmo é a retrossubstituigao (linhas 22 a 25) que consiste
na solucao do sistema linear para matriz triangular superior e retorna a solucao do sistema,
caso ela exista. Observe que esse algoritmo utiliza a operacao aritmética da divisao,
dessa forma esse algoritmo pode gerar uma solucao errada por acumulagao de erros de

aproximagao. Vamos aplicar o Algoritmo 2.2.10 ao exemplo seguinte.

Exemplo 2.2.1: Determine a solucao do sistema abaixo utilizando quatro algarismos

significativos.

0,003000z; + 59,1dw, = 59,17
5291z,  — 6,130z, = 46,78

Aplicando o Algoritmo 2.2.10, temos que

5,291

= ——— ~ 1764.
0,003000 70

may
Realizando a operagao (Lg — maojLo) — (Es), teremos o sistema

0,003000x; + 59,14z, = 59,17
— 104300z, =~ —104400

Com isso a Eliminacao Gaussiana esta finalizada e o sistema admite solugao tnica

e pela retrossubstituicao, teremos
To & 1,001

Por fim, teremos que

59,17 — 59,14 - 1,001
~ 20 = 10,00
= 0,003000 g
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e a solucao do sistema é dado pelo vetor x = (—10,00; 1,001)

Por outro lado, se resolvermos esse mesmo sistema utilizando métodos exatos,
chegamos a solu¢ao x = (10,1). Para o valor de x5, temos uma boa aproximagao, porém
para o valor de x; a solucao diverge. Esse é um erro gerado pela aproximacao realizada
pelo computador devido a grande diferenca entre o elemento A;; e seu multiplicador
associado me;. Para criar uma linguagem mais precisa, vamos chamar o primeiro elemento
nao nulo de cada linha no processo de Eliminacao Gaussiana de pivo e, podemos dizer
que o problema pode ser gerado sempre que houver uma grande diferenca entre um pivo
e os demais elementos da coluna abaixo dele. Vamos, entao, resolver o Exemplo 2.2.1
realizando a operacao (L; <> Ls), dessa forma estamos escolhendo o maior coeficiente em

modulo como pivo para a primeira coluna.

Exemplo 2.2.2: Determine a solugao do sistema abaixo utilizando quatro algarismos

significativos.

5291z,  — 6,130z, = 46,78
0,003000z; + 59,1dws = 59,17

Aplicando o Algoritmo 2.2.10, temos que

~0,003000

Moy = 5201 =~ 0,0005670.

Realizando a operagao (Lg — maj Lo) — (Es), teremos o sistema

5291z, — 6,130z, = 46,78
+ 5914wy A~ 59,14

Com isso a Eliminacao Gaussiana estd finalizada e o sistema admite solucao tnica

e pela retrossubstituicao, teremos
x9 =~ 1,000

Por fim, teremos que

46,78 4 6,130 - 1,000

~ =1
o 5.201 0,00

e a solugao do sistema é dado pelo vetor x = (10,00; 1,000)

De forma geral, se o pivo for um elemento muito pequeno, ao realizarmos a operacao
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(k) n (k)
Apnt1 — Zj:kJrl Ay

(k)
A

T =

pequenos erros gerados por aproximagoes que existam no numerador serao ampliados
ela divisio *) Dessa f il ‘cnica de pivot t ial
por a,, . Dessa forma, utilizaremos a técnica de pivoteamento parcial que
consiste em escolher o maior elemento em maodulo da coluna na diagonal principal ou
abaixo dela, como elemento pivo. Assim, podemos desenvolver um novo algoritmo com o

pivoteamento parcial.

Algoritmo 2.2.11 Eliminacao Gaussiana com retrossubstituicao e pivoteamento

Parcial.

Entrada: A € R+,

Saida: A solugao x = (x1, -+ ,x,) € R" ou a seguinte mensagem “O sistema linear nao
possui solucao unica.”;

1. para (1 <i<n-—1) faga

2 Im =1

3 para (i <[ <n) faga

4 se a(l,i) > a(lm,i) entao

5: Im=1

6 fim se

7 fim para

8 se a(lm,i) = 0 entao

9: retorna “O sistema linear nao possui solugao unica.”
10: fim se
11: se (i #lm) entao

12: Realize a operagao (Ej, < E;);

13: fim se

14: para (i+ 1 < j <n) faga

15: Defina m(j,1) = a(j,i)/a(i,i);

16: Realize a operacao (E; — E; —m(j,)E;)
17: fim para

18: fim para

19: se a(n,n) = 0 entao
20: retorna “O sistema linear nao possui solugao tnica.”
21: fim se

22: z(n) = a(n,n + 1)/a(n,n);

23: para (1 <i<n-—1) faga

24: Defina z(n —i) = [a(n — I,;n+1) =377 | a(n—ij)z;]/a(n —in —i);
25: fim para

26: retorna x

Essa técnica é chamada de pivoteamento parcial porque o pivo é o maior elemento
em moédulo em relacao aos elementos da coluna abaixo da diagonal principal. Para um
pivoteamento completo devemos analisar todos os elementos abaixo e a direita da diagonal

principal, ou seja, buscamos o candidato a pivo analisando a linha e a coluna. Por fim,
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apresentaremos os algoritmos utilizados na resolugao de sistemas lineares utilizando a
decomposicao de matrizes. Em geral, esses algoritmos nao retornam a solucao do sistema,
eles retornam a matrizes triangulares ou diagonais que compoem a decomposicao da matriz

dos coeficientes do sistema linear.

Algoritmo 2.2.12 Decomposicao LU.
Entrada: A € R™;
Saida: U,L € R™ com UL = A ou a seguinte mensagem “Impossivel realizar a decompo-
sicao.”;
uw(l,1) =1el(1,1) = a(1,1);
se u(1,1)-I(1,1) = 0 entao
retorna "Impossivel realizar a decomposicao.”
fim se
para (2 < i <n) faga
u(1) = ( ) /1(1,1)
[(i,1) = a(i,1)
fim para
para (2 <i<n—1) faga
u(iyi) =1 e l(i,0) = a(ii);
se u(i,i) - I(i,i) = 0 entao
retorna "Impossivel realizar a decomposi¢ao.”
fim se
parai+1<j <n faga
u(ig) = [a(i,g) = Y4 Wik u(k,g)] /L
1(i,1) = alji) = 34y 10 k)u(k,0)
fim para
: fim para
s u(nn) =1
: U(n,n) = a(n,n) — S L(n.k)u(k,n)
: retorna U e L

R N I S T = T = e T e T o S =Gy e
o A - B SR AN ol > =

Para finalizar a resolucao do sistema A - x = b, precisaremos resolver o sistema
L-y = b seguido pelo sistema U-x =y, ou seja, teremos de realizar duas retrossubstituicoes.
Essas retrossubstitui¢oes podem ser incluidas no algoritmo principal ou os alunos podem
criar a subrotina somente para a retrossubstituicao e aplicar duas vezes ao fim desse
algoritmo. Um cuidado que os alunos precisam ter é com a utilizagao dos indices, pois,
em uma matriz triangular inferior, o processo comeca pela primeira linha, enquanto que
0 processo na matriz triangular superior comeca pela tltima. Essa diferenga é somente
uma organizac¢ao nos indices no momento de desenvolver os algoritmos, alguns alunos
podem optar por desenvolver duas rotinas para a retrossubstituicao, uma para matrizes
triangulares superiores e outra para matrizes triangulares inferiores, e outros alunos podem

desenvolver uma s6 rotina, mas que faca a analise e reorganizacao de indices a depender
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do tipo de matriz.

O 1ltimo algoritmo que iremos apresentar é o algoritmo de Cholesky.

Algoritmo 2.2.13 Decomposicao - Cholesky.
Entrada: A € R™;
Saida: L € R™ com LLT = A;

1 1(1,1) = y/a(1,1);

2: para (2 <i <n) faga

3 1(G,1) = a(,1)/1(1,1)

4: fim para

5. para (2 <i<n-—1) faca

6 1(id) = \Jalid) - Y 10k)
7: parai+1§j§nfaga

8: 1(j,0) = [alj,d) — 252 Lik)u(i,k)]/1(i.0)
9: fim para

10: fim para

1 1(nn) = \fa(nn) — Yt 1(n.h)?
12: retorna L

A decomposicao utilizando o método de Cholesky retorna somente uma matriz.
Para solucionar o sistema A - x = b, precisaremos resolver o sistema L -y = b seguido
pelo sistema LT -x =y.

Com o algoritmo de Cholesky, finalizamos a sequéncia légica de algoritmos que
desejavamos apresentar nesse trabalho. Mas, todo professor deve utilizar todos esses
algoritmos? Qual o objetivo de apresentar algoritmos de decomposigao se a Eliminagao
Gaussiana ja resolve os sistemas lineares? E realmente necessario apresentar o pivoteamento
parcial se a grande maioria dos sistemas estudados no Ensino Médio serao resolvidos sem
erros de aproximacao pela Eliminagao Gaussiana?

A resposta para cada uma dessas perguntas é nao. E importante ressaltar que,
embora o desenvolvimento de linguagens de programagao seja imprescindivel na formagao
do estudante do século XXI, as diretrizes apontadas pela Base Nacional Comum Curricular
nao colocam a Ciéencia da Computagao como uma disciplina a ser agregada ao curriculo base
dos estudantes. Dessa forma, muitos dos alunos do Ensino Médio nao terao desenvolvido
as competéncias e habilidades necessarias para trabalhar com algoritmos.

Em alguns casos, o professor poderd desenvolver somente algoritmos das operagoes
basicas com os alunos, em outros casos ele poderd chegar na Eliminacao Gaussiana ou ir
mais além. A importancia dessa sequéncia logica de algoritmos é apresentar ao professor

um caminho que ele possa trilhar com seus alunos e possa parar em qualquer ponto. Esse
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nao ¢ o unico caminho, outros podem ser desenvolvidos, desvios podem ser criados. O

elemento chave para essas escolhas é o aluno.



3 Intervencao didatica

Como visto no capitulo anterior, o conteido de matrizes é ensinado como um objeto
matematico independente dos demais contetiidos e que demanda a realizacao de uma grande
quantidade de operagoes aritméticas para a resolugao de uma tinica operacao matricial.
Um aluno precisa realizar 8 multiplicagoes e 4 adicoes algébricas se desejar realizar o
produto entre duas matrizes quadradas de ordem dois. Esses niimeros saltam para 27
multiplicacoes e 18 adicoes algébricas caso a ordem das matrizes seja trés. Para o célculo
do determinante, sao 2 multiplicacoes e 1 adicao algébrica para matrizes quadradas de
ordem dois e 6 produtos e 5 adi¢oes algébricas para matrizes de ordem 3. O tempo gasto
pelo aluno para resolver uma simples operagao entre matrizes é muito grande e se torna
um elemento desmotivador no processo de aprendizagem.

Outra consequéncia é a dificuldade de apresentar exemplos reais que possam ser
resolvidos com a utilizacao de matrizes. Um simples problema de rotacao de bracgo robdtico
com trés juntas no espago se torna um problema com trés produtos com matrizes quadradas
de ordem trés. Se realizarmos uma unica simulacao, teremos 81 multiplicagoes e 54 adigoes
algébricas. Se quisermos nos aproximar da realidade, quantas simulagoes fariamos? Qual
seria o tempo gasto pelo aluno? Essa demanda acaba desencorajando a apresentagao de
exemplos reais relacionados a matrizes.

O mesmo ocorre com as relagoes entre matrizes e os demais objetos matematicos.
Uma das poucas conexoes apresentadas é a resolugao de sistemas lineares através da
notacgao matricial que acaba se limitando ao universo dos sistemas com trés equagoes e
trés incognitas. Afinal, um sistema com duas incégnitas pode ser facilmente resolvido pelo
método da adicao ou substituicao e sistemas maiores se tornam cansativos.

Por outro lado, vivemos em um momento historico em que computadores estao
inseridos em todos os aspectos de nossa vida cotidiana. E necessdria uma mudanca no
curriculo de forma a inserir os conhecimentos necessarios para que os alunos desenvolvam

mais do que o letramento computacional.

60
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Nessa perspectiva, a insercao da programacao no ensino basico tem sido discutida
por muitos especialistas em educagdo no Brasil e no mundo (Barcelos e Silveira [5],
Saeli et al. [2], Holmboe, Mciver e George [23], Mitteermeir [24]). Em um primeiro
momento, podemos pensar em um ganho de tempo assim como ocorre com o uso de
calculadoras, mas o ganho serda muito maior, pois os alunos sao instigados a desenvolver
um conjunto de competéncias e habilidades relacionadas tanto a Matematica como a
Ciéncia da Computagao. A esse conjunto de competéncias e habilidades é dado o nome de
pensamento computacional.

Assim, além do conceito de pensamento computacional, serdo apresentadas
algumas metodologias da Educacao Matematica e como elas podem se relacionar com
o pensamento computacional. Por fim, trés atividades serao propostas envolvendo a
relagao entre matrizes e as transformacoes no plano e espaco; e a resolugao de sistemas
lineares que podem ser utilizados para entender diversos fendmenos como a relagao de
forcas em um sistema em equilibrio ou as correntes existentes em um sistema elétrico.
E importante ressaltar que um dos papéis do professor de matematica é “munir nossas

criangas e nossos jovens com ferramentas para entender o mundo a nossa volta que é o

objetivo da Matemética” (VIANA, [25]).

3.1 Pensamento computacional

No final da década de 1960, o pesquisador Seymour Papert e sua equipe comecaram
uma pesquisa exploratéria acerca do uso da programagao no ensino de matemadtica [3]. O
principal piblico alvo dessa pesquisa foram alunos da 7% série, com algumas experimentacoes
também desenvolvidas com criancas menores, da 2% e 3% séries. Para viabilizar a pesquisa,
foi desenvolvida uma linguagem de programacao voltada para o ensino de matemaética e
com uma sintaxe mais simples para que os alunos pudessem entender e utilizar, pois as
linguagens de programacao existentes possuiam uma sintaxe complexa e voltadas para a
linguagem da méquina [3].

Apds pouco mais de um ano de pesquisa, sete caracteristicas do ensino com o
uso da programagao foram levantadas por Papert, sendo que trés estao associadas a
escrita matematica, trés estao associadas a experimentacao e a ultima esta associada a

interdisciplinaridade. Vamos comegar pela escrita matemética. Segundo Papert (p.7, [3]),
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“programar facilita a aquisicio do pensamento e escrita rigorosos” !, possibilita a mediacao
de informacoes bem especificas e fornece uma linguagem comum para os alunos poderem
debater Matematica.

Uma das dificuldades encontradas pelo professor de Matematica é explicar a neces-
sidade de uma escrita rigorosa, ou seja, uma escrita que utilize os simbolos matematicos de
forma correta. Esse rigor se torna natural e imprescindivel quando se estd programando,
pois o computador precisa entender o algoritmo que foi construido.

Além disso, o entendimento de uma linguagem simbdlica é um facilitador ao se
deparar com uma area que possui uma estrutura diferente da usual. Matrizes é um
conteudo matematico cuja primeira dificuldade encontrada pelos alunos é a sua linguagem.
Ao dominar a linguagem de programacao, os alunos terao mais facilidade em se adaptar a
novas linguagens simbolicas e novos algoritmos. Para a BNCC, é importante que os alunos
do Ensino Médio mobilizem “habilidades relativas a representacao e a comunicacao para
expressar as generalizacoes, bem como a construcao de uma argumentacao consistente
para justificar o raciocinio utilizado.” (BNCC, [6], p. 529)

Para Barcelos e Silveira,

dentro do dominio das diferentes representagoes permitidas pela lingua-
gem matematica, também se espera que o aluno seja capaz de “traduzir”
uma representacao em outra como, por exemplo, converter os dados de
uma tabela em um gréfico. (p.5, [5])

Essa mudanca de representacoes é muito importante para o entendimento e resolucao
de sistemas lineares, uma vez que seu entendimento perpassa uma leitura algébrica
ou geométrica e sua resolucao pode ser feita a partir de matrizes. Temos assim, trés
representacoes distintas de um mesmo problema que pode ser modelado através da
tecnologia, com o uso de uma linguagem de programacao ou software matematico.

Um outro problema encontrado no ensino de matrizes e sistemas lineares ¢ a utili-
zacao de um mesmo simbolo para conceitos diferentes. Utilizamos letras para representar
um vetor, um nimero, uma incégnita, um coeficiente.

De fato, os estudantes universitarios costumam ter problemas com os

muitos papéis do “x” na dlgebra: as vezes parece ser um nimero, as vezes
um tipo de objeto sutilmente diferente chamado de varidvel e, em outras

Programming facilitates the acquisition of rigorous thinking and expression.
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ocasioes, deve ser tratado como uma funcao. 2 (Papert et al. [3], p. 7,
traducao nossa)

Quando determinamos as variaveis existentes em um programa precisamos configurar
sua natureza e suas caracteristicas. Em um programa a letra x pode representar um
numero inteiro, em outro um ntmeros real com duas ou trés casas decimais, em um terceiro
um vetor com dimensao 3 ou até uma funcao. Ao iniciar o planejamento de um programa,
é necessario entender qual o papel que cada elemento ir4 desempenhar e a escrita deve ser
rigorosa para que o computador possa entender os comandos que lhe sao passados.

O aluno precisa perceber a diferenca entre variavel e incégnita no desenvolvimento
do programa. Identificar esses elementos, suas caracteristicas e diferencas faz parte do rol
de habilidades que a BNCC preconiza para um estudante do ensino médio. A utilizacao

de uma linguagem de programacao ainda

fornece um vocabuldrio e um conjunto de experiéncias para discutir
conceitos e problemas matematicos. Os programas sao mais discutiveis
do que as atividades matematicas tradicionais: pode-se falar sobre sua
estrutura, pode-se falar sobre seu desenvolvimento, sua relacdo um com
o outro e com o problema original.® (Papert et al. [3], p. 10, tradugao
nossa)

A discussao de problemas matematicos é muito importante para os alunos, prin-
cipalmente para auxiliar em sua resolucao. Ter uma linguagem mais estruturada e com
divisoes bem marcadas de seus elementos ajuda no desenvolvimento dos debates durante
as experimentacoes. Nesse aspecto, “a programagao fornece modelos altamente motivados

74 (Papert et al. [3], p. 8, traducao nossa).

para todos os principais conceitos heuristicos
E possivel discutir a relagao entre o procedimento formal de resolver um problema e o
seu entendimento intuitivo. A divisao de um problema maior em problemas menores e a
criacao de sub-rotinas passa a ser uma estratégia adotada na resolucao de problemas. O
erro pode ser explorado pelos alunos no processo de depuracao do algoritmo e a caga aos

erros se torna uma atividade normal. O erro deixa de ser visto como algo ruim e passa a

ajudar de forma construtivo no crescimento do aluno.

2Indeed, college students often have trouble with the many roles of the “x” in algebra: sometimes
it appears to be a number, sometimes a subtly different kind of object called a variable, and on other
occasions it is to be treated as a function

3provides a vocabulary and a set of experiences for discussing mathematical concepts and problems.
Programs are more discussable than traditional mathematical activities: one can talk about their structure,
one can talk about their development, their relation to one another, and to the original problem.

4Programming provides highly motivated models for all the principal heuristic concepts.
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O computador passa, entao a ser utilizado como um “|...] laboratério de matemadtica
para promover uma abordagem experimental na resolu¢ao de problemas” ® (Papert et al. [3],
p. 10, tradugdo nossa). E possivel testar a validade de um teorema, ou a aproximagao de
uma solugao de um problema a partir de intimeros exemplos. Além disso, o computador
permite a criacao de ambientes bem controlados e com poucas variaveis.

Assim, é necessario que os estudantes possam, em interacdo com seus
colegas e professores, investigar, explicar e justificar as solucoes apre-
sentadas para os problemas, com énfase nos processos de argumentacao
matemadtica. Embora todos esses processos pressuponham o raciocinio
matemadtico, em muitas situacoes sao também mobilizadas habilidades re-
lativas a representacao e a comunicacao para expressar as generalizagoes,
bem como a construgao de uma argumentacao consistente para justificar
o raciocinio utilizado. (BNCC, [6], p. 529)

E possivel criar um programa que determine a solucao de um sistema linear e, em
seguida, utilizar uma subrotina para testar se a resposta encontrada pelo programa esta
correta. Caso a solugao encontrada pelo programa nao seja validada pela subrotina, os
alunos tentarao identificar o erro em seu programa e refazer os calculos. Por outro lado,
se a solucao estiver certa, é possivel repetir o mesmo processo duas, trinta, quatrocentas
vezes para verificar se o programa ira apresentar falhas.

E possivel realizar esse mesmo processo de experimentacao sem o uso de com-
putadores, porém a quantidade de contas repetitivas que os alunos teriam de realizar
tornaria a atividade enfadonha, desmotivando-os a continuarem. Mais ainda, a busca pela
resposta certa seria substituida por uma necessidade de finalizar de forma mais rdapida
o problema, tentando eliminar a repeticao de todas as contas. O erro deixa de ser um
elemento construtivo na visao do aluno e passa a ser um elemento punitivo.

Existe a possibilidade de ampliar o conjunto universo de uma aplicagao de uma
forma que seria impossivel para a constru¢gao manual. Em geral, quando apresentamos
uma definicao ou teorema, apresentamos nao mais do que cinco exemplos. Os alunos se
familiarizam com funcoes e transformam teoremas, propriedades e ferramentas em blocos
que podem ser utilizados na resolucao de outros problemas ou na demonstracao de outros
resultados. Além disso,

comegam a utilizar, propor e/ou implementar solugoes (processos e
produtos) envolvendo diferentes tecnologias, para identificar, analisar,

Smathematical laboratory to foster an experimental approach toward solving problems
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modelar e solucionar problemas complexos em diversas areas da vida
cotidiana, explorando de forma efetiva o raciocinio 16gico, o Pensamento
Computacional, o espirito de investigacao e a criatividade. (BNCC, [6],
p. 475)

A programacao é capaz de explorar exemplos numéricos oriundos de outras discipli-
nas como fisica, biologia, geografia, economia , quimica e que possuem correlagdo com a
matematica, tornando a interdisciplinaridade mais facil de ser estruturada nos curriculos
escolares Papert et al. [3].

Esses sete aspectos apresentados por Papert, no fim da década de 1960, formaram
pilares para o desenvolvimento do Pensamento Computacional. Esse conceito tem sido
apresentado e debatido por varios pesquisadores. Para Saeli et al.

Programar envolve a habilidade de criar uma solucao para um problema.
Criar uma solucao significa que um dos resultados da aprendizagem é
a habilidade de solucionar problemas e também, se for um problema
grande, a habilidade de dividir o problema em subproblemas e criar uma

solugao geral generalizavel. Além disso, o aluno adquire a habilidade de
criar solucdes tteis, legiveis e atrativas. (SAELI et al. [2], p. 77-78)

Para a Sociedade Brasileira de Computagao (SBC),

o Pensamento Computacional se refere a capacidade de compreender,
definir, modelar, comparar, solucionar, automatizar e analisar problemas
(e solugoes) de forma metddica e sistemética, através da construcao de
algoritmos. [26]

Uma das propostas desse trabalho é acrescentar, na disciplina de matematica,
algumas caracteristicas do Pensamento Computacional e uma linguagem de programacao.
Dessa forma, sera possivel explorar o conteido de matrizes e sistemas lineares de forma
a construir modelos para as operacoes entre matrizes e resolucao de sistemas lineares.
Essas construgoes permitirao que os alunos se apropriem das técnicas e o professor podera
explorar situacoes da realidade que nao poderiam ser vistas devido ao alto indice de contas

a serem realizadas.

SProgramming involves the ability to generate a solution to a problem. Generating solutions means
that one of the learning outcomes is the ability to solve problems and also, if the problem is a big problem,
the ability to split the problem into sub problems and create a generalizable central solution. In addition,
the student achieves the ability to create usable, readable and attractive solutions.
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3.2 Metodologias possiveis

Vimos na secao anterior que o Pensamento Computacional desenvolve muitas
competéncias e habilidades que sao comuns ao Ensino de Matematica. Além disso, a
BNCC desenvolve algumas relacoes entre a Matematica e o Pensamento Computacional,
logo a construcao de uma aula que realize a conexao entre esses elementos se torna natural
e esperada.

Dessa forma, é importante analisar as metodologias de Ensino de Matematica
e verificar quais podem ser utilizadas em conjunto com o Pensamento Computacional.
Assim, faremos a andlise de metodologias utilizadas e discutidas na atualidade dando
énfase a Resolucao de Problemas e a Modelagem Matemaética, tentaremos criar conexoes
entre essas metodologias e o Pensamento Computacional e, por fim, desenvolver propostas
de atividades que aliem essas metodologias e o Pensamento Computacional, aplicadas a
Algebra Matricial.

Para pensarmos a Resolucao de Problemas precisamos primeiro entender o conceito
de problema. Para Polya [27], ter um problema significa buscar de forma consciente uma
acao que atinja um determinado objetivo. Mais ainda, todo problema possui um grau de
dificuldade para ser resolvido, caso contrario nao é um problema.

Existem dois tipos bésicos de problemas em Matematica: achar e demonstrar.
Nos problemas envolvendo achar, o aluno deve encontrar um objeto desconhecido que
satisfaz as condigoes do problema (um nimero, uma reta, uma fungao, ...). Nos problemas
de demonstrar, o aluno deve verificar se uma hipdétese é verdadeira ou falsa, a partir
das melhores evidéncias possiveis. A solugdo para muitos problemas, “[...] consiste
essencialmente em um procedimento, um curso de agao, um esquema de operacoes bem
inter-relacionadas, um modus operandi” ™ (Polya [27], p. 122, tradugao nossa).

Nesse contexto, a definicao de solucao apresentada por Polya ¢ muito préxima de
um algoritmo. Poderia, entao, um algoritmo ser uma soluc¢ao para um problema?

Vamos analisar o exemplo da rotacao de um poliedro no espago ou de um poligono
no plano. Nesse caso, a solucao ¢ um novo objeto rotacionado e um dos possiveis caminhos
¢ escrever os objetos iniciais através de matrizes e realizar o produto pela matriz de rotagao.

Nesse caso, uma rotina que realiza o produto entre matrizes é parte da solugao desejada

7[...] consists essentially in a procedure, a course of action, a scheme of well-interrelated operations, a
modus operandi.
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no problema. Para a andlise dessa construgao, o aluno precisa quebrar o problema inicial
em partes menores, sendo a primeira parte a transformacao do ente geométrico em uma
matriz, em seguida o produto da matriz original pela matriz de rotacao e, por fim, a
transformacao da matriz resultante em um novo ente geométrico.

Essa reducao em problemas menores é inerente ao pensamento computacional e a
producao de algoritmos. Por outro lado, seja um problema de achar ou de demonstrar,
dividir um problema em problemas menores ¢ um padrao cartesiano no método de Resolugao
de Problemas. De forma geral, o método de construcao de um algoritmo, bem como algumas
caracteristicas do pensamento computacional sao muito préximas de processos utilizados
na Resolucao de Problemas. Essa semelhanca nos permite construir conexoes entre as
habilidades desenvolvidas nos dois processos.

No exemplo de rotagao, o algoritmo é parte da solugao e o objeto desconhecido
é a rotacao do poliedro ou poligono. Porém, podemos pensar nesse exemplo como uma
possibilidade de modelar esse problema, ou seja, ao invés de pensar na resolucao desse
problema para um tnico objeto, podemos pensar no processo de rotacionar objetos e tentar
criar um modelo matematico que realize a rotacao sempre que necessario. Para Bassanezi,

[...] modelo matematico consiste em se ter uma linguagem concisa que
expressa nossas ideias de maneira clara e sem ambiguidades, além de
proporcionar um arsenal enorme de resultados (teoremas) que propiciam
o uso de métodos computacionais para calcular suas solugdes numéricas.
([28], p. 20).

Segundo Bassanezi [28], a modelagem matematica possui cinco etapas: experimen-
tacao, abstracao, resolugao, validacao e modificacao. A experimentacao ocorre no primeiro
contato com a situagao problema real. Em geral, nao é necessaria a presenca de um
matematico nessa etapa, mas é muito importante que ele esteja presente, pois ele pode
direcionar os parametros a serem coletados. O préximo passo é a abstracao, etapa em que é
feita a selecao das variaveis, a problematizacao, a formulagao de hipéteses e a simplificacao.
A proxima etapa é a resolucao. Nessa etapa sao construidas expressoes, fungoes, figuras
que expressem a realidade estudada. A peniltima etapa é a validacao, etapa em que o
modelo proposto é aceito ou nao. Por fim, o processo passa pela etapa de modificagao.
Nessa etapa o modelo é ajustado de acordo com os primeiros resultados obtidos pela
resolucao e validacao. E nessa etapa que as hipdteses sao reavaliadas e verificadas se sao

falsas ou verdadeiras, assim como é analisado o impacto que a simplificacao através da
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exclusao de um parametro pode causar.

Vamos tomar um outro exemplo: a construcao do seno, cosseno e tangente em
um triangulo retangulo. Esse exemplo é muito rico e pode ser abordado por diferentes
perspectivas metodoldgicas com o auxilio do Pensamento Computacional e suas ferramentas.
Nossa primeira abordagem sobre o tema pode ser a partir da Histéria da Matemaética, em
que os alunos podem construir triangulos diferentes utilizando régua e compasso. Sob a
perspectiva da Modelagem Matematica, os alunos estarao na fase de experimentacao. Eles
irao construir diversos triangulos retangulos com mesmos angulos, porém com tamanhos
de lados diferentes. Em seguida, eles realizarao as razoes entre os lados dos triangulos.
A ideia dessa atividade é permitir que os alunos percebam as regularidades que ocorrem
quando realizamos essas razoes. Porém, essa atividade possui uma limitacao com relagao
a quantidade de triangulos que os alunos irao desenhar. Solicitar que os alunos desenhem
uma quantidade muito grande de triangulos pode tornar a atividade enfadonha de forma a
desmotivar os alunos.

Dessa forma, podemos recriar esse mesmo ambiente de experimentacao em um
software de matematica dinamica que associa dlgebra e geometria. Os alunos poderao
construir um angulo qualquer e desenhar quantas perpendiculares eles quiserem e solicitar
que o software calcule as razoes. Mais ainda, é possivel realizar uma animacao em que a
reta perpendicular se desloque em relacao a um dos lados (naturalmente ela se deslocara
em relacdo aos dois lados) e verificar o que ocorre com as razoes. Nesse processo, o aluno
tem acesso a uma quantidade muito maior de exemplos de uma forma mais simples. O
proximo passo, a abstragao, torna-se mais simples e mais natural. O aluno percebe que o
fenomeno ocorre em “todos” os triangulos. Nesse caso, a resolucao é uma consequéncia
direta da abstracao.

O aluno passa entao para a proxima pergunta: serd que esse resultado vale para
triangulos com outros angulos? A experimentacao é retomada, mas em uma tentativa de
validar o que foi “descoberto”. O aluno modifica o angulo e refaz os testes. Modificar o
angulo no software é muito mais simples que construir novos triangulos com outros angulos
utilizando régua e compasso. O uso do computador como um laboratério no desenvolvi-
mento das atividades diminui o tempo de alguns processos e permite a visualizacao de
uma quantidade muito maior de exemplos. Por fim, o aluno irda desenvolver os modelos de

seno, cosseno e tangente para triangulos retangulos.
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E preciso deixar claro que, nesse processo, o professor precisa mediar a construcao
feita pelo aluno, lembré-lo do rigor mateméatico (por mais exemplos que o computador crie,
eles nao representam todas as possibilidades), construir a solucao utilizando a linguagem
matematica.

E importante ressaltar que a proposta do trabalho nao é substituir métodos ja
consolidados, como as construgoes com régua e compasso, por métodos computacionais.
Cada processo desenvolve competéncias e habilidades e devem ser apresentados aos alunos.
O desenho com régua e compasso desenvolve muitas habilidades voltadas a motricidade
que nao podem ser desenvolvidas com auxilio de um computador.

Nossa proposta é ampliar as possibilidades metodolédgicas e incorporar o Pensamento
Computacional no ensino de Matematica como proposto pela BNCC. Assim, desenvolve-

mos atividades referentes a matrizes e sistemas lineares com elementos do pensamento

computacional.

3.3 Atividades propostas

Faremos a apresentacao de trés aplicagoes, duas envolvendo matrizes e uma en-
volvendo sistemas lineares em situacoes reais. Essas atividades foram pensadas para
serem desenvolvidas por alunos do Ensino Médio trabalhando em grupos com trés a cinco
estudantes e serao utilizados recursos computacionais. O primeiro recurso computacional
que sera utilizado é o Geogebra, software de geometria dinamica muito utilizado e com
um vasto material ja disponivel.

O segundo software a ser utilizado é o Maxima que trabalha com algebra computa-
cional. Utilizaremos o Maxima como um sistema de manipulacao de expressoes algébricas
e numéricas, é um software de c6digo aberto que pode ser encontrado em [8]. Na aba
Documentos é possivel encontrar manuais, tutoriais e diversas informagoes para iniciar o
uso desse software. A pagina possui traducao para o portugués, mas possui uma quantidade
menor de materiais se comparada a versao em inglés. Um manual de apoio ao uso desse
software nas aulas de Matematica pode ser encontrado em [29]. Esse software possui uma
entrada por linhas de comandos, mas muitas funcionalidades podem ser desenvolvidas a
partir de uma interface gréfica, tornando-o uma opcao para o professor que deseja comegar
a trabalhar com recursos tecnologicos mais robustos.

O terceiro software a ser utilizado é o Octave que é uma linguagem de programacao
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cientifica e também ¢ um software de cddigo aberto, podendo ser encontrado em [9]. Um
vasto manual com suas funcoes pode ser encontrado na aba Docs. A pagina nao possui
traducdo para o portugués, mas um manual em portugués pode ser encontrado em [30].
E uma opgao para o professor que deseja introduzir a programagao em sua sala, pois ja
possui uma grande quantidade de rotinas desenvolvidas em formato de operacgoes e, por
ser uma linguagem voltada principalmente para o desenvolvimento da Algebra Matricial,
possui uma sintaxe muito proxima da Matematica.

Utilizar esses softwares matematicos juntamente com o Geogebra significa construir
um grande laboratério de experimentagao, pois eles se complementam e conseguem abranger
toda a Matematica do Ensino Basico.

Além da escolha dos softwares a serem utilizados, o professor também deve escolher
uma das abordagens aqui apresentadas, podendo adaptar ou construir uma nova abordagem,
caso seja necessario. Nosso objetivo nao é construir um trilho o qual o professor deve
seguir, mas trilhas que possam ser percorridas com a possibilidade de construcao de
novos caminhos. Assim, nao apresentaremos atividades bem definidas e estruturadas, mas

cenarios que podem ser construidos com os alunos de formas diferentes.

3.3.1 Braco robaético

A primeira aplicacao que sera apresentada é a movimentagao de bracos robéticos e
¢ interessante que o professor tenha acesso a um exemplar para a realizacao dos testes
e simulagoes. Com a automacao da industria, esse é um conhecimento necessario para
muitos profissionais e um 6timo exemplo de aplicagao de matrizes. Existem diversos tipos
de bracos robdticos com diferentes tipos de movimentos disponiveis no mercado. Para as
construgoes seguintes, vamos analisar um brago robdtico composto por uma base giratéria
e um braco extensivo. Assim, os movimentos desse braco estao restritos ao plano e iremos
posicionar a base do braco sobre a origem do plano. Dessa forma, os dois movimentos
possiveis sao a rotagao em torno do préprio eixo, no caso a origem; e a translacao sobre
uma reta que contém a origem e o ponto inicial do movimento. Na pratica, a translacao
possui uma limitacao devido ao comprimento maximo do braco mecanico, mas que sera
desconsiderada nas construcgoes tedricas abaixo.

Definido o espaco de trabalho, ou seja, o plano, precisamos lembrar que ja realizamos
a identificacao de um vetor do R™ com uma matriz coluna. Dessa forma, podemos construir

as transformacgoes geométricas a partir de operacoes matriciais. A rotagao em torno da



Capitulo 3. Intervencao diddtica 71

origem pode ser representada pela multiplicacao matricial

Zo cos) —senf Zo

= . (3.1)
Yo senf)  cos6 Yo
em que (Zo,7o) representam as coordenadas do ponto apds a rotacao, (xg,yo) representam as
coordenadas originais do ponto e 6 é o angulo de rotacao. Utilizaremos sempre essa notacao,
ou seja, (xo,yo) representard as coordenadas do ponto inicial, (Zg,7) as coordenadas do
ponto rotacionado e 6 sera o angulo de rotacao.

Além da rotacao, um brago robotico pode expandir, nesse caso poderemos pensar em
uma translacao ou uma homotetia. Para a translagao, utilizaremos a soma entre matrizes
e para a homotetia, podemos realizar um produto por escalar por uma das matrizes de
rotacao ou utilizando a matriz identidade. De forma geral, podemos pensar que a ponta
do brago robdtico estd sobre uma circunferéncia unitaria e faremos primeiro uma rotagao
para depois a homotetia ou translagao. Como criar as relagoes entre as transformagoes
geométricas e as operagoes matriciais nao é um dos objetivos desse trabalho, faremos uso
desses resultados que podem ser encontrados em Pereira [31] e Pulino e Rodrigues [32].

Para essa situacao problema, apresentaremos duas possibilidades de abordagem
metodologica. A primeira abordagem é utilizar a situagao problema como uma contextu-
alizacao de um contetiddo matematico, ou seja, o professor apresenta o conteido através
de aulas expositivas, ou outra metodologia que prefira, desenvolvendo todas as equagoes
matemadticas e construindo as relagoes entre as transformagoes geométricas e matrizes.
Em seguida, a situacao problema é apresentada aos alunos que irao aplicar os conceitos
ja estudados. Dessa forma, o professor poderd utilizar essa atividade para auxiliar no
processo de consolidagao da aprendizagem dos alunos.

Na segunda abordagem, é introduzido um elemento exploratério e investigativo.
Para isso, o professor deve apresentar o conteiido de matrizes através de aulas expositivas,
ou outra metodologia que achar melhor. Em seguida, ele ird apresentar a situacao problema
e conduzird a construcao das relagoes entre as matrizes e as transformagoes geométricas

que sera feita pelos alunos.
Primeira abordagem

A primeira possibilidade de abordagem a esse problema é introduzi-lo como um

exemplo que pode ser replicado e testado pelos alunos. Como dito, o professor fara toda
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a explanacgao referente a matrizes e apresentara as transformagoes geométricas acima
descritas. Nessa abordagem, os alunos irao aplicar o contetudo visto, realizando os testes
em ambiente experimental para verificar o funcionamento do brago robdtico.

Nesse caso, podemos operacionalizar essa atividade utilizando o Maxima e o Geoge-
bra. O primeiro passo é solicitar que os alunos realizem a rotagao de um ponto utilizando
o Geogebra. Os alunos precisam selecionar um ponto e utilizar a ferramenta “Rotacao
em torno de um ponto” com a origem como ponto de referéncia. Em seguida, um angulo
serd escolhido para realizar a rotacao assim como o sentido de rotacao. Por convencao, o
sentido anti-horario deve ser escolhido. Na janela de “Algebra” é possivel verificar as coor-
denadas do ponto inicial, o angulo escolhido e as coordenadas do ponto rotacionado. Essas

informacoes serao importantes para o desenvolvimento do cdlculo utilizando o Maxima.

Figura 3.1: Rotacao de um ponto em relacao a origem

7 Geometry - GeoGebra

NP IG5 PAF NI

Point -
: 5
© A=(2073)
o A = Rotate(A,30°,0) s
- (0.23, 3.6)
- 3 .A
O = Intersect(xAxis, y/
- (0, 0) 2
* Input...
1
0 , : : :
- s y 2 3 4 5

FONTE: Criado pelo autor

Na Figura 3.1, apresentamos um exemplo em que foram construidos os pontos
A=(23)e0O=(00). Em seguida, foi realizada a rotacdo do ponto A pelo angulo & no
sentido anti-horério. E possivel ver as coordenadas de cada ponto na janela de “Algebra”.

Essa atividade também pode ser feita utilizando papel, régua e compasso, mas o

tempo gasto para realizar essas transformagoes geométricas utilizando material concreto é
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muito grande. Esse tempo é muito menor ao utilizar um software.

O proximo passo, € realizar a construgao utilizando o Maxima e o produto entre
matrizes. Para isso, devemos inserir a matriz de rotacao desejada e a matriz coluna
relativa ao ponto a ser rotacionado, utilizando o comando “Algebra>1ntroduzir matriz...”.

A interface de insercao de uma matriz no Maxima é bem simples e intuitiva, como mostra

a Figura 3.2.
Figura 3.2: Janelas para insercao de matrizes no Maxima
Matriz X
) Informe uma matriz X
Linas: |2
1 2
Colunas: |2 -
1 Icos(%pl/e) I—smn(%pl/é)
Tipo: |geral ]' 2 Isin(%pl/e) Icos(%pi/c‘)
Nome: Al
OK | Cancelar
Cancelar

FONTE: Criado pelo autor

Apés inserir as matrizes, serd necessario executar o comando relativo ao produto de
duas matrizes que é A.B, em que A e B sao as matrizes que se quer multiplicar. Utilizando

os mesmos valores da Figura 3.2, o Maxima ira apresentar o seguinte resultado.

(% i1)  if numer#false then numer:false else numer:true;

true (% ol)

(% i2)  A: matrix([cos(%pi/6),-sin(%pi/6)],[sin(%pi/6),cos(%pi/6)]);

0.8660254037844387 —0.4999999999999999

(% 02)
0.4999999999999999  0.8660254037844387

(% i3)  B: matrix([2],[3]);

(% 03)
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(% i4) A.B;

0.2320508075688776
3.598076211353316

(% o4)

Naturalmente, os valores encontrados para as coordenadas do ponto rotacionado
diferem por uma aproximacao. Caso haja a necessidade de resultados mais precisos, os
alunos devem ajustar o Geogebra para que ele apresente mais casas decimais. O Geogebra
pode apresentar até quinze casas decimais ou treze algarismos significativos. Algumas
configuragoes também devem ser feitas no Maxima para que ele apresente os resultados da
forma desejada, como por exemplo alterar a saida dos comandos para a saida numérica,
representado pela primeira e segunda linhas de comando. Isso mostra o quao importante é
o conhecimento que o professor deve ter das ferramentas computacionais que ele deseja
utilizar.

Continuando a atividade, o professor deve solicitar que os alunos facam algumas
simulacoes tanto no Geogebra quanto no Maxima e comparem as respostas encontradas
em cada software. Para tornar a atividade mais interessante, ele pode solicitar que sejam
feitas mais de uma rotagao em um ponto ou rotacoes e translagoes e deixar os alunos
pensarem como realizar essa operacao no Maxima utilizando uma tnica linha de comando.
Dessa forma, os alunos terao de compor as rotagoes como produto das matrizes de rotagao
ou pensar na ordem de produtos e somas de matrizes para que o braco robdtico passe por
todos os pontos desejados.

Por fim, o professor pode realizar uma discussao sobre o algoritmo que permite o
Geogebra realizar as transformacoes geométricas e pode apresentar, caso seja possivel, um

braco roboético realizando os movimentos descritos pelos alunos durante a atividade.
Segunda abordagem

A segunda possibilidade de abordagem é introduzir a situacao do brago robdtico
como um problema a ser solucionado pelos alunos, ou seja, como realizar a movimentagao
de um braco robdtico. Para isso, os alunos precisam perceber a existéncia de duas
possibilidades. A primeira possibilidade é a movimentacao desse brago a partir de comandos
previamente estabelecidos, nesse caso o ponto final nao é conhecido e sera a solugao do

problema. A segunda possibilidade é a movimentacao do brago entre pontos do espago, ou



Capitulo 3. Intervencao diddtica 75

seja, o brago esta parado em uma posicao e ele precisa se movimentar até uma posi¢ao no
espaco para pegar um objeto, por exemplo. Nessa segunda possibilidade, os alunos terao
de pensar em quais sao os comandos que fazem com que o brago descreva o movimento
desejado e esse conjunto de comandos sera a solugao do problema.

Assim, o professor farda a explanacao referente a matrizes, mas deixard a cargo
do aluno a andlise dos problemas de transformacgoes geométricas, ou seja, cabera ao
aluno desenvolver a relagao entre matrizes e as transformagoes geométricas, através da
necessidade que a situagao problema trara ao aluno. Nesse cenario, o aluno tera de realizar
uma investigacao guiada pelo professor e que pode ser inciada com a construcao de uma

rotacao com material concreto ou com o Geogebra como mostrado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Rotacao de um ponto em relagao a origem utilizando o
Geogebra

FONTE: Criado pelo autor

A partir das imagens obtidas pelos alunos, eles terao de buscar os elementos
necessarios para o desenvolvimento do problema e como eles se relacionam. Naturalmente,
para o problema de rotacao, os elementos principais sao o ponto inicial, o angulo de
rotagao e o ponto rotacionado. A relagao existente entre esses elementos irda depender da
possibilidade de movimento adotada. Assim, caso o objetivo seja realizar movimentos a
partir de um conjunto de comandos estabelecidos, teremos que o ponto inicial e o angulo
sao os elementos iniciais e o ponto final é a solucao do problema. No caso da Figura 3.3,
podemos pensar a ponta do braco robotico estd no ponto A e queremos rotacionar o braco
em relagao a origem utilizando o angulo 6. Entao, a pergunta a ser feita aos alunos é
“Com as coordenadas de um ponto e um angulo central, como identificar as coordenadas
do ponto final?”.

Por outro lado, caso o objetivo seja posicionar o braco robdtico em um ponto
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desejado, teremos que os pontos inicial e final serao os elementos iniciais do problema e
o conjunto de comandos necessarios para que o brago se desloque de um ponto ao outro
sera a solucao do problema. No caso da Figura 3.3, podemos pensar que a ponta do braco
robético se encontra no ponto A e queremos que ele se desloque até o ponto A. Nesse caso,
devemos perceber que os pontos A e A estdo sobre uma mesma circunferéncia centrada na
origem e o movimento necessario é uma rotacao através o angulo #. Assim, a pergunta a
ser feita aos alunos é “Com as coordenadas de um ponto e as coordenadas finais, qual ou
quais as transformagoes geométricas necessarias para que o ponto inicial seja deslocado
até as coordenadas finais?”

Vamos comecar desenvolvendo as atividades referentes a primeira possibilidade, ou
seja, temos um ponto inicial e uma sequéncia de comandos e queremos identificar qual
sera o ponto final. Os comandos que podem ser realizados no caso de um brago robdtico
sao translacoes e rotagoes, entao precisamos construir a relagao dessas transformacoes
geométricas com as matrizes.

O primeiro passo sera associar um ponto no plano a uma matriz linha ou coluna.
Nesse trabalho, faremos a associagao com a matriz coluna para continuar com a mesma
notagao, mas o professor pode deixar essa escolha para os alunos, assim eles se sentirao
parte do processo. O melhor dos cendrios é ter grupos trabalhando com matrizes linhas e
grupos trabalhando com matrizes colunas. Os resultados encontrados pelos grupos serao
um pouco diferentes, mas equivalentes e a discussao sobre a equivaléncia dos resultados
serd muito rica para os alunos.

Uma vez feita essa escolha inicial, os alunos comecarao um processo investigativo.
Para isso, o professor deve solicitar que os alunos realizem simulacoes no Geogebra de
translagoes de pontos. Geometricamente, para a translagao, é necessario um vetor e a
escrita da operagao matricial de soma ¢é naturalmente desenvolvida pelos alunos, apds a
escrita do ponto e do vetor como matrizes colunas.

O préximo comando a ser analisado é a rotacao. Novamente, o professor deve
solicitar que os alunos realizem simulagoes no Geogebra. Diversas imagens devem ser
geradas pelos alunos que escolherao uma para comecar o processo de investigagao. Faremos
a andlise através da Figura 3.3, na qual os alunos podem notar os triangulos AOA, e AOA,
em que A, e A, sdo as projecoes ortogonais de A e A em relacido ao eixo OX. Por construcio,

esses triangulos sao retangulos e os segmentos OA e OA sao as hipotenusas dos triangulos
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retangulos e podem ser calculadas através do Teorema de Pitdgoras. Chamaremos a
medida dessas hipotenusas de r, pois elas sao iguais. Essas medidas sao iguais porque
os pontos A e A, por construcdo, pertencem a mesma circunferéncia centrada na origem.
Nem todos os alunos chegarao a essa conclusao, entao o professor pode solicitar que eles
calculem ou verifiquem no Geogebra essas medidas. Para cada simulagao, as hipotenusas
serao iguais e os alunos podem comecar a conjecturar com o auxilio do professor. Por fim,
eles devem chegar a conclusao de que essas medidas sao sempre iguais e ter nocao de que
esses pontos pertencem a mesma circunferéncia centrada na origem.

O préximo passo sera analisar os angulos em O dos dois triangulos e solicitar aos

alunos que construam suas relagoes trigonométricas. Para o triangulo AOA,, teremos que
Yo

coso = — e sena = — (3.2)
r r

e para o triangulo AOA, teremos que

z
cos(a +0) = = e sen(a+0)= % (3.3)

r r
Desenvolvendo as equacoes trigonométricas, os alunos deverao achar as seguintes

coordenadas para o ponto rotacionado.
(xgcosl — ygsen, xqsenb + yocosh) (3.4)

Essa expressao nao é tao simples de ser desenvolvida, dessa forma, sugerimos que o professor
observe seus alunos e interfira, caso eles tenham muita dificuldade. Em alguns casos, o
professor tera de desenvolver as coordenadas do ponto rotacionado.

O objetivo dessa atividade é desenvolver operagoes matriciais que realizem algumas
transformagoes geométricas. Assim, vamos tentar reestruturar a equagao (3.4) para o
formato matricial. O professor deve pedir aos alunos para tentarem separar os elementos
trigonométricos das coordenadas do ponto inicial. Como eles ja viram o conteido de
matrizes, sera possivel tentar montar matrizes cujo produto sejam as coordenadas encon-
tradas na equagao (3.4). A expressao encontrada pelos alunos deve ser testada utilizando
o Geogebra e o Maxima. Os testes servirao para validar ou nao a expressao encontrada

pelos alunos de forma que se a expressao encontrada for equivalente as coordenadas em
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(3.4), a conclusao é de que a expressao é a desejada. Caso contrério, os alunos devem
rever suas anotacoes e verificar possiveis modificagoes que possam ser realizadas para que
a expressao seja coerente com a estrutura desejada. Em seguida, novos testes devem ser
conduzidos para validar a nova expressao encontrada.

Com as expressoes desenvolvidas, o professor pode solicitar que sejam feitas algumas
sequencias de movimentos para que os alunos percebam como o braco robético funciona.
O estudo da primeira possibilidade pode finalizar com esses ultimos exemplos e o professor
pode comegar a introduzir a segunda possibilidade, ou seja, sao dados um ponto inicial, no
qual a ponta do braco robdtico se encontra, e um ponto final que é o ponto de destino
da ponta do braco robdtico. Nossa solucao, entao, serd o conjunto de transformacoes
geométricas que descrevem a trajetoria de movimento comegando no ponto inicial até o
ponto final. A solucao para esse problema nao é tnica, entdao o professor deve realizar uma
discussao sobre as possiveis variagoes de movimentos que podem existir e deixar claro para
os alunos que eles tentarao construir um conjunto composto por rotagoes sobre a origem e
translagoes para realizar o movimento desejado.

A primeira diferenca nessa situacao é pensar nas posicoes desses pontos. Esses
dois pontos juntamente com a origem podem ser colineares, podem pertencer a uma
mesma circunferéncia centrada na origem ou nenhuma das duas opgOes anteriores. Se
tomarmos dois pontos distintos quaisquer ao acaso, a probabilidade deles, juntamente
com a origem, serem colineares ou pertencerem a uma mesma circunferéncia centrada
na origem ¢ praticamente zero. Porém, comegar por esse exemplo tornara o processo
de investigacao dos alunos mais dificil. Dessa forma, sugerimos que, inicialmente, seja
apresentado o caso de dois pontos que, juntamente com a origem, sejam colineares, em
seguida dois pontos sobre a mesma circunferéncia centrada na origem e, por fim, dois
pontos distintos quaisquer.

Assim, dados dois pontos no plano, precisamos identificar se a reta que passa por
esses dois pontos também passa na origem, ou podemos verificar se a reta que passa pela
origem e pelo ponto inicial também passa pelo ponto final. Essa construcao pode ser
realizada através das fungoes afim ja conhecidas dos alunos e que devem concluir que se os
dois pontos nao pertencem ao eixo OY e sao colineares com a origem, entao a razao entre
a ordenada e a abscissa do ponto transladado deve ser igual a razao entre a ordenada e

a abscissa do ponto inicial. Caso um dos pontos pertenca ao eixo OY', entao o segundo
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também deve pertencer para que sejam colineares com a origem.

Entao, para dois pontos distintos e a origem colineares, utilizaremos a soma de
matrizes e o braco robético se deslocard sobre uma reta que passard pela origem e pelos
dois pontos dados. Sugerimos que o inicio da investigacao seja a construcao geométrica
que pode ser realizada no Geogebra. A visualizacao do problema é muito importante,

tornando-o mais concreto para o aluno.

Figura 3.4: Translacao de um ponto

h N

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-1

FONTE: Criado pelo autor

Uma vez realizado desenhos como o da Figura 3.4, os alunos devem pensar em qual
operacao devem desenvolver para realizar a translacao. A expressao que os alunos devem
desenvolver é

T T To— T
0 _ 0 " 0 0 (3.5)

Yo Yo Yo — Yo
Para validar a expressao encontrada, os alunos podem comparar as construgoes realizadas
no Geogebra e no Maxima com a ferramenta “Introduzir matriz...”. Com isso, os alunos
finalizam as atividades com pontos colineares.
Em seguida, o professor devera propor a atividade com pontos distintos pertencentes
a uma circunferéncia centrada na origem. Dados dois pontos no plano, os alunos podem
verificar se eles pertencem a mesma circunferéncia centrada na origem calculando a distancia
entre a origem e o ponto através do Teorema de Pitagoras, como feito anteriormente. Para
simplificar o problema, o professor pode restringir a circunferéncias unitarias. Novamente,
o ponto de partida serd a construcao de desenhos que serao semelhantes a Figura 3.3.
As coordenadas de um ponto rotacionado ja sao conhecidas, entao os alunos precisam

perceber a necessidade de encontrar o cosseno e o seno do angulo 6 de rotacao que podem
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ser conseguidos através das equagoes (3.2) e (3.3), porém com o objetivo de isolar as

relacoes trigonométricas.

cosf — ZoTo + YoYo _ _
- ) cos ) = Towo + YoYo
= (3.6)
Yoo — ToYo _ _
senf = — sen ) = Yoo — ToYo
r

Lembrando que 72 = 1, pois os pontos estao sobre uma circunferéncia unitaria. Observe que
nao € necessario encontrar o angulo #, dessa forma, ja possuimos os elementos necessarios
para realizar a rotagao desejada e, dado um exemplo, os alunos devem utilizar as equagoes
(3.6) para encontrar as relagoes trigonométricas do angulo de rotacao e depois utilizar a
equacao de rotagao (3.1) para realizar a rotagdo do brago robdtico. Novamente, os alunos
farao o processo de validacao da expressao que encontraram, realizando ajustes sempre
que necessario.

A dltima atividade dessa sequéncia a ser proposta pelo professor é a andalise de
pontos distintos quaisquer e que nao sejam colineares com a origem e nao estejam sobre
uma mesma circunferéncia centrada na origem. Os alunos devem desenvolver imagens no
Geogebra e propor conjuntos de transformacgoes geométricas como solucao para o problema
geométrico. E preciso lembrar aos alunos que, embora existam diversas possibilidades de
curvas, existe uma limitacao fisica quanto ao braco robdtico que sé realiza rotacoes em

torno de sua base e translagoes passando por sua base.

Figura 3.5: Rotacgao e translacao de um ponto em relacao a origem

2|

FONTE: Criado pelo autor
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As figuras que os alunos irao construir orientados pelo professor devem se aproximar
da Figura 3.5, sendo que a ponta do brago robdtico se encontra na posicao A e precisa se
deslocar até a posicdo A. Observe que o processo de investigacio ja comeca na construcio
da imagem podendo gerar uma discussao sobre as possibilidades de movimentos do braco.
Na Figura 3.5, foi feita uma rotacao para depois uma translacao em azul e uma translacao
para depois uma rotagao em vermelho. A discussao dessa atividade é um pouco mais
complexa do que as atividades anteriores, pois envolve a descoberta de um ponto auxiliar,
no caso do movimento em azul o ponto B e no caso do movimento em vermelho o ponto C'.
E importante realizar uma discussao geométrica com o auxilio do Geogebra para direcionar
a atividade para o movimento em azul, pois pensar no movimento em vermelho significa
pensar na intersecao entre a reta OA e a circunferéncia de centro na origem e que passa por
A. Essa intersecdo possui dois pontos e, algebricamente, ndo é tao simples diferencia-los,
podendo gerar ambiguidade na procura do seno e cosseno do angulo de rotacao.

Dessa forma, desenvolveremos o movimento em azul e os alunos terao de pensar
em como compor esses movimentos de forma algébrica, lembrando que as informacoes
que eles possuem sdo as coordenadas dos pontos A e A. O primeiro passo é verificar se
as expressoes encontradas para os casos anteriores valem para essa situagao. De fato, a
equagao de translagao (3.5) continua vélida. Mas, a equagao (3.6) para encontrar o angulo
de rotacao nao satisfaz ao cendrio atual, pois os pontos A e A ndo equidistam do centro.

Dessa forma, as equagoes que os alunos devem encontrar sao

ZoZo + YoYo
cosf) = ——7-
T
(3.7)
sen 8 = Yoo —_xoyo
TeT

lembrando que r é a distancia do ponto A até a origem e 7 serd a distancia do ponto A
também a origem. Essas distancias podem ser calculadas através do Teorema de Pitagoras.
Essa expressao nao é tao simples de ser verificada pelos alunos e pode ser desenvolvida
pelo professor caso eles tenham muita dificuldade. Mais ainda, o professor pode criar um
algoritmo no Octave que calcula esse angulo de rotacao e entregar aos alunos para que
eles se concentrem nos estudos das matrizes e como esses objetos se relacionam.

Caso os alunos consigam desenvolver essa expressao, € interessante realizar uma

comparagao entre essas equagoes e verificar que as equagoes (3.6) sdo um caso particular das
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equagoes (3.7). Com as equagoes bem definidas sugerimos deixar os alunos resolverem um
problema utilizando as ferramentas que eles ja possuem para que percebam o processo que
precisam realizar, ou seja, eles precisam primeiro achar o angulo de rotacao, depois achar
as coordenadas do ponto rotacionado e por fim realizar a translagdo para as coordenadas
finais. O professor deve introduzir uma discussao sobre as dificuldades de realizar esse
processo mesmo com o auxilio do Maxima e apresentar a linguagem de programacao como

uma alternativa a todos os calculos necessarios.

Figura 3.6: Algoritmo de rotagao e translagao no Octave

Editor Janela de Comandos
Arquivo  Editar Visualizar Depurar Executar Ajuda >> Rot_Trans
" A A = & o~
-2 PR AR > A I ) " cosbeta = -0.23933
Rot_Transm ;e:beta = 0.84853
1 xi=7;
2 yi=l1; -0.23933 -0.84853
3 xf=-5; 0.84853 -0.23933
4 yf=
S P =
6 sexp para encontrar o angulo de rotacao.
7 cosbeta=(xi*xf+yi+yf)/ (sqrt(xi”2+yi”2) *sqrt (x£72+y£°2)); -2.5238
8 senbeta=(xi*yf-yi+xf)/(sqrt(xi”2+yi”~2) *sqrt(x£°2+y£°2)); 5.7004

ontrar o ponto auxiliar rotacionado. Pf =

matricial

[cosbeta, -senbeta;

senbeta, cosbetal;

>>

15 %$soma matricial para achar o ponto final.

16 DE=p+ ([x£;y£]-P);

18 cosbeta
19 senbeta
20 R
21 p
22 PpPf

FONTE: Criado pelo autor

A Figura 3.6 mostra um possivel codigo com com as operagoes realizadas pelos
alunos. Nesse codigo, os alunos s6 precisam alterar os valores iniciais de zi, yi que
representam as coordenadas do ponto inicial e zf e yf que representam as coordenadas do
ponto destino do brago robdtico e, ao executar o programa, todas os calculos serao feitos
e os resultados apresentados na Janela de Comandos. Lembrando que a primeira parte
desse algoritmo que calcula os valores do seno e cosseno do angulo 6 pode ser entregue
pelo professor.

Com a utilizacao da programacao o professor pode propor uma quantidade muito
grande de simulacoes aos alunos, pois o célculo dos valores necessarios para realizar cada
simulagao serd realizado pelo computador. Dessa forma, o aluno podera se concentrar em
entender o movimento realizado pelo brago mecanico de forma algébrica, ou seja, através

do produto das matrizes de rotacgao.
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Para finalizar a discussao tedrica, lembramos que o conjunto das matrizes de rotacao
em relagao a origem no plano é um grupo abeliano com relacao ao produto de matrizes.
Entao, o professor deve deixar muito claro que o produto de matrizes nao é comutativo de
uma forma geral.

Nossa discussao sobre esse exemplo serd finalizada com essa abordagem, mas o
professor pode modificar ou remover diversos elementos aqui apresentados ou acrescentar
novos elementos. Pode pensar na possibilidade de iniciar o processo de investigacao durante
a construgao do contetdo de matrizes. Como dito anteriormente, essa discussao é um

caminho que tem o objetivo de ajudar o professor a desenvolver sua prépria atividade.

3.3.2 Rotacao de um ponto sobre uma esfera

Nossa préxima atividade sera o estudo da movimentacao de um ponto sobre a
esfera unitaria. Nesse trabalho, faremos uma construcao tedrica desse problema, mas que
possui muitas aplicagoes, principalmente quando pensamos em movimentos de corpos
sobre o globo terrestre. Podemos pensar no deslocamento de um navio sobre o mar ou o
deslocamento de um satélite artificial que se encontra em orbita.

Por outro lado, as equagoes trigonométricas desenvolvidas na atividade anterior
para o estudo de deslocamentos no plano sao bem complexas. Estender essas equagoes para
o espaco implica em projetar os pontos inicial e final no plano XOY', calcular o angulo de
rotacao entre as projegoes e repetir o mesmo processo para o plano YOZ. Essas construgoes
demandam uma boa visualizacao tridimensional e dominio de trigonometria. Como as
matrizes e sistemas lineares sao o contetido principal de nossos estudos, trabalharemos
com o cendrio em que o ponto inicial e um conjunto de rotacoes no espaco sao dados. A
solucao do problema sera o ponto final.

O primeiro passo serd definir a rotacao. Para o plano, trabalhamos a rotacao
relativa a origem. Para o espaco, é importante que o professor crie o referencial de rotagao
com os alunos e defina as rotacoes em torno dos eixos coordenados. Em seguida, ele deve
solicitar que os alunos realizem rotagoes de pontos no Geogebra sempre comparando as
coordenadas do ponto rotacionado ao ponto inicial. Depois de algumas rotacoes, é esperado
que os alunos comecem a perceber que uma das coordenadas de mantém constante, mais
precisamente que a coordenada do eixo da rotagao se mantém constante.

Assim, o professor podera estender a equacao de rotacao do plano para o espaco.

Essa construgao podera ser feita juntamente com os alunos, pois eles ja conhecem as
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matrizes de rotacao do plano. Assim, podemos descrever as equagoes de rotagao no sentido

anti-horario como produtos de matrizes quadradas de ordem 3.

Zg 1 0 0 Zo
Y | = | 0 cosf —senf | - | yo
Z0 0 senf cosf 20

(rotacdo em torno do eixo OX)

Zo cos) 0 senf o
Yo | = 0 1 0 | Yo
20 —senfl 0 cos6 20

(rotagao em torno do eixo OY)

Zo cosf) —senf 0 Z
Yo | = | sen€ cosf@ O | - | o
Zo 0 0 1 20

(rotacdo em torno do eixo OZ)

as construgoes, o professor pode se ater as rotacoes na esfera unitaria.

0 -1 0 0 -1
1 o0o0]-|1]= 0| =4
0 0 1 0 0

(3.8)

Para rotagoes em mais de um eixo, basta realizar uma composicao de rotagoes que serao

calculadas por produtos das matrizes para se chegar ao resultado desejado. Para facilitar

Para a préxima atividade, o professor deve solicitar que os alunos realizem a rotacao
do ponto (0,1,0) em torno do eixo OZ por um angulo de 90° utilizando o Geogebra e
realizando os célculos através das matrizes de rotacao. Em seguida, os alunos deverao
rotacionar esse novo ponto em torno do eixo QY , também por um angulo de 90°, realizando

as operacoes matriciais. Os alunos terao a figura e terao construido os seguintes célculos

(3.9)
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Figura 3.7: Rotacao do ponto (0,1,0) sobre a esfera

FONTE: Criado pelo autor

001 ~1 0
010" 0|=1]0]|=4" (3.10)
-1 0 0 0 1

Com a figura construida, o professor deve perguntar aos alunos qual o movimento
que o ponto A realizou em relacao ao ponto A”. E esperado que os alunos respondam que
houve uma rotagao em torno do eixo OX. Entao, o professor ira solicitar que os alunos
escrevam essa rotacao em uma unica equagao, dessa forma eles terao de substituir o valor

de A" em (3.10) pela expressao em (3.9). Com isso, os alunos ficardo com a expressao

00 1 0 -1 0 0 0
ot1rofl-[]1 oo|-|1]||=]0]|=4" (3.11)
—1 0 0 0 01 0 1

Como o produto de matrizes é associativo, o professor deve solicitar que os alunos

realizem a operagao entre as matrizes da equagao (3.11).

00 1 0 0
10o0|-|1]=]0]=4 (3.12)
010 0 1

O professor deve solicitar que os alunos realizem a comparacao da matriz encontrada
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na equacao (3.12) com a matriz de rota¢do em torno do eixo OX. Essas matrizes sao
diferentes e o professor deve voltar a pergunta anterior e mostrar aos alunos que nem
sempre uma conjectura baseada em um exemplo é uma verdade matematica. O professor
deve solicitar que os alunos realizem as mesmas rotagoes sobre o ponto (%%,%5°,0), ou
seja, uma rotagao em torno do eixo OZ por um angulo de 90°, seguida por outra rotagao
em torno do eixo OY por um angulo de 90°. O professor deve solicitar que os alunos
desenhem o arco de circunferéncia entre o ponto inicial e o segundo ponto rotacionado.

Os alunos irao perceber que o ponto se move sobre a esfera, mas nao ¢ uma rotagao em

torno de um eixo, como mostra a Figura 3.8. Caso o professor tenha dominio de uma

Figura 3.8: Rotacao sobre a geodésica

FONTE: Criado pelo autor

ferramenta computacional, é interessante criar uma animagao mostrando a trajetéria do
ponto quando ele realiza uma rotacao por vez e a trajetoria quando ele realiza os dois
movimentos de forma concomitante descrevendo uma geodésica ao realizar o produto pela
matriz em (3.12).

Continuando a atividade, o professor deve solicitar que os alunos realizem o produto

da matriz encontrada em (3.12) por um ponto arbitrario (z,y,z). O resultado serd

0 01 T z
100 |- |Jyl|l=1|= (3.13)
010 z Y

Uma discussao muito interessante que pode ocorrer nesse momento é sobre a



Capitulo 3. Intervencao diddtica 87

comutatividade das rotacoes no R3. Como os alunos realizaram as atividades do braco
robético e verificaram que as rotacoes no R? sao comutativas, eles podem imaginar que o
mesmo ocorra em R3. Entao, essa atividade ird ajuda-los a perceber o contrario. Tanto
geometricamente, quando eles realizarem as rotagoes trocando as ordens no Geogebra,
quanto algebricamente, quando eles realizarem o produto das matrizes com ordem trocada.

Esse sera um bom comeco para falar do produto de matrizes e como um bom
algoritmo ¢ importante para a realizacao dessas operagoes. Para revisar e consolidar essa
operacao tao importante, o professor solicitard que os alunos escrevam o processo, passo a
passo, que eles desenvolvem a cada multiplicacao de matrizes. Para simplificar, o professor
pode sugerir que eles pensem nas multiplicacoes para essa atividade, ou seja, o produto de
uma matriz quadrada de ordem 3 por um vetor do R? e o produto entre duas matrizes
quadradas de ordem 3.

Para finalizar, o professor deve solicitar que os alunos desenvolvam esses algoritmos
no Octave. O professor pode disponibilizar os pseudocodigos 2.2.5 e 2.2.6 para auxiliar
nesse processo. Além disso, podera ser feita uma animacao com o funcionamento dos lacos
de repeticao para que eles entendam o papel de cada um dos indices dos lacos de repeticao.

Abaixo, temos um possivel cédigo no Octave para o produto de matrizes.

Figura 3.9: Produto de matrizes com erro

Editor & X Janela de Comandos
Arquivo  Editar Visualizar Depurar Executar Ajuda
-2 % L:] ZHeeeh , >> Produto_matriz
Produto_matriz.m 11 18 22
1 A=[ ; ; 1; 6 1317
2 B=|[ : ; 1: ansli 18 22
3 Cc=[ ; ; 17
E 9 25 34
5gfor i=1: 2 5 4
gy for k=1: 11 25 29
7 for j=
8 C(i,k)=C(i,k)+A(i,j)+B(j, k); >>
9 end;
10 end;
11 | end;
12
13 disp(C)
14 A*B

linha: 8  col: 28 codificagdo: SYSTEM  fdl: CRLF

FONTE: Criado pelo autor

Como o Octave ja possui uma rotina de produto de matrizes é interessante que os

alunos escrevam esse comando ao fim do algoritmo. Na Figura 3.9, é possivel perceber que
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o comando de produto de matrizes esta na linha 14. Como consequéncia, o Octave mostrara
o resultado do algoritmo e, em seguida, o resultado do produto. Dessa forma, o aluno
poderd verificar se seu algoritmo esta correto e realizar as correcoes que julgue necessarias.
No caso da Figura 3.9, existe um erro no algoritmo, pois os elementos das matrizes A e B
estao sendo somados ao invés de serem multiplicados e, por isso, houve divergéncia entre
os resultados. Os erros podem ocorrer por uma digitacao errada ou por uma investigagao
errada. Assim, a primeira busca por erros é a escrita e a sintaxe do algoritmo. Depois de
verificado esse tipo de erro, os alunos precisam rever suas investigacoes, pois o erro sera

conceitual Realizando a correcao e rodando o algoritmo novamente, teremos a Figura 3.10.

Figura 3.10: Produto de matrizes correto

Editor & X Janela de Comandos
Arquivo  Editar Visualizar Depurar Executar Ajuda
: - >> Produto matriz
-2 ~O02 & eeed » -
Produto_matriz.m 9 25 34
2 5 4
1 A=| F ; 1 Y
2 B=| ; H L 712 anslf 25 29
3 Cc=[ : ; 17
. 9 25 34
53for i=1: 2 5 4
6 for k=1: 11 25 29
7 for j=
8 C(i,k)=C(i,k)+A(i,J)*B(],k): >>
9 end;
10 end;
11 [end;
12
13 disp(C)
14 A*B

linha: 8  col: 28 codificagdo: SYSTEM  fdl: CRLF

FONTE: Criado pelo autor

Um outro ponto importante é perceber que o algoritmo criado pelos alunos fixa
as matrizes A e B e para realizar a operacao novamente é preciso alterar esses valores
no programa. Com os algoritmos prontos, é esperado que os alunos tenham uma maior

percepcao do produto de matrizes.

3.3.3 Resolucao de sistemas lineares

Para a terceira aplicacao sugerimos que seja realizada uma atividade interdisciplinar
com outra area do conhecimento. A proposta dessa atividade é resolver uma situacao

problema através de sistemas lineares com mais do que trés incégnitas. Em geral, atividades
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com muitas incognitas nao sao utilizadas como exemplos por causa da quantidade de
contas a serem realizadas. O professor pode desenvolver uma atividade de balanceamento
quimico, resolucao de um sistema elétrico ou analise de forcas como mostra a imagem
abaixo. Nesse trabalho, utilizaremos o sistema elétrico apresentado na Segao 2.1 para

desenvolver a atividade e realizar algumas discussoes metodologicas.

Figura 3.11: Sistema elétrico

¥ volts — 59-§ 29.§ D

i is 10

VAA
G 30 F 40 E
FONTE: BURDEN, FAIRES ([17], p. 357)

Para a resolucao de problemas como esse, os alunos precisam identificar os elementos
necessarios para o desenvolvimento da situacao problema. Dessa forma, os alunos ja
comegam com um processo de investigagao em que precisam determinar quais sao as
variaveis a serem trabalhadas e quais as suas caracteristicas. A partir de suas caracteristicas,
os alunos deverao entender a que conjunto essas variaveis pertencem. Por exemplo, se
uma das variaveis ¢ a altura de um objeto entao essa variavel nao pode ser negativa, nao
podendo ser nula em muitos casos, pois se tratando de um objeto real, ele sempre tera
uma altura. Porém, se estamos falando da altura de uma imagem gerada por uma lente
convergente ou divergente, essa altura pode ser um nimero negativo ou positivo, de forma
que o numero negativo indicard que a imagem estd invertida em relagao ao objeto inicial.

No caso do nosso exemplo, os elementos existentes sao correntes elétricas, resisténcias
e diferenca de potencial que nao podem ser negativas ou nulas. Além disso, a relacao
existente entre corrente elétrica, resisténcia e diferenca de potencial é caracterizada pelas
Leis de Ohm. No nosso sistema, o valor das resisténcia foi dado e trabalharemos com o
valor de diferenca de potencial conhecido, dessa forma nossas incégnitas serao os valores
das correntes elétricas.

Apos realizar a identificagao de todas as variaveis e suas caracteristicas, os alunos
devem construir as relacoes existentes entre essas variaveis, ou seja, os alunos irao construir

as equacoes lineares que resolvem esse problema. O trabalho conjunto com o professor da
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outra disciplina é essencial para essas duas etapas iniciais, pois sao as caracteristicas dos
objetos tratados na situacao problema que irao definir esse inicio do trabalho.
Para nosso exemplo, as Leis de Ohm nos garantem o seguinte sistema de equacoes

lineares.

5ip + big =V

iy = i4 + i5

2i4 = 3is (3.14)
i1 = ig + i3

Dl = Tiz + 21y

Nossa préxima sugestao é solicitar que os alunos resolvam o sistema linear. Técnicas
de resolucao de sistemas lineares ja sao de conhecimento dos alunos, mas foram desenvol-
vidas técnicas para sistemas pequenos, com poucas incognitas no Ensino Fundamental.
Espera-se que os alunos percebam a necessidade de um método para a resolugao de sistemas
maiores.

Para as construgoes seguintes, o professor deve induzir os alunos a reescreverem o
sistema de equacoes de forma a ter todas as incégnitas no primeiro membro das equagoes
e os termos independentes no segundo membro. Além disso, os alunos devem escrever
todas as incognitas em todas as equacoes, mesmo as incognitas cujos coeficientes sao nulos.

Dessa forma, o sistema (3.14) serd reescrito da seguinte forma.

511 + Sig + 0i3 + 0ig + 0i5 = V

=}

0iy + Oiy + iz — iy — i5 =
0y + Odg + Oi3 + 2iy — 3i5 = 0 (3.15)
21—12—Z3+OZ4+OZ5:O

021 + dig — Tig — 214 + 015 = 0

A escolha desse exemplo nao foi aleatéria. Observe que o sistema gerado possui
muitos coeficientes nulos e sugerimos que o exemplo utilizado como modelo inicial pelos
professores também tenha uma quantidade grande de coeficientes nulos. Essa escolha tem
o objetivo de facilitar a visualizacao das operacoes entre matrizes. Além disso, a resolucao
de sistemas lineares com muitos coeficientes nulos é mais rapida do que sistemas com

poucos ou nenhum coeficiente nulo.
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O préximo passo, é solicitar que os alunos escrevam o sistema (3.15) no formato
matricial. Caso os alunos tenham realizado a atividade relativa ao braco robdtico, eles nao

devem apresentar muita dificuldade nessa atividade. Para o nosso sistema, o resultado sera

5 5 0 0 ol [q 1%

0 0 1 -1 -1 s 0

0O 0 0 2 -3 is | =10 (3.16)
1 -1 -1 0 0 iy 0

0 5 -7 =2 0 |is| [0

O professor deve apresentar o conceito de matriz estendida. Como os alunos ja
conhecem sistemas lineares, o professor pode realizar uma revisao das operagoes existentes
para equacoes, ou seja, a multiplicacao de uma equagao por um nuimero real e a soma
de duas equacoes resulta em novas equagoes também validas. O professor deve comecar
a direcionar os alunos a desenvolver o Método de Escalonamento. Para isso, os alunos
escreverao os sistemas (3.15) e sua matriz estendida em folhas separadas. Os alunos farao
modificacoes no sistema de equacoes através das operacoes para equacoes e atualizar a
matriz estendida para o novo sistema. O primeiro passo sera verificar se o coeficiente da
primeira incégnita na primeira equacao é nulo. Caso seja nulo, o professor deve solicitar
que os alunos troquem duas equacoes de lugar de forma que esse coeficiente seja nao nulo.

O préximo passo € solicitar aos alunos que transformem o primeiro coeficiente da
primeira equacao em 1 e anule todos os primeiros coeficientes das demais equagoes, sempre
utilizando as operagoes para equagoes. Em nosso exemplo, os alunos devem primeiro

dividir a primeira equacao por 5, resultando no seguinte sistema equivalente.

( B ' T

i + iy + 0tz + 0y + 0i5 = % 1 1 0 0 0%
0i1 + Oig + 1ig —ig —i5 = 0 0 0 1 -1 —13 0
0iy +0ig + i + 204 = 3i5 =0 ——5 | 0 0 0 2 —31 0] (3.17)
i1 — iy — i3 + Oig + Oi5 = 0 1 -1 -1 0 00
| 0i1 + 5y — iz — 204 + 0i5 = 0 0 5 -7 =2 010
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Para o préximo passo, devemos subtrair a quarta linha pela primeira linha.

(i1 + o + Oy + 0ig + 05 = ¥ (1 1 0 0 0! Y]
0y — iy + iy — iy — i5 = — ¥ 0 0 1 -1 -11 0
0ip + 0y + 0ig +2iy —3is=0 — [0 0 0 2 =3, 0 (3.18)
0iy — 26y — i3 + 0ig + 0is = — % 0 -2 -1 0 oi—%
| 0i1 + 5iy — Tig — 204 + 0, = 0 (0 5 -7 =2 01 0|

O professor deverd solicitar que o mesmo processo seja repetido para a segunda
equacao, ou seja, o coeficiente da segunda incégnita deve ser transformado em 1 e os
coeficientes da segunda incégnita das demais equagoes seja zerado. O objetivo dessa
construcao ¢ fazer com que os alunos percebam que as operagoes de equagoes podem
ser pensadas para matrizes. Assim, o professor deve introduzir o conceito de operagoes
elementares antes dos alunos finalizarem o escalonamento de forma que as operacgoes finais
sejam realizadas somente nas matrizes estendidas. Além disso, o exemplo de estudo deve
proporcionar uma troca de equacoes de forma que a operacao elementar de troca de linhas
surja de forma natural. Seguindo o processo de escalonamento na equagao (3.18), a troca
de linhas sera necessaria, pois os elementos ass € ass sao nulos.

Caso o professor tenha realizado a atividade de rotagao sobre a esfera, sugerimos
que sejam apresentadas as operacoes elementares também como produto de matrizes
elementares. Como a percepcao do produto de matrizes dos alunos serd mais agucada,
é esperado que eles nao tenham dificuldades em perceber o objetivo de cada uma das
matrizes elementares e consigam realizar a associacao entre os as operagoes e as matrizes
elementares de forma mais natural.

Ao finalizar o processo de escalonamento, os alunos terao uma matriz reduzida a
forma escada. B importante que esse primeiro exemplo seja possivel e determinado e a
matriz final seja uma matriz identidade, pois a solucao estara definida. Os alunos devem
escrever o processo guiado pelo professor e desenvolvido por eles. Essa escrita nao precisa
ser muito formal, mas serd a base para o entendimento do processo de escalonamento.

O professor pode apresentar outros sistemas que nao precisam ser contextualizados,
com caracteristicas proximas do sistema inicial, ou seja, sistemas com quatro ou cinco
incognitas e com uma grande quantidade de coeficientes nulos. Porém, ele deve comecar a

apresentar sistemas impossiveis e indeterminados. Durante a resolucao desses sistemas, o
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professor deve sugerir duas mudancas: nao transformar os elementos da diagonal principal
no numero 1; e nao zerar os elementos das linhas acima. Dessa forma, os alunos farao a
Eliminacao Gaussiana. O professor deve discutir as consequéncias dessas escolhas com os
alunos e deixa-los escolher entre a forma escada e a Eliminagao Gaussiana.

Outra discussao que deve ser feita é sobre os sistemas impossiveis e indeterminados,
quais as caracteristicas em comum que esses sistemas possuem? O que diferencia um
sistema impossivel de um sistema indeterminado? E esperado que os alunos consigam
identificar que sistemas escalonados com linhas nulas serdao indeterminados ou impossiveis
e que a diferenca é o termo independente da linha nula. Outro ponto a ser levantado
pelo professor é o tempo gasto com a resolucao de cada sistema e como esse tempo
pode aumentar para sistemas maiores e com poucos coeficientes nulos. Essa discussao
é importante para que os alunos percebam a necessidade de um método que possa ser
transformado em um algoritmo.

Durante as resolugoes dos sistemas, o professor deve solicitar que os alunos revejam
a escrita e realizem mudancas e adaptagoes que julgarem importantes. Ao final, essa escrita
sera um rascunho de um algoritmo e deve ser analisada pelo professor que devera apresentar
o processo de escalonamento com base nos apontamentos dos alunos. Provavelmente,
os alunos nao terao conhecimento para implementar os algoritmos desenvolvidos nesse
trabalho relativos a resolucao de sistemas lineares. Dessa forma, sugerimos que o professor
apresente os softwares Maxima ou Octave para auxiliar na resolugao de sistemas lineares.

O Maxima trara uma interface mais simples e a insercao dos dados sera pelo Sistema
de equagodes (3.14). Para isso, os alunos devem utilizar a opgao “Resolver sistema linear...”
do menu “Equacoes”. Uma tela solicitando a quantidade de equacoes do sistema linear
ird aparecer e, em seguida, uma tela para inserir as equagoes e as incognitas, conforme
Figura 3.12.

O resultado para o sistema (3.14) em que a diferenca de potencial é igual a 5V serd
(% i1)  linsolve([5*a+5%b=>5, c=d+e, 2*d=3*e, a=b+c, 5*b=T*c+2*d], [a,b,c,d,e]);

[ 66 41 25 15 10
a = —— = — . C = —— [ —

07 T 07 T 100 10T 107 (% ol)

J& o Octave trara a interface de linhas de comando e a inser¢ao de dados serd pela

equacao matricial (3.16). Os alunos escreverao a matriz dos coeficientes e a matriz dos
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Figura 3.12: Janelas para insercao de sistemas lineares no Maxima
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termos independentes e o sistema ird calcular as solugoes. Abaixo a solucao para o sistema

quando a diferenca de potencial for 5V.

Figura 3.13: Resolucao de sistema linear no Octave
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Com o processo de escalonamento bem definido e com o auxilio de um recurso
computacional, o professor deve apresentar diversas situagoes problema para que os possam
identificar as grandezas envolvidas e como elas se relacionam. Entender esse processo de
transformagao de dados e textos em objetos matematicos (equagoes, fungoes, sistemas,
figuras geométricas, fractais) é fundamental para a construcao de modelos mateméticos.
Sugerimos que o professor trabalhe com a apresentacao de seminérios, de forma que cada

grupo de alunos desenvolva uma situagao problema e apresente para a turma, explicando
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todo o processo de investigacao das grandezas e suas relagoes, a construgao do sistema

linear e sua resolucgao, seja por um software ou pelo processo de escalonamento.

3.3.4 Discussoes

Nessa sessao, foram apresentadas trés atividades como sugestao para o ensino
do conteudo de matrizes e sistemas lineares, sendo que na primeira atividade foram
apresentadas duas abordagens. A primeira abordagem foi introduzida como uma alternativa
ao professor que tenha interesse em levar para a sala de aula uma situacao problema que
contextualize o contetido de matrizes. E também uma atividade para o professor que deseja
inserir elementos tecnolégicos em suas aulas, mas nao possui o dominio das ferramentas,
entao ele pode comecar por essa atividade para se familiarizar com os recursos tecnoldgicos
e para verificar como os alunos reagem a essa atividade. Mas, nossa sugestao é a utilizagao
da segunda abordagem, assim nossas discussoes serao pensadas na segunda abordagem da
primeira atividade.

Nossa discussao comecara com a investigagao. Em todas as atividades propomos que
os alunos realizassem investigacoes sobre uma situacao problema da prépria matematica
ou de outra area do conhecimento. Assim, o aluno comeca a participar de forma mais ativa
na construcao do conhecimento, observando as grandezas existentes, analisando as relagoes
entre essas grandezas, levantando hipdteses, testando suas conjecturas e corrigindo seus
erros. B importante lembrar que esse processo faz parte da segunda competéncia geral
apresentada pela BNCC.

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexao, a andlise critica, a imagina-
¢ao e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipdteses,
formular e resolver problemas e criar solugoes (inclusive tecnolégicas)
com base nos conhecimentos das diferentes dreas. [6]

Mas, para que os alunos percorram esse caminho, é importante que o professor
prepare suas atividades e seus exemplos de forma a proporcionar diferentes resultados. Na
segunda atividade, tentamos levar o aluno ao erro através de um exemplo numérico e sua
analise geométrica. Exemplos que levem os alunos a diferentes resultados ou que os facam
levantar diferentes conjecturas sao importantes e enriquecem suas experiéncias.

Além disso, precisamos pensar os alunos como pesquisadores e, quando realizamos

uma pesquisa, levantamos varias hipéteses e eliminamos muitas no processo. O processo
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de pesquisa nao ¢é simples e nem um caminho direto, no qual o pesquisador sempre levanta
as conjecturas certas. E importante que os alunos passem por esse processo de pesquisa
e o professor deve guia-los com exemplos, perguntas, dicas ou até mesmo explicagoes de
conteudos.

Outro ponto importante é o tempo. Teorias demoram muito a serem construidas,
alguns teoremas demoraram séculos a serem demonstrados. Nao podemos esperar que
nossos alunos desenvolvam em cinco minutos um pensamento que demorou um século para
ser estruturado. Por outro lado, o professor possui um tempo limitado, um ano letivo, e
um conteido programatico extenso a cumprir. Mais uma vez, o planejamento e a escolha
dos exemplos propostos pelo professor sao fundamentais para que as atividades propostas
consigam ser realizadas em um espaco de tempo adequado, ou seja, o espaco de tempo
nao pode ser muito curto de forma que os alunos nao consigam conjecturar e nao pode ser
muito grande e prejudicar os demais contetidos que o professor precisa lecionar.

Nessa perspectiva, sugerimos que o professor pesquise um pouco sobre a Histéria da
Matematica para que entenda o fio condutor que levou os pesquisadores a desenvolverem
uma teoria, passando para os alunos exemplos mais assertivos e evitando as situagoes que
trouxeram pouca ou nenhuma relevancia ao objeto estudado, mesmo que esse recurso nao
seja utilizado como recurso metodologico em sala. E importante ressaltar que exemplos
mais assertivos também envolvem situacoes em que o pesquisador concluiu que suas
conjecturas estavam erradas. O processo do erro é muito importante na construcao de
conhecimento e serd extremamente relevante ao aluno.

Destacamos aqui o papel fundamental que o professor tem na escolha dos exemplos,
nas perguntas certas e intervengoes apropriadas. O planejamento torna-se essencial. Ele
precisa ser amplo e flexivel. Amplo no sentido de que deve prever muitas possibilidades,
conjecturas e possiveis duvidas que os alunos possam levantar. Flexivel no sentido de
permitir desvios, pois um aluno pode pensar em alguma hipotese ou pesquisar alguma
teoria que se encaixa no problema, mas que nao tenha sido pensado no planejamento.

Utilizando as atividades aqui apresentadas como exemplo, ao planejar, o professor

precisara ampliar as discussoes realizadas, pois € necessario pensar em possibilidades como

e associar um vetor do R? a uma matriz linha, gerando uma mudanca na matriz de

rotacao;

e inverter a ordem de multiplicagao entre matriz e vetor, gerando uma mudanga na
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escrita do vetor ou da matriz de rotacao;

e realizar a rotagao no sentido horario, alterando as matrizes de rotacao e o estudo

geométrico;
e realizar o processo de escalonamento utilizando uma matriz triangular inferior;

e apresentacao de uma situacao problema que nao seja modelado por um sistema

linear.

Esses sao alguns pontos que podem ser levantados, mas existem outros que professores
pensarao e alguns que os alunos também pensarao e que fugirao ao planejamento do
professor. O professor precisa estar preparado para responder a essas perguntas, ele precisa
entender quais questionamentos sao possiveis, quais as adaptagoes sao necessarias para a
utilizacao de elementos nao convencionais, quais os motivos de uma convencao e utilizar
essas perguntas para auxiliar no processo de mediacao das atividades. Em alguns casos, o
professor pode nao ter a resposta imediata e precisard realizar uma pesquisa para poder
responder aos alunos.

Um outro aspecto a ser discutido é a relacao das atividades entre si e com outros
conteudos matematicos. As atividades, além de se relacionarem, fazem uso da Trigono-
metria, da Algebra e da Geometria. Essa construcao possibilita ao aluno consolidar os
conhecimentos ja vistos e criar uma visao mais integrada da matemaética, sendo essa uma
das propostas para a Matematica do Ensino Médio BNCC [6].

A utilizagdo dos recursos tecnolégicos foi fundamental para a construcao dessa
interagao. Cada recurso esta sendo utilizado para auxiliar no desenvolvimento de um
conteudo, mas também possui elementos de outras areas. O Geogebra, por exemplo, estd
sendo utilizado para a obtencao das coordenadas de um ponto e tanto o Maxima, quanto
o Octave podem ser utilizados para a construcao de graficos.

Por fim, precisamos discutir a escolha dos recursos tecnologicos. Como ja mencio-
nado, os alunos do Ensino Médio, em sua maioria, nao conhecem linguagens de programacao.
Dessa forma, as construcoes de pseudocddigos feitas na Segao 2.2 nao foram muito uti-
lizadas nas atividades propostas, pois esse é um trabalho transitorio entre os PCN e a
BNCC, ou seja, as escolas ainda levarao um tempo de adaptacao para a introducao da
BNCC e muitos dos alunos ainda chegarao ao Ensino Médio sem os conhecimentos bésicos

de programacao.
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Assim, optamos por apresentar o Maxima como alternativa ao uso da programacao
em algumas atividades. Essa insercao serd muito interessante, pois o Maxima ainda possui
uma linguagem muito rigida com relagao a escrita das expressoes matematicas e sua
interface ajudara no entendimento dos processos matematicos. Acreditamos que, com a
consolidacao da BNCC, os professores poderao explorar mais as linguagens de programacao

em suas aulas e a Segao 2.2 serd uma boa fonte de consulta para o professor.



4 Conclusao

O desenvolvimento do pensamento computacional e a utilizagao de algoritmos em
sala de aula é uma realidade vivenciada por muitos paises desde a década de 1980. A
necessidade de formar cidadaos que sejam capazes de utilizar as tecnologias atuais e de se
adaptar a novas tecnologias é evidenciada por muitos estudos no Brasil e no mundo.

Em virtude disso,

[...] a BNCC propoe que os estudantes utilizem tecnologias, como calcu-
ladoras e planilhas eletronicas, desde os anos iniciais do Ensino Funda-
mental. Tal valorizacao possibilita que, ao chegarem aos anos finais, eles
possam ser estimulados a desenvolver o pensamento computacional, por
meio da interpretacao e da elaboracao de algoritmos, incluindo aqueles
que podem ser representados por fluxogramas. (BNCC [6], p. 528)

Assim, a BNCC prevé o ensino de programacgao para os anos finais do Ensino
Fundamental com aprofundamento no Ensino Médio. Porém, ao analisar algumas colecoes
de livros do Ensino Médio, constatamos que nao existem atividades relacionando o contetido
de matrizes a andlise ou construcao de algoritmos. Entao, comecamos um estudo sobre a
viabilidade de desenvolver atividades contextualizadas envolvendo Algebra Matricial e o
pensamento computacional.

A utilizacao de transformacoes geométricas para a movimentacao de bracos robéticos
logo surgiu e se mostrou um tema atual e cuja utilizagao ¢ bem natural, tanto para a
utilizagao de recursos tecnolégicos como em relagao ao conteido de matrizes.

O segundo toépico que estudamos foi a movimentagao de um ponto sobre a esfera
a partir de rotagoes. Essa atividade possui grande afinidade com a programacao e as
operagoes entre matrizes. Possui um grande potencial para contextualizagoes, pois toda
movimentagao sobre o globo terrestre pode ser descrita pelas rotagoes.

Por fim, foi apresentado um algoritmo de resolucao de sistemas lineares que pode
ser implementado em uma linguagem de programacao. Embora a implementacao seja

mais complexa que as outras duas atividades, é possivel utilizar outros softwares para a

99
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resolugao. Sao muitas as possibilidades de contextualizagoes e interdisciplinaridade.

E importante ressaltar que o estudo inicial sobre Algebra Matricial foi essencial para
o desenvolvimento das atividades aqui propostas. Para a primeira atividade, o entendimento
do produto e a transposicao de matrizes sao fundamentais para construir as matrizes de
rotacao e na associacao um vetor do R? a uma matriz linha, utilizando a transposicao da
equagao (3.1) e dos demais resultados. Construgoes proximas sao realizadas na segunda
atividade, em que a geometria tridimensional e o produto de matrizes sao o alicerce da
atividade. Para a terceira atividade, o conhecimento do processo de escalonamento e o
Teorema 2.18 sao ferramentas que auxiliam o professor na diversificacao dos exemplos a
serem apresentados.

Por outro lado, a possibilidade de executar calculos de grandes proporcgoes, com
o auxilio do computador, possibilita a insercao de exemplos e situagoes problema antes
impensaveis [33], permitindo a contextualizacdo da Algebra Matricial, conteudo tao
importante na atualidade.

Naturalmente, muitos outros pontos foram levantados durante a pesquisa, mas
nem todos puderam ser analisados. Apresentamos alguns como possibilidades futuras de

pesquisa:

e Como reformular o curriculo do Ensino Basico para a insercao da disciplina de

Ciencia da Computagao de forma obrigatéria?

e De que forma as avaliagoes externas como ENEM devem ser modificadas para que se

adaptem a um ensino baseado em cenarios investigativos?

’

e E possivel criar atividades investigativas e contextualizadas utilizando o pensamento

computacional para todos os contetidos matematicos?

e Ainda existe a necessidade de realizar exemplos numéricos de forma repetitiva e

exaustiva com o uso do computador como ferramenta metodolégica?

e Os cursos de Licenciatura em Matematica preparam o professor para esse cenario

tecnologico?

As discussoes realizadas apontam que, com o auxilio dos recursos tecnolégicos, é
possivel desenvolver atividades relativas a Algebra Matricial que sejam contextualizadas e

que coloquem o aluno em uma posicao mais ativa no processo de ensino-aprendizagem.
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Além disso, a Algebra Matricial se mostrou um conteudo versatil e interdisciplinar, sendo
essencial ao aluno do Ensino Médio, devido a possibilidade de modelar situagoes problemas

de diversas areas.
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Apeéendice A
Recursos tecnolégicos

Durante a construcao das atividades propostas foram utilizados trés recursos compu-
tacionais: Geogebra, Maxima e Octave. O Geogebra é uma ferramenta muito utilizada e ja
existe uma comunidade criada pelos préprios desenvolvedores do software com a finalidade
de compartilhar atividades e recursos entre os usuarios. Por outro lado, o Maxima e o
Octave sao ferramentas pouco conhecidas. Dessa forma, faremos uma apresentacao desses
dois recursos.

Os dois recursos sao gratuitos e podem ser baixados em suas paginas. Eles podem
ser encontrados nas versoes para Windows, Linux e MacOS. Além disso, eles possuem
versoes online e Android, porém suas interfaces nao sao tao simples se comparadas com as
versoes para computador, pois a interface apresentada é a linha de comando sem dicas.

O Maxima é um software de algebra computacional com diversos pacotes, como o
calculo integral e diferencial, EDO, matrizes, sistemas lineares, construcao de graficos entre
outros. Em sua versao para computador, possui traducao em algumas linguas, incluindo o
portugueés, e duas interfaces: linha de comando e gréfica.

Na interface gréafica, o usudrio pode inserir os dados em caixas de didlogo que
surgem com campos explicativos, assim como definir algumas configuracoes. Essa interface
é excelente para o usudrio iniciante, mas possui limitacoes em relacao a linha de comando.

Na interface de linha de comando, os dados precisam ser digitados como se em
uma linguagem de programacao. E necessério conhecer e entender a sintaxe utilizada pelo
software. E possivel explorar toda a potencialidade desse software através dessa interface.

Assim como o Maxima, o Octave também possui diversos pacotes como a construcao
grafica, calculo diferencial e integral, EDO, matrizes, sistemas lineares entre outros. Mas,
o Octave é uma linguagem de programacao voltada para a computacao numérica. Por ser

uma linguagem e programagao, sua interface é por linhas de comando, mas sua versao

105
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para computador é um pouco mais simples de ser utilizada do que suas versoes Android e

online, pois possui dicas e estruturas simples previamente construidas.

A.1 Rotinas desenvolvidas no Octave

Para auxiliar na construcao de atividades, deixaremos as rotinas das operagoes de
soma e produto por escalar vistas na Secao 2.2, implementadas no Octave.

Assim, a primeira rotina é o produto de um vetor por um escalar, Algoritmo 2.2.1.
Estamos trabalhando com produto de um escalar por um vetor, mas essa rotina pode ser

pensada como o produto de um escalar por uma matriz linha.

Figura A.1: Produto entre um escalar e um vetor

a:
A=[ ]

for i=1:
A ri}:A{ ri}*ar'
endfor;

O =] v N = W N

disp (B)

FONTE: Criado pelo autor

Observe que na Figura A.1, temos um vetor do A € R? e um escalar a € R, mas
podemos trabalhar com qualquer dimensao, basta alterar a quantidade de elementos do
vetor A e a extensao do parametro 7. Além disso, estamos utilizando a letra i como
parametro da rotina, mas estamos efetivamente alterando a coluna do vetor, pois a matriz
trabalhada é uma matriz linha. Caso seja necessario trabalhar com matrizes colunas,
podemos utilizar a mesma rotina, poia a diferenca entre uma matriz linha e uma matriz
coluna é uma mudanca de parametro, ou seja, escreveriamos o elemento A(7,1), mas a
légica envolvida no processo de criacao do algoritmo nao é alterada.

A segunda rotina que apresentaremos é a soma de dois vetores, Algoritmo 2.2.2.
Novamente, podemos pensar na soma de duas matrizes linhas.

Observe que na Figura A.2, temos dois vetores A,B € R?, mas podemos, novamente,

trabalhar com qualquer dimensao, basta realizar as devidas adaptagoes. Nessa rotina,
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Figura A.2: Soma de dois vetores

[ ]

A
B=[ ]

for i=1:
C(l,1)=A(L,1)+B(1,1);
endfor;

CO =1 &y 0 o= W =

disp(C)

FONTE: Criado pelo autor

utilizamos o vetor C' para realizar a soma.

A proxima rotina a ser apresentada é o produto de uma matriz por escalar, Algo-
ritmo 2.2.3. Nessa rotina, precisamos acrescentar um laco de repeticao, pois precisamos
varrer todos os elementos das linhas e colunas.

Figura A.3: Produto escalar de matrizes

a:
A=[ ; ; ]

for i=
for j=
A{irj}:p&{j—rj)*a;
endfor;

endfor;

[l I B ol TS [, LR 5 BT SR U O Y S

=

disp (&)

FONTE: Criado pelo autor

Na Figura A.3, temos a matriz Asy3 e o escalar a € R. Realizando uma comparacao
com sua versao para vetor, podemos perceber que repetimos o mesmo laco construido
anteriormente, Figura A.1, trés vezes.

Por fim, apresentaremos a rotina de soma de duas matrizes, Algoritmo 2.2.4. Nessa

rotina, também temos dois lagos de repeticao.
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Figura A.4: Soma entre duas matrizes

A= ; H ]
B=[ ; ; ]

for i=1:
for j=1:9
c{j—rj}:A{irj}'l'B{irj};
endfor;

endfor;

[l = N o s B . 3 T U I o I

=

disp(C)

FONTE: Criado pelo autor

Na Figura A.4, podemos perceber que estamos somando as matrizes A e B e o
resultado é a matriz C'. Novamente, esse algoritmo pode ser pensado como uma evolugao

do algoritmo construido na Figura A.2.
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