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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos uma proposta para contribuir com o ensino e apren-
dizagem das Fungoes Afins no primeiro ano do Ensino Médio tendo como pré-requisito
o conhecimento matematico da educacao basica. A proposta concentra-se em algu-
mas propriedades, casos particulares e aplicagoes das Funcgoes Afins com o objetivo
de mostrar a importancia das demonstracoes e ao mesmo tempo despertar o inter-
esse do aluno mostrando como esta funcao é importante para solucionar problemas do

cotidiano.

Palavras-chave: Funcao Afim; Proporcionalidade; Ensino; Aplicacoes.
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Abstract

In this work we present a proposal to contribute to the teaching and learning
of affine function in the first year of high school having as prerequisite mathematical
knowledge of basic education. The proposal focuses on some properties, special cases
and applications of affine functions in order to show the importance of the demonstra-
tions while awaken student interest by showing how this function is important to solve

everyday problems.

Keywords: Affine Function; Proportionality; Education; Statements.
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Introducao

A matematica sempre esteve presente em nossas vidas. Mesmo quando o homem
nao conhecia seus principios basicos e nao a usava de forma sistematica as nocoes de
matematica ja se faziam necessarias, sejam as de quantidade, tamanho e formas ou
mesmo na simples separacao de individuos em grupos, familias ou tribos.

O mundo moderno necessita cada vez mais dos conhecimentos matematicos para
desenvolver-se. As inumeras aplicagoes, seja na area tecnoldgica, médica ou social,
evidenciam a sua importancia nos avancos conquistados pelo homem. Desde o indi-
viduo mais humilde ao mais graduado podem ver o uso de aplicacoes matematicas,
sistematizadas ou nao.

O conhecimento matematico evoluiu durante os séculos a um nivel altissimo, pas-
sando de geracao em geracao. As aplicagoes matematicas aumentam cada vez mais e
se tornam sistematizadas, fazendo com que seja imprescindivel que o ser humano passe
a conheceé-las e dominé-las para que tenha controle total sobre suas agoes no mundo
moderno.

Este conhecimento precisa ser aprimorado e repassado com o objetivo de contribuir
com a formacao e organizacao das sociedades futuras. A tarefa de repassar e fazer
este conhecimento evoluir que compete, basicamente, as escolas e as universidades,
tem sido muito evidenciada nos tltimos tempos devido ao grau de importancia que o
conhecimento matematico adquiriu perante a sociedade organizada e as dificuldades
que envolvem esse processo.

Neste trabalho pretendemos estabelecer reflexdes acerca do desenvolvimento do en-
sino e da aprendizagem na perspectiva de amenizar as dificuldades enfrentadas pelos
professores e alunos no ensino da Matematica. Muitas vezes, é possivel observar uma
lacuna entre o livro didatico escolhido pelo professor e a realidade do aluno. Alguns
deles deixam de explorar aplicacoes reais de tais conteidos, restringindo-se apenas a
manipulacao de férmulas em exercicios triviais, fazendo parecer que a Matemética nada
mais ¢ do que um conjunto de regras a serem decoradas. Muitos deles nao procuram

fazer uso de demonstragoes de alguns fatos matematicos, mesmo que de forma elemen-



tar, para que o estudante perceba, confie e acredite na veracidade destes fatos.

O trabalho estarda concentrado no estudo da funcao afim e suas aplicagdes. Sera
mostrada uma sequéncia de situagoes problema, para que os alunos, juntamente com
os questionamentos do professor, venham a resolvé-las percebendo que a solucao das
mesmas tem um fato em comum, fato este que levara a caracterizar o tipo de funcao
que esta envolvido no problema.

Ou seja, a proposta € fazer o sentido inverso, de livros adotados nas escolas publicas,
ou pelo menos a maioria deles, onde ¢ mostrada uma situagao problema ja resolvida,
e logo em seguida mostra-se o que é uma funcao afim, sem nenhuma discussao do
porque aquela situacao caracteriza-se como tal funcao, deixando o aluno sem condicoes
de conhecer quando estd diante de um problema que sera resolvido aplicando a fungao
afim.

Dessa forma, o aluno percebera todo processo dedutivo que o levara a aprender o
conteido em questao, sabendo assim caracterizar e aplicar este contetudo, além de ver
como a Matematica pode ser prazerosa e como ela estd em seu mundo.

Mais especificamente, no Capitulo 1 mostramos as dificuldades encontradas pelos
professores e alunos no processo de ensino e aprendizagem da disciplina de Matematica
nas escolas publicas.

No Capitulo 2 introduziremos o estudo da funcao afim, comecando com situagoes
problema com o objetivo de despertar no aluno o interesse e o senso critico para observar
as relacgoes existentes em atividades do dia a dia e a Matematica. Em seguida, foi
apresentada a definicao, casos particulares e propriedades desta funcao.

Apresentamos no Capitulo 3, um caso particular da fungao afim que é o estudo da
funcao linear. Neste capitulo iremos relacionar a funcao linear com o problema da pro-
porcionalidade e explorar algumas aplicagoes praticas além de apresentar o importante
Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Finalizamos nosso trabalho no Capitulo 4, onde serao apresentadas algumas apli-

cagoes gerais da fungao afim.



Capitulo 1

Caracterizacao do Ensino de

Matematica nas Escolas Publicas

1.1 Introducao

Aplicar uma nova proposta de trabalho causa sempre uma certa expectativa a quem
a elabora e também aos envolvidos de alguma forma no ambiente onde ela sera desen-
volvida. E necessdrio que a proposta seja apresentada de forma clara e convincente e
que seus objetivos mostrem a necessidade de mudancas e, principalmente, a eficacia que
ela tera. Em outras palavras, uma proposta precisa mostrar que as mudancas sugeridas
irao modificar de forma positiva e compensatéria o processo de ensino aprendizagem.

Caracterizar o ambiente escolar e os alunos envolvidos no processo de ensino apren-
dizagem no qual a proposta serd apresentada e desenvolvida é de fundamental im-
portancia. Nesse sentido, é preciso pesquisar e relacionar, se possivel, todas as var-
iaveis envolvidas no ambiente, tanto as de ordem fisica como as de ordem intelectual.
Com isto, pretende-se ter um retrato fiel e verdadeiro dos obstaculos e dificuldades que
devem ser enfrentados para que a nova proposta de trabalho seja executada de forma

satisfatéria e produza resultados positivos e compensatorios.

1.2 A Escola Publica

A escola publica vem passando nos ultimos anos por transformacoes significati-
vas que, infelizmente, nao refletem em mudancas na qualidade do processo de ensino
aprendizagem. Neste trabalho, vamos destacar as escolas piblicas estaduais e munici-
pais que enfrentam diversos problemas. Esses problemas estao relacionados com falta

de qualidade das dependéncias fisicas e infraestrutura, caréncia de materiais didati-
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cos e pedagdgicos que permitam ao professor desenvolver seu trabalho com qualidade,
remuneracao inadequada pelo trabalho desenvolvido pelo professor, dentre outros.
Essas escolas, com algumas excecoes, funcionam de forma precéria, faltando desde
o material basico de expediente ao profissional de apoio. Podemos destacar o problema
da falta do professor especializado em algumas disciplinas, como Matematica, Fisica e
Quimica. Muitas vezes, a escola fica todo o ano letivo sem esses profissionais, princi-
palmente as escolas de municipios de pequeno porte situadas longe de capitais ou de

cidades mais desenvolvidas.

1.3 O Ensino da Matematica nas Escolas Publicas

Para falar do ensino de Matematica nas escolas publicas, comegaremos com o ensino
fundamental nas séries iniciais. Do primeiro ao quinto ano a Matemadtica é ensinada
por um professor polivalente que ensina varios componentes curriculares a seus alunos.
Este profissional, em geral, nao tem formacao especializada no ensino da Matemaética.
Muitas vezes, é um professor com graduacao em Pedagogia, curso que nao oferece um
preparo, ou subsidios suficientes para desenvolver um trabalho satisfatério no ensino da
Matematica. Isto pode ser um problema quando este professor nao tem afinidade, e até
mesmo dificuldades, com a disciplina Matematica. Este fato pode gerar um processo
de desgaste no aprendizado e até levar o aluno a concluir o ensino fundamental com
alguma caréncia em principios basicos da Matematica.

Quando o aluno chega a segunda fase do ensino fundamental, sexto ao nono ano,
se depara com uma estrutura nova. Nesta fase, existem professores com formagoes es-
pecificas para cada disciplina. Neste momento o professor de Matematica, geralmente,
¢ licenciado em Matemaética e tem condigoes de desenvolver um trabalho mais eficaz
e oferecer aos alunos uma preparacao mais eficiente para que eles iniciem o ensino
médio. No entanto, é natural o professor enfrentar algumas dificuldades, ja que princi-
pios fundamentais da Matemadatica nao foram consolidados na primeira fase do ensino
fundamental e sua falta provocara uma defasagem na vida escolar deste aluno.

Chegando ao ensino médio, a realidade do ensino da Matematica nao ¢é diferente
da fase anterior. Os professores de Matematica, com raras excecoes, sao licenciados
em Matematica e todos capacitados para desenvolver um trabalho que, teoricamente,
prepare o aluno para ingressar no ensino superior. Mas, na pratica, varios problemas,
como os enfrentados na fase anterior, dificultam a concretizacao deste ideal.

Uma das dificuldades que serao enfrentadas sao as deficiéncias que o aluno traz

ao chegar ao ensino médio, tanto na parte de aritmética quanto na parte de algebra.
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Esta realidade é piorada ao se tratar de alunos que concluiram o ensino fundamental
na modalidade de Ensino de Jovens e Adultos — EJA, antes conhecido por supletivo.
Os alunos desta modalidade de ensino apresentam mais dificuldades que os alunos em
idade regular devido a diversos fatores, como o tempo que passam afastados das salas
de aulas, terem que conciliar os estudos com a vida familiar, a grande carga horaria de
trabalho, etc.

Outro problema encontrado é a realidade do jovem carente que ja cursa o ensino
médio realizando algum tipo de trabalho ou necessita do diploma da conclusao do
ensino médio para ingressar no mercado de trabalho. Para esse aluno o ensino médio
é apenas uma etapa da vida que ele precisa cumprir e encara o ensino da Matematica
como algo sem propdsito que nao vai fazer diferenca na sua vida futura e questiona em
que aplicar os conteudos matematicos na sua vida.

Acreditamos que os problemas citados no processo de ensino aprendizagem, da dis-
ciplina de Matematica em especial, poderiam ser minimizados se os investimentos em
educagao realmente acontecessem. Além da falta de investimento e atengao com o en-
sino, outros grandes entraves que podemos citar sao a ma remuneracao e a desvaloriza-
¢ao dos professores. Por exemplo, o professor estadual ou municipal que se especializa
concluindo um curso de mestrado tem seu saldrio aumentado em torno de 20 a 25 por
cento, o que é pouco significativo em relagao ao salario que ja é muito baixo.

Com todos os problemas citados, é preciso que o professor de Matematica esteja
motivado e, principalmente, preparado para buscar formas alternativas e interessantes
para incentivar os alunos a estudarem e se dedicarem pelos estudos de forma a suprir
as possiveis caréncias de contetidos anteriores e criando, desta forma, um embasamento

para sua vida académica futura.



Capitulo 2

Funcao afim

2.1 Introducao

Neste capitulo trataremos das funcoes afins. Elas podem fornecer uma interessante
gama de aplicagoes que motivam o estudante e mostram, através de exemplos, como
um conceito matematico tao simples pode ser usado para resolver problemas variados
do nosso dia a dia. E importante destacar entre as funcoes afins o caso particular
das funcgoes lineares. Estas fungoes constituem o modelo matematico para as questoes
referentes a proporcionalidade e héa séculos é um dos instrumentos matematicos mais
empregados nas aplicagoes e na teoria.

Como pode ser visto em [4], grande parte dos livros didaticos adotados em escolas
publicas costumam trabalhar a funcao afim dando énfase a sua féormula matematica
e a construcao de gréaficos, deixando de lado fatos relevantes que levam o aluno a
caracterizar em que situacoes o modelo linear se aplica.

Em nossa proposta, antes de apresentarmos o conceito de funcao afim, vamos
mostrar algumas situagoes problema envolvendo questoes do dia a dia, que nos aju-

darao a entender as caracteristicas desta funcao.
Situacgao 1

Pedro foi de taxi de sua casa a casa de sua namorada percorrendo um total de 15km
de distancia. O valor cobrado pelo taxi engloba uma parcela fixa de R$ 3, 00, chamada
bandeirada, mais R$ 1,60 por cada quilometro percorrido.

Pergunta-se:

a) Quanto Pedro pagou pela corrida de taxi?
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b) Quanto Pedro pagaria para deslocar-se de sua residéncia até a praia situada a 20km

de sua casa’?

c) Pedro pagou R$ 19,00 para deslocar-se de sua casa até o cinema. E possivel dizer
qual a distancia percorrida entre sua casa e o cinema? Se possivel, qual é esta

distancia?

d) E possivel encontrar uma férmula matemética que permita calcular o valor a ser

pago nas corridas de taxi?
Situacao 2
Um representante comercial recebe mensalmente um salario composto de duas

partes: uma parte fixa, no valor de R$ 1.500, 00, e uma parte varidvel, que corresponde

a uma comissao de 6% sobre o total das vendas efetuadas durante o més.

a) Qual o saldrio mensal desse representante em fungao do total de vendas?
b) Quanto receberd no meés que vender R$ 5.000, 007

c) Quanto deverd vender por més para ter um saldrio de R$ 3.000, 007

d) Quanto receberd caso nao consiga vender nada?

e) Qual a férmula matemética que possibilita calcular o saldrio mensal desse represen-

tante?
Situacao 3
Renato tinha no banco um saldo positivo de R$ 250,00. Apds um saque no caixa

eletronico, que fornece apenas notas de R$ 50, 00, pergunta-se:

a) Qual sera o novo saldo, sabendo que foi efetuado um saque de 3 notas no caixa

eletronico?

b) Qual a férmula matematica que indicara o saldo de Renato apés um nimero finito

de retiradas?

Situacao 4

Maria é uma trabalhadora autonoma, que vende produtos de beleza. Seu salario

mensal é 20% do valor vendido. Pergunta-se:
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a) Qual o saldrio de Maria no més em que ela vender R$ 2.000, 007

b) Qual a férmula matemadtica que define o salario de Maria?

2.2 Definicao de funcao afim.

Definicao 2.1. Uma funcao f : R — R chama-se afim quando existem constantes

a,b € R tais que f(x) = ax + b, para todo x € R.

A defini¢ao acima apresenta um modelo matematico que se aplica em vérias situ-
agoes e problemas, como pode ser visto em [1,2,7].

As situagoes apresentadas na secao anterior podem ser modeladas matematicamente
por uma fungao do tipo f(z) = ax + b, onde a e b sdo coeficientes especificos. Vejamos
abaixo, a solucao da tultima pergunta de cada situacao problema apresentada na intro-

ducao de funcao afim.
Situacao 1

O problema envolve:

e Um valor fixo (bandeirada): R$ 3,00 valor de “b”

e Um valor por quilémetro rodado: R$ 1,60 valor de “a”

e Um valor variavel que é a quantidade de quilémetros rodados (x)

Sendo assim, a formula que nos permitira calcular o valor pago nas corridas de taxi

em funcao dos quilometros rodados sera:
V(km) =1,60km + 3,00 ou f(xz)=1,60z+ 3,00
Situacgao 2

Saldrio mensal do representante comercial em fungao das vendas efetuadas durante
0 mes.
e Parte fixa do saldrio (independente das vendas) R$ 1500, 00 valor de “b”

e Percentual sobre as vendas: 6% (0,06) valor de “a”

e Varidvel do problema: valor das vendas efetuadas durante o més (x).
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Formula do salario mensal:
S(x) =1500,00 + 0,06z ou f(x) = 0,06z + 1500, 00
Situacao 3

Saldo bancario de Renato, apds um saque no caixa eletronico:

e Parte fixa do saldo: R$ 250,00 valor de “b”
e Valor por nota de R$ 50,00 sacada valor de “a”

e Varidvel do problema: nimero de notas de R$ 50, 00 retiradas do caixa eletronico

Formula do saldo:
S(z) = 250,00 — 50,00z ou f(x)= —50,00x + 250,00
Situacao 4

Saldrio mensal de Maria (vendedora autéonoma) em fungao das vendas.

e Neste caso nao existe um valor fixo. O salario de Maria depende exclusivamente

de suas vendas.
e Percentual sobre as vendas: 20% (0,02) valor de “a”

e Varidvel do problema: valor das vendas efetuadas durante o més (x).

Formula do salario:

S(z) =0,02z ou f(x)=0,02x

2.3 Casos particulares da funcao afim

Como podemos ver em [1] existem fungoes importantes que sdo casos particulares

da funcdo afim f(x) = ax + b. Abaixo destacamos algumas delas:

1°) Fungao Identidade
f:R — R, definida por f(z) = z, para todo = € R. Neste caso, a =1 e b= 0.
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2°) Funcgao Linear
f R — R, definida por f(z) = ax, para todo = € R. Nesse caso b = 0.

Exemplos:

Q/
H
/\
\/

d) f()—05x a—05)

3°) Funcgao Constante
f R — R, definida por f(z) = b, para todo x € R. Nesse caso a = 0.

Exemplos:

a) f(z) =5;

b) f(x) = 4

) flz) =3
1

Q) f@) = 5.

4°) Translagao (da Fungao Identidade)
f R — R, definida por f(z) = x+b, paratodox € R e b # 0. Nesse caso a = 1.

Exemplos:

b) () =7 2
) fle)=z+ 3
d) f(x):m—%

2.4 Propriedades da Funcao Afim

Geralmente, quando se trabalha com a fungao afim no ensino médio, apds apresentar
a definicao e alguns exemplos ¢é feito o estudo do grafico ja supondo que esse grafico é

uma reta. Nossa proposta consiste em mostrar algumas propriedades da funcao afim,
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relacionadas com seu grafico, antes de partirmos para sua construcao, como € feito nos
casos tradicionais.

Os resultados apresentados aqui podem ser trabalhados em sala de aula por en-
volverem conceitos matematicos de facil compreensao. Mais especificamente, iremos
mostrar que o grafico de uma fungao afim é uma reta e que toda reta nao vertical é
grafico de uma fungao afim, como pode ser visto em [1].

Introduzir essas demonstragoes no ensino médio é importante para tornar a teoria

mais consolidada e para despertar no aluno o raciocinio matemético mais abstrato.
Teorema 2.1. O grifico G de uma fun¢ao afim f:x — ax + b € uma linha reta.

Demonstragao. Para provar que o gréfico de uma fungao afim f(z) = ax + b é uma
reta basta mostrar que trés pontos quaisquer do grafico sao colineares, ou seja, estao
numa mesma reta. Sejam Pj(x1,axy + b), Pa(xq,axy + b) e Ps(x3,axs + b) trés pontos

no grafico da fungao f(x) = ax + b, como pode ser visto na Figura 2.1.

Y
A
AKgth o e oPs
i
\
\
\
H
1
____________________________________ [ ] pz 1
ax,+b : '
'
i '
x '
H '
i
! "
P
axgth --{mmmmmmmmmmmmeean . 1 ! i
! ! :
! ! !
i | [l
" ! [
11 X 1
I3 1
L ) " »
g ; » X
Xy Xz X3

Figura 2.1: Trés pontos da fungao f(x) = azx + b.
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Para que os pontos P;, P, e P3 sejam colineares é necessario e suficiente que um dos
trés nimeros d( Py, P,), d( Py, P3) e d( Py, P3) seja igual a soma dos outros dois. Supondo

que 1 < Ty < T3 iremos mostrar que:
d(Py, P3) = d(Py, Py) + d(Ps, Ps)

Usando a férmula da distancia entre dois pontos, obtemos:

d(Pl, P2) = \/(1‘2 — .271)2 -+ [((Z.TQ + b) — (aa:l + b)]2
= \/(SL’Q — x1)2 + (axq — ax1)2
— \/1 (xg—x1)2+a2 (xg—xl)Q

= \/(1 -+ CL2) (ZL‘Q — I1)2
= (g —z1)V1+a? (2.1)

AP Py) = (s —20)° + [(azs +b) — (az, + b))
= \/(1'3 — :z:l) (axs — ax1)2
— \/(xg—xl) + a2 (azg—xl)2

= \/(1 -+ CLZ) (ZL‘3 — ZE1)2
= (xz3—z1)V1+a? (2.2)

A(Po, Py) = /(w5 — 2)” + [(azs +b) — (azs + b))
S~
= \/(xg —29)> 4 a? (x5 — 2)°

= \/(1 + az) (1‘3 — ZE2)2
= (23 —22) V1+a? (2.3)

T3 — xg) (axs — ax2)2

Portanto, das equagoes (2.1), (2.2) e (2.3), temos que
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d(P, Py) + d(Py, Py) = (20 —21)V1+a®+ (25— 22) V1 + a2
= (29— 1 + 25— 1) V1 +a?
(v3 — 1) V1 +a?
= d(P,, Py), (2.4)

ou seja,
d(Py, Py) + d(Py, P3) = d(P, Ps3)

Logo, trés pontos quaisquer do grafico da funcao afim sao colineares, o que significa
que o grafico é um reta. ]

Dada a fungao afim, f(z) = ax + b, o nimero b chama-se valor inicial da fungao f
ou coeficiente linear dessa reta. Observe na Figura 2.2 a representagao geométrica do
ponto (0,b).

YJL

(0,D)

Y

Figura 2.2: Gréfico da funcao f(x) = ax + b.

Geometricamente, o coeficiente b é a ordenada do ponto onde seu gréfico, que é uma
reta, intersecta o eixo Oy. Esse ponto de interseccao é facil de ser encontrado, basta
considerar x = 0 na fungao f(z) = ax + .

O numero a chama-se inclinacao ou coeficiente angular da reta em relacao ao eixo
horizontal Oz.

Geometricamente, quanto maior for o valor de a mais a reta se afasta da posicao
horizontal. Quando a > 0, o grafico de f é uma reta ascendente (quando se caminha
para a direita) e quando a < 0, a reta é descendente. Mais detalhes sobre os coeficientes

da fungao f(x) = ax + b pode ser visto em [1, 7].
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Teorema 2.2. Dados arbitrariamente (x1,y1), (x2,92) € R%, com x1 # s, existe uma,

e somente uma, funcdao afim f: R — R tal que f(z1) = y1 e f(x2) = yo.

Lembrando que este teorema é uma reformulacao, de fato, mostrado na Geometria
Basica que diz que por dois pontos distintos passa uma unica reta.
Demonstragao. Sabendo que f : R — R é uma funcao afim onde f(x;) = y; e
f(z2) = y2, com xy # x9, queremos determinar os coeficientes a e b de modo que se
tenha f(z) = ax + b, para todo x € R.

Como f(x1) =y1 e f(x2) = yo, temos o seguinte sistema:

axry +b =1, N —axr; — b= —uy
axrs +b=1ys ars +b =1y
aro — ar1 = Y2 — Y1

a(re — 1) = Y2 — 1

0 — Y2 — Y1 (2.5)
To — X1
Substituindo (2.5) em az; + b = y;. Obtemos
Y2 — T+ b=y
To — I
= b — yl — u A
To — X1
~ b= y1($2 - $1) - $1(?/2 - y1)
To — I
o= ToY1 — T1Y1 — T1Y2 + T1h
Tg — X1
Tol — T
~ p— 21 1Y2 (2.6)
To — X1

Logo, os coeficientes a e b encontrados nas equagoes (2.5) e (2.6) definem a fungao
afim f(z) = ax +b. |

Teorema 2.3. Toda reta nao-vertical v € o grdfico de uma fun¢dao afim.

E importante destacar que pela definicao de funcao uma reta vertical nao pode
representar uma fungao qualquer, muito menos uma fungao afim, visto que no grafico
de uma reta vertical teremos para o mesmo valor de z € R, varios valores diferentes de
f(a).

Demonstragao. Sejam Py(x1,y1) e Py(x2,y2) dois pontos distintos da reta r. Como

r é nao-vertical temos que x; # xs.
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Pelo Teorema 2.2, como (1, 1), (T2, y2) sdo pontos de R?, com z; # x5, existe uma,
e somente uma, fungao afim f: R — R tal que f(x;) =y e f(z2) = vo.

Como o gréfico de f é uma reta que passa pelos pontos Py(x1,y;) e Pa(x2,ys2) € por
dois pontos passa apenas uma reta, entao r é o grafico da fungao afim f. [

Se f(x) = ax + b, diz-se que y = ax + b é a equagao da reta r, que é o grafico de f.

Se a reta r é grafico da funcdo afim f, dada por f(x) = ax + b, entéo o coeficiente

a é dado por:

Y2 — U1
a= ,
To — X1
onde (x1,y1) e (w2,y2) sdo dois pontos distintos quaisquer de r. Geometricamente o
coeficiente a indica a taxa de crescimento de f.
Estas interpretacoes nos levam a concluir que a equacao da reta que passa pelos

pontos (z1,41) e (22, y2) nao situados na mesma vertical é

Y=y + (x — )
To — I
ou
y=1+ 2" — )
To — I

Utilizando os resultados acima, o professor ja pode trabalhar com seus alunos al-

gumas questoes de construcao do gréafico de funcoes afins.

Exemplo 2.1. Um mowvel se desloca sobre uma trajetoria retilinea de acordo com a
equacao hordria S = 4t + 8, onde S € o espaco percorrido pelo movel, em metros, et

€ o tempo gasto para percorré-lo, em sequndos. Determinar:
a) As posicoes do mdovel nos instantes t = 0s, t = 3s e t = 6s;
b) O instante em que o mdvel se encontra a 40m da origem;

c) O grifico que representa o deslocamento desse maovel, colocando no eixo das ab-

scissas o tempo t e no eixo das ordenadas o espago S.

Solucao

a) Para determinarmos as posigcoes do movel, basta substituirmos os valores de t na

equacao dada.

— Parat=0s=5=4-0+8= 5 =8m.
— Parat=35s=5=4-3+8=5=20m.
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— Parat=6s=5=4-6+8 =5 =32m.

b) Para determinar o instante em que o mdvel se encontra a 40m da origem, basta

substituir S = 40m na equagao S = 4t + 8:

S = 4t+8
=40 = 4+8
=4 = 40-8

=4 = 32
I

4
=t = &s.

c) Como se trata de uma fungao do tipo f(x) = ax+b, ou seja, funcao afim, sua rep-
resentacao grdfica € uma reta, como pode ser visto na Figura 2.3. Portanto para
tracar seu grdfico, basta encontrarmos dois pontos da reta. Para isso, atribuimos

dois valores para a varidvel t e obtemos os respectivos valores de S.

S(m)

12f----

[ e el

t(s)

Figura 2.3: Grafico do movimento do mével.

Exemplo 2.2. O grdfico da Figura 2.4 representa o deslocamento de um mdovel, em
uma trajetoria retilinea, com velocidade constante. O espago S € dado em quilometros

(km) e o tempo t em horas (h).
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S (Km)

22 |-

10

o
o R e

t(h)

Figura 2.4: Deslocamento de um mével.

Determinar:

a) A fungao hordria que representa esse movimento,
b) O espaco inicial;

c) O espago percorrido no instante t = 5h.

Solucao

a) De acordo com o grdfico o espago varia linearmente com o tempo, portanto a

fung¢ao que traduz essa dependéncia € uma funcao afim

f(z) =azx +0. (2.7)

Observando o grdfico, temos as sequintes informagoes:

Se t = 0h, entao S = 10km. (2.8)

Se t =4h, entio S = 22km. (2.9)
Substituindo as informagoes acima na equagdao (2.7), obtemos o sequinte sistema:

10 = 0-a+0
22 = 4-a+0
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Substituindo b = 10, que € obtido imediatamente da primeira equag¢do, na equagao
22 =4a +0b, temos:

22 = 4a+ 10
=4a0 = 22-10
L, L2

“© =7
=a = 3.

Logo, a fungao que relaciona o espago (S) com o tempo (t) é:

S=3t+10 ou f(xr)=3z+10

b) Para encontrarmos o espago inicial, basta substituirmos t = Oh na fung¢dao obtida

no item (a):

S = 3t+10
=S5 = 3-0+10
=S = 10km.

Logo, o movel comeca seu movimento em S = 10km.

c) Para obtermos o espago percorrido em t = bh, basta substituirmos t = 5h na

fungao obtida no item (a):

S = 3t+10
=S5 = 3-5+10
=S = 25km.

Logo, para t = 5h o movel se encontra em S = 2bkm. Como o movel partiu de

S = 10km, o espaco percorrido por ele foi de 15km.



Capitulo 3

Funcao linear e o problema da

proporcionalidade

3.1 Introducao

O conceito de proporcionalidade é um dos mais antigos da Matematica. Ele tem
origem milenar e ainda hoje é um dos assuntos mais importantes de todos os que sao es-
tudados na Matematica elementar que faz parte dos programas de ensino fundamental,
[1]. Este contetido possibilita ao professor estabelecer vinculos entre diversos contetidos
que sao trabalhados na formacao basica do aluno. A importante nocao de grandezas
proporcionais se aplica tanto em problemas contextuais como nas diversas areas da
Matemaética, como pode ser visto em [2,3].

Neste capitulo iremos apresentar a definicao de proporcionalidade e mostrar que a
fungao linear, caso particular da fungao afim f(z) = ax+b, é o modelo matemético para
problemas de proporcionalidade e que, sob algums restri¢oes, uma proporcionalidade
é uma funcao linear. Iremos apresentar alguns exemplos e casos particulares onde sao

aplicados o conceito de proporcionalidade.

3.2 Proporcionalidade

A funcao linear, como ja foi citado, é um caso particular da fun¢ao afim. Apresen-

tamos abaixo sua defini¢ao.

Definigao 3.1. Uma funcio f : R — R, definida por f(x) = ax, onde a € R € uma

constante, chama-se fungao linear.

19
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Segundo [1], a fungao linear, dada por f(z) = ax, é a fungao que modela os prob-
lemas de proporcionalidade. Abaixo sao apresentados um exemplo de motivacao e
algumas questoes que podem ser trabalhadas para possibilitar que o aluno relacione a

funcao linear com problemas de proporcionalidade.

Exemplo 3.1. Um motorista mantém seu carro numa rodovia a uma velocidade con-
stante de 90km/h.

a) Em quanto tempo ele percorrerd 225km ¢

b) Quantos quilometros ele percorrerd em 3,5 horas?

A Tabela 3.1 mostra a distancia percorrida, em quilometros, pelo automodvel em
funcao do tempo, dado em horas. Analisando os dados da tabela, podemos concluir

que:
(I) Quanto maior o tempo, maior serd a distancia percorrida.

(IT) Ao dobrarmos ou triplicarmos o valor do tempo, a distancia percorrida pelo au-

tomovel é dobrada ou triplicada, respectivamente.

(ITIT) Para um tempo ¢, a distancia percorrida pelo automével é 90¢.

1
Tempo (h) 3
| Distancia Percorrida (km) [ 30 |

1] 2] 3|4 t
5190 180 [ 270 | 360 | d = 90t |

pO |

W

Tabela 3.1: Distancia percorrida (km) em func¢ao do tempo (h).

As observacoes listadas acima mostram que a distancia percorrida pelo automével
esta diretamente relacionada com o tempo gasto quando se tem uma velocidade con-
stante. Quando isso ocorre entre duas grandezas dizemos que elas sao proporcionais
ou sao diretamente proporcionais.

O Exemplo 3.1 apresenta uma situacao que envolve os conceitos de fungao linear e de
proporcionalidade e permite que os alunos, com a mediacao do professor, estabelecam
esta relacao.

Para formalizar este importante conceito, introduzimos a seguinte definicao que

pode ser vista em [2].

Defini¢ao 3.2. Uma proporcionalidade é uma funcao f : Rt — RT com as sequintes

propriedades:
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1) f € uma fungao crescente, isto é, se x < a’, entao f(x) < f(2') para quaisquer

xr, 7 € RT.

2) Para todo x € RT e todo n € N tem-se f(nzx) =nf(z).

Em [2] o autor destaca o fato de que se f é uma proporcionalidade, entao a pro-
priedade 2) da Defini¢ao 3.2 é védlida nao sé para n € N, mas para todo n € R™, desde
que f seja monotona. Este resultado serda mostrado no teorema seguinte.

Como podemos ver em [1], uma fungao f: X — R, com X C R, chama-se:
i) crescente quando z1 < xo = f(21) < f(x2);
ii) decrescente quando z1 < x3 = f(z1) > f(z2);
iii) mondétona nao-decrescente quando z1 < x2 = f(x1) < f(x2);
iv) mondétona ndo-crescente quando x; < x3 = f(z1) > f(x9).
Em qualquer um dos quatro casos, f diz-se mondtona.

Teorema 3.1. Teorema Fundamental da Proporcionalidade. Se f : RT — R*
¢ uma fungao crescente tal que f(nx) = nf(x) para todo x € RT e todo n € N, entao

f(cx) = cf (x) para quaisquer x e ¢ em RY.

Demonstragao. Por hipétese f é uma fungao crescente, logo se x < 2/, entao f(z) <
f(2"). Além disso, temos que f(nx) = nf(x) para todo n € N* e todo x € R™.

Queremos mostrar que f(cz) = cf(x) para quaisquer z e ¢ € R™.

Tal propriedade ja é vélida para ¢ € N, resta mostrar a validade da propriedade
para c racional e ¢ irracional.

Sejam r = ™ um nimero racional, com m,n € N, e v € R*.

n
Como rx € R, por hipdtese, temos que:

nfra) = fwa) = f(n- " -x) = f(ma) = mf()

m

= frr) = ")
= [rz) = rf(z)
A tltima igualdade mostra a validade da propriedade f(cx) = cf(x) para ¢ racional.

Para mostrar a validade da propriedade f(cz) = c¢f(x), para c irracional, adotare-

mos a prova por absurdo.
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Suponha que exista ¢ > 0 irracional tal que f(cz) # cf(z) para algum =z € R,

Sendo assim, temos duas possibilidades, ou f(cx) < cf(z) ou f(cx) > cf(z).

Suponha que f(cz) < ¢f(x), que implica em ¢ > . Seja r um numero racional

f(cx)

T
¢ racional, temos que rf(x) = f(rz). Com isso, reescrevendo a desigualdade anterior,

/()

<r <eisto é, f(cx) < rf(x) < cf(x). Como r

préoximo de ¢, de modo que

obtemos f(cx) < f(rz) < cf(x) e, em particular, f(cx) < f(rz). O que contradiz
o fato de f ser crescente, ji que rz < cx. Logo, ndo podemos ter f(cx) < cf(x).
Analogamente, mostra-se que também nao podemos ter f(cx) > cf(x) para c irracional
e algum = € RT.

Dessa forma, podemos concluir que f(cx) = ¢f(x), para quaisquer ¢,z € R*. [ ]

O Teorema Fundamental da Proporcionalidade tem uma importancia especial, pois
estabelece um critério para saber se uma funcao f : R — R* é linear, como é destacado
em [1]. Isto é, para que uma funcao f seja linear ela deve ser uma fun¢do mondtona
e satisfazer a propriedade f(nz) = nf(x), para todo x € RT e todo n € N. Este

resultado é apresentado no corolario abaixo.

Corolario 3.1. Se f : RT — RT ¢ uma proporcionalidade entdo tem-se, para todo
x>0, f(x) =ax, onde a = f(1).

Demonstragao. Por hipdtese, f é uma proporcionalidade. Assim, pelo Teorema
Fundamental da Proporcionalidade, para todo = € R* e todo ¢ € N temos f(cx) =
cf(x), para qualquer z e ¢ em RT. Como [ satisfaz a propriedade acima, podemos

escrever:

fxe) = xf(c) (3.1)

Substituindo ¢ por 1 na equagao (3.1), obtemos

f(z) =xf(1) (3.2)

Fazendo a = f(1) na equacao (3.2), obtemos f(x) = xa, que é uma fungao linear com
coeficiente a. [ ]
O Coroldrio 3.1 mostra que se f : Rt — R* é uma proporcionalidade, entao f é uma
funcao linear. A reciproca, se considerarmos alguma restricao, também é verdadeira.
Seja f : R — R uma fungao linear definida por f(z) = ax, onde a € R. Se a > 0,
entao para todo nimero real positivo z, isto é = € R*, temos que f(z) = ax também

¢ um numero real positivo. Logo, restringindo a funcao ao conjunto dos ntiimeros reais
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Figura 3.1: Retangulo com lados contidos nas retas r e s.

positivos, a funcao f : Rt — R™, definida por f(z) = ax, é uma proporcionalidade
onde o coeficiente a chama-se fator de proporcionalidade. Podemos ver em [2] que toda
proporcionalidade é a restricao de uma funcao linear a R™.

Abaixo é apresentado mais um exemplo de proporcionalidade que pode ser apre-

sentado ao aluno com o objetivo de fixar e relacionar os conceitos apresentados acima.

Exemplo 3.2. Sejam r e s retas paralelas. Dado qualquer retangulo que tenha dois
lados contidos nessas retas, chamemos de x o comprimento de um desses lados e z a

area do retangulo, como na Figura 3.1.
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A correspondéncia entre o lado x e a drea z € uma proporcionalidade, ou seja,
quando a altura de um retangulo € firada, sua drea z € proporcional a base x.

Com efeito, em primeiro lugar, se x < x’ entdo a drea 2 do retangulo de base x’ €
igual a drea z do retangulo de base x mais a drea de um retangulo de base x' — x, logo
z < 7.

Em sequndo lugar um retangulo de base nx pode ser expressa como reuniao de n

retangulos justapostos de base x (e mesma drea z) logo sua drea é nz.

3.3 Proporcionalidade e Regra de Trés.

Se f: RT — R*, definida por f(z) = ax, é uma proporcionalidade, entdo para z;

e o em RT, temos:

f(x1) = axy (3.3)

f(z2) = axy (3.4)

Faca y; = f(x1) e y2 = f(x2), isto é, y; = axy e Yy = axs, respectivamente. Agora,

considere os seguintes quocientes:

Y1 axry

e
r_ 0 _, (3.6)
T T2

Das equagoes (3.5) e (3.6), podemos concluir que:

Y Yo
X1 X2

A igualdade acima é importante e aparece em varios problemas de aplicacoes. Em

seguida, apresentamos sua defini¢ao.

Definigao 3.3. Se f: RT — R™ € uma proporcionalidade, entio para quaisquer xi, To
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em RY, fazendo f(x1) = y1 e f(x2) = y2, a igualdade

ho_»
X X2

recebe 0o nome de propor¢ao.

Definicao 3.4. Dizemos que duas grandezas x1 e Y1 SG0 Proporcionais se y; = ari.

Neste caso, o coeficiente a recebe o nome de fator de proporcionalidade.

Um problema que esta diretamente relacionado com proporcionalidade é a regra de
trés, que é um processo matematico muito 1util, ja conhecido e utilizado por civilizagoes
antigas, que ainda hoje vem sendo usado para resolver problemas em varias areas de

aplicagoes, [2, 3].

Definigao 3.5. Seja f(x) = ax uma proporcionalidade e x1, o, y1, y2 valores especificos
das grandezas x e f(x), tais que y;, = axy e yo = axy. Define-se por regra de trés o
problema de encontrar um dos valores x1,Ts,y1 € Yo, conhecendo-se trés deles, onde €

valida a sequinte propor¢ao

Y Yo

T Ty
Observagao 3.1. Sabendo que f(x) = ax é uma proporcionalidade, considerando os
, . 1 T
valores especificos T1, X9, Y1 € Yo, tais que Yy = ary € Yo = axy, temos que &= = —
Y2 T2

também define uma proporcao. Conhecendo trés dos valores x1, 2,1 € Yo, por exemplo

x1,Ty € Y1, € possivel encontrar y, sem conhecer o fator de proporcionalidade a.

Aqui iremos destacar dois métodos de resolucao para uma regra de trés.

(1° Método): Se os valores especificos z1, xo,y; € yo satisfazem a proporgao

B
x T2

e sao conhecidos os valores x1, xs9, Y1, entao o valor desconhecido s é dado por:

Y1 T2
T ’

Y2 =

(2° Método): Seja f(z) = axr uma proporcionalidade onde as grandezas x1, y1, T2
sao conhecidas e f(z1) = y;. Para obter a grandeza desconhecida ys na propor¢ao
n_u»

)

X X2

. b R . _ _
primeiro obtemos a = €, com isso, g = f(zg) = axs.
1
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Vejamos abaixo alguns exemplos que ilustram as aplicagoes da regra de tres.

Exemplo 3.3. Um motorista mantém seu carro numa rodovia a velocidade constante
de 90km/h.

a) Em quanto tempo ele percorrerd 225km ?

b) Quantos quilometros ele percorrerd em 3,5 horas?

Solugao: Seja f(t) = 90t uma proporcionalidade onde as grandezas ti,ta,dy, ds
satisfazem f(t1) = dye f(ta) = ds.

a) Parat; = 1h, ty =t, dy = 90km e dy = 225km, temos a sequinte propor¢dao:

& % _ 2%

dsy 90 225
=== —=—,
t1 to 1 t

Aplicando o primeiro método de resolucdo de regra de trés na proporcdo acima,
temos: 1. 995
t=—""""ot=25h
90

Logo, o carro percorrerd 225km em 2 horas e 30 minutos.
b) Para t; = 1h, ty = 3,5h, d; = 90km e dy = d, temos a sequinte propor¢ao:

b _dy 90 d
ti 1o 1 3,5

Aplicando o primeiro método de resolugao de regra de trés na propor¢dao acima,

temos:
3,95-90

1

Logo, em 3,5 horas o carro percorrerd 315km.

d= = d = 315km.

Exemplo 3.4. O preco da venda de um livro é de R$ 35,00 por unidade. Pergunta-se:

a) Qual a receita obtida com a venda de 12 livros?

b) Quantos livros devem ser vendidos para obter-se uma receita de R$ 700,007

Solugao: Seja f(x) = 35x wma proporcionalidade onde as grandezas xi, Ta, Y1, Y2

satisfazem f(x1) = yie f(x2) = ya.

a) Paraxy =1, 29 =12, y; = 35 e yo =y, temos a sequinte propor¢ao:

oy 35y
T ) 1 12
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Aplicando o primeiro método de resolu¢ao de regra de trés ma propor¢cao
actma, temos:
35-12

Logo, a receita obtida com a veda dos livros serd de R$420,00.

b) Para x1 =1, x5 =z, y; = 35 e yo = 700, temos a sequinte propor¢ao:

Yoy _ 35 _ 700

T T 1 T

Aplicando o primeiro método de resolugcao de regra de trés na propor¢ao
acima, temos:
700 -1
r=———"=ux=20.

35

Logo, para se ter uma receita de R$ 700,00 devem ser vendidos 20 livros.

3.4 Divisao em partes proporcionais.

Outra aplicacao de proporcionalidade sao os problemas chamados divisao em partes
proporcionais. Antes de apresentarmos a técnica de solugdo para esses problemas,
primeiramente iremos introduzir uma definicao e um teorema. Para mais detalhes o

estudante pode consultar [3].

Defini¢ao 3.6. Dadas duas sequéncias (ay,as,...,a,) € (by,be,...,b,), dizemos que
0s numeros by, ba, ..., b, sao proporcionais aos nimeros ay,as, ... ,a, se sao vdalidas as
sequintes iqualdades:

b _b_ _b

ay B a2 B B an

Proposicao 3.1. Se f(x) = ax é uma proporcionalidade tal que para os valores es-
pecificos T1, T2, ..., T, Y1, Y2, -+ Yn LEMOS Y1 = Q- T1, Yo = G- Ta, ..., Yo = Q- Tp,
entao

(i +y2+ ...+ uyn) =alzy +x2+ ...+ 24).

Demonstragao. A demonstragao é imediata e pode ser vista em [3] n
Da Proposicao 3.1, segue que se f(z) = ax é uma proporcionalidade e temos y; =
ary, Ys = QAxa, ..., Yo = ATy, €ntao Yy, ..., Y, SA0 proporcionais a Ty, ..., Ty.
Como (y1 +y2+ ...+ yn) = a(x1 + 22+ ... + x,), as propor¢oes acima podem ser

estendidas para:
T et TR RN /)

T +To+...2, € To Ty
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Com essas observacoes podemos formalizar o problema da divisao em partes pro-
porcionais.

Dado um nimero a, suponha que se queira dividi-lo em partes proporcionais a
ai,as, ..., a,, isto é, devem existir x1,xo,...,x,, tais que, x1 = kay, ro = kas, ...,

r, = ka,. Pela Proposicao 3.1 temos que:
a=x1+ T+ ...x, =k(a; +as+...a,). (3.7)

Isolando k na equagao (3.7), obtemos o fator de proporcionalidade:

k= ¢ . (3.8)
a +ag +...a,

Com o fator de proporcionalidade k, dado na equagao (3.8), as partes proporcionais

a0 numero a Sao:

aay
1 =
a+ag+...a,
a9
To =
a+as+...a,
aa,
Ty =

ay+as +...ay

Em seguida serao apresentados dois exemplos que iremos resolver utilizando a téc-

nica da divisao em partes proporcionais.

Exemplo 3.5. Um pequeno edificio tem 3 andares. O primeiro andar tem um aparta-
mento, 101, que possui uma drea de 286m?. Os sequndo e terceiro andares tem dois
apartamentos cada, 201, 202 e 301, 302, respectivamente. Os apartamentos 201 e 301
tem cada um 80m? de drea e os 202 e 302 tem 100m?. O gasto mensal com a admin-
istracao do edificio € de R$4.000,00. Qual deve ser a cota de condominio de cada um

dos 5 apartamentos supondo que essa cota deve ser proporcional a sua drea?

Solucao: A solucao do problema consiste em dividir a despesa de R$4.000,00 em
partes proporcionais a 80, 100, 80, 100 e 286, que correspondem as areas dos aparta-

mentos 201, 202, 301, 302 e 101, respectivamente. Entao as cotas serao:
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e Apartamentos: 201 e 301

B 4.000 - 80 ~320.000
80+ 100+ 80 + 100 + 286 646

1 = 495,40

e Apartamentos: 202 e 302

4.000 - 100 400.000
Ty = = =619,20
80 + 100 + 80 4 100 + 286 646
e Apartamentos: 101
4.000 - 286 1.144.000
= = = 1.770,90
730 + 100 + 80 + 100 + 286 646 ’

Logo, os apartamentos 201 e 301 terao uma cota de condominio de R$495, 40, os
apartamentos 202 e 302 terao uma cota de R$619,20 e o apartamento 101 terd uma
cota de R$1.770,90.

Exemplo 3.6. (Regra da Sociedade): Trés pessoas organizaram um negicio en-
trando cada um com os sequintes capitais: R$ 1.000,00, R$ 2.000,00 e R$ 3.000,00.
Ao final de um ano obtiveram um lucro de R$ 48.000,00. Quanto desse lucro caberd a

cada um dos socios?

Solugao: Cada sécio receberd um valor proporcional ao valor investido por ele.
Suponha que o sécio 1 aplicou R$ 1.000, 00, o sécio 2 aplicou R$ 2.000, 00 e que o sécio

3 aplicou R$ 3.000, 00, utilizando o método de divisao proporcional, temos:

e Sécio 1:
. 48.000 - 1.000 ~48.000.000 2,000
Y7 1.000 -2.000 -3.000  6.000
* Socio 2 48.000 - 2.000 96.000.000
Ty = i — T 16.000.
1.000 + 2.000 + 3.000 6.000
® Socio 3 48.000 - 3.000 140.000.000
T3 = i — T 924.000.
1.000 + 2.000 + 3.000 6.000

Logo, os socios 1, 2 e 3 irao receber R$8.000,00, R$16.000,00 e R$24.000, 00,

respectivamente.



Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Introducao

As aplicagoes sao empregos dos conceitos e teoremas mateméaticos para obter resul-
tados, conclusoes e previsoes de situacoes que vao desde problemas triviais do dia a dia
a questoes mais sutis de diversas areas, como cientificas, tecnoldgicas e, mesmo, soci-
ais. As aplicacoes constituem a principal razao pela qual o ensino da Matematica é tao
difundido e necesséario. Desde os primérdios da civilizacao até os dias de hoje e, certa-
mente, cada vez mais no futuro, a Matematica é indispensavel ao homem por ajuda-lo
a resolver problemas e por permitir-lhe responder de modo claro, preciso e indiscutivel
certos questionamentos, que, sem o auxilio dela, continuariam sendo perguntas ou se
transformariam em palpites, opinioes ou conjecturas.

As aplicacoes s@o a conexao entre a abstragao e a realidade, entre a teoria e a pratica
do dia a dia.

Mostraremos a seguir algumas aplicagoes da funcao afim.

4.2 Funcao Afim e as Escalas Termométricas

Medir temperaturas ¢ uma atividade muito importante e bastante comum no nosso
dia a dia. Por exemplo, numa consulta médica (temperatura do corpo humano), nas
ruas e ambientes fechados (temperatura ambiental), nas industrias (temperatura de
um certo sélido ou liquido), etc.

A escala Fahrenheit e a escala Celsius sao as mais utilizadas nos termometros, que
sao os instrumentos utilizados para fazer tais medidas.

Na escala Celsius o termometro é graduado escolhendo-se duas temperaturas de-

terminadas: a da fusao do gelo, a qual se atribui o valor zero e da ebulicao da agua, a

30
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qual se atribui o valor 100. O intervalo entre os dois pontos fixos 0 e 100 é dividido em
100 partes iguais.

Na escala Fahrenheit, divide-se o intervalo entre os pontos fixos, fusao do gelo e
ebulicao da agua, em 180 partes iguais. Ao nivel inferior atribui-se o valor 32 e, ao
superior o valor 212. Sendo assim, o zero desta escala esta 32 graus Fahrenheit abaixo
da temperatura de fusdo. Assim 0°C' corresponde a 32°F e 100°C corresponde a 180°F'.

A aplicagao da funcao afim a esta situacao aparece quando queremos, por exemplo,
obter uma temperatura em graus Fahrenheit sendo que esta temperatura é dada em
graus Celsius.

Mostraremos esta situacao de duas maneiras:

12) Seja C a temperatura em graus Celsius e F a temperatura em graus Fahrenheit.
Observando a Figura 4.1, pode-se estabelecer entre as duas escalas a seguinte

relacao:

°C °F
100 — == === == mm - —-212
o RS ——— L F
| IR ——— L3

Figura 4.1: Relagao entre as escalas Celsius e Fahrenheit.
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cC-0  F-32
100—0 212 —32
_ C  F-32
100—0 180
;30  F-32
5 9

= 5F —-160 = 9C
=5F = 9C + 160
=F = §C+32
=F = 1,8C+32

Considerando a mudanga de varidaveis F' = f(z) e C' = z, teremos:
f(z) =1,8z+ 32

que é uma funcao que expressa a temperatura em graus Fahrenheit conhecendo-se

a temperatura em graus Celsius.

22) A conversao de escala Celsius para Fahrenheit é uma fungdo f : R — R, que
associa a medida x, em C, a medida f(z), em F. Essa funcdo é crescente e a
diferenca f(x+h)— f(z) depende apenas de h e nao de z. Assim, f é uma fungao
afim da forma f(z) = az + b. Sabemos que f(0) = 32 e f(100) = 212. Como
f(0) = b, entao b = 32. Além disso, f(100) = 100a+ 32, ou seja, 100a+ 32 = 212,
donde a = 1,8. Portanto, f(x) = 1,8z + 32 é a fungao que associa a medida x a
medida f(x).

4.3 Funcao Afim Aplicada a Fisica

Um moével que se desloca em movimento retilineo uniforme, ou seja, sempre na
mesma direcao, e que em espacgos de tempos iguais apresenta o mesmo deslocamento,
tem sua posi¢do dada em cada instante ¢ por S(t) = vt + b, em que a constante

v=_S(t+1)—S(t) é avelocidade do mével e b = S(0) é a posicao inicial.

Exemplo 4.1. Um mdvel percorre uma estrada em movimento retilineo uniforme
deslocando-se de acordo com a fungdo hordria S(t) = 80t 4+ 100, em que S(t) rep-

resenta sua posicao em quilometros e t representa o tempo em horas. Pergunta-se:
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a) Qual a posicao do mdvel apds 2 horas de deslocamento?

b) Quanto tempo o mdvel levard para chegar no quilometro 5007

Solucao:

a) Para determinar a posicao do mével apds 2 horas de deslocamento, basta fazert = 2
na funcao S(t) = 80t + 100:

S(t) = 80t+ 100
= S(2) = 80-2+100
= S(2) = 160+ 100
= S(2) = 260

Logo, o movel encontra-se no quilometro 260 desta rodovia apos 2 horas de deslo-

camento.

b) Para determinar quanto tempo o mével levard para chegar no quilémetro 500, basta

fazer S(t) = 500 e encontrar o tempo t correspondente:

S(t) = 500
= 80t +100 = 500
=80t = 500 — 100

= 80t = 400
L 400

80
=t = 5

Logo, o movel levarda 5 horas para chegar no quilometro 500 desta rodovia.

4.4 Funcao Afim, Proporcionalidade e Escalas

Quando uma construtora se propoe a construir uma casa, por exemplo, o respon-
savel pela obra terda em suas maos uma planta, que nada mais é do que um desenho
mostrando as medidas desta casa em tamanho reduzido. Isto também acontece quando
sao tracados mapas geograficos. Nestes desenhos, as medidas no papel estao rela-
cionadas com a medida real e para mostrar esta relacao os arquitetos e engenheiros

utilizam as escalas.
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Tanto em mapas como em plantas aparecem expressoes tipo “escalas 1 : 1.000” ou
“escalas 1 : 150”7, que devem ser lidas assim: “escala 1 por 1.000”ou “escala 1 por 1507,
respectivamente. A escala 1 : 150 significa que, cada centimetro no desenho corresponde
a 150cm no tamanho real. Se tivermos 2cm no papel, o tamanho real sera 300cm, ou
seja, medida no papel (desenho) e medida real sdo diretamente proporcionais. Quando
maior a medida no desenho, maior sera a medida real. Se dobrarmos, triplicarmos
a medida no desenho o mesmo acontecerda com a medida real. No caso da escala
1: 150, seja m,, a medida no papel e m, a medida real. Como as medidas m,, e m, sao
diretamente proporcionais, temos as seguinte relagao:

ﬁ - % = m, = 150m,.
Chamando m, de x ¢ m, de f(z), a fungao linear f(x) = 150z expressa a medida real
em funcao da medida no papel.

A Figura 4.2 ilustra esta relacao mostrando um desenho de um mapa com sua re-

spectiva escala.

[ w07 % . o wor s oo

0 51015 206m

ESCALA GRAFICA “w

LEGENDE

Limte de Estac

PARAIBA e ; PARAIBA

i RIO GRANDE DO NORTE

SECRETARIA DOS RECURSOS HIDRICOS

SISTEMA HIDROGRAFICO DO ESTADO
DIVISAO DE BACIAS HIDROGRAFICAS

rcas sERnD.

Figura 4.2: Exemplo de escalas em mapas.
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O mapa foi feito em uma escala de k unidades, isto quer dizer que cada k unidades de
comprimento (milimetro, centimetro, metro, etc) da situacgao real foram representadas

no mapa por 1 unidade (milimetro, centimetro, metro, etc).

4.5 Funcao Afim e a Relacao entre Custo, Receita

e Lucro.

Situagao Problema: O Ponto do Bolo é uma empresa comercial especializada
exclusivamente em produzir e comercializar bolos. Na produgao, existe um “custo”
mensal fixo de R$ 1.800,00, que inclui conta de dgua e luz, aluguel, pagamento de
funcionarios, etc. Além desse custo fixo, ha também um custo varidavel, que depende
da quantidade de bolos que sao produzidos. O custo de producao de cada bolo esta
avaliado em R$ 1, 50.

Sendo assim, o custo total mensal da empresa sera composto do custo fixo, mais o
custo variavel de acordo com a quantidade de bolos produzidos.

Como calcular o lucro dessa empresa? Sabendo que o preco de venda de cada bolo
¢ R$ 6,00, quantos bolos deverao ser produzidos e vendidos para que a empresa tenha
lucro?

Para responder essas perguntas, vamos fazer as seguintes consideragoes:

Cp: custo fixo. Logo, Cr = R$ 1.800, 00;

x: quantidade de bolos produzidos;

Cy: custo variavel. Logo, Cy(x) = 1,50x;

Cr: custo total. Logo, Cr(z) = Cy(z) + Cp.

Com as informagoes acima, temos a seguinte funcao linear que expressa o custo

total na producao de bolos:
Cr(z) = 1,50z + 1.800, 00.

A empresa pagard seus custos com aquilo que arrecadar com a venda dos bolos.
Este valor é chamado receita e representado por R. A funcao linear abaixo representa
a receita da venda de bolos:

R(z) = 6,00zx.
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O lucro mensal da empresa, representado por Ly, é obtido subtraindo da receita

obtida o custo com a producao:

~
g

(z) = R(z)—Cr(z)

wm(z) = 6,00z — (1,502 + 1.800, 00)
wm(z) = 6,00z — 1,50z — 1.800, 00
(z) = 4,50z — 1.800,00

T

h

T

~
S

X

A funcao afim acima representa o lucro da empresa de bolos em funcao da quanti-
dade produzida e vendida x. A empresa passard a ter lucro quando Ly (z) for maior

que zero, ou seja:

4,50z — 1.800,00 > 0
4,50z > 1.800,00
_ 180,00
l’ —_—
4,50
z > 400

Portanto serao necessarios no minimo 400 bolos vendidos mensalmente para que a
empresa pague todos os seus custos, e acima dessa producao a mesma passara a ter
lucro.

Vamos verificar o resultado graficamente.
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Figura 4.3: Representacao grafica da producao de bolos.

As retas se intersectam no ponto P(400, 2.400).
O ponto P é chamado ponto de nivelamento (ou ponto critico), pois em P a receita

é suficiente para igualar o custo total, fazendo com que a empresa nao tenha prejuizo.



Capitulo 5
Conclusao

Objetivando mostrar uma proposta que permitisse aos alunos do primeiro ano do
Ensino Médio perceberem a importancia da Matematica mostrada no referido periodo,
desenvolvemos este trabalho com a certeza de esta contribuindo com o processo de
ensino e aprendizagem desta disciplina, especificamente no estudo da Funcao Afim e
suas aplicagoes.

Concentramos nossa atencao numa tentativa de mostrarmos a Funcao Afim sob
uma perspectiva diferente da mostrada na grande maioria dos livros didaticos hoje
disponiveis no mercado. Tentamos mostrar como as aplicacoes e os questionamentos
decorrentes das situagoes problemas levam os alunos a perceberem por si mesmos que
a Matematica nao se constitui apenas de um aglomerado de féormulas e teorias sem
proposito pratico, mas que esta presente em varios setores organizados da sociedade.

Fazendo algumas demonstracoes simples, tentamos mudar a forma como o aluno vé a
Matematica. Mostramos que férmulas e resultados obtidos estao fortemente embasados
e que se aplicam em varias situacoes. Por exemplo, demonstramos que o grafico da
Funcéao Afim é uma reta utilizando o caso geral que pode ser adaptado para qualquer
Fungao Afim com coeficientes especificos.

Destacamos a relacao entre Funcao Linear e Proporcionalidade tentando resgatar a
importancia das aplicagoes de proporcao e regra de trés que estabelecem um elo entre
o Ensino Fundamental e o Ensino Médio. Essas aplicacoes mostram que existe uma
interacao entre os contelidos matematicos de diferentes niveis de ensino. Dessa forma,
tinhamos por objetivo despertar a curiosidade e a vontade de aprender do aluno e
contribuir com o processo de ensino e aprendizagem da Matematica.

Por fim, foi apresentado nesse trabalho, uma proposta de aula, que pensamos ser
adequada para trabalhar a Matematica em sua forma mais tedrica e, ao mesmo tempo,

despertar no aluno o gosto e prazer de aprender esta disciplina. Com isso, este trabalho
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oferece aos professores uma proposta de ensino da Funcao Afim de uma forma que

acreditamos ser mais abrangente e didaticamente envolvente.
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