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Resumo

Este trabalho tem a proposta de introduzir a teoria dos grafos na educacao basica,
um assunto da matemaética do ensino superior que podemos aplicar no ensino fun-
damental de uma forma ladica e, desta forma, levar uma contribuicao para o desafio
diario dos professores, que é motivar os alunos ao aprendizado. Fazemos um passeio
historico na regiao onde se considera o inicio dos estudos da teoria dos grafos, bem
como seus avancos e contribuicoes de estudiosos ao longo dos anos. Apresentamos
a definicao e os elementos basicos necessarios para o entendimento da teoria dos
grafos. Mostramos a solucao de Euler para o problema mais famosos da historia da
teoria dos grafos, o problema das Sete Pontes de Koénigsberg. Resolvemos outros
problemas igualmente interessantes. E finalmente propomos atividades que possam
ser aplicadas na educacao basica.

Palavras-chave: pontes; problemas; grafos.



Abstract

This work has the proposal to introduce graph theory in basic education, a subject
of higher education mathematics that we can apply in elementary education in a
playful way and, thus, take a contribution to the challenge teachers’ diary, which
is to motivate students to learn. We take a walk historical in the region where the
beginning of graph theory studies is considered, as well as its advances and con-
tributions of scholars over the years. We present the definition and basic elements
necessary for the understanding of the theory of graphs. We show Euler’s solution
to the most famous problem in the history of graph theory, the problem of the Seven
Bridges of Konigsberg. We solve others equally interesting problems. And finally,
we propose activities that can be applied in basic education.

Key words: bridges; problems; graphs.
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Introducao

Por que ensinar teoria dos grafos na educacao basica? Podemos dizer que na
atualidade ha varios estudos sobre grafos em diversas areas de conhecimento, biolo-
gia com abordagem sobre cadeia alimentar; na quimica com respeito as moléculas;
na fisica aplicados aos resistores; no planejamento econdémico, com o menor caminho
percorrido ou o menor custo para uma rota no trafico aéreo; em muitos campos da
matemaética como a topologia e combinatéria; na engenharia com as telecomunica-
cOes e elétrica; e sem duvida na area da computacao. A teoria dos grafos nos permite
apresentar um problema de forma mais lidica e assim sendo um grande aliado do
professor que pode motivar os alunos para resolucao de problemas.

A teoria dos grafos surgiu com o famoso problema das pontes de Konigsberg, o
problema relata que habitantes de Konigsberg (hoje Kaliningrado) se perguntavam
se seria possivel atravessar as sete pontes do Rio Pregolia, sem passar duas vezes
na mesma ponte, retornando ao ponto de partida. O problema foi resolvido pelo
matematico suico Leonhard Euler (1707 — 1783), registrado oficialmente no volume
de publicacoes da academia de Ciéncias de Sao Petersburgo, em 1736.

Outro problema bem curioso que geralmente é apresentado as criancas, é o pro-
blema das trés casas que diz o seguinte: temos que ligar Luz, Agua e Esgoto a trés
casas sem que as linhas se cruzem. Este foi o meu primeiro contato com grafos, que
foi apresentado como um passatempo por um professor quando eu era crianca. A
primeira vez que tive contato formal com a teoria dos grafos foi em 2016 no curso do
PAPMEM (Programa de Aperfeicoamento de Professores de Matemética do Ensino
Médio), oferecido pela IMPA no periodo de recesso dos professores

A principal motivacao para a escolha do tema dessa dissertacao, reside na im-
portancia de fazer atividades bem elaboradas, relacionadas a teoria dos grafos que
possam ser utilizadas de uma forma mais pedagogica por professores do ensino fun-
damental.

Este trabalho esta dividido em 4 capitulos. No primeiro capitulo, conhecemos
um pouco da histéria da cidade de Koénigsberg e também os colaboradores que ao
longo do tempo desenvolveram estudos sobre a teoria dos grafos. No capitulo 2
mostramos os conceitos basicos da Teoria dos Grafos, pois ajudarao principalmente
aqueles que nao estao familiarizados com a forma em que se apresentam os grafos.
No terceiro capitulo resolvemos varios problemas relativo aos grafos. E finalmente
no ultimo capitulo apresentamos algumas atividades para serem aplicadas no ensino
fundamental.

Espera-se, que esse trabalho ajude os professores em seus planejamentos e tam-
bém amplie os conhecimento dos estudantes modelando os problemas e resolvendo-os
com mais facilidade por meio da teoria dos grafos.

xiii



Capitulo 1

Um pouco de Histoéria

A teoria dos grafos surgiu com o famoso problema das pontes de Konigsberg,
o qual relata que habitantes de Konigsberg (hoje Kaliningrado) se perguntavam se
seria possivel atravessar as sete pontes do Rio Pregolia, sem passar duas vezes na
mesma ponte, retornando ao ponto de partida.

Neste capitulo conheceremos um pouco da historia da cidade de Koénigsberg e
também os colaboradores que ao longo do tempo desenvolveram estudos sobre a
teoria dos grafos, utilizamos as seguintes referéncias: 5], [6], [8], [12], [13].

1.1 A cidade

A cidade mais falada pela Teoria de Grafos é Konigsberg (que significa montanha
do rei), foi fundada em 1255 e apos a segunda guerra mundial, teve seu nome alterado
em 1946 para Kaliningrado, em homenagem ao revolucionario bolchevique Mikhail
Ivanovich Kalinin (1875 — 1946) que foi por muitos anos o chefe de governo formal
na Unidao Soviética. Kaliningrado ¢ um exclave russo localizado entre a Polonia e
a Lituania (Figura 1.1), que ja fez parte da Prussia Oriental. Kaliningrado esta
localizada perto do mar Béltico, a apenas alguns quilometros rio acima ao longo do
rio Pregel (Pregolia).

Figura 1.1: Kaliningrado um exclave Russo.

Oceano Baltico. Eetonia ““-‘

Bielorrussia

Polonia

Fonte: Google maps



Na cidade de Kaliningrado se formam duas ilhas pelo rio Pregel. A Tlha de
Kneiphof que é representada e mencionada pelo nome na maioria dos textos escri-
tos sobre o problema das pontes de Konigsberg. E um pouco pequena de forma
quase retangular, medindo aproximadamente 400 metros na direcao leste-oeste e
200 metros na direcao norte-sul. A segunda ilha, chamada Lomse, é sempre apenas
parcialmente representada e nao identificada nas referéncias padroes. Como pode
ser visto na Figura 1.2, é muito maior que Kneiphof. Tem aproximadamente nove
quilometros de extensao e sua largura varia de 200 metros a quase um quilometro.
E atravessada por um canal cinco quilometros a leste de sua ponta ocidental. A
maior parte da ilha é uma regiao pantanosa, apenas na sua parte mais ocidental que
existem construcoes.

& Catedralld

KadeapansHslii

Fonte: Google maps

A historia de Konigsberg inicia com a construgao em 1255 de um castelo que foi
construido em uma colina na margem norte do rio Pregel, a cidade cresceu sob sua
protecao, foi pouco a pouco sendo cercada por um muro com vérios portoes e ficou
conhecido como Altstadt. Obteve o status de cidade em 1286. Ao leste de Altstadt,
na mesma margem norte, surgiu uma segunda cidade para acomodar a populagao
que estava em expansao. Essa nova cidade, era Lobnicht, que também foi fortificada
e recebeu seu status de cidade em 1300.

Havia uma ilha, localizada ao sul de Altstadt, era ideal como porto de comér-
cio de navios entre as cidades balticas e as cidades de Altstadt e Lobnicht. Era
Kneiphof que logo se tornou um importante mercado e se tornou uma cidade auto-
noma em 1327. Assim, essas trés pequenas cidades estavam localizadas muito proxi-
mas umas das outras, na ilha Kneiphof e na margem norte de Pregel. J4 a margem
sul chamava-se Vorstadt (Figura 1.3), mas poucas pessoas moravam la. As trés
cidades permaneceram separadas por quase 400 anos. Altstadt foi reconhecida por
seu poder militar, Kneiphof por sua riqueza e Lobnicht por sua lama. Em 1724, as
trés cidades se fundiram em uma e receberam o nome de Konigsberg - a Montanha
Real.



Figura 1.3: Desenho das pontes de Konigsberg em 1736

Altstadt (A)

Lébnicht

Kneiphof (K)

Vorstadt (V)

Fonte:|[5]

A parte nordeste de Kneiphof era o local da Universidade de Ko6nigsberg, que

foi fundada por Albrecht da Prissia (1490-1568) em 1544, sob o nome de Albertus
University ou Albertina. E uma das universidades mais antigas da Europa. Em
1862, a universidade foi transferida para o centro, na antiga Altstadt.
A cidade ja recebeu muitos pesquisadores famosos. O mais conhecido é provavel-
mente o filosofo Immanuel Kant (1724-1804) que passou a vida inteira em Konigs-
berg. Ele esta enterrado em um mausoléu ao ar livre atrds da parede norte da
Catedral de Konigsberg em Kneiphof. A Universidade de Konigsberg também foi o
lar de varios cientistas conhecidos, incluindo o astréonomo Friedrich Wilhelm Bessel,
os fisicos Robert Gustav Kirchoff, Franz Ernst Neumann e Arnold Sommerfeldt e os
matematicos Alfred Clebsch, Ludwig Otto Hesse, David Hilbert, Karl Gustav Jakob
Jacobi e Hermann Minkowski. Euler estd firmemente associado a Konigsberg, mas
nao ha evidéncias de que ele tenha visitado a cidade.

1.2 As pontes

Fornecemos agora um relato histérico das pontes referenciadas no problema das
pontes de Konigsberg, pela ordem de construcao conforme a Figura 1.4.

Figura 1.4: Pontes numeradas

KCNINGSBERGA

Fonte:[8]



. A ponte do vendedor

A primeira ponte de Konigsberg, datada de 1286, ligava Altstadt e Kneiphof.
Pertencia a cidade de Altstadt e foi erguida para facilitar o acesso ao mercado
em Kneiphof. Conhecida como Kridmerbriicke - a ponte do vendedor, a ponte
poderia ser levantada para fornecer acesso as embarcacoes. Foi reconstruida
em 1787 e foi novamente reconstruida em aco em 1900. Nao sobreviveu a
Segunda Guerra Mundial. Em seu lugar foi construida em 1972 com 546 m de
comprimento e 27 m de largura um viaduto de concreto protendido por cima
de Kneiphof, ligando Altstadt & Vorstadt.

. A ponte verde

A segunda ponte, concluida em 1322, conectou Kneiphof a margem sul e pro-
porcionou facil acesso a Vorstadt e ao interior. A ponte foi chamada Grii-
nebriicke - a ponte Verde. Foi destruida pelo fogo em 1582 e reconstruida
em 1590, ainda em madeira. Permaneceu nesse estado até 1907, quando foi
reconstruida em ago. Também nao resistiu a Segunda guerra Mundial. Jun-
tamente com a ponte do vendedor foi substituida pela estrada elevada.

. A ponte do abate No século 14, um matadouro operava na margem sul do
Pregel. A fim de facilitar o transporte de carne para as trés cidades, uma nova
ponte chamada Kottelbriicke - a ponte do abate, foi construida em 1377 entre
a margem sul e Kneiphof. A ponte do abate foi reconstruida em ago em 1886.
Nao sobreviveu a Segunda Guerra mundial e nao foi reconstruida.

. A ponte do ferreiro

Entre 1333 e 1380, uma catedral foi construida na parte nordeste de Kneiphof.
Foi isolada do resto da ilha por uma parede. Uma ponte para pedestres, cha-
mada Dombriicke - a ponte da Igreja, foi, portanto, erguida para permitir que
os decanos da catedral conectassem suas terras em Altstadt a catedral. A
ponte da igreja foi demolida em 1379 e uma nova ponte, chamada Schmiede-
briicke - a ponte do ferreiro, foi construida um pouco a oeste em 1397. A ponte
do ferreiro comecou de uma parte de Altstadt, onde muitos ferreiros tinham
suas lojas. A ponte do ferreiro foi reconstruida em 1787 em madeira e em
1896 em aco. Também nao sobreviveu a Segunda Guerra mundial e nao foi
reconstruida.

. A ponte de madeira
A ilha de Lomse era usada para estocar madeira e uma nova ponte foi cons-
truida entre 1400 e 1404 para facilitar o transporte da madeira para as duas
cidades da margem norte. A ponte foi nomeada Holzbriicke - a ponte da ma-
deira. Foi mantida por 500 anos e em 1904 foi reconstruida em aco ao lado de
sua antiga localizacao.

. A ponte alta
A préxima ponte, chamada Hohebriicke - a ponte Alta, foi construida em
1506 para conectar Lomse para a margem sul. Foi reconstruida em 1882-1883,



desmontada em 1937 e reconstruida alguns metros a leste em ago e concreto
em 1937-1939. As fundagoes da ponte original ainda podem ser visto hoje.

7. A ponte do mel

A sétima das pontes, conecta as duas ilhas, foi concluida em 1542. Foi cons-
truido pelos habitantes de Kneiphof que queriam acessar a margem norte sem
ter que passar pelas duas pontes de Kneiphof, controladas por Altstadt. Se-
gundo a lenda, o municipio de Kneiphof deu um grande barril de mel ao
prefeito de Altstadt para obter permissao para construir a ponte. A ponte
foi, portanto, chamada Honigbriicke - a ponte do Mel. Foi reconstruida em
ago entre 1879 e 1882. Assim, em 1542 todas as sete pontes de Kéningsberg
considerados por Euler estavam em funcionamento.

1.3 Leonhard Euler

Nasceu em Basiléia, na Suica, no dia 15 de abril de 1707. Seu pai, Paulus Euler,
era matemaético, porém deixou a matematica para se dedicar a assuntos religiosos
como um pastor calvinista, havia sido aluno da Universidade de Basiléia. Sua tese de
doutorado, escrita sob orientacao de Jacob Bernoulli, era sobre razoes e proporcoes
(Figura 1.5). Os calvinistas eram rigorosos na sua obediéncia & ordem e as leis,
contrastava com o comportamento de Leonhard que era uma crianca prodigio e
inquieta, sempre envolvida com brinquedos que permitiam satisfazer sua curiosidade
sobre fendmenos fisicos. Para distrai-lo de suas brincadeiras, algumas perigosas, o
pai deu-lhe um livro que era uma importante introducao a algebra e muito popular
na época, o Die Coss, de Christoph Rudolff, que apresentavam questoes desafiadoras.
Este livro viria a ter grande influéncia na Algebra de Leonhard Euler, publicada em
1770 (Figura 1.6).

Figura 1.6: A Algebra de L. Euler.
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Com 13 anos, entrou na Universidade de Basiléia no curso de Teologia e Hebraico.
Era uma idade comum para jovens brilhantes ingressarem na Universidade. Foi 14
que, em contacto com mateméaticos conceituados, mostrou as suas qualidades para
a matematica, contrariando seu pai. Mas sempre se manteve fiel aos principios
calvinistas.

Em 1723, aos 16 anos, Fuler recebeu o grau de mestre, com uma tese compa-
rando as filosofias de Descartes e de Newton. Foi o discipulo preferido de Johann
Bernoulli, irmao de Jacob Bernoulli, e muito amigo de seus filhos Nicolaus II, Daniel
e Johann II. Suas primeiras publicacoes sao de 1726, quando publicou o trabalho
“Construcao de curvas isdcronas em um meio resistente qualquer”, no Acta Erudito-
rum. Euler apresenta uma outra versao do problema da braquistécrona, que havia
sido publicado por Johann Bernoulli, em 1696. Publicou em 1727 “Reflexoes sobre
um problema nautico” na Academia Francesa num concurso sobre o tema da mas-
treacao dos navios. O seu trabalho nao ganhou e foi criticado por ser unicamente
tedrico.

Euler candidatou-se a catedra de Matemaética na Universidade da Basileia, seu
trabalho foi bem recebido, mas nao foi nomeado. Mas os seus amigos Daniel e
Nicolas Bernoulli que se tinham estabelecido em S. Petersburgo propuseram um
lugar a Euler e assim, a partir de maio de 1727, aceitou uma vaga na Academia
Russa de Ciéncias, na secao de medicina. Em 1733 os irmaos Bernoulli retornaram
a Suica e Euler transferiu-se para a se¢ao de matematica. Com a nova fun¢ao e bom
salario, casou-se em 1734 com Katharina Gsell, filha de um pintor e com a qual teve
13 filhos. Com os filhos brincava e fazia experiéncias.

Carl Leonhard Gottlieb Ehler era prefeito de Danzig, amigo de Euler e um dos
amantes da matematica. De 1735 a 1742, ele se correspondia com Euler em St. Pe-
tersburgo, atuando como intermediario entre Euler e Heinrich Kiihn, um professor
de matematica no ginasio académico em Danzig. Atraves de Ehler, Kiihn se comuni-
cou com Euler sobre o Problema das pontes de Konigsberg. Sua comunicacao inicial
nao foi recuperada, mas uma carta de 9 de marco de 1736 indica que eles discutiram
o problema e sua relacao com o ’calculo de posicao‘.

Euler resolve esse problema a partir de um esquema geométrico das pontes e
lugares, onde cada ponte ¢ uma linha e cada ponto é uma cidade. Neste desenho
as linhas devem ser percorridas sem sair do tracado e sem passar duas vezes sobre
a mesma linha. Fuler chegou a conclusao de que era impossivel realizar a facanha
proposta. A solucao do problema das pontes de Konigsberg foi publicada com o
titulo deste artigo traduzido para o portugués como: “A solucao de um problema
relacionado com a geometria da posicao.” Este artigo é hoje considerado o primeiro
em teoria dos grafos.

1.4 A prova de Euler para o problema das pontes

Em 26 de agosto de 1735, Euler apresenta um documento a seus colegas da
Academia de Ciéncias de Sao Petersburgo, contendo a solucao para o problema da
ponte de Konigsberg. Ele aborda este problema especifico, bem como uma solucao
geral com qualquer nimero de regioes de terra e qualquer ntimero de pontes. Em
1736, Euler escreveu sua solucao em seu artigo no Commentarii Academiae Scien-



tiarum Imperialis Petropolitanae sob o titulo ‘Solutio problematis ad geometriam
situs pertinentis’. O artigo de Euler esta dividido em vinte e um paragrafos.

Inicialmente, Euler forneceu um esbogo do problema (Figura 1.7) e chamou as
sete pontes distintas: a, b, ¢, d, e, fe g. “Alguém pode descobrir se é ou nao possivel
cruzar cada ponte exatamente uma vez?”

Figura 1.7: Esboco de Euler do problema

Fonte:|[8]

Euler comeca a explorar diferentes métodos de encontrar uma solucao. Para
resolver esse problema especifico, ele poderia anotar todos os caminhos possiveis,
mas essa técnica levaria muito tempo e nao funcionaria para configuragoes maiores
com mais pontes e regides de terra. Ele comeca a simplificar o problema inventando
um sistema conveniente para representar a travessia de uma ponte, em vez de usar
as letras minudsculas para representar o cruzamento de uma ponte, ele escreveria
as letras maiusculas representando as regides de terra. Por exemplo, na (Figura
1.7) , AB significaria uma jornada que comegou na regiao de terra A e terminou
em B. Além disso, se ap6s viajar da regiao de terra A para B, alguém decidir se
mudar para a regiao de terra D, isso seria simplesmente denotado, ABD. Euler
continua sua discussao sobre este processo explicando que na ABDC, embora haja
quatro letras maitsculas, apenas trés pontes foram cruzadas. Euler explica que nao
importa quantas pontes existam, havera mais uma letra para representar a travessia
necessaria. Por causa disso, todo o problema da ponte de Ko&nigsberg exigiu que
sete pontes fossem cruzadas e, portanto, oito letras maitsculas. Se houver mais de
uma ponte que pode ser cruzada ao passar de uma regiao de terra para outra, nao
importa qual ponte serd usada. Por exemplo, embora existam duas pontes, a e b,
que podem levar um viajante de A a B, nao importa para a notacao de Euler qual
ponte é tomada. Usando sua figura original, o problema de Konigsberg precisa de
exatamente oito letras, onde o par AB (ou BA) deve aparecer duas vezes, pois ha
duas pontes entre as regices A e B. Analogamente o par AC (ou CA) apareceria
duas vezes. Além disso, os pares AD (ou DA), BD (ou DB) e CD (ou DC) devem
aparecer exatamente uma vez para que um caminho que cruze cada ponte apenas
uma vez exista.

Assim, ele precisa encontrar uma sequéncia de oito letras que satisfaca o pro-
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blema, ou ele precisa provar que essa sequéncia nao existe. Antes de fazer isso para
o problema da ponte de Konigsherg, ele decide encontrar uma regra para descobrir
se existe um caminho para um problema mais geral. Para um exemplos muito mais
simples, Euler desenha a Figura 1.8, e afirma que se a ponte a for percorrida uma
vez, A foi onde a jornada comecou ou terminou e, portanto, foi usada apenas uma
vez.

Figura 1.8: Esboco de Euler do problema - mais simples

Fonte:[8]

Se as pontes a, b e ¢ forem todas percorridas uma vez, A é usado exatamente
duas vezes, nao importa se ¢ o ponto de partida ou de chegada. Da mesma forma,
se cinco pontes levam a A, a regiao de terra A ocorreria exatamente trés vezes na
jornada. Euler afirma que, se houver um nimero k impar de pontes conectando
A a outras regioes de terra, adicione um ao nimero de pontes e divida por dois,
(k+1)/2, para descobrir quantas vezes no total A deve ser usado no caminho, onde
cada ponte é usado apenas uma vez.

Euler continua sua prova para lidar com uma outra situacao, em que uma re-
giao tem um numero par de pontes anexadas a ela. Esta situacao nao aparece no
problema de Konigsberg. Na situacao com regiao de terra X com nimero k = 2
de pontes, podem ocorrer dois casos. O primeiro caso é quando X é o ponto de
partida da viagem. Nesse caso, X aparecerda duas vezes, uma como ponto inicial
e novamente como ponto final. No outro caso, X nao é o ponto de partida. Se
isso acontecesse, X s6 apareceria uma vez, pois a jornada teria que entrar por uma
ponte e sair imediatamente pela tnica outra disponivel. Da mesma forma, se houver
quatro pontes anexadas a X, o ntimero de repeticoes de X depende se é ou nao um
ponto de partida. Se a jornada comecga em X, deve aparecer trés vezes, mas se nao
comecar em X, s6 aparecerd duas vezes. Portanto, em geral, se X tiver um niimero
par de pontes anexadas, e se a jornada nao comecar em X, X aparecerd metade do
namero de vezes como pontes (ou seja, o nimero de repeti¢des de X onde X é par e
nao é ponto de partida = k / 2). Se a viagem comegar em X, entdo X aparecera a
metade do niimero de vezes como pontes, mais um (isto é, o nimero de repeti¢oes
de X onde X é par e ponto de partida = (k / 2) + 1).

Para ilustrar o método Euler construiu um exemplo com duas ilhas, quatro rios
e quinze pontes (Figura 1.9).



Figura 1.9: Esbocgo de FEuler do problema - mais complicado

Fonte:|[8]

Euler agora tenta descobrir se h4 um caminho que permite a alguém passar
por cada ponte uma vez e apenas uma vez. Euler segue os mesmos passos acima,
nomeando as cinco regides diferentes com letras maitsculas e cria uma tabela para
verificar se é possivel, como a seguir:

Tabela 1.1: Esquema de Euler
Regiao A* | B*| C* | D|E|F*
Pontes 8 4 |4 31516
N° de repeticoes da regiao na sequéncia | 4 2 2 2 1313

Fonte:o autor

As repeticoes das regioes em um caminho possivel sao determinadas pelas regras
para nimeros pares e impares de pontes, desenvolvidos acima. Uma vez que pode
haver apenas um regiao inicial, ele registra k/2 para as regides marcadas com as-
terisco que corresponde a um nimero par de pontes. Se a soma das repeticoes das
letras for um a menos do que o nimero necessario de letras, hd um caminho usando
cada ponte exatamente uma vez que comeca em uma regiao marcada com asterisco.
Se a soma da ocorréncias for igual ao niimero necessario de letras, h4 um caminho
que comeca em uma regiao nao marcada. Esta tltima possibilidade ¢ o caso aqui:
a soma das ocorréncias é 16, exatamente o ntimero de letras necessarias para um
caminho usando 15 pontes. Euler exibiu um caminho especifico, incluindo as pontes:

EaFbBcFdAeF fCgARCiDEAMEnApBoFElD

Como no problema original, ha cinco pontes que levam a A, isso deve ocorrer
trés vezes, veja na (Figura 1.7). Da mesma forma, B, C e D devem aparecer duas
vezes, pois todos eles tém trés pontes que levam a eles. Portanto, 3 (para A) +
2 (para B) + 2 (para C) + 2 (para D) = 9, mas Euler ja afirmou que deve ha-
ver apenas oito ocorréncias para as sete pontes. Isso é uma contradi¢ao! Portanto,
é impossivel percorrer as pontes da cidade de Kénigsberg uma vez e apenas uma vez.



Podemos esquematizar o método proposto por Euler para decidir se existe ou
nao solucao, seguindo as seguintes passos:

6.

designar as diferentes regioes de terra por letras, A, B, C, D, ...;

tomar o nimero total de pontes, aumenta-lo de uma unidade e escrever o valor
resultante na parte superior do papel;

escrever as letras das regioes numa linha e em abaixo de cada letra o nimero
de pontes que conduzem a cada regiao particular;

colocar um asterisco junto de cada letra que corresponde um niimero par;

numa, terceira linha colocar & frente de cada ntmero par a sua metade e,
a frente de cada nimero impar a metade da soma desse ntimero com uma
unidade;

somar os numeros da terceira linha.

Se a soma obtida no 6° passo é superior ao nimero anotado no 2° passo entao
nao existe o trajeto pretendido. Se a soma é igual ao niimero anotado entao existe
o trajeto mas deve comecar numa regiao que nao tenha asterisco. Se a soma é uma
unidade menor que o niimero anotado entao existe o trajeto mas deve comecar numa
regiao que tenha asterisco.

1.5 Os colaboradores da Teoria dos Grafos

A teoria dos grafos foi estudada separadamente por varias areas com problemas
do interesse diversos, mas mostraram caracteristicas semelhantes. Vejamos alguns
fatos importantes na teoria dos grafos que ocorreram ao longo do tempo:

1736 - A publicagao do artigo de Euler com a solugao para o Problema das
Pontes de Konigsberg;

1847 - Gustav Robert Kirchhoff utilizou modelos de grafos no estudo de cir-
cuitos elétricos, criando assim a teoria das arvores, para caracterizar conjuntos
de ciclos independentes;

1857 - Arthur Cayley destacava a enumeracao dos isdbmeros dos hidrocarbone-
tos alifaticos saturados, que tém estrutura de arvore, nos estudos de quimica
organica;

1859 - Sir Wilian Hamilton inventou um jogo que consistia na busca de um
percurso fechado envolvendo todos os vértices de um dodecaedro regular, de
tal modo que cada um deles fosse visitado uma tinica vez;

1869 - Marie Ennemond Camille Jordan se ocupou em estudar arvores, de um
ponto de vista mais matematico;
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e 1852 - A “conjectura das 4 cores” é apresentada por Francis Guthrie e Augustus
De Morgan. Este problema, um dos mais importantes ja abordados pela teoria
dos grafos, oferece interesse apenas teorico: trata-se de provar que todo mapa
desenhado no plano e dividido em um nimero qualquer de regides pode ser
colorido com um maximo de 4 cores, sem que duas regioes fronteiricas recebam
a mesma cor;

e 1879 - Alfred Bray Kempe teve uma tentativa de demonstracao da conjectura
das 4 cores que nao obteve sucesso;

e 1880 - Tait divulgou também uma prova da conjectura das 4 cores, infelizmente
baseada em uma conjectura falsa;

e 1890 - Percy John Heawood mostrou que a “prova”’ de Kempe da conjectura
das 4 cores estava errada e publicou uma prova vélida para 5 cores;

e 1912 - David Birknoff definiu os polind6mios crométicos;

e 1926 - Karl Menger demonstrou um importante teorema sobre o problema da
desconexao de itinerarios em grafos;

e 1930 - Kazimierz Kuratowsk encontrou uma condicao necessaria e suficiente
para a planaridade de um grafo;

e 1931 - Hassler Whitney criou a nogao de grafo dual;

e 1941 - Rowland Leonard Brooks enunciou um teorema fornecendo um limite
para o nimero cromatico de um grafo. A teoria da coloracdao em grafos tem
atualmente enorme importancia na abordagem dos problemas de horarios;

e 1941 - Pal Turan foi o pioneiro do ramo conhecido como teoria extremal de
grafos;

e 1947 - William Thomas Tutte resolveu o problema da existéncia de uma co-
bertura minimal em um grafo;

e 1956 - Lester Randolph Ford Jr e Delbert Ray Fulkerson enunciou o algoritmo
conhecido como Ford-Fulkerson, que é empregado para encontrar um fluxo de
valor maximo de rede;

e 1957 - Claude Berge um dos fundadores da moderna teoria dos grafos, é co-
nhecido pela conjectura do grafo perfeito;

e 1962 - Oystein Ore fornece uma condigao suficiente para um grafo ser Hamil-
toniano, afirmando que um grafo com “quantidade de arestas suficiente” deve
conter um ciclo de Hamilton.

e 1980 - Reviews on Graph Theory publica referéncias sobre grafos que contém
4 volumes de resumos de trabalhos publicados.

O desenvolvimento dos computadores levou a publicacao de varias obras dedica-
das aos algoritmos de grafos, abrindo assim possibilidades crescentes de utilizacao
da teoria.
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Capitulo 2

Grafos

Neste capitulo serao estudados os conceitos basicos da Teoria dos Grafos, pois
ajudarao principalmente aqueles que nao estao familiarizados com a forma em que
se apresentam os grafos. Aqui apresentaremos definicdes que serao necessarias aos
proximos capitulos e utilizaremos as seguintes referéncias: [1], [9], [10].

2.1 O que é um Grafo?

Podemos dizer informalmente que um grafo ¢ um conjunto finito nao-vazio de
vértices (ou no6s) e um conjunto finito de arestas (ou arcos) tais que cada aresta
conecta dois vértices. Ou ainda uma definicao mais formal como segue abaixo.

Defini¢ao 2.1 Um grafo G é uma tripla ordenada (V(G), A(G), ) constituida por
congunto nao vazio V(G) de vértices, um conjunto A(G) de arestas e uma fungao de
mcidéncia Vg que se associa a cada aresta de G um par nao ordenado de vértices
(nao necessariamente distintos) de G. Se a é uma aresta e u e v sao vértices tais que
Ya(a) = {u;v}, entdo diz-se que a une u e v. Os vértices u e v sio a extremidades
de a.

Exemplo 2.1 Seja G = (V(G), A(G),vg) onde V(G) =
{a1, a2, a3, ay, a5, a6, a7, as} e Vg € definido por Pg(ay) = {1;
Yalaz) = {3;3}, Yolas) = {3;4}, valas) = {2;4},¢c(a
{2;5}, valas) = {2;5}.

{1,2,3,4, 5}, A(G) =
2}, g(a) = {2;3},
6) = {45}, va(ar) =

Figura 2.1: Representacao grafica de G

Fonte: o autor
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Exemplo 2.2 Seja H = (V(H),A(H),v¥y) onde V(H) = {u,v,w,z,y}, A(H)=
{a,b,c,d,e, f,g,h} e Yy € definido por vy(a) = {u;v}, vr(b) = {u;u},¥y(c) =
?;wg,wH(d) = {w;at, Yu(e) = {viz}h, ¥u(f) = {w;zt,¥u(g) = {w;z},Yu(h) =
Ty}

Figura 2.2: Representacao grafica H

Fonte: o autor

Exemplo 2.3 Pensando no mapa do nordeste do Brasil, podemos relacionar um
estado com todos os outros estados com quem ele faz fronteira. A partir da Figura
2.8 consequimos elaborar o grafo da Figura 2.4

Figura 2.3: Mapa do Nordeste Figura 2.4: Grafo de fronteiras do Nordeste

MA CE
RN

PB
Pl

PE

BA AL

SE

Fonte:

Fonte: o autor

Nao existe uma tnica maneira de desenhar um grafo, vejamos uma outra repre-
sentacao grafica para o exemplo 1.1.
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Figura 2.5: Outra representacao grafica para Figura 2.1

Fonte: o autor

As representacgoes graficas das Figuras 2.2 e 2.5 sao aparentemente iguais. Os
grafos sao iguais? Para responder isso precisamos conhecer grafos isomorfos.

2.2 Isomorfismo

Defini¢ao 2.2 Dois grafos G e H sao iguais (G = H) se V(G) = V(H), A(G) =
A(H) € wG’ = 'QDH

Se dois grafos sao iguais, eles podem claramente ser representado por diagramas
iguais. Porém, também é possivel para grafos que nao sao iguais terem essencial-
mente o mesmo diagrama. Por exemplo, o diagrama de G na Figura 2.5 e H na
Figura 2.2 tém a mesma aparéncia, com a excecao que seus vértices e arestas tém
rotulos diferentes. Os grafos G e H nao sao iguais, mas isomorficos.

Definicao 2.3 Dois grafos G e H sdo isomorfos (G = H) se houver bije¢oes f :
V(G) — V(H) et : A(G) — A(H) tais que Pg(a) = {u;v} se e somente se
Yu(t(a)) = {f(u); f(v)}; esse par (f,t) é chamado de isomorfismo entre G e H.

2.3 Subgrafo

Um subgrafo é um grafo que consiste em um conjunto de vértices e um conjunto
de arestas que sao subconjuntos do conjunto original. De um modo mais formal
temos:

Definicao 2.4 Um grafo H é um subgrafo de G (se escreve H C G) se V(H) C
V(G) , A(H) C A(GQ), ey € a restriciao de Vg para A(H). Quando H C G mas
H # G, se escreve H C G e H é chamado de um subgrafo préprio de G. H € um
subgrafo de G, G € um supergrafo de H.

Exemplo 2.4 A Figura 2.6 mostra um grafo e dois de seus subgrafos.
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Figura 2.6: Grafo GG e seus subgrafos H e [

ow
\' h X
a d
u P y
G H

Fonte: o autor

2.4 Mais conceitos e definicoes

Quando existe uma aresta ligando dois vértices dizemos que os vértices sao ad-
jacentes e que a aresta ¢é incidente aos vértices. Note que na Figura 2.1 a aresta
a; incide em 1 e em 2, logo os vértices 1 e 2 sao adjacentes. Quando temos uma
aresta sendo ligada a um mesmo vértice, esta é denominada de lago. Na Figura 2.2
a aresta b estd ligada ao mesmo vértice u. Os grafos que possuem arestas multiplas,
ou seja, varias arestas incidindo no mesmo par de vértices, sao chamados de multi-
grafos. Também na Figura 2.2 observamos que duas arestas diferentes d e f incide
no mesmo par de vértices x e w.

Usamos os simbolos v(G) e €(G) para denotar o nimero de vértices e arestas no
grafo G. Quando apenas um grafo estd em discussdao, geralmente denotamos isso
por G. Omitimos entao a letra G dos simbolos teéricos dos grafos e escrevemos, por
exemplo, V, A, v e ¢ em vez de V(G), A(G), v(G) e e(G).

Um grafo é finito se o conjunto de vértices e o conjunto de arestas forem finitos.
Aqui estudamos apenas grafos finitos e, portanto, o termo "grafo" sempre significa
"grafo finito". Chamamos um grafo com apenas um vértice de trivial e todos os
outros grafos de nao trivial.

Um grafo é simples se nao tiver lacos e nem possuir arestas multiplas.

2.5 Alguns Grafos Especiais

Um grafo simples no qual cada par de vértices distintos é unido por uma aresta
é chamado de grafo completo. Um grafo completo com n vértices, ¢ indicado
por K,. Um desenho de K5 é mostrado na Figura 2.7. Por outro lado, um grafo é
dito vazio, quando nao possui arestas, Figura 2.8.

Um grafo bipartido é aquele cujo conjunto de vértices pode ser particionado
em dois subconjuntos T' e Z, para que cada aresta tenha uma extremidade em 7T e
uma extremidade em Z; essa particao (T, Z) é chamada de biparti¢do do grafo.

Um grafo bipartido completo ¢ um grafo bipartido com biparticao (7, Z) em
que cada vértice de T' é unido a cada vértice de Z; se | T |=m e | Z |= n, esse grafo
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¢ indicado por K,,,. O grafo definido pelos vértices e arestas de um cubo Figura
2.9 é bipartido; o grafo na Figura 2.10 é o grafico bipartido completo K3 3.

Figura 2.7: Grafo completo K Figura 2.8: Grafo Vazio
o5
1 4 1l e o4
o o
2 3 2 3
Fonte: o autor Fonte: o autor
Figura 2.9: O cubo Figura 2.10: K33
Fonte: o autor Fonte: o autor

2.6 Representacao por Matrizes

Qualquer gréafico G corresponde uma matriz v X € chamada matriz de incidéncia
de G. Vamos denotar os vértices de G por vy, vo, ..., v, € as arestas por aq, ao, ..., a,.
Entao a matriz de incidéncia de G é a matriz M(G) = [m; |, onde m; ; é o niimero
de vezes (0, 1 ou 2) que v; e a; sdo incidentes. A matriz de incidéncia de um grafo
¢ apenas uma maneira diferente de especificar o grafo. Outra matriz associada a G
¢ a matriz de adjacéncia; este ¢ o v X v ¢ a matriz A(G) = [a;;], em que a;; ¢ 0
nimero de arestas que unem v; e v;. Para nosso grafo G' da Figura 2.5, sua matriz
de incidéncia e sua matriz de adjacéncia sao mostradas nas Tabelas 2.1 e 2.2.
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Tabela 2.1: Matriz de Incidéncia

ay ay a3 a4 az ag ay d4as

11 0 0 0 0 0 0 O

2(1 1 0 0 1 0 1 1

370 1 2 1 0 0 0 0

470 0 0 1 1 1 0 O

>0 0 0 0 0 1 1 1
Fonte: o autor

Tabela 2.2: Matriz de Adjacéncia

1 2 3 45
110 1.0 0 O
211 0 1 1 2
3]0 1 1 1 O
4170 1 1 0 1
50 2 0 1 O

Fonte: o autor

E dessa forma que os grafos sdo geralmente armazenados em computadores. A
matriz de adjacéncia de um grafo é geralmente menor que sua matriz de incidéncia.

2.7 Grau de um vértice

Definicao 2.5 O grau dg(v) de um vértice v em G é o numero de arestas de G
incidentes em v, cada lago € contando como duas arestas. Denotamos por §(G) e
A(G) os graus minimo e mdximo, respectivamente, dos vértices de G. Se o grafo G
estiver explicito no conltexto, usaremos apenas d(v) ao invés de dg(v).

Na Figura 2.11, temos d(vy) = 1, d(ve) = 3, d(v3) = 4, d(vy) = 5, d(vs) = 3,
d(ve) =2, logo 0(G) =1 e A(G) = 5.

Figura 2.11: Representacao grafica de G
(-
Vi

Ve
V2 V3

Fonte: o autor



Teorema 2.1 Para todo grafo G, a soma dos graus dos vértices € sempre igual ao
dobro do numero de arestas.
> d(v) =2

veV

Demonstragao: Cada aresta possui 2(duas) extremidades, assim ela contribui
com 2(duas) unidades para a soma dos graus dos vértices. Logo a soma total é duas
vezes o nimero de arestas.

[
Tomando como exemplo a Figura 2.11 temos:

D dw)=14+3+4+5+3+2=18

veV
Logo,

2¢e =18 = ¢ =09.
Corolario 2.1 Em qualquer grafo G, a soma dos graus de seus vértices € par.
Demonstracao: De fato, pois como Z d(v) = 2e, e 2 é sempre par.
veV |

Corolario 2.2 Em qualquer grafo G, o numero de vértices de grau impar € par.

Demonstracao: Sejam Vp e Vi, o conjunto de vértices de graus par e impar de
um grafo G respectivamente. Como V =VpUV; e VpNV; = @, além disso sabemos

que
2= dlv)= > dv)=> dw)+ > d).

veV veVpUVT veVp veVr

Logo o niimero de vértice de grau impar é par. .

Um grafo ¢ dito grafo regular se todos os seus vértices possuem o mesmo grau.
Em particular, um grafo G é k-regular se d(v) = k para todos os v € V. Grafos
completos, grafos bipartidos completos K, ,, sao regulares.

2.8 Grafo Conexo

Um passeio em G é uma sequéncia finita e nao vazia P = vga1v1as...a5vs,
cujos elementos sao alternadamente vértices e arestas de tal modo que, para todo
1,1 <1 < s, as extremidades de a; sao v;_1 e v;. Dizemos que P é um passeio que
conecta vy a vs. O comprimento de P ¢ dado pelo nimero de arestas que o
compoem, isto €, o nimero inteiro s.

Se as arestas ai,as,...,a, de um passeio sao distintas, chamamos P de trilha.
Se, além disso, os vértices vy, v1, ..., s sao distintos, P é chamado de caminho. As
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figuras ilustram um passeio (Figura 2.13), uma trilha (Figura 2.14) e um caminho
(Figura 2.15) em um grafo (Figura 2.12).

Figura 2.12: Grafo G Figura 2.13: Passeio: vawjvawbxivft

Fonte: o autor Fonte: o autor

Figura 2.14: Trilha: tfvawjvixbw Figura 2.15: Caminho: wbxivhydzet

Fonte: o autor Fonte: o autor

Observe que num passeio pode haver repeticoes de vértices e arestas, numa trilha
pode haver repeticoes apenas dos vértices e num caminho nao deve haver repeticoes
de vértices e arestas.

Dizemos que um grafo G é conexo se houver um caminho que conecta u a v
em G para quaisquer dois vértices u e v. Conexao ¢ uma relacao de equivaléncia
no conjunto de vértices V. Logo, existe uma particdo de V' em subconjuntos nao
vazios Vi, Vs, ..., V,,, de modo que dois vértices u e v estao conectados se e somente
se u e v pertencem ao mesmo conjunto V;. Os subgrafos G[Vi], G[Vz], ..., G[V,] s@o
chamados de componentes de GG. Se GG tem exatamente um componente, G é conexo;
caso contrario, G é desconexo. Nas Figuras 2.16 e 2.17 estao representados exemplos
de grafos conexo e desconexo.
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Figura 2.16: Grafo Conexo Figura 2.17: Grafo Desconexo com
trés componentes

Fonte: o autor Fonte: o autor

2.9 Ciclo

Um ciclo é um caminho fechado em que o vértice de origem coincide com o vértice
final. Assim como nos caminhos, as vezes usamos o termo ‘ciclo’ para denotar um
grafo correspondente a um ciclo. Um ciclo de comprimento k é chamado de k-
ciclo; um k-ciclo é impar ou par depende do k ser impar ou par. Um 3-ciclo é
frequentemente chamado de triangulo. Exemplos de uma trilha fechada e um ciclo
sao dados nas Figuras 2.18 e 2.19.

Figura 2.18: Trilha  fechada: Figura 2.19: Ciclo: vawgzetfv
vawbxhxcydzgwiv

Fonte: o autor Fonte: o autor

Usando o conceito de ciclo, agora podemos apresentar uma caracterizacao de
grafos bipartidos.

Teorema 2.2 Um grafo € bipartido se e somente se nao contiver um ciclo impar.
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Demonstracao: (=) Suponha que G é bipartido com biparti¢do (T, 7) e seja
C' = vvy...v509 um ciclo de GG. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
vo € T. Entao, como vyv; € A(G) e G é bipartido, v; € Z. Da mesma forma, vy € T
e, em geral, vo; € T e vy, € Z. Assim vy € T, v, € Z. Portanto, s = 2¢ + 1, para
algum inteiro 7, e segue-se que C' é par.

(<) Seja G um grafo conectado que nao contém ciclos impares. Escolhemos um
vértice arbitrario u e definamos uma parti¢do (7', Z) de V(G), da seguinte forma:

T ={teV(GQ)|d(u,t)é par}
Z ={z € V(G) | d(u,z)é impar}

em que d(u,v) é o comprimento de menor caminho entre u ¢ v de G. Queremos
mostrar que (7, Z) é uma bipartigdo de G. Suponha que v e w sejam dois vértices
de T'. Seja P o menor caminho que conecta u a v e () 0 menor o menor caminho
que conecta v a w. Seja uy o ultimo vértice comum a P e (). Como P e () sao os
caminhos mais curtos, as secoes que conectam u a u; de P e () sao os mais curtos
caminhos que conectam u u; e, portanto, tém o mesmo comprimento. Agora, ja que
os comprimentos de P e () sao pares, os comprimentos da secao P, que conecta u; a
v de P e da secao Q1 que conecta u; a w de Q deve ter a mesma paridade. Seja P!
a secdo que conecta v a uy, assim resulta que o caminho P, 'Q; que conecta v a w é
de comprimento par. Se v e w fossem adjacentes, P, 'Q; + {w;v} seria um ciclo de
comprimento impar, contradizendo a hip6tese. Portanto, nao ha dois vértices em 1T'
que sejam adjacentes. Da mesma forma, nao existem dois vértices em Z adjacentes..

2.10 Arvore

Um grafo GG é chamado de arvore se é conexo e nao contém ciclos. Uma arvore
é trivial quando tem um no6 e nao tem arestas. A Figura 2.20 mostra uma variedade
de outras arvores.

Figura 2.20: Cinco arvores

O

Fonte: o autor

Teorema 2.3 Em uma drvore, quaisquer dois vértices sao conectados por um ca-
minho inico.
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Demonstracao: Prova por contradicao. Seja G uma arvore e admita que existam
dois caminhos distintos P; e P, conectando u e v em G. Como P; é diferente P,
existe uma aresta e = {z;y} de P; que ndo é uma aresta de P,. Claramente, o grafo
(P, U P,) retirando a aresta e estd conectado. Isto portanto, contém um caminho
P que conecta x a y. Mas entao se colocarmos a aresta e de volta no caminho P
formarao um ciclo no grafo aciclico G, uma contradicao. .
Teorema 2.4 Se G ¢ uma drvore, entao € = v — 1

Demonstracao: Pela definicao de arvore, G nao contém ciclos. Portanto, a
retirada de uma aresta {u;v} separa u de v e o grafo é separado em um par de
arvores G' e G” com V' e V' vértices, respectivamente, tais que v = v/ + /. Assim,
em G’ temos ¢’ =1/ — 1 e em G” temos ¢’ = v — 1. Acrescentando a aresta {u; v},
concluimos que em G, temos

e=+"+1=0-D+0"-)+1=V+/V"-1=v-1

Teorema 2.5 Toda drvore nao trivial, possui pelo menos dois nos de grau 1.

Demonstragao: Seja G uma arvore nao trivial, logo d(v) > 1. Além disso, pelo
Teorema 2.1, sabemos que ), d(v) = 2¢ e pelo Teorema 2.4, que ¢ = v — 1, temos
que o, d(v) = 2(v — 1) = 2v — 2. Segue-se agora que d(v) = 1 para pelo menos

dois vértices v. .

2.11 Grafos Eulerianos

Um passeio que passa exatamente uma vez em cada uma das arestas de G é
chamada de trilha euleriana. Um grafo é dito euleriano se contiver uma trilha
euleriana fechada, ou seja, se podermos percorrer cada aresta uma e s6 uma vez
partindo de um vértice e a ele retornando. Se um grafo tem uma trilha euleriana
aberta é chamada de semieuleriano.

Na Figura 2.21, o grafo é euleriano e a trilha pode ser (ABCEBDCA). Na Figura
2.22, o grafo é simieuleriano e a trilha pode ser (ABCEBDACDE).

Figura 2.21: Grafo euleriano. Figura 2.22: Grafo semieuleriano.
B
A
A
Cc D D
Fonte: o autor Fonte: o autor
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Lema 2.1 Se todo vértice de um grafo G tem grau maior ou igual a 2, entio G
contém um ciclo.

Demonstracao: Se GG contém lacos ou arestas multiplas, nao ha o que provar,
pois, automaticamente, G contém um ciclo. Assim, seja G um grafo tal que d(v) > 2,
para todo vértice v e suponhamos entao que G seja um grafo simples. Fixemos um
vértice vy e a partir de vy iniciemos uma trilha, escolhemos vy um vértice qualquer
adjacente a vy, e assim, para cada i > 1, escolhemos v;,; algum vértice diferente de
v;—1 adjacente a v;. Sabemos que esse vértice existe pois por hipotese cada vértice
é extremo de no minimo, duas arestas. Portanto em algum momento escolheremos
um vértice v, ja escolhido anteriormente, pois G tem um ntmero finito de vértices

e assim formaremos um ciclo. .

Teorema 2.6 (Teorema de Euler) Um grafo conexo G € euleriano se, e somente
se, todos os seus vértices tem grau par.

Demonstracao: (=) Um grafo G ¢é euleriano, entdo contém uma trilha euleriana
fechada de tamanho m com origem e término em v, logo d(v) é par. Toda vez que
se passa por um vértice interno u duas arestas incidentes sao contabilizadas, assim
o d(u) é par. Como uma trilha euleriana percorre todas as arestas de G apenas
uma vez, d(u) é par para todos u diferente de v. Portanto, concluimos que qualquer
vértice de G tem grau par.

(<) Seja G um grafo conexo onde todos os vértices possuem grau par. Usaremos
inducao sobre o nimero m de arestas de G. Se m = 0, entao G é um grafo nulo
(s6 possui vértice) e, portanto, é euleriano no sentido de que nao héa arestas a serem
percorridas. Suponhamos que o teorema seja valido para todos os grafos com menos
do que m arestas. Sendo G conexo, todos os vértices tém grau maior ou igual a 2,
pois os graus sdo pares. Pelo lema anterior, G contém um ciclo (que é uma trilha
fechada). Dentre todos as trilhas fechadas em G escolhemos uma trilha 7' com
comprimento maximo. Se 7' tem comprimento m, o teorema estd provado. Caso
contréario, consideramos o grafo H resultante da retirada das arestas de 7. Como
retiramos um nimero par de arestas de cada vértice de T', e todos os vértices do
grafo tem grau par (pela hipotese), pelo menos uma das componentes de H tem
um vértice em comum com 7' e tem todos os vértices com grau par. Pela hipotese
de inducao, H tem uma trilha fechada que passa por todos os vértices de H, e
podemos formar uma trilha fechada maior concatenando 7" com a trilha em H. Mas

isto contraria a escolha de T' como sendo de maior comprimento. .

Corolario 2.3 Um grafo conero G € semieuleriano se, e somente se, no mdrimo,
dois vértices tém grau impar.

Demonstracao: (=) Seja G um grafo conexo e tal que G possua uma trilha
euleriana. Assim, cada vértice desta trilha, distinto do vértice inicial e do vértice
final, tem grau par. Portanto, G tem, no méximo, dois vértices de grau impar.

(<) Suponha G um grafo conexo que possui, no maximo, dois vértices de grau
impar. Assim, G podera possuir 0(zero) ou 2(dois) vértices de grau impar (conforme
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Corolario 2.2). Se G ndo possui vértices de grau impar, entao, pelo Teorema 2.6, G
tem uma trilha euleriana fechada. Se G possui dois vértices de grau impar, digamos,
os vértices u e v, vamos considerar a aresta a com extremidades em u e v e tal que o
grafo G + {a} é obtido de G pela adicao dessa aresta ligando os vértices u e v entre
si. Entao, todo vértice de G + {a} tem grau par (pois G possui todos os demais
vértices com grau par), e, novamente pelo Teorema 2.6, G + {a} tem uma trilha
euleriana fechada. Portanto, G tem uma trilha euleriana com vértice inicial em u e

vértice final v.
n

2.12 Grafo Hamiltoniano

Um caminho hamiltoniano é um caminho que passa todos os vértices de G
uma e s6 uma vez. Um ciclo hamiltoniano ¢ um caminho hamiltoniano que re-
torna ao vértice inicial de G. Um grafo é dito hamiltoniano se possui um ciclo
hamiltoniano. Um grafo é dito semi-hamiltoniano se possui um caminho hamilto-
niano. Podemos perceber que, um grafo hamiltoniano é também semi-hamiltoniano.
A Figura 4.24, mostra um grafo hamiltoniano.

Figura 2.23: Grafo hamiltoniano

Fonte: o autor

Nenhuma maneira eficiente é conhecida para verificar se um determinado grafo pos-
sui um ciclo hamiltoniano e nenhuma condicao suficiente trivial e necessaria para a
existéncia de um ciclo hamiltoniano é conhecida.

2.13 Planaridade

Definicdo 2.6 Um grafo G' é dito planar quando é isomorfo a um grafo G que
tenha sido representado graficamente no plano de modo que nenhum par de arestas
se cruzem. Caso nao tenha um isomorfo desse tipo, o grafo ¢ dito nao planar.

Teorema 2.7 O grafo completo K5 nao € planar.
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Demonstracao: Prova por contradicao. Admita que exista no plano um grafo G,
isomorfo a K5, cujas arestas nao se cruzam. Indique os vértices de G por vy, va, U3, Uy
e v5. Como G é completo, quaisquer dois de seus vértices sao unidas por uma aresta.
Agora o ciclo R = vv9v3v1, divide o plano em duas regioes, Ry e Ry, como mostrado
na Figura 2.24a. O vértice vy pode estar em R; ou Ry. Vamos supor que vy esteja
em Ry, no interior do ciclo R. (O caso em que vy esteja em Ry pode ser tratado
de maneira semelhante). Em seguida as arestas v,v1,v409 € v4v3 dividem a regido
Ry em trés sub-regioes Ry, Ri2 e Ry3, onde Ryy = vjv400v1, R19 = vou4v3v5 €
Ri3 = v3vyviv3 como mostra a Figura 2.24b. Agora vs deve estar em uma das
quatro regioes Ry, Ri2, R13, Ro. Se vs pertence a Ry entao, desde que vy pertenca a
Ry, segue-se que a aresta v v5 intercepta R em algum momento. Mas isso contradiz
a suposicao de que em G as arestas nao se cruzam. Os casos em que vs pertenca a
R11, R ou Ri3, podem ser descartados da mesma maneira. .

Figura 2.24: Mostrando que K5 nao é planar

v vi

R2 R2

R1

R12
v2 v3 w2 V3

(a) (b)

Fonte: o autor

Uma representagao grafica de um grafo com pelo menos um ciclo separa o plano em
regides (no caso das arvores, temos uma tnica regido). Estas regides sdo chamadas
faces; nao devemos esquecer que uma das faces é tudo que “sobra” do plano é a face
ilimitada. O numero de faces de um grafo serd designado por f. A Figura 2.25
mostra duas representacoes do mesmo grafo.

Figura 2.25: Qualquer face pode ser colocada como face ilimitada

Fonte: o autor
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Teorema 2.8 (Teorema de FEuler). Num grafo planar conexo G com v vértices
e € arestas vale v+ f —e = 2.

Demonstragao: Por inducao em g, o numero de arestas. Toma-se um grafo
conexo qualquer. Se for uma arvore entao € = v — 1, logo temos que v + f —e =
v+1— (v —1)=2. Se houver um ciclo, retira-se uma aresta dele, logo o grafo fica
com uma face a menos; pela hipotese de indugao, a relagao vale para um novo grafo.

Temos entao que v+ (f — 1) — (e — 1) = 2 e, portanto, v + f —e = 2. .

Corolario 2.4 Se G é um grafo simples planar conexo com v > 3, entdo € < 3v—6

Demonstracao: Se contarmos as arestas face a face, cada face tem pelo menos 3
arestas. Cada aresta é contada duas vezes, pois esta na borda de duas faces. Assim,
temos que

3f <2

substituindo na Férmula de Euler temos,
v+ f—e=2

3v+3f—3=6

3v+2—-32>6
Jv—e>6
e<3r—=6

2.14 Coloracao de mapas

Colorir um mapa é colorir as regioes de maneira que regioes fronteiricas nao sejam
coloridas com a mesma cor. Ressaltar que um ponto apenas, nao é considerado uma
fronteira. Observe os mapas das Figuras 2.26, 2.27 e 2.28

Figura 2.26: Mapa 1 Figura 2.27: Mapa 2 Figura 2.28: Mapa 3

17

)

Fonte: o autor Fonte: o autor Fonte: o autor

Vamos tentar colorir estes mapas de modo a usar o menor nimero de cores
possivel.

Para o mapa da Figura 2.26 usamos apenas 2 cores, o mapa da Figura 2.27
precisamos de 3 cores e para o mapa da Figura 2.28 utilizamos 4 cores.
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Figura 2.29: Mapa 1 - Figura 2.30: Mapa 2 - Figura 2.31: Mapa 3 -
colorido colorido colorido

Fonte: o autor Fonte: o autor Fonte: o autor

Dependendo do mapa nao é uma tarefa muito facil para ser realizada.

2.15 Mapas e grafos

Qualquer mapa pode ser representado por um grafo. Cada regiao do mapa é
representado por um vértice, e as arestas que conectam dois vértices sao as regioes
que tiverem uma fronteira em comum. Desta forma, o grafo resultante é chamado
grafo dual do mapa. Observe um mapa e seu grafo dual nas Figuras 2.32 e 2.33.

Figura 2.32: Mapa Figura 2.33: Grafo dual

H

Fonte: o autor Fonte: o autor

Para colorir as regidoes de um mapa ¢ equivalente a colorir os vértices do grafo
dual do mapa, de modo que dois vértices adjacentes nao tenham a mesma cor. E
com quantas cores podemos colorir um mapa?

Em 1852 Frederick Guthrie, levou este problema proposto por seu irmao Francis
Guthrie, para seu professor Augustus de Morgan. Na verdade, tratava-se de uma
conjectura, hoje um teorema.

Teorema 2.9 (Teorema das 4 cores). Um mapa pode ser colorido com 4 cores.

Definicao 2.7 O menor nimero de cores para colorir os vértices de um grafo G €
chamado ndmero cromdtico de G e denotado por x(G).
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Podemos formular o teorema em forma de coloragao de vértices.

Teorema 2.10 (Teorema das 4 cores formulagao). Num grafo planar G tem-
se que x(G) < 4.

O grafo K4 mostra que 4 cores sao necessarias, mas serao suficientes? O pro-
blema demorou um século para ser resolvido. Em 1976, Appel, Haken e Koch, com
muitos caculos feitos a mao, mas grande parte deles com o auxilio de 1200 horas
do computador mais rapido de sua época, executando mais do que 10'° operacoes
computacionais, provaram o teorema. Embora a teoria envolvida seja profunda mui-
tos consideram esta “a mais feia prova da matematica”’. As tentativas anteriores de
Kempe e Heawood sao dignas de nota. Kempe utilizou uma técnica e apresentou
uma demonstracao em 1879. Heawood, 11 anos depois, percebeu uma falha sutil
na demonstracao, que a invalidava. Entretanto, utilizou as cadeias de Kempe para
demonstrar um resultado um pouco mais fraco.

Lema 2.2 Num grafo planar hd pelo menos um vértice com grau menor ou iqual a

5.

Demonstragdo: Sabemos que Y _. d(v) = 2e.

veV
Se d(v) > 5,Vv € V, entdo

6.v < Zd(v) = 2¢
veV
Também sabemos que no grafo planar ¢ < 3v — 6, logo, 2¢ < 6v — 12. Portanto,

6.v < 6v — 12, o que é impossivel.
|

Teorema 2.11 (Teorema das 5 cores). Num grafo planar simples G tem-se que
x(G) <5.

Demonstracao: Entao, temos um grafo planar com n vértices. Usando inducao
no nimero de vértices, assumimos que um grafo planar com menos de n vértices
pode ser colorido com 5 cores. Também sabemos que nosso grafo tem um vértice
v com grau no maximo 5. Se v tem grau 4 ou menos, entao o argumento é facil:
vamos deletar v do grafo, e colorir o grafo restante com 5 cores (o0 que é possivel pela
hipotese de indugao, uma vez que este é um grafo planar com menos no6s). O vértice
v tem no maximo 4 vértices adjacentes, entao podemos encontrar uma cor para v
que é diferente das cores de seus vértices adjacentes e ampliar a coloracao para v.
Portanto, o tnico caso dificil ocorre quando o grau de v é exatamente 5. Sejam u
e w dois vértices adjacentes de v. Em vez de apenas excluir v, vamos alterar um
pouco mais o grafo, usamos o local liberado pela exclusao de v para mesclar u e w
para um Unico ponto, que chamamos de uw. Cada aresta que entrou em u ou w
serd redirecionado para o novo vértice uw (Figura 2.34).

Este grafo modificado é plano e tem menos vértices, por isso pode ser colorido
com 5 cores pela hipotese de indugao. Se puxarmos os dois pontos u e w & parte
novamente, obtemos uma coloracao de todos os vértices de GG exceto v com 5 cores.
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Figura 2.34: Prova do Teorema das 5 cores

Fonte: o autor

O que ganhamos com esse truque de fundir v e w é que nessa coloracao eles tem
a mesma cor. Portanto, embora v tenha 5 vértices adjacentes, dois deles tém a
mesma cor, entao uma das 5 cores nao ocorre entre esses vértices adjacentes em
absoluto. Podemos usar essa cor como a cor de v, completando a prova. Atencao!
Esquecemos uma dificuldade aqui. (Vocé pode ver como é facil cometer erros nesses
tipos de argumentos). Quando mesclamos u e w, duas coisas ruins poderiam ter
acontecido: (a) u e w estavam conectados por uma aresta, que apds a fusdo se
tornou uma aresta conectando um vértice a si mesmo; (b) poderia ter havido um
terceiro vértice p conectado a u e w, que ap6s a fusao tornou-se um né conectado a
uw por duas arestas. Nao podemos permitir nenhum destes. O segundo problema
(b), na verdade, ndo é problema algum. Se tivermos duas arestas conectando o
mesmo par de noés, poderiamos simplesmente ignorar um deles, o grafo permanece
plano, e como dispomos 5 cores, a cor de p seria diferente da cor comum de u e
w, entao, quando os separarmos, ambas as arestas conectando p a u e w conectaria
vértices com cores diferentes. Mas o primeiro problema (a) é sério. Nao podemos
simplesmente ignorar a aresta conectando uw para si mesmo; na verdade, u e w nao
podem ter a mesma cor na coloragao final, ja que estao conectadas por uma aresta.
O que vem nos ajudar é o fato de podermos escolher outro par u,w de vértices
adjacentes de v. Pode acontecer que tenhamos esse problema com cada par? Nao,
porque entao todo par de vértices seriam adjacentes, e isso significaria ser um grafo
completo com 5 vértices, que sabemos pelo Teorema 2.7, nao é planar. Portanto,
podemos encontrar pelo menos um par u e w para o qual o procedimento acima

funciona. Isso completa a prova do Teorema das Cinco Cores.
[
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Capitulo 3

Resolucao de Alguns Problemas

3.1 Ligacgoes Cdsmicas

No futuro viajaremos de foguete entre os seguintes planetas: Terra —Mercirio;
Marte — Vénus; Urano — Netuno; Netuno — Jupiter; Terra — Marte; Merctrio — Vé-
nus; Saturno — Jupiter; Saturno — Urano e Marte — Mercurio. Serd possivel viajar
da Terra para Saturno?

SOLUGAO: Podemos desenhar um diagrama no qual os planetas sao representados
pelos vértices e as rotas que os ligam por segmentos de reta (Figura 3.1). Observando
a figura verificamos que é impossivel viajar da Terra para Saturno.

Figura 3.1: Grafo dos Planetas
SA

JU MA
ME

VE

NE

Fonte: o autor
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3.2 O Problema dos Cavalos no Xadrez

1-Quatro cavalos estao num tabuleiro 3 x 3, conforme a Figura 3.2. Eles podem
se movimentar, de acordo com os- movimentos usuais de um cavalo no xadrez co-
nhecidos como “um-dois” ou “em L” (Ele pode andar uma casa na horizontal e duas
na vertical, ou uma casa na vertical e duas na horizontal Figura 3.4). Com alguns
movimentos, é possivel deixéd-los na posicao representda pela Figura 3.37

Figura 3.2: Posigao inicial Figura 3.3: Posigao final

AN i L3

—

Fonte: o autor Fonte: o autor

Figura 3.4: Movimento do cavalo

Fonte: o autor
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SOLUGAO:

Vejamos, enumerando os quadrados do tabuleiro com os nimeros de 1 até 9,
conforme a Figura 3.5. Podemos assim representar cada quadrado por um vértice.
Se movimentarmos os cavalos de um quadrado a outro pelos movimentos tipicos
de um cavalo, ligaremos os vértices correspondentes com uma aresta (veja a Figura

3.6).

Figura 3.5: Quadrados numerados Figura 3.6: Grafo do tabuleiro

1 2 3 : 6
4 15 6

/7 8 9 4 9

Fonte: o autor Fonte: o autor

As posicoes iniciais e finais dos cavalos estao ilustradas nas Figuras 3.7 e 3.8.

Figura 3.7: Grafo da posigao inicial Figura 3.8: Grafo da posigao final do

do tabuleiro tabuleiro
1 6 1 6
8 7 8 7
3 ) 3 2
4 9
4 9
Fonte: o autor Fonte: o autor

E claro que ordem em que os cavalos aparecem no circulo nao pode ser mudada,
pois um cavalo de uma cor nao pode pular o cavalo da outra cor no circulo. Potanto,
nao é possivel mover os cavalos das posi¢oes na Figura 3.2 para a Figura 3.3.
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2-Um tabuleiro com a forma de uma cruz é obtido de um tabuleiro 4 x 4
retirando-se as quatro quinas (Figura 3.9). Um cavalo pode se mover neste ta-
buleiro de modo a passar por todos os quadrados exatamente uma vez e terminar
no quadrado de onde saiu?

Figura 3.9: Tabuleiro

Fonte: o autor

SOLUCAO:

Semelhante ao problema anterior, vamos numerar os quadrados conforme a (Fi-
gura 3.10) e assim podemos ter cada quadrado representando o vértice e as arestas
os movimentos do cavalo, na (Figura 3.11) temos seu grafo correspondente.

Figura 3.10: Tabuleiro em cruz nume- Figura 3.11: Grafo do tabuleiro em
rado cruz

1|2 3
314|516 ; 1
7181910 1 7
1112 “ :

10 11

Fonte: o autor Fonte: o autor

Logo é possivel fazer esse percurso. Independente de onde comecarmos, podemos
contornar o dodecaendro e retornar ao inicio. Por exemplo (1-7-5-11-10-4-12-6-8-2-
3-9-1).
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3.3 Problema da viagem

Um pequeno pais tem nove Estados de nomes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Um viajante
descobre que existe voo direto de um Estado a outro se somente se o nimero de dois
algarismos formados pelos nomes dos Estados ¢ divisivel por 3. O viajante pode ir
do Estado 1 para o Estado 97

SOLUGAO:

Se o numero AB for divisivel por 3, entdao o nimero BA também vai ser. Isto
significa que, se um viajante pode ir diretamente do Estado A até o Estado B, ele
também pode ir diretamente do Estado B para o Estado A. Desta forma permite-
nos desenhar um grafo das conexdes, como o da Figura 3.12. Assim fica claro que
um viajante nao pode ir de qualquer cidade para qualquer outra. Note que 1 e¢ 9
pertencem a diferentes componentes conexas do grafo, logo nA £o estA Lo conectados.

Figura 3.12: Nove cidades

4 5

Fonte: o autor

3.4 O problema dos telefones

Em uma pequena cidade do interior, existem apenas 15 telefones. Eles podem
ser conectados por fios de modo que cada telefone seja conectado a exatamente cinco
outros?

SOLUCGAO: Suponha que isto é possivel. Considere o grafo no qual os vértices
representam os telefones e as arestas representam os fios. Este grafo tem 15 vértices
e cada um deles tem grau 5. Para encontrar o total de arestas precisamos somar
os graus de cada vértice, porém nesta soma cada aresta é contada duas vezes, pois

cada aresta liga dois vértices. Portanto o total de arestas é dado por % Mas este
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nimero nao ¢ inteiro. Logo tal grafo nao existe e nao podemos conectar os telefones
como solicitado no problema.

3.5 Problemas do rei

1-Um determinado reinado tem 100 cidades e saem quatro estradas de cada uma
delas. Quantas estradas existem ao todo neste reinado?

SOLUCGAO:

Semelhante ao problema anterior, vamos considerar os vértices representando as
cidades e as arestas representando as estradas. Neste grafo temos 100 vértices e cada
um deles tem grau 4. Assim, o total de arestas é dado por:

100.4 400

— = — = 200.
2 2

Portanto neste reinado existem 200 estradas.
n

2-E possivel existirem exatamente 100 estradas em um reinado no qual existem
3 estradas saindo de cada cidade?

SOLUGAO:
Nao. Se esse reinado tivesse k cidades, entdo ele teria 3k/2 estradas, assim

teriamos % = 100, nao pode existir se k for um namero inteiro.

3.6 Problemas das 7 ilhas

Joao, voltando da Disnelandia, disse que viu um lago encantado com 7 ilhas,
cada uma delas tendo 1, 3 e 5 pontes chegando a elas. E verdade que pelo menos
uma dessas pontes tem que levar para a terra firme?

SOLUCAO: Sim, é verdade. Suponha que ndo. Desenhe um grafo no qual
os vértices representam ilhas e as arestas representam as pontes que as ligam. O
problema diz que cada uma das sete ilhas é representada por um vértice impar, de
modo que terfamos um namero fmpar de vértices impares. Como isto é impossivel,
devido ao Corolario 2.2 que diz que, em qualquer grafo o nimero de vértice de grau
impar é par, logo o grafo tem que ter pelo menos uma aresta levando a terra firme.
A Figura 3.13 mostra um grafo que representa uma situacao possivel.
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Figura 3.13: As sete ilhas

Fonte: o autor

3.7 Problema de conexidade

O pais dos sete tem 15 cidades, cada uma delas ligadas a pelo menos 7 outras.
Prove que é possivel ir de qualquer cidade para qualquer outra, possivelmente pas-
sando por algumas cidades no meio do caminho.

SOLUCAO: Considerando duas cidades quaisquer e supondo que nao haja um
caminho ligando as duas. Isto significa que nao existe uma sequéncia de estradas,
com o final de cada uma delas conicidindo com o inicio da préxima, ligando as
duas cidades. Sabe-se que cada uma dessas duas esta ligada a pelo menos 7 outras.
Estas 14 tém que ser todas distintas: se duas delas fossem a mesma, existiria um
caminho através desta cidade ligando as duas cidades dadas inicialmente (Figura
3.14). Isto significa que este pais tem pelo menos 16 cidades diferentes, o que
contraria o enunciado do problema.

Figura 3.14: Sete cidades conexas

Fonte: o autor
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3.8 O Problema das Pontes de Konigsberg

Os habitantes de Konigsberg se perguntavam se seria possivel atravessar as sete
pontes do Rio Pregolia, sem passar duas vezes na mesma ponte, retornando ao ponto
de partida.

SOLUGAO:
O problema e sua modelagem por grafos estao apresentados nas figuras a seguir.

Figura 3.15: Pontes de Kénigsberg  Figura 3.16: Representacio grafica das

pontes R

[+

Fonte:|[8] Fonte:o autor

Ja apresentamos como Euler resolveu este problema no Capitulo 1, agora vamos
utilizar os teoremas apresentados no Capitulo 2. Sabemos que nao é possivel realizar
tal percurso, pois pelo Teorema 2.6, um grafo conexo é euleriano se, e somente se,
todos os seus vértices tem grau par. Observamos que cada vértice do problema tem
grau impar.

3.9 Problemas Eulerianos

Um grupo de ilhas ligadas por pontes de tal modo que é possivel andar de uma
ilha qualquer até qualquer outra. Um turista percorreu todas as ilhas cruzando cada
ponte exatamente um vez, tendo visitado a ilha de Tripla trés vezes. Quantas pontes
ha em Tripla se:

a) o turista ndo comegou nem terminou seu percurso em Tripla;
b) o turista comegou seu percurso em Tripla, mas ndo terminou la;

¢) o turista comegou e terminou seu percurso em Tripla?

SOLUCGAO: Precisamos contar, simplemente o ntumero vezes para entrar e sair de
Tripla passando por pontes diferentes, para visitar Tripla trés vezes em cada uma
da situagoes. Observe a Figura 3.17
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Figura 3.17: Ilha de Tripla

a) b) )

Fonte: o autor

a) seis pontes.
b) cinco pontes.

¢) quatro pontes

3.10 O Problema das trés Casas

Suponha que haja trés casas e cada uma precisa ser ligada a trés servicos piiblicos,
agua, eletricidade e gas, como mostrado na Figura 4.32. Existe uma maneira de fazer
todas as nove ligagoes sem qualquer uma das linhas se cruzar?

Figura 3.18: As trés casas

e () {2

= Ol

Fonte: o autor

Este problema pode ser modelado por um grafo bipartido completo, K33 como
na Figura 3.19. Mas o grafo K33 ¢ planar?

SOLUGAO:
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Figura 3.19: Grafo bipartido completo, K33

V1 V3 V5

V2 V4 V6

Fonte: o autor

A resposta é nao, qualquer tentativa de redesenhar o grafo K33 no plano sem cru-
zamento de arestas nao serd possivel, pois representando K33, os vértices vy e v
devem estar conectados tanto a vy quanto a v4. Esses quatro vértices formam uma
curva fechada que divide o plano em duas regioes, RE e RI, como mostrado na
Figura 3.20(a). O vértice vs pode estar em RE ou pode estar em RI. Supondo vs
em RI, o interior da curva fechada, as arestas entre vs e vy e entre vs e v4 separam
RI em duas sub-regioes, RI; e RI3, como mostra a Figura 3.20(b). Logo, ndo existe
nenhuma maneira de colocar vg sem que haja um cruzamento, pois se vg estiver em
RE, entao a aresta entre vs e vg nao pode ser tracada sem cruzamento. Se vg estiver
em RI;, entao a aresta entre v3 e vg nao pode ser desenhada sem cruzamento. Se vg
estiver em RI5, entao a aresta entre v; e vg nao pode ser desenhada sem cruzamento.
E acontece de forma andloga se v estiver em RE. Desta forma, pode-se concluir
que K33 nao é planar.

Figura 3.20: Mostrando que K33 nao é planar

V1
-~ V4 V% V4
Rlx
RI RE s RE
RI2
* l 'Y
V2 V3 V2 V3

@ ()

Fonte: o autor
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Capitulo 4

Sugestoes de atividades para a
educacao basica

Durante o século XX, houve grande desenvolvimento da teoria dos grafos, bem
como sua aplicacao em diversos problemas de interesse na educacao a nivel superior.
Na atualidade ha varias aplicacoes sobre grafos, em diversas areas de conhecimento.
Na biologia com abordagem sobre cadeia alimentar; na quimica com respeito as
moléculas; na fisica aplicados aos resistores; no planejamento econdémico, com o
menor caminho percorrido ou o menor custo para uma rota no trafico aéreo; em
muitos campos da matematica como a topologia e combinatoria; na engenharia com
as telecomunicacoes e elétrica; e sem davida na area da computacao. Por essas
aplicabilidades, precisamos introduzir a teoria dos grafos de uma forma pedagogica
na educacao basica, nao queremos aqui dizer que precisamos que os livros didaticos
tenham um capitulo sobre a teoria dos grafos, mas sim mostra de uma forma ludica.
Os grafos sao muito bons para modelar problemas do cotidiano, ajudando a ver
a matemaética incorporada na vida real de cada estudante, como solicitam nossos
documentos nacionais em que nos baseamos para fazer os nossos planos de aula.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de carater norma-
tivo que define quais aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver
na Educacao Béasica. A Teoria dos Grafos pode ser boa ferramenta para que os alu-
nos possa desenvolver algumas das competéncias especificas de matematica para o
ensino fundamental estabelecidas pela BNCC. Tais como:

e Utilizar processos e ferramentas matemaéticas, inclusive tecnologias digitais
disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras
areas de conhecimento, validando estratégias e resultados.

e Enfrentar situacoes-problema em multiplos contextos, incluindo-se situagoes
imaginadas, nao diretamente relacionadas com o aspecto prético- utilitario,
expressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando diferentes regis-
tros e linguagens (graficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua
materna e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e
dados).

Neste capitulo apresentaremos sugestoes de uso da teoria dos grafos que podem
ser utilizadas na educacao basica a partir do 6° ano do ensino fundamental.
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4.1 Atividade 1

Trilha do Conhecimento

Aluno(a):
Turma:

Data: / /
Bom dia, boa tarde, boa noite!

Neste encontro estudaremos algo diferente, uma introducao a Teoria dos Grafos.
Neste estudo, além do material escrito sobre noc¢oes de teoria dos grafos, que apre-
sentaremos de uma forma ladica, serao utilizados textos e videos aulas sobre o as-
sunto, além de exercicios para vocé avaliar a sua aprendizagem, sobre esse conceito.

Habilidade(s) da BNCC

e (EF06MA04) Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo por
fluxograma que indique a resoluc¢ao de um problema simples (por exemplo, se
um nimero natural qualquer é par).

e (EFO6MA34) Interpretar e desenvolver fluxogramas simples, identificando as
relagOes entre os objetos representados (por exemplo, posi¢ao de cidades consi-
derando as estradas que as unem, hierarquia dos funcionarios de uma empresa
etc.).

Objeto(s) de Conhecimento da BNCC
Diferentes tipos de representacao de informacoes: graficos e fluxogramas

Objetos Digitais de Aprendizagem
Introducao & teoria dos grafos: aula 1 e 2
https://www.youtube.com/watch?v=Frmwdter-vQ
https://www.youtube.com/watch?v=fLNQfthpv-js&t—=312s

Introducao a Teoria dos Grafos

A teoria dos grafos é um ramo da matemaética que estuda as relagoes entre os
objetos de um determinado conjunto. O artigo de Fuler publicado em 1736, sobre
o problema das sete pontes de Konigsberg ¢ considerado o primeiro resultado da
teoria dos grafos. Voltaremos a esse problema mais tarde.

Um grafo é um conjunto de pontos chamados de vértices, conectados por linhas,
chamadas de arestas.
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Figura 4.1: Exemplo de grafo

Aresta \

Fonte: o autor

Vejamos alguns exemplos no cotidiano que podemos ver como grafos:

Figura 4.2: Mapa do metr6 de Recife
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Fonte: foto do autor

Figura 4.3: Placa de circuito integrado
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Fonte:

Figura 4.4: Percurso entre dois lugares
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Fonte: google maps
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Pensando no mapa do nordeste do Brasil, podemos relacionar cada estado com todos
os outros estados com quem ele faz fronteira. A partir da Figura 4.5 conseguimos
elaborar o grafo da Figura 4.6.

Figura 4.5: Mapa do Nordeste Figura 4.6: Grafo de fronteiras do Nordeste

MA CE
RN
PB
Pl
PE
BA AL
SE
Fonte: Fonte: o autor

Atividade Semanal

1. As turmas do 6A, 6B, 7A, 7B e 7C da escola participaram de um torneio de
damas. Alguns jogos ja foram realizados:

6A jogou com 7A, 7B, 7C

6B jogou com TA, 7C

7A jogou com 6A, 6B, 7C

7B jogou com 6A, 7C

7C jogou com 6A 6B, TA, 7B

a) Represente graficamente essa situagdo. As turmas serdo representadas por
pontos e 0s jogos serao representados por linhas.
b) Quantos e quais jogos estao faltando?

2. Numa festa:
- Ana conhece André, Bernardo e Carlos;
- Beatriz conhece Bernardo e Carlos;
- Camila conhece Carlos, Eduardo e Fernando;
- Daniela conhece André e Bernardo;
- Elisa conhece André, Bernardo e Carlos.
a) Represente esta situacdo através de pontos e linhas.
b) E possivel encontrar um namorado para cada mulher entre os homens que
elas conhecem?
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3. No futuro viajaremos de foguete entre os seguintes planetas: Terra-Merctrio;
Marte-Mercurio; Mercurio-Vénus, Urano-Netuno; Netuno-Saturno; Marte-Vénus;
Terra- Marte; Saturno-Juapiter; Jupiter-Plutao e Marte-Mercirio. Sera possi-
vel viajar da Terra para Saturno?

4. Um pequeno pais tem nove Estados de nomes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9. Um
viajante descobre que existe voo direto de um Estado a outro se somente se o
numero de dois algarismos formados pelos nomes dos Estados é divisivel por 3.
Por exemplo, se o nimero AB for divisivel por 3, entao o nimero BA também
vai ser. Isto significa que, se um viajante pode ir diretamente do Estado A até
o Estado B, ele também pode ir diretamente do Estado B para o Estado A.
O viajante pode ir do Estado 1 para o Estado 97

Chat

Ol4, vocé conseguiu entender o que foi visto até agora sobre nocoes da teoria
dos grafos? Agora, que vocé ja estudou alguns aspectos sobre nogoes da teoria dos
grafos, tenho um desafio para vocé responder:

Quatro cavalos estao num tabuleiro 3 x 3, conforme a Figura 4.7. Eles podem se
movimentar, de acordo com os- movimentos usuais de um cavalo no xadrez conhe-
cidos como “um-dois” ou “em L” (Ele pode andar uma casa na horizontal e duas na
vertical, ou uma casa na vertical e duas na horizontal). Com alguns movimentos, é
possével deixa-los na posigao representda pela (Figura 4.8)7

Figura 4.7: Posicao inicial Figura 4.8: Posicao final

Fonte: o autor Fonte: o autor

Envie sua resposta para o e-mail ou whatsapp disponibilizado.
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4.2 Atividade 2

Trilha do Conhecimento

Aluno(a):
Turma:

Data: / /
Bom dia, boa tarde, boa noite!

Neste encontro continuaremos os estudos sobre introducao a Teoria dos Grafos.
Neste estudo, além do material escrito sobre noc¢oes de teoria dos grafos, que apre-
sentaremos de uma forma ladica, serao utilizados textos e videos aulas sobre o as-
sunto, além de exercicios para vocé avaliar a sua aprendizagem, sobre esse conceito.

Habilidade(s) da BNCC

e (EFO6MA23) Construir algoritmo para resolver situag¢oes passo a passo (como
na construcao de dobraduras ou na indicacao de deslocamento de um objeto
no plano segundo pontos de referéncia e distancias fornecidas etc.).

e (EFOTMAO5) Resolver um mesmo problema utilizando diferentes algoritmos.

e (EF07MAO0G) Reconhecer que as resolugoes de um grupo de problemas que tém
a mesma, estrutura podem ser obtidas utilizando os mesmos procedimentos.

Objeto(s) de Conhecimento da BNCC
Diferentes tipos de representacao de informagoes: graficos e fluxogramas

Objetos Digitais de Aprendizagem
Introducao a teoria dos grafos: aula 5
https://www.youtube.com/watch?v=125pPCIRjZ8&t—4s

Teoria dos Grafos e Euler

Um grafo é um conjunto de pontos chamados de vértices, conectados por linhas,
chamadas de arestas.

Um grafo é euleriano, se pudermos desenhar sua representacao grafica sem
retirar o lapis do papel, passando apenas uma vez ao longo de cada linha e retornando
ao ponto inicial (Figura 4.9).

Num grafo semieuleriano comegamos num ponto e terminamos em outro (Fi-
gura 4.10). Encontre um percurso para cada figura.
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Figura 4.9: grafo euleriano Figura 4.10: grafo semieuleriano

B

Fonte: o autor Fonte: o autor

Uma solucao para a figura 4.9 é fazer o seguinte percurso ABCEBDCA. Vocé pode
encontrar um percurso diferente? Na Figura 4.10, ABCEBDACDE é solugao. Mas se
quisermos comegar pelo vértice B? (vocé pode tentar o tempo que quiser). Mas ndo
conseguird. Todas as solugoes comecam /terminam pelo vértice A/E. Se comegam
em A terminam em E, e vice-versa.

Vamos retornar ao problema das pontes de Kénigsberg. Os habitantes de Konigs-
berg (hoje Kaliningrado) se perguntavam se seria possivel atravessar as sete pontes
do Rio Pregdlia, sem passar duas vezes na mesma ponte, retornando ao ponto de
partida. O problema e sua modelagem por grafos estao apresentados nas figuras a
seguir.

Figura 4.11: Pontes de Konigsberg  Figura 4.12: Representacio grafica das

pontes R

[+

Fonte:[8] Fonte: o autor

Tente fazer esse passeio. Conseguiu? Nao? Euler mostrou que nao era possivel fazer
esse percurso.

Atividade Semanal
1. (MEC [3])Essa ¢ a planta de uma exposigdo de um museu. Vocé acha possivel

fazer um passeio pelas salas, passando por todas elas e apenas uma vez por
cada porta? Se sim, encontre uma solucao:
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Figura 4.13: Museu

SALA1 I SALAZ
e —

FALA 5

L — |
SALA 4 1 SALA3

2. (MEC |3])Agora vamos pensar no trabalho de um entregador de jornais. Ele
deve passar por varias ruas até que abasteca todos os assinantes. A gréfica é
seu ponto de partida e deve ser seu ponto de chegada, ap6s entregar todos os
jornais. Em cada uma das 2 situacoes, veja se é possivel encontrar um trajeto
pelo qual ele entregue todos os jornais, passando apenas uma vez em cada rua.
Explique como pensou em cada uma delas.

Figura 4.14: Situacao 1 Figura 4.15: Situacao 2

-

3. Qual dos seguintes desenhos nao pode ser feito sem tirar o lapis do papel e
passando apenas uma vez ao longo de cada linha?

Figura 4.16: desenhos

(a) Conte o numero de arestas que chegam em cada vértice.
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(b) Vocé observa alguma relagao entre o nimero de arestas que incidem nos
vértices e os grafos que sao possiveis de desenhar?

4. Vocé conhece a Konigsberg brasileira? Euler nao passou por Recife-PE, mas
temos uma situacao semelhante. Verifique se é possivel passar pelas 8 pontes
do centro do Recife uma tnica vez. As Figuras 4.17 e 4.18 representam o

centro do Recife e seu grafo associado.

Figura 4.17: Pontes do Recife Figura 4.18: Grafo das pontes do

Cemitério de
0 Lig 9 g 1
Santo/Amaro d o eC].fe
$ R
(S ", 3
A e
ecife (sede) X S Cais da/iiiors Museu Milita
Forte do Brur A
S i !
Galo Padeiro 5 Prefeitura do Regi
b7

o

%e w Parque‘Treze A E
de Maio’ &
< EDoméshcas Recife
Mensalistas Faxineiras:.,
oa Vista
CapelalDourada v
9 ETE PortoiDigital
Parg
B Fran

L« AWUSIAIN,TO ANTONIQ
OB

$ o Patio de Sao Pedro@

Mercado de Sao 9 9
1646 “Recife Cais De'Santa|Rita C

Fonte: google maps

3 Caﬂ/b

Rio

Rio

Fonte: o autor

Chat

Ol4, vocé conseguiu entender o que foi visto até agora sobre nocoes da teoria
dos grafos? Agora, que vocé ja estudou alguns aspectos sobre nogoes da teoria dos
grafos, tenho um desafio para vocé responder: Mostre que esse desenho é um grafo

euleriano
Figura 4.19: Desafio

Fonte:OBMEP

Envie sua resposta para o whatsapp disponibilizado.
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4.3 Atividade 3

Trilha do Conhecimento

Aluno(a):

Turma:

Data: / /

Bom dia, boa tarde, boa noite!

Neste encontro ampliaremos os estudos sobre introducao a Teoria dos Grafos. Neste
estudo, além do material escrito sobre noc¢oes de teoria dos grafos, que apresenta-
remos de uma forma lidica, serao utilizados textos e videos aulas sobre o assunto,
além de exercicios para vocé avaliar a sua aprendizagem, sobre esse conceito.

Habilidade(s) da BNCC

e (EFO6MA17) Quantificar e estabelecer relagoes entre o ntumero de vértices,
faces e arestas de prismas e piramides, em funcao do seu poligono da base,
para resolver problemas e desenvolver a percepcao espacial.

e (EF07MAO0G) Reconhecer que as resolugoes de um grupo de problemas que tém
a mesma, estrutura podem ser obtidas utilizando os mesmos procedimentos.

e (EFO7TMAOQ7) Representar por meio de um fluxograma os passos utilizados
para resolver um grupo de problemas.

Objeto(s) de Conhecimento da BNCC
Prismas e piramides: planificagoes e relagoes entre seus elementos (vértices, faces e
arestas) Diferentes tipos de representacao de informagoes: gréficos e fluxogramas

Grafos Planares

Um grafo planar é um grafo que pode ser desenhado no plano sem que suas
arestas se cruzem.

Figura 4.20: Grafo planar Figura  4.21: Grato  planar
redesenhado

Fonte: o autor Fonte: o autor

Em um grafo planar e conexo também é valida a relacao de Euler V 4+ F = A + 2,
em que V é o namero de vértices, F' é o nimero de faces e A o ntimero de arestas,
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que ja estudamos em poliedros convexos.

Observe as figuras abaixo:

) Figura 4.23: Grafo planar do cubo
Figura 4.22: O cubo

' -
F Fs Fa | Fe
Fs
Fonte: o autor Fonte: o autor

Na Figura 4.22 sabemos que o cubo tem 8 vértices, 12 arestas e 6 faces. Na (Figura
4.23) observamos que os valores sdo os mesmos, V=8, A=12 e F=6, lembrando que
uma dessas faces é a regiao ilimitada, que é a face externa “Fg”.

Um grafo é hamiltoniano se possui um caminho que passa por todos os vértices

uma e s6 uma vez. A figura 4.24 é um ciclo hamiltoniano, pois passa por todos os
vértices e retorna ao vértice inicial.

Figura 4.24: Grafo hamiltoniano

Fonte: o autor

Esses tipos de grafos é uma homenagem ao Sir Willian R. Hamilton, que estudou
e divulgou o problema, embora a primeira formulagao tenha sido feita por Thomas
Kirkman em 1885.
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Atividade Semanal

1. Numa rede social:
-Ana conhece Carlos, Débora e Fabio;
-Beatriz conhece Ana, Carlos e Débora;
-Erique conhece Fabio, Beatriz, Carlos e Débora.
Represente por meio de um grafo planar essa situagao.

2. Os grafos abaixo sao planares, verifique quantas regioes devem possuir e faca
um novo grafo de forma que as arestas nao se cruzem.

Figura 4.25: Grafo com 6 vértices Figura 4.26: Grafo com 7 vértices
b) "
a) c |
B G
J
A
D
K
M
F
E L
Fonte: o autor Fonte: o autor

3. Mostre que os grafos correspondentes aos 5 solidos platonicos sao hamiltonia-
nos. Quais sao eulerianos?

Figura 4.27: Tetraedro Figura 4.28: Hexaedro Figura 4.29: Octaedro
Fonte: o autor Fonte: o autor Fonte: o autor
Figura 4.30: Dodecaedro Figura 4.31: Icosaedro
Fonte: o autor Fonte: o autor
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Chat
Ol4, vocé conseguiu entender o que foi visto até agora sobre nocoes da teoria
dos grafos? Agora, que vocé ja estudou alguns aspectos sobre nocoes da teoria
dos grafos, tenho um desafio para vocé responder: Suponha que haja trés casas e
cada uma precisa ser ligada a trés servicos publicos, dgua, eletricidade e gas, como

mostrado na (Figura 4.32). Existe uma maneira de fazer todas as nove ligacoes sem
qualquer uma das linhas se cruzar?

Figura 4.32: As trés casas

e () {2

= Ol

Fonte: o autor

Envie sua resposta para o whatsapp disponibilizado.
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