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Resumo

O desempenho dos estudantes brasileiros nas edi¢coes do Programa Internacional de Ava-
liacdo de Alunos (PISA) até 2018, com o foco em Matemética, demonstrou que estes
obtiveram uma nota bem aquém da média internacional. Com base no resultado obtido na
edicao de 2012 do PISA, um texto apresentado pela Sociedade Brasileira de Matematica
levantou, entre outras, a seguinte questao a ser respondida pelos professores: “O meu
ensino deve enfatizar os conceitos matematicos ou como esses conceitos sao aplicados
no mundo real?” Como resposta, foi incentivado o ensino da Matematica em sua forma
aplicada, ao invés de apenas em sua forma pura. Dentre as areas do ensino da Matematica
incluidas no plano da Educacao Bésica, optou-se, entao, por apresentar uma aplicacao da
Geometria Analitica e da Algebra Linear. A proposta desse trabalho é uma aplicacao de
grupos algébricos matriciais na Robética, por meio de um ambiente de programacao e
um simulador de robos, como material alternativo e viavel para o ensino-aprendizagem de
Matematica. Dentre as atividades possiveis, este trabalho trata da Cinematica Direta de
um braco robdtico, que é a descricao do posicionamento e orientagao do efetuador, que
é o ultimo elemento deste equipamento, tendo a informacao da localizagao de sua base,
o tamanho de seus elos e a posicao de suas juntas. A aplicacao dos grupos matriciais se
deu por meio da notagao apresentada por Denavit e Hartenberg. Como produto final, sao
apresentadas algumas atividades que podem ser aplicadas no ambiente escolar. Como
incentivo a aplicacao dos métodos sugeridos por este trabalho, foram utilizadas ferramentas
gratuitas de programacao e de simulacao de Robdtica.

Palavras-chave: Matemadtica Aplicada. Geometria Analitica. Algebra Linear. Grupos
Matriciais. Robdtica.



Abstract

The performance of brazilian students in the editions of the Programme for International
Student Assessment (PISA) until 2018, with a focus on Mathematics, showed that they
obtained a grade below the international average. Based on the result obtained in PISA
of 2012, a text presented by the Brazilian Mathematical Society raised, among others,
the following question to be answered by teachers: “Should my teaching emphasize
mathematical concepts or how those concepts are applied in the real world?” As an answer,
the teaching of mathematics in its applied form was encouraged, instead of just in its pure
form. Among the areas of Mathematics education included in the basic education plan, it
was decided, then, to present an application of Analytical Geometry and Linear Algebra.
The purpose of this work is an application of matrix algebraic groups in Robotics, through
a programming environment and a robot simulator, as an alternative and viable material
for the teaching-learning of Mathematics. Among the possible activities, this work deals
with the Direct Kinematics of a robotic arm, which is the description of the positioning
and orientation of the end-effector, that is last element of this equipment, with information
on the location of its base, the size of its links and the position of its joints. The matrix
groups was applied through the notation presented by Denavit and Hartenberg. As final
product, some activities that can be applied in the school environment are presented. As
an incentive to apply the methods suggested by this work, free programming and robotics
simulation tools were used.

Keywords: Applied Mathematics. Analytical Geometry. Linear Algebra. Matrix Groups.
Robotics.
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1 Introducao

O resultado dos estudantes brasileiros na edigao de 2018 da prova do Programa
Internacional de Avaliagdo de Alunos (PISA, da sigla em inglés) demonstrou que o desem-
penho nacional na disciplina Matematica estd abaixo da média mundial[l]. Um relatério
preliminar emitido pelo Ministério da Educacao constatou que, por mais que a média
tenha crescido entre 2003 e 2018, tal crescimento nao foi estatisticamente significativo|[2].

Fundamentado nos resultados da edigao de 2015 do PISA, um texto da Organizacao
para a Cooperagcao e Desenvolvimento Economico (OCDE), organizadora do teste, traduzido
pela Sociedade Brasileira de Matemética (SBM) levantou, dentre outras, a seguinte questao:
“O meu ensino deve enfatizar os conceitos matematicos ou como esses conceitos sao aplicados
no mundo real?”[3, p. 76]. Como resposta, foi evocado o debate cldssico sobre se ensinar a
Matematica em sua forma pura ou em sua forma aplicada, como resolucao de situacgoes-
problema do cotidiano.

Sobre a abordagem aplicada do ensino, Andrade[4] constatou, por meio de sua
pesquisa, que ha “a necessidade de uma nova visao diante do modelo atual sob o qual
acontece o ensino da Matematica, de modo que o aluno perceba sua importancia e utilidade
no seu cotidiano e assim, comece a adquirir interesse por tal disciplina”.

Em um contexto de baixo desempenho escolar, Brito, Moita e Lopes[5] frisaram a
importancia de se “discutir alternativas metodoldgicas no processo de ensino com objetivo
de alcancar melhores resultados de aprendizagem”.

O desenvolvimento de tecnologias e a inclusao digital podem ser facilitadores do
ensino da Matematica. Peralta e Guimaraes|6] ressaltaram que surge a necessidade de
formar professores atuantes em contextos informatizados e essa formagao deveria contem-
plar agoes que encorajassem e subsidiassem o professor para interagir com tecnologias,
transformando-a.

Ainda como resposta a pergunta levantada sobre o ensino de Matemaética em sua

forma Pura e Aplicada, o texto apresentado pela SBM incentiva o professor para que

13
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Dé aos alunos uma variedade de problemas que incluam problemas
contextualizados, nos quais eles precisam aplicar o conhecimento para
encontrar uma solucao para um problema com o qual ja se depararam
na vida cotidiana. Pedagogias como aprendizado baseado em projetos
ou baseado em problemas apresentam ao aluno problemas do mundo
real que eles precisam resolver, geralmente como um time, aplicando as
habilidades que acabaram de aprender. [3, p. 86]

Para que seja realizada uma aplicagao eficaz de conceitos matematicos em ambiente
de sala de aula para a resolugao de problemas, interagindo com tecnologias, é necesséario que
os docentes sejam treinados para tal. Dentre as solugoes coordenadas pela SBM que visam
o aperfeicoamento da formacao de professores, pode-se destacar o mestrado profissional
em Mateméatica, o PROFMAT. Este programa visa incentivar a pesquisa e a producao de
materiais e praticas pedagdgicas inovadoras para o enriquecimento do processo de ensino e
aprendizagem de Matemadtica na escola[7].

Baseado no incentivo de promover uma pratica pedagogica para a resolucao de
problemas e tendo em vista a necessidade de contextualizar o ensino da Matemaética
com atividades praticas que sejam relevantes, optou-se pela elaboracao de um trabalho
na area de Matematica Aplicada. Dentre as dreas do ensino, a Geometria Analitica e a
Algebra Linear foram as escolhidas para o desenvolvimento desta dissertagao. Este trabalho
busca abranger uma aplicacao de conceitos matematicos dessas areas em um ambiente
computacional, fazendo o uso dos conhecimentos e formagao do autor em engenharia
alinhados com o conteido e o objetivo do PROFMAT.

Mais especificamente, a situacao-problema escolhida foi a cinematica direta do
brago robdtico, isto é, a descricao do posicionamento de seu elemento final de posse de
algumas configuragoes relevantes prévias. O trabalho foi desenvolvido em um ambiente
computacional, por meio da linguagem de programacao Octave[8] integrada com o simulador
de robética CoppeliaSim|9].

O produto final apresentado nessa dissertacao é uma lista de atividades com
aplicagoes de conceitos algébricos de grupos matriciais, os quais podem ser interpretados
como transformagoes geométricas que modificam a posicao de objetos no plano e no espacgo,
incluindo elementos que compoem os bracos robdticos.

O publico-alvo dessa dissertagao sao os professores da Educacao Bésica que queiram
apresentar os conceitos matematicos contidos nesse trabalho em sua forma aplicada. Alunos

de graduacao de Matematica e alunos da Educacao Basica sob tutoria também podem
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fazer o uso dos conteidos apresentados. Além disso, devido as diversas dreas abordadas,
professores do ensino técnico, engenheiros, profissionais de computacao e de outras areas
correlacionadas também podem fazer o uso do material exposto.

Como a intencao é propor um material que seja relevante para o uso em sala de aula,
fez-se necessario que o conteido fosse adequado as exigéncias do Ministério da Educagao.
Dessa forma, as atividades foram elaboradas de acordo com os requisitos presentes na
Base Nacional Curricular Comum (BNCC), “[...] um documento de cardter normativo que
define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos
devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educagao Basica”[10, p. 7].

Quanto ao conteido para o Ensino Médio, a BNCC determina que, no que tange ao
conhecimento em relacao ao pensamento geométrico, os estudantes desenvolvam habilidades
para interpretar e representar a localizacao e o deslocamento de uma figura no plano
cartesiano, além de identificar transformagoes isométricas|10, p. 527].

Sobre o ensino de Algebra Linear na Educagao Basica, a BNCC nao possui uma
orientacao explicita, uma vez os termos “matriz”, “determinante” e correlatos nao constam
no texto. No entanto, a orientagao de ensinar sistemas lineares torna este estudo implicito.
Cristovao e Spiller[11] acreditam que o ensino de matrizes “deve ser paralelo ao ensino de
sistemas, para auxiliar na sua compreensao, como ferramenta na resolucao e interpretacao
de problemas, e nao como um toépico isolado da matematica”.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) apontam também que

O desenvolvimento da Geometria e o aparecimento da Algebra marcaram
uma ruptura com os aspectos puramente pragmaticos da Matematica e
impulsionaram a sistematizacao dos conhecimentos matemaéticos, gerando
novos campos: Geometria Analitica, Geometria Projetiva, Algebra Linear
entre outros[12, p. 24].
Dessa forma, pode-se concluir que alguns problemas geométricos podem ser resolvidos por
ferramentas algébricas e vice-versa.

Quanto ao uso de tecnologias no estudo da Matematica, a BNCC propde que
sua utilizacao seja realizada a partir dos anos iniciais do Ensino Fundamental e afirma
ainda que “tal valorizagao possibilita que, ao chegarem aos anos finais, eles possam ser
estimulados a desenvolver o pensamento computacional, por meio da interpretacao e da
elaboragao de algoritmos”[10, p. 529].

O estudo de grupos matriciais, bem como das demais estruturas algébricas, nao
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fazem parte do conteido exigido pela BNCC, logo nao estao no cotidiano do docente.
No entanto, como esse assunto é abordado em cursos de licenciatura em Matematica,
espera-se que o professor tenha alguma familiaridade com os conceitos apresentados.
Uma vez que os grupos matriciais sao utilizados neste trabalho como ferramentas para a
cinematica direta dos bracos robdticos, como um meio para esse fim, tais grupos podem
ser expostos em sala apenas pelas suas propriedades e pelo seu significado geométrico, sem
a necessidade de apresentar as demonstragoes em um primeiro momento. E, apesar das
dificuldades que possam existir, a SBM orienta também que “os professores devem cobrir
os elementos fundamentais do curriculo de matematica, mas ainda assim encontrar tempo
para expor os alunos a problemas que promovam um entendimento conceitual e ativem
suas habilidades cognitivas”[10, p. 529]. Dessa forma, o curto tempo a ser utilizado para
explicar o significado geométrico das matrizes que pertencem aos grupos apresentados
contribuird para a sua utilizacao, tornando a explicacao, entao, relevante para a resolugao
dos problemas propostos.

Entre as dissertagoes mais relevantes do acervo do PROFMAT que apresentam o
contetido de posicionamento de bragos robéticos, pode-se destacar Costa[13], que enfatizou
o uso da notacao de Denavit-Hartenberg, a qual é exposta na Secao 3.2.2.

Mesquita[14] abordou as transformagoes ortogonais envolvidas na cinemdtica direta
do braco robdtico. Apds apresentar uma aplicacdo por meio do software Geogebra,
Carvalho[15] pode concluir que o “[...] procedimento de modelagem e ensino de matemética
por meio da robdtica, em especial, do brago mecanico, permite trabalhar diversos conceitos
matematicos, relaciona-los com a pratica de forma interdisciplinar e contextualizada e nao
apenas os citados nas situacoes de aprendizagens”.

Quanto a introdugao do uso do Octave no estudo de matrizes, Neto afirma que esta
linguagem de programacao é

[...] uma ferramenta que agrega valor tanto para os estudantes quanto
para professores. Os professores obtém uma nova ferramenta, que pode ser
de grande auxilio nos mais diversos conteido de matematica, auxiliando
no despertar de um maior interesse pela matematica. Os alunos, por
sua vez, ganham uma nova perspectiva sobre a matematica, além de

conhecer e manusear um software que propicia grandes possibilidades
intelectuais[16].

Nunes[17] optou por desenvolver um estudo usando linguagem de programacao, com

o software Octave, para trabalhar os contetidos de matrizes, como alternativa metodoldgica,
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obtendo bons resultados.

A relevancia do ensino de Robdtica na atualidade pode ser notado, também, pelo
fato de Rousseau e Saint-Abin[18] dedicarem um capitulo do seu livro, que pertence a
Colecao PROFMAT, para tratar deste assunto.

O diferencial deste trabalho é a énfase tedrica dada a vantagem da representagao
do posicionamento de objetos rigidos por meio de grupos matriciais e na sugestao de
atividades de robdética por meio de ambientes computacionais ainda nao apresentados.
Vale ressaltar que os softwares apresentados neste trabalho sao solugoes gratuitas.

Além do ambiente de ensino de programacao e de conceitos matematicos, espera-se
que seja desenvolvido um bom raciocinio logico e nogao espacial. Pode-se ressaltar também
a possibilidade de integracao com a disciplina Fisica, além da ludicidade do tema proposto,
que pode influenciar positivamente o interesse dos alunos.

Quanto a disposicao do conteudo neste trabalho, no Capitulo 2 é apresentada a
fundamentagao tedrica de Matematica utilizada ao longo da dissertacao. Na primeira
se¢ao sao expostas as nogoes de Algebra Linear, incluindo matrizes, determinantes, espacgo
vetorial e transformacoes lineares e geométricas. Na segunda secao é exposto o conteudo
de grupos matriciais.

No Capitulo 3 é apresentado o desenvolvimento, sendo aplicados os conceitos
expostos no capitulo anterior. Na Segao 3.1 sao expostas algumas consideracoes sobre o
posicionamento de objetos rigidos no plano e no espaco. Na Secao 3.2 é feita uma breve
definicao de brago robdtico e, em seguida, é realizada a simulagao deste equipamento em
ambiente computacional.

No Capitulo 4 ¢é apresentado o produto final dessa dissertacao, que ¢ a lista contendo
quatro atividades para sala de aula, fazendo uso dos conceitos abordados neste trabalho.

Por fim, no Capitulo 5 sao expostas as consideracoes finais acerca da elaboragao

desta dissertacao, além de sugestoes de trabalhos futuros.



2 Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo sao expostos os conceitos utilizados no desenvolvimento dessa dis-
sertagao. Na Secao 2.1 sao abordadas nocoes de Algebra Linear, conceituando matrizes,
vetores, espaco vetorial e conceitos relacionados, além de transformacoes lineares e geomé-
tricas. Na Secao 2.2, por sua vez, sao expostos os conceitos de grupos matriciais, que sao

aplicados no Capitulo 3.

2.1 Nocoes de Algebra Linear

A fim de facilitar a compreensao das secoes a seguir, vale relembrar alguns conceitos

de Algebra Linear. Inicialmente, tem-se a seguinte definigao:

Definicao 2.1: Sejam m,n € N. Define-se como matriz A,,«,, a tabela de dimensoes
m X n, isto €, m linhas e n colunas, onde os seus termos podem ser descritos como a;; € R,

sendo 1 <7 <mel<j<n. Dessa forma, tem-se que:

@13 Q2 apz -+ Qin
Q21 Q22 Q23 -+ Q2p
Amxn = a31 a3z a3z - Q3p
Am1 Am2 Am3 ' Omp

O indice ¢ indica a linha da matriz e o indice 7, sua coluna. Se m = n, diz-se que a
matriz é quadrada e de ordem n.

Para facilitar a compreensao em algumas expressoes, as dimensoes da matriz foram
suprimidas. As matrizes quadradas foram denotadas com somente um subindice, como,
por exemplo, a matriz A de ordem n, que serd escrita A, ao invés de A, x,. Quando
houve a necessidade de numerar as matrizes, tal numeracao foi escrita entre parénteses no

subindice, como, por exemplo, em A1), A2), As) ete.

18
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Os termos da diagonal da matriz sao aqueles das posicoes cujos indices sao iguais,
isto é, ¢ = j. A matriz quadrada que possui os termos de sua diagonal com valor 1 e
os demais termos 0 é chamada de matriz identidade. A matriz identidade de ordem n é

denotada I,,.

1 00
Exemplo 2.1.1: A matriz I3 = [0 1 0| é a matriz identidade de ordem 3.
0 01

Definigao 2.2: Seja a matriz A,,x,. Parai,j € {1,2,....m} ,i#j, ke Rek #0,

define-se como operacoes elementares nas linhas as seguintes transformacoes:
1. Troca de linhas, denotada por e : L; <+ Lj;
2. Multiplicacao de linha por uma constante nao nula k, denotada e : L; — kL;;

3. Adicao de linha, onde ¢ adicionada a uma linha L; os termos de uma linha L,

multiplicados por uma constante k. E denotada e : Li — L; + kLj;.

As operagoes realizadas nas linhas para se obter as matrizes elementares podem,
também, ser realizadas nas colunas C; e Cj, com ¢, j € {1,2,...,n}. Dessa forma, tem-se
as operagoes C; <+ C;, C; — kC; e C; — C;+kC}, de acordo com as notagoes apresentadas
anteriormente. No entanto, neste trabalho sao utilizadas apenas as operacoes envolvendo

as linhas.

Proposicao 2.3: Toda operagao elementar é reversivel, isto é, seja e uma operacao

elementar e uma matriz A, existe uma operacao €, tal que ¢’ (e (A)) = e (e (A)) = A.

Demonstracao. Se e : L; <+ L;, entao € : L, <> L;. Se e : L; — kL;, entao

e L, — %Li. Por dltimo, se e : L; = L; + kL;, entao €' : L; = L; — kL;. O

Definigao 2.4: Define-se como matriz elementar de ordem n a matriz FE obtida por meio
de uma operacao elementar na matriz identidade [,,. Seja uma operacao elementar e,
tem-se, entao, a notacao:

E=e¢(I,)

Exemplo 2.1.2: Sao exemplos de matrizes elementares a matriz £y = e; (l3) =
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1 00
com ey : Ly <> Lo, a matriz Ep) = e (I3) = |0 1 0|, comey: Ly — 4L3 e a matriz
00 4
1 30
Eg =es(I3)= |0 1 0|,comes: Ly — Ly +3Ls.
001
Definicao 2.5: As matrizes A,,«n € Bnxn sao chamadas de equivalentes por linhas,

denotado A ~ B, se existem um numero finito de operagoes elementares que, aplicadas a

uma matriz, se obtém a outra. Em simbolos, tem-se que, com k € N:

A=ey(...(e2(e1(B))))

A matriz que possui dimensoes m x 1 é chamada de matriz coluna. A matriz que,
por sua vez, possui dimensoes 1 X m é chamada de matriz linha.

A matriz de dimensdes m X n cujos termos sao 0 é chamada matriz nula, e é

00 0O
0 0O 00 0O
denotada como 0,,x,. Por exemplo, Oyy3 = e 04 = )
0 00 00 0O
00 0O
As matrizes contidas no interior de uma matriz sdo denominadas submatrizes dessa.
1 2 3
Exemplo 2.1.3: A matriz A= |4 5 6| possui como submatrizes a matriz quadrada
78 9
1 -
B = , a matriz linha C' = |7 8], a matriz coluna D = e a matriz £ = [9], e
4 5 - 6
By, D
pode ser escrita como Az = 2 2
Cixe I

2.1.1 Adicao e Multiplicacao de Matrizes

Sejam as matrizes A e B de dimensoes m x n. A adicao C' = A + B se da termo a

termo, ou seja, o termo geral ¢;; é:

Cij = aij + bij,
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ondel <i<mel<j<n,comt,jm,néecN.

Exemplo 2.1.4: A adigao das seguintes matrizes de ordem 3 ¢é da forma:

1 -5 3 0 -2 5 140 —54(-2) 3+5 1 -7 8
—4 0 10|+ |4 10 —3|=|-444 0410 10+(=3)| =10 10 7
—2 2 9 7 -2 -5 247 24(=2) 9+ (=5) 5 0 4

Sejam as matrizes A, B e ', de dimensoes m X n, e também a matriz nula 0,,,,

de mesmas dimensoes, valem as seguintes propriedades, quanto a adigao de matrizes:

Comutatividade A+ B=B+ A
Associatividade (A+ B)+C=A+(B+C)
Elemento neutro A+ 0,5, = 0pxn + A=A
Sejam as matrizes A,,xn, € Boxp, com m,n,0,p € N, tem-se que o produto
C =A-B=AB é uma matriz de dimensdes m X p, e s6 é possivel se n = 0. Para
os termos de A descritos por a;;, com 1 <i<mel<j<n,eostermos de B descritos
por by, com1 <k<nel<I[<p, ondezt,j k[ €N, tem-se que o termo geral c,; da

matriz C = AB,com 1 <r<mel<s<p,édado por:
Crg = Z Ayt - bts (21)
t=1

Sendo assim, o valor de C' é obtido da seguinte forma:

C=A-B=
a1 - by + aig - bay ay1 - big + aig - bay ay1 - bip + aig - by
+ -+ ai, b + 41, bpo +"'+G1n‘bnp
az1 - b1 + age - by asy - bia + ags - by as1 - bip + ag - by
_|_..._|_a2n.bn1 _|_..._|_a2n.bn2 _|_..._|_a2n.bnp
1 - b1 + ama - oy A1 - b12 + g - Dag A1 - bip + ama - Doy
+ o+ An - bt + o+ An - O _|_..._|_amn.bnp
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2 47
1 4
1 0 3
Exemplo 2.1.5: Se A;.3 = e B3,o = |2 3], tem-se que:
10 8 6
76
11 9 5
2:-1+4-2+7-7 2-44+4-3+7-6 59 62
1-1+0-2+3-7 1-44+40-3+3-6 22 22

10-1+8-24+6-7 10-4+8-34+6-6 68 100
11-14+9-24+5-7 11-449-34+5-6 64 101

Sejam as matrizes A,,, Bpnxn, Cuxms Dn, Emy Frxn, Guxm € H,. Utilizando a

notacao de submatrizes, tem-se que:

A B E F A-E+B-G A-F+B-H
C D G H C-E+D-G C-F+D-H

Sejam as matrizes quadradas A, B e C, de ordem m, e também as matrizes nula 0,),
e identidade I,,,, de mesma ordem, tem-se as seguintes propriedades, quanto a multiplicacao

de matrizes:

Associatividade (A-B)-C=A-(B-C)

Elemento nulo A-

Op =0 - A= 0,
Elemento neutro (identidade) A-I,=1,-A=A

Além das propriedades listadas, a multiplicacao de matrizes nao é comutativa, isto
é, em geral A- B # B - A, sendo vélida a igualdade em alguns casos especiais. E quanto a

multiplicagao em relagao a adicao, tém-se a propriedade:
Distributividade A-(B+C)=A-B+A-C

A multiplicacao de um escalar r € R por uma matriz A,,, € da forma:

11 Q12 - Qin rayy raig - TQin

Q21 Q22 -+ A2y rasy TGz - TQ2n

Am1 Gm2 ° Qmn rmi1 TAm2 - TAmnp
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2.1.2 Matriz Transposta

aipr Q2 - Qi
.~ . . Q21 G2 -+ d2p .

Definicao 2.6: Seja a matriz A = . A matriz transposta de A,
m1  Gm2 Amn

denotada AT, ¢ dada por:
ail  G21 am1

AT — iz a2 Am2

Q1p A2p *** Gmn

Sendo assim, o elemento geral da matriz transposta é tal que:

[AT] . =[A]

ij ji

As dimensdes de AT sdao n x m. Se A é quadrada, tem-se que AT também é
quadrada. Os termos da diagonal da matriz quadrada mantém-se na mesma posi¢ao em

sua transposta.

1 15 8
Exemplo 2.1.6: A transposta da matriz A = 7 12 2 ¢ a matriz
4 10 14
1 7 4
AT =115 12 10|
8 2 14

Proposicao 2.7: Para a transposta do produto de matrizes vale o seguinte resultado:
(AB)" = BT AT

Demonstragao. Seja [(AB)T} o termo geral da matriz (AB)". Dessa forma,
ij
tem-se que:



Capitulo 2. Fundamentacao Teorica 24

(4B)"| —[4B]

ij 7t

= i A - B
=>4, (8],
=S [8, [,

~[54"]

ij

Como [BTAT] ;; € o termo geral da matriz BT AT, tem-se a validade da

igualdade enunciada. O]

2.1.3 Determinante

Seja o natural n > 1 e o conjunto N,, = {1,2,3,...,n}.

Definicao 2.8: Uma funcao bijetiva ¢ : N,, — N,, é denominada uma permutagao do

conjunto N,, e indicada como:

O conjunto de todas as permutacoes de N,, é denominado S,,. A cardinalidade de

Sy, denotada #5S,, é dadaporn-(n—1)-...-2-1=nl.

Exemplo 2.1.7: Uma das permutacoes para n = 3 é

1 2 3
o =
2 31
1 2
Definigao 2.9: Seja uma permutacao o = de N,,. Atribuindo
o(1) o(2) -+ o(n)

ao natural r a quantidade de pares (i, ), sendo 1 <i < j <n € N, tais que o () > o (j),
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tem-se que a paridade da permutacao o, denotada sgn (o), é dada por

1, se r é par
sgn (o) =
—1, ser é impar
N 123 oy . ‘
Exemplo 2.1.8: Para a permutacdo o = , 0s pares (i, j), tais que o (i) > o (j),
2 31

sao (1,3) e (2,3), pois 2 > 1 e 3 > 1, respectivamente. Dessa forma, tem-se que r = 2,

que é par, logo sgn (o) = 1.

Definicao 2.10: Determinante é uma funcao que atribui um numero real a uma

matriz guadrada. Uma f_orma de se obter o valor do determinante de uma matriz

aj; Q2 - Qi
Q21 Qg2 -:+ Q2n , - o
A, = _ . |, denotado det (A) = |A|, é pela equagao de Leibniz a se-
_anl Apo - ann_
guir:
11 Qaiz2 - Aip
n
Q21 Q22 - QA2p
det(A)=| 7 =) <Sgn () H%u)) (2:2)
: : T : oESn i=1
An1 Ap2 - App

Exemplo 2.1.9: O determinande da matriz quadrada A; = [an} é a1, pois so existe

1
uma permutacao em Ny, a saber o = , logo =0 e sgn (¢0) = 1, obtendo, entao, que:
1

det (A) =1- ailr = a1

byy b
Exemplo 2.1.10: Para calcular o determinante da matriz B = R , de ordem 2,

b1z bao
basta observar que:

1. As permutacoes em Ny sdo o = , isto é, Sy = {01, 02}. Entao,

rpr=0ery=1e, por fim, sgn (o
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2. Utilizando a Equacao 2.2, vale que:

det (B) =1 b1y - bag + (—1) - big - by1 = b11bay — bi2ba

11 C12 (13

Exemplo 2.1.11: Encontrar o determinante da matriz C' = [cy; c99 o3| -

C31 C32 Cs33
Como a matriz C' é de ordem 3, serao listadas todas as permutagoes ¢ de N3, com

seus respectivos valores de sgn (o):

1 2 3 1 2 3

o] = sgn (o)) =1 o4 = sgn (04) =
1 2 3 1 3 2
1 2 3 1 2 3

09 = sgn(og) =1 05 = sgn (o5) =
2 31 2 1 3
1 2 3 1 2 3

03 = sgn (03) =1 o06= sgn (06) =
3 1 2 3 2 1

Aplicando a Equagao 2.2, o determinante da matriz C' é dado por:

det (C)=1-c11-cao-c33+1-cra-ca3-c31+1-c13-co1 - C3at

(—1) -1 caz-c3o+ (—1) - cra-cor - 33+ (—1) - c13 - 2

—1

—1

-1

+ C31

det (C) =c11¢22¢33 + c12C23¢31 + C13C21C32 — (C11C23C32 + C12C21C33 + C13C22C31)

Exemplo 2.1.12: Aplicando a Equacao 2.2 a matriz D =

verificar que seu determinante é:

, € possivel

det ( ) + dll d22d33d44 + d23d34d42 + d24d32d43 - d22d34d43 - d23d32d44 - d24d33d42

)
— diy (doydzzdas + dozdsadys + doadsidas — dordzaday — dozdsidag — doadsadan)
)
)

(
(

+ di3 (dardsadag + doadsady + doadgidas — doydzadas — daadsidas — dosdsaday
(

- d14 d21d32d43 + d22d33d41 + d23d31d42 - d21d33d42 - d22d31d43 - d23d32d41
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Proposicao 2.11: O determinante da matriz transposta é da forma:
det (A") = det (A)

Demonstracao. A cada iteracao do somatério da Equacao de Leibniz 2.2 é utilizado
um elemento de cada linha e de cada coluna da matriz, o que é equivalente a dizer
que é usado um elemento de cada coluna e cada linha da transposta. Sendo assim,

o determinante da matriz é o mesmo que o da sua transposta. O

Ao se aplicar a Equacao 2.2 a matriz identidade I,, é possivel observar que a unica

1 2 ... n
permutacao que nao possui termos nulos no produtorio é o = e, neste

1 2 ... n
caso, sgn (o) = 1. Conclui-se, entao, que:

det (I,)=1-1"=1

Proposigao 2.12: Seja a matriz A,,«, € a matriz elementar F,,, originada da aplicagao
da operacao elementar e a matriz identidade I,,,. Entao a matriz FA resulta da aplicacao

da operacao e na matriz A. Em simbolos, tém-se que:
e(I)A=FEA=¢(A)

Demonstracao. Seja o produto FA = F. Serao analisados trés casos, de acordo

com as operagoes elementares apresentadas:
1. e: Lz < Lj
Ao se multiplicar E por A, de acordo com a Equacao 2.1, os elementos da

matriz F' = FA sao da forma:

m
frs = E Ert * Ats
t=1

De acordo com a forma dos elementos da matriz £, com i, j,s € {1,2,...,m},

tem-se que:

e Para toda linha r € {1,2,..., m}, com r # i e r # j, tem-se que o
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elemento e, = 1 e e, = 0, para r # s. Dessa forma, tem-se que:
m
frs - E €rt - Ats = Cpp * Aps = Aps
t=1

e Para a linha 7, tem-se que e¢;; = 0, ¢;; = 1 e ¢;5 = 0, para s # j. Entao,

tem-se que:
m
fis = E €it * Qs = €5 * Qjs = Qys
t=1

e Para a linha j, tem-se que e;; = 0, e¢;; = 1 e ¢j; = 0, para s # i. Logo,

tem-se que:
m
fjs = Zejt CQts = €4 Qjs = Qs
t=1

Sendo assim, a i-ésima linha de F' é igual a j-ésima linha de A, a j-ésima
linha de F' é igual a i-ésima linha de A e as demais linhas sao iguais em F
e A. Conclui-se, entao, que o produto E'A ¢é igual a aplicacao da operacao
e: L; <+ L; a matriz A.

. e Lz — kLl

Aplicando a Equacao 2.1 a matriz F' = F A, tem-se:

e Para toda linha r € {1,2,..., m}, com r # i, tem-se que o elemento
e =1 ee.s =0, para r # s. Dessa forma, tem-se que os elementos de F'

sao da forma:
m

frs = E €rt * Ats = Cpp * Aps = Apg

t=1

e Para a linha i, tem-se que e; = k, e;s = 0, para s # ¢. Entao, tem-se que:
m
fis = E Cit * gs = €4 * Qis = Kas
t=1

Dessa forma, a i-ésima linha de F' é igual a k vezes a i-ésima linha de A, e
as demais linhas sao iguais em F' e em A. Conclui-se, entao, que F' é igual a

aplicacao da operacao e : L; — kL; a matriz A.
. 6L1—>Ll—|—k’LJ
Por fim, ao se aplicar a Equagao 2.1 a matriz F' = FA, tem-se:

e Para toda linha r € {1,2,..., m}, com r # i, tem-se que o elemento
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er =1 ee., =0, para r # s. Dessa forma, tem-se que os elementos de F

sdo da forma:

m
frs = E Ert * Ats = Cpp * Qpg = Apg
t=1

e Para a linha ¢, tem-se que e;; = 1, ¢;; = k e ¢;s =0, para s #1i e s # j.

Entao, tem-se que:
m
fis = ) €ir - s = €ii - Qs + €55 Oy = Qs + kaj,
t=1

Entao, a i-ésima linha de F' é igual a i-ésima linha de A somada a k vezes a
i-ésima linha de A, e as demais linhas sao iguais em F e em A. Conclui-se,
finalmente, que o produto £-A é igual a aplicacao da operagao e : L; — L;+kL;

a matriz A.

[]

Proposicao 2.13: Sejam as matrizes elementares F(;), E) e E3), obtidas a partir
das operagoes elementares L; <+ L;, Ly — kiL; e Ly — koL , respectivamente, com

i,j €{1,2,...,n} e ky, ks € R. Tém-se, entao, que:
1. det (Eq)) = -1
2. det (E(g)) =k
3. det (E(g)) =1

Demonstragao. Ao aplicar a Equacgao 2.2 as matrizes elementares E(y), E(g) e E(3),

tem-se os seguintes resultados, respectivamente:

1. Ao se permutar duas linhas L; e L;, a permutagao que nao possui valor nulo

) 1 ...7 ... 7 ... n o o
¢ da forma o = ,ecom i, j€{1,2,....,n}ei<j,
1 ... 7 ... 1 ...n
sem perda de generalidade. Nesse caso, de acordo com a Definicao 2.9, como
o(i) =7 >1i=o0(j), tem-se que r = 1 e, portanto, sgn (o) = —1. Dessa
forma, conclui-se que det (E(l)) =—1.
] L 1 2 ... n ,
2. Na tnica permutacao nao nula ¢ = , com sgn (o) =1, a i-
1 2 ... n

ésima linha possui o valor k1, o que implica que ao produtorio é atribuido esse

valor. Dessa forma, det (E(g)) = k.
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3. A permutacao o = J , com sgn (o) =1, é um resul-
1 ... 7 ... 1 ... n

tado nao nulo para o somatorio. Como a permutagao que utilizasse a j-ésima
coluna da i-ésima linha utilizaria valores nulos da j-ésima linha, nao existe

outra permutacao nao nula. Sendo assim, tém-se que det (E(g)) =1. O

2.1.4 Matriz Inversa

ann G2 - Qim

.~ . . sy Q2 - dom
Definigao 2.14: Seja a matriz quadrada A = , de termo geral a;;.

Am1 Am2 - Amm

O numero real A;;, chamado cofator do elemento a;; de A, é o determinante da matriz

quadrada de ordem (m — 1) formada pelos termos de A, exceto a linha i e a coluna j,

multiplicado por (—1)"*.

1 2 3
Exemplo 2.1.13: Na matriz A= |4 5 6], o cofator Ay, referente ao termo ag; = 4,
7 8 9
¢ dado por:
2 3
A21 _ (_1)2+1 —6
8 9

Uma outra maneira de calcular os determinantes de uma matriz de ordem n > 2,
por meio do uso de cofatores, é utilizando o teorema de Laplace, onde, escolhida uma linha
1, € realizado o somatorio do produto de todos os termos desta linha por seus cofatores em

todas as colunas. O teorema de Laplace é descrito pela seguinte equacao:

n

J=1

Ao se aplicar a Equagao 2.3 a matriz de ordem 4 do Exemplo 2.1.12, tomando a

linha ¢ = 1, encontra-se:
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4 d22 d23 d24 d21 d23 d24

det (D)= Y dijDyj=du | (=) |dsy dss daa| | iz | (=1 |dy das sy
= di dis dus dy dis dus

dor dos doa dyr doy o

s | ()" \dyy day daa| | Fdia | (CD) T dsr da s

d41 d42 d44 d41 d42 d43

= +di1 (deodszday + dogdzsdys + dagdsadys — dogdssdys — dogdzadyy — dogdsszdys)
—d1g (da1dssdyy + dozdsadyy + dogdsidys — dordsadys — dagdsidyy — doydssdyy)
+di3 (daydsaday + doadsadyy + dogdsidyg — dordsadys — doodsidyy — doydsadyy)
—dy4 (do1dzadyz + doadzzday + dazdzidas — dardzzdas — daadzidaz — dazdzadyy)

O resultado encontrado é o mesmo do Exemplo 2.1.12, obtido utilizando a Equacao

2.2, de Leibniz.

Definicao 2.15: Entende-se como matriz adjunta de uma matriz quadrada A, denotada

adj (A), a matriz transposta dos cofatores de cada termo de A, ou seja:

All A21 T Aml
adJ (A) _ 12 22 2
Alm AQm o Amm

Quanto ao determinante da matriz adjunta, vale a seguinte equacao:
det (adj (A)) = (det (A))"_1

Definicao 2.16: Seja a matriz quadrada A, de ordem m. A matriz inversa de A, denotada
A~ ¢ a que satisfaz:

A A=A A=1,
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Proposicao 2.17: Toda matriz elementar E é invertivel, e sua inversa £~! também é

elementar.

Demonstracao. Seja a matriz E = e (I). Dessa forma, de acordo com a Proposi¢ao
2.3, existe uma operagao elementar €', tal que €' (e (I)) = ¢ (E) = I. De forma
similar, podemos escrever que E' - E = I, de acordo com a Proposicao 2.12. Assim,
E' = E~1 isto é, inversa de E, e, como € é uma operacao elementar, £~ é uma

matriz elementar. O

Proposicao 2.18: Uma matriz A ser invertivel é equivalente a, ou A ser elementar, ou
A puder ser escrita como um produto de matrizes elementares. Nesse caso, tem-se que
A~ 1T edet(A)#0. Se forem aplicadas a mesma sequéncia de operagoes elementares que

transformam A em I na prépria matriz I, serd obtida a inversa A~!.

O célculo da inversa de uma matriz A se da por meio da equagao a seguir:

1 :
AT = madj (A)

Se uma matriz A é invertivel, o determinante de sua inversa é dada por:

1
det (A7) = 2.4
et (47) = 3 (A) (2.4)
2 1 0
Exemplo 2.1.14: A matriz A= |4 —2 7 | possui determinante 1, logo ¢ invertivel.
5 3 -1
—-19 1 7

Ainversade Aé A1 = |39 —2 —14|,poisA- A"t =1I;.
22 -1 -8
Proposicao 2.19: Seja a matriz elementar £ e a matriz quadrada A, de mesma ordem.

Sendo det (E) = d, é vélido que:
det (FA) = ddet (A)

Teorema 2.20 (de Binet): Dadas as matrizes quadradas A e B de mesma ordem, tem-se

que:

det (AB) = det (A) det (B)
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Demonstragao. Sao considerados os seguintes casos:

1. A, ndo é invertivel.

Se det (A) = 0, entao det (AB) = 0, pois, caso contrario, haveria uma matriz
C' tal que (AB) C = I,,, o que nao é possivel, uma vez que, por associatividade

da multiplicagao, a matriz BC seria inversa de A. Logo, tem-se que:

0 = 0det (B)
= det (AB) =det (A) det (B)

2. A, é invertivel

Uma vez que det (A) # 0, de acordo com a Proposicao 2.18, essa pode ser

escrita como um produto de matrizes elementares, obtendo:

A= E(l)E(g) C E(k) (25)

Dessa forma, para det (E(i)) =d;, Vi € {1,2,...,k}, aplicando o resultado da

Proposicao 2.19 sucessivamente, o determinante de A é:

det (A) = det (E(l) (E(2) e E(k)))
det (A) = dy det (E) (Egs) .- Ew))

Escrevendo A na forma da Equacao 2.5, aplicando a Proposicao 2.19 e a
associativa da multiplicacao de matrizes, e, por fim, substituindo o valor

determinante de A obtido na Equacao 2.6, pode-se concluir que:

det (AB) =det (E(l) (E(Q) c. E(k)B))
= d; det (E(g) (E(g) . E(k)B))

= dldg N dk det (B)
= det (A) det (B) O
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2.1.5 Espaco Vetorial Real

Definigao 2.21: O espago R" é o conjunto de n-uplas ordenadas (z1, xs, ..., z,) reais.

Em simbolos, tem-se que:

R™ = {(x1, g, ..., xn); x1, Tay ..., 2, € R}
Seja o segmento orientado /@, que liga o ponto A = (ay, ag, ... ,a,) ao ponto
B = (b1, by, ... ,b,), com A, B € R". Os segmentos equipolentes a jﬁ sao aqueles que

possuem:
e O mesmo comprimento de Ag;
e A mesma direcao de Ag, isto é, sao paralelos ou colineares;

e O mesmo sentido de /@

Definicao 2.22: Define-se como vetor v = f@, o conjunto de todos os segmentos
orientados equipolentes a ﬁ . Cada segmento orientado equipolente a E é chamado

representante de v

Por padrao, o representante do vetor v a ser utilizado é aquele cujo ponto inicial é

o ponto O = (0,0,0,...,0), com n zeros. Dessa forma, suas coordenadas sao:

V= (Ulav%a"'avn)?
onde v; = b; —a;, Vi € {1,2,...,n}, sendo a; e b; coordenadas dos pontos A e B,
respectivamente.

O comprimento do vetor, também chamado de norma, é a distancia entre as

extremidades do vetor, e pode ser dado por:

[ = Vor? v+ - w2

Os vetores cuja norma tem valor 1 sao chamados de vetores unitarios.
Denomina-se o como vetor nulo, denotado como 0, aquele que possui norma nula e,

por isso, nao possui direcao nem sentido.
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Para algumas operagoes, os vetores da forma ¢ = (vy, v, . . . , v,,) foram escritos como
U1
. - U2 T
matrizes coluna, chamados entao de vetores coluna, da forma v = =[v; vy ... vy,
Up,

Fazendo o uso dessa notacao, a norma de um vetor é dada por:

U1
- U2
7] = VoT v = |[or, 09, ... yo0) - | | = Vo2 o2+ + 0,2
U’n
Sendo assim, como ||7]] > 0, é valido que:
17 = o™ v (2.7)
Sejam os vetores U = (uy, Us, ..., Uy) € U = (1, Va,..., V), € 0 escalar p € R. O
vetor 7= 1 + ¥ é da forma ¥ = (u; + vy, ug + Vg, ..., U, + v,). O vetor § = pu é da forma
§= (pula pU2, . ..y pun)
Definigao 2.23: Pode-se somar um ponto A = (ay,as,...,a,) com um vetor
U = (vy,v9,...,0,), resultando em um ponto B = (a; + v, as + v, ..., a, +v,). Essa

operacao significa fazer uma translagao do ponto A na direcao, sentido e norma do vetor

U, 0 que sera explicitado posteriormente na Definicao 2.40.

Definigao 2.24: Sejam os vetores @ = (uq, ug, ..., u,) € ¥ = (v1, Vg, ..., v,). Define-se

como produto escalar a operacao entre vetores que resulta em um escalar, da forma:

U-TU=UL "V + Uy Vg+ -+ U, Uy

Definicao 2.25: A ortogonalidade entre dois vetores se da quando o produto escalar
entre dois vetores é nulo. Sendo assim, se @ - ¥ = 0, diz-se que os vetores sao ortogonais, e

denota-se ¥ L v.

Se dois vetores unitarios sao ortogonais, diz-se que sao ortonormais.
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Definicao 2.26: O conjunto nao vazio V, de vetores n-dimensionais com coordenadas

reais, é definido como espaco vetorial real, com as seguintes propriedades:
e Quanto a adicao de vetores u, U, w € V:

Comutatividade -+
Associatividade (4 + ¥) 4+ @ = 4 + (7 + W)
Elemento neutro

0 0
Elemento inverso d— u;u +
e Quanto a multiplicacao por escalar, com r,s € Re u € V:

Associatividade 7 (su) = (rs)u

Elemento neutro ld=ul =14

e Quanto a adicao de escalares e a multiplicacao por escalar, com r, s € Re 4, v € V:

Distributiva de escalar pela soma de vetores r (4 + v) =7rd+ rv

Distributiva de soma de escalares por vetor (r+ s)u = rd+ sud

A representacao dos espacos vetoriais é feita por uma letra maitiscula e, quando a
dimensao do espaco vetorial for relevante, este sera notado com o expoente da dimensao.
Por exemplo, o espaco vetorial V3 é formado por vetores da forma 7 = (v1, v9, v3), com

vy, Vg, U3 € R.

Definicao 2.27: Um vetor v € V" é uma combinacao linear dos vetores vy, s, ... , Uy,

se existem escalares ki, ks, , ..., k, € R tais que:
U= kiU + kol + -+ + knUp,

Um conjunto de vetores de V" é linearmente independente quando é valida a

equivaléncia:

k1’171+ k2172+ et ann:6 <~ kl,kg,...,kn:()

Caso haja um escalar k; # 0, com ¢ € {1,2,..., n}, em que seja valido que

kith + kot + ---+ k,U, = 0, diz-se que ha uma dependéncia linear entre os vetores.
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Definicao 2.28: Em V", os vetores v7, 0, ..., U,, nesta ordem, formam uma base do
espaco vetorial se sao linearmente independentes e todo vetor v € V" pode ser escrito

como combinacao linear de vy, ¥s, . . ., Uy,.

Uma base B = {é}, €3, ..., €,} é dita ortonormal se ||e1|| = ||éz|| = -+ =||€.]] =1
e ainda €; L €}, para todo i, j € {1,2,...,n}, com i # j. Se ainda & = (1,0,...,0),

é=1(0,1,...,0), ..., €,=(0,0,...,1), diz-se que a base B é canonica.

Exemplo 2.1.15: Os vetores €; = (1,0,0), & = (0,1,0) e & = (0,0, 1) formam a base
candnica de V*, pois qualquer vetor do tipo © = (a, b, ¢) € V?, com a, b, ¢ € R, pode ser
escrito como ¥ = a€y + béy + ce3 e ainda ||€1]| = [|éz]] = [|6s]| = 1, €1 L é, €3 L es e

€1 L es.

Para localizar um ponto P no espaco tridimensional, é necesséario fazer uso da
Definicao 2.29 de Sistemas de Coordenadas a seguir, conforme apresentado por Boulos e

Camargo[19]:

Definicao 2.29: Sejam um ponto O do espaco tridimensional e uma base ortonormal
B = {é), é, €3} de V3. Define-se como sistema de coordenadas ortogonal de V3 o par
(O, B). Ao ponto O = (0,0, 0) se d4 o nome de origem, e, sendo os pontos A = O + €,
B=0+¢é e C =0 + e3, os vetores 0—121, @ e O—d correspondem aos eixos T, i e Z,
respectivamente.

Dessa forma, todo vetor 7 € V® pode ser representado por um terno (a, b, c).
Esse representante é o que possui como ponto inicial a origem do sistema e a outra
extremidade no ponto de coordenadas (a, b, ¢), sendo representado pela combinagao linear

U=al+ by + cz.

De forma similar, o ponto O = (0, 0) e uma base ortonormal de V* descrevem um

sistema de coordenadas do plano cartesiano, com os eixos T e .

Definicdo 2.30: Sejam os vetores @, T € V3, e os seus paralelos unitérios iy, 7, € V°,
respectivamente. Define-se como angulo entre os vetores, o comprimento do arco da
circunferéncia de raio unitario contida no plano Ou;v; entre os vetores u; e v;. Como
existem dois arcos entre os vetores, opta-se por representar o angulo pelo de menor valor.

Tal comprimento é denotado em radianos.
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Uma outra maneira de representar os angulos é por graus. Sendo w a representacao

do angulo em radianos e « a representacao em graus, ¢ valido que:

. 0]
~180°

w
™

Definicdo 2.31: Sejam os vetores i, ¥ € V2. Define-se como produto vetorial de i por 7,
denotado por 4 X ¥, o vetor cuja norma é ||i|| ||0]| sen o, sendo & 0 menor angulo entre 4 e

U, direcao normal ao plano Ouv, e sentido como o descrito na Figura 2.1.

Figura 2.1: Produto Vetorial

4
1
1

-

|| 22| || &[] sin ex

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma base ortonormal (&}, &, €3) de V? é dita positiva se & x & = &3, e negativa
se €1 X €5 = —e3. Uma representacao de uma base positiva é dada pela “regra da mao
direita”, que pode ser visto na Figura 2.2a.

Outra maneira de se representar objetos no espaco é por meio de coordenadas

esféricas, as quais sao definidas a seguir.

Definicao 2.32: Define-se como coordenadas esféricas de um ponto P no espaco, a tripla
ordenada (p, 0, ¢), onde p, também chamado de raio, é a distancia do ponto P a origem, 6
é o angulo entre o segmento OP e o eixo 2z’ e ¢ é angulo entre o eixo T e a projecao de OP

no plano OZy. As coordenadas esféricas sao representadas na Figura 2.3.
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Figura 2.2: Regra da mao direita

(a) Base ortogonal (Z, 7, Z) positiva (b) Rotagao positiva em torno de um
eixo
zZ Rotacao
positiva
x

Fonte: Lynch e Park[20], com adaptagoes do autor.

Definicao 2.33: Sejam os espacgos vetoriais U sobre R" e V sobre R™. Uma func¢ao
F: U — V é chamada transformacao linear se, e somente se, Vuy,us € U e p € R, vale

que:
L F(uy +ug) = F(uy) + F (us)

2. F(pur) = pF (u1)

Figura 2.3: Coordenadas Esféricas

ZA

'P(P’ 9’ ¢)

Fonte: Stewart[21].

Proposicao 2.34: Sejam os espacos vetoriais U e V| de dimensoes n e m, respectivamente.

A transformacao linear F': U — V pode ser descrita por uma matriz de dimensoes m X n.
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Demonstracao. Sejam as bases By = {uy, ug, ... ,u,} e By = {v1,v9,...,0,,} de U
e V, respectivamente. Dessa forma, pode-se determinar, de forma tnica, nimeros

a;; €ER,com1<i<mel<j<n,tais que:
F (4}) = ayju1 + agjva + -+ + GV, (2.8)
Escrevendo um vetor 4@ = (kq, ks, ..., k,), pertencente a U, da forma

U = kiuy + koug + -+ + kpu,, com k; € R para 1 < ¢ < n, tem-se que, de

acordo com a Definicao 2.33 e com a Equacao 2.8:

F (@) =k F (u1) + koF (03) + - 4 ko F (uy)
=ki (an1v1 + -+ @n1Vm) + -+ kn (@1201 + -+ GnUin)

=(an1kr + -+ amkn)vi + -+ (@mikr + -+ + amnkn) v

Utilizando a notacao de vetor coluna e escrevendo da forma matricial, tem-se

que:
-an aiz - am- -lﬁ-
[F ([5)] _ Qg1 G2z -+ d2n )
_aml Am2 - amn_ _kn_
“A-u
A matriz A apresentada descreve a transformacao linear. m

Definigao 2.35: Um escalar A é definido como autovalor de uma transformacao linear
F :R" — R", se existir um vetor v nao-nulo tal que Av = Av. Ao vetor v dé-se o nome

de autovetor.

Proposigao 2.36: Seja a matriz quadrada A e os seus autovalores Aj, Ag, ..., \,. Tem-se

a seguinte propriedade:

Definigao 2.37: Sejam as bases B = {#}, th, ..., 0,} e B/ = {v}, v},..., v/}, ambas do
espaco vetorial V". Define-se como mudanga de base, a transformacao linear F', tal que

F(3)=uVie{l,2,...,n}
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2.1.6 Transformacao Geométrica

Definicao 2.38: Define-se como objeto rigido um conjunto de pontos que formam uma

figura, quando no plano, ou um sdélido, quando no espaco.

Definicao 2.39: Define-se como transformacgao geométrica a funcao cujo dominio e
a imagem sao conjuntos de pontos. Essa funcao é bijetiva, ou seja, para uma dada
transformacao f, para cada ponto A no dominio, existe apenas um tunico ponto B tal
que f(A) = B e, para cada ponto D do contra-dominio existe tinico ponto C' tal que

£(C)=D.

Definicao 2.40: Isometrias sao as transformagoes geométricas que preservam as distancias
e os angulos. As isometrias se classificam entre diretas e opostas, sendo que as diretas sao

as que preservam a orientacao e as opostas, as que a invertem.

As isometrias diretas em R3 sdao as seguintes:

e Translacao: E o deslocamento do objeto no espaco, para alguma direcao e sentido
definidos. Para tal transformacao, soma-se a cada ponto do objeto rigido, com
coordenadas no espaco cartesiano, as coordenadas de um vetor que representa a
transformacao. Dessa forma, para cada dois pontos A = (ay, as, ag) e B = (b1, bs, b3)
do objeto rigido, serao somados as coordenadas do vetor ¥ = (vy, vg, v3) resultando
nos pontos A" = (ay + vy, ag + v, az + v3) e B' = (by + vy, by + vg, by + v3), de forma
queﬂzﬁzﬁeﬂ”?.

Sendo assim, a transformacao geométrica  : R® — R3, que representa a translacao

descrita por um vetor ¥, é da forma:

Para representar uma translagao no espago é utilizada a notagao Trans (¢), onde U é

o vetor pertencente a V3 que representa a translagao.

e Rotacao: E o giro do objeto em torno de um eixo representado por um vetor que

passa pela origem.

A representacao da rotagao se dard por meio da notacao Rot (¥, ), onde ¥ é o eixo
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da rotacao e o o angulo da rotacao.

A notacao da transformacao linear associada a transformacao geométrica de rotacao

¢ apresentada na Proposicao 2.51.

O sentido de rotagao positivo pode ser descrito pela “regra da mao direita”, conforme

a Figura 2.2b. Com isso, é valido dizer que:

Rot (7, —a) = Rot (-7, «)

e Translacao e rotacao: E a composicao simultanea da translacao e da rotagao apresen-
tadas anteriormente. E interpretado como uma translagao seguida de uma rotagao,

nessa ordem.

A notagao adotada é Trans () Rot (2, «), sendo U o vetor que caracteriza a translagao,

Z o eixo da rotacao e a o angulo da rotacao.

A representacao por simbolos da operacao da transformacao geométrica de translacao

e rotagao é apresentada na Proposi¢ao 2.57.

A Figura 2.4 ilustra alguns exemplos de isometrias diretas no plano e no espaco,
com as notagoes adequadas.

Quando a translagao ocorre no plano, a notagao também é Trans (7). O que muda
é que 7 € V2. A rotacdo, por sua vez, é denotada apenas Rot (c), pois se d& em torno da
origem O = (0, 0).

Este trabalho aborda as isometrias diretas, uma vez que essas transformacoes podem

ser aplicadas a objetos rigidos, conforme é apresentado na Secao 3.1.
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Figura 2.4: Isometrias diretas em R? e R3

(a) Trans (¥), com ¥ = (3, 2) (b) Trans (), com ¢ = (—1,1,2)

H
55

7.5

(d) Rot (Z, @), com o = 30°

o

(e) Trans (¥) Rot (o), com ¥ = (3,1) e @ = 30° (f) Trans (¥) Rot (Z, @), com ¢ = (-2,1,1) e
a = 30°

B
Hr

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.2 Grupos Matriciais

Nessa secao é feita a apresentacao do conceito de grupo algébrico e também sao

relacionados os grupos matriciais que foram utilizados no desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 2.41: Grupos sao conjuntos em que dois elementos se associam por meio
de uma operacao bindria para formar um terceiro, e esta operacao é dotada de certas
propriedades. Por exemplo, seja o grupo G, os elementos a, b, ¢ € G, e a operacao binaria
%, tém-se, entao, as seguintes propriedades:
Fechamento axbe G
Associatividade (a*b)*xc=ax* (bx*c)

Elemento neutro dneG;axn=n*xa=a

Elemento inverso Ja'e€G;axal=alxa=n
Exemplo 2.2.1: O conjunto dos numeros inteiros Z é um grupo quanto a operacgao

bindria adi¢ao (+). Além das propriedade de fechamento e de associatividade, o elemento

neutro ¢ 0 0 € Z, e o inverso de k € Z ¢ —k € Z.

Exemplo 2.2.2: O conjunto {1} é o menor grupo quanto & operacao bindria multiplica¢ao

(+), pois o elemento 1 é neutro na multiplicagao e inverso multiplicativo de si mesmo.

Antes de apresentar os grupos matriciais utilizados nesse trabalho, faz-se necesséario

apresentar a seguinte definicao:

Definigao 2.42: Define-se como M,, (R) o conjunto das matrizes reais quadradas de

ordem n.

Quanto a adigdo, o conjunto M,, (R) é um grupo, com elemento neutro 0,, e, como
elemento inverso de uma matriz A, € M, (R), a matriz —A,, € M,, (R). No entanto,
quanto a multiplica¢ao, M,, (R) ndo é um grupo, pois nao sao todas as matrizes de ordem

n que possuem inverso multiplicativo.

Definicao 2.43: O subconjunto de M,, (R) com matrizes invertiveis de ordem n, dotado
da operagao multiplicacdo, é definido como grupo linear real, denotado GL, (R). A

representacao simbdlica é:

GL, (R) = {A € M,; det (A) # 0}
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1 2 3
Exemplo 2.2.3: A matriz A = |2 3 1| € M; também pertence a GLj, pois

31 2
det (A) = —18 # 0.

Definicao 2.44: Define-se como grupo ortogonal de dimensao n o subgrupo de GL,, em
que as matrizes transpostas sao iguais as inversas de cada elemento. A representacao

simbdlica é:
O (TL) - {Qn S GLn (R), Qnil - QnT}
Proposicao 2.45: Seja @ € O (n). Tém-se, entao, que det (Q) = £1.

Demonstracao. Pela definicio, tem-se que @ - Q7 = I. Dessa forma, se d é o
determinante de (), entao, pelo Teorema de Binet 2.20 e pela Proposicao 2.11,

conclui-se que:

det (Q - Q) = det (I)
det (Q) det (Q") = det (1)
d-d=1
d=+1
d=+1 O

Os grupos matriciais utilizados no desenvolvimento desse trabalho sao o Grupo
Ortogonal Especial e o Grupo Euclidiano Especial, apresentados nas Subsecoes 2.2.1 e
2.2.2, respectivamente. As propriedades de ambos os grupos se dd quanto a operacgao de

multiplicagao.

2.2.1 Grupo Ortogonal Especial

Definigcao 2.46: Também conhecido como grupo das matrizes rotacionais, o grupo
ortogonal especial é o subgrupo de O (n) com matrizes de determinante 1. O grupo é

denotado como SO (n) e, por simbolos, tem-se que:

SO (n) = {R, € GL, (R); R, ' =R, " e det (R,) =1}
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No espaco vetorial V? tém-se que R € SO (2) é da forma:

11 Ti2

R =
T21 Ta2
onde tem-se que os vetores unitérios & = (111, re1) € ¥ = (r12, r22), com a relagao & L 7,
formam uma base ortonormal de V2.

No espaco vetorial V?, por sua vez, tém-se que R € SO (3) é da forma:

1 Ti2 T3
R= T21 To2 T23

31 T32 T33

onde o terno de vetores T = (711, 791, 731), ¥ = (712, 22, T32) € 2 = (713, 793, r'33) formam
uma base ortonormal de V3.

As propriedades de grupo de SO (n), ou seja, fechamento, associatividade, elemento
neutro e elemento inverso, sao demonstradas nas Proposicoes 2.47, 2.48, 2.49 e 2.50 a

seguir, respectivamente.

Proposigao 2.47 (Fechamento em SO (n)): Se R(;) € SO (n) e Ry € SO (n), entao
RoRe) €50 (n).

Demonstragao. Ao multiplicar R(1)R2) pela sua transposta, tem-se que:

A igualdade (a) vem da Proposigao 2.7, a (b) vem da associatividade da
multiplicagdo de matrizes e a igualdade (c¢) vem do fato da transposta ser igual a
inversa em SO (n), logo R(g)R(g)T = I,, que é elemento neutro na multiplicacao.

Como a multiplicagao pela transposta resultou em uma matriz identidade,
pode-se concluir que a matriz R()R 2y ¢ ortogonal, pois (R(l)R(Q))T = (R(l)R(g))_l.
Uma vez que det (R(l)) = det (R(g)) = 1, pelo Teorema de Binet 2.20, tem-se que
det (R(I)R(Q)) = 1. Dessa forma, conclui-se que R(yR2) € SO (n). O
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Proposigao 2.48 (Associatividade de SO (n)): Se Ry, Re), R € SO (n), entao
(RwR@) R = Ra) (Re)Re)-

Demonstracao. O resultado é obtido aplicando a propriedade de associatividade

da multiplicacao de matrizes. O]

Proposicao 2.49 (Elemento Neutro de SO (n)): Se R € SO(n), entdo existe o
elemento I, € SO (n) tal que R- I, =1,-R =R.

Demonstracao. O produto segue da propriedade de elemento neutro da multipli-
cacdo de matrizes. Basta, entdo, verificar se I, € SO (n), o que é verdade, pois

det (I,)=1el, ' =1,". O

Por defini¢ao, as matrizes pertencentes a SO (2) e SO (3) representam bases ortonor-

. 2 3 . . .
mais de V= e V”, respectivamente. Logo essas matrizes podem representar geometricamente
o sistema de coordenadas, uma vez que tal representacao depende de uma base, conforme
a Definicao 2.29. Por exemplo, as matrizes I e I3, que representam as bases canonicas do

plano e do espaco, nessa ordem, podem ser representadas conforme exposto na Figura 2.5.
Figura 2.5: Representacao das matrizes identidade

(a) Iz no plano. (b) I3 no espaco.

08| -

06 F

0af 0.4

02F

-02 0 02 0.4 0.6

Fonte: Elaborado pelo autor.

As matrizes diferentes de I e I3, mas que também pertencem a SO (2) e SO (3),
possuem uma representacao similar no plano e no espaco, respectivamente, mantendo as
ortogonalidades. Porém no plano os eixos nao coincidem com os representados por I, e,

no espago, dois ou trés eixos nao coincidem com os representados por /3.
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Proposicao 2.50 (Elemento Inverso de SO (n)): Se R € SO (n), entao existe
R™'e€S0(n), tal que R-R™' = I,.

Demonstragao. Como det (R) = 1, entdo a matriz possui inverso multiplicativo.
O produto segue, entao, da propriedade de elemento inverso da multiplicacao de
matrizes. Basta, entdo, verificar se R™! € SO (n). De acordo com a Equacio 2.4,
tem-se que det (Rfl) = detl(R) = % =1, e, como R'- (Rfl)_l =R ' R=1,
conclui-se que R € SO (n). O

Proposicao 2.51: Toda matriz R € SO (n) descreve uma mudanga de base em V".

Demonstracao. Seja a base B = {é}, é,,..., €,} representada pela matriz
Riy=le; es ... e,| €SO(n), no qual cada e; representa o vetor coluna cor-
respondente ao i-ésimo vetor da base, com 1 < ¢ < n. De acordo com a Proposicao
2.47, o produto RR(;) também pertence a SO (n), logo descreve uma base ortonor-
mal de V" Escrevendo da forma RR(;) = [61/ es ... en’}, tem-se o seguinte
resultado:

e/ ey ... en’}ZR[el ey ... en}

Pela Definicao 2.37, é possivel afirmar, entao, que a multiplicacao a esquerda por R
significa uma transformacao linear de mudanca de base. Caso

e/ =e;Vie{l,2,...,n}, entdo R = I,,. ]

Corolario 2.52: Sejam as matrizes R(1), Rz) € SO (n). Existe uma matriz R € SO (n),

tal que R(1) = RR(a).
Demonstracao. O resultado é obtido quando R = R(l)R(g)*l. O

Os resultados da Proposicao 2.51 e do Corolario 2.52 afirmam nao somente que uma
matriz R € SO (n) representa uma transformagao linear de mudanga de base, mas que
toda mudanca de base possui uma matriz representante pertencente a este grupo. Caso
R = I, é realizada uma transformacao identidade, a qual todo vetor permanece inalterado.

Quando a notacao 4R € SO (n) é utilizada, significa que a matriz representa uma
transformacao do sistema de coordenadas de referéncia, cuja base é a matriz identidade,
para o sistema de coordenadas A. A notacio 4R € SO (n), por sua vez, significa a

transformacao do sistema de coordenadas A para o sistema de coordenadas B.
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A implicagao geométrica da mudanca de base ocorrida ao se multiplicar um vetor a

esquerda por uma matriz pertencente a SO (n) é verificada no resultado a seguir:

Proposicao 2.53: Seja um vetor u = R - v, onde u,v € V" e R € SO (n). E vélido que

[ull = [lv]-

Demonstragdo. Como ||u|| > 0, fazendo uso da Equacio 2.7, tem-se que:
lu’=u’ - u=R-v)" - (R-v)=v"-RT " R-v=0"-v=|v| O

O resultado apresentado pela Proposicao 2.53 afirma que a multiplicacao a esquerda
por AR nao altera a norma do vetor. A representacio geométrica dessa operacdo consiste
na alteragdo do sistema de coordenadas do vetor, que muda do sistema A para o B.
Como RO, x1 = 0,,x1 e todo vetor de V" possui a origem como ponto inicial, a operacao de
multiplicar & esquerda por AR representa a rotaciao do vetor, mantendo a origem inalterada.

No plano, a matriz R € SO (2) representa a transformagao geométrica Rot («),
sendo a 0 angulo de rotacao em torno da origem. Sendo assim, a matriz R é da seguinte

forma:

COS —sen o«
R = (2.9)

Sen « COS &

Exemplo 2.2.4: Seja o vetor v = [2, 3]T. Ao se multiplicar este vetor a esquerda pela ma-
) cos 30°  —sen 30° \@

triz R = =
sen 30°  cos 30°

€ SO(2) é obtido o vetor

N
N
Wl o=

T
v/ =Rwv = [\/3 -31- 3‘/75 ~ 0,232 3,598]". A representacio geométrica dessa mul-
tiplicacao, demonstrada pela Figura 2.6, apresenta uma rotacao do vetor em 30° em torno

da origem, isto é, Rot (30°), segundo a notagao de transformacao geométrica no plano.

Para verificar o significado da matriz R € SO (3) como uma rotagao no espago,

faz-se necessario verificar os resultados a seguir.

Proposicao 2.54: O moédulo dos autovalores de uma transformacao linear descrita por

uma matriz R € SO (n) é 1.
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Figura 2.6: Rotacao de 30° no plano

/ - - - x - Referéncia

7 y - Referéncia

Fonte: Elaborado pelo autor.

Demonstracao. A Definicao 2.35, quanto a autovalores e autovetores, afirma que:
Rv = \v

Considerando a norma dos vetores, tem-se que:

IR [* = [ Av]”
IR [* = A [l]”

Uma vez que, pela Proposicio 2.53, |[Rv||> = ||v||*, segue que:
2 201 12 2
[olI” = AF[lo]]” = A =1
Como o médulo é sempre nao-negativo, conclui-se que |A| = 1. ]

Teorema 2.55 (Teorema de Rotagao de Euler): Qualquer rotagao no espago que
mantém constante um ponto, também mantém constante um eixo. Em outras palavras, se

R € SO (3), entao existe um vetor nao nulo v, tal que Rv = v.

Demonstragao. Utilizando a definicao de autovetor e autovalor, v é o autovetor
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associado ao autovalor 1. Logo, é necessario provar a existéncia deste autovalor
unitario.
A equacao Rv = \v, que define autovetores e autovalores, pode ser escrita

da forma:

Rv=Mv= (R—A)v =03

Essa tultima equagao somente tem solucao nao-trivial, isto é, com v nao-nulo,
se o polinoémio caracteristico p () = det (R — AI) possuir raizes reais.

Como o polinomio é de terceiro grau, ele possui ao menos uma raiz real.
Levando em conta que det (R) = 1, e as Proposigdes 2.36 e 2.54, tem-se os seguintes

Casos:

1. O polindmio possui trés raizes reais Ai, Ay, A3. Como as raizes possuem maodulo
unitario e o produto das raizes é igual a 1, ou as raizes sao (—1, — 1, 1) ou

sao (1,1, 1);

2. O polinémio possui uma raiz real A\; e duas raizes complexas conjugadas Ay e

A;. Como Mg - \j = A2 =1, tem-se que A\, = 1.

Em ambos os casos existe a raiz 1. Sendo assim, como R possui um autovalor

unitario, existe um autovetor v tal que Rv = v. O

Geometricamente, o vetor pertencente a V> que permanece inalterado ao ser multi-
plicado a esquerda por uma matriz de rotacao R € SE (3), conforme demonstrado pelo
Teorema de Euler 2.55, é o eixo da rotacao no espago. O sentido do vetor define o sentido
da rotacao, conforme a regra da mao direita apresentada na Figura 2.2b.

As rotacoes no espaco que sao mais relevantes para o desenvolvimento desse trabalho
sao as que acontecem em torno dos vetores que representam os eixos I, ¥ e 2 do sistema
de coordenadas. As matrizes 4R = Rot (Z, o), sgR = Rot (¢, ) e ¢cR = Rot (2, ), com

4R, BR, ¢R € SO (3), sao representadas da seguinte forma, respectivamente:

1 0 0
AR= 10 cosa —sena

0 sena cos«
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cosf 0 senpf
BR = 0 1 0
—senf 0 cosf

cosy —senvy 0
cR= [seny cosy 0
0 0 1

Exemplo 2.2.5: A rotacao de 45° em torno do eixo Z, representado como Rot (Z, 45°),

exemplificado pela Figura 2.7, é dado pela seguinte matriz:

cos45° —sen4b° 0 0,707 —0,707 0O
AR = |sen45° cos45° 0| =~ |0,707 0,707 0
0 0 1 0 0 1

Figura 2.7: Representacao de Rot (2, 45°)

= = = X - Referéncia
— — - ¥ -Referéncia
= = = Z- Referéncia
X - Fimal
1 ~ e y - Final
Z - Final
0.8
e
0.6
]

1.5

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.2.2 Grupo Euclidiano Especial

Definigao 2.56: Denotado por SE (n), o grupo euclidiano especial é aquele que contém
matrizes que descrevem as isometrias diretas de um espago n-dimensional.
A representagido se dd por matrizes de dimensoes (n+ 1) x (n+ 1), chamadas

matrizes de transformacao homogénea, que sao da forma:

R p
len 1

T =

onde R € SO (n) e pe V™.

Proposicao 2.57: Todas as isometrias diretas do plano e do espaco podem ser descritas

por uma matriz pertencente a SE (2) e SE (3), respectivamente.

Demonstragio. Escrevendo o vetor 7 = (vi,v2) € V? como v’ = [vT 1}T =
[0y v 1], a0 se multiplicar T € SE (2) por v/, obtém-se:

T.of = R p 1Yl R-v+p

len 1 1 1

T . ~ -
O vetor [R-v+p]" é o vetor v apdés uma transformacao de translagao

descrita por p e uma rotacao descrita por R. Se a transformacao for de somente
translagao, tem-se que R = Iy, e se for somente de rotacdo, tem-se que p = [0 O]T.

A demonstracao para o espago, com T € SE (3), é andloga. n

Dessa forma, a transformacao geométrica € : R? — R3, que representa isometrias
diretas no espaco, é da forma:

Q (v)] = Tw, (2.10)

onde T € SE (3), e os vetores coluna [Q2 (v)] e v possuem quatro elementos, sendo os trés
primeiros as coordenadas de R?® e o quarto, o valor 1, ou seja, sao da forma [vy, vo, v3, 1]T.

Como, segundo a Defini¢ao 2.29, um sistema de referéncia pode ser representado
por um par composto por um ponto e uma base ortonormal , isto é, (O, B), ao se aplicar
uma translacao ao ponto O e uma rotacao, que representa uma mudanca de base em B, é
realizada, entao, uma mudanca do sistema de referéncia.

As quatro proposigdes a seguir provam as propriedades de grupo de SE (n).



Capitulo 2. Fundamentacao Teorica 54

Proposigao 2.58 (Fechamento em SE (n)): Se 4T € SE(n) e gT € SE(n) entao
Aqh;T S SED(n).

Demonstracao. Ao se multiplicar as matrizes, obtém-se:

AR py BR  pp
_01><n 1 O1xn 14

ATpT =

ARBR+py-01xn aR-pp+py- 1
_01><n BR+11-01xn Oixn-pp+11-1;

AE{BRJ ARJU;*‘?A
len 11

Conforme a Proposicao 2.47, a submatriz 4RgR € SO (n). Como a submatriz

ARpp + pa tem dimensoes n x 1, pode-se concluir que 4TgT € SE (n). O

Proposicao 2.59 (Associatividade de SE (n)): Se 4T € SE(n), gT € SE(n) e
cT e SIE(n),entéo C4TE{P)CFP::A'T(ijqu.

Demonstracao. O resultado é obtido aplicando a propriedade de associatividade

da multiplicacao de matrizes. O]

Proposicao 2.60 (Elemento Neutro de SE(n)): Se T € SE(n), entdo existe o

elemento I,,;1 € SE(n) tal que T - [,,,; = L,,1-T=T.

Demonstra¢ao. Como a matriz T € SE (n) possui ordem n + 1, o produto segue

da propriedade de elemento neutro da multiplicacao de matrizes. Basta, entao,

I, 0,

verificar se I,,,1 € SE(n), o que é verdade, pois I,,;; = < , €, como
len 11

I, € SO (n) conforme a Proposigao 2.49, tem-se que I+, € SE (n). O

Em SE (3) a matriz I, significa o sistema de referéncia dos eixos das coordenadas
reais @, ¥ e Z. Significa, também, aplicar nenhuma translacao e nenhuma rotacao ao

sistema de coordenadas. A Figura 2.5 representa Iy em SE (3).

R
Proposigao 2.61 (Elemento Inverso de SE (n)): Se T = P € SE (n), existe

len 11
T'cSE(n), talque T-T ' =1,.,.
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Demonstracao. O produto segue da propriedade de elemento inverso da multiplica-

cdo de matrizes. Basta, entdo, verificar se T™' € SE (n). Suponha a existéncia de
/ /

. _ p .
tal matriz da forma T~ = € SE (n). Sendo assim, tem-se que:

O1><n 11

R p R p
_01><n 11 01><n 11

R-R+p0ixn R-p+p-1L
_01><n'R/+p'01><n Otxn - P +11- 14

R.R R-p+p-1
- PP (2.11)
len ]-1

Dessa forma, para que R-R’ = I,,, tem-se que R’ = R’ , conforme a Proposicio

2.50. Para que R-p' +p-1; = 0,1, tem-se que R-p’' = —p = p' = —Rp.

R
Por fim, conclui-se que, para a matriz T = P , a sua inversa é
01><n 11

R" -R”

T-1 — p O
O1><n 11

I, L,
Proposigao 2.62: Sejam as matrizes T(;) = Pay e T = Pey , ambas
O1xn 11 Oixn 14

pertencentes a SE (n), as quais representam as translagoes Trans (p(l)) e Trans (p(Q)),

respectivamente. A matriz T = T(y) - T(9) equivale a translacao Trans (p(l) + p(z)).

R
Proposicao 2.63: A matriz T = P € SE(n), com R #1,,, n = {2, 3} e o vetor
O1><n 1l

p nao nulo, tem-se que T equivale a aplicacao de uma translagao e uma rotagao, nessa

ordem.

Demonstracao. A prova se da ao multiplicar as matrizes equivalentes as transfor-

I P R 0 1
macoes geométricas, pois . =T O

01><n 11 01><n 11

Exemplo 2.2.6: A matriz 4T € SE(3) que equivale as transformagoes
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Trans (p) Rot (Z, 30°), onde p'= (1, — 1, 0), exemplificada pela Figura 2.8, é dada por:

cos30° —send0° 0 1

sen30° cos30° 0 -1
0 0 1 0
0 0 0 1

Figura 2.8: Representacao de Trans (p) Rot (Z, 30°) em SE (3)

= = * X - Referéncia
~ = -y - Referéncia
= = - z-HReferéncia
I x - Final
I —— y - Final
1
™~ | z - Final
0.8
™ |
0.6
™ |
0.4
~ )\
02
s
]
)
-~

Fonte: Elaborado pelo autor.



3 Desenvolvimento

Nesse capitulo sao utilizados os conteidos apresentados na fundamentacgao tedrica
em atividades praticas, sendo a primeira a de posicionamento de objetos rigidos no plano
e no espaco, e a segunda, a descricao de um braco robdtico no espago, por meio de uma

abordagem computacional.

3.1 Posicionamento de um Objeto Rigido

O problema abordado nessa secao consiste em especificar quantas e quais sao as
informacoes necessarias para descrever o posicionamento de um objeto tanto no plano
quanto no espaco.

Como exemplo, para a analise no plano é considerado um triangulo escaleno,
onde os lados possuem dimensoes inalteraveis a, b e ¢, opostos aos vértices A, B e C,
respectivamente. Para a realizacao da andlise no espago ¢ utilizado um prisma, cuja face
da base seja congruente ao triangulo analisado no plano, e a altura desprezivel.

Para que seja possivel ter referencial no posicionamento, este foi realizado no plano

e no espaco cartesianos, isto ¢, em R? e R3, respectivamente.

3.1.1 Posicionamento no Plano

O posicionamento do objeto no plano se inicia com a escolha livre de um ponto
no plano cartesiano para posicionar o ponto A. Essa escolha envolve duas variaveis, que
representam as coordenadas do ponto A no plano OXY de referéncia. Essas variaveis
serdao representadas como x4 e y4.

Uma vez definido o ponto A, é posicionado o ponto B do objeto. E f4cil verificar que

a escolha da posicao do ponto B nao ¢ livre, isto é, nao se pode tomar quaisquer coordenadas

., , . . . o~ 2 2
Tp € yp, pois é necessario satisfazer a restricao d(A,B) = \/(xB —x4) + (yp —ya) =c.
Dessa maneira, para que a restricao seja facilmente cumprida, é utilizada uma

variavel a, que representa o angulo compreendido entre a reta r, paralela ao eixo OX que

57
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passa por A, e a semirreta 1@ .

Uma vez fixados os pontos A e B, o ponto C' possui somente um local para

ser posicionado, obedecendo as restrigoes d(C,A) = \/(xA —2e)’+(ya—yc)’ = be

d(C,B) = \/(:cB — 20)* + (yp — ye)® = a. Para o posicionamento do objeto no plano nao
é considerada a opgao de vira-lo em torno do eixo AB, uma vez que exigiria um movimento
em uma terceira dimensao. A Figura 3.1 exemplifica o posicionamento final do triangulo

no plano.

Figura 3.1: Posicionamento do triangulo no plano

Fonte: Elaborado pelo autor.

Conclui-se, entao, que bastam trés variaveis para representar o posicionamento de
um objeto no plano, a saber as duas coordenadas de um ponto qualquer do sélido e uma
variavel que representa um giro deste no plano.

Para utilizar a notacao do grupo euclidiano especial SE (2), conforme a Segao 2.2.2,

tem-se que:
e O referencial do objeto é o ponto A, que passa a ser a origem do sistema de referéncia;

e O deslocamento inicial do ponto A no plano é dado pelo vetor p'= (x4, ya);
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e O giro do objeto em torno do ponto A é no valor do angulo «;

Dessa forma, a matriz de transformagao homogénea T € SE (2) equivalente ao

deslocamento é a seguinte:

cosa —sena T,
T = [sena cosa ya
0 0 1

3.1.2 Posicionamento no Espaco

Semelhantemente ao que foi feito no plano, ao iniciarmos o posicionamento do
prisma no espaco, sao fixados um de trés pontos nao-colineares pertencentes ao solido.
Tomando um ponto A aleatorio, os dados necessarios para seu posicionamento sao as suas
coordenadas no espago (T4, ya, 24).

Apés fixarmos o ponto A, deve-se posicionar um ponto B, pertencente ao sélido.
Como a distancia entre A e B é constante, ha uma restrigdo na escolha do local de
posicionamento do ponto B, que tem que estar contido na esfera com centro em A e com
raio d(A,B) = \/(xB —x4)’ + (yp —ya)’ + (25— 24) = c.

De forma a facilitar a representacao, sao utilizados dois angulos, 6 e ¢, que represen-

tam as referentes coordenadas esféricas, conforme a Definicao 2.32, do ponto B em relacao
aos vetores paralelos a ¥, ¥ e Z que passam no ponto A. O comprimento do segmento AB
¢ a coordenada p restante.

Uma vez fixado os pontos A e B, é posicionado, entao, um ponto C', também contido
no prisma, e nao colinear a AB. E possivel observar que o ponto C' necessariamente tem
que estar contido no circulo de raio d (AB,C') e centro em C’, que é a intersegao da reta
perpendicular a AB que passa por C e a propria reta AB. Esse circulo é a intersecao
entre as esferas com centro em A e raio d (A,C') e com centro em B e raio d (B,C'), uma
vez que, pelo fato de A, B e C nao serem colineares, d (A,B) < d (A,C) 4+ d(B,C). Para
posicionar o ponto no circulo, basta que haja uma representacao por meio de um angulo v,
em relagdo a um plano qualquer que contenha AB.

Apos fixar os pontos A, B e C, é realiza uma tentativa, entao, de fixar um quarto
ponto D, contido no sélido. No entanto, por haver trés restrigoes, isto é, a distancia do
ponto D a qualquer um dos trés pontos ja fixados, resta apenas uma posicao para o quarto

ponto, e qualquer variavel associada ao seu posicionamento seria redundante. Dessa forma,



Capitulo 3. Desenvolvimento 60

pode-se afirmar que, para posicionar um objeto sélido no espaco, bastam se utilizar seis
variaveis, sendo trés coordenadas e trés angulos. A Figura 3.2 exemplifica o posicionamento

final do prisma no espaco.

Figura 3.2: Posicionamento do prisma no espaco

Fonte: Elaborado pelo autor.

Utilizando a notagao do grupo euclidiano especial SE (3), conforme a Segao 2.2.2,

tem-se que:

A origem do sistema de referéncia do objeto no espaco é o ponto A;

O eixo 4 do objeto, denotado 7, é colinear a AB e o0 eixo Z do objeto, denotado 2, é

colinear a A( % ;

O deslocamento inicial do ponto A no espago é dado pelo vetor p'= (24, ya, 24);

Se forem feitas as conversoes a = 90° — ¢ e f = 90° — 6, os angulos «, 5 e v

representarao rotagoes sucessivas em torno dos eixos Z,, ¥/ e 2/, respectivamente,
onde ¥/ é o eixo ¥, apés a primeira rotacao em torno de z,, e 2/ é o eixo Z, apds
as duas primeiras rotagoes sucessivas. Os angulos «, 8 e v, que descrevem as trés

rotacoes sucessivas, sao denominados Angulos de Euler[22).

Dessa forma, a matriz de transformagao homogénea T € SE (3) equivalente ao

deslocamento é a seguinte:
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1 0 0 x4 1 0 0 0 cB 0 sp 0 cy —svy 0 0

T 0 1 0 ya 0 ca —sa 0 0O 1 0 0 sy cy 00

0 0 1 zu 0 sa ca 0 —sfB 0 ¢cB 0 0 0 10

000 1 0 0 0 1 0O 0 0 1 0 0 01
cfBcry —cfsy sp TA

casy+cysasf cacy—sasffsy —cfBsa ya
sasy—cacysf cysa+casffsy cacf  za

0 0 0 1

€Il que Cx = Cosa, S = Ssen« etc.

3.1.3 Graus de Liberdade

Graus de liberdade, na Mecanica, é o de conjunto de varidveis que representam
a posicao e o deslocamento de um objeto rigido ou de um sistema em um espaco n-
dimensional.

Tomando como referéncia o posicionamento de objetos rigidos realizado nas sec¢oes

anteriores, é valido que:

e No plano sao necessarias 2 + 1 = 3 variaveis para representar a posicao do objeto,

totalizando 3 graus de liberdade;

e No espaco tridimensional sao necessarias 3 + 2 4+ 1 = 6 varidveis para posicionar o

objeto, totalizando 6 graus de liberdade;

3.2 Simulacao do braco robético

Nessa secao sao apresentados os conceitos relativos a bracgos robéticos, a notacao
de Denavit-Hartenberg e o processo de simulagao por meio de ambiente computacional.

O objetivo principal é comparar a representacao do efetuador de um brago robdtico
por meio da notacao de Denavit-Hartenberg, ou seja, por um produto de matrizes de
SE (3), com a posigao e orientagao do efetuador de um brago real. A representacao dada é
por meio do ambiente computacional da linguagem de programacao Octave e a verificacao
da posicao do braco, por meio do simulador de robética CoppeliaSim, ambos apresentados

nas proximas subsecoes.
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3.2.1 Definicao de brago robdtico

O termo robo foi originado da palavra tcheca robota, que significa trabalho escravo,
e surgiu pela primeira vez na obra de ficcao “R.U.R.”, do escritor Karel Capek, em 1920.
No enredo, humandides sao criados a partir de matéria organica, a fim de exercerem
atividades servicais a humanos.

O autor que ganhou mais fama com o tema robdtica, a partir do ano 1950, foi Isaac
Asimov, com os livros “Eu, Robd”, “O Homem Bicentenério”, os livros da série Robos entre
outros.

Dentre alguns robos conhecidos na ficcao, pode-se destacar a empregada doméstica
Rosie, do desenho animado Os Jetsons, os droides C-3PO e R2-D2, da saga Star Wars, o
Bender, da série Futurama, Wall-E, do filme homonimo, entre outros.

Na vida real, no entanto, o conceito de robos nao é unanime. Enquanto alguns
consideram robo qualquer equipamento automatizado que realize uma tarefa, o que
incluiria, por exemplo, as maquinas de lavar roupas, o conceito mais aplicado se restringe
aos equipamentos que podem ser reprogramados, de forma a executar func¢oes que nao
foram pré-programadas em sua construcao.

Por mais que haja robos no ambiente doméstico, como aspiradores de p6é automaticos,
segundo Mihelj et al.[23], os sistemas robéticos mais tteis e eficientes, atualmente, sao
os manipuladores roboticos industriais, que podem substituir os trabalhadores humanos
em trabalhos dificeis ou mondétonos, ou onde o homem pudesse se deparar com condigoes
perigosas.

O manipulador robdético mais comum é o brago robdtico, que é um equipamento
mecanico similar aos membros superiores humanos, com articulagoes e partes sélidas,
podendo executar tarefas diversas. A juncao das partes do bracgo robdtico se dd o nome
de cadeia aberta, pois podem ser representados por um conjunto de mecanismos simples
ligados, que possuem movimentacao independente. Os componentes que formam a cadeia

do bracgo robético, conforme o exemplo da Figura 3.3, sao os seguintes:

e Base: onde o braco é fixado, podendo ser classificada como fixa, quando instalada em
uma estrutura imoével, ou mével, quando ¢é instalada em um carro, trilho ou algum

outro equipamento que se desloque;

e Elos: objetos rigidos responsaveis por dar comprimento e sustentagao ao braco;
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Figura 3.3: Brago robético IRB 140 da marca Asea Brown Boveri (ABB)

EFETUADOR

ELOS
JUNTAS

BASE = ;

Fonte: ABB|[24], com marcagoes do autor.

e Juntas: mecanismos que transmitem movimento ao conjunto. Estao instaladas entre
os elos, mudando a posicao relativa entre estes. Elas sao classificadas quanto ao tipo
de movimentagao que exercem, sendo as de movimento linear chamadas de juntas
deslizantes ou prismaticas e as de movimento rotacional, juntas rotacionais ou de

revolugao;

e Efetuador: elemento final da cadeia. E onde é instalada a ferramenta que exercera
a atividade final proposta pelo braco robdtico. Alguns exemplos de ferramentas
comuns instaladas nos efetuadores sao garras, eletroimas, ventosas, parafusadeiras,

equipamentos de soldagem, entre outros.

Define-se como cinematica direta o uso de recursos matemaéticos para se localizar
o efetuador do brago robético, fazendo o uso de informacoes da localizacao da base, do
tamanho dos elos e da posicao das juntas.

Ao conjunto de todas as posi¢oes e orientacoes as quais o brago robdtico pode
alcancar é dado o nome de espaco de trabalho.

Além da cinemaética direta, outras areas de estudo de bracos roboticos sao os

seguintes:

e Cinematica inversa, na qual, dada uma posicao para o efetuador, é verificada o

conjunto de solugoes de posicao das juntas para alcancé-la, caso seja possivel;
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e Dinamica, onde é verificado o torque, momento, e demais forgas envolvidas na tarefa

do brago robotico;

e Controle, que lida com a maneira a qual é possivel enviar comandos para o braco, de
forma a alterar a posigdo de juntas, e/ou operar as ferramentas acopladas em seu

efetuador;

e Automacao, que € a area que lida com a sequéncia de tarefas a serem executadas,
bem como na geracao de trajetérias, tendo em consideragao algumas variaveis, como

o tempo e a resposta de sensores externos a maquina.
O estudo de caso desse trabalho se ateve a cinemaética direta do brago robdtico.

3.2.2 Notacao de Denavit-Hartenberg

Denavit e Hartenberg[25] apresentaram uma proposta de utilizagdo de matrizes
para representar mecanismos. Em suma, propuseram a utilizacao de matrizes para a
descri¢ao de mecanismos, incluindo seus componentes, contendo as informagcoes necessarias
para, nao somente descrever seu posicionamento, mas também sua orientagao.

A representacao de um elo de um brago robdtico se da por meio de uma translacao
com valor constante. As juntas rotacionais sao representadas por uma rotacao com angulo
variavel e as prismaticas, como uma translagao com comprimento varidavel. O sistema
de coordenadas adotado na descricao de um elemento leva em consideracao o sistema de
coordenadas de todos os elementos anteriores reunidos.

Por exemplo, o brago robédtico planar apresentado por Siciliano et al.[26], presente
na Figura 3.4, possui trés elos e trés juntas rotacionais, e o ponto P descreve a posicao do
final da cadeia, isto é, seu efetuador. Segundo a notacao de Denavit-Hartenberg, a cada
um desses elementos ¢é atribuida uma matriz de transformagao homogénea.

Como o exemplo é no plano, a matriz de rotagao que equivale a cada junta é similar
a matriz apresentada na Equagao 2.9, s6 variando o angulo em questao. Com as juntas
em estado inicial, isto é, com valor 0° atribuido aos angulos 9, ¥5 e Y3 da Figura 3.4, os
elos sao representados como translagoes ao longo do eixo . A descricao de cada elemento

acontece, entao, da seguinte forma:
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Figura 3.4: Braco robdtico planar

Fonte: Siciliano et al.[26].

_cos ¥ —seniy O- _1 0 al-
Junta 1: Ty = |send; cosd¥; 0 Elol: Tey= (0 1 0
0 0 1 00 1

_cos ¥y —sent, O- -1 0 aQ-
Junta 2: T(j2) = [sendy costdy 0 Elo2: Tyy= 10 1 0
0 0 1 00 1

-COS 3 —sents 0- -1 0 a3-
Junta 3: T(33) = |senvs cosd3 0 Elo3: Tmsy= |0 1 0
0 0 1 00 1

Ainda segundo a notagao, a matriz T(gs que representa o efetuador do braco
robdtico, descrevendo o sistema de coordenadas ao qual o ponto P ¢é a origem, é dada pelo

produto:

Ten =TonTeEnToyTeEyTws)Tes)
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3.2.3 A linguagem de programacao Octave

O Octave é uma linguagem de programacao de alto nivel, destinada inicialmente a
calculos numéricos, mas que possui muitas ferramentas para resolver problemas comuns de
Algebra Linear[8]. Além da sintaxe simples e da facilidade de manipulagao de matrizes, a
escolha da linguagem de programagao Octave se mostrou conveniente devido ao seu bom
ambiente de programacao, sua facil customizacao, as ferramentas de plotagem de graficos
e a criacao de interface grafica de usuario. A versao do Octave utilizada é a 5.2.0, em um
computador com sistema operacional Microsoft Windows 10.

O ambiente de programacao do Octave, ilustrado pela Figura 3.5, possui, basica-

mente, os seguintes itens em sua interface grafica:

Figura 3.5: Ambiente de programacao do Octave

) Octave - [m] X
Arquive  Editar  Depurar  Janela  Ajuda  Novidades 1

b D Diretdrio Atual: | s\Documents\PROFMAT \Dissertacio\Octave V| & ; 2
Navegador de Arguivos & X Janela de Comandos g X
- = A
C:/Userssdgoncalves/Documents PROFMAT [Dissertacio/Octave ~ | & \f‘i Tef
Name Diagonal Matrix
Robé IRB140 ABB
| | logo_cefet_wt.png 1 0 0 0
| ] lego_cefet.png 3 0 1 0 0 6
| | logo_encontro.png 0 0 1 0
| ] lego_profmat.png 0 0 0 1
| | octave.png
o
A robo.m .
~ origx = -28.€13 v
Ambiente de Trabalho (=2 S >
Fitrar [] Janela de Comandos Documentacio Editor de Varidveis
MNome Classe Dimensdo  Valor  Atributo ~ | Editor e x
T double Ael0 Arquive  Editar  Visualizar Depurar  Executar  Ajuda
i F 2 = = Py
0 double 454 01, 0... [ w-23E wlls i e@ew »
Tef double Axd [-1, . 4
alphal double Tacl 3.1416 robo.m 3
22 AAS o - criac3io do robd =er contres
alpha2 double Tl 07, 1 ##Codigo para a criac¢do do robd a ser contrc
alpha3 double Tx1 0 w 2
Histérico de Comandos F X 3
Eiltrar [ 4 ##Itens iniciais (Fecha tudo, limpa tudo e .
5 close all
robo ~
robo & clear all
robo 7 clc 7
# Octave 5.1.0, Fri Nov 22 12:51:33 2019 GMT <unknown@BH0248015>
# QOctave 5.1.0, Mon Nov 25 17:32:36 2019 GMT <unknown@BH0248015> 8
# Octave 5.1.0, Tue Nov 26 17:54:35 2019 GMT <unknown@BH0248015> 9 alphal:pi H
cle 10 31nha?=_ni //. "7
robo 5 < >
roha M
£ > linha: 9 col: 11 codificagio: SYSTEM  fdl: CRLF

Fonte: Captura de tela do software Octave com anotagoes do autor.

1. Barra de menus, com as opcoes “Arquivo”, “Editar” etc;

2. Barra de ferramentas, com os botoes “Novo”, “Abrir” etc;
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3. Navegador de Arquivos, onde é exibida a pasta ativa e os arquivos contidos nela;

4. Ambiente de Trabalho, que concentra as variaveis globais que foram declaradas e

tem valor atribuido;
5. Historico de Comandos, onde ficam registradas as tltimas linhas de comando;

6. Janela de Comandos, onde sao escritos as linhas de comandos a serem executados

uma a uma, e exibidas o progresso da execucao de comandos elaborados no Editor;

7. Editor, onde sao escritos os cédigos a serem executados, e que podem ser salvos.

Vale ressaltar que o Octave é um software livre e seu ambiente de programacao é

distribuido gratuitamente.

3.2.4 O software CoppeliaSim

De forma a verificar se a descricao do posicionamento e da orientagao do braco
robdtico por meio de grupos matriciais, segundo a notacao de Denavit-Hartenberg, podem
representar uma descricao fiel, foi realizada a comparacao com um exemplar de brago
robdtico. No entanto, ao invés de utilizar um braco robdtico real, o estudo foi feito em um
modelo de brago robdtico disponivel em um ambiente de simulacao.

Foi utilizado, entao, o simulador de rob6 CoppeliaSim[9], que possui ambiente de
desenvolvimento integrado e é baseado em uma arquitetura de controle distribuida, em
que cada objeto pode ser controlado individualmente. O controle pode ser feito tanto por
scripts embarcados no proprio software, quanto externamente, por meio de ferramentas,
como, por exemplo, interface de programagao de aplicagoes (API, da sigla em inglés)
escrita na linguagem Octave.

A versao do CoppeliaSim utilizada foi a Edu, nimero 4.1.0, em computador com
sistema operacional Microsoft Windows 10. Por mais que nao haja requisitos basicos para
o uso do software, este foi utilizado em um computador com 8 gigabytes de memoéria RAM,
processador com 2,5 gigahertz de frequéncia e placa de video dedicada de 1 gigabyte.

Dentre as aplicacoes do CoppeliaSim informadas pelo desenvolvedor, pode-se desta-
car o uso em educacao relacionada a robdtica.

A janela da aplicacao do CoppeliaSim, conforme ilustrado na Figura 3.6, possui,

entre outros, os seguintes elementos relevantes a este trabalho:
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Figura 3.6: Ambiente de Simulagdes do CoppeliaSim
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Fonte: Coppelia Robotics[9].

e Barra de menus (Menu bar), onde sao acessadas a maioria das funcionalidades do

simulador. Possui as opgoes “File”, “Edit”, “Add” etc;

e Barras de ferramentas (Toolbar), onde estao os botoes de ferramentas que sao

acessadas mais frequentemente;

e Navegador de modelos (Model browser), onde é possivel acessar as pastas com 0s
modelos de robos, bem como de equipamentos, ferramentas e demais componentes

da simulacao. Ao selecionar a pasta, sao exibidas miniaturas dos itens abaixo;

e Hierarquia da cena (Scene hierarchy), que é a lista de nomes dos itens contidos na

cena;

e Pigina (Page), que é onde sao exibidos os elementos que compoem a simulagao.

Durante a execucao da simulacao, ¢ o local onde é possivel ver as animagoes;

e Texto de informagao (Information text), localizado logo acima da pagina da simulagao,

com informagoes sobre o item selecionado na Hierarquia da cena;
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e Editor de comandos Lua (Lua Commander), localizado na posigao extrema inferior.
E onde se insere comandos na linguagem de programagao Lua, que é a embarcada

no simulador.

A versao Edu do CoppeliaSim é distribuida gratuitamente, possibilitando seu uso

em ambiente académico sem grandes investimentos.

3.2.5 Descricao dos elementos do brago robético

Apés a apresentacao das ferramentas computacionais que foram utilizadas, para
iniciar a simulag¢ao por meio de matrizes, fez-se necessario escolher um modelo de brago
robdtico para o estudo de casos. Dentre os modelos disponiveis no ambiente de simulagao
do CoppeliaSim, optou-se pelo IRB 140, da marca Asea Brown Boveri (ABB), por ter sua
ficha de dados disponivel na internet[24] e por possuir 6 graus de liberdade, o que significa
que, dentro do seu espaco de trabalho, qualquer posicao e orientagao pode ser alcancada.
A Figura 3.3 ilustra o brago em questao.

Uma vez feita a escolha do brago, foi realizado o levantamento das juntas e dos elos
do braco robético por meio das dimensoes descritas pelo manual fornecido pelo fabricante
e pela andlise dos elementos que compoem o braco no modelo fornecido pelo CoppeliaSim.
Para analisar o modelo do simulador, alinhando-o ao eixo ¥/, é necessario realizar as etapas
de configuracao no ambiente de simulagao descritas no Anexo B. A Figura 3.7 representa

o brago robdtico apds a configuracao.

Figura 3.7: Braco IRB 140 no CoppeliaSim apds sua configuragao

|

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A justificativa para o alinhamento do braco robdtico com o eixo y é explicada

quando a simulagao for por meio de interface grafica de usudrio, na Subsecao 3.2.7.

Figura 3.8: Braco IRB 140 no CoppeliaSim, com a junta 5 selecionada
na Hierarquia da Cena e descrita no Texto de Informacao

Scene hierarchy
I IRB140_link3_wvisible

P IRB140_joint3
@ IRB140_linkd

% | Selected objects:
7ﬂLast selected object name:
Last selected object type:
Last selected object position:
Last selected object orientation:

1
IRB140_joint5

Joint (revolute, p=+000.00)

x: -0.0000098 v: +0.5190 =z +0.7121
a: +000.00 b: +090.00 g: +080.00

{} IRB140_link4_visible
& IRB140_joint4
1— @@ IRB140_links
{} IRB140_link5_visible
& IRB140_jcint5
B @ IRB140_linké
{} IRB140_link6_visible
B & IRB140_joint6
B @ IRB140_link?
{} IRB140_link7_visib|
& IRB140_tip
= h}l IRB140_connection
Fle & Efetuador
m ReferenceFrar

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com a Hierarquia da cena expandida, é possivel verificar todos os itens que compoem
o modelo. Para o levantamento da posi¢ao das juntas do brago no espaco, basta clicar na
junta correspondente (“IRB140_joint5”, por exemplo) e verificar as coordenadas no Texto
de Informacao, como descrito na Figura 3.8. A Tabela 3.1 exibe as informacoes das juntas,

utilizando os dados do manual do fabricante e do modelo do CoppeliaSim.

Numero  Coordenadas Alcance Escala da Valor Eixo da
da Junta das Juntas (m) de Trabalho Simulagao Inicial Rotacao
1 (0 0,069 0) 360° —180° a +180° 0° zZ
2 (0 0,139 0,352) 200° —100° a +100° 0° z
3 (0 0,139 0,712) 280° —140° a +140° 0° x
4 (0 0,365 0,712)  Ilimitado  —180° a +180° 0° v
5 (0 0,519 0,712) 230° —115° a +115° —90° T
6 (0 0,565 0,712)  Ilimitado = —180° a +180° 0° v

Tabela 3.1: Juntas do brago robdtico

Por mais que as juntas 4 e 6 possuam movimentacao ilimitada, optou-se por utilizar
a faixa de —180° a +180°, para que nao haja posicoes alcancdveis com angulos diferentes.
Ry 0O3x1

01><3 1
corresponde a i-ésima junta do braco robético, sendo a submatriz R;) a matriz de rotacao,

A matriz de transformacao homogénea T(j;) = ,com 1 <17 < 6,
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em torno do eixo exibido na tultima coluna da Tabela 3.1, que descreve a movimentacao
da junta.

A obtencao dos vetores que descrevem os elos que estao entre juntas adjacentes,
segundo a notacao de Denavit-Hartenberg, é por meio da diferenca das coordenadas
de tais juntas. O primeiro elo é descrito pela diferenga entre a junta 1 e o ponto de
origem, e o ultimo, entre o ponto (0 0,584 0,712), referente a conexao do efetuador
(“IRB140_connection” na Hierarquia da cena), e a junta 6. Comparando com vetores
calculados com as dimensoes disponiveis no manual do brago robético, conforme descrito
na Figura 3.9, obtém-se a Tabela 3.2, onde os elos sao apresentados, com os elementos que

os limitam e os vetores de suas translacoes correspondentes, com coordenadas em metros.

Figura 3.9: Dimensoes do brago robdtico IRB 140 da ABB em milimetros

380 65
A
1092
A
712
A
35
B8 i IV ¥
\1 A 151
\
o 486
70 -
670 810
Fonte: ABB[24].
. . . I3 pg .
A matriz de transformacao homogénea T (g = ,com 1l <11 <7,
01x3 1

corresponde ao i-ésimo elo do brago robodtico, sendo o vetor p; o descrito na tltima coluna

da Tabela 3.2.

Apoés a descricao das juntas e dos elos, a descricao do efetuador do braco robdético,
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Ntmero Elementos que Vetor
do Elo Limitam Correspondente (m)
1 Origem e Junta 1 (00,069 0,000]"
2 Junta 1 e Junta 2 (00,070 0,352]"
3 Junta 2 e Junta 3 (00,000 0,360]"
4 Junta 3 e Junta 4 (00,226 0,000]"
5 Junta 4 e Junta 5 [0 0,154 0,000]"
6 Junta 5 ¢ Junta 6 (00,046 0,000]"
7 Junta 6 e Ponto de Conexdao [0 0,019 0,000]"
Tabela 3.2: Elos do braco robético
segundo a notagao de Denavit-Hartenberg para a cadeia aberta, é dada por:
Tien = Teen T Tee) Tz Tes) T T Toy Tes) Tas) T Toe T (3.1)

No entanto, para simplificar a notacao, foi utilizado o resultado apresentado na

Proposicao 2.63. Dessa forma, a matriz de transformacao que descreve o brago robético é:

Ten =TT T TwTeETe T,

onde, sendo «; o angulo descrito pela i-ésima junt

cosay; —senay 0 0
senay; cosa; 0 0,069
Tay=TeyTuy =
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 cosas —senas 0,070
T =Ty Tuy =
0 senas cosas 0,352
0 0 0 1
1 0 0 0
0 cosas —senas 0
T =TwsTus =
0 senag cosas 0,360
0 0 0 1

a, tem-se que:

(3.2)
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cosay 0 senay 0
0 1 0 0,226
Ty =TwyTuy =
—senay 0 cosay 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 cosas —senas 0,154
Ts) = Tws)Tas) =
0 senas cosas 0
0 0 0 1

Te) = Twe)Twe) =

0 0 0 1
100 0
01 0 0,019
Ty =Ten =
001 0
000 1

3.2.6 Montagem do brago robético no Octave

Antes de iniciar a programacao no ambiente do Octave, é necessério criar uma pasta
especifica no sistema, a qual deve ser selecionada no Navegador de Arquivos para que
todos os arquivos criados sejam salvos nela. No Editor, selecionar Arquivo/Novo Script,
para que seja aberto um editor de texto, onde o cédigo ¢ inserido. Selecionar, entao, o
cursor do mouse na primeira linha do editor, para inicio da escrita.

A sintaxe do Octave é simples e nao requer que se insira um “;” ao final de cada
linha. No entanto, a nao insercao acarreta em exibicao de cada linha compilada na Janela
de Comandos, o que pode gerar excesso de informagcao.

Ao se inserir o caractere “#”, o texto escrito apds este é considerado comentério e,
portanto, nao é compilado. Para o inicio da escrita, ¢ comumente utilizado os seguintes
comandos, com o seu significado escrito no comentario da linha:

clear all; #Apaga as variaveis do Ambiente de Trabalho

close all; #Fecha todas as figuras abertas
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clc; #Limpa a Janela de Comandos

Em seguida, sao declaradas as varidveis correspondentes aos angulos das juntas, e
atribuido o valor 0°. Dessa forma, tem-se que:

j1=0; #Angulo da junta 1

32=0; #Angulo da junta 2

j3=0; #Angulo da junta 3

j4=0; #Angulo da junta 4

j5=0; #Angulo da junta 5

j6=0; #Angulo da junta 6

Logo apéds, para declarar a primeira matriz de transformacao homogénea, usa-se o
seguinte codigo:

T(:,:,1)=[cosd(jl),-sind(31),0,0;

sind(jl),cosd(j1),0,70;

0,0,1,0;

0,0,0,17;

No cédigo, a varidavel T possui trés dimensoes numéricas, sendo a primeira referente
as linhas da matriz, a segunda referente as colunas, e a terceira, um nimero sequencial,
que vai de 1 a 7. A escrita T (:, :, 1) significa que sao atribuidos valores para as linhas e
colunas da matriz nimero 1.

Os valores da matriz sao delimitados por colchetes, e sao declarados linha a linha,
sendo as linhas separadas por “;” e os valores separados por “,”. As funcoes sind (1) e
cosd (J1) representam as funcoes seno e cosseno da variavel j1, respectivamente, com
argumentos em graus.

A declaracao das demais matrizes de transformacao homogéneas foram omitidas,
de forma a dar sequéncia.

A matriz de transformacao homogénea do efetuador, que é o produto de todas as
matrizes dos elos e juntas, é obtida por meio de um laco, isto é, de uma estrutura em que
o mesmo codigo é executado repetidamente. Dessa forma, tem-se que:

Tef=eye (4);

for ind=1:7
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Tef=TefxT(:, :,1ind);
pef(:,ind)=Tef (1:3,4);

end;

A linha Tef=eye (4); atribui & matriz Tef um valor inicial, que é a matriz
identidade de ordem 4.

O lago descrito em seguida descreve que, para a variavel de indice ind variando de
1 a 7, sao executadas as duas linhas de comando a seguir até o final do lago descrito pelo
comando end; , totalizando 7 iteragoes.

O comando Tef=Tef*T (:, :, ind); atribui a varidvel Tef o valor da iteracao
anterior (ou a matriz identidade, caso seja a primeira iteragao) multiplicado pela “ind-
ésima” matriz T, que foi declarada anteriormente.

A linha de comando pef (:, ind)=Tef (1:3, 4); atribui os valores das posicoes
de cada junta a variavel pef. Esse valor é obtido do vetor que significa a translacao da
matriz de transformagao homogénea apds cada multiplicacao que ocorre no lago.

Ao final desse codigo, a matriz Tef deve possuir dimensoes 4 x 4, sendo a matriz de
transformacao homogénea referente ao efetuador do brago robdtico. A varidvel pef, por
sua vez, deve possuir dimensoes 3 X 7, sendo que os 6 primeiros vetores coluna representam
as coordenadas das juntas, em ordem, e o tltimo vetor coluna representa as coordenadas
do efetuador.

Para testar o cédigo escrito até entao, basta clicar, no Editor, em Executar/Salvar
Arquivo e Executéa-lo. E aberta, entdao, uma janela para salvar o arquivo, caso essa seja
a primeira vez que este comando é executado. Apos salvar, o codigo é compilado e as
variaveis declaradas aparecem no Ambiente de Trabalho.

Ao digitar o nome da variavel Tef na Janela de Comandos e teclar Enter, é exibido

o seguinte resultado:

Tef=

1.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 1.00000 0.00000 0.58400
0.00000 0.00000 1.00000 0.71200
0.00000 0.00000 0.00000 1.00000
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A tabela de dados exibida é a matriz de transformacao homogénea do efetuador.
Pode-se observar que a submatriz de rotacao, pertencente a SO (3), é a matriz identidade,
logo a orientagao do efetuador é a mesma da referéncia. O vetor coluna que representa a
translagao exibe as coordenadas do efetuador e é o mesmo que foi visto no CoppeliaSim
durante a montagem e elaboracao da Tabela 3.2.

O cédigo completo do Octave, nao somente para simular as matrizes referentes ao
braco robdtico, mas também plotar graficos em trés dimensoes que representam os elos e
os vetores ortonormais da referéncia da base do braco e do efetuador, esta disponivel no
Anexo A.1, com os devidos comentarios. Apds a execucao do cédigo, com os angulos das

juntas com o valor de 0°, obtém-se a Figura 3.10.

Figura 3.10: Posicao inicial do brago robédtico simulado no Octave

0.8

RN
0.6 )

0.4

= = X - Base
y - Base
= =z -Base
= x - Efetuador
0.2 |
y - Efetuador
s = z - Efetuador
Elo 1
m— o 2
0 Elo 3
Elo 4
0 — FElo 5

0.2
04

0.0 - Elo 6

0.6
0.4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para verificar se o braco robético simulado no Octave é uma boa representacao do
brago robdtico IRB 140 da marca ABB, ¢ realizada uma comparagao com o brago deste
modelo no CoppeliaSim, utilizando as mesmas posicoes das juntas em ambos os ambientes.

Para alterar a posicao do braco robético no Octave, basta alterar os valores atribuidos
para o angulo das juntas, e executar o cddigo novamente. Um botao da barra de ferramentas

i

i | |
do Editor que também funciona como Salvar Arquivo e Executa-lo é o botao "=
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homonimo.
Para o inicio da comparacao, foram escolhidos, de forma aleatéria, angulos para
as juntas do brago robdtico. A Tabela 3.3 apresenta os angulos utilizados nos testes e a

matriz de transformacgao homogénea do efetuador ao final de cada teste.

Numero Angulos Matriz de Transformacao
do Teste das Juntas Homogénea do Efetuador
J1=90; j2=45; -0.25882 -0.68301 0.68301 -0.22689
1 313=-30; 34=-90; 0.00000 0.70711 0.70711 0.11496
75=-45; j6=180; -0.96593 0.18301 -0.18301 0.71681
0.00000 0.00000 0.00000 1.00000
J1=180; 32=0; -0.28869 0.64086 —-0.71131 0.04166
2 33=90; j4=-45; 0.71131 0.64086 0.28869 0.04066
35=115; Jj6=45; 0.64086 —-0.42262 -0.64086 1.06453
0.00000 0.00000 0.00000 1.00000
J1=0; J2=-90; 0.50000 0.70711 0.50000 0.04596
3 J3=135; 34=90; 0.14645 0.50000 -0.85355 0.80020
j5=45; j6=-45; -0.85355 0.50000 0.14645 0.65320
0.00000 0.00000 0.00000 1.00000

Tabela 3.3: Resultado dos testes no Octave

Com o brago robotico do CoppeliaSim ja previamente parametrizado pelas etapas
descritas no Anexo B, basta iniciar a simulacao em “Simulation/Start simulation” para
possibilitar a animacao. Ao iniciar, o brago estd com todas as juntas com o angulo 0° e é
aberta uma janela contendo a matriz de transformacao homogénea do efetuador.

Para alterar o valor das juntas durante a animagao, basta inserir o comando abaixo

no Editor de comandos Lua e teclar Enter:

sim.setJoint TargetPosition(sim.getObjectHandle(‘IRB140_joint1’),90*math.pi/180)

No comando do exemplo acima é alterado o valor da junta 1 para 90°, que é
convertido para radianos.

Apés a alteracao de cada junta, foi comparado tanto o posicionamento e a ori-
entacao das representagao gerada pelo Octave e pelo CoppeliaSim, quanto as matrizes
de transformacgao homogénea. As Figuras 3.11, 3.12 e 3.13 exibem as orientagoes e as
matrizes do CoppeliaSim referentes aos testes 1, 2 e 3, respectivamente. As matrizes do

CoppeliaSim podem ser comparadas com as matrizes exibidas na Tabela 3.3.
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Figura 3.11: Comparacao das simulagoes no Octave e no CoppeliaSim -
Teste 1

(a) Teste 1 no Octave
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02 Elo 4
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(b) Teste 1 no CoppeliaSim
' Custom Ul O
Efetuador |
,J Matriz de SE(3):

Tef =

| -0.258 -0.684 +0.683 -0.227
- | +0.000 +0.707 +0.708 +0.115
| -0.966 +0.183 -0.182 +0.717
| +0.000 +0.000 +0.000 +1.000

=

Fonte: Elaborado pelo autor.



Capitulo 3. Desenvolvimento 79

Figura 3.12: Comparacao das simulagoes no Octave e no CoppeliaSim -
Teste 2

(a) Teste 2 no Octave

| <

0.8

0.6 == = x - Base

= = y - Base
0.4 = =7z -Base
X - Efetuador

0.2 = | - Efetuador
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Elo 3
( === Elo 4
Elo 5
Elo 6
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(b) Teste 2 no CoppeliaSim

) Custom Ul O

Efetuador |

Matriz de SE(3):

Tef =

| -0.288 +0.641 -0.712 +0.042
| +0.711 +0.641 +0.289 +0.040
| +0.641 -0.423 -0.641 +1.065
| +0.000 +0.000 +0.000 +1.000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 3.13: Comparagao das simulagoes no Octave e no CoppeliaSim -

Teste 3

(a) Teste 3 no Octave
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.2.7 Simulacao por interface grafica de usuario

De modo a facilitar a alteragao dos angulos das juntas tanto no Octave quanto no
CoppeliaSim, foi desenvolvida uma interface grafica de usuario no Octave que comunica
com o CoppeliaSim, enviando comando de alteracao dos angulos do brago robético. A
criagao das interfaces é descrita no Anexo C.

A Figura 3.14 exibe a interface grafica de usuario em seu estado inicial, onde é
possivel observar a representagao do braco robético, similar ao apresentado na Figura 3.10,
e os controles das juntas com o valor inicial, isto é, 0°. Na posicao inferior é exibida a

matriz de transformagao homogénea do efetuador do braco robédtico.

Figura 3.14: Interface grafica de usudrio para controle do braco robdtico
no Octave e no CoppeliaSim

#_ Figure 1 - O *
File Edit Tools
I+ Z- t{-ﬁ Inserir Texto Eixos Grade Escala automatica
Dimensfies: O 2D @® 3D
Junta 1 (-180° = 1807:
< > 0
Junta 2 (-100°=1007:
0.8
— < > 0
Junta 3 (-140°2.1407):
06 | ‘>l p ,I:D
Junta 4 (-180° =2 1807:
y -Base Junta 5 (-115°a 115%;
= =Zz-Base
02 | i — X - Efetuador < > o
J y - Efetuador Junta 6 (1807 180°);
-~ —z - Efetuador
Eio1 < JE
—Elo2
——Elo3 Matriz de transformacio
Elo4 homogénea do efetuadar.
—Elo5 T=
——Elos 10000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 1.0000 0.0000 0.5840
0.0000 0.0000 1.0000 07120
0.0000 0.0000 0.0000 1.0000
(0.056772, 0.27383)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na parte superior direita estao localizados botoes de opcao, onde é possivel escolher
se o controle do brago robdtico serd em duas ou trés dimensoes. A opcao inicial é “3D”,
que habilita o controle de todas as juntas. A opgao “2D” sera abordada mais adiante.

O inicio do cddigo da interface grafica apresenta a seguinte linha de comando:

h.online=true; #true=conectado; false=desconectado
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Esta linha de codigo habilita a conexao ao CoppeliaSim se for atribuido o valor
true, que é o valor légico verdadeiro, a variavel h.online. Caso se queira executar o
cddigo de forma offline, basta atribuir o valor false a variavel. Para o desenvolvimento
deste trabalho, optou-se, inicialmente, pelo teste offfine.

Na interface gréfica, a alteracao das juntas pode se dar tanto por meio da rolagem
das barras horizontais, quanto pela caixa de texto posicionada a direita dessa barra. Os
valores limites de cada junta, em graus, estao escritos entre parénteses e sao os mesmos
descritos na Tabela 3.1. Ao se alterar a posicao da barra de rolagem, ¢ alterado o valor na
caixa de texto correspondente, e vice-versa. Em seguida é atualizada a representacao e a
matriz de transformacao homogénea do efetuador exibida. Por exemplo, na Figura 3.15, é

exibido um teste da interface com angulos aleatérios.

Figura 3.15: Interface grifica em 3D com angulos aleatérios
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O botao “2D” altera a opcao para duas dimensoes, desabilitando o controle das
juntas 1, 3 e 6 e mudando a forma de apresentacao do brago robético, de forma a interpreta-
lo como um bracgo planar. As juntas 2, 4 e 5, que continuaram alteraveis, sao as que

possuem rotacao em torno do eixo &, conforme descrito na Tabela 3.1. Esse foi o motivo de
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alinhar o brago robdtico ao eixo ¥, pois, caso estivesse alinhado ao eixo Z como é o padrao
do modelo, as rotagoes positivas nao seriam em torno deste eixo, mas sim em torno de —v/,
o que dificultaria a visualizacao em duas dimensoes com o padrao de rotacao estabelecido.
Escolhendo valores aleatorios para os angulos, com o controle em duas dimensoes, obtém-se

a configuracao descrita pela Figura 3.16.

Figura 3.16: Interface grafica em 2D com angulos aleatorios
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A matriz de transformacao homogénea do efetuador obtida na Figura 3.16 é a
seguinte:

T=

1.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.7660 0.6430 0.7450

0.0000 -0.6430 0.7660 0.7810

0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

E possivel observar que, como as juntas rotacionam em torno do eixo &, o primeiro

vetor coluna da matriz é sempre [1 0 0 O]T, bem com o primeiro vetor linha é [1 0 0 0],
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independente dos angulos escolhidos. Assim sendo, é facil assimilar as simulagoes como
sendo em duas dimensoes, com as matrizes pertencentes a SE (2), como no exemplo a
seguir:

T=

0.7660 0.6430 0.7450

-0.6430 0.7660 0.7810

0.0000 0.0000 1.0000

Para executar a interface grafica no modo online, isto é, enviando comandos
ao CoppeliaSim, é necessério iniciar a simula¢ao no CoppeliaSim em “Simulation/Start
simulation”. Logo em seguida, executar o codigo do Octave referente a interface grafica,
apoés atribuir o valor true a variavel h.online.

No teste inicial, é marcado o controle em “3D” na interface grafica atribuindo, por
exemplo, 45° a todas as juntas, o que resulta na Figura 3.17. No segundo teste, com o
controle em “2D”, foram atribuidos os valores, aleatoriamente, de —30°, 30° e —90° as
juntas 2, 4 e 5, respectivamente, conforme ilustrado na Figura 3.18.

Comparando as matrizes de transformacao obtidas nos dois testes, tanto do Octave
quanto do CoppeliaSim, e, também, as demais matrizes obtidas em testes nao registrados,
foi possivel verificar que o erro é muito baixo, na ordem de milésimos. As diferencas
obtidas podem ser atribuidas ao fato do levantamento das coordenadas das juntas ter sido
feito com apenas trés casas decimais. Outro motivo pode ser os eixos de rotacao das juntas
do modelo do CoppeliaSim nao serem paralelas aos do sistema de coordenadas e também
pelo fato de a simulagao alterar os valores com o passar do tempo, mesmo nao havendo
alteracoes nas juntas e na base. Além disso, um fator que deve ser levado em consideracao
é o fato de, no cdlculo de raizes, senos e cossenos, o Octave trabalhar com ntimero finito

de casas decimais.
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Figura 3.17: Teste online com interfaces, em trés dimensoes

(a) Teste online com interfaces em trés dimensoes no Octave
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(b) Teste online com interfaces em trés dimensoes no CoppeliaSim
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 3.18: Teste online com interfaces, em duas dimensoes

(a) Teste online com interfaces em duas dimensoes no Octave
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(b) Teste online com interfaces em duas dimensées no CoppeliaSim
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Fonte: Elaborado pelo autor.




4 Atividades para sala de aula

Neste capitulo é apresentado o produto final dessa dissertacao. Trata-se de algumas
atividades possiveis de serem aplicadas em sala de aula, utilizando o contetido exposto até
entdo. Sua elaboracao foi baseada nas exigéncias da Base Nacional Curricular Comum][10].

A lista nao faz parte de uma sequéncia de didatica, logo cada atividade pode ser
aplicada individualmente, independente da ordem, conforme a intencao do professor. No
entanto, como o grau de dificuldade e de aprofundamento no assunto é progressivo, o
professor pode apresentar os exercicios de forma sequencial, o que contribui, inclusive,
para o aumento do interesse do aluno no assunto.

As habilidades da BNCC[10, p. 543] utilizadas na elaboragao da lista de atividade

sao as seguintes:

EM13MAT301 Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matemaética e de outras
areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas, usando técnicas

algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

EM13MAT405 Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na imple-

mentagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

EM13MAT105 Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (translacao, reflexao,
rotagao e composicoes destas) e transformagdes homotéticas para construir figuras e
analisar elementos da natureza e diferentes produgoes humanas (fractais, construgoes

civis, obras de arte, entre outras).

EM13MAT308 Aplicar as relagoes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou
as nogoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que

envolvem triangulos, em variados contextos.
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4.1 Atividade 1: Elipse transladada e rotacionada

Ano(s): 1° ao 3° anos do Ensino Médio

Habilidade(s) da BNCC: EM13MAT105 e EM13MAT308

Recursos: Quadro-negro e impressao da atividade (opcional)

Objetivo: Utilizar grupos matriciais para localizar vetores no plano

Descricao:

Quando ¢ feito o estudo de conicas em Geometria, como elipse e circulo, é comum
se deparar com estas figuras transladadas em relacao a origem ou rotacionadas em torno

do seu centro. Por exemplo, a elipse construida pela Figura 4.1a e descrita pela equagao

2442% — 384xy — 2368z + 356y* + 224y + 5899 = 0

¢ a elipse descrita pela Figura 4.1b e pela equacgao

4a% + 20y° = 125

apds uma translacao por um vetor ¥ = (8,4) e uma rotagao em torno de seu centro por
um angulo a = 36,87°.
A atividade consiste em identificar as coordenadas dos pontos da lista abaixo,

referentes a elipse da Figura 4.1b, na elipse transladada e rotacionada:
1. A=(0,2,5) - Vértice
2. B=(3,35, —2)
3. C'=(0,0) - Centro
4. Fy =(=5,0) - Foco 1

5. Fy, =(=5,0) - Foco 2

As coordenadas do ponto C sao obtidas por meio da soma das coordenadas (0, 0)
do ponto com as coordenadas (8, 4) do vetor. Espera-se que os alunos usem as fungoes
seno e cosseno do angulo para identificar as coordenadas dos pontos restantes. Apds fazer
alguns exercicios, sera possivel identificar uma repeticao na forma em que as multiplicacoes

sao feitas.
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O objetivo é demonstrar que a transformagoes geométricas de translagao e rotagao

podem ser representadas por uma matriz de transformacao homogénea pertencente a

SE (2).

A translacao é dada pelo vetor p = , pertencente a V2. A rotacao, por sua vez,
4

) ) B cosa  —sena
pode ser descrita pela matriz de rotacao R = , pertencente a SO (2).

senqa  Cos«
Sendo assim, a matriz pertencente a SE (2) que descreve a transformacao geométrica

cos 36,87° —sen 36,87° 8§ 0,8 —0,6 8
T = |sen36,87° co0s36,87° 4| = (06 08 4
0 0 1 0 0 1

Para encontrar a coordenada dos pontos apos a transformacao, basta considerar os
pontos como vetores com centro na origem, escreve-los como vetores coluna adicionando o

valor 1, e multiplicar a esquerda por T. Resolvendo a primeira questao é possivel obter:

0,8 —0,6 8| |0 6,5
a=Ta= |06 08 4| [25|=16
0o o0 1]]1 1

Dessa forma, sabe-se que as coordenadas do ponto A apds a transformacao geomé-

trica sao (6,5, 6).
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Figura 4.1: Isometria aplicada a elipse

(a) Elipse transladada e rotacionada

9

(b) Elipse centrada na origem e com eixos paralelos aos do sistema cartesiano

9

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.2 Atividade 2: Cinematica direta no plano

Ano(s): 1° ao 3° anos do Ensino Médio

Habilidade(s) da BNCC: EM13MAT301, EM13MAT105 e EM13MAT308

Recursos: Quadro-negro e impressao da atividade (opcional)

Objetivo: Descrever pontos e vetores no plano por meio de grupos matriciais

Descricao:

A Figura 4.2 exibe os pontos A, B, C e D no plano cartesiano. A atividade proposta
envolve a descri¢ao da localizacao do ponto D e o angulo entre o vetor Zy e o eixo &
do sistema de referéncia. O ponto A estd localizado na origem e os comprimentos dos

segmentos de reta e os angulos relevantes para o levantamento estao descritos na figura.

Figura 4.2: Descrevendo as coordenadas do ponto D e o angulo entre o
vetor Iy e o eixo &

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Espera-se que os alunos utilizem propriedades geométricas, como Teorema de
Pitagoras, Teorema de Tales, seno e cosseno, além de angulos congruentes, complementares
e suplementares, para resolver este problema.

Por meio de Geometria Algébrica é possivel escrever as coordenadas (zp, yp) do
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ponto D em funcao dos angulos, obtendo, entao:

xp = 8cosag +4cos (g + az) +2cos (a; + az + a3)

yp = 8senay + 4sen (g + as) + 2sen (o + oo + ag)

O angulo 3, que ¢ entre o vetor &y e o eixo &, pode ser descrito por:

ﬁ:a1+a2+a3

No entanto, pode-se interpretar a Figura 4.2 como um brago robético, descrevendo-o
por meio de matrizes pertencentes a SE (2). Os pontos A, B e C descrevem as posigoes das
juntas, sendo o ponto A também a base do brago, os segmentos AB, BC e CD descrevem
os elos e o ponto D representa o efetuador, o qual tera sua posicao e orientacao a serem
descobertos por meio da cinemaética direta. Dessa forma, a matriz T que descreve o sistema,

é a seguinte:

cosay —senay 0| |[cosay —senay 8| [cosas —senasg 4| [1 0 2
T = |sena; cosa; 0| [senay cosas 0 |[senas cosas O [0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1{ 10 0 1

O resultado deste produto é a matriz de transformacao homogénea que descreve o

efetuador do brago robédtico, e é da forma:

cosf —senfl xp
T=|senB cosfB yp (4.2)
0 0 1
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4.3 Atividade 3: Simulacao computacional de bracgo

robotico em duas dimensoes

Ano(s): 1° ao 3° anos do Ensino Médio

Habilidade(s) da BNCC: EM13MAT301, EM13MAT405, EM13MAT105 e
EM13MAT308

Recursos: Quadro-negro, impressao da atividade (opcional) e computador com o
software Octave instalado

Objetivo: Fazer uso de recursos computacionais para simular brago robdtico,
utilizando grupos matriciais

Descricao:

Essa atividade consiste em simular o braco robdtico descrito na atividade anterior
no ambiente de programacao do Octave. Para isso, utiliza-se o Editor do software, onde é
inserido o codigo.

Inicialmente, faz-se necessario declarar as varidveis das juntas, que sao angulos em
graus. O valor atribuido inicialmente é:

j1=0; 32=0; 33=0;

Em seguida sao declaradas as quatro matrizes, conforme Equacao 4.1. A primeira
matriz, por exemplo, é da seguinte forma:
##Matriz 1
T(:,:,1)=[cosd(]jl),—-sind(31),0;
sind(jl),cosd(jl1l),0;
0,0,17;

Para multiplicar as matrizes, a fim de obter o resultado com a matriz de transfor-
macao homogénea do efetuador, é utilizado o cédigo a seguir, que realiza um laco como o
do exemplo da Secao 3.2.6.

TO=eye (3);

Tef=TO0;

for ind=1:4

Tef=Tef*T(:, :,1ind);
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pef(:,ind)=Tef (1:3,4);

end;

O coédigo completo da simulacao, que possibilita nao somente a declaracao das
variaveis, mas também a plotagem da representagao do braco robdtico, esta disponivel no
Anexo A.2.

Ao executar o codigo completo, atribuindo o valor de 0° para as juntas, obtém-se o

resultado exibido na Figura 4.3.

Figura 4.3: Bracgo robdtico no plano com juntas em estado inicial

\|/

= =x-Base
2+ ~ = y-Base
== x - Efetuador
ey - Efetuador
= Elo 1

= Elo2

= Elo 3

Fonte: Elaborado pelo autor.

A matriz de transformacao homogénea exibida nessa simulacao é facilmente enten-
dida, pois a submatriz de rotagao é I, o que demonstra a mesma orientacao da base, e o
vetor coluna de translagdo possui coordenadas (14, 0), que é a soma dos elos em diregao
ao eixo T, totalizando 8 + 4 + 2 = 14. A matriz ¢é a seguinte:
Tef =
1 0 14
010
0 01

Em seguida, atribui-se os valores do exemplo da atividade anterior as juntas 1, 2 e
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3, isto é, 60, —30 e —90, respectivamente. Ao se executar o codigo, é exibida a Figura 4.4,
semelhante a Figura 4.2, e a matriz de transformacao homogénea é a seguinte:
Tef =
0.50000 0.86603 8.46410
-0.86603 0.50000 7.19615
0.00000 0.00000 1.00000

Figura 4.4: Braco robdtico no plano com juntas alteradas

= =x-Base
= =y -Base
= x - Efetuador
ey - Efetuador
- — o1
=—Elo2
= Elo3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ao comparar o resultado com a matriz descrita na Equacgao 4.2, tem-se que as
coordenadas do ponto D sao (8,4641 7,19615) e o angulo 3, que é o entre o vetor Zy e o

eixo ¥, é dado por:

cos3=0,5
= [ = —60°
sen 8 = —0,866
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4.4 Atividade 4: Utilizacao de interface grafica do

Octave

Ano(s): 1° ao 3° anos do Ensino Médio

Habilidade(s) da BNCC: EM13MAT301, EM13MAT405, EM13MAT105 e
EM13MAT308

Recursos: Quadro-negro, impressao da atividade (opcional) e computador com
os softwares Octave e CoppeliaSim (opcional) instalados, e, de preferéncia, com todos os
arquivos de simulacao disponiveis

Objetivo: Utilizar interface grafica do software Octave para assimilar os conceitos
de grupos e interpretar bracos robéticos simulados

Descrigao:

Esta atividade consiste em utilizar a interface apresentada na Secao 3.2.7.

Devido a alta complexidade, sugere-se que a aula seja preparada com certa antece-
déncia, para que o professor tenha desenvoltura suficiente nos softwares e seja capaz de
responder a eventuais questionamentos dos alunos.

O CoppeliaSim, nessa atividade, é utilizado apenas como representacao do braco
robético e pode ser dispensado, caso o professor opte por isso. A desvantagem de nao
utiliza-lo esta no fato de que a interpretacao do grafico da interface como brago robdtico
exigira uma abstracao maior dos alunos. Caso nao seja usado, é necesséario alterar o inicio
do codigo “create_gui” da interface grafica, de forma a deixar seguinte linha de comando:

h.online=false; #true=conectado; false=desconectado

Em sala de aula, o professor deve apresentar inicialmente as partes principais do
brago robotico estudado, ressaltando o movimento de cada uma de suas seis juntas. E
imprescindivel que os alunos entendam o significado de base, juntas, elos e efetuador para
continuar a atividade.

Ao executar o cddigo da interface gréafica de usuario, conforme explicado nos passos
do Anexo C, uma janela da interface é aberta, como pode ser observado na Figura 3.14.
Nessa janela, os alunos tém a opcao de alterar o valor do angulo das juntas, de forma a
aumentar sua percepc¢ao de que o grafico representa o brago robético.

A matriz de transformacao homogénea apresentada na interface, bem como no
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CoppeliaSim, é da forma:

1 Ti2 T3 T
Tor To2 To3 Y

31 To3 T33 <

O aluno deve conseguir localizar a submatriz de rotagdo e a submatriz (vetor coluna)
de translagdo. As coordenadas (z, y, z) do vetor de translagao representam as coordenadas
do efetuador do brago robdtico.

Com o controle em “2D” selecionado, o aluno deve alterar os valores das juntas e
observar sua mudanca no grafico. Apds entender o significado dos elementos do grafico,

este deve responder as seguintes perguntas:

1. Qual é o valor dos angulos das juntas para que o braco robdtico atinja a posicao

mais alta verticalmente? E a posicao mais esticada horizontalmente?

2. Qual é a condigao dos valores dos angulos das juntas para que o eixo y (verde) do
efetuador esteja alinhado com eixo y da base? E qual a condi¢ao para que o eixo i/

do efetuador esteja alinhado com eixo —Z (oposto ao azul) da base?
3. Se a coordenada z é negativa, o que isso representa no braco robo6tico?
4. O que o valor nulo da coordenada x representa? O que o valor r1; = 1 representa?

5. Caso esteja usando o CoppeliaSim, explicar por que existem posicoes de juntas que

nao sao alcangaveis pelo braco robético do simulador.

A resposta da primeira pergunta deve levar em consideracao que a posicao mais
alta na vertical é obtida quando a coordenada z do vetor de translacao estd com seu valor
maximo, e na horizontal quando a coordenada y estd com valor absoluto méaximo.

O valor nulo de x representa que o brago esta situado no plano OY Z. O valor
ri1 = 1 representa que o vetor ¥ do efetuador, mesmo omitido, estd alinhado com o vetor
Z da base.

A dltima pergunta expoe o problema das restrigoes. E necessério explicar que o
braco robotico possui um ambiente de trabalho e existem posicoes que nao sao alcancadas

pelo efetuador.
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Alterando o controle para “3D”, é possivel verificar que as juntas 1, 4 e 6 sdo
habilitadas, e o angulo de vista do brago robético é alterado. Antes de alterar quaisquer

angulos, deve-se responder as seguintes questoes:

6. E possivel interpretar o braco robdético em um plano ao se alterar apenas o valor dos

angulos das juntas 2, 3 e 5, deixando as demais com o valor zero?

7. Qual é o valor dos angulos das juntas para que o brago robdtico atinja a posicao

mais alta verticalmente? O valor de quais juntas nao alteram o resultado?

8. Qual é o valor das juntas para que o brago robético fique mais esticado horizontal-

mente, paralelo ao plano da base? Quais juntas nao alteram o resultado?

9. Caso esteja usando o CoppeliaSim, quais as juntas nao possuem limite de atuagao

(rotacionam livremente)?

A pergunta nimero 7 é respondida de forma similar a primeira parte da pergunta
2. No entanto, a pergunta 8 possui uma outra interpretacao uma vez que a junta 1,
que rotaciona o braco em torno da base, nao altera o quanto o braco esta esticado
horizontalmente. Dessa forma, a condicao é satisfeita quando /22 + y? estd com valor
maximo.

Ao responder a ultima questao, deve-se fazer um paralelo com o brago humano, que

possui restricoes nas “juntas”.



5 Consideracoes finais

A principal motivacao ao elaborar essa dissertacao foi abordar conceitos matematicos
em sua forma aplicada, produzindo um trabalho que enriquecesse o processo de ensino-
aprendizagem de Matematica e apresentasse indicacoes de praticas pedagdgicas em um
assunto interessante e relevante. O estudo da cinemaética direta dos bracos robédticos
se mostrou uma boa opc¢ao de aplicagao. Para tal, foi necessario realizar uma revisao
bibliografica aprofundada no assunto, nao somente em fontes da area de Matematica para
o estudo da Geometria e da Algebra envolvidas, mas também em livros de engenharia, no
que tange a Robotica.

O estudo da Geometria Analitica na descrigao dos elementos do brago robdtico
permitiu interpretar segmentos de reta e angulos de uma maneira diferente. A intencao ao
abordar os conceitos de Algebra Linear nesse trabalho, por sua vez, foi de apresentar uma
abordagem que d4 uma outra interpretacao as operagoes elementares com matrizes, como
realizar transformacoes geométricas a objetos.

A representagao de bragos robéticos utilizando matrizes de transformagao homogénea
se mostrou uma opcao adequada, pois faz uso de conceitos algébricos de grupos. Essas
estruturas, com suas propriedades, garantem que a representagao do mecanismo se dé
de forma simples, precisa e facilmente alteravel. Cada fator de um produto de matrizes
representa um ou dois elementos do braco robdtico e, como o resultado desse produto
também é uma matriz com a mesma caracteristica, a localizacao do efetuador é claramente
interpretada.

O avango cada vez mais intenso de tecnologias e o desafio de inova¢ao no ensino
de Matematica motivaram a aplicacao dos conceitos geométricos e algébricos por meio
da computacao. O ambiente de programacao apresentado se mostrou uma ferramenta
eficaz para a manipulacao de matrizes e para a elaboracao de representacoes graficas. O
simulador de Robdtica, por sua vez, possibilitou a interpretacao dos dados obtidos em

animacoes, bem como na assimilagao do que cada translacao e rotagao significam nesse

99
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estudo. O fato dos softwares serem disponibilizados de forma gratuita fez com que sua
escolha se tornasse atrativa. Por mais que os erros obtidos na simulacao, na ordem de
milésimos, possam ser significativos no ambiente industrial, como estes ocorreram por
causas alheias as praticas adotadas, o resultado pode ser considerado bem-sucedido para a
analise académica.

A lista de atividades apresentada nao é exaustiva. Trata-se de sugestoes a serem
avaliadas pelos docentes e, caso sejam adequadas ao ensino dado no momento, podem ser
administradas de modo a ter uma aplicacao no ambiente de sala de aula. O professor ¢é
encorajado a usar sua criatividade e ir além, produzindo atividades inspiradas no contetido
apresentado nesse trabalho. Nao havendo impacto no contetido basico a ser exposto aos
alunos, pode-se, inclusive, realizar a abordagem em trés dimensoes, fazendo o uso, nao
somente da linguagem de programacao proposta, mas também do simulador de robdtica.
Caso a escola possua bracos roboticos reais, as atividades praticas podem ser estendidas
da sala de aula para os laboratorios.

O assunto Robdtica nao se detém ao ambiente académico. O crescente avanco de
tecnologias no ambiente industrial tem exigido profissionais cada vez mais qualificados, que
possuam conhecimento nas mais diversas areas. A aplicacao desse contetido de Robdtica
pode agucar a curiosidade dos alunos, promover um ambiente académico desafiador e
ladico, além de ressaltar possiveis aptidoes por essa area, o que refletira em um maior
anseio pelo estudo de disciplinas correlatas.

O advento da pandemia da doenca COVID-19, a qual alcancou o Brasil em 2020,
tornou o cenario da educagao desafiador em todos os sentidos. O Ministério da Educacao e
os professores tiveram que se reinventar para poder ministrar algum conteido aos alunos.
Nesta dissertacao o impacto foi maior no que tange a validacao das atividades propostas
em sala de aula, uma vez que nao foi possivel encontrar ambientes com tempo suficiente
para a administragao do contetido. Espera-se, entao, que a lista seja utilizada em outro
momento por algum docente e os resultados compartilhados para futuras consultas. Uma
opcao de estudo de caso a ser realizada também é a andlise de um braco robdtico real,
reproduzindo-o virtualmente.

Na area tedrica, sugere-se a abordagem da cinematica inversa, que é o estudo
das posicoes de juntas necessarias para que o efetuador atinja uma posicao e orientacao

especificos. Pode-se, inclusive, abordar a dinamica envolvida, estudando forgas, torques e
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demais conceitos de Fisica relacionados, considerando as restrigcoes que acontecem com o
choque de pegas do proprio equipamento.

Tendo em vista a proposta inicial do trabalho, o objetivo do programa de mestrado
e a aplicacao do conteudo absorvido pelo autor, entende-se que esse trabalho cumpriu seus

objetivos.
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Anexo A
Algoritmos do Octave

Este anexo exibe os cddigos do Octave utilizados ao longo dessa dissertacao. Eles
foram apresentados no trabalho utilizando a mesma fonte padrao do ambiente de progra-
magao.

A utilizacao deste cddigo exige a instalagao do ambiente de programacao na méaquina
e um conhecimento minimo da linguagem de programacao empregada. Todos os codigos
foram escritos no Editor de Texto do Octave e salvos em uma pasta do sistema, utilizando
o sistema operacional Microsoft Windows 10, em um computador com 8 gigabytes de
memoria RAM e processador com 2.5 gigahertz de frequéncia. A versao do Octave utilizada
é abh.2.0.

A Segao A.1 deste anexo exibe o cédigo utilizado na Subsecao 3.2.6 do Capitulo 3.
A Secao A.2, por sua vez, contém o cédigo utilizado na atividade presente na Segao 4.3,
no Capitulo 4.

A Secao A.3 apresenta o cédigo utilizado para criar a interface grafica de usuario,
que foi aplicada na Subsecao 3.2.7. As func¢oes que sao chamadas por esse codigo estao nas
Secoes A.4, A.5 e A.6. A etapa para a criagao da interface, bem como a descricao dessas
fungodes, esta contida no Anexo C.

A.1 Simulacao de rob6 3D no Octave

## Cdéddigo para plotar o braco robdético em 3D
## Samuel Duque Gongcalves — 2020

close all;

clear all;

clc;

##Iniciar as juntas atribuindo valor O

j1=0; 3J2=0; 33=0; 34=0; 35=0; 3J6=0;

##Matriz 1
T(:,:,1)=[cosd(jl),-sind(31),0,0;
sind(jl),cosd(31),0,0.069;
0,0,1,0;
0,0,0,17;

##Matriz 2
T(:,:,2)=[1,0,0,0;
0,cosd(j2),-sind(j2), .07;
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0,sind(j2),cosd(j2), .3521;
0,0,0,11;

##Matriz 3

T(:,:,3)=[1,0,0,0;
0,cosd(33),—-sind(j3),0;
0,sind(j3),cosd(j3), .36;
0,0,0,17;

##Matriz 4
T(:,:,4)=[cosd(j4),0,sind(j4),0;
0,1,0,.226;
-sind(3j4),0,cosd (34),0;
0,0,0,171;

##Matriz 5

T(:,:,5)=[1,0,0,0;
0,cosd(j5),-sind (35), .154;
0,sind(j5),cosd(35),0;
0,0,0,171;

##Matriz 6
T(:,:,6)=[cosd(j6),0,sind(]j6),0;
0,1,0,0.046;
-sind(3j6),0,cosd (j6),0;
0,0,0,17;

##Matriz 7
T(:y:,7)=11,0,0,0;
,.019;

0
1

’

~
~

0,1,0
0,0,1
0,0,0

1;

~

14 14

##Multiplicar as matrizes
TO=eye (4) ;
Tef=TO0;
for ind=1:7
Tef=Tef*T(:, :,1ind);
pef(:,ind)=Tef (1:3,4);
end;

#Plotar os vetores e suas legendas

origx = quiver3(0,0,0,0.1xT0(1,1),0.1%T0(2,1), ...

0.1+xT0(3,1),’'Color’, 'red’, ...
"linestyle’,’——'","linewidth",1);
hold on #Mantem os plots na mesma figura
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origx_line = 1line([0,0.1%T0(1,1)1,[0,0.1%T0(2,1)1, ...
[0,0.1xTO0(3,1)], '"Color’,’red’,’linestyle’,’'——7',...
"visible","off", "displayname", ' \bfx\rm - Base’);

origy = quiver3(0,0,0,0.1xT0(1,2),0.1%xT0(2,2), ...
0.1xT0(3,2), ’"Color’, ’'green’,...
"linestyle’,’——'","linewidth",1);

origy_line = 1line([0,0.1%T0(1,2)1,[0,0.1xT0(2,2)1,
[0,0.1xT0(3,2)], ’'Color’,’"green’,’linestyle’,’'——", ...
"visible","off", "displayname", ' \bfy\rm - Base');

origz = quiver3(0,0,0,0.1xT0(1,3),0.1xT0(2,3), ...
0.1+xT0(3,3), ’"Color’, ’"blue’,...
"linestyle’,’——',"linewidth",1);

origz_line = 1line([0,0.1%T0(1,3)1,[0,0.1%T0(2,3)1, ...
[0,0.1%T0(3,3)], '"Color’,’blue’,’linestyle’,'—',...
"visible","off","displayname",’\bfz\rm - Base’);

efx = quiver3(pef (l,ind),pef(2,1ind),pef (3,ind), ...
0.1xTef(1,1),0.1%xTef(2,1),0.1+«xTef(3,1), ...
"Color’, ’'red’,"linewidth",1);

efx_line = line([pef(l,ind),0.1%Tef(1,1)], ...
[pef(2,ind),0.1xTef (2,1)], [pef(3,1ind),0.1xTef (3,1)1, ...
"Color’, ’'red’,’linestyle’,’-",...
"visible","off", "displayname",’\bfx\rm - Efetuador’);

efy = quiver3(pef(l,ind),pef(2,1ind),pef (3,ind), ...
0.1xTef(1,2),0.1+xTef(2,2),0.1+«Tef(3,2), ...
"Color’, '"green’,"linewidth",1);

efy_line = line([pef(l,ind),0.1%Tef(1,2)], ...
[pef(2,1ind),0.1xTef (2,2)], [pef(3,1ind),0.1xTef (3,2)1, ...
"Color’, ’'green’,’linestyle’,’'-",...
"visible","off", "displayname",’\bfy\rm - Efetuador’);

efz = quiver3(pef (l,ind),pef(2,1ind),pef (3,ind), ...
0.1xTef(1,3),0.1+xTef(2,3),0.1%Tef(3,3), ...
"Color’, "blue’,"linewidth",1);

efz_line = line([pef(l,ind),0.1xTef (1,3)],...
[pef(2,ind),0.1xTef (2,3)], [pef(3,1ind),0.1xTef (3,3)1, ...
"Color’, ’'blue’,’linestyle’,’'-", ...
"visible","off", "displayname",’\bfz\rm - Efetuador’);

#Plotar os elos como linhas
for ind=2:7
line([pef (1l,ind-1),pef(1l,ind) ], ...
[pef (2,ind-1),pef (2,ind) ], [pef (3,1ind-1),pef (3,ind)], ...
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A.2

"linewidth", 2, "displayname", ["Elo ’',num2str (ind-1)])

end;
hold off;

#Configurar legenda, eixos e fontes

axis equal;

set (gca, "linewidth", 2, "fontsize", 12);
leg=legend ("location", "southeast");

set (leg, "fontsize", 12);

Simulacao de robo 2D no Octave

## Cddigo para plotar o braco robdtico em 2D
## Samuel Duque Gongalves — 2020

close all;

clear all;

clc;

##Declaracdo das Jjuntas do braco
##Inicialmente atribuido o wvalor 0
j1=0; 32=0; 33=0;

##Matriz 1
T(:,:,1)=[cosd(jl),-sind(31),0;
sind(jl),cosd(jl),0;
0,0,171;

##Matriz 2
T(:,:,2)=[cosd(j2),-sind (32),8;
sind (j2),cosd(j2),0;
0,0,1];

##Matriz 3
T(:,:,3)=[cosd(33),—-sind(33),4;
sind (33),cosd(j3),0;
0,0,171;

##Matriz 4
T(:,:,4)=[1,0,2;
0,1,0;
0,0,171;

##Multiplicar as matrizes
TO=eye (3);
Tef=TO0;

’
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for ind=1:4
Tef=Tef*«T(:, :,1ind);
pef(:,ind)=Tef (1:2,3);
end;

#Plotar os vetores e suas legendas
origx = quiver(0,0,2+xT0(1,1),2+«T0(2,1),

"Color’, ’'red’,’linestyle’,’——'","linewidth",2);
hold on
origx_line = 1line([0,2+«T0(1,1)1,[0,2xT0(2,1)]1, ...
"Color’,’red’,’linestyle’,’'——',"visible", "off", ...

"displayname",’\bfx\rm - Base’,"linewidth",2);
origy = quiver(0,0,2+T0(1,2),2xT0(2,2), ...

"Color’, 'green’,’linestyle’,’——',"linewidth",2);
origy_line = 1line([0,2+«T0(1,2)1,[0,2xT0(2,2)]1, ...
"Color’, '"green’,’linestyle’,’——',"visible","off", ...

"displayname",’\bfy\rm - Base’,"linewidth", 2);

efx = quiver (pef(1,4),pef(2,4),2xTef(1,1),2+xTef(2,1), ...
"Color’, ’'red’,’linestyle’,’-","linewidth", 2);

efx_line = line([pef(1l,4),2xTef(1,1)],...
[pef(2,4),2+xTef (2,1)]1, ...

"Color’, '"red’,’linestyle’,’-',"visible","off", ...
"displayname", ' \bfx\rm - Efetuador’,"linewidth",2);
efy = quiver (pef(1,4),pef(2,4),2xTef(1,2),2+xTef(2,2), ...

"Color’, ’'green’,’linestyle’,’-’,"linewidth",2);
efy_line = line([pef(1,4),2xTef(1,2)],...

[pef(2,4),2+Tef(2,2)], ...

"Color’, '"green’,’linestyle’,’-’,"visible","off", ...

"displayname", ' \bfy\rm - Efetuador’, "linewidth",2);

#Plotar os elos como linhas
for ind=2:4
line([pef(1l,ind-1),pef(l,ind)], ...
[pef (2,ind-1),pef(2,ind) ], ...
"linewidth", 2, "displayname", ["Elo ’,num2str (ind-1)1]);
end;

hold off;

#Configurar legenda, eixos e fontes

axis equal;

set (gca, "linewidth", 2, "fontsize", 12);
leg=legend ("location", "southeast");

set (leg, "fontsize", 12);
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A.3 Cbdigo para criar a Interface Grafica
(create_gui.m)

## Céddigo para criar a Interface Grafica de Usuério
## Samuel Duque Gongalves — 2020

##Cddigos iniciais

clear all

close all

clear h

clc

graphics_toolkit gt

##Conectar ao CoppeliaSim?
h.online=true; #true=conectado; false=desconectado
##Se for trabalhar online, executar fungdo para conexao
if h.online
conect
endif;

#Inicializar varidveis:

h.31=0; h.j2=0; h.33=0; h.j4=0; h.3j5=0; h.j6=0;
h.alfa=0; h.beta=0; h.gama=0;

h.Tef=eye (4);

##Criar tela com gréafico

figure(l, ’'position’, ...

[get (0, "screensize") (3:4) /4 get (0, "screensize") (3:4)/2]);
h.ax = axes ("position", [0 0.5 0.5 0.5]);

##Funcdo para atualizar a plotagem
function update_plot (obj, init = false)
h = guidata (obj);

replot = false;

recalc = false;

switch (gcbo)
case {h.linecolor_radio_2D}
set (h.linecolor_radio_3D, "value", 0);
h.j1=0; h.3j4=0; h.j6=0;

set (h.jointl_slider,"Value",0, "enable", "off");
set (h.joint4_slider,"Value",0, "enable", "off");
set (h.joint6_slider,"Value",0, "enable", "off");
set (h.jointl_edit,"string","0", "enable", "off");
set (h.joint4_edit,"string","0", "enable", "off");
set (h.joint6_edit,"string","0", "enable", "off");

recalc = true;
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case {h.linecolor_radio_3D}

set (h.linecolor_radio_2D, "value", 0);

"OH") ;
"On") ;
"on") ;

set (h.jointl_slider, "enable",
set (h.joint4_slider, "enable",
set (h.joint6_slider, "enable",
set (h.jointl_edit, "enable", "on");
set (h.Jjoint4_edit, "enable", "on");
set (h.Jjoint6_edit, "enable", "on");

case {h.jointl_slider}

set (h.jointl_edit, "string", ...

num2str (get (h.jointl_slider,
recalc = true;
case {h.joint2_slider}

set (h.joint2_edit, "string", ...

num2str (get (h.joint2_slider,
recalc = true;
case {h.joint3_slider}

set (h.Jjoint3_edit, "string", ...

num2str (get (h.joint3_slider,
recalc = true;
case {h.joint4_slider}

set (h.joint4_edit, "string", ...

num2str (get (h.joint4_slider,
recalc = true;
case {h.joint5_slider}

set (h.joint5_edit, "string", ...

num2str (get (h.joint5_slider,
recalc = true;
case {h.joint6_slider}

set (h.joint6_edit, "string", ...

num2str (get (h.joint6_slider,
recalc = true;
case {h.jointl_edit}

"value")))

"Value")))'

"value")))'

"value")))'

"value"))) ;

"Value")))'

set (h.jointl_slider, "Value", ...

str2num(get (h.jointl_edit, "String")));

recalc = true;
case {h.joint2_edit}
set (h.joint2_slider, "Value",.

str2num(get (h.joint2_edit, "String")));

recalc = true;
case h.joint3_edit
set (h.joint3_slider, "Value",.

str2num(get (h.joint3_edit, "String")));

recalc = true;
case {h.joint4_edit}
set (h.joint4_slider, "Value",.

str2num(get (h.joint4_edit, "String")));

recalc = true;
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case {h.jointb5_edit}

"String")));

set (h.joint5_slider, "Value", ...
str2num(get (h.jointb5_edit,
recalc = true;
case {h.joint6_edit}

set (h.joint6_slider, "Value", ...
str2num(get (h.joint6_edit, "String")));
recalc = true;
endswitch
if (recalc || init) #No slider ou no inicio
h.jl=get (h.jointl_slider, "value");
h.j2=get (h.joint2_slider, "value");
h.j3=get (h.joint3_slider, "value");
h.j4=get (h.joint4_slider, "wvalue");
h.j5=get (h.joint5_slider, "value");
h.j6=get (h.joint6_slider, "value");
h.Tef=robot_plot(h.jl,h.j2,h.33,h.J34,h.35,h.36);
if h.online
set_target (h.jl,h.3j2,h.33,h.j4,h.35,h.j6);
endif;
set (h.se3_matrix, "String", ...
num2str ( (round (1000+xh.Tef)) /1000, "%10.4f"));
if (get (h.linecolor_radio_2D, "value")==1)
view (90, 0);
else
view (135, 30)
endif
endif
endfunction
## Modo de controle
h.linecolor_label = uicontrol ("style", "text",
"units", "normalized",
"string", "Dimensdes:",
"horizontalalignment", "left",
"position", [0.6 0.9 0.35 0.041);
gp = uibuttongroup ( "Position", [ 0.8 0.9 .2 .04]);
h.linecolor_radio_2D=uicontrol (gp,"style", "radiobutton",
"units", "normalized",
"string", "2D",
"callback", @update_plot,
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"value", 0,
"position", [0 O 1 17);

.linecolor_radio_3D=uicontrol (gp,"style",

"units", "normalized",
"string", "3D",
"callback", @update_plot,
"value", 1,

"position", [0.5 0 1 11);

#Descricdo das juntas

h.

jointl_label = uicontrol ("style", "text",

"units", "normalized",

"string", "Junta 1 (-180° a 180°):",
"horizontalalignment", "left",
"position™, [0.56 0.85 0.34 0.041]);

.joint2_label = uicontrol ("style", "text",

"units", "normalized",

"string", "Junta 2 (-100° a 100°):",
"horizontalalignment", "left",
"position", [0.56 0.75 0.34 0.04]);

.joint3_label = uicontrol ("style", "text",

"units", "normalized",

"string", "Junta 3 (-140° a 140°):",
"horizontalalignment", "left",
"position", [0.56 0.65 0.34 0.041]);

.joint4_label = uicontrol ("style", "text",

"units", "normalized",

"string", "Junta 4 (-180° a 180°):",
"horizontalalignment", "left",
"position™, [0.56 0.55 0.34 0.041]);

.joint5_label = uicontrol ("style", "text",

"units", "normalized",

"string", "Junta 5 (-115° a 115°):",
"horizontalalignment", "left",
"position", [0.56 0.45 0.34 0.04]);

.joint6_label = uicontrol ("style", "text",

"units", "normalized",

"string", "Junta 6 (-180° a 180°):",
"horizontalalignment", "left",
"position™, [0.56 0.35 0.34 0.041]);

"radiobutton",
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##Slider de controle das juntas
h.jointl_slider = uicontrol ("style", "slider",

"units", "normalized",

"string", "slider",

'Min’,-180,

"Max’, 180,

"callback", @update_plot,

"value", O,

"position", [0.56 0.8 0.34 0.041]);

h.joint2_slider = uicontrol ("style", "slider",
"units", "normalized",
"string", "slider",
'Min’,-100,
"Max’, 100,
"callback", @update_plot,
"value", 0,
"position", [0.56 0.7 0.34 0.041);

h.joint3_slider = uicontrol ("style", "slider",
"Min’,-140,
"Max’, 140,
"units", "normalized",
"string", "slider",
"callback", @update_plot,
"value", O,
"position™, [0.56 0.6 0.34 0.04]);

h.joint4_slider = uicontrol ("style", "slider",
"units", "normalized",
"string", "slider",
"Min’,-180,
"Max’, 180,
"callback", (@update_plot,
"value", O,
"position", [0.56 0.5 0.34 0.04]);

h.joint5_slider = uicontrol ("style", "slider",
"units", "normalized",
"string", "slider",
"Min’,-115,
"Max’, 115,
"callback", Qupdate_plot,
"value", O,
"position", [0.56 0.4 0.34 0.04]);
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h.joint6_slider = uicontrol ("style"
"units", "normalized",
"string", "slider",
"Min’,-180,
"Max’, 180,
"callback", Qupdate_plot,
"value", O,
"position", [0.56 0.3 0.34 0.04]);

##edit de controle das juntas
h.jointl_edit = uicontrol ("style",
"units", "normalized",
"string", "o",
"callback", Qupdate_plot,
"position", [0.9 0.8 0.1 0.04]);

h.joint2_edit = uicontrol ("style",
"units", "normalized",
"string", "O",
"callback", @update_plot,
"position", [0.9 0.7 0.1 0.04]);

h.joint3_edit = uicontrol ("style",
"units", "normalized",
"string", "O",
"callback", Qupdate_plot,
"position", [0.9 0.6 0.1 0.04]);

h.joint4_edit = uicontrol ("style",
"units", "normalized",
"string", "O",
"callback", Qupdate_plot,
"position", [0.9 0.5 0.1 0.04]);

h.joint5_edit = uicontrol ("style",
"units", "normalized",
"string", "O",
"callback", @update_plot,
"position™, [0.9 0.4 0.1 0.041);

h.joint6_edit = uicontrol ("style",
"units", "normalized",
"string", "O",
"callback", Qupdate_plot,
"position", [0.9 0.3 0.1 0.04]);

, "slider",

"adit" ,

"adit" ,

"edit",

"adit" ,

"adit" ,

"adit" ,
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A4

A.5

h.se3_matrix_title = uicontrol ("style", "text",
"units", "normalized",
"string", {"Matriz de transformacao";...
"homogénea do efetuador."; "T="},
"horizontalalignment", "left",
"position™, [0.56 0.16 0.34 0.081]);

h.se3_matrix = uicontrol ("style", "text",
"units", "normalized",
"string", num2str ((round(1000+h.Tef)) /1000, "%$10.4f"),
"horizontalalignment", "left",
"position™, [0.56 0 0.34 0.161]);

set (gcf, "color", get(0,"defaultuicontrolbackgroundcolor"))
guidata (gcf, h)
update_plot (gcf, true);

Funcao conect.m

## Cdéddigo para conectar ao CoppeliaSim
## Samuel Duque Gongcalves — 2020
function conect ()

sim=remApiSetup () ;
simxFinish(-1);
clientID=simxStart ('127.0.0.1",19999, true, true, 5000,5);

if (clientID>-1)

disp (‘Conectado ao servidor de API remoto’);
else

disp(‘Falha ao conectar ao servidor de API remoto’);
end

endfunction

Funcao set_target.m

## Coédigo para enviar comandos
## para as Jjuntas no CoppeliaSim
## Samuel Duque Gongalves - 2020

function set_target (31, 32, 33, 34, 35, 36)
J=1[31,32,33,34,35,3J6]1;
sim=remApiSetup();
simxFinish(-1);
clientID=simxStart ("127.0.0.1",19999, true, true, 5000,5);
[r,hand (1) ]=simxGetObjectHandle (clientID, ...
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"IRB140_7jointl’, sim.simx_opmode_blocking) ;
[r,hand (2) ]=simxGetObjectHandle (clientID, ...
"IRB140_joint2’,sim.simx_opmode_blocking) ;
[r,hand (3) ]=simxGetObjectHandle (clientID, ...
"IRB140_joint3’,sim.simx_opmode_blocking) ;
[r,hand (4) ]=simxGetObjectHandle (clientID, ...
"IRB140_joint4’,sim.simx_opmode_blocking) ;
[r,hand (5) ]=simxGetObjectHandle (clientID, ...
"IRB140_joint5’,sim.simx_opmode_blocking) ;
[r,hand (6) ]=simxGetObjectHandle (clientID, ...
"IRB140_joint6’,sim.simx_opmode_blocking);

for i=1:6
simxSetJointTargetPosition(clientID, hand (i), ...
deg2rad(j(i)),sim.simx_opmode_oneshot);
end
endfunction

A.6 Funcao robot_plot.m

## Coddigo para plotar o bracgo robdtico
## Samuel Duque Gongalves — 2020

function Tef=robot_plot (jl, j2, 33, J4, 35, J6)

##Matriz 1
T(:,:,1)=[cosd(3jl),-sind(31),0,0;
sind(jl),cosd(jl),0,0.069;
0,0,1,0;
0,0,0,171;

##Matriz 2

T(:,:,2)=[1,0,0,0;
0,cosd(j2),-sind(j2), .07;
0,sind(j2),cosd(j2), .3521;
0,0,0,11;

##Matriz 3

T(:,:,3)=[1,0,0,0;
0,cosd(33),—-sind(j3),0;
0,sind(j3),cosd(j3), .36;
0,0,0,17;

##Matriz 4
T(:,:,4)=[cosd(j4),0,sind(j4),0;
0,1,0,.226;
-sind(3j4),0,cosd (34),0;
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0,0,0,11;

##Matriz 5

T(:,:,5)=[1,0,0,0;
0,cosd(3j5),—-sind(j5), .154;
0,sind(35),cosd (35),0;
0,0,0,171;

##Matriz 6

T(:,:,6)=[cosd(]j6),0,sind(j6),0;
0,1,0,0.046;
-sind(36),0,cosd(36),0;
0,0,0,11;

##Matriz 6

T(:,:,7)=[1,0,0,0;
0,1,0,.019;
0,0,1,0;
0,0,0,17;

’ 4 4

##Multiplicar as matrizes

TO=eye (4);

Tef=TO0;

for ind=1:7
Tef=Tef*xT (:, :,1ind);
pef(:,ind)=Tef (1:3,4);

end;

#Plotar os vetores e suas legendas

origx = quiver3(0,0,0,0.1xT0(1,1),0.1xT0(2,1), ...
0.1xT0(3,1),’'Color’, ’"red’, ...
"linestyle’,’——',"linewidth",1);

hold on #Mantem os plots na mesma figura

origx_line = 1line([0,0.1%xT0(1,1)1,[0,0.1xT0(2,1)1,

[0,0.1xT0(3,1)], ’'Color’,’red’,’linestyle’,'—", ...

"visible","off", "displayname",’\bfx\rm - Base’);

origy = quiver3(0,0,0,0.1%xT0(1,2),0.1+xT0(2,2),...
0.1xT0(3,2), ’"Color’, ’'green’,...
"linestyle’,’——',"linewidth",1);

origy_line = 1line([0,0.1+«T0(1,2)1,[0,0.1xT0(2,2)],

[0,0.1xT0(3,2)], ’'Color’,’"green’,’linestyle’,’'——", ...

"visible","off","displayname",’\bfy\rm - Base’);

origz = quiver3(0,0,0,0.1xT0(1,3),0.1xT0(2,3), ...
0.1xT0(3,3), ’'Color’, ’'blue’,...
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"linestyle’,’——'","linewidth",1);

origz_line = 1line([0,0.1+«T0(1,3)1,[0,0.1xT0(2,3)], ...
[0,0.1xT0(3,3)], "Color’,’'blue’,’linestyle’,’'—"', ...
"visible","off", "displayname", ' \bfz\rm - Base'’);

efx = quiver3(pef(l,7),pef(2,7),pef(3,7), ...
0.1xTef(1,1),0.1%xTef(2,1),0.1%Tef(3,1), ...
"Color’, ’'red’,"linewidth",1);

efx_line = line([pef(1,7),0.1xTef(1,1)1, ...
[pef(2,7),0.1xTef (2,1)], [pef(3,7),0.1xTef (3,1)1, ...
"Color’, '"red’,’linestyle’,’'-",...
"visible","off","displayname",’\bfx\rm - Efetuador’);

efy = quiver3(pef(l,7),pef(2,7),pef(3,7), ...
0.1xTef(1,2),0.1+%xTef(2,2),0.1%Tef(3,2), ...
"Color’, ’'green’,"linewidth",1);

efy_line = line([pef(1,7),0.1xTef(1,2)1,...
[pef(2,7),0.1xTef (2,2)], [pef(3,7),0.1xTef (3,2)]1, ...
"Color’, '"green’,’linestyle’,’—-",...
"visible","off", "displayname",’\bfy\rm - Efetuador’);

efz = quiver3(pef(l,7),pef(2,7),pef(3,7), ...
0.1xTef(1,3),0.1%xTef(2,3),0.1%Tef(3,3), ...
"Color’, ’'blue’,"linewidth",1);

efz_line = line([pef(1,7),0.1xTef(1,3)1,...
[pef(2,7),0.1xTef(2,3)1, [pef(3,7),0.1xTef (3,3)1, ...
"Color’, ’"blue’,’linestyle’,’'-", ...
"visible","off","displayname",’\bfz\rm - Efetuador’);

#Plotar os elos como linhas

for ind=2:7
line([pef(1,ind-1),pef(1l,ind)], ...
[pef(2,ind-1),pef (2,ind) ], [pef (3,1ind-1),pef (3,1ind) ],
"linewidth", 2, "displayname", ["Elo ’,num2str (ind-1)1]);

end;

hold off;

#Configurar legenda, eixos e fontes

axis equal;

set (gca, "linewidth", 2, "fontsize", 12);
leg=legend ("location", "southeast");

set (leg, "fontsize", 12);

endfunction



Anexo B

Configuracao do CoppeliaSim para
as simulacoes

As etapas descritas neste anexo permitem controlar o braco robético IRB 140
da marca ABB no ambiente de simulacao do CoppeliaSim. Apesar de apresentar um
escopo longo, a parametrizacao possui baixa complexidade em suas agoes. A versao do
CoppeliaSim utilizada ¢ a Edu, nimero 4.1.0, em um computador com sistema operacional
Microsoft Windows 10, com 8 gigabytes de memoria RAM e processador com 2,5 gigahertz
de frequéncia.

Uma vez aberto o CoppeliaSim, a parametrizacao se dara por meio de duas etapas,
descritas nas se¢oes abaixo. A primeira etapa consiste em deixar o braco em condigoes para
que seja feito o levantamento da posicao de seus itens. A segunda, por sua vez, habilita
o controle do braco robotico durante a animagao, utilizando codigos especificos a serem
inseridos no simulador ou por meio de interface de programagao de aplicacao.

B.1 Configuracao para o levantamento das juntas e
elos

Essa secao apresenta os passos necessarios para centralizar o braco robdtico IRB
140 na origem do sistema, alinhando-o ao eixo ¥ e atribuindo o valor de 0° as juntas. As
acoes a serem feitas sao as seguintes:

1. No Navegador de modelos, na pasta robots/non-mobile, encontrar o brago robético
“ABB IRB 140.ttm”, selecionar e arrastar para a pagina da simulacdo. Ao soltar na
pagina, abrird uma janela contendo informacoes do braco robético e, para fecha-la,
basta clicar em “OK”;

2. Para centralizar com a origem da simulacao, selecionar “IRB140” na Hierarquia da
i

age
cena e clicar no botao “Object/ item shift” e , na barra de ferramentas. Na
janela que abrir, na aba “Position”, marcar “Relative to: World”, e preencher o valor
de 0 metros para as coordenadas X e Y, conforme ilustrado na Figura B.1a, e fechar
a janela;

3. Para rotacionar o braco de forma a orienta-lo com o eixo 7/, selecionar “IRB140”

)

na Hierarquia da cena e clicar selecionar “Object/item rotate” , na barra de

120
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ferramentas. Na janela que abrir, na aba “Orientation”, marcar “Relative to: World”,
e preencher o valor de 90 graus para o angulo gamma, que significa a rotacao de 90°
em torno do eixo 2, fazendo o alinhamento mudar de & para 7/, conforme ilustrado
na Figura B.1b. Fechar a janela em seguida;

4. Para orientar a base do brago ao eixo 7, clicar com o botao direito do mouse
em “IRB140” na Hierarquia da cena e clicar em “Edit/Reorient bounding box/with
reference frame of world’;

5. Como o angulo inicial da quinta junta ¢ —90°, para zeré-lo basta expandir o brago
robotico “IRB140” na Hierarquia da Cena clicando em “4”, dar um duplo clique em
“IRB140_joint5” e, na aba “Joint”, em “Position [deg]”, preencher o valor 0, teclando
Enter em seguida. Logo em seguida, fechar a janela de propriedades do objeto.

Para descobrir a posicao das juntas e da conexao do efetuador, basta selecionar os
itens na Hierarquia da Cena e ver as coordenadas no Texto de Informacao.

Ap6s a realizagao dos passos acima, ao se executar a simulagao em “Simulation/Start
Simulation” a junta 5 retorna a —90° e, ao clicar no brago robotico, é aberta a interface
grafica de usudrio do modelo da ABB, que permite controlar o braco robdtico por meio de
barras de rolagem. No entanto, esse meio de controle nao é utilizado neste trabalho. Para
habilitar, entao, a alteragao das juntas durante a animagcao, faz-se necessario realizar a
configuragao da secao a seguir.

Figura B.1: Janelas de translagao e rotagao de objetos no CoppeliaSim

(a) Janela de “Object/item shift” (b) Janela de “Object/item rotate”
Object/Item Translation,/Paosition n Object/Item Rotation/Crientation n

Mouse Translation | Position | Translation = Pos. Scaling Mouse Rotation | Orientation | Rotation
Relative to: e World Parent frame Relative to: e Waorld Parent frame
¥-coord. [m] |+0.0000e+00 Apply X to sel. I Alpha [deq] +0.00002+00 -

2 A Apply to Apply to
Y-coord. [m]  |+0.0000e+00 Apply Y to sel. selaction Beta [deg] +0.0000e+00 seloction
Z-coord. [m]  |+7.7091e-02 Apply Z to sel. Gamma [deg] +9.0000e+01

Fonte: Elaborado pelo autor.

B.2 Configuracao para o inicio da animacao

Nessa secao sao exibidas as agoes necessarias para habilitar o controle por meio do
Editor de comandos Lua e também por interfaces de programagao de aplicativos (APIs),
além de criar uma janela que informa a matriz de transformacao homogeénea do efetuador
durante a animacao. Apos o inicio dessas etapas, nao é mais possivel iniciar a simulagao e
controlar o brago por meio da interface grafica de usudrio embarcada da ABB. As acoes
sao as seguintes:

1. Na Hierarquia da Cena, selecionar e deletar os itens “IRB140_target”,
“IRB140_manipulationSphere” e “IRB140_manipulationSphereBase”. Com isso a
esfera verde que estava no brago robdtico irda desaparecer;
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2. No Navegador de modelos, na pasta other, encontrar a representacao dos eixos
“reference frame.ttm” e arrastar para a pagina da simulacao. Para acoplar a referén-
cia ao efetuador, apertar a tecla Ctrl do teclado e selecionar “ReferenceFrame” e
“IRB140_connection” na Hierarquia da cena e clicar no botao “Assemble/Disassemble”

I
b4

. Logo ap0s, selecionar apenas o “ReferenceFrame” e clicar em “Object/item
it

shift” °e” . Na janela que abrir, na aba “Position”, marcar “Relative to: Parent
frame”, e preencher o valor de 0 metros para as coordenadas X, Y e Z, e fechar a
janela. Por tltimo, dar um duplo-clique no nome do “ReferenceFrame” na Hierarquia
de Cena e alterar para “Efetuador” e teclar Enter. Para aumentar os eixos, expandir
o “Efetuador” na Hierarquia da Cena clicando em “+” e dar duplo-clique no item
ReferenceFrame_shape. Na janela que abrir, na aba Shape clicar no botao View/mo-
dify geometry. Em seguida, na nova janela, em Scaling factors preencher o valor 2 os

eixos X, Y e Z, e clicar no botao Apply correspondente, e fechar todas as janelas.

ot
afc

Para finalizar, clicar no botao “Object/item shift” ® e, na janela que abrir, na
aba Pos. Scaling, marcar Parent frame, preencher 2 para X, Y e Z, e clicar no botao
Scale position maior apenas uma vez, fechando a janela em seguida;

3. Inserir, novamente, um “reference frame.ttm” na Pédgina de animacao, para acoplar

a origem do sistema. Em seguida, selecionar apenas o “ReferenceFrame” e clicar

&
afo

em “Object/item shift” ® . Na janela que abrir, na aba “Position”, marcar
“Relative to: World”, e preencher o valor de 0 metros para as coordenadas X, Y
e 7, e fechar a janela. Dar um duplo-clique no nome do “ReferenceFrame” na
Hierarquia de Cena e alterar para “Origem” e teclar Enter. Para aumentar os eixos,
expandir a “Origem” na Hierarquia da Cena clicando em “+” e dar duplo-clique no
item ReferenceFrame_shape(. Na janela que abrir, na aba Shape clicar no botao
View/modify geometry. Em seguida, na nova janela, em Scaling factors preencher o

valor 5 os eixos X, Y e Z, e clicar no botao Apply correspondente, e fechar todas as

o
afie

janelas. Por ultimo, clicar no botao “Object/item shift” ® e, na janela que abrir,
na aba Pos. Scaling, marcar Parent frame, preencher 5 para X, Y e Z, e clicar no
botao Scale position maior apenas uma vez, fechando a janela em seguida;

4. Dar um duplo-clique no icone da junta 1, isto é, da “IRB140_joint1” e na janela
que abrir, na aba “Joint”, no item “Mode”, selecionar a opgao “Torque/force mode”
na lista suspensa, como demonstrado na Figura B.2a, e fechar a janela em seguida.
Repetir esse passo para todas as seis juntas do braco robdtico;

5. Clicar em “Add/Dummy”, para criar um objeto ao qual serd adicionado o cédigo
para o controle do brago robdtico;

6. Clicar em “Tools/Scripts” e, na janela que abrir, selecionar “Non-threaded child script
(IRB140)” e teclar delete para apagar o cddigo embarcado do modelo da ABB. Em
seguida, clicar “Insert new script”, adicionando um script do tipo “Child script
(non-threaded)” e clicar em OK. Logo apds, selecionar “Non-threaded child script
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(unassociated)” e, no “Secript properties”, no item “Associated object”, selecionar o
item “Dummy”, o qual foi criado no passo anterior, como demonstrado na Figura
B.2b. Por tultimo, dar um duplo-clique no script e, na pagina que abrir, apagar o
conteudo e colar o cédigo a seguir:

Figura B.2: Janela de propriedades de juntas e janela de scripts no

CoppeliaSim
(a) Janela de propriedades de juntas (b) Janela de scripts
Scene Object Properties n Scripts n
Joint Commaon Display Simulation scripts - Insert new script

Configuration
Mon-threaded child script (Dummy)

v Position is cyclic Screw pitch [m/deq] |+0.00e+00
Pas. min. [deq] Pos. range [deq]
Position [deg] +0.000e+00

IK calculation weight 1.00

Max. step size [deg] 1.00e+01

Apply to selection

Made
Torgue/force mode - Hybrid operation Script properties
Adjust dependency equation Disabled Execute just once
Apply to selection Associated object

Execution priority

Tree traversal
Length [m] 0.150 Adjust color A Debug mode

Diameter [m] 0.020 Adjust color B

Visual properties

Apply to selection
Dynamic properties

Show dynamic properties dialog

Fonte: Elaborado pelo autor.

function sysCall_init()
simRemoteApi.start(19999)
xml = [|
<ui closeable="false” on-close="“closeEventHandler” resizable="true”>
<tabs>
<tab title="Efetuador”>
<group>
<label text="<big> Matriz de SE(3):</big>"id="6008"
wordwrap="false” style=“font-weight: bold;”/>
<label text="“Tef = ” wordwrap="false” />
<label text=""id="“1234" wordwrap="false” />
< /group>
<stretch />
</tab>
< /tabs>
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</ui>

I

ui=simUI.create(xml)
base=sim.getObjectHandle(‘Origem’)
ee=sim.getObjectHandle(‘Efetuador’)
calcSE3(ui)

end

function createSE3string()
local g=createSE3matrix()
local out="<b><big><tt>"

for i=1,4,1 do
out=out..“| ”
for j=1,4,1 do
out=out..string.format(“ %+6.3f",gli][j])
end
out=out..“ | <br>”
end
out=out..“</tt></big></b>"
return out
end

function createSE3matrix()
local matrix=sim.getObjectMatrix(ee,base)

local g =
for i=1,4,1 do
gli] =
for j=1,4,1 do

if (i<=3) then
gfil i} = matrix[4*(i-1)-+]

else
if (j<=3) then
glil[i = 0
else
glilli] =1
end
end
end
end
return g

end

function calcSE3(ui)
out=createSE3string()
simUIsetLabel Text (ui,1234,0ut)
end
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function sysCall_actuation()
calcSE3(ui)

end

function sysCall_cleanup()
simUI.destroy(ui)
simRemoteApi.stop(19999)
end

Apéds a realizacao dos passos acima, é habilitado o comando por APIs e pelo
comando abaixo, a ser escrito no Editor de Comandos Lua do préprio CoppeliaSim:

sim.setJoint TargetPosition(sim.getObjectHandle(‘IRB140_joint1"),90*math.pi/180)

No exemplo anterior, é enviado o comando de alteracao do angulo da junta 1 para
90°. Caso a junta ja esteja nesse angulo, o braco nao se movimenta.

Apoés a configuracao realizada, recomenda-se salvar o arquivo em alguma pasta do
sistema, clicando em “File/Save scene”. O nome utilizado para o arquivo nesse trabalho
foi robot_arm.ttt.



Anexo C
Configuracao de interfaces para o
Octave

Este anexo contém as etapas necessarias para configurar o Octave de modo a
habilitar duas interfaces, que sao elementos que possibilitam intermediar sistemas distintos.
As interfaces sao as seguintes:

Interface Grafica de Usuario aplicacao que permite a interacao do usudrio com o
Octave de forma visual e intuitiva, enviando comando por meio de elementos (botoes,
barras, caixas de texto etc) e recebendo informagoes através de graficos e textos.

Interface de Programacao de Aplicagao conjunto de rotinas e fungoes que permitem
a comunicacao entre softwares. No caso, habilita o envio de comandos do Octave
para o CoppeliaSim.

Antes de criar a interface grafica de usudrio, é necessaria a criacao de uma pasta
no sistema para reunir todos os arquivos necessarios. O sistema operacional utilizado
foi o Microsoft Windows 10, em um computador com 8 gigabytes de meméria RAM e
processador com 2,5 gigahertz de frequéncia.

O cbdigo create_gui.m, disponivel na Secao A.3, cria a interface grafica e precisa
estar na pasta em questao. Ao ser executado, este codigo chama as fungoes externas a
seguir, as quais também precisam estar na pasta referida:

conect conecta a interface grafica de usuario ao CoppeliaSim. E executado somente
quando o codigo de criacao da interface € iniciado e a variavel h.online receber o
valor true. Para que seja bem sucedida a conexao, é necessario que a simulagao do
CoppeliaSim esteja executando antes de executar a criacao da interface, exibindo o
texto “Conectado ao servidor de API remoto” na Janela de Comandos. Caso haja
erro na conexao, ¢ exibido o texto “Falha ao conectar ao servidor de API remoto”. O
cddigo da funcao conect estd na Secao A.4 do Anexo A;

set_target envia os angulos que serao alvos a serem alcangados pelo brago robético do
CoppeliaSim. E executado quando hé alteragoes dos angulos na interface grafica,
somente se a variavel h.online tiver recebido o valor true e a conexao, por meio
da fungao conect, tiver sido bem-sucedida. Na Secao A.5 do Anexo A esta contido o
codigo da funcao set_target;

robot_plot este codigo é similar ao apresentado na secao A.1, e tem o objetivo de atualizar
a figura contida na interface grafica. O cédigo da funcao set_target estd na Secao

A.6 do Anexo A;
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Além dos quatro arquivos descritos anteriormente, para habilitar a interface de
programagcao de aplicacao é necessario que haja, na mesma pasta, os seguintes arquivos:

e remApiSetup.m, disponivel na pasta C:/Program Files/CoppeliaRobotics/Coppeli-
aSimEdu/programming/remoteApiBindings/octave /octave, ou pasta similar onde
esteja instalado o programa;

e remApi.oct.

O arquivo remApi.oct nao é disponibilizado nas pastas do CoppeliaSim. Para que
ele seja criado ¢ essencial a realizagao dos seguintes passos:

1. Criar uma pasta proviséria no sistema. O nome dado a esta pasta, para que nao
haja confusao, é de “Proviséria”;

2. Copiar para esta pasta “Proviséria” os seguintes itens:

e Arquivo remoteApi.dll, contido na pasta C:/Program Files/CoppeliaRobo-
tics/CoppeliaSimEdu/programming /remoteApiBindings/lib /lib/Windows, ou
similar;

e Todos os arquivos contidos na pasta C:/Program Files/CoppeliaRobotics/Cop-
peliaSimEdu/programming/include, ou similar;

e Todos os arquivos contidos na pasta C:/Program Files/CoppeliaRobotics/Cop-
peliaSimEdu/programming/remoteApi, ou similar. Ao fazé-lo, ird abrir uma
janela perguntando sobre sobrescrever o arquivo license.txt, o que pode ser feito
sem problemas;

e Os arquivos buildWin.m e remApi.cc contidos na pasta C:/Program Files/Cop-
peliaRobotics/CoppeliaSimEdu/programming/remoteApiBindings/octave, ou
similar;

3. Em seguida, executar o arquivo buildWin.m no Octave. Com a Janela de Comandos
selecionada, pressionar qualquer tecla do teclado quando aparecer o texto “Press any
key to start”. O arquivo remApi.oct aparecerd na pasta “Proviséria” apos a execugao
do codigo.

Por fim, os arquivos necessarios para realizar as simulacoes deste trabalho, incluindo
o arquivo robot_arm.ttt criado no Anexo B, sao os descritos pela Figura C.1, organizados
de forma alfabética na pasta de exemplo.

Figura C.1: Arquivos contidos na pasta de simulacao

'\_ conect.m

4 create_guim
|| remApi.oct

4 remApiSetup.m
s robot_arm.ttt
4 robot_plot.m

'\_ set_target.m

Fonte: Elaborado pelo autor.
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