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RESUMO

SCHIFLER, Jessica Augustin. A familia dos nimeros metalicos no ensino e aprendizagem
de contetidos de matematica na Educacao Basica. 70 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado
Profissional em Matemadtica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana. Curitiba, 2020.

Apresentamos neste trabalho a familia dos niimeros metélicos, suas caracteristicas e propriedades.
Os niimeros de ouro e de prata sdo os integrantes mais conhecidos dessa familia, com aplicacdes
nas artes, na arquitetura, na engenharia, na musica e na literatura. Desenvolvemos oficinas com
os estudantes das turmas do 6° ano ao 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica da
zona rural do municipio de Mafra, Santa Catarina, introduzindo os nimeros metalicos no estudo
de fracdes, razdes, proporc¢des, poligonos regulares, niimeros irracionais e equagdes quadréticas.
Nas atividades, conciliamos o estudo desses conteddos ao uso de tecnologias, como tablets,
0 GeoGebra e Planilhas Google, além de videos sobre o tema. Concluimos que os nimeros
metdlicos e as ferramentas tecnoldgicas possibilitam a contextualizagao dos contetidos abordados,

incentivando os estudantes a discutirem e aprofundarem os conhecimentos mateméticos.

Palavras-chave: Ensino de Matematica; média metalica; GeoGebra; Planilhas Google; poligonos

regulares; nimeros irracionais.



ABSTRACT

SCHIFLER, Jessica Augustin. The family of metallic numbers in the teaching and learning
of mathematical content in basic education. 70 pg. Dissertation - Programa de Mestrado
Profissional em Matemadtica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana. Curitiba, 2020.

We present in this work the family of metallic numbers, their characteristics and properties. The
gold and silver numbers are the best-known members of this family, with applications in arts,
architecture, engineering, music and literature. We developed workshops with students from
the 6th to 9th grades of elementary school of a public school in the rural area of Mafra, Santa
Catarina, introducing the metallic numbers in the study of fractions, ratios, proportions, regular
polygons, irrational numbers and quadratic equations. In the activities, we combine the study of
these contents with the use of technologies, such as tablets, GeoGebra and Google Sheets, in
addition to videos on the subject. We conclude that metallic numbers and technological tools
make it possible to contextualize the content covered, encouraging students to discuss and deepen

mathematical knowledge.

Keywords: Mathematics teaching; metallic mean; GeoGebra; Google Sheets; regular polygons;

irrational numbers.
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1 INTRODUCAO
1.1 ESCOLHA DO TEMA

O desenvolvimento da Matematica se deu ao longo de muitos séculos a partir das
necessidades e curiosidades humanas. Quanto mais estudos sao realizados nesta area, mais se

percebe a sua grandeza, relevancia e influéncia em tudo o que existe no mundo.

O objeto de estudo desta pesquisa, os nimeros metdlicos, surge de um conjunto de buscas
e descobertas que tem mostrado aplicacdes em dreas cada vez mais diferenciadas como, por

exemplo, na natureza, no corpo humano, na arquitetura, nas artes e no mercado financeiro.

A familia dos nimeros metdlicos foi definida em 1994 pela argentina Vera de Spinadel
como sendo as raizes positivas das equacdes da forma 22 + px + ¢ = 0, comp e g € N.
Alguns desses nimeros receberam o nome de metais como prata, bronze, cobre, niquel e platina,

inspirados no niimero de ouro, o membro mais conhecido da familia.

Assim como o ndmero de ouro, os demais nimeros metalicos estio relacionados com
razdes entre medidas de segmentos, podendo ser calculados em partes de um segmento, lados de
um retangulo ou medidas de diagonais de poligonos regulares. Também podem ser obtidos como

raizes de equacOes quadrdticas, limites de sequéncias numéricas e por meio de fragdes continuas.

Desta maneira, este tema envolve varios contetidos da Educagdo Bdsica, permitindo
utilizarmos os ndmeros metélicos para motivar o estudo de conteddos como sequéncias, nimeros

irracionais, equacdes quadréticas e poligonos regulares, por exemplo.

Ainda, € um assunto que permite empregar recursos simples para o ensino como, o
gonidometro, papéis, régua e compasso assim como recursos tecnoldgicos, como os tablets e os
aplicativos GeoGebra e Planilhas Google. Além disso, € um tema que permite fazer uso de videos
disponiveis nas plataformas de compartilhamento de videos, principalmente sobre o ndmero de

ouro.

1.2 JUSTIFICATIVA

Quando falamos em ensino e aprendizagem de Matemdtica, deparamos-nos com duas
questdes principais: a primeira, de quao importante € a compreensao de seus conteidos e a
aplicacdo dos mesmos para resolver problemas do dia a dia; a segunda, das dificuldades do
ensino e aprendizagem dos conteidos matemdticos e em relaciond-los com as situagdes reais

vividas pelos alunos.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) (MINISTERIO DA EDUCACAO, 1998)
justificam a importancia do ensino de Matematica por desenvolver competéncias de resolver pro-
blemas da vida cotidiana, do mundo do trabalho, por ser a base da constru¢do de conhecimentos

de outras dreas curriculares e por desenvolver as capacidades intelectuais e a estruturagcdo do
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pensamento.

No que se refere a superacao das dificuldades de ensino e aprendizagem, os PCNs
(MINISTERIO DA EDUCACAO, 1998) evidenciam a necessidade de deixar para trds as meto-
dologias baseadas na reproduc¢do de procedimentos e na acumulagdo de informagdes, buscando

metodologias que facam os conteudos matemaéticos terem significado na vida dos alunos.

Neste contexto, vimos nos nimeros metdlicos a possibilidade de desenvolver atividades
contextualizadas envolvendo diversos contetidos matematicos que despertassem o interesse em
aprender, o trabalho em equipe, a no¢do e o interesse por pesquisas e a consciéncia de que a

Matemdtica € fruto de construcdes histdricas € a0 mesmo tempo se transforma constantemente.

Alicer¢camos o planejamento destas atividades em quatro competéncias especificas de

matematica para o Ensino Fundamental da Base Nacional Comum Curricular (BNCC):

Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes momentos histdricos, e € uma
ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos
e para alicercar descobertas e construcdes, inclusive com impactos no mundo
do trabalho.

Compreender as relacdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos
da Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade)
e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranca quanto a propria ca-
pacidade de construir e aplicar conhecimentos matemadticos, desenvolvendo a
autoestima e a perseveranga na busca de solucdes.

Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais
disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras
areas de conhecimento, validando estratégias e resultados.

Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente no
planejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder a questionamen-
tos e na busca de solugdes para problemas, de modo a identificar aspectos
consensuais ou nao na discussio de uma determinada questdo, respeitando o
modo de pensar dos colegas e aprendendo com eles (BRASIL, 2018, p. 267).

De acordo com os PCNs (MINISTERIO DA EDUCACAO, 1998), os professores pre-
cisam conhecer a histéria dos conceitos matemdticos para que consigam mostrar aos alunos
que a Matematica ndo € uma ci€ncia imutdvel e sim dindmica, sempre aberta a incorporagao de
novos conhecimentos. Isso faz com que os alunos se sintam parte do processo de construcio de

conhecimentos e mais motivados a buscarem aplicagdes para o contetido dentro da sua realidade.

Os nimeros metalicos sdo objetos de estudos relativamente recentes, mas que tém se
mostrado com aplicacdes em diversas dreas, desde sistemas de propor¢des em obras de arquitetura

e arte, até em estudos da natureza e do universo.

Assim, pretendemos com este trabalho incentivar alunos e professores a conhecerem
mais sobre os numeros metalicos, trazendo informagdes sobre assuntos envolvendo a Matematica
e histdrias sobre o tema, despertar a curiosidade, o interesse pela pesquisa e como base para o

planejamento de aulas mais atraentes e motivadoras. Sabemos que incentivar os alunos a aprender
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€ um desafio cada vez maior, mas que buscando inovar as praticas e metodologias, aliando-as
a contextualizacdo e ao uso de recursos tecnoldgicos, nos aproximamos mais da realidade dos

alunos.

1.3 OBIJETIVOS

1.3.1 OBJETIVO GERAL

* Propor atividades que utilizem os nimeros metalicos para a contextualiza¢do do ensino e

aprendizagem de contetidos de Matematica da Educagao Bésica.

1.3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

* Observar a presenca dos nimeros metdlicos na natureza e as aplicagdes nas artes, nas

constru¢des e no mundo contemporaneo;
* Relacionar os nimeros metélicos com as diagonais de poligonos regulares.

* Associar conteidos de matemética como proporcionalidade, fracdes racionais e fracdes

irracionais com o estudo dos nimeros metalicos.

* Desenvolver atividades praticas utilizando os niimeros metalicos para o ensino e aprendi-

zagem de diversos conteidos matematicos.

* Desenvolver a capacidade do uso de tecnologias na aprendizagem de conhecimentos

matematicos.

* Avaliar os resultados obtidos com a aplicagdo das atividades.

1.4 METODOLOGIA

Este trabalho iniciou com uma pesquisa bibliografica acerca dos nimeros metélicos
envolvendo sua definicdo, as relagdes com as equagdes do segundo grau, limites de sequéncias
numéricas, fragdes continuas, diagonais de poligonos e retangulos metédlicos. Também foi
realizada uma pesquisa bibliografica sobre suas aplicagdes em construcdes e nas artes, além de

observar a sua presenga no corpo humano e na natureza.

Retomamos o estudo de Oliveira (2019) sobre a relacdo entre os nimeros metédlicos
e a razdo entre as medidas das diagonais e de lados dos poligonos regulares e aplicamos no
desenvolvimento de planilhas para andlise do comportamento do comprimento das diagonais e o

numero de lados em busca de uma relagc@o entre os nimeros metalicos e os poligonos regulares.

Outra etapa do trabalho foi a elaboracao de atividades que aliam o ensino sobre os

nimeros metédlicos aos conteidos mateméticos da Educacao Bdasica, juntamente com o uso de
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softwares como GeoGebra e Planilhas Google, em uma aplicac@o dessas atividades com alunos

do 6° a0 9° ano do Ensino Fundamental.

L.5

ESTRUTURA DO TRABALHO

Capitulo 1: neste capitulo trazemos a introdug@o do trabalho, com a apresentacao do tema,

dos objetivos, da justificativa, da metodologia utilizada e da estrutura do trabalho.

Capitulo 2: apresentamos neste capitulo um pouco da histéria de Vera de Spinadel e as
influéncias que a levaram a definir os nimeros metalicos. Também uma abordagem sobre

as aplicacdes dos nimeros metalicos, com &nfase para os nimeros de ouro e de prata.

Capitulo 3: definimos os nimeros metdlicos como raizes de equagdes quadréticas e 0s
relacionamos com as sequéncias numéricas, a divisdo de segmentos, as fracdes continuas

e as diagonais de poligonos regulares.

Capitulo 4: neste momento sdao apresentadas as atividades realizadas com os alunos de
turmas de 6° ao 9° ano, utilizando os nimeros metélicos na contextualiza¢do de contetidos

matemadticos da Educagdo Bésica.

Capitulo 5: trazemos as consideracdes finais do trabalho apresentado e a importancia do
uso de topicos como os nimeros metdlicos e ferramentas como o GeoGebra e o Planilhas

Google para o ensino e aprendizagem de contetidos matematicos.
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2 0S NUMEROS METALICOS

Os numeros metélicos ou Familia das médias metdlicas foram apresentados por Vera
de Spinadel. Os integrantes dessa familia t€m como caracteristica principal a de ser nominados
com o nome de um metal como a razao 4urea, a razdo de prata, a razdo de bronze, a razdo de
cobre, entre outras. Presentes na natureza, na arte, na arquitetura, na musica, na literatura, etc.,
possuem propriedades matematicas comuns, possibilitando estudos de conteidos matematicos
basicos como solugdo de equacdes de segundo grau, estudo de nimeros irracionais, diagonais de

poligonos e também em contetidos mais complexos como estudos de galdxias (SPINADEL, s.d.).

No Capitulo 3 apresentaremos a mateméatica dos nimeros metélicos, suas caracteristicas

e suas propriedades.

Antes de saber mais sobre os nimeros metalicos, primeiramente vamos conhecer um

pouco da histdria de Vera de Spinadel.

2.1 VERA DE SPINADEL - DESIGN E MATEMATICA

Vera Martha Winitzky de Spinadel, Figura 2.1, nasceu em 22 de agosto de 1929 em
Buenos Aires, Argentina. Faleceu na mesma cidade em 26 de janeiro de 2017. Filha de Alejandro
Winitzky e Rosa Schajnovidze de Winitzky, foi casada com Erico Spinadel, engenheiro industrial
e doutor em Arquitetura (MATHUNION, 2014).

Figura 2.1 — Vera de Spinadel

o W T
» o

Fonte: DEJTIAR (2017).

Vera iniciou sua vida académica em 1947 cursando Licenciatura em Ciéncias Fisico-
Matematicas, na Faculdade de Ciéncia Exatas e Naturais da Universidade de Buenos Aires em
de La Manzana de las Luces. Concluiu o curso em julho de 1952. Durante o curso, ela atuava

como assistente honoraria na universidade.
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Ainda aluna da universidade, foi convidada para ser professora adjunta da Faculdade de
Arquitetura. Vera relatou que ficou insegura pensando o quanto ainda precisava aprender para

atuar como professora mas acabou aceitando e iniciou com aulas em Exatas e Arquitetura.

Apaixonada pela Matemética, decidiu aprofundar seus estudos cursando o Doutorado

em Ciéncias Matemaéticas na mesma universidade em que estudava e trabalhava.

Quando iniciou seu doutorado, percebeu que a Matematica havia ficado totalmente
analitica, sem gréficos, figuras e geometria e tudo precisava ser embasado e demostrado por
teoremas. Observou também que os conteidos matematicos trabalhados no curso de Arquitetura
eram os mesmos de Engenharia e assim, aos poucos, passou a introduzir novos conteudos,
que segundo ela, seriam mais importantes e interessantes para essa drea. Comecgou assim a
ensinar a teoria dos grafos, ramo da Matemdtica Discreta e a utilizar conceitos de Probabilidade,
Geometria, Algebra Abstrata, Aritmética e Topologia. Iniciava-se af o que seria a razdo da vida
profissional de Spinadel: ver a Matematica de forma diferente, nio linear, e entender a sua relagdo
com a natureza, com a harmonia e a beleza. Em setembro de 1958, concluiu seu doutorado,
sendo a primeira mulher a obter um doutorado em Matemdtica na Universidade de Buenos Aires,
Argentina (WIKIPEDIATI, 2020).

Em 1985, a Faculdade de Arquitetura da Universidade de Buenos Aires abriu cinco
especialidades de cursos de Design. Apds uma conversa com alunas do curso que lhe pediram
aulas de Matemadtica, Vera percebeu que haviam conteidos matematicos somente no Ciclo Basico
Comum das disciplinas do curso, e ndo havia um aprofundamento matemético no decorrer dos
cursos. Entdo, dedicou-se a relacionar os conteidos mateméticos com o Design. Vera defendia
que através da Matematica se descobrem coisas novas, e o Design precisa explorar o lado

matematico-cientifico para ter processos mais criativos.

Vera defendia que tudo que hé na natureza ndo € linear como as nuvens que nao sao
esferas, as margens dos rios que ndo sdo linhas retas, o comportamento do clima, enfim, a
natureza ndo pode ser analisada matematicamente de forma linear. Ela cita o exemplo da medida
da fronteira entre Portugal e Espanha, estudada por Mandebrot, que aumenta quando a escala de
um mapa € maior. E aponta que a solucio para este problema pode estar na representacio grafica

e no uso de fractais.

Spinadel seguiu sua carreira pesquisando as relagdes entre a Matematica e o Design,
area na qual obteve destaque internacional. Em suas pesquisas, encantou-se pelos fractais e pelo
nimero de ouro ou razdo durea. Vera questionava como explicar a presenca da proporcao durea
desde os gregos até a atualidade e a0 mesmo tempo respondia que s6 poderia ser devido a sua
harmonia e beleza. Comecou entdo a dedicar-se ao estudo da razdo durea e de sua ligacdo com as
construcdes, o corpo humano, a musica e a natureza. Para Vera, a natureza pode ser considerada

o melhor exemplo de harmonia.

Ela deixou um vasto legado para estudantes e pesquisadores de todo o mundo sobre os
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nimeros metdlicos e suas aplicacdes:

“Se vocé dividir a altura do homem pela distiancia do umbigo até a ponta da
mao, ele fornecera o nimero dourado. Se vocé dividir a altura total do Homem
Vitruviano, pela distdncia do umbigo aos pés, ele também fornecerd o nimero
ourado. Nas pecas para piano de Mozart e na Quinta Sinfonia de Beethoven,
também se aplica a Proporcao Dourada. O arranjo das pétalas das flores, a
distribui¢ao das folhas de um caule ou as costelas das folhas das drvores, a
relacdo entre a espessura dos galhos principais € o tronco, os principais e 0s
secunddrios, a quantidade de espirais de um abacaxi também obedecem a uma
proporcdo durea.” (JURADO, 2018, np)

Em 1998 Vera de Spinadel publicou seus dois primeiros livros. O primeiro, “From the
Golden Mean to Chaos”, no qual investigou o nimero de ouro e a partir dele definiu o conjunto
dos numeros metélicos, uma das suas mais marcantes contribui¢des para a Matematica; o segundo,
“The Metallic Means and Design”, no qual para Spinadel, os niimeros metdlicos servem como
base de um sistema de propor¢des que permite desenhar qualquer coisa. Continuou sua vida
profissional dedicando-se a pesquisa dos nimeros metdlicos e das relacdes entre Matematica,
Arquitetura e Design. Foi autora de mais de 10 livros e publicou mais de 100 trabalhos de
pesquisa. Em 1995, recebeu o convite para ser diretora do Centro de Matematica e Design
da Universidade de Buenos Aires. E, em 1998, assumiu o cargo de presidente da Associagao
Internacional de Matematica e Design. Em abril de 2005, inaugurou o Laboratério de Matematica

e Design, no Campus Universitdrio em Buenos Aires.

Atualmente, os nimeros metdlicos, além de aplicados no Design, na Arquitetura, sao
usados no estudo do caos, e na Fisica, no estudo do comportamento de sistemas dindmicos nao
lineares, na andlise da transi¢do da periodicidade para a quase periodicidade, no estudo dos

quase-cristais, na estrutura interna do DNA, no estudo das galaxias, entre outros.

Apesar da definicdo deste conjunto ser recente na Matematica, varias pesquisas tém
encontrado indicios da utilizacdo destes sistemas de propor¢des ha muitos anos atras. O nimero
de prata, por exemplo, foi associado a um sistema romano de proporg¢des, nas constru¢des nos
Estados Unidos, em igrejas de Cérdoba, na Espanha, e em templos do oriente, como o Templo

Horyu-ji.

2.2 NUMERO DE OURO: O NUMERO PERFEITO

Entre os nimeros metélicos, o nimero de ouro € o mais famoso deles e € representado pela
letra grega phi (¢). Tal fama € justificada por sua presenca na natureza, nas artes, nas construgdes,
no corpo humano, nas ciéncias e no mercado financeiro, por exemplo. Esse nlimero possui
um significado mistico: relacdo com o criador, com a beleza e com a perfei¢cdo e é conhecido
por outras denominagdes, entre elas, como razao durea ou razao de ouro, propor¢ao durea ou
propor¢ao de ouro, média e extrema razdo, divina proporcdo, razao de Phidias. Esta ultima

denominagdo se deve ao arquiteto grego Phidias, que teria utilizado o conceito de propor¢ao
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durea no projeto do Parthenon, Figura 2.2, no século V a.C. e, por esse motivo, usamos a letra
grega ¢ para representa-lo. (MARQUES, 2017).

Figura 2.2 — Fachada do Parthenon com a regra durea

- I s
- T T el o L Y

Fonte: LIMA; MARANHAOQ; LIONN (2017).

=

2.2.1 APLICACOES DO NUMERO DE OURO

A razdo 4urea tem vdrias aplicagdes como as listadas a seguir.

* Corpo humano: a proporcao durea estd presente na relacao entre o comprimento do corpo
humano e a distancia do umbigo ao chdo, ou ainda, entre a distancia do ombro a ponta do

dedo médio e a distancia do cotovelo a ponta do dedo médio.

Segundo pesquisadores da Universidade John Hopkins (MECHANICS 2018), o cranio
NI  BI
—— = ——, Figura 2.3, ou seja, a razdo entre o arco

humano apresenta a razdo durea, ¢ =
do bregma-inion e o arco ndsio-bregma (N 1/BI) é igual a razdo entre o arco nasioinfaco
e o arco do bregma-inion (BI /N B). Em suas pesquisas, foram comparados 100 cranios
humanos a seis outras espécies e descobriram que as dimensdes do cranio humano seguiam

a razdo durea enquanto que outros 70 cranios estudados nio respeitavam essa razao.

Figura 2.3 — Razao durea no cranio humano

0 B-%

Fonte: MECHANICS (2018).



19

* Natureza: estd presente em uma grande quantidade de elementos da natureza, como a
razdo entre a distincia de uma asa traseira da borboleta até o seu abdomen e a distancia
do abdomen até a outra asa traseira, Figura 2.4 (a), em algumas plantas, podendo ser na
formacdo dos galhos, em outras na formacao das pétalas, das flores ou na formagao das
folhas como na folha de bromélia da Figura 2.4 (b). Um molusco que vive no Oceano
Pacifico, o ndutilo, bombeia gis para dentro de sua concha repleta de camaras, Figura
2.4 (c), para controlar a profundidade de sua flutuacao, proporcionando um crescimento

associado ao numero de ouro.

Figura 2.4 — Numero de ouro na natureza: (a) borboleta; (b) folha de bromélia; (c) concha do
nautilo

(a) (b)

(©
Fonte: CARVALHO (s.d.).

* Miusica: Antonio Giacomo Stradivari (1644 — 1737), Figura 2.5 (a), foi um artesao italiano
que revolucionou a produgdo de violinos e fez uso do nimero de ouro, chamando a atencao
pela beleza estética e pela presenca da propor¢do durea entre o comprimento do brago
e o comprimento total do instrumento, com o arco plano na base centrado no ponto da
secdo durea, a partir da linha do centro. Apresenta, ainda, a espiral de Fibonacci na voluta
(extremidade do braco), Figura 2.5 (b). (FERNANDES, s.d.)



20

Figura 2.5 — (a) Antonio Giacomo Stradivari; (b) propor¢do durea no violino Stradivari

@ (b)
Fonte: (a) WIKIPEDIA?2 (2019), (b) FERNANDES (s.d.).

O nimero de ouro também esta presente nas obras de compositores classicos, como do
pianista, regente e compositor alemdo Ludwig van Beethoven (1770 - 1827), Figura 2.6

(a), em sua sinfonia de nimero 5, Figura 2.6 (b).
Figura 2.6 — (a) Ludwig van Beethoven; (b) 5a. sinfonia e o niimero de ouro

Theme from the Fifth Symphony
L van Beethoven 7

motto, (5 measur es)

233377 = 0.618

377 measures ] | 233 measures
372 measures . 228 measures

Fonte: FERNANDES (s.d.).

* Literatura: uma das obras literdrias que podemos observar o ndmero de ouro, considerada
uma das mais fantésticas, € a Iliada atribuida ao grego Homero (928 a.C.— 898 a.C.),
Figura 2.7, que narra a histéria da Guerra de Tréia em seus ultimos dias. O leitor dessa
obra observard a presencga de ¢ na razao entre as estrofes maiores e as estrofes menores.
Virgilio, em sua obra Eneida, também apresenta a razao durea com as estrofes maiores e

menores.
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Figura 2.7 — Busto representando Homero, esculpido no periodo helenistico (Museu Britanico)

»

Fonte: WIKIPEDIA4 (2019).

O poeta portugués Luis Vaz de Camoes (1524 — 1580), Figura 2.8 (a), na sua obra Os
Lusfadas, colocou a chegada 2 India no ponto que divide a obra na proporcio durea, Figura
2.8 (b).

Figura 2.8 — (a) Luis Vaz de Camdes; (b) Os Lusiadas

LT
I
[T tSig

Fonte: FERNANDES (s.d.).

e Arquitetura: podemos observar a proporcdo durea em diversas obras arquitetonicas
como nas catedrais géticas de Notre Dame e de Chartres, ambas na Franca, Figura 2.9
(a) e (b); no Taj Mahal, na India, Figura 2.9 (c), e no prédio da ONU (Organizacao das
Nagdes Unidas), nos Estados Unidos, Figura 2.9 (d).

O arquiteto Andrew Rogers criou uma estrutura branca com as bordas destacadas em ouro
de 23 quilates para refletir o sol da manha. Essa obra esta localizada no deserto de Arava,
em Israel, Figura 2.10 (a), e foi concluida em 2004. A escultura denominada Ratio é
baseada na proporcao durea e os blocos seguem a sequéncia de Fibonacci. E, em 2010, ele

construiu uma obra similar no deserto de Utah, Estados Unidos, Figura 2.10 (b).
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Figura 2.9 — (a) Catedral Notre Dame; (b) Catedral de Chartres; (c) Taj Mahal; (d) prédio da
ONU

Fonte: VIVADECORA (s.d.).

Figura 2.10 — Obra de Andrew Rogers: (a) Ratio em Arava, Israel; (b) Ratio em Utah, Estados
Unidos

(b)

Fonte: ROGERS (2020).
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Ainda € possivel vermos outras aplicagdes do nimero de ouro nas artes, como na obra
de Leonardo da Vinci, a Monalisa, no Design em logos de diversas marcas famosas, no mercado

financeiro na previsao de reversdes de mercado, entre outros.

2.3 O NUMERO DE PRATA

O ndmero de prata, ou razao de prata ou propor¢do de prata nao é tdo conhecido como
o nimero de ouro. Enquanto, o nimero de ouro € a razdo limitante da sequéncia de Fibonacci,

Subsecao 3.1.1, o numero de prata € a razdo limitante da sucessdo de Pell, Subse¢do 3.1.2.

Dizemos que duas quantidades estdo em propor¢do de prata se a razao entre a maior € a

menor resulta no nimero de prata, cujo valor equivale a 1 + /2 = 2,414....

2.3.1 APLICACOES DO NUMERO DE PRATA

A razdo de prata tem vdrias aplica¢des, algumas delas mencionadas a seguir.

* Formato da folha de papel: a razao de prata é obtida ao dividirmos o comprimento pela
largura de uma folha retangular. E a proporcio utilizada para os tamanhos de papel atuais,
normalizada pelo acordo internacional ISO 216 (ISO, 2007).

Os retangulos com os lados em razdo de prata divididos ao meio produzindo dois retangulos
com a mesma propor¢ao, Figura 2.11 (a), ou seja, uma folha A0 corresponde a duas folhas

A1, uma folha A1l corresponda a duas folhas A2, e assim sucessivamente, Figura 2.11 (b).

Figura 2.11 — Papéis e a propor¢ado de prata: (a) ISO 216, (b) tipos e formato dos papéis

118,9cm

4A0 - 2378 x 1682mm
2A0 - 1682 x 1189mm
AO - 1189 x 841mm
Al - 841 x 594mm

A2 - 594 x 420mm

A3 - 420 x 297mm

A4 - 297 x 210mm

AS - 210 x 148mm

A6 - 148 x 105mm

A7 - 105 x 74mm

A8 - 74 x 52mm

A9 - 52 x 37mm

A10 - 37 x 26mm

84,1cm

¥

x/2

(a) (b)
Fonte: (a) ISO (2007), (b) SILVA (2013).

« Ostia Antiga: a cidade de Ostia, Figura 2.12 (a), também conhecida como a “Pompéia
Romana”, foi fundada por Ancus Marcius, quarto rei de Roma, na segunda metade do
século VII a.C. O casal de arquitetos americanos Donald e Carol Watts, nos seus estudos
das rufnas da cidade de Ostia, observaram um sistema proporcional baseado no nimero de
prata, Figura 2.12, (b) (SPINADEL, s.d.).
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Figura 2.12 — Ostia Antiga: (a) as ruinas de Garden Houses; (b) uso da propor¢io de prata no
Garden Houses

(b)
Fonte: MATTHEUS (2020).

* Arquitetura oriental: no Japao, outro exemplo famoso da aplicacdo da proporcao de
prata estd em um dos mais antigos edificios construidos em madeira: o templo budista
Horyu-ji, em Ikagura, Provincia de Nara. Na Figura 2.13 (a), podemos ver, no prédio a
esquerda, que a relagdo entre o piso térreo e seu segundo andar € de 1,414 e que a relacio
entre o comprimento do primeiro telhado e o comprimento do ultimo telhado do prédio a

direita também € 1, 414.

Figura 2.13 — Presenca da proporg¢do de prata: (a) Templo Horyu-ji, (b) Tokyo Skytree

Fonte: ARCHITECTS (2017).
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E a presenca da razdo de prata ndo estd apenas nas obras do passado, mas também podemos
encontra-la em obras contemporaneas como na torre de radiodifusd@o em Sumida, Téquio,
Japao, conhecida como Tokyo Skytree, Figura 2.13 (b). Essa torre possui dois observatdrios
e uma antena de transmissao digital no topo. A propor¢do de prata pode ser notada entre as

distancias do solo ao segundo observatério e do segundo observatério até o topo da torre.

* Arte de Hishikawa Monoboru: Hishikawa Moronobu (1618 — 1694) viveu no Japao
durante a Era Edo. Foi o primeiro grande pintor japonés que utilizou a técnica ukiyo-e'.
Entre as suas obras, destaca-se Beauty Looking Back, Figura 2.14, de propriedade do
Museu Nacional de Téquio (BRITANNICA, 2020). Nessa obra € possivel observarmos o

uso da propor¢do de prata.

Figura 2.14 — Obra de Hishikawa Moronobu - Beauty Looking Back, 63 cm x 31,2 cm

//i | .“ I

PR S SN T
Fonte: WIKIPEDIA3 (2017).

O niimero de ouro e o nimero de prata sdo os mais conhecidos do conjunto dos infinitos
numeros especiais denominados nimeros metdlicos, sendo que cada um desses nimeros tem as

suas particularidades, aplicacdes e importancia.

' Geénero da arte japonesa que surgiu entre os séculos XVII e XIX, e significa “imagens do mundo flutuante”.
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3 A MATEMATICA DOS NUMEROS METALICOS

Vera de Spinadel (VINAGRE, 2014) define os elementos que fazem parte da familia dos
nimeros metélicos, também conhecidos como Média Metélica, como sendo aqueles que sdao

solucdo das equagdes quadraticas do tipo

{reR/2> —pr—q=0,2>0,peqcN}. (3.1)

Os niimeros metdlicos também podem ser obtidos a partir de fracdes continuas, sendo
denominados nimeros irracionais quadréticos, ou seja, sao solu¢do de uma equagao quadrética
do tipo (3.1), e podem ser gerados a partir de sequéncias de Fibonacci (MINNAARD, 2007) .

3.1 OS NUMEROS METALICOS E AS SEQUENCIAS NUMERICAS

A sequéncia de Fibonacci {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...} pode ser escrita de
forma recursiva como
Fin+1)=F(n)+ F(n—1), (3.2)

com F(0) = 1e F(1) = 1. A sequéncia secunddria de Fibonacci (3.2), para distinguir da
sequéncia tercidria de Fibonacci, cujos termos sdo obtidos a partir da soma dos trés termos

anteriores.

Spinadel (2003) generaliza a sequéncia (3.2), obtendo a sequéncia secundéria generali-

zada de Fibonacci {a, b, pb + qa, p(pb + ga) + ¢b + - - - }, dada recursivamente por
G(n+1)=pG(n)+qG(n—1), (3.3)
com p e q pertencente a N.

Dividindo (3.3) por G(n), obtemos:

Gn+1) Gn)
Gm)  PTiGm-1)
Gn+1) q
¢y PO G4
G(n)

Aplicando o limite com 7 — co em ambos 0os membros de (3.4), obtemos:

. Gn+1) p++Vp*+4q
lim = )

Teorema 3.1. Dada a sequéncia secunddria generalizada de Fibonacci {a, b, pb + qa, p(pb +
qa) + gb+ -}, comp e q pertencentes aN e G(n + 1) = pG(n) + ¢G(n — 1), entdo

. Gn+1)
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é um numero real positivo.

Demonstracdo. Dada a sequéncia {a, b, pb+qa, p(pb+qa)+qb, - - - },compe q € N, escrevemos
a equacdo (3.3) como
G(n+1) =pG(n) + qH(n), (3.5)

com Hn)=G(n—1)e Hn+ 1) = G(n).

Empregando a forma matricial, reescrevemos (3.5) como:

%:A: G(n) A= p q
H(n) |’ 10)

G(n+1) _ [P q G(n)
G(n) 10 Gn—-1) |

Para simplificar, suponhamos que G(0) = G(1) = 1. Assim, se

— 1
aw-a-(1)

entdo G(n + 1) = A".G(1) ao empregarmos a recursividade e o problema consistird em deter-

minarmos a n-ésima poténcia da matriz A.

Para isso, vamos calcular os autovalores associados a matriz A:

- A
A-x|=|" _qA = A2 —pA—gq=0.
Calculando os autovalores, obtemos:
N e VI el VS
2 2 '

Utilizando a matriz de mudanca de base P e a matriz A diagonalizada A,, escrevemos a

n-ésima poténcia de A:

A0
A" = (PALP HY'=PAP ' =P ( - ) P

Como
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entao
gL AP XL AN (A A
Y A=A N (e )
Assim,
_ 1 s n+l . s (n+1)
Gn+1)=1— A=A ) = (1-N)]. (3.6)

Fazendo a diferenca entre A e \” , temos:

, q
A= —= 3.7
3 (3.7)
Substituindo (3.7) em (3.6) e fazendo n — oc:
1 n+1
Cawry o X5
lim ——~ = lim T = A,
A
completando a demonstracdo para {1, 1, p+ ¢, p(p+¢q) + q, ...}
O

3.1.1 A SEQUENCIA DE FIBONACCI E A PROPORCAO AUREA

Rajiv e Zheng (2020) utilizam a recorréncia (3.3) e relacionam a sequéncia de Fibonacci

com a razao aurea ¢.

Considerando z = ¢ e p = ¢ = 1 em (3.1) podemos escrever

14 ¢ = ¢ (3.8)

E, multiplicando (3.8) por ¢" 2, temos que
¢n—2 + gbn—l — ¢n,
para qualquer inteiro n > 2.

Consideremos a sequéncia de poténcias de ¢

{1, ¢, ¢*, ¢°, ¢, ¢°, ..} (3.9)

Excetuando os dois primeiros termos, observamos que os termos da sequéncia (3.9)
podem ser obtidos como na sequéncia de Fibonacci {0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,

Na sequéncia (3.9), a razdo entre qualquer termo e seu antecessor ¢ exatamente igual a ¢.

Ja na sequéncia de Fibonacci, a razdo entre um termo e o seu antecessor converge para o valor de

¢ a medida que avancamos nos termos da sequéncia.
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3.1.2 A SEQUENCIA DE PELL E A PROPORCAO DE PRATA

Para a propor¢do de prata, se considerarmos p = 2 e ¢ = 1 em (3.1), obtemos

14 20 = o2,
para qualquer n > 2.

E, usando raciocinio andlogo ao empregado na Subsecdo 3.1.1, escrevemos:

0" 2 420" = o™ (3.10)

Isso significa que pela equacao (3.10), para n > 2, o n-ésimo termo na sequéncia
{1,0,0% 03, 0%, ...} é igual a duas vezes o termo de ordem (n — 1) mais o termo de ordem
(n —2).

A proporg¢do de prata tem seu proprio andlogo a sequéncia de Fibonacci, chamada de
sequéncia de Pell: {0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378, 5741, 13860, ...}.

A sequéncia de Pell é semelhante a sequéncia de Fibonacci no sentido de que a razao
de termos sucessivos tende para a razdo de prata a medida que a sequéncia progride. Isso é
verdadeiro para qualquer sequéncia em que cada termo localizado na posi¢do n (exceto os dois
primeiros) seja igual a soma do dobro do termo da posi¢do (n — 1) com o termo da posi¢do
(n—2).

3.2  0OS NUMEROS METALICOS E A DIVISAO DE UM SEGMENTO

Rajiv e Zheng (2020) mostram a obtenc¢do da equacdo dos niimeros metélicos a partir da
divisdo de um segmento em partes proporcionais, comec¢ando com o mais conhecido deles, o

ndmero de ouro.

3.2.1 RAZAO AUREA

A primeira defini¢ao formal do nimero de ouro € atribuida a Euclides de Alexandria,
grego que viveu no século III a. C. Ele o definiu como "razao extrema e média", sendo a razao
entre dois segmentos de reta, de forma que a razao entre os segmentos maior € menor tenha o

mesmo valor da razdo entre a soma dos dois segmentos € 0 segmento maior.

Ou seja, para o matemdtico grego Euclides, uma linha reta € cortada de acordo com a
razao durea quando a razio entre toda a linha e o segmento mais longo € a mesma que a razao

entre o segmento mais longo e o segmento mais curto, Figura 3.1.
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Figura 3.1 — Segmentos da razao durea (a Autora)

A B

Fonte: A autora.

A razdo entre o comprimento do segmento A e o comprimento do segmento B é a mesma

que a razao entre o comprimento de todo o segmento e o comprimento do segmento A, ou seja:

A A+B B
°=p=a ~'x
1
=1+, (3.11)
PmIS

Multiplicando ambos os membros de (3.11) por ¢, obtemos:

¢ =¢+1,

cujas solucdes sao

1++5

0=

Considerando que estamos trabalhando com medida de segmentos, desconsideramos a

solucdo negativa e assim

1++5
¢ = +2\/_ = 1,618033...

3.2.2 RAZAO DE PRATA

Na propor¢ao de prata vamos dividir um segmento de reta em trés segmentos, sendo dois
segmentos maiores de comprimento igual a A e um segmento menor de comprimentos iguais a
B, Figura 3.2.

Figura 3.2 — Segmentos da razdo de prata

A A B
[ ® e @

Fonte: A autora.

Consideremos que a razao entre um dos segmentos maiores € 0 segmento menor seja
igual a razdo entre o segmento inteiro e um dos segmentos maiores. Essa é a propor¢ao de prata,

que denotaremos pela letra grega o, ou seja:

A 2A+B
g = — = =

B A

2+B'
A



31

1
oc=2+—. (3.12)
o
Multiplicando (3.12) por o, temos que:
0’ =20 +1. (3.13)

A solucdo positiva de (3.13) é

2 8 2422
o — —1-2\/_: +2\/_:1+\/§

= 2,414213...

Agora vamos generalizar a ideia para os demais nimeros metalicos.

3.2.3 EQUACAO DOS NUMEROS METALICOS EM UM SEGMENTO

Analogamente ao nimero de ouro e ao ndmero de prata, todos os nimeros metalicos sao

gerados por razdes entre segmentos e sdo raizes de equacdes quadréticas.

Suponha que dividamos um segmento de reta em n segmentos de igual comprimento, A,

e um segmento menor de comprimento 53, Figura 3.3.
Figura 3.3 — Segmentos da média metdlica
A A A e A B
I

nA

Fonte: A autora.

Se considerarmos \,, a razdo entre A e B ou razio entre o segmento de reta e um dos

segmentos de comprimento A, temos que:

Ay =1+ 1/A,. (3.14)

Multiplicando (3.14) por \,,, obtemos a equagdo quadratica

A =n\, + 1,
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cujas solucdes positivas sdo dadas por

n+vn2+4

Ap = 5

Os nuimeros \,, um para cada valor de n > 1, s@o chamados de razdes metalicas ou

médias metalicas ou ainda nimeros metalicos.

Assim, podemos facilmente verificar que para n = 1 obtemos a razdo durea \; =

1+vV12+4  1++6 2+v22+4 248
= — - -

2 2 2
1+V2=o0.

Alguns autores utilizam a notagdo o, , para representar os nimeros metédlicos provenien-

= ¢ e, paran = 2, arazdo de prata A\, =

tes a partir da equagio 22 — pr — ¢ = 0. Dessa forma, o nimero de prata fica representado por

02,1 cuja equagdo €

(0'271)2 — 2(0’271) —1=0.

Ja o niimero de cobre (o 2), € definido por

A  A+2B
B A

= 01,2,

que leva a equagao
(0'172)2 — (O-LQ) —2=0.

Ou seja, a relacdo entre os segmentos de reta que formam cada nimero metdlico é dada

por

A pA+qB
(I I
que gera a equagio

v? —pr—q=0,

compeqe N.

3.2.4 NOME DOS MEMBROS DA FAMILIA DOS NUMEROS METALI-
COS

Os membros dessa familia foram nomeados com nomes de metais, como nimero de
ouro, de prata, de bronze, de cobre, de niquel, de platina, etc. Na Tabela 3.1 podemos observar a

equacao, os coeficientes, a raiz irracional e o valor decimal aproximado de cada niimero metélico.
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Tabela 3.1 — Nomes associados aos ndmeros metalicos

Nome Equacio P | q | Raiz irracional | Raiz decimal aproximada
Nimero de Quro 2_x—1=0 1|1 ! +2V/§ 1.618003398
Nimerode Prata | X’ —2x—1=0 2|1 _ 1+v2 241421356

Nimero de Bronze | x> —3x—1=0 3| 1 L;ﬁ 3,30277563
Numero de Cobre | x> —x—2=0 1|2 2 2

Niimero de Niquel | x> —x—3=0 | 1 |3 I_'—T\/ﬁ 2,30277563
Nimero de Platina | x2 —2x—2 =1 L 212 - 1 +3 2, 73205080

Fonte: A autora.
Os ntimeros listados na Tabela 3.1 sdo os mais conhecidos da familia, mas o conjunto

dos nimeros metalicos € infinito, visto que p e ¢ admitem qualquer valor natural. Os demais

nimeros metalicos ndo possuem um nome associado a eles.

3.3 FRACOES CONTINUAS E OS NUMEROS METALICOS

Definicao 3.1. Uma fracdo continua de um niimero real o é uma expressao da forma:

1
o = ag + -1
a + ———
a9 + [
coma, € Z,¥n > 0, Va, > 0,Yn > 0, que representamos por « = |ag; a1, ag, - - - |, sendo ag a

parte inteira de «.

A equacdo geral (3.1) pode ser reescrita da forma (SPINADEL, 2003):

x:p+% (3.15)

Usando a defini¢do 3.1, podemos reescrever a equagdo (3.15), como uma fra¢do continua:

rT=p+ qq .
Pt ——q—
p+

p+

Para p = ¢ = 1, temos que a fracdo continua que representa o niimero de ouro oy ; €
igual a:
o1 =1+ ! 1 =[1;1,1,---] =1,618033...
e
1+

14
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Analogamente, se p = 2 € ¢ = 1, temos o niimero de prata, o 1:

1
0'271:24— 1 .
24 ——1—
2+

24 .

E para o nimero de bronze 03;,comp =3eq = 1:

1

34—
T
3+

3+

Ainda, as médias metdlicas podem ser expressas por meio de radicais continuos:

Opg = \/q +p\/q+p\/q +pVa+-

Dessa forma, podemos representar as trés primeiras médias metdlicas como:

.Médiadeouroauz\/l—i—\/l—i— 14+V/1+---;
'Médiadeprata@,l:\/1+2\/1—|—2 14+ 21+
 Média de Bronze 03, = \/1—|—3\/1—|—3 14+3V1I+---.

3.4 0S NUMEROS METALICOS E AS DIAGONAIS DE POLIGONOS
REGULARES

H4é muito tempo se sabe que o nimero de ouro estd relacionado as diagonais do pentdgono
regular. Na Grécia Antiga, os Pitagéricos utilizavam como simbolo o Pentagrama, figura formada
pelas diagonais de um pentdgono regular, que conhecemos como estrela de cinco pontas. Podemos
constatar o nimero de ouro na razdo entre a medida de uma das diagonais e o lado do pentdgono,

e na razdo entre a medida dos segmentos formados pela interseccao dessas diagonais, Figura 3.4.

Alguns estudos mais recentes (BUITRAGO, 2007; OLIVEIRA, 2019), mostram a relacao

entre o nimero de prata e a segunda diagonal do octégono regular.

Essas observagdes levaram muitos matematicos e pesquisadores a seguinte pergunta:
os demais nimeros metalicos também estdo relacionados as diagonais de poligonos regulares?
Ainda ndo temos um modelo matematico que responda a esta questdo. Entretanto, ha varios

estudos que analisam caso a caso alguns nimeros metélicos.
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Figura 3.4 — Razdo durea no pentagrama: ¢ = AC _ AG _ AF

E D

Fonte: Huber (2019).

3.4.1 POLIGONOS REGULARES

Para estudarmos sobre a relacdo entre os nimeros metdlicos e as diagonais dos poligonos
regulares, iniciaremos com algumas defini¢des e teoremas, baseadas em Neto (2013) e Oliveira
(2019).

Definicao 3.2. Seja n > 3 um natural e Ay, A,, ..., A,, pontos distintos no plano. Dizemos que
A1As.. A, é um poligono (convexo) se, para 1 < i < n, a reta A;A; 1 ndo contém nenhum
outro ponto A;, j # 1 e j # i+ 1 mas deixa todos eles em um mesmo semiplano, dentre os que
ela determina (aqui e no que segue, Ag = A, Ani1 = Ay e Apy1, Ag). Os pontos Ay, A, ...,
A, sdo os vértices do poligono; e os segmentos A1 Ay, AsAs, ..., A, 1A, A, Ay sdo os lados do

poligono. Todo poligono de n vértices, possui exatamente n lados e n dngulos internos.

Definicao 3.3. Uma diagonal de um poligono é qualquer um dos segmentos A;A;, que ndo seja

um lado do mesmo. Identificaremos as diagonais como dy, comk € N, e 1 < k <n — 3.

Definicao 3.4. Um poligono é regular quando é formado por n lados congruentes e n dngulos

congruentes.

Com base nas defini¢des 3.2, 3.3 e 3.4, enunciemos dois teoremas que tratam do nimero

de diagonais de um poligono convexo.

n(n — 3)
2

Teorema 3.2. Todo poligono convexo de n lados possui exatamente diagonais.

Demonstragdo. Se n = 3 ndo hd nada a provar, uma vez que os tridngulos ndo possuem diagonais
n(n — 3)
e —— =0.
2
Suponha n > 4. Unindo o vértice A; aos n — 1 vértices restantes A, ..., A,,, obtemos

n — 1 segmentos: destes, dois sao lados (A; A; e A1 A,,) e os n — 3 restantes (A1 As, ..., A1A,_1)

sdo diagonais, Figura 3.5.
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Figura 3.5 — Diagonais de um n-agono convexo partindo de A;

1 A

Fonte: A autora.

Com um raciocinio andlogo e vélido para qualquer outro vértice, segue que, de cada
vértice do poligono, partem exatamente n — 3 diagonais. Isso nos daria um total de n(n — 3)
diagonais. Mas cada diagonal A;A; foi contada, da maneira acima, duas vezes: uma quando
contamos as diagonais que partem de A; e outra quando contamos as que partem de A;. Portanto,
para obter o nimero correto de diagonais do poligono, devemos dividir por 2 o total n(n — 3),

n(n — 3)
2

obtendo, entdo, diagonais. OJ

Teorema 3.3. Um poligono regular de n lados possui:

n—2

diagonais com medidas diferentes em cada vértice se n é par;
n R
2

diagonais com medidas diferentes em cada vértice se n é impar.

Demonstragcdo. Consideremos um poligono regular de n lados, Figura3.5. Como de cada vértice
A;,i=1,---  n,partem n — 3 diagonais. Como o poligono é regular, as diagonais que partem

do vértice A; sdo congruentes as que partem de A, As, ..., A,, na mesma ordem.

Assim, analisaremos somente as diagonais que partem do vértice A;. Também podemos
observar que os poligonos possuem simetria bilateral, de forma que d; = d,,, ds = d,,_1, € assim

sucessivamente.

Se n € par, a diagonal maior coincide com o eixo de simetria do poligono. Assim,

descontamos essa diagonal de n — 3 e separamos as diagonais restantes em dois grupos iguais e
. - : . (n—3)—1 n—2
acrescentamos a diagonal suprimida posteriormente, ou seja, temos s +1= 5

diagonais com medidas diferentes.
Se n é impar, o eixo de simetria divide as diagonais em dois grupos iguais, € 0 nimero

. ) ) . .. n—3
de diagonais com medidas diferentes € igual a

A partir do Teorema 3.3, podemos associar o nimero de diagonais distintas a0 numero

de lados n dos poligonos regulares, Figura 3.6.
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Figura 3.6 — Numero de diagonais relacionadas ao nimero de lados n do poligono

Namero de diagonais . .
Figuras com ndmero Figuras com niamero
com medidas
de lados par de lados impar
diferentes
*
4
1
- - -
n=4 n=5
2
n=6 n=7
3
n=3 n=9
4
n=10 n=11

Fonte: A autora.

O Teorema 3.4 e o Teorema 3.5 serdo utilizados para calcular as medidas dos lados e das

diagonais de poligonos regulares e a razdo entre eles.

Teorema 3.4. Seja um poligono regular de n lados, inscrito em uma circunferéncia C, de centro

O e raio R. A medida (,, dos lados desse poligono é dada por:

l, = 2Rsen (W) .
n
Demonstragdo. Na Figura 3.7, AB é um dos lados do poligono e uma corda de C. Seja M o

ponto médio de AB. Logo, temos que os tridngulos AOM e BOM sido congruentes pelo caso
LAL (lado-angulo-lado), e OM ¢é bissetriz do angulo AOB e mediatriz do segmento AB.

Denotando AOB = o, temos AOM = BOM = %.

AM OA
Aplicando a Lei dos Senos no tridngulo AOM, o = , obtemos:

sen(g) sen 90°

AM = BM = Rsen (g) ) (3.16)



Figura 3.7 — Poligono regular inscrito na circunferéncia C

Fonte: A autora.

Como AB = AM + BM, empregando (3.16), concluimos que:

AB = 2Rsen <§> )

Como o poligono é regular, entio

2
azﬂefn:2Rsen<7T>.
n n

k+1
dp, = 2Rsen (W) ,

comneNek=12,3,..., n—3.

Dessa forma, também, que o angulo central AOX serd:

2
a=k+1)" k=1,2,3,...,n—3.
n
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]

Teorema 3.5. Seja um poligono regular de n lados e k diagonais distintas, inscrito em uma

circunferéncia C, de centro O e raio R. A medida d,, j, das diagonais desse poligono é dada por:

Demonstracdo. Analogamente ao Teorema 3.3, podemos tragar um segmento AX, sendo X
qualquer vértice que forme com o vértice A uma diagonal do poligono, Figura 3.8. Seja M o
ponto médio de AX e OM ... Assim os tridngulos AOM e XOM sdo congruentes pelo caso
LAL (lado-angulo-lado).
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Figura 3.8 — Diagonal AX do poligono regular inscrito

Fonte: A autora.

Logo:

AX = AM + X M,

2 2
(k+1)= (k+1)=
AX = Rsen | ——— | + Rsen | ——— | ;
2 2
AX = Rsen <W> + Rsen <(k+1)7r> )
n n
E, portanto,
1
dpi = 2Rsen (M> . (3.17)
n

]

A partir do Teorema 3.3 e do Teorema 3.5, Oliveira 2019 fez um estudo da relacdo dos
nimeros metdlicos e d,, , nos poligonos regulares: quadrado, pentdgono, hexdgono, heptdgono e

octdgono, Figura 3.9, ou seja, a relacdo entre:

e 0 comprimento da diagonal do pentdgono e o nimero de ouro;
e 0 comprimento de uma das diagonais do hexdgono e o ndmero de cobre;
e 0 comprimento de uma das diagonais do octégono e o nimero de prata.

Observacao 3.1. Para realizar os cdlculos, Oliveira (2019) considerou os lados que partem de

um vértice como sendo a primeira e a ultima diagonal e, com isso, propos uma adaptacdo na
formula (3.17) de (k + 1) para k.

Nao foram encontradas na literatura relacoes entre os niimeros metdlicos e as demais

medidas das diagonais dos demais poligonos regulares.
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Figura 3.9 — Razao entre a medida da diagonal e a medida do lado

\ /
. 4 . . - ~
2 5 5 3m 2442
@725(311(?)7 §+§ 1++/5 %:25‘3”(5):%:2 ZSen 5
- - = -
ds1i  2sen (5) 5 5 2 de1 2sen (g) 3 dS 1 2.5'em ||
88§
Nlamero de Quro Numero de Cobre Numero de Prata

Fonte: Adaptado de OLIVEIRA (2019).

Anteriormente, Buitrago (2007) procurou algum poligono regular com uma razao entre
as medidas das diagonais e a medida do lado relacionadas ao nimero de bronze. Para tanto,

observou as caracteristicas da familia de fun¢des periddicas f,,(x):

)

= Lz,
sen <>
n
com n > 5, onde n representa o nimero de lados do poligono regular.

Observando o grifico da Figura 3.10, Buitrago verificou que f,,(z) sdo fun¢des periddicas
com periodo 7' = 2n e o maximo dessas funcdes ocorre em n Assim, paran = 5,6,7,8¢e 9,

podemos observar que para qualquer x, f(x) < 3.

sen (==
Figura 3.10 — Gréfico da fungdo f,(x) = (> para5 <n <11

n
sen (E)
n

.
R

5 n="7T n==~9 n =10 n =11
Fonte: Adaptado de BUITRAGO (2007).



Depois, paran = 10, 11, 12, 13 e 14, Buitrago realizou os cdlculos com valores raciomais

aproximados mostrados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 — Razdo entre as diagonais e o lado dos poligonos regulares de 10 a 14 lados

n 10 11 12 13 14
3.236 (k=5) | 3.229 (k=4) 2.732 (k=3) | 2.771 (k=3) | 2.802 (k=3)
R 3513 (k=5) | 3334 (k=4) | 3.439 (k=4) | 3.513 (k=4)
7, (k) 3.732 (k=5) | 3.907 (k=5) | 4.049 (k=5)
3.863 (k=6) | 4.148 (k=6) | 4.381 (k=6)
4.494 (k=7)

Fonte: BUITRAGO (2007).

Para encerrar o estudo, Buitrago observou que quando k € fixo, a fungdo gx(n) = f,(k)

€ uma ampliacdo da funcao, como ilustra a Figura 3.11.

Figura 3.11 — Gréfico da funcgdo gi(n) = f,.(k)

2 3 4 5 6 8 10 12

Fonte: BUITRAGO (2007).

E s6 se tornam necesséarios os cdlculos da segunda, terceira e quarta diagonais:

V)
Q
3
N
[\
=)
N———

n 3++V13
— ; n; _ .
1.95... = f15<2) < f16(2) < f17(2) < ... < n1—1>r—Poo <7T> =2< 5 X
sen | —
n
Sen (37T>
. n 3+ V13
282... = f15(3) < f16(3) < f17(3) < ... < HEIEOOSQTLC?) =3< 5 ;
n
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3+ V13

(5
sen
5 — < 3.57...= fi5(4) < fie(4) < fir(4) < ... < lim ——2L =4,

Assim, Buitrago (2007) conclui que "nao existe um poligono regular em que a razao

entre o comprimento da diagonal e o comprimento do lado seja igual ao nimero de bronze".

Dando sequéncia a estas pesquisas, ampliamos a lista de poligonos analisados observando
a relac@o entre os nimeros metdlicos e a razdo das medidas das diagonais pela medida dos lados

dos poligonos regulares de n lados, com 4 < n < 20.

Confeccionamos duas tabelas utilizando o Excel. A Tabela 3.3 mostra a razao entre as

medidas das diagonais e a medida do lado dos poligonos dada pela equagdo (3.18):

(k+1)m
sen | ——
dn,k . n

ln sen <7T)
n

Programamos a Tabela 3.3 da seguinte maneira: inserimos os valores de n na coluna

(3.18)

A, os valores de £ na 3° linha e a equacgdo (3.18) na célula B4. Essa mesma programacao foi

copiada para as demais células.

Tabela 3.3 — Razao entre as medidas das diagonais e a medida lado do lado dos poligonos
regulares com 4 < n < 20

A B C D E F G H ] K
2 Razdo entre a diagonal e o lado
3 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 4 1,41421356
5 5 1,61803399
6 6 1,73205081 2,00000000
7 7 1,80193774 2,24697960
8 8 1,84775907 2,41421356 2,61312593
9 9 1,87938524 2,53208889 2,87938524
10 10 1,90211303 2,61803399 3,07768354 3,23606798
11 11 1,91898595 2,68250707 3,22870742 3,51333709
12 12 1,93185165 2,73205081 3,34606521 3,73205081 3,86370331
13 13 1,94188363 2,77091205 3,43890513 3,90704154 4,14811491
14 14 1,94985582 2,80193774 3,51351879 4,04891734 4,38128627 4,49395921
15 15 1,95629520 2,82709092 3,57432919 4,16535213 4,57432919 4,78338612
16 16 1,96157056 2,84775907 3,62450979 4,26197263 4,73565025 5,02733949 5,12583090
17 17 1,96594620 2,86494446 3,66638047 4,34296229 4,87164974 523443900 541897572
18 18 1,96961551 2,87938524 3,70166631 4,41147413 4,98724153 541147413 567128182 5,75877048
19 19 1,97272261 2,89163448 3,73167011 4,46991550 5,08623325 556381182 5,88962410 6,05478279
20| 20 1,97537668 2,90211303 3,75738973 4,52014702 5,17160329 5,69571753 6,07958429 6,31375151 6,39245322
21

Fonte: A autora.

A Tabela 3.4 relaciona os valores dos nimeros metalicos 0,,, com 1 < p < 3 e

1 < q <20, apartir da expressao

P+ V' +4g

2 Y
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solucdes positivas das equacdes quadraticas da forma 22 — px — g = 0. Aproximamos os referidos

valores com 14 casas decimais.

Tabela 3.4 — Numeros metdlicos 0,4, com1 <p <3el < ¢ <20

B C D E F G H 1 J K L M
4 p q raiz p q raiz p q raiz
5 1 1 1,61803398874989 Ouro 2 1 2,41421356237309 Prata 3 1 3,30277563773199 Bronze
6 1 2 2 Cobre 2 2 2,73205080756388 Platina 3 2 3,56155281280883
7 1 3 2,30277563773199 Niquel 2 3 3 3 3 3,79128784747792
8 1 4 2,56155281280883 2 4 3,23606797749979 3 4 4
9 1 5 2,79128784747792 2 5 3,44948974278318 3 5 4,19258240356725
10 1 7] 3 2 6 3,64575131106459 3 6 4,37228132326501
11 1 7 3,19258240356725 2 7 3,82842712474619 3 7 4,54138126514511
12 1 a8 3,37228132326901 2 8 4 3 8 4,70156211871642
13 1 9 3,54138126514911 2 9 4,16227766016838 3 9 4,85410196624968
14 1 10 3,70156211871642 2 10 4,31662473035540 3 10 5
15 1 11 3,85410196624968 2 11 4,46410161513775 3 11 5,14005494464026
16 1 12 4 2 12 4,60555127546399 3 12 5,27491721763537
17 1 13 4,14005454464026 2 13 4,74165738677394 3 13 5,40512483795333
18 1 14  4,27491721763537 2 14  4,87298334620742 3 14  5,53112887414527
19 1 15 4,40512483795333 2 15 5 3 15  5,65331193145504
20 1 16 4,53112887414927 2 16 5,12310562561766 3 16 5,77200187265877
21 1 17 4,65331193145904 2 17 5,24264068711928 3 17 5,88748219369606
22 1 18 A4, T77200187265877 2 18 5,35889894354067 3 18 i}
23 1 19 4, 88T7A8219369606 2 19 5,47213595499958 3 19 6,10977222864644
24 1 20 5 2 20 5,58257569495584 3 20 6,21699056602830
25
Fonte: A autora.
A Tabela 3.5 é uma continuacdo da Tabela 3.4 agoracom 3 < p < 6,e 1 < g < 20.
Tabela 3.5 — Numeros metalicos 0,4, 3 <p<6el < ¢ <20
o] P Q 5 T v W x
4 p q raiz p q raiz p q raiz
5 4 1 4,23606797749579 5 1 5,15258240356725 6 1 6,16227766016838
6 4 2 4,44948974278318 5 2 5,37228132326501 6 2 6,31662479035540
7 4 3 4,64575131106459 5 3 5,534138126514511 6 3 6,46410161513775
8 4 4 4, 82842712474619 3 4 5,70156211871642 6 4 6,60555127546399
9 4 5 5 5 5  5,85410196624968 6 5 6,74165738677354
10 4 i) 5,16227766016838 5 6 6 6 6 6,87298334620742
11 4 7 5,31662479035540 5 7 6,14005494464026 6 7 7
12 4 8 5,46410161513775 3 8 6,27491721763537 6 8 7,12310562561766
13 4 9 5,60555127546399 5 9 6,40512483795333 6 9 7.2426406871195238
14 4 10 5,741657386773594 5 10 6,53112887414927 6 10 7,35889894354067
15 4 11 5,87298334620742 5 11 6,65331193145504 6 11 7,47213595499958
16 4 12 6 3 12 6,77200187265877 6 12 7,58257569495584
17 4 13 6,12310562561766 5 13 6,88748219369606 6 13 7.69041575982343
18 4 14 6,24264068711928 5 14 7 6 14 7,79583152331272
19 4 15 6,35889894354067 5 15 7,10977222864644 6 15 7,89897948556636
20 4 16 6,47213595499958 3 16 7,21699056602830 6 16 8
21 4 17 6,58257569495584 5 17 7.32182538049648 6 17 8,09901951359278
22 4 18 6,69041575982343 5 18 7,424428950089805 6 18 8,19615242270663
23 4 19 6,79583152331272 5 18 7,52493781056044 6 19 8,29150262212918
249 4 20 6,89897948556636 3 20 7,62347538297980 6 20 8,38516480713450
25

Fonte: A autora.

Comparando as Tabelas 3.3, 3.4 e 3.5, verificamos a relacdo entre o pentdgono regular,
o hexagono regular e o octogono regular e os nimeros de ouro, cobre e prata, respectivamente

como mostra a Tabela 3.6.
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Tabela 3.6 — Comparacao entre os nimeros de ouro, cobre e prata e a medida das diagonais de
um poligono

A B

1

2

3 1

4 4 141421356
5 5 1,61803399
6 6 1,73205081
7 7 1,80193774
8 8 1,84775907
9 5 1,87938524
10 10 1,90211303
11 11 1,91898595
12 12 1,93185165
13 13 1,54188363
14 14 1,94985582
15 15 1,95629520
16 16 1,96157056
17 17 1,96554620
18 18 1,96961551
19 19 1,97272261
20 20 1,97537668

Ma
jars

2
2,24697960
2,41421356
2,53208889
2,61803399
2,68250707
2,73205081
2,77091205
2,80193774
2,82709092
2,84775907
2,86454446
2,87938524
2,89163448
2,90211303

Razdo entre a diagonal e o lado

2,61312593
2,87938524
3,07768354
3,22870742
3,34606521
3,43890513
3,51351879
3,57432919
3,62450979
3,66638047
3,70166631
3,73167011
3,75738973

4

3,23606798
3,51333709
3,73205081
3,90704154
4,045851734
4,16535213
4,26197263
4,34296229
4,41147413
4,46991550
4,52014702

3

3,86370331
4,14811451
4,38128627
4,57432919
4,73565025
4,87164574
4,98724153
5,08623325
5,17160329

&

4,453595921
4,78338612
5,02733949
5,23443500
5,41147413
3,56381182
5,69571753

Fonte: A autora.

Ainda, verificamos também outras duas relagdes:

5,12583090
5,41857572
5,67128182
5,88962410
6,07958429

5,75877048
6,05478279
6,31375151 6,39245322

1*) o comprimento da quarta diagonal do decdagono regular, Figura 3.12, e o nimero metalico
comp=2eq=4:1++/5=3,23606797...

Figura 3.12 — Comprimento da quarta diagonal do decagono regular

Fonte: A autora.

2%) o comprimento da segunda diagonal do dodecdgono regular, Figura 3.13, e o nimero de
platina (p = 2e ¢ = 2): 1 + /3 = 2, 73205080...
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Figura 3.13 — Comprimento da segunda diagonal do dodecagono regular

Fonte: A autora.

Por meio da comparacdo das tabelas e da observacdo dos valores aproximados nela
apresentados, percebemos que nio hd relac@o entre a razao das medidas das diagonais pelo lado
de outros poligonos regulares com 4 < n < 20 e os nimeros metdlicos, além dos citados com
n=2>5,6,8 10e 12.
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4 ATIVIDADES DAS OFICINAS

Neste capitulo descrevemos as atividades desenvolvidas com os estudantes de uma escola
publica da rede municipal de ensino de Mafra, Santa Catarina. Desenvolvemos atividades variadas
utilizando materiais diversificados, como papéis quadriculados, planilhas, tablets, abordando
conteddos como a sequéncia de Fibonacci, a propor¢do durea, os poligonos e suas diagonais € os
nimeros metélicos. As atividades propostas foram aplicadas no decorrer do 2° semestre letivo
de 2019 com turmas do 6° ao 9° ano do Ensino Fundamental, nas quais a pesquisadora deste

trabalho também era professora regente.

4.1 DESCRICAO DA ESCOLA E PERFIL DOS ALUNOS

A Escola Municipal de Educagao Basica estd localizada na drea rural do municipio de
Mafra. Atende atualmente a 205 alunos nos periodos matutino e vespertino, com 2 turmas de

Educacao Infantil (Jardim I e Jardim II) e 9 turmas de Ensino Fundamental (1° ano ao 9° ano).

Aplicamos as atividades com turmas do 6° ao 9° ano, durante as aulas da disciplina de
Matemadtica. As turmas possuem entre 15 e 23 alunos, que residem, quase na sua totalidade, na
area rural. A maioria dos alunos tem acesso a celulares, entretanto o acesso a internet ainda €
escasso tanto nas residéncias quanto na escola. Dos 73 alunos participantes, todos relataram ndo
conhecer o software GeoGebra, e somente 4 alunos relataram j4 ter tido contato com o software

Excel.

No momento, a escola ndo possui laboratério de informatica, mas utilizamos como
recurso tecnoldgico os tablets existentes na escola, cedidos pela prefeitura, que sdo utilizados
pelos alunos na propria sala de aula ou na biblioteca. A biblioteca conta com uma TV que realiza
o compartilhamento de tela com os tablets, facilitando a apresentagcdo das atividades a serem

desenvolvidas.

Na Figura 4.1 apresentamos as informacdes sobre o tablet utilizado, no qual fizemos o
download dos softwares GeoGebra e Planilhas Google a serem utilizados além das configuracdes
necessdrias, Figura 4.2. E, para a realizacdo das atividades, disponibilizamos para cada aluno um
tablet para que pudesse trabalhar individualmente. Houve momentos em que as tarefas foram em

duplas para que os estudantes interagissem.

Planejamos as atividades para serem executadas inicialmente com papéis, réguas e
calculadoras. Etapa necessdria para que, posteriormente, os alunos se sentissem mais confiantes
com o uso dos softwares e seguros com relacdo aos resultados obtidos, visto ser o primeiro

contato da maioria deles com os softwares.
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Figura 4.1 — Configuracdes do tablet utilizado nas atividades

* Sobre o tablet
£ Tela Atualizagédo do Sistema
= Armazenam. Status
® Bateria

P Aplicativos Informagoes legais

£ Usuérios imero do modelo

37F
PESSOAL

__ Versdo do Android
§ Localizacao
& Segurancga

B Idioma e ent.

£ Fazer backu.

CONTAS

Numero da versao
8 Google £ 3

@ WhatsApp

+ Adicionar co.

SISTEMA

® Data e hora
W Acessibilida.
= |mpressio
@® Sobre o tablet

o

Fonte: A autora.

Figura 4.2 — Tela inicial do tablet com os recursos utilizados: GeoGebra e Planilhas Google

Emoi Sticker Photo.

Cont. Educativos

=

Fonte: A autora.

4.2 ATIVIDADE DE INTRODUCAO AO TEMA

A primeira atividade realizamos com quatro turmas, do 6° ao 9° ano. Para iniciar, expla-
namos quais atividades fariam parte de uma pesquisa e qual seria o tema, os objetivos € como
as desenvolveriamos. Em seguida, apresentamos os nimeros metalicos com destaque para o

ndmero de ouro.
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Na sequéncia, os estudantes assistiram a trés videos que abordam o assunto. O primeiro
video foi “Sequéncia de Fibonacci e nimero de ouro” (RAFAELMVP, 2008) que traz um pouco
da biografia de Leonardo Fibonacci, o problema da reproducao dos coelhos, a sequéncia de
Fibonacci e o nimero de ouro. O segundo video foi “As digitais do Criador - Sequéncia de
Fibonacci” (CRISTAO, 2016) que aborda a relagio entre o nimero de ouro e os elementos da
natureza que apresentam esses padrdes. E, para finalizar essa etapa, apresentamos um terceiro
video “O nimero de ouro: a mégica por detrds do belo” (CIENTIFICA, 2012) que faz uma
rapida abordagem sobre a sequéncia de Fibonacci, as formas de se obter o nimero de ouro,
como construir uma espiral de ouro e um retingulo de ouro, sua existéncia na natureza, as
aplicagdes desses conhecimentos nas construg¢des, nos objetos e na arte, sua relagdo com o que é

considerado harmdnico e belo e em fatos histéricos e contemporaneos.

Ap6s assistirem aos videos, os alunos relataram que ndo tiveram contato anterior com o
tema e ndo conheciam o nimero de ouro. Eles mostraram bastante curiosidade em relacdo ao

tema apresentado e interesse em realizar as proximas atividades.

4.3 ATIVIDADE PARA A TURMA DO 6° ANO: A ESPIRAL AUREA

Com a turma do 6° ano, trabalhamos com comparacgoes envolvendo fragdes e o nimero
de ouro, constru¢do de quadrados e de retangulos proporcionais utilizando papel quadriculado,
desenvolvimento de habilidades usando o compasso na constru¢do de circulos e da espiral e,
posteriormente, utilizamos o software GeoGebra para realizar essas atividades nos tablets e
comparar com o que eles haviam feito sem o uso dessa ferramenta. Iniciamos a atividade com a
exposicao da sequéncia de Fibonacci no quadro negro, com a participag¢do dos alunos no célculo
dos préximos nimeros da sequéncia. Eles compararam a razdo entre dois nimeros consecutivos

e que a cada etapa obtinham uma melhor aproximagdo para o nimero de ouro.

Em seguida, cada aluno recebeu uma folha com um espaco quadriculado, para iniciar
o desenho dos quadrados e retangulos para, posteriormente, obter a espiral durea. O desenho
iniciou com o quadrado de lado medindo 1 uc (uc: unidade de comprimento), na 6 linha e 10?
coluna da parte quadriculada, para que ndo houvesse problema de espaco ao construir a espiral,

Figura 4.3. Este quadrado foi comparado ao primeiro termo da Sequéncia de Fibonacci.

O segundo quadrado foi desenhado a esquerda do primeiro e comparado ao segundo
termo da sequéncia de Fibonacci. O quadrado seguinte foi desenhado abaixo dos dois anteriores,

com lado medindo 2 uc e comparado com o terceiro termo da sequéncia e assim sucessivamente.

Repetimos esse padrdo com quadrados cujos lados possuiam medidas associadas aos
termos da sequéncia de Fibonacci e no sentido anti-hordrio, até o preenchimento de todo o papel
quadriculado, terminando com o desenho do quadrado de lado medindo 21 uc. Observamos que
os lados dos retangulos formados mediam, em uc, 1 X 2,2 x 3, 3 X 5, 5 X 8, e assim por diante

e a aproximagao com os retangulos dureos.
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Figura 4.3 — Aluno desenhando retangulos dureos no papel quadriculado

Fonte: A autora.

Posteriormente, construiram a espiral por meio da concordancia dos arcos de circunfe-
réncias obtidos com o uso do compasso, Figura 4.4 (a). Para finalizar, os alunos realizaram a

pintura dos desenhos, destacando os retangulos dureos, Figura 4.4 (b).

Figura 4.4 — Alunos desenhando a espiral durea no papel quadriculado: (a) uso do compasso; (b)
pintando os retangulos

2
e

Fonte: A autora.

Na Figura 4.5 temos dois exemplos do trabalho finalizado, nos quais podemos observar

que a concordancia dos arcos foi destacada, refor¢cando o tracado da espiral a mao livre.

Os alunos realizaram a atividade com interesse, capricho e dedicacdo. Houve grande
participacdo na formagdo da sequéncia no quadro negro, na comparagdo com o nimero de ouro

e na antecipacdo de como seriam os proximos quadrados a serem desenhados.
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Figura 4.5 — Desenho da espiral durea concluida por estudantes com destaque para os retangulos
aureos obtidos

0 Namero de Ouro e a Espiral Aurea § 0 Namero de Ouro e a Espiral Aurea b = _:_

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ... 1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...

Fonte: A autora.

Para a segunda etapa da atividade, planejamos refazer a atividade anterior utilizando os
tablets e o software GeoGebra. A atividade foi realizada individualmente ou em duplas. Como
a turma era pequena, foi possivel prestar atendimento individual. Para melhor apresentacdao da
atividade e interacdo com os alunos, um dos tablets foi conectado a TV, para que a sequéncia
de comandos realizada pela professora fosse visualizada na TV, facilitando dessa forma o

acompanhamento do passo-a-passo pelos alunos nos tablets.

Inicialmente, configuramos uma tela sem eixos e, em uma malha quadriculada fixa com-
posta de quadrados de lado 1 uc. Com a ferramenta "poligono regular" construimos quadrados
com a medida dos lados correspondendo aos termos da sequéncia de Fibonacci. E, por ultimo,

construimos a espiral com a ferramenta “arco circular”, Figura 4.6.
Figura 4.6 — Tela de comandos do GeoGebra e construgdo da espiral durea

Relacdoa Relagdo aum porum Vetor
Construgbes
; N - -
2 < = A
Ponto Médio Reta Mediatriz ~ Reta Paralela  Bissetriz
ou Centro  Perpendicular
L
Reta Tangente
D G B L
Retas
H B E g
- -~ ~ - [ o
Segmento Reta Semirreta Vetar L R I ! !
®
I J K
Circulos I
O] C] . Q
[ J

Circulo dados Compasso  Semicirculo
Centro e Um
MAIS °

Fonte: A autora.
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Para uma melhor visualizacdo da imagem, os pontos referentes aos vértices dos quadrados
foram ocultados da tela com a ferramenta “exibir objeto” e alteradas as cores e transparéncia dos
quadrados na op¢do “configuragdes”, Figura 4.7.

Figura 4.7 — Espiral durea construida no GeoGebra

Fonte: A autora.

Registramos vérias dificuldades durante a realizacdo da atividade nessa turma, visto que
este foi o primeiro contato dos alunos com o software GeoGebra. A dificuldade inicial encontrada
foi a de criar pontos “indesejados”, ou alterar o formato do poligono ao tentar aumentar a imagem
na tela, Figura 4.8 (a). A segunda dificuldade foi a de coincidir os lados dos poligonos com a
malha, Figura 4.8 (b). Foi importante reiterarmos que deviam selecionar a ferramenta “desfazer”
em caso de alteracdes indesejadas e o uso da ferramenta “mover” para ampliar ou reduzir a

imagem da tela.

Figura 4.8 — Dificuldades encontradas na construcdo: (a) ponto E “indesejado”; (b) mudanca no
formato do poligono

(a) (b)
Fonte: A autora.

O desempenho da turma na realizag@o da atividade foi surpreendente. Na Figura 4.9 (a)
podemos ver um trabalho concluido no GeoGebra. Os estudantes relataram que dificilmente
utilizam os tablets nas aulas e essa oportunidade deixou-os entusiasmados em utiliza-los como

ferramenta para aprender um conteido matematico, Figura 4.9 (b).
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Figura 4.9 — (a) Espiral durea construida, no GeoGebra, pelo aluno; (b) trabalhando em equipe
para superar dificuldades

=N

(@)
Fonte: A autora.

No decorrer da atividade houve grande diferenga nas etapas em que cada aluno se
encontrava, gerando neles maior agitacdo, ansiedade, dividas se iriam ou nao conseguir realizar
a atividade. Foi necessério explicar que seria disponibilizado tempo para realizagdo da tarefa e

que poderiam trocar ideias e sanar as suas duvidas, seja de conteudo ou uso do aplicativo.

4.4 ATIVIDADE PARA A TURMA DO 7° ANO: O PENTAGONO REGU-
LAR

Esta atividade teve como objetivos: desenvolver a habilidade no uso do gonidometro na
construcdo do pentdgono regular; observar as caracteristicas de um poligono regular quanto a
angulos e lados; verificar que o nimero de ouro estd presente na razdo entre a medida da diagonal
e a medida do lado do pentdgono regular e explorar possibilidades de aplicacdo das tecnologias

para visualizar esta relacdo.

A atividade iniciou com o tragado de uma circunferéncia e a divisdo desta com o
gonidmetro em 5 partes congruentes, delimitadas por pontos Figura 4.10 (a). Unimos todos
os pontos através de segmentos de reta, formando um pentdgono regular com os segmentos

externos, € um pentagrama com os segmentos internos Figura 4.10 (b).

Solicitamos aos alunos que observassem o pentdgono regular formado no interior do
pentagrama e que a repeticao do processo de ligacao dos pontos formava uma estrutura fractal.
Os alunos realizaram entdo o aferimento das medidas dos lados e das diagonais dos pentdgonos
desenhados, anotando-as no caderno e calcularam a razao entre as medidas obtidas. As razdes
calculadas variaram entre 1,4 e 1.9. Explicamos que o valor do nimero de ouro pertence ao
intervalo limitado por estes valores e que quanto maior for a precisdo do desenho e do aferimento
mais a razdo se aproximard do valor do niimero de ouro. Para finalizar essa etapa da atividade os

desenhos foram coloridos e colocados em exposi¢do, Figura 4.11.
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Figura 4.10 — Construg@o do pentagrama no papel: (a) pentdgono regular; (b) pentagrama

(b)

Fonte: A autora.

Figura 4.11 — Pentdgono regular e poligono estrelado inscrito construidos pelos alunos

Fonte: A autora.

A segunda etapa da atividade constitui-se na retomada do roteiro de construc¢do dos penté-
gonos, mas utilizando o software GeoGebra. Utilizamos também a técnica de compartilhamento
de tela com a TV, para melhor visualiza¢do e compreensdo dos passos a serem realizados pelos

alunos.

Iniciamos pela configuracio da janela sem malha e sem eixos. Na sequéncia, utilizamos a
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ferramenta “poligono regular” para construir o primeiro pentdgono. Com o ferramenta “segmento
de reta”, tracamos as diagonais formando a estrela, que foi evidenciada com a ferramenta
“poligono”, Figura 4.12 (a). Entdo, determinamos a medida dos lados e das diagonais com a

ferramenta “distancia”, Figura 4.12 (b), e efetuamos os calculos das razdes na calculadora.

Figura 4.12 — Atividade no GeoGebra: (a) constru¢ido do pentidgono regular e pentagrama; (b)
algumas medidas realizadas

(a) (b)
Fonte: A autora.

Para finalizar, trabalhamos a imagem, a aparéncia visual, ocultando os pontos e a identifi-

cacdo dos poligonos com a ferramenta “exibir objeto” e colorindo-as, Figura 4.13.

Figura 4.13 — Arte final: pentdgono e pentagrama coloridos

&

Fonte: A autora.
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Os alunos demonstraram interesse e motivagao na realizacdo da atividade, em ambas as
etapas, no papel e no software. Verificamos que nenhum aluno da turma conhecia o nimero de

ouro e nem estruturas fractais, e que nunca haviam utilizado o software GeoGebra.

Dos 23 alunos da turma, 17 relataram ter gostado mais da constru¢do no GeoGebra do
que no papel, justificando ser mais rapida, poder trabalhar as figuras, colorir com maior agilidade,
obter perfeicao nos angulos e ter facilidade em desfazer para corrigir erros. Os pontos negativos
apontados foram as dificuldades em selecionar o ponto ou segmento corretos, a deformagado das

figuras e a criagdo de pontos e poligonos indesejados.

Quanto a atividade utilizando papel, os alunos destacaram gostar de aprender a fazer uma
“estrela perfeita” com o uso do gonidometro, e do estudo dos angulos. Relataram dificuldades em

marcar os angulos corretamente e em desenhar as estrelas no interior dos pentdgonos.

4.5 ATIVIDADE PARA A TURMA DO 8° ANO: NUMEROS RACIONAIS
E IRRACIONAIS, A SEQUENCIA DE FIBONACCI E O NUMERO DE
OURO

Com a turma do 8° ano trabalhamos o numero de ouro juntamente com as defini¢des
de ndmeros racionais e de nimeros irracionais, definicdes estas que normalmente demoram a
serem compreendidas pelos alunos. Para tal, introduzimos o estudo do ndmero de ouro a partir
da sequéncia de Fibonacci e do problema dos coelhos e, posteriormente, calculamos as razdes
entre os termos da sequéncia para que os alunos observassem que as razdes sao valores racionais,
que tendem a um valor irracional. Finalmente, calculamos a razdo entre as medidas de alguns
objetos dos alunos e da sala, como estojo escolar, caixa de giz, apontador, e também a razao

entre as partes do corpo humano em busca da razdo durea.

Iniciamos a atividade com o estudo do problema dos coelhos, com intensa participac¢ao

dos alunos nas possiveis solugdes, Figura 4.14.

Figura 4.14 — Aluno calculando a razdo entre os termos da sequéncia de Fibonacci

| B

Fonte: A autora.
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Houve vérios relatos da vivéncia dos alunos com a reprodu¢do de coelhos. A conclusio
foi de que a sequéncia de Fibonacci € apenas uma das solucdes possiveis, em um caso considerado
ideal. Verificamos, entdo, o padriao que forma a sequéncia, de que cada termo € a soma dos dois
anteriores. E, com o auxilio da calculadora, escrevemos a sequéncia até o 25° termo. Em uma

tabela, calculamos a razdo entre os termos consecutivos € anotamos os resultados Figura 4.15.

Figura 4.15 — Tabela com a razdo entre os termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci,
calculados pelos alunos
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Fonte: A autora.

Observamos que todos os valores calculados sdo nimeros racionais, pois sao resultados
das divisdes de dois nimeros inteiros e que a cada linha da tabela (cada divisdo), nos aproximamos
do valor do nimero de ouro, com maior precisdo, mas nunca o atingindo, pois o nimero de ouro,
assim como qualquer nimero irracional, ndo pode ser gerado por uma razao entre dois nimeros

inteiros.

Repetimos a atividade no tablets com o aplicativo Planilhas Google, software similar ao
conhecido Excel, que possuia configuracdes suportadas pelos tablets que usdvamos, além de
ser um software livre. Nele construimos uma tabela e realizamos a programacao para o calculo

automadtico dos valores da sequéncia de Fibonacci e das razdes entre seus termos.
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Preenchemos as células A1, A3, B3 e C'3 com a identificacdo das colunas. Na coluna
A, com os termos, iniciando pelo nimero 1 na célula A4 e programando a c€lula A5 = A4 + 1.
Essa célula foi entdao copiada para as demais células da coluna A, formando a sequéncia 1, 2, 3,
4,5..., Figura 4.16.

Figura 4.16 — Preenchimento da coluna A do Planilhas Google
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Para completar a coluna B com a sequéncia de Fibonacci, preenchemos as células B4 e
B5 com o nimero 1 e a célula B6 = B4 + B5, realizando também a cépia de B6 para as demais

células da coluna B, Figura 4.17.

E preenchemos a coluna C, Figura 4.18, com as razdes entre os termos consecutivos da
sequéncia de Fibonacci obtendo aproximagdes para o nimero de ouro. Para isso, a célula C'5 foi

programada como C'5 = B5/B4 e copiada para as demais células da coluna C.

O processo de preenchimento da coluna C continuou até a célula em que a razdo se
estabilizou, Figura 4.19. Verificamos que com 9 casas decimais, a razdo permaneceu a mesma
a partir dos termos 24 e 25 da sequéncia. Comentamos que hé softwares que possuem maior
precisdo de algarismos significativos e entdo seriam necessdrios mais termos para ocorrer a

estabilizacdo.

A construcao da tabela usando o aplicativo foi bem aceita pelos alunos, que demonstraram
preferéncia pelo aplicativo em relacdo aos cédlculos no papel, devido a rapidez e a possibilidade
de programacao para cdlculos iterativos. Dos 15 alunos da turma, somente 4 haviam tido contato

anterior com o Excel.



Figura 4.17 — Preenchimento da coluna B do Planilhas Google
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Fonte: A autora.

Figura 4.18 — Preenchimento da coluna C do Planilhas Google
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Figura 4.19 — Célculo das aproximacdes do nimero de ouro no software Planilhas Google
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Fonte: A autora.

As dificuldades encontradas foram restricdes na programacao do software Planilhas

Google comparando ao Excel, que deixaram o processo um pouco mais trabalhoso, mas nao

alteraram o resultado e a observacgao final.

Para contextualizar o estudo, finalizamos a atividade com a busca de objetos ou partes do

corpo humano que tivessem aproximagdes da razdo durea, Figura 4.20, com base nas relagdes

propostas no segundo video da primeira aula, “As digitais do Criador - Sequéncia de Fibonacci”.
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Os valores foram anotados e compartilhados com a turma, verificando por exemplo, qual dedo
da mao era o mais bonito, em termos da propor¢do durea. Essa tultima atividade trouxe maior

fixacdo dos contetdos trabalhados e maior interacao dos estudantes.

Figura 4.20 — Razdo 4urea em objetos e no corpo humano
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Fonte: A autora.

4.6 ATIVIDADE PARA A TURMA DO 9° ANO: OS NUMEROS METALI-
COS E A EQUACAO QUADRATICA

Compusemos as atividades unindo os estudos de equacdes do segundo grau com os
nimeros metalicos e poligonos regulares e, novamente, utilizamos como ferramentas o GeoGebra

e o Planilhas Google.

Para iniciar a atividade, apresentamos a equacio x> — x — 1 = 0, e solicitamos aos
alunos para que calculassem possiveis solucdes pelos métodos ja estudados, ou seja, usando o

conhecimento prévio sobre as solucdes da equacao do segundo grau pela férmula de Béskara.

1+\/561—\/3

madamente 1,618 e —0,618. A raiz positiva calculada € o nimero de ouro. Apresentamos

Os resultados obtidos foram , que na forma decimal representam aproxi-

entdo a defini¢do de nimeros metalicos como sendo as raizes positivas das equacdes da forma

22 —pr—q=0,compeqcN.
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Para calcular os valores decimais dos nimeros metalicos, utilizamos os tablets e cons-
truimos uma tabela no Planilhas Google. A programacao para o calculo das raizes da equagao

2% — px — g = 0 foi baseado nos valores dos coeficientes p e q.

Iniciamos pelo preenchimento da identificacao das colunas nas células Al, A2, B2, C2,

D2 e E2, colocando o nome de cada nimero metdlico na coluna A, Figura 4.21.

Figura 4.21 — Preenchimento da coluna A, com o nome dos nimeros metalicos
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Fonte: A autora.

Na sequéncia, preenchemos as colunas B, C' e D com as equagdes e os valores de p e ¢,
Figura 4.22.

Figura 4.22 — Preenchimento das colunas B, C e D com a equag¢do do segundo grau associada ao
ndmero metélico

v -~ o~ A 4+ B

A B Cc D E

1 Numeros Metalicos

2 'nome equagéo p q raiz
3 | Ouro x"2-x-1=0 1 1
4 Cobre x"2-x-2=0 1 2
5 | Niquel x"2-x-3=0 1 3
6 | Prata xA2-2=0 2 1
7 Bronze xA2-3=0 3 1
& | Platina x"2-2x-2=0 2 2

Fonte: A autora.

Para realizar o cdlculo das raizes, programamos a célula £/3 com a férmula resolutiva
das equagdes quadraticas, com base nos valores de C'3 e D3. Inicialmente, observamos que o

coeficiente de x? é sempre 1, 0 que simplifica a férmula de célculo. Ainda, observamos que os
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coeficientes de = e os termos independentes da equacgdo sdo sempre negativos e os valores de p e

s . . . - .. DPTVPE—4q
¢ sdo positivos. Assim, a féormula para a programacdo foi r = ———

5 ou, na linguagem
do Planilhas Google E3 = (C3+ (C3 A2+ 4% D3) A (1/2))/2, Figura 4.23.

Figura 4.23 — Programagio para o cdlculo das raizes da equagio 2 — pr — ¢ = 0 no Planilhas
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7 Bronze x"2-3=0 3 1

8 Platina x"2-2x-2=0 2 2
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Fonte: A autora.

Copiamos a célula /3 para as demais linhas da coluna £/, obtendo as raizes positivas das
demais equagdes. Observamos nessa programacao que, alterando os valores de p e ¢, e o cdlculo

da raiz é feito automaticamente para qualquer nimero metélico desejado, Figura 4.24.

Comentamos que esses sdo os nimeros metédlicos mais conhecidos, mas que o conjunto
dos niimeros metdlicos € infinito e que os demais elementos nio sdo nominados. Os alunos
destacaram a facilidade em calcular as raizes por meio da programacao do software e relataram

que o usariam em outros momentos.
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Figura 4.24 — Raizes das equagdes associadas aos nimeros metélicos no Planilhas Google

v = o~ A+ B
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3 Quro x"2-x-1=0 1 1 1,618033989
4 Cobre x"2-x-2=0 1 2 2
5 Niquel x"2-x-3=0 1 3 2,302775638
6  Prata x"2-2=0 2 1 2,414213562
7 Bronze x"2-3=0 3 1. 3,302775638
8  Platina x"2-2x-2=0 2 2| 2,732050808|.
9

fir | =(C8+(C842+4%D8)A(1/2))/2

Fonte: Autora.

Dando continuidade, verificamos a relacdo entre os nimeros metalicos e os poligonos
regulares com o uso do GeoGebra. Para iniciar, os eixos foram retirados e a malha quadriculada
configurada em uma escala de 10000 unidades x 10000 unidades, para aumentar a quantidade

de algarismos nas medidas das diagonais.

Construimos 6 poligonos regulares, com 5,6, 7, 8,9 e 10 lados e com a medida do lado

coincidindo com a malha, Figura 4.25.

Figura 4.25 — Poligonos regulares construidos no GeoGebra

Fonte: A autora.
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Com a ferramenta “segmento de reta” foram marcadas as diagonais dos poligonos e as

suas medidas foram determinadas com a ferramenta “distancia”, Figura 4.26.

Figura 4.26 — Numeros metélicos nos poligonos regulares
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Fonte: A autora.

Fizemos, entdo, a comparacao entre as medidas realizadas e os nimeros metélicos obtidos
na planilha da Figura 4.19, verificando a presenca do nimero de ouro na medida da diagonal
do pentdgono, do nimero de cobre na medida da diagonal do hexdgono e do nimero de prata
na medida da diagonal do octégono. Também observamos que a medida de outra diagonal do
hexdgono apresenta relacdo com o niimero de platina = 2, 732050... sendo uma unidade a menos
1,732050....

Os alunos gostaram das atividades, realizando-as com interesse. Dos 16 alunos da
turma, 15 aprovaram o uso dos softwares e nenhum deles conhecia o GeoGebra ou o Planilhas
Google. Informaram que gostaram da agilidade na realizacdo dos célculos, da interacdo com
as tecnologias e a possibilidade de conhecer novas ferramentas. O ponto negativo destacado
foi de que, quando realizados no papel € possivel entender melhor cada etapa dos célculos. As
dificuldades verificadas tiveram relacdo com a constru¢do dos poligonos sobre a malha e das

desconfiguracdes causadas por toques sobre a tela.

Comentamos também que € possivel observar a presenca do nimero de ouro nos mais

variados lugares como na tirinha da Figura 4.27.
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Figura 4.27 — Tirinha: nimero de ouro
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Fonte: HUMORCOMCIENCIA (s.d.).

4.7 OBSERVACOES SOBRE AS ATIVIDADES APLICADAS

As atividades desenvolvidas foram além dos objetivos propostos, trazendo para a sala de
aula a contextualizacdo e a integracdo de diversas dreas e conteddos matematicos. Destacamos
também o grande interesse dos alunos em utilizar os softwares na realizacao das atividades, e

como essas ferramentas tecnoldgicas tém a contribuir no ensino e aprendizagem.

Houve dificuldades com o uso destas ferramentas no decorrer das aulas, que convém
serem destacadas para melhorias em aplicacOes futuras. A primeira dificuldade foi com relagdo a
versao dos softwares suportados pelos tablets, que possuiam algumas diferencas nas fungdes dos
softwares utilizados em computadores e celulares. Isso exigiu uma revisdo no plano de aula para

adaptar os roteiros de construcao e chegar nos resultados esperados.

Outra dificuldade destacada por todas as turmas teve relagdo com a criagdo de pontos
ou figuras indesejadas e a alteracdo do formato das figuras com toques para dar zoom na tela.
Essa dificuldade exigiu maior atencdo da professora, para explicar que em cada etapa, deveriam
desativar a fun¢@o que haviam utilizado anteriormente, para entdo conseguir aumentar ou diminuir
a janela de visualizagdo. Acredita-se que esta dificuldade seria menor em computadores, devido
ao tamanho da tela e as fungdes adicionais fornecidas pelo mouse, como maior precisao na
selecdo de objetos, zoom, e configuracdes no botdo direito. Entretanto, o uso de computadores
tem sido cada vez mais substituido por tablets e celulares, entdo, acredita-se que estas dificuldades
seriam diminuidas com maior prética dos alunos no software, e possivel uso de mouse conectado

ao aparelho.

Também tivemos problemas em salvar os arquivos criados. Pela configuracdo dos tablets,
a versao do software suportada para instalacdo ndo permitia salvar arquivos no préprio tablet,
mas somente em contas no GeoGebra online. Durante a aplicacdo das atividades, a internet da
escola nao suportou a conexdo de todos os tablets ao mesmo tempo, impedindo a gravagdo dos
arquivos durante a aula. Optamos entdo por salvar as atividades como imagem com a ferramenta

“captura de tela”, salvando o trabalho final na galeria do tablet, e descartando o arquivo do
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GeoGebra.

Apesar dos impasses descritos, as atividades alcangaram 6timos resultados. Os videos
apresentados proporcionaram um amplo contato com o tema e despertaram o interesse para a

continuidade das atividades.

Outras técnicas que contribuiram para o éxito da aprendizagem foram a formacao de
duplas para os alunos que se sentiam inseguros em utilizar os tablets sozinhos, e o compartilha-
mento de tela do tablet com a TV, o que permitiu que a sequéncia de comandos fosse visualizada

por todos, e em seguida, as dividas atendidas pela professora individualmente.

Ter realizado as atividades anteriormente no papel também foi de grande valia. Proporci-
onou maior seguranc¢a dos alunos de que estavam no processo correto de desenvolvimento da
atividade nos softwares, e de terem previamente estabelecido o resultado esperado ao final da

atividade.

Destacam-se como efeitos positivos o interesse dos alunos pelo tema e pela metodologia
utilizada e a autonomia na realizacio da atividade, permitindo que cada aluno buscasse novos
comandos e ferramentas e realizasse a atividade até niveis mais complexos. A aprendizagem ndo

ficou limitada a atividade, e sim ao interesse e competéncias do aluno.

Também destacamos a introdug@o de dois novos softwares matematicos na bagagem de
conhecimento dos alunos e a interacdo com o0 meio tecnoldgico tdo necessdrio a vida social e
profissional atualmente, e o trabalho em equipe realizado na ajuda mutua entre eles para tirar

davidas e compartilhar os conhecimentos de cada um.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho nos propiciou conhecer a definicdo dada por Vera de Spinadel ao conjunto
dos nimeros metélicos e conhecer as diferentes formas de calcula-los: equagdes quadréticas,
limites de sequéncias numéricas, fracOes continuas ou razao entre segmentos de reta. Também
permitiu expor uma ampla abordagem das aplicacdes dos nimeros metdlicos, com &nfase para o
ndmero de ouro e o nimero de prata, abordando estas razdes em distintas dreas do conhecimento
e mostrando como estdo presentes em muitos elementos, sendo base dos sistemas de propor¢des

desde as civilizacdes antigas até a atualidade.

Pudemos também aprofundar o estudo da relacdo entre a razao das medidas das diagonais
e da medida do lado de poligonos regulares e os nimeros metélicos; verificamos a presencga deles
no pentdgono, no hexagono, no octégono, no decadgono e no dodecidgono regulares. Mas que
estudos mostram que ndo se encontrou relagdo entre os niimeros metalicos e os demais poligonos

regulares com nimero de lados menor ou igual a 20.

Na aplicacdo das atividades com os alunos, o tema nimeros metalicos mostrou-se versatil,
permitindo aplicacdo e contextualizacdo dos contetidos do Ensino Fundamental. Foi possivel
trazer uma abordagem diferente e relacionamos varias dreas de conhecimento ja adquiridos pelos

alunos.

Com o uso do GeoGebra e do Planilhas Google, mostramos aos alunos que podemos
ter op¢do para estudar o mesmo conteido de forma diferente ou ainda para confirmar os resul-
tados obtidos utilizando os materiais tradicionais como a calculadora, o gonidmetro e o papel

milimetrado.

Enfim, despertamos a curiosidade e o senso investigativo ao mostrar que ainda hd muito
a ser estudado sobre o assunto e que a Matematica ndo é um conjunto de métodos e férmulas j4
definidas que devem ser simplesmente decoradas e treinadas, mas sim, que ha conhecimentos
e muitas possibilidades de descoberta. Que com os nimeros metédlicos ha um potencial de

aprofundamento e aplicagdo na Matematica.
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