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RESUMO

Este trabalho traz como proposta um material didatico pedagdgico, focado na
abordagem da trigonometria, explorando as constru¢cdes das razdes trigonométricas
no triangulo retangulo e relacionando sua representatividade e transi¢cdo para o ciclo
trigonométrico. Nesse contexto, desde as definicbes e construcdes dos elementos
iniciais da trigonometria e das funcdes trigopnométricas, todas séo trabalhadas com o
objetivo de permitir uma melhor compreenséo das resolucdes e das determinacdes
das solu¢des, quando abordamos as equacdes e inequacdes trigonométricas. Como
extensdo das definicbes e constru¢cdes geométricas apresentadas, elaboramos uma
proposta com construgcdes sequenciais, utilizando o software GeoGebra, explorando
as representacdes graficas, simulando o comportamento dos elementos trabalhados.
Espera-se que este trabalho possa ser um material norteador para o professor,
agregando novas ferramentas, permitindo ao educador promover uma aprendizagem
mais significativa para os alunos, trazendo dinamismo e movimento na abordagem da

trigonometria.

Palavras-chave: Ensino da Trigonometria, Ciclo Trigonométrico, Equacdes,
Inequacdes, Geogebra



ABSTRACT

This work proposes a pedagogical material, focused on the approach of
trigonometry, exploring the construction of trigonometric ratios in the right triangle and
relating its representativeness and transition to the trigopnometric cycle. In this context,
since the definitions and constructions of the initial elements of trigonometry and
trigonometric functions, they are worked with the objective of allowing a better
understanding of the resolution and determination of solutions when approaching the
trigonometric equation and inequalities. As an extension of definitions and geometric
constructions presented, we prepared a proposal with sequential constructions, using
the GeoGebra software, exploring the graphical representations, simulating the
behavior of the worked elements. It is expected that this can be a guiding material for
teacher, adding new tools, thus allowing the educator to promote a more meaningful
learning for the students, bringing dynamism and movement in the approach of

trigonometry.

Keywords: Teaching of Trigonometry, Trigonometric cycle, Equations, Inequations,
GeoGebra
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INTRODUCAO

Durante minha experiéncia como professora de Matematica pude observar
muitas dificuldades no processo de ensino aprendizagem, principalmente no que se
refere aos conceitos de trigonometria, neste sentido este trabalho tem por objetivo
fornecer um material de apoio ao docente que for lecionar essa temética e de sugerir
algo norteador dentro deste contexto, visando minimizar as dificuldades na pratica do
professor, no ensino da trigonometria.

Neste trabalho usamos de ferramentas que auxiliam no entendimento do
ensino. Iniciamos este projeto com o objetivo de sugerir algo norteador dentro deste
contexto, visando minimizar as dificuldades na pratica do professor, no ensino da
trigonometria.

Este trabalho aborda na sua parte conceitual uma sequéncia didatico-
pedagogica, detalhada desde as relacdes da trigonometria no triangulo retangulo, até
o ciclo trigonomeétrico, e na resolucéo de equacdes e inequagdes trigonomeétricas. O
contexto de trigonometria aqui abordado € o predominante no ensino médio, também
traz parte do conteudo utilizado no ensino fundamental. Elaboramos uma proposta de
construcbes geométricas, a partir do ciclo trigonométrico, com a finalidade de se
analisar o comportamento das funcdes e, de possibilitar a associacdo das solucoes,
algébricas e geométricas, de equacdes e inequacdes trigonomeétricas.

No capitulo 1, realizamos algumas consideracdes sobre a questdo do uso de
tecnologias em sala de aula fazendo citacdo a alguns autores e a BNCC.

No capitulo 2, realizamos um estudo sobre relagdes métricas no triangulo
retangulo, trazendo o calculo para os angulos notaveis (30°,45°,60°) com base em
construcdes e propriedades basicas da geometria plana.

No capitulo 3, para dar um embasamento tedrico para 0s capitulos
posteriores, abordamos alguns conceitos basicos da teoria como medidas de arcos e
angulos, construcao do ciclo trigonométrico, e arcos congruos.

No capitulo 4, abordamos um estudo sobre as definicbes e propriedades
graficas das funcbes trigonométricas seno, cosseno e tangente, com o intuito de dar
um embasamento tedrico para o capitulo de Equacdes e Inequacdes trigonométricas,
além de trazer algumas relacdes trigonométricas que serdo importantes para o0s

capitulos posteriores.



No capitulo 5, trabalhamos a tematica equacdes trigonométricas, trazendo a
resolucdo das equacbes trigonométricas fundamentais, utilizando-se de uma
abordagem geomeétrica fazendo uso do ciclo trigonométrico.

No capitulo 6, trabalhamos a temética inequacdes trigonométricas, trazendo
a resolucdo das inequacdes trigopnométricas fundamentais, utilizando-se novamente
uma abordagem geométrica fazendo uso do ciclo trigonomeétrico.

No capitulo 7, apresentamos um tutorial das constru¢cdes geomeétricas feitas
nos capitulos anteriores, além de apresentar propostas de atividades no GeoGebra.

Todas as figuras que contidas nesse trabalho foram feitas e/ou editadas pelo
autor, utilizando o software GeoGebra, ou ainda a ferramenta PowerPoint do pacote
office do Windows. o GeoGebra pode ser baixado através do site
<https://www.geogebra.org/download>, tendo versdes para o Windows e ainda para
Smartphones, ou acessado em <https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT > na
sua versao online, ndo havendo a necessidade de baixar, € um Software completo e

gratuito, que permite sua utilizacdo em diversas etapas de ensino.


https://www.geogebra.org/download
https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT

1 ENSINO DA MATEMATICA E O USO DAS TECNOLOGIAS

Na area da matematica e suas tecnologias, temos definidos pela Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), pares de ideias fundamentais, de importancia
para o desenvolvimento do pensamento matemético, que produzem articulacdo entre

0s varios campos da mateméatica promovendo a integragdo entre eles.

A BNCC traz, como uma de suas competéncias especificas de matematica e

suas tecnologias para o ensino médio:

“Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros
de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solucdo e comunicacdo de
resultados de problemas, de modo a favorecer a construgdo e o
desenvolvimento do raciocinio matematico” (BRASIL, 2018, pg. 530).

Sobre a utilizagdo dos computadores, dentro do contexto matematico de
aprendizagem, para que sua utilizacdo nos auxilie, devera haver uma reorganizacéo

e reestruturacdo quanto a didatica do professor, assim vale notabilizar que:

“tal insergao requer mudangas na forma como o professor organiza e
avalia sua aula, no relacionamento com os alunos e, no caso
especifico da Matematica, na prépria forma como concebem muitos
dos conceitos Matematicos” (ZULATTO, 2002)

Esse trabalho tem o intuito de expressar formas de ensinar esse conteudo
através do software GeoGebra, software este gratuito e com diferentes formas de
acesso. Acreditamos que a abordagem do GeoGebra para a construcao das funcdes
trigonométricas e a dindmica do seu grafico associado ao ciclo trigopnométrico permite
aos educandos compreender melhor o contetdo e faz com que os alunos consigam
aflorar o intuitivo matematico podendo fazer associacées geométricas das solugcdes
algébricas.

O uso das TICs - Tecnologias da Informacédo e Comunicacdo € uma forma
de chamar a atencdo e manter o foco dos alunos que cada vez mais perdem o
interesse por contetdos dados de maneira tradicional sem uso de novas tecnologias.

Dentro deste contexto podemos destacar



“As tecnologias sédo pontes que abrem a sala de aula para o mundo,
que representam, medeiam 0 nosso conhecimento do mundo. S&o
diferentes formas de representacdo da realidade, de forma mais
abstrata ou concreta, mais estatica ou dindmica, mais linear ou
paralela, mas todas elas, combinadas, integradas, possibilitam uma
melhor apreensdo da realidade e o desenvolvimento de todas as
potencialidades do educando, dos diferentes tipos de inteligéncia,
habilidades e atitudes (MORAN, 2007, p. 164).”

No ensino e aprendizagem de trigonometria, ao utilizarmos os softwares,
podemos destacar algumas potencialidades, como por exemplo a possibilidade da
construcao e visualizagcdo de elementos de forma dindmica, o que nos permite uma
investigacdo e simulacdo, assim como criar argumentacdo dentro da proposta
apresentada. Para (ZULATTO, 2007), ao oportunizar a interagcdo com 0s VArios
recursos tecnolégicos da informatica, nos apropriamos de varias outras maneiras de

aprendizagem. Ainda Segundo (ASSIS, 2011) temos

“A utilizagdo dos softwares em sala de aula deve ser norteada por
interesses pedagdgicos, pois 0 software em si, ndo implica em
nenhuma mudanca no processo educacional. Com a introducédo do
computador como mediador didatico, desenvolveram-se softwares
especificos para serem utilizados em contextos de ensino
aprendizagem.”



2 TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

Neste capitulo trabalharemos com relagées métricas no triangulo retadngulo e
introduziremos algumas notagdes e conceitos basicos que servirdo de fundamentacéo
tedrica para os demais capitulos. As referéncias usadas para este capitulo foram
(BARBOSA, 2012) e (IEZZI, 2004).

2.1 TRIANGULOS RETANGULOS

No triangulo retangulo, os lados que formam o angulo reto (90°), séo
chamados de cateto, e ao lado que se opde ao angulo reto, consecutivamente o maior

lado, chamamos de hipotenusa.

Figura 2.1 -Triangulo retangulo
B

hipotenusa

cateto
a c

.

cateto
b

No triangulo AABC retangulo em A, temos os catetos medindo b e c e a
hipotenusa medindo a, as medidas dos catetos e da hipotenusa estdo relacionadas
pelo Teorema de Pitagoras:

(medida da Hipotenusa)? = (medida do Cateto)? + (medida do outro Cateto)?

a? = b? + c2.



2.2 SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Definicdo 2.1: Diremos que dois triangulos sdo semelhantes se for possivel
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus veértices de modo que angulos

correspondentes sejam iguais e lados correspondentes sejam proporcionais.

Figura 2.2 -Tridangulos semelhantes
D

A

O |

Por exemplo, na figura 2.2 os triangulos AABC e ADEF sé&o semelhantes com

B

a correspondéncia A - D, B—>E C — F . Observe que a semelhanca faz com que

~ N

tenhamos as seguintes igualdades A=D, B=E, C=Fe

O valor cte € chamado de razéo de proporcionalidade entre os dois triangulos.
Usamos a seguinte notacao para representar triangulos semelhantes AABC ~ ADEF.

Enunciaremos a seguir alguns teoremas que estabelecem critérios para que
dois triangulos sejam semelhantes, sendo que as demonstracbes podem ser
encontradas em (BARBOSA, 2012)

Critério AA (Angulo, Angulo): Dado os triangulos AABC e ADEF, se eles

possuem dois angulos congruentes, entdo eles sdo semelhantes.
Figura 2.3 -Tridngulos semelhantes (critério AA)

D




Critério LAL (Lado, Angulo, Lado): Dado os triangulos AABC e ADEF, se eles
possuem um angulo congruente e os lados que formam este angulo séao
proporcionais, entao os triangulos sdo semelhantes.

Figura 2.4 -Triangulos semelhantes (critério LAL)

D
A kz ky
yb\
B C E F

Critério LLL (Lado, Lado, Lado): Dado os triangulos AABC e ADEF, se

[

BC CA ~ A ~
= — = —, eNtao o0s triangulos sdo semelhantes.

Sk

Figura 2.5 -Tridangulos semelhantes (critério LLL)

D
A kz ky
/\
B X ¢ E kx F

2.3 RELACOES TRIGOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Considere um angulo com vértice em C, e sob as semirretas que formam o

angulo C considere os pontos B, B,, ... € 44, A,, ... como indicado na figura 2.6



Figura 2.6 -Triangulos semelhantes a partir de um mesmo vértice C

o,/

Observe que os triangulos retangulos ACA,B;, ACA,B,, ACA;B;, ACA4B,, ...,
séo todos semelhantes, pelo critério AA, possuindo um angulo reto e um angulo

comum @, assim temos

AB; A;B, A3B; AB,  medidado cateto oposto a (8)
cB, B, $B; (B, medida da hipotenusa
CA; CA, CA; CA,  medidado cateto adjacente a (8)
CB, CB, CB; (B, medida da hipotenusa
AB; A;B, A3B; A,B,  medidado cateto oposto a ()
CA, CA, ©CA; CA,  medidado cateto adjacente a (8)’

Isto fundamenta e motiva a seguinte definicdo associado a um dos angulos agudo de
um triangulo retangulo:

Definicdo 2.2: Dado um triangulo retangulo AABC como indicado na figura a seguir

Figura 2.7 -Notagdo em fungao do angulo 6
B

hipotenusa

cateto oposto a #

.

cateto adjacente a #



Chamaremos de seno do angulo 6 e indicaremos por sen 6 o valor

C.0.(6)

sen(0) = o
Chamaremos de cosseno do angulo 6 e indicaremos por cos 6 o valor

C.A.(6)

cos(0) = o
Chamaremos de tangente do angulo 6 e indicaremos por tg 6 o valor

C.0.(6)
tg(6) = C.A.(8)

A partir destas trés razfes trigonométricas ja construidas (seno, cosseno e
tangente), podemos definir outras trés, chamadas de razdes inversas, denominadas
por cossecante (cossec (6)), secante (sec (8)) e cotangente (cotg (6)).

1 cos(6)
tg(8) sen(9)

sec(8) =

cossec(0) = cotg @ =

1
sen(6) ’ cos(@);

2.4 ANGULOS NOTAVEIS

Nesta Secdo apresentaremos alguns calculos das razdes trigonométricas
(sen(8),cos (0),tg (0)) para os angulos de 30° 45° e 60° (denominados angulos
notaveis). Estes calculos serdo utilizados na resolucdo de equacdes e inequacoes
trigonométricas realizadas nos capitulos seguintes.

Utilizaremos o triangulo equilatero AABC, para as construcdes referentes as
razdes trigonométricas, para os angulos de 30° e 60°. Na figura 2.8, apresentamos o

AABC , de lado I, cuja altura h esta representada pelo seguimento (AD) .

Figura 2.8 -Relacdes métricas 302 e 602
A
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Temos que, para todo triangulo equilatero, a altura, a bissetriz e a mediana
referente a um dos lados, sdo congruentes, entdo BD = DC =é e CAD = 30°, uma

vez que BCA = 60°. Observe que aplicando o teorema de Pitadgoras ao triangulo

retangulo AADC temos

1\? 12 312 W3
2 _ 12 - 2 72 ___ 2 _ = -
l—h+(2)=>h l 4:»h 4:}1 >
Assim, aplicando as defini¢cdes ao triangulo retdngulo AADC obtemos
l W3 l l
oy—z_1. oy h_ 2 _W3_3, )—z_ 2z _2L_3
sen(30°) =2 =2, cos(30°) =7 =2=—"r=7; tg(30°) = L= F =% ="
2

Analogamente, para o angulo de 60° temos:

w3 L
sen(60°) = % = % = %5 = ?; cos(60°) =2 = %; tg(60°) =

~ V3

TR
-

N |~ ﬁ
w

Utilizaremos o quadrado ABCD, para as construcdes referentes as razdes
trigonométricas, para o angulo de 45°. Na figura 2.9, apresentaremos o quadrado de

lado [, cuja diagonal d esta representada pelo seguimento (AC)

Figura 2.9 -Relagdes métricas 452

)
D C

d

Temos que, para todo quadrado, a diagonal coincide com a bissetriz do vértice
a que se refere, no caso CAB = 45°. Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo
retangulo AABC ( veja figura 2.9), obtemos:
d?=12+1?= d?=21*> >d =2
Calculando as razfes trigopnométricas associadas ao triangulo retangulo

AABC, temos:
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I 11 W2 I L1 W2 l
sen(45°) =—-=—==—==—; co0s(45°)=—==—=—==— e tg(45°) =-=1.
45 =g=15=5= 7 o) =g=Tm=Ts= e tg(d5) =

Com os resultados obtidos podemos representar os valores das razdes
trigonométricas dos angulos notaveis na tabela 2.1

Tabela 2.1: Valores das raz6es trigonométricas dos angulos notaveis

Angulos (8) 30° 45° 60°
sen(0) 1 V2 ﬁ
2 2 2
cos(8) V3 V2 1
2 2 2
tg(6) V3 1 V3
3
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3 ARCOS E CICLO TRIGONOMETRICO

Neste capitulo apresentaremos de maneira sucinta a temética Ciclo
trigonométrico para dar embasamento teb6rico para o capitulo Funcdes
Trigonométricas. Para este capitulo usamos como referéncia (IEZZI, 2004), (NETO,
2013), (NETO, 2009) e (PAIVA,2015).

3.1 CIRCUNFERENCIA E ARCOS DE CIRCUNFERENCIA

Definicdo 3.1: Dados um ponto qualquer O no plano e um namero real positivo r, ao
lugar geométrico formado pelo conjunto de todos os pontos do plano que distam r de

0 damos o nome de circunferéncia de centro O e raio r.

Figura 3.1 -Circunferéncia (lugar geométrico)

P

Definicdo 3.2: Dados dois pontos distintos A e B sobre uma circunferéncia, esta fica
dividida em duas partes. Cada uma dessas partes, que incluem A e B, € denominada

arco de circunferéncia AB.

Figura 3.2 -Representacao: arco de circunferéncia

B
A A=EB
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Em particular, se os pontos A e B coincidem, eles determinam dois arcos: um
deles € um ponto (denominado arco nulo) e outro € a circunferéncia (denominado arco

de uma volta).

3.2 MEDIDA DE ARCOS

Dois pontos A e B sobre uma circunferéncia, determinam dois arcos

Figura 3.3a -Arco de circunferéncia AB Figura 3.3b -Arco de circunferéncia BA
B B
A A
AB BA

Ao nos referirmos a medida de um destes arcos temos duas formas:

i.  Uma forma é considerar o comprimento linear do arco AB (dimens&o do
contorno) expresso em medida de comprimento, sendo que a medida
linear de um arco AB é dada em funcdo de um arco unitario u (ndo
nulo), representada pelo numero real que exprime quantas vezes o

arco u “cabe” no arco AB.

Figura 3.4 -Medida linear arco de circunferéncia (AB)

B

A

ii.  Outra forma é quando nos referimos a sua medida angular, sendo sua
medida coincidente com a medida do angulo central (AOB = 6), assim

como esté representado na figura 3.5.
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Figura 3.5 -Medida @ do arco de circunferéncia (AB)

B

A

Estas medidas, linear e angular, do arco de circunferéncia AB, s&o

determinadas em graus ou radianos.
. . s 1 . A .
Grau (simbolo °): Medida de um arco unitario igual a 50 da circunferéncia

gue contém o arco a ser medido.

Radiano (simbolo rad): Medida de um arco unitario cujo comprimento € igual
ao raio da circunferéncia que contém o raio a ser medido.

Tendo em vista as consideragcfes acima podemos estabelecer as seguintes

correspondéncias

Medida (rad) Medida (°)
2m — 360°
s — 180°

3.3 CICLO TRIGONOMETRICO

Tomemos no plano um sistema cartesiano ortogonal xOy. Consideremos a

circunferéncia A de centro O eraior = 1.

Figura 3.6 -Ciclo trigonométrico

¥
B(0,1)

A'(-1.0) A(1,0)

0~ x
1 ™~

f.‘l'l_u’r I

dios

{rcos

B (0.-1)
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Na figura 3.6 sdo representados os pontos A (denominado origem dos arcos),
B, A', e B' determinados pela interseccdo dos eixos x e y, com a circunferéncia
unitaria 1. Observe que os eixos coordenados dividem a circunferéncia em 4 partes
iguais, denominados quadrantes da circunferéncia, que estdo delimitados e

representados conforme a figura 3.7.

- 1°quadrante (IQ): nesta regido do ciclo
estdo compreendidos os arcos 6 entre 0 Figura 3.7 -Quadrantes representados no ciclo
e T trigonométrico

2’ y
- 2°quadrante (I1Q): nesta regiéo do ciclo

estdo compreendidos os arcos 6 entreg

e,

I1Q

- 3°quadrante (IIIQ): nesta regido do 'fewrrmd 0° ou 0 rad

i . A 0 Al'360°u 2w rad T
ciclo estdo compreendidos os arcos 6
I11Q e

3w
entremr e ?;

2
B'|270° ou : rad

- 4°quadrante (IVQ): nesta regidao do
ciclo estdo compreendidos os arcos 6

3
entre 7” e 2.

Vamos agora definir uma aplicacdo de R sobre A, isto é, vamos associar a
cada numero real & um Unico ponto P da circunferéncia A do seguinte modo:
i. se6 =0, entdo P coincide com 4;
ii. se @ >0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento
6, no sentido anti-horario, e marcamos P como o ponto final do
percurso;

ii. se @ <0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento
| 0 | , ho sentido horario. O ponto final do percurso € P.

Se o ponto P esta associado ao numero 8 dizemos que P € aimagem de 6 no

ciclo. Assim, por exemplo, temos:



16

Figura 3.8 -Imagens no ciclo trigonométrico

[
l

N
AN

—_—ee -
1 [] lf x g [

gyt It

g 3

|
Aimagemde 7 € B Aimagemdegz—“éB’ Aimagemde -7 é 4’ Aimagemde—gz—"éB

3

|r'

Ao considerarmos P como imagem de 6,, entdo P também € imagem dos
nameros da forma:
{6 eR|6 =6, +2km, k € 7},

onde a constante k se refere ao niumero de voltas.

Definicdo 3.3: Dois valores 6, e 6, que possuem a mesma imagem no ciclo
trigonométrico sdo denominados congruos.

Vejamos um exemplo na figura 3.9.

Figura 3.9 -Representacio do arco (AP) na sua 12 volta e na 22 volta

9‘] + QTI'
P P
6.‘] 6.1]

A A
Tabela 3.1 -Valores da constante k e a posi¢do do ponto P no ciclo.

Valores de k -2 -1 0 1 2

Sentido a partir da sentido horario < | — sentido anti-horério
origem A
Volta no ciclo ao qual | ... 22 12 12 28 32
eP
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4 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Neste capitulo usaremos o0s conceitos estudados anteriormente para
introduzirmos as definicdes das funcbes seno, cosseno e tangente. Embora a tematica
do trabalho seja equacdes e inequacgbes trigopnométricas, entendemos que néo €
possivel fazer uma andlise de qualidade deste estudo sem entender a fundo as
definicdes e comportamento grafico das fungbes trigonométricas. Para este capitulo
usamos como referéncias (IEZZI, 2004) e (NETO, 2009).

4.1 FUNCAO SENO

Definicdo 4.1: Dado um numero real 6, tal que sua imagem no ciclo esteja
representada por P. Denominaremos por seno de 6 (e indicaremos por sen(6)) a
ordenada OM do ponto P em relagio ao sistema x0y. Chamaremos de func¢éo seno

afuncdo f: R —» R que associa a cada real 8 o real OM = sen(6), isto é:
f(8) = sen(6).
Figura 4.1 -Representac¢ao do sen 0 no ciclo trigonométrico
Yo
B

Me- - -

Algumas propriedades, carateristicas da funcdo seno, sao obtidas a partir de
uma analise no ciclo trigopnométrico, como veremos a segulir:
I.  Sinais da funcdo seno: serd positiva quando 6 € 1°Q ou 6 € 2°Q e,
sera negativa quando 6 € 3°Q ou 6 € 4°Q.
De fato, quando o ponto P, estd acima, do eixo x, sua ordenada é

positiva, e quando, esta abaixo, sua ordenada é negativa.



Figura 4.2 -Sinal fung¢do seno 12 Q e 22Q

sen x A

P

sen@ >0
Al

B
'—\ P
a
Qj Cos X
Bl

Figura 4.3 -Sinal fun¢ao seno 32Q e 42Q

senx A
B
A \? \a
O COS X
sen 8 <0
g ]
B'

sen x 4

sen X A

Al
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B
seng >0
2 \a
oS X

Além disso, observe que os pontos A,B,A’e B', definem a divisdo de

guadrantes, assim, quando o ponto P coincide com 0 A (0 rad) ou A’ (w rad), temos

sen(0) = sen (m) = 0, quando coincide com o B (% rad) temos sen (g) = 1e, quando

3w

coincide com o B’ (7

rad) temos sen (37“)

—1.

[I.  Crescimento e decrescimento da funcédo seno: sera crescente quando

6 € 1°Q ou 8 € 4°Q e, sera decrescente quando 6 € 2°Q ou 6 € 3°Q .

E imediato que, se 6 percorre 0 1°Q , entdo P percorre o arco AB e sua

ordenada cresce. Fato analogo acontece no 4°Q, quando P percorre o

arco B’A. Ainda, temos gue, se 8 percorre 0 2°Q , entdo P percorre o

arco BA' e sua ordenada decresce; analogamente acontece no 3°Q ,

guando P percorre 0 arco A'B'.

Tabela 4.1 -Crescimento e decrescimento fung¢do seno

0 0

T

2

I8

3n 21

sen @ 0 cresce

1

decresce

0

cresce

-1 decresce 0
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[ll.  Dominio e imagem da funcéo seno: Respectivamente temos,
D(f) =RelIm(f) = [-11].
E imediata a justificagdo para —1 < sen 6 < 1 pois, se P esta no ciclo,

sua ordenada varia de —1 a +1.

IV.  Periodicidade da fung¢do seno: Seu periodo € 2.
E imediato que
sen(0) = sen(6 + k. 2m), para qualquer k € Z,
pois 6 e 8 + k.2m possuem a mesma imagem no ciclo, portanto a funcao
seno é periddica. Seu periodo € o menor valor positivo de k. 2w, isto é, 2.
A seguir temos o gréfico da funcdo seno. Observe o comportamento da funcéo
seno mencionado nas propriedades acima onde a parte destacada corresponde a

representacao do periodo da funcéo.

Figura 4.4 -Grafico fung¢ao seno

[sen@
/'4/t\ = 4 g
7 _ 1

4.2 FUNCAO COSSENO

Definicdo 4.2: Dado um numero real 6, tal que sua imagem no ciclo esteja
representada por P. Denominamos cosseno de 6 (e indicamos por cos 8) a abscissa
(ON) do ponto P em relacdo ao sistema x0y. Denominamos func&o cosseno a fungdo
f:R - R que associa a cada real 6 o real ON = cos(8), isto é:

f(8) = cos(6).
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Figura 4.5 -Representagdo do cos 8 no ciclo trigonométrico

Algumas propriedades, carateristicas da funcao cosseno, sédo obtidas a partir

de uma anélise no ciclo trigonométrico, como veremos a seguir:

I.  Sinais da funcdo cosseno: sera positiva quando 6 € 1°Q ou 8 € 4°Q e,
sera negativa quando 6 € 2°Q ou 8 € 3°Q.

De fato, quando o ponto P, esta a direita, do eixo y, sua abscissa é positiva, e

guando, esta a esquerda, sua ordenada é negativa. Observe as figuras 4.6 e 4.7

Figura 4.6 -Sinal fungao cosseno 12 Q e 22Q

senx A sen x A
B B
\P P
's\ \
A iAo A 0 A
Y P I L
0 cos 8 >0 COSX cos 0 <0 0o COS X
B' B
Figura 4.7 -Sinal fungao cosseno 32 Q e 42Q
senx 4 sen x
B IB
- i cos 8 >0
cos
A‘ o 6 _A > A’ ? AA L.
o) €os X o) cos x
] 7
P ’B/ = P
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Além disso, os pontos 4,B, A’ e B’, definem a divisdo de quadrantes, assim,
guando o ponto P coincide com o A (0 rad), temos cos(0) = 1, quando coincide com

0 B( rad) ou B’(%” rad) temos cos(g)=cos(37n)=0 e, quando coincide

com A'(w rad) temos cos(w) = —1.
Crescimento e decrescimento da fungdo cosseno: sera crescente

Il
quando 6 percorre 3°Q ou 4°Q e, sera decrescente quando 8 percorre

1°Q ou 2°Q .
E imediato que, se 6 percorre o 1°Q, entdo P percorre o arco (AB) e sua

abscissa decresce. Fato analogo acontece no 2°Q , quando P percorre o arco BA'.
Ainda, temos que, se 6 percorre 0 3°Q , entdo P percorre o arco A'B’ e sua

abscissa cresce; analogamente acontece no 4°Q , quando P percorre o arco BA.

Tabela 4.2 -Crescimento e decrescimento fungao cosseno
] 0 T T 3 21
2 2
cos 0 1 decresce 0 decresce -1 cresce 0 cresce 1

Dominio e imagem da funcdo cosseno: respectivamente temos,

[l
D(f)y=RelIm(f) = [-1,1],isto € =1 < cos (f) < 1 para todo 6 real.

IV. Periodicidade da funcdo cosseno: seu periodo sera 2m, assim como
para a fungéo seno.
Observe na figura 4.8 o comportamento do grafico da funcdo cosseno

mencionado nas propriedades acima, onde a parte destacada corresponde a

representacao do periodo da funcéo.
Figura 4.8 -Grafico fung¢do cosseno

cos @
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4.3 FUNCAO TANGENTE

Definicdo 4.3: Dado um namero real 8, 6 # g+ k.m, k € Z, tal que sua imagem no

ciclo esteja representada por P. Consideremos a reta (‘0_15) e seja T sua interseccgao
com o eixo das tangentes (y’)(veja figura 4.9). Denominamos tangente de 6 (e

indicamos por tg (8) a medida algébrica do segmento AT.
Denominamos funcdo tangente a funcdo f:R — {g + km, k € Z} - R que
associa a cada real 6 # g + k., k€ Z oreal AT = tg 6, isto é:

f(6) = tg (6).

Figura 4.9 -Representagao da tg 8 no ciclo trigonométrico
i :f;fi

v
b T

Notemos que para 6 =g+ k.m, P estd em B ou B' e, entdo a reta OP fica

paralela ao eixo das tangentes. Como neste caso ndo existe o ponto T, a tg(0) néo é
definida.

Considere a figura 4.10 onde é representado um ponto P no primeiro
quadrante com (0 < 0 < g).

Figura 4.10 -Relagdes no ciclo

A Y
y

'

T

M-~

=
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Observe que por definicdo temos tg(8) = AT, cos (f) =ON e sen(f) =

OM. Notemos que os triangulos retdngulos AOMP e AOAT sao semelhantes (critério

AA) entao
AT 0A AT 1 __ OM __ sen(9)
NP 0O 0 ON 0 cos(8)
Portanto,
. sen(8)
= AT =

ou seja, a definicdo de funcao tangente dada acima coincide com a definicdo dada na
secao de Relagdes Trigonométricas no triangulo retangulo para angulos agudos.
Algumas propriedades, carateristicas da funcéo tangente, séo obtidas a partir

de uma anélise no ciclo trigonométrico, como veremos a seguir:
I.  Sinais da funcdo tangente: sera positiva quando 6 € 1°Q ou

6 € 3°Q e, sera negativa quando 6 € 2°Q ou 6 € 4°Q.
De fato, quando o ponto T, esta acima do ponto A, a medida AT é positiva,

e quando esta abaixo, a medida AT é negativa. Observe as figuras 4.11 e 4.12:
Figura 4.11 -Sinal fun¢ao tangente 12 Q e 22Q

senx A AlgXx sen x4 Atgx
B ‘ B
4~ P T p—1
tg6>0 / | o
Al 6 A Al | ‘A "
{ 0O o t * >
: cos x O Cos X
-l i - - T
B' B'
Figura 4.12 -Sinal fun¢ido tangente 32 Q e 42Q
senx A ng sen X A Atgx
B T B
6 [ tgf >0 | 6 \J
O T Cos X O" / Cos X
PR / . tTg <0
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II.  Crescimento e decrescimento da funcao tangente: a fungéo é
sempre crescente quando 6 percorre qualquer um dos
guadrantes do ciclo.

I1l.  Tabela 4.3 -Crescimento fungdo tangente

2] 0 g s 3z 21

tg@ 0 cresce cresce | O cresce cresce | O

IV.  Dominio e imagem da funcdo tangente: respectivamente temos
D(f)={0€ER|0=n/2+km ke I}, ealm(f) = R, isto é,
para todo y real, existe um 6 real tal que tg(6) = y.

Como vimos a funcao tg(0) néo esta definida para 8 = % + k.. Observe que

ao considerarmos valores para 6 bem préximos a estes valores, pela esquerda, o valor
tg(0) tende a +oo, e para 8 bem proximos a estes valores, pela direita, o valor tg(0)
tende a —oo.
V. Periodicidade da funcéo tangente é .

De fato, se tg(8) = AT e k € Z, entdo tg(@ + k.m) = AT pois 8

e 6 + k.m tem imagens P e P’ coincidentes ou diretamente

opostas no ciclo e, assim OP = OP’, portanto, OP Ny’ = 0P’ n

y'. Temos, entdo, para todo 6 real, com 6 # §+ k.m

tg(@) =tg(6 + k.m)
e a funcao tangente é periodica. Seu periodo é o menor valor

positivo de k., isto é, m.

A seguir temos o grafico da funcéo tangente. Observe o comportamento da
funcdo tangente mencionado nas propriedades acima onde a parte destacada

corresponde a representacdo do periodo da funcao.
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Figura 4.13 -Grafico fungdo tangente

[ G PR P

Assim como no caso das relagdes trigonométricas no triangulo retangulo,
utilizando as funcdes trigonométricas sen(6), cos(0) e tg(6) € possivel definir outras

fungbes trigonomeétricas, denominadas cossecante, secante e cotangente

1
sen(6)’

1
tg(6)’

cossec(6) = sec(B) = co;

NGk cotg(0) =

4.4 RELACOES DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

A abordagem das relacdes fundamentais e das relacdes decorrentes, assim
como das fungdes trigonométricas, terdo importancia nas resolucdes de equacdes e
inequacdes trigonométricas. Um estudo mais detalhado sobre as Relacdes
Fundamentais pode ser encontrado em (IEZZI, 2004).

Mostremos agora a seguinte relacdo fundamental

cos?(9) + sen?(6) =1,com 6 € R.
Sefd # %” a imagem de 6 é um ponto P no ciclo trigonométrico distinto de

A,B,A’, B', entdo existe o triangulo AONP como indicado na figura 4.14:

Figura 4.14 -Relagdo fundamental

A

B

B

Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo AONP, temos:
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(ON)? + (NP)? = (OP)? > cos?(0) + sen?(8) =1 (4.4.1)
Sed = k%, entdo usando diretamente os préprios valores de sen(8),cos(0) e

T 3T

tg(6) para 6 =0,7,—,2m é possivel verificar a relacédo (4.4.1).

Utilizando a relacdo trigonométrica fundamental dada em (4.4.1), obtemos
outras relacoes.
Dividindo todos os membros de (4.4.1) por cos?(8):

cos?(0) = sen*(6)

cos?(0) + cos2(8)  cos?(H) = 1+1g%(6) = sec*(0),

ou seja,
tg?(0) = sec?(9) — 1.

Dividindo todos os membros de (4.4.1) por sen?(8):

cos?*(8)  sen?(6) 1
sen?(6) sen?(0) sen? ()

= cotg?(0) + 1 = cossec?(6),

ou seja,
cotg?(0) = cossec?(0) — 1.

Outras relacfes que serdo usadas e facilmente verificadas séo:

sen(26) = 2sen(6).cos(6); cos(26) = cos*(0) — sen(0); tg(26) =7 Etfg(zeze).

As demonstracdes dessas relacdes podem ser obtidas em (IEZZI, 2004).
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5 EQUACOES TRIGONOMETRICAS

Neste capitulo introduziremos o conceito de equacgdo trigonométrica e
apresentaremos a resolucdo de diversos exercicios. Para a resolucdo de cada caso
faremos uma abordagem geométrica com constru¢cdes no Geogebra sendo que nos
capitulos posteriores apresentaremos um tutorial de como construi-las. Para este
capitulo usamos como referéncias (IEZZI, 2004) e (NETO, 2009).

5.1 EQUACOES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTAIS

As seguintes equacdes sao denominadas equacdes fundamentais
. sen(x) = sen(0);
II. cos(x)=cos(0);
. tg(x) =tg(0).

Sejam f e g duas fungdes trigonomeétricas e sejam D; e D, 0S Seus respectivos
dominios. Resolver a equacédo trigonométrica f(x) = g(x), significa encontrar o
conjunto S, denominado conjunto solugéo, o qual € formado pelos valores x para os a
igualdade f(x) = g(x) é satisfeita. Observemos que para um certo nidmero x ser

solucéo é necessarioque x € D; e x € D,.

5.1.1 Resolucdo da equagdo sen(x) = sen(6)

Para ocorrer a igualdade sen(x) = sen(9) devemos ter que a imagem de x e 6

no ciclo trigonométrico tenham as mesmas ordenadas.

Figura 5.1 -Equagdo sen(x) = sen(0)
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Assim temos duas possibilidades:
. x e ftem mesmaimagem, ou Seja SAo0 congruous,
x =0 + k.2m, comk € Z.
ii. x e 6tem mesma simétricas em relacao ao eixo y
x =(m— 0) + k.2n, com k € Z.
Portanto, o conjunto solucéo da equacgéo sen(x) = sen(6) € dado por
={x€ER|x=0+k.2n ou x =@m—0) + k.2n, com k€ Z}.

Exemplo 5.1: Resolver a equagéo sen(x) = 1

Usando que sen (g) =1, temos

T
sen(x) = 1= sen(x) = sen (E)
Assim,
T
x=5+k.2n, comk €7Z,
T
x=(1‘t—§)+ k.2, comk €Z.

Portanto, o conjunto solucdo da equacao dada €

S = {x ER| x=§+ k.2m, comk EZ}.
Resolucéo da equacgdo cos(x) = cos(6)

Para ocorrer a igualdade cos(x) = cos(6) devemos ter que a imagem de x e

6 no ciclo trigopnométrico tenham as mesmas abscissas.

Figura 5.2 -Equacgdo cos(x) = cos(0)
i




29

Assim temos duas possibilidades:
. x e f#tem mesmaimagem, ou seja sao congruos,
x =0 + k.2m, comk € Z.
ii. x e 6temimagens simétricas em relagdo ao eixo x
x =—60 + k.2n, com k € Z.
Portanto, o conjunto solu¢éo da equacgéo cos(x) = cos(6) é dado por
S={x€eER|x=0+k.2n ou x =—0 + k.2n, com k€ Z}.

1

Exemplo 5.2: Resolver a equacao cos(x) = >

Usando que cos (g) = % obtemos:

cos(x) = % = cos(x) = cos (g)

Assim,
T T
x=§+k.21r, comk €Z X=§+k.2’l'[, comk €Z,
L = 5n
x:(Zn—§)+ k.2m, comk €Z x=?+ k.2m, comk €7Z.

Portanto, o conjunto solucdo da equacéo dada é:

S = {x ER| x=§ + k.2m ou x=5?“+ k.2m comk €Z }
5.1.3 Resolugéo da equacéo tg(x) = tg(6)

Para ocorrer a igualdade tg(x) = tg(0) devemos ter que a imagem de x € 6 no
ciclo trigonométrico tenham a mesma projecao sobre o eixo da tangente.
Figura 5.3 -Equacdo tg(x) = tg(0)
b

Y
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Assim temos duas possibilidades:
. x e f#tem mesmaimagem, ou seja sao congruos,
x =0 + k.2m, comk € Z.
ii. x e ftemimagens simétricas em relagdo ao centro O;
x=(m+ 0)+ k.2n, com k € Z.
Portanto, o conjunto solucéo da equacgédo tg(x) = tg(6) é dado por
S ={xE]R|x =0 + k.2noux =(m+ )+ k.2m,comk€ Z}
S={x€eR|x =0+ k.m, comk € 7 }.

Exemplo 5.3: Resolver a equacédo 3tg(x)- V3 = 0

Isolando tg(x) obtemos:

3tg(x)-V3 =0 =tglx) = E = tg(x) =tg (E)

3 6
Assim,
T s
x =2+ k.2m comk € Z, x==2+k.2m comk €EZ
- =
x=(n+€)+ k.2m, comk €Z. x=7§+k.2n, comk €7

~ ~ 7 .
Observe que as solucdes na 12 volta sao % e ?” que distam de m, portanto

qualquer solugéo é da forma x = % + k.m e o conjunto solucdo da equacao dada é

S={x€]R|x=E+k.Tt comkEZ}.
6 )
5.2 OUTRAS EQUACOES TRIGONOMETRICAS

Em alguns casos ap6s uma manipulacéo algébrica fazendo uso das relacbes
fundamentais, recaimos em equacfes equivalentes as equacdes fundamentais e,

portanto, podem ser resolvidas como feito anteriormente.

Exemplo 5.4: cos?(x) + 2 sen?(x) = %,Com 0 <x < 2m

Usando a relagdo fundamental cos?(x) + sen?(x) =1, e isolando cos?(x)
obtemos:

cos?(x) = 1 — sen?(x).
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Assim,

7 7
cos?(x) + 2 sen? (x) = 7> (1 - sen?(x)) + 2 sen? (x) = 7

NN
|3

= sen?(x) =

3 3
_1=Z: sen(x) = i\/;: sen(x) = +

Para sen(x) = + ? temos sen(x) = sen (g) Pela andlise feita na secdo 5.1 e

observando que as solu¢des devem ser consideradas para 0os arcos somente da 12

volta, pois a solugéo pedida se restringe a 0 < x < 2m, temos duas possibilidades

para x:
TC _T[

x=§ ou . X—§0u
x_(T[—E) x=2_T[
3 3

3 4 .
Para sen(x) = —g temos sen(x) = sen (?ﬂ) Analogamente pela analise

feita na secdo 5.1 e pela restricdo imposta a x devemos ter

1n A1 4m
x=? ou:> xz?()u:> xz?ou
4m L 51
r=(m-3) =3 k=3
Portanto, o conjunto solucao € dado por:
T 21 4m 5m
N {5'?'?'?}'

Exemplo 5.5: tg(x) + cotg(x) = 2, comx € R.

Reescrevendo as parcelas do 1° membro em fungéo de sen(x), cos(x) e

~ . - __ sen (x) __ cos (x) .
usando a relagdo trigonométrica tg(x) = cosn) © cotg(x) = sen(o) obtemos:
sen(x) = cos(x) sen®(x) + cos?(x)
cos(x)  sen(x) cos(x). sen(x)

= sen?(x) + cos?(x) = 2 cos(x).sen (x).
Utilizando agora a relacdo fundamental sen®(x) + cos’(x) =1 e a

identidade sen(2x) = 2 cos(x).sen(x), temos:

1 =sen(2x) = sen(2x) = sen (g)

Fazendo a mudanca de variavel 2x =y temos sen(y) = sen (g)
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Assim, da analise feita na secao 5.1 obtemos:

I
y=E+k.21T, comk €Z -

- :y=§+k.2n, comk €Z.
y=(1t—§)+ k.2T, comk €Z

Como y = 2x, entdo obtemos:

i i1
2x=§+k.2n, comk €Z = x=Z+k.1T, comk €Z.

Portanto, o conjunto solu¢cédo da equacédo dada é

S = {x E]R|x=g+k.ﬂ, com k EZ}.

Exemplo 5.6: 2 cos?(x) + 5cos(x) =3, comx € R.
Fazendo a mudanca de variavel cos(x) = y, temos

2 cos?(x) + 5cos(x) =3 = 2y2+5y—3 =0.
Resolvendo a equacéo de segundo grau em y:

—5 + /52— 4. 2. (=3) 1 ;
= —1 = — = —>5.
Y 2. 2 Y=g o
Retornando para a variavel x obtemos:

1 1
y=5 ouy= -3 = cos(x) = 5 ou cos(x) = =3.

Como —1 <cosx <1, entdo ndo existe solugdo para cos(x) = —3. Para o

outro caso usando a analise feita na secédo 5.1 obtemos:

T
x=E+k.21T, comk €7Z x=§+k.2ﬂ, comk €Z,
3 =
T 5n
X = 2n—§)+ k.2, comk €Z x=?+ k.2m, comk €7Z.

Portanto, o conjunto solucdo da equacéo dada é:

m 51
S = {x ER| x=§+ k.2m ou x=?+ k.2m, comk EZ}.

Exemplo 5.7: cos(x) - cos3(x) = 0,com x € R.
Colocando cos(x) em evidéncia obtemos:

cos(x) -cos3(x) =0 = cos(x) (1 —cos?(x)) =0 = cos(x) =0 ou 1——cos?(x)=0.
Para o caso cos(x) = 0, temos cos(x) = cos (g) e pela analise feita na secéo

5.1 obtemos:
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T T
Xx=—=+ k.2m, comk €7 x ==+ k.2, comk €Z
2 2
= (5.2.1).
4 3
X=—E+ k.2m, comk €EZ x=7+ k.2, comk E€Z

Para o caso 1 — cos?(x) =0, utilizando a relagdo fundamental sen?(x) +
cos?(x) = 1 obtemos:
1—cos?(x) =0 = sen?(x) =0 = sen(x) =0 = sen(x) = sen(0).
Assim, usando a analise da secao 5.1 concluimos que

{x=0 + k.2, comk €Z

x=m+ k.2m, comk €Z =x=k.m comk EZ (5.2.2).

Portanto o conjunto solugdo seré obtido pela unido das solu¢des em (5.2.1) e
em (5.2.2), e pode ser escrito da forma

i1
S = {x E]R|x=§+ k.m ou x=k.m, comk EZ}.

Exemplo 5.8: tg?(x) = tg(x),com0 < x < m.
Colocando tg(x) em evidéncia obtemos:
tg?(x) — tg(x) =0 = tg(x) (tglx)—1) = 0 = tg(x) =0 ou tg(x) = 1.
Para o caso tg(x) =0, temos tg(x) = tg(0). Assim, pela analise feita na
secdo 5.1 e observando que as solucbes devem ser consideradas para 0s arcos
somente da 12 meia-volta, pois a solucdo pedida se restringea 0 < x < m, obtemos:
x=0 ou x=m (5.2.3)

Para o caso tg(x) =1, temos tg(x) = tg(%). Assim, pela anélise feita na

secao 5.1 teriamos as seguintes solu¢cdes na 1° volta:

T . T 5w
X = 4 ou xX=T 4 = 4 .

Como temos a restri¢do restringe a 0 < x < m, a solugdo pata este caso é
X = % (5.2.4)

Portanto o conjunto solucéo sera obtido pela unido das solucdes em (5.2.3) e
(5.2.4), ou seja,
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6 INEQUACOES TRIGONOMETRICAS

Neste capitulo abordaremos o conceito de inequacdo trigonométrica e
realizaremos as resolucdes de diversos exercicios, onde em cada caso sera feito uma
abordagem geométrica com construcdes no Geogebra feitas pelo proprio autor, sendo
gue no capitulo posterior faremos um tutorial de como construi-las. Para este capitulo
usamos como referéncias (IEZZI, 2004) e (NETO, 2009).

6.1 INEQUACOES FUNDAMENTAIS

As seguintes inequacdes sdo denominadas inequacdes fundamentais
. senx>m;

II. senx <m;

II1. cosx >n;

IV. cosx <n;

V. tgx >t;

VI. tgx <'t.

Onde m,n e t, s&o numeros reais dados.

Sejam f e g duas fungdes trigonométricas e sejam D;e D, 0sS seus respectivos
dominios. Resolver a inequagdo trigonométrica f(x) > g(x), significa encontrar o
conjunto S denominado conjunto solucéo, que € formado pelos valores x para os quais
a desigualdade f(x) > g(x) é satisfeita. Observemos que para um certo niUmero x

ser solucao é necessarioque x € D; e x € D,.

6.2 INEQUACOES DO TIPO sen(x) > m

Observe que sendo sen(x) uma fungéo limitada com —1 < sen(x) < 1, entdo
param > 1, ndo existe solucdo para a equagao sen x > m, OU Seja 0 conjunto solucéo
€ S = @. Além disso, se m < —1, entdo todo nimero real x é solucdo da inequacao,

ouseja, S =R
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Portanto vamos nos restringir a estudar a solugéo da inequagao senx >m
para—-1<m< 1.

Marquemos no ciclo trigopnométrico um ponto M sobre o eixo dos senos, tal
que OM = m. Tragando por M uma reta r perpendicular ao eixo dos senos obtemos

0s pontos P e P; como indicado na figura abaixo:

Figura 6.1 -Solugdo da inequagdo sen(x) > m
)

y

Assim a solucéo da inequacéo sen(x) > m € formado pelos valores de x que
possuem imagens na intersecao do ciclo com o semiplano situado acima de r. Por
exemplo na figura 6.1 temos o conjunto solugéo na 1° volta dado por:

S={xeR|0<x<m-—0 }.
E a solucéo geral considerando os angulos céngruos € dada por
S={xeR|O0+k2n<x<(m—0)+k.2m, comkeZ} (6.1)

A solucao encontrada em (6.1) é a solucao geral para angulos que estejam
no 1° quadrante; para angulos 8 que nao estejam no 1° quadrante € necessario fazer
a construcao descrita no inicio desta secao.

Veremos agora um exemplo para 6 no 3° quadrante:

Exemplo 6.1: Resolver a inequacédo sen(x) > —g.

2 .
Marcando o ponto correspondente ao valor —g no eixo y, tracando a reta

. . 51 7T .
perpendicular obtemos os pontos P e P, imagens dos valores ~ €, respectivamente

(angulos no 3° e 4° quadrantes com sen(8) = —g).
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Figura 6.2 -Exemplo sen (x) > — %

Portanto o conjunto solugéo da inequacao sen(x) > — g na 1° volta é dado

5 ~ .
por {x ER|O< x <T” ou %"< x < Zn}. E a solucdo geral considerando os

angulos congruos € dada por:

RY/4 7
S={x ER|0+ k.2 < x<7+k.2ﬂ ou T+k.2n< x<2m+k2n k EZ}.

6.3 - INEQUACOES DO TIPO sen(x) < m.

Observe que da limitagdo —1 < sen(x) <1, param > 1, 0 conjunto solucao
dainequacdosenx <méS =R, eparam < —1 o conjunto solugcéo € S = @. Portanto
vamaos nos restringir a estudar a solucéo da inequacéo sen(x) <mpara—1<m< 1.

Marquemos um ponto M sobre o eixo dos senos, tal que OM = m. Tragando
por M uma reta r perpendicular ao eixo dos senos obtemos os pontos P e P, como

indicado na figura 6.3:

Figura 6.3 -Solugdo da inequagdo sen (x) < m
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Assim, a solucdo da inequacao sen x < m € formado pelos valores de x que
possuem imagens na intersecdo do ciclo com o semiplano situado abaixo de r. Por
exemplo na figura 6.3 temos um angulo 6 no 1° quadrante, e neste caso o0 conjunto
solucao da inequacgédo na 1° volta é dado por:

S={x eR|mr—-0< x<2m}

E a solucdo geral um angulo 6 no 1° quadrante, considerando os angulos
cbngruos é dada por:

S={xeR|(mr—0)+k.2n<x<2m+k.2m, comk €7} (6.2).

A solucdo encontrada em (6.2) é a solucdo geral para angulos que estejam
no 1° quadrante; para angulos 8 que ndo estejam no 1° quadrante é necessario fazer

a construcao descrita no inicio desta secao.

. ~ 1
Exemplo 6.2: Resolver a inequagdo sen(x) < >
1 .
Marcando o ponto correspondente ao valor S hoeixoye tracando a reta
. . 5 .
perpendicular obtemos os pontos P e P; imagens dos valores % e ?” respectivamente

(angulos no 1° e 2° quadrantes com sen(0) = %).

Figura 6.4 -Exemplo sen(x) < %

Portanto o conjunto solug¢éo da inequacao sen(x) < % na 1° volta é dado por

5 - . A
{x ER| ?”< x<2mou0< x< %} E a solucdo geral considerando os angulos

cbngruos é dada por:

5t T
Sz{x E]R|?+ k2n< x<2m+ k.2mou 0+ k.2m < x<g+ k.2m, k EZ}.
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6.4 - INEQUACOES DO TIPO cos (x) > n.

Analogamente aos casos anteriores vamos considerar a solugdo da
inequagéo cos(x) >n para —1 <n < 1. Marquemos um ponto N sobre o eixo dos
cossenos, tal que ON = n. Tragando por N uma reta r perpendicular ao eixo dos
cossenos obtemos os pontos P e P; como indicado na figura abaixo:

Figura 6.5 -Solugdo da inequagdo cos(x) > n
\

Assim, a solugéo da inequacao cos(x) > n é formado pelos valores de x que
possuem imagens na interse¢éo do ciclo com o semiplano situado a direita de r. Por
exemplo, na figura 6.5 temos um angulo 8 do 1° quadrante onde o conjunto solucéo
na 1° volta é dado por:

S={x eR|0< x<60 ou 2m—0< x<2m}

E a solucao geral para 6 no 1° quadrante considerando os angulos congruos

€ dada por:

S_{xE]R{|k.27TSx<9+k.27T ou } 6.3
Tl 2r-0)+k2n<x<2m+k.2m,k €L (6:3).

A solucao encontrada em (6.3) é a solucado geral para angulos que estejam
no 1° quadrante, para angulos 8 que nao estejam no 1° quadrante € necesséario fazer

a construcdo descrita no inicio desta secéo.
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Exemplo 6.3: Resolver a inequagédo cos(x) > ?

3 .
Marcando o ponto correspondente ao valor g no eixo x e tracando a reta

. . 11 .
perpendicular obtemos os pontos P e P; imagens dos valores % e T’T respectivamente
A o Ao V3

(angulos no 1° e 4° quadrantes com cos(8) = ?).

Figura 6.6 -Exemplo cos(x)

Portanto o conjunto solucao da inequacao cos(x) > ? na 1° volta € dado por
{x ER|O0Z x<§ oullTn< x<27r}.
A solucao geral considerando os angulos céngruos é dada por

T 11w
S={x ER|0+ k.2n < x<g+ k.2m ouT+ k.2n < x<2n+ k.2m, k EZ}.

6.5 - INEQUACOES DO TIPO cos(x) < n.

Marquemos um ponto N sobre o eixo dos cossenos, tal que ON = n. Tragando

por N uma reta r perpendicular ao eixo dos cossenos obtemos o0s pontos P e P; como
indicado na figura 6.7:

Figura 6.7 -Solugdo da inequagdo cos(x) < n
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Assim, a solucdo da inequacao cos(x) < n é formado pelos valores de x que
possuem imagens na interse¢ao do ciclo com o semiplano situado a esquerda de r.
Por exemplo, na figura 6.7 temos um angulo 6 no 1° quadrante onde o conjunto
solugéo na 1° volta é dado por:

S={x eR|O0< x<2m—0 }.
E a solucéo geral considerando os angulos congruos é dada por
S={xeR|0+k2n<x<2m—0)+k.2n, comk€eZ} (6.4).

A solucdo encontrada em (6.4) € a solucéo geral para angulos que estejam

no 1° quadrante, para angulos 8 que ndo estejam no 1° quadrante é necessario fazer

a construcao descrita no inicio desta secao.

Exemplo 6.4: Resolver a inequagado cos(x) < —%.

Marcando o ponto correspondente ao valor —% no eixo x e tracando a reta
perpendicular obtemos os pontos P e P; imagens dos valores 2?” e 4?” respectivamente
(angulos no 2° e 3° quadrantes com cos(8) = —%).

Figura 6.8 -Exemplo cos(x) < —%
b,

Portanto o conjunto solu¢do da inequagao cos(x) < —% na 1° volta é dado
por{x EIR|2?"<x<4?" }
A solucao geral considerando os angulos céngruos é dada por

21 41
Sz{x E]R|?+ k.2m < x<?+ k.2, k EZ}.
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6.6 INEQUACOES DO TIPO tg(x) >t

Analisemos inicialmente o caso t > 0. Marquemos um ponto T sobre o eixo

das tangentes, tal que AT = t. Tracando aretar = OT ligando o centro O ao ponto T

obtemos os pontos P e P, como indicado na figura 6.9:

Figura 6.9 -Solugdo da inequagdo tg(x) >t (caso t > 0)

Y
B

T

M

BJ’

Assim, a solugéo da inequacéo tg x >t € formado pelos valores de x que
possuem imagens na intersec&o do ciclo com os angulos P OB e P,0 B'. Por exemplo,
na figura 6.9 temos um angulo 6 no 1° quadrante onde o conjunto solucéo na 1° volta

€ dado por:

s 3
S = {x ER|O< x<§ ou m+0< x<7}.

A solucao geral considerando os angulos céngruos é dada por:
x E]R§|9+k.2n<x<g+ k.2m ou

= 3 (6.5).
(M+0)+k2r<x <7+k.2n,k EZ
A solucao encontrada em (6.5) é a solucdo geral para angulos que estejam
no 1° quadrante, para angulos 6 que nao estejam no 1° quadrante € necesséario fazer

a construcao descrita no inicio desta secao.
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Para o casot < 0. Marquemos um ponto T sobre o eixo das tangentes, tal que

AT = —t. Tracando aretar = OT ligando o centro O ao ponto T obtemos os pontos P
e P, como indicado na figura 6.10:

Figura 6.10 -Solugdo da inequacdo tg(x) > t (caso t < 0)

. Y3 Y4 < eixo das tangentes
\
\
\
\ B
\
P e |
.4I~ \
! on 'A
A .:i;.' \ '
\ « Jl,
B 2 5T

Assim, a solucao da inequacéo tg x >t € formado pelos valores de x que
possuem imagens na intersec¢&o do ciclo com os angulos POB’ e P,0 B. Por exemplo
na figura 6.10 temos um angulo 6 no 2° quadrante onde o conjunto solucdo na 1° volta

€ dado por:

3 s
S={x ER|O< x<7 ou m+0< x<2mou0< x<§ }

A solucéo geral para um angulo 8 no 2° quadrante considerando os angulos

céngruos é dada por:

x ER| O+k2n< x<37n+k.2n ou
(M+0)+k2n<x<2m+k.2m ou0+ k.2 < x<g+k.2n, kez |

De maneira geral o conjunto solucéo vai ser obtido pela intersecdo do ciclo

com os angulos (P OB’ e P,0 B) ou (P OB e P,0 B").

Exemplo 6.5: Resolver a inequagéo tg(x) > 1.
Considerando no eixo das tangentes o ponto correspondente ao valor 1 e

procedendo como indicado anteriormente para tg(x) >t com t <0, obtemos 0s

. 3 .
pontos P e P, imagens dos valores % e T" respectivamente.
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Figura 6.11 -Exemplo tg(x) >1

& A

am

— Pﬂ

Portanto o conjunto solu¢cdo da inequacao tg(x) > 1 na 1° volta é dado por:
S={x eER|Z< x<Z ou E«< x<3—”}.
4 2 4 2
A solucao geral considerando os angulos céngruos é dada por:

T s 3 3
S={xe]R| Z+ k.2 < x<§+ k.2m ou T+ k.2n < x<7+ k.2m k EZ}.

6.7 INEQUACOES DO TIPO tg(x) < t.

Analisemos inicialmente o caso t > 0. Marquemos um ponto T sobre 0 eixo

das tangentes, tal que AT = t. Tracando aretar = OT ligando o centro O ao ponto T

obtemos os pontos P e P, como indicado na figura 6.12.

Figura 6.12 -Solugdo da inequagdo tg(x) <t
r'd
Y

/’ T
B s
1T
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Assim, a solugéo da inequacao tg(x) <t é formado pelos valores de x que
possuem imagens na intersec¢&o do ciclo com os angulos POA e P,0 B'. Por exemplo,

na figura 6.12 temos o conjunto solugéo na 1° volta dado por:

T 31
S = {x ER|0S x<6 ouz< x<m+6 ou 7< x<27t}.

A solucéo geral considerando os angulos céngruos é dada por:

{x ER|0+k.2n< x<6O+k.2n ou
S =

T 3T .
E+k.2n< x<(m+0)+k.2n ou 7+k.2n< x<2m+k2mk EZ}

Para o caso t < 0. A analise é analoga e a solucao da inequacédo tg(x) <t
também é formada por valores de x que possuem imagens na interse¢ao do ciclo com
os angulos formados porr e o eixo y .

Exemplo 6.6: Resolver a inequacdo tg(x) < —/3.

Considerando no eixo das tangentes o ponto correspondente ao valor —/3 e

e procedendo, como indicado anteriormente para tg(x) <t com t < 0, obtemos os

. 21 51 .
pontos Pe PZ Imagens dos valores ? e ? respectlvamente.

Figura 6.13 -Exemplo tg(x) < —/3

Portanto o conjunto solugéo da inequacéo tg(x) < —/3 na 1° volta é dado
5
por{x ER|Z< x<Z ou L< x<—”}.
2 3 2 3
A solucao geral considerando os angulos céngruos é dada por

T 2T 3n 5m
S={x€]R| §+ k.2m < x<?+ k.2m ou 7+ k.2m < x<?+ k.2m k EZ}.
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7 O GEOGEBRA E AS CONSTRUCOES TRIGONOMETRICAS

Neste capitulo faremos um tutorial de como construir no Geogebra o
ciclo trigonométrico, com proposta de atividade baseada nas construc¢des das funcdes
trigonométricas e seus graficos, e por fim daremos um tutorial das construcées feitas

nos capitulos das equacdes e inequacdes trigonométricas.

7.1 CICLO TRIGONOMETRICO E REPRESENTACAO GRAFICA

Vamos iniciar nos passos de 1 a 5, a construcédo dos elementos basicos no
ciclo trigonométrico.

Passo 1: Centro do Ciclo

Clique no 2° icone (ponto) - Selecione a 1° opcédo > Clique na Origem dos

eixosx ey

Figura 7.1 -Passo 1: Constru¢do Geogebra -centro do ciclo (ponto A)

Arquvo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

N A Al & S )
N e SO
» Janela degligenra :

» Janela de Visualizagio

® A=(0

Passo 2: Construcdo da circunferéncia unitaria
Na parte inferior da tela, na linha em que esta indicando “entrada”, insira a

equacgdo x> + y* = 1.
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Figura 7.2 -Passo 2: Constru¢do Geogebra -circunferéncia unitaria

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

A sl e of|[az2

._/’_/fp OO &) S =2 )

» Janela de Algebra > [ » Janela de Visualizagdo P
® A-0,0

U

e
A\

Entrada: x*+y*=1|

Passo 3: Construcéo da origem dos arcos.

Na parte inferior da tela, na linha em que esta indicando “entrada”, insira o
ponto (1,0).

Figura 7.3 -Passo 3: Constru¢do Geogebra -origem dos arcos (ponto B)

Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

AL B GO N ]

» Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagio

X
® A=(0,0) 2
® eqlix+y=1
15
eqt
s
A /1—. 4
| j ‘5
Entrada: (1,0}

Passo 4: Construindo um ponto qualquer C sobre o Ciclo.

Clique no 2° icone (ponto) > Selecione a 1° opcao - Clique em qualquer
ponto sobre a circunferéncia.



Figura 7.4 -Passo 4: Constru¢do Geogebra -um ponto qualquer sobre o ciclo (ponto C)

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

& JLAlA B OO ) 2 =2 )

» Janela de Algebra X [ » Janela de visualizagéo
® A-(0,0)
® eqticey=1
® B-(1,0)
® C=(0.56,0.83)

Passo 5: Construir um segmento unindo o centro a um ponto do ciclo.
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Clique no 3° icone (reta) > Selecione a 2° opcéo (segmento) - Clique no

ponto A e depois no ponto C.

Figura 7.5 -Passo 5: Constru¢do Geogebra -segmento AC

Arquivo Editar Exibir OpgGes Femamentas Janela Ajuda

vy AL CIPOIO) AN )
a0

» Janela de Alf
Reta
® A=(0,0) /

® eqixry

® B-(1,0) |« Segmento
® C-(056,0
® -1

& Segmente com Comprimento Fixo

" Semireta
*, Caminho Paligonal

o vetor

./f Vetor a Partir de um Ponto

A 35 3

Nos passos de 6 a 14, vamos definir uma reta que tangencia o ciclo no ponto

B (eixo tangente), determinar os pontos que indicam a projecao do ponto C, sobre os

eixos, das ordenadas (y) e das abscissas (x), e do eixo tangente (reta g). Os

segmentos construidos a partir das projecées do ponto C, serdo necessarios para

determinar o valor de seno, cosseno e tangente associados ao arco BC.
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Passo 6: Construir eixo das tangentes
Clique o 4° icone (reta perpendicular) > Selecione a 1° opcao - Clique no
ponto B e depois no eixo x. Na construgdo de cada elemento aparece

automaticamente um rétulo. No nosso caso a reta tangente aparece como reta g.

Figura 7.6 -Passo 6: Construgdo Geogebra -eixo tangente (reta g)

Arquive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

K| IE] B @) O L) N =4

» Janela de Algebra

Reta Perpendicular
Selecione primeiro o ponto e, depois, Uma reta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor)

® eatxey=1
® B-(1,0)

® C-(056,083)

® f=1

® gx-1

’ <=

Passo 7: Construir ponto correspondente a projecao do ponto C sobre o0 eixo

das ordenadas (eixo dos senos).

Na parte inferior da tela, na linha em que esta indicando “entrada”, insira D =

0,y (C)).

Figura 7.7 -Passo 7: Constru¢do Geogebra -projecdo de C sobre eixo das ordenadas (ponto D)

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

(Sl e o NN (S =

» lanela de Agebra
® A=(0,0)

® eqliey=1
® B=(1,00

® C=(056,033)
® -1

® gx=1

0

Entrada: (0¥(C))

= X

» Janela de Visualizagho

05
i
o 0s
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Passo 8: Construa o segmento (AD) (valor do seno associado ao arco BC)
cligue no 3° icone (reta) > Selecione a 2° opgéo (segmento) - Clique no ponto A e

depois no ponto D. (rétulo h)

Figura 7.8 -Passo 8: Construgio Geogebra -segmento (AD) (valor do seno associado ao arco BC)

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda

s [AA B OS] ) N =) @)
do

» Janela de All X]
Reta
® A-(0,0) ~ 2 9

® eqlxsy
® B=(1,0) | & Segmento
=(0.56,0.

=083 | 7 Semimeta
=
"<, Caminho Poliganal D
eqt

o vetor

os{
) f
<% Vetora Partir de um Ponto

B 4
) 35 3 Er] 2 s a5 o [ g 2 25 3 35 T

Entrada

Passo 9: Construir ponto E correspondente a projecao do ponto C sobre o
eixo das abcissas (eixo dos cossenos).
Na parte inferior da tela, na linha em que esta indicando “entrada”, insira E =

(x(€),0).

Figura 7.9 -Passo 9: Constru¢do Geogebra - projecdo de C sobre eixo das abcissas (ponto E)

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

P = S ol [ e N

» Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagdo X

eql

! ! 15
2

Entrada: (X(C),0) o 4

Passo 10: Construa o segmento (AE) (cosseno associado ao arco BC).
Clique no 3° icone (reta) - Selecione a 2° opc¢éo (segmento) - Clique no

ponto A e depois no ponto E.(rétulo i)
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Figura 7.10 -Passo 10: Construgdo Geogebra - segmento (AE) (valor do cosseno associado ao arco BC)

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

) AN B OO £) N =)
ao

» Janela de Alf X
Reta
® A=(0,0) / N g
® eqtixey
® B-(1,0) | " Segmento
® C-(056,0
® =1 & Segmento com Comprimente Fixe
® gx-=1 18
® D-(0,0.83)
® =083 | | semiret
® E£-(056,0)
® 1055 | %" Caminno Poiigonal o
eql
o vetor
h
» i
«% | VeloraPariir ds um Ponto
B 4
) Ef 3 25 2 s 5 2 25 3 a5 4
15

Entrada:

Passo 11: Construcéo da reta suporte AC para determinar o valor da tangente

associada ao arco BC.(rétulo j)

Clique no 3°icone (reta) - Selecione a 1° opcao > Clique no ponto A e depois

no ponto C.

Figura 7.11 -Passo 11: Construgao Geogebra -reta suporte AC (reta j)

Arquivo Editar Exibir OpgBies Femamentas Janela Ajuda

R AL B O] L N4

cio X

» Janelade Alf Reta

Selecione dois pontos ou duas posiches

L ]
2 >

Entrada:

Passo 12: Crie o ponto F (intersecdo das retas g e j).

Clique no 2° icone (ponto) - Selecione a 4° opcéo (intersecédo e dois objetos)

- Clique nareta g e depois j.
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Figura 7.12 -Passo 12: Constru¢do Geogebra -intersecdo das retas g e j (ponto F)

Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

DRSS i) é o||l[==2
R,g’/{/ﬁ e |NA WA LSS DN %
» Jane|[ A de Visualizagio

Ponto
® a-|®
eql
B- ,_éx Ponto em Objste
L
|:1‘/' Vincular / Desvincular Ponto
ox
D=
h= X Intersecio de Dois Objetos @
E-=
i=¢ _°
i
F

Ponto Médio ou Centro

o2 | Nimero Complexo

/'\J Otimizagio

3 Roizes

Passo 13: Construa o segmento (BF) (tangente associado ao arco BC).

Clique no 3° icone (reta) - Selecione a 2° opc¢ao (segmento) - Clique no

ponto B e depois no ponto F.(rétulo 1)

Figura 7.13 -Passo 13- Construcio Geogebra -segmento (BF) (valor da tangente associado ao arco BC)

uivo Editar Exibir Opchies Ferramentas Janela Ajuda

Arg
NN = B ol =N E
do

» Janela de Alf
Ret;
® A=(0,0) / et

® eqtix+
° Ba:“.mv‘ " Segmento

® C-(0.56,0

1=1 | Segmento com Comprimento Fixo
ax=1

D=(0,0.83)

n-083 | .~ semimeta

E=(0.56,0)
-056

s 0| o CaminhoPoligonal

oo0oOOOOOS
o€

i

F

k=178

Lorar |« Vebor

./’f Vetor a Partir de um Ponto

4 a5 3 25 2 Ef

Passo 14: Construa um angulo 6 (BAC)( medida do angulo central, que

corresponde ao arco BC).

Clique no 8° icone (angulo) > Selecione a 1° opc¢ao - Clique nos pontos B,

A e C, nessa sequéncia.
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Figura 7.14 -Passo 14- Construcio Geogebra -angulo central BAC (medida )
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7.2 VISUALIZACAO GRAFICA DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Nesta secdo vamos fazer um tutorial para desenvolver uma atividade de
visualizacdo dos graficos das funcdes trigonométricas com base em elementos
vinculados ao ciclo trigonomeétrico.

Nos passos de 15 a 20, inicialmente, abriremos a janela de visualizacéo 2, na
gual serdo exibidos os graficos, e nesta mesma janela, indicaremos a construcao dos
pontos G, H e I todos associados ao angulo 8. Esta construcdo permitira que nos
passos de 21 a 25 os pontos, G, H e I, quando habilitado o rastro, tracem os graficos

das funcdes trigonométricas, vinculados ao movimento de C no ciclo trigonométrico.

Passo 15: Abra a janela de visualizacéo 2:
Selecione a opgao “exibir’ na primeira barra - Clique em Janela de
visualizacdo 2 para ativa-la. A Janela de visualizagdo 2, sera 0 campo em que 0S

gréficos das funcdes, estaréio representados, associados ao ponto C (arco BC).



53

Figura 7.15 -Passo 15: Construgao Geogebra -exibi¢cdo da janela de visualizagdo 2

[ty Bt Oogles Feran

SecsoResOORRRROOS
<
B

Passo 16: Construgéo do ponto G = (6,y(D)).

Na parte inferior da tela, na linha em que esta indicando “entrada”, insira
(6,y(D)). O ponto G, indica que sua coordenada cartesiana, estara associada ao
angulo 6 na sua abscissa, e ao ponto D na sua ordenada, sendo que a determinacéo
de ambas coordenadas estéa associada a variagdo do movimento do ponto C sobre 0

ciclo.

Figura 7.16 -Passo 16: Con‘strugﬁo Geogebra -ponto G associado a 8 e ao ponto D (valor do seno)

Mo Eotw Ex

Passo 17: Construgéo do ponto H = (6, x(E)).

Na parte inferior da tela, na linha em que esta indicando “entrada”, insira
(6,y(D)). O ponto H, indica que sua coordenada cartesiana, estara associada ao
angulo 6 na sua abscissa, e ao ponto E na sua ordenada, sendo que a determinacéo
de ambas coordenadas esta associada a variagdo do movimento do ponto C sobre o

ciclo.
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Figura 7.17 -Passo 17: Construgao Geogebra -ponto H associado a 6 e ao ponto E (valor do cosseno)

14

Passo 18: Construgéo do ponto I = (6, y(F)).

Na parte inferior da tela, na linha em que esta indicando “entrada”, insira
(6,y(F)). O ponto I, indica que sua coordenada cartesiana, estara associada ao
angulo 6 na sua abscissa, e ao ponto F na sua ordenada, sendo que a determinacéo
de ambas coordenadas esta associada a variacdo do movimento do ponto C sobre 0

ciclo.

Figura 7.18 -Passo 18: Construgdo Geogebra -ponto I associado a 8 e ao ponto F (valor da tangente)

[] :
£l
- ApRe—

I/

(CT ST YRR T 3
= c N >

Passo 19: Eixo x com medida em radiano.

Na janela de visualizagdo 2, com o botdo direito, selecione “janela de

visualizagdo...” > Abra a aba “eixo x” 2> Em “distancia” selecione a opg¢ao g O eixo x,

estara representando os valores do angulo 6, relacionado nas abcissas dos pontos H,

G e I, optamos por utilizar a medida em radianos e graduar com espacamento de g

rad.
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Figura 7.19 -Passo 19: Construgao Geogebra -eixo das abcissas graduado em radianos
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Passo 20: Personalizando os segmentos h,i,l e 0s pontos respectivos as
suas movimentacodes G, H, e l. Os segmentos h,i e | , da janela de visualizagéo 1,
estdo respectivamente, associados aos pontos G,H el construidos na janela de

visualizacdo 2, e assim ao personalizar cores para 0s segmentos, 0 rasto deixado

pelos pontos, em fungéo da posicéo de C, estara representado por estas cores.

Figura 7.20 -Passo 20: Construgdo Geogebra -personalizagdo dos segmentos h, i e j, e os pontos G, He I
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Nos passos de 21 a 25 obteremos os graficos das fungdes trigonométricas de
forma independente, ou seja, apenas digitando no comando de entrada do Geogebra,

a lei da funcgéo trigonométrica que se deseja construir o grafico e também através do



56

rastro dos pontos G, H e I , em fungéo do movimento do ponto C sobre o ciclo, quando

0 rastro estiver habilitado.

Passo 21: Entrada da funcdo Seno na Janela 2.

Na parte inferior da tela, na linha em que esta indicando “entrada”, insira
f(x) = sen(x). Ao digitar a funcdo seno no comando de entrada, seu grafico estara
esbocado, (pontilhado em verde), conforme a personalizacado anterior associada ao

ponto G pertencente a este grafico.

Figura 7.21 -Passo 21: Construgcdo Geogebra -grafico fun¢do seno F(x) = sen(x) (dominio real)

v

Passo 22: Entrada da funcédo cosseno na Janela 2.

Na parte inferior da tela, na linha em que esta indicando “entrada”, insira
g(x) = cos(x). Ao digitar a fungdo cosseno, no comando de entrada, seu gréafico
estara esbocado, (pontilhado em azul), conforme a personaliza¢do anterior associada

ao ponto H pertencente a este grafico.
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Figura 7.22 -Passo 22: Construgdo Geogebra —grafico fun¢do cosseno G(x) = cos(x) (dominio real)
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Passo 23: Entrada da funcdo Tangente na Janela 2.

Na parte inferior da tela, na linha em que esta indicando “entrada”, insira
h(x) = tg(x). Ao digitar a funcéo tangente, no comando de entrada, seu grafico estara
esbocado em vermelho, conforme a personalizac&o anterior associada ao ponto I.

Figura 7.23 -Passo 23: Construgcdo Geogebra -grafico fun¢do tangente H(x) = tg(x) (dominio real)
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Passo 24: Habilitando o rastro dos pontos G, H, e I na Janela 2. Para habilitar
rastro basta seguir o seguinte passo: com o botdo direito, clique sobre o ponto

desejado > selecione “habilitar rastro”.
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Figura 7.24 -Passo 24: Construg¢ao Geogebra -habilitando o rastro dos pontos.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Jansla Ajuda Entrar.
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(218, -1.44)

000 00000000000000000 00000
I

(x) = tg(x)

Passo 25: Animacdo do ponto C. Para o movimento automatico, em
movimentos ciclicos sobre o ciclo, basta seguir o seguinte passo: de um clique no
espaco da janela de visualizagcédo, se o icone indicado na seta na figura 7.25, nédo
estiver aparecendo - em seguida clique em “reproduzir’. Pra cessar o movimento
basta clicar novamente em “pausar”.

Figura 7.25 -Passo 25: Construgao Geogebra -animagao do ponto C.

7 roteiro (4).99b - [u] X

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

B eleladN=]

~ Janela de Algebra » Janela de Visualizagao 5 [ Janela de Visualizagio 2 X

® 4=(0,0) ¢
eqrxt+yi=1 15 3 R

i=071 . eq1 "
-0.7x-0.71y=0
m=07

a0t Ny es N e
8=13540° m
6=1236,0.7)

H=(236,-0.71)
J=(1.57,0) E
K=(471,0)

05

rx-471
1=(2.35, -0.98)

0 |

& i

Entrada; Reproduzir

O movimento do ponto C pode ser manipulado manualmente quando, com o

cursor, selecionamos o ponto e arrastamos com 0 mouse.
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Encerraremos esta se¢cdo com uma analise do crescimento/decrescimento
das funcdes trigopnométricas em cada quadrante, fazendo uso do rastro de pontos

obtido das construcdes anteriores.

FUNCAO SENO

Com a funcdao rastro habilitada para o ponto G, ao movimentar o ponto C sobre
a circunferéncia, o ponto G vai se movimentar e formar um rastro em verde indicando
o caminho percorrido.

Selecionando o ponto C e movendo ele para a posi¢cdo 6 = 0, 0 ponto G esta

na origem (0,0), sendo sen(0) = 0.

quivo Edtar Exitie Dpgdes

Figura 7.26 -sen(0) = 0 -atividade Geogebra

No primeiro quadrante (0 < 6 < g), temos uma funcao crescente positiva,

com sen(0) = 0 (valor nulo da fungdo seno) e sen (g) = 1 (valor maximo da funcéo

seno).

Figura 7.27 -Seno 6 (0 < 6 <?7) -atividade Geogebra

Arquive Editar Exbir Opglies Feramentas Janela Auda Entar...

157,1
H=(1.57,0)

pix=1

F = (1, 16331239353195370)
k= 16331238353195370

1= (1,57, 16331230353195370)
® 5(x) = coslx)

® b=16331230353195370

Enfrads
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No segundo quadrante, para g < 0 <m , temos uma fungdo decrescente e

T
2

positiva, sendo sen( ) = 1 (valor méximo da funcéo seno) e sen(m) = 0 (valor nulo

da funcgéo seno).

Figura 7.28 -Seno 6 (g < 6 < «) -atividade Geogebra

s Feramentas Janela Ajuda

X/ | » Janela de Visualizagio X | » Janela de Visualizagio 2 X

Entrada,

No terceiro quadrante (m < 6 < 37“), temos uma funcdo decrescente e

negativa, com sen(m) = 0 (valor nulo da funcdo seno) e sen(%n) = —1 (valor minimo

da funcao seno).

Figura 7.29 -Seno 0 (r < 0 < 32—") -atividade Geogebra

Arquivo Editar Exiir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

o] 2 N

X/ [ » Janela de Visualizagéo X | » Janela de Visualizagio 2 X

Enrar,

niz,

~
v

Entrada,
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No quarto quadrante, para 37“< 6 < 2m, temos uma fungdo crescente e

negativa, com sen(%n) = —1 (valor minimo da funcao seno) e sen(2m) = 0 (valor nulo

da funcgédo seno).

Figura 7.29 -Seno 6 (32—" < 0 < 2x) -atividade Geogebra
Arquivo Editar Exibir OpcBes Fermamentas Janela Ajuda Entrar.
BN i ol [ 24 NN 3

~ Janela de Algebra X | » Janela de Visualizacdo

[=tr fov

X

» Janela de Visualizagdo 2 X

Entrada:

FUNCAO COSSENO
Para 6 = 0, o ponto H esta na coordenada (0,1), sendo cos(0) =1 (valor

maximo da funcao cosseno).
Figura 7.30 -cos (0) = 1 -atividade Geogebra

Arquivo Editar Exibir DpgBes Ferramentas Jansla Ajuda Entrar.

® A=(0,0)
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No primeiro quadrante, para 0 < 6 < g temos uma funcédo decrescente e

positiva, sendo cos(0) = 1 (valor maximo da fung¢éo cosseno) e cos (g) = 0 (valor nulo

da funcao cosseno).
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Figura 7.31-Cosseno 0 (0 < 6 < E) -atividade Geogebra

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas lanela Ajuda Entrar.

el /" L\’ O] @ é. x | Py

~ Janela de Algebra % [ » Janela de visualizagio

X

» Janela de Visualizagdo 2 X

=16331239353195370

=1

=(1.57, 16331233353195370)
= cos(x)

(x) =

No segundo quadrante, para §< 6 < m, temos uma funcdo decrescente e

negativa, sendo cos (g) = 0 (valor nulo da funcéo cosseno) e cos(m) = —1 (valor

minimo da fungcédo cosseno).

Figura 7.32 -Cosseno 0 (f < 6 < n) -atividade Geogebra

Arquivo Editar Exibir Opgles Femamentas Janela Ajuda Entrar

AL B OO L) ] 2] 4

~ Janela ge Algebra X [ » Janela de Visualizagio 3 [ » Janela ge Visuallzagio 2 X

Entrada:

. 3 ~
No terceiro quadrante, para m < 6 57", temos uma funcédo crescente e
. ;. ~ 3
negativa, sendo cos(m) = —1 (valor minimo da funcéo cosseno) e cos (7") = 0 (valor

nulo da funcéo cosseno).
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Figura 7.33 -Cosseno 0 (r < 6 < 32—" -atividade Geogebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A PRl @ 3 o a=2
AL N @

~ Janela de Algebra X | » Janelade Visualizagio X | » Janela de Visualizagio 2 P

x=
F=(1,-16331239353195370)
k= 195370

® -1

® 1= (4.71,-16331239353195370)

® g(x) = cos(x)
® h(x) = tg(x)
J=(157,0)

K=1(471,0)

=1 h
- Panto C(0, -1)
Ponto D(0, 1)
3
s
< > |2

Entradz

No quarto quadrante, para 37“< 6 < 2m, temos uma fungdo crescente e

negativa, sendo cos (37”) = 0 (valor nulo da funcdo cosseno) e cos(2m) = 1 (valor

maximo da fun¢do cosseno).

Figura 7.34 -Cosseno 0 (3?” < 0 < 2m) -atividade Geogebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

DR N o= AN Bl

~ Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio X | » Janela de visualizagio 2 X

0 o5 o ois 15

Enfrada;

FUNCAO TANGENTE
Para 6 = 0, o ponto I esta na origem (0,0), sendo tg(0) = 0 (valor nulo da

funcao tangente).
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Figura 7.35 -tg (0) = 0 -atividade Geogebra

srquive Editar Exibie Opges Feramentas Janela Ajuda

ERNgmENE R

anela de Algebra | | » Janela de Visualizagio %) | »_Janela de Visualizag3a 2
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No primeiro quadrante( 0 < 6 < g) temos uma funcdo crescente e positiva,

sendo que tg(0) = 0 (valor nulo da funcéo tangente) e tg (g) nao se define, assim

sua imagem se apresenta de 0 e tende a +.

Figura 7.36 -Tangente O (0 < 9 < g) -atividade Geogebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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No segundo quadrante, para g < f <m , temos uma funcédo crescente e

negativa, sendo que tg (%) nao se define e tg(m) = 0 (valor nulo da funcdo tangente),

assim sua imagem se apresenta de -~ até 0.
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Figura 7.37 -Tangente 6 (E < 0 < r) -atividade Geogebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda Entrar.
A & @ ° *|[[a-2

3 / LA @ Qe Ny <

~ Janela de Algetra X|[ > Janela ae Visualizagéio X] [ > Janeia e Visualizagio 2 X

. 3 ~ L.
No terceiro quadrante( T < 8 < 7“) temos uma funcdo crescente e positiva,

sendo que tg(m) = 0 (valor nulo da funcao tangente) e tg (37”) nao se define, assim

sua imagem se apresenta de 0 e tende a +~.

Figura 7.38 -Tangente 0 (m < 6 < 3?”) -atividade Geogebra

Arquive Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda Entrar...
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Entrada

No quarto quadrante, para 37“ < 6 < 2m, temos uma funcdo crescente e

negativa, lembrando que tg (37”) ndo se define e tg(2 m) = 0 (valor nulo da fungéo

tangente), assim sua imagem se apresenta de -« até 0.
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Figura 7.39 -Tangente 0 (32—" < 0 < 2x) -atividade Geogebra

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

AL OOl =2 <)

~ Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio

X

» Janela de Visualizagdo 2 X

000000,

7.3 CONSTRUINDO AS SOLUCOES DAS EQUACOES TRIGONOMETRICAS.

Equac0bes do tipo: sen(x) = sen(8).
No caso em as imagens de x e 6 coincidem no ciclo trigonométrico,

concluimos que:
x=0+k2n,(k €Z).
Figura 7.40 -sen(x) = sen(0) -atividade Geogebra(1)

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

[ ]Il oA~ OO S]] )

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio

u:'u=n.8

A'=(-0.8,0.6)
f=142.99
m=1

e=129
n=0.6
' = (0.64, -0.48)
a=37.01
p=1
q=08

Entrada

No caso em que as imagens de x e 8 serem simétricas em relacdo ao eixo

das ordenadas, obtemos que:
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x=(@—-0)+k2r,(k €Z).
Figura 7.41 -sen(x) = sen(0) -atividade Geogebra (2)

Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

. [ N ') O . =

Al DO €l Sz )
» Janela de Algebra
® 0=(0,0

® A=(1,0)

® cxey=1
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® 68=37.01°

® ty-05

X

» Janela de Visualizacdo

y=06
g:x=08
h: 0.6x - 0.8y =0
® P'=(08,06)
P = (0.8,-0.6)
F=(-08,-06)
® G=(0,06)

B'=(-0.8,0.6)
a, =142.99°
A'=(0.8,06)
B-142.99
m=1

=1.29

=08

=(0:64, 0.48)
=37.01

=1

=08

savazso

Entrada

Para a construcéo e visualizagcdo no GeoGebra, seguimos alguns passos que

serdo descritos a seqguir.

VI.

VII.

VIII.

Construimos o ciclo trigonométrico de raio 1.

Construimos um angulo 8 e identificamos o ponto P.

Tragamos um seguimento OP, para limitar, visivelmente, o angulo 8
construido.

Construimos o arco circular acompanhando o angulo 6. Esse passo é
necessario apenas para a visualizacdo mais clara das coincidéncias
das extremidades.

Tracamos uma reta perpendicular ao eixo das ordenadas que passe
por P.

Marcamos o ponto de interse¢do entre o eixo das ordenadas e a reta
construida. Esse ponto sera a projecao do ponto P no eixoy.
Tracamos um seguimento da origem ao ponto de interse¢cdo marcado
acima.

Marcamos o segundo ponto de interse¢do entre a reta paralela que foi

construida e o ciclo trigopnométrico (no 2° quadrante).

Para construir o ciclo trigonométrico veja os passos 1 a 5. Para construir o

angulo veja o passo 14. Para tracar uma reta perpendicular ao eixo das abscissas que

passe por P, siga 0 passo abaixo:
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Clique o 4° icone (reta perpendicular) > Selecione a 1° opc¢ao > Clique no

ponto P e depois no eixo y.

Figura 7.43 -sen(x) = sen(0) -atividade Geogebra(3)

peted EW Enitd Ofwlet FEvhvebitid JB0HE dielh

e

Evavane

Para construcdo do segmento OP’ veja passo 5. Para construir o angulo AOP’

veja passo 14.
Figura 7.44 -sen(x) = sen(0) -atividade geogebra (4)

Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

[R]lA A1 PGl LN =2 )

» Janela de Algebra
® 0=(0,0

@® A=(1,0) 12
® cxay=1
® P=(0.8,06)
® 8-37.01°

» Janela de Visualizagio

® 6-(0,06)

a=314
® B'=(0.8,06) 2
a=142.99°

A= (0.8,0.6)
® p=14290°
® m=1

Entrada:

Para equaces do tipo: cos(x) = cos(8).
No caso em que as imagens de x e 6 coincidem no ciclo trigpnométrico,

concluimos que:
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x= 0+k.2n,(k € 7).

Figura 7.45 -cos x = cos 0 -atividade geogebra (1)

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

PSRl o) (PN TS

» Jlanela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagdo
® 0-(0,0)
® A=(1,0) 12

-0.8y=0
"= (-0.8,0.6)
-(08,-06)
=(-0.8,-0.6)
=(0,0.6)
i=06

o000
=

Entrada:

No caso em que as imagens de x e 8 sao simétricas em relagdo ao eixo das

abscissas, obtemos que:

x=—-0+k.2mn,(k €7).
Figura 7.46 -cos(x) = cos(0) -atividade Geogebra (2)

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

-A._ / /'/ :’ @ @ "i'. X J ‘$'_

» Janela de Algebra 3 | » Janela de Visualizagio
® 0-(0,0
® A=(1,0)
® cx+y=1
® P=(08,06)

Entrada:

Para a construcéo e visualizacdo no GeoGebra, seguimos alguns passos que

serdo descritos a seguir.

Construimos o ciclo trigopnométrico de raio 1.
Construimos um angulo 6 e identificamos o ponto P.
Tragamos um seguimento OP, para limitar, visivelmente, o angulo 6

construido.



VI.

VII.

VIII.
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Construimos o arco circular acompanhando o angulo 6. Esse passo é
necessario apenas para a visualizagdo mais clara das coincidéncias
das extremidades.

Tragamos uma reta perpendicular ao eixo das abcissas que passe por
P.

Marcamos o ponto de intersecdo entre o eixo das abscissas e a reta
construida. Esse ponto sera a projecdo do ponto P no eixo x.
Marcamos o segundo ponto de intersecdo entre a reta perpendicular
gue foi construida e o circulo trigpnométrico (no 4° quadrante).
Construimos um arco circular entre os pontos e intersecdo do ciclo
trigonométrico com a reta perpendicular ao eixo das abscissas. Esse
passo € necessario apenas para a visualizacdo mais clara das

coincidéncias das extremidades.

Seguindo esses passos e, personalizando as cores e estilos de algumas

construcdes, teremos a seguinte imagem:

Figura 7.47 -cos(x) = cos(0) -atividade Geogebra (3)

o

c
=(0.8,06)
=37.01

Entrads:

Os passos de construcdes sdo analogos ao feito na equacao sen x = sen 6.

Para construcdo do segmento OP’ veja passo 5. Para construir o angulo AOP’ veja

passo 14.
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Figura 7.48 -cos(x) = cos(0) -atividade Geogebra (4)

Arquive Editar Exibi

Ongi

A'=(08,06)
p=142.99

m=1

Equac0bes do tipo: tg(x) = tg(0).

No caso em que as imagens de x e 8 possuem 0 mesmo valor para a tangente,

obtemos:

x=0+km,(k €Z)ycomo # >+ k..

Para a construcéo e visualizacdo no GeoGebra, seguimos alguns passos que

serdo descritos a seguir.

VI.

Construimos o ciclo trigonométrico de raio 1.
Tangente ao ciclo e perpendicular ao eixo x em 1, construimos uma
reta que sera o eixo das tangentes.

Construimos um angulo 6 e identificamos o ponto P.

Tracamos a reta OP.

Marcamos o0 ponto de intersecdo entre a reta construida e a reta
tangente ao ciclo.

Marcamos o0 segundo ponto de intersecdo entre a reta OP e o ciclo

trigonométrico (no 3° quadrante).

Seguindo esses passos e, personalizando as cores e estilos de algumas

construcdes, teremos a seguinte imagem:
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Figura 7. 49 tg(x) = tg(0) -atividade Geogebra

Arquivo Editar Exibir Opgd entas Janela Ajuda
» e -2
A il N\l =S <

» Janeia de Visahzagso

® oo “osy-0
p = (-0.8,06)
(08, -0.6)

r = (0.8, 0.6)
G=(0,06)

i=
H=(08,0)
i=0.8
k=1
1=1

a=314

B=(.08,06)

u, =142.90°

A'=(08,08)

B=14299

m=1

e=129

n=08

H = (0.64, 0.48)
=37.01

7.4 CONSTRUINDO AS SOLUCOES DAS INEQUACOES TRIGONOMETRICAS.

Para inequacdes do tipo: sen(x) > m.
Neste caso as solucdes sao obtidas pela intersecc¢édo do ciclo com o semiplano

acima da reta perpendicular ao eixo y passando por P.

Figura 7.50 -sen(x) > m -atividade Geogebra

{}\/

Para construir basta colocar sen(x) > m na barra de entrada.

-
Dwsx SEN KPI‘I‘I

Para inequacdes do tipo: sen(x) < m.
Neste caso as solucfes sao obtidas pela interseccado do ciclo com o semiplano

abaixo da reta perpendicular ao eixo y passando por P.
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Figura 7.51 -sen (x) < m -atividade Geogebra

L] w
Esksds  SET] XST)

Para construir basta colocar sen(x) < m na barra de entrada.

Para inequacdes do tipo: cos(x) > n.
Neste caso as solucdes sao obtidas pela intersecc¢édo do ciclo com o semiplano

a direita da reta perpendicular ao eixo x passando por P.

Figura 7.52 -cos(x) > n -atividade Geogebra

€, = (133, 0.7
D, =(194,0.73)
E,=0198,1.27)

- 1.27)

i, =138
i,=282

=159
& of=187
Entrada

Para construir basta colocar cos(x) > n na barra de entrada.

Para inequacdes do tipo: cos(x) < n.
Neste caso as solucdes sao obtidas pela interseccédo do ciclo com o semiplano

a esquerda da reta perpendicular ao eixo x passando por P.
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Figura 7.53 -cos(x) < n -atividade geogebra

o

A
o

aaaaaa

Para construir basta colocar cos(x) < n na barra de entrada.
Para inequacdes do tipo: tg(x) > te tg(x) <'t.
Temos que as solucdes que satisfazem tais inequacdes pertencem a

intersecédo do ciclo com os angulos formados pela reta OP e o eixo y.
Figura 7.54 -tg(x) > t -atividade geogebra

Para construir a regido em destaque (um dos casos tg(x) > t) use a 5° icone

(Poligono) para criar um poligono que englobe a regido desejada.
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8 CONCLUSAO

No desenvolvimento desse trabalho € possivel observar que ao se trabalhar
com o ensino de trigopnometria, especificamente no estudo de fung¢des trigopnométricas
e resolucdo de equacdes e inequacdes trigonométricas as ferramentas graficas de
visualizacdo se mostram eficazes e de suma importancia para a compreensao do
estudante.

A utilizacdo de ferramentas visuais e de tecnologias para 0 ensino-
aprendizagem de mateméatica € uma acepcdo emergente, e acreditamos que séo
capazes de facilitar a assimilacdo de diversos assuntos permitindo assim melhor
compreensao e aflorando o intuitivo matematico.

Esperamos que este estudo tedrico e as atividades no GeoGebra aqui
expostas sirvam como material de apoio aos docentes que forem ministrar as

tematicas aqui abordadas, quebrando um pouco a barreira do uso das tecnologias.
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