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RESUMO

O trabalho tem por objetivo principal mostrar a viabilidade de aplicacdo do estudo de equagdes
diofantinas lineares em turmas do Ensino Médio, para isso se faz necessario alguns conheci-
mentos em teoria dos nimeros que podem ser introduzidos com embasamento em contetidos do
ensino fundamental, tais como maximo divisor comum, algoritmo de Euclides, divisibilidade e
algoritmo da divisdo. Alguns outros serdo introduzidos € o caso do estudo das congruéncias que
estd relacionado com os restos da divisdo euclidiana. Nos primeiros capitulos serdo apresentados
uma base em Teoria Elementar dos Nimeros, pois sdo imprescindiveis na resolucio das Equagdes
Diofantinas Lineares. Serd dada énfase na resolu¢do de equacgdes diofantinas lineares em alguns
problemas do dia a dia, no entanto, € indispensavel a apresentacdo de métodos elementares para
a resolugdo de alguns tipos de equacdes diofantinas ndo lineares, tais como a fatoracdo e o uso de
desigualdades. Nosso propdsito é mostrar que a introdugdo a resolu¢do de problemas por meio
de equagdes diofantinas lineares em duas incégnitas ndo necessita de conhecimentos avangados,

possibilitando ser feito no Ensino Médio.

Palavras-chave: Equagdes Diofantinas Lineares.Médximo Divisor Comum.Congruéncias. Teoria

dos Numeros. Ensino Médio



ABSTRACT

The main objective of this work is to show the viability of applying the study of Linear Diophan-
tine Equations in High School classes. For that, it is necessary some knowledge of Theory of
Numbers that can be introduced based on Elementary School contents, such as Greatest Common
Divisor, Euclid’s algorithm, divisibility and division algorithm. Some others will be introduced,
such as the congruence study, which is related to the remains of the Euclidean division. In the
first chapters, a basis on Elementary Theory of Numbers will be presented, as they are essential
in the resolution of Linear Diophantine Equations. Emphasis will be placed on solving linear
Diophantine equations in some everyday problems, however, it is essential to present elementary
methods for solving some types of non-linear Diophantine equations, such as factorization and
the use of inequalities. The purpose is to show that the introduction to problem solving by
means of Linear Diophantine Equations in two unknowns does not require advanced knowledge,

allowing it to be done in High School.

Keywords: Linear Diophantine Equations. Greatest Common Divisor. Congruences. Number’s

Theory. High school
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1 INTRODUCAO

Este trabalho de pesquisa comeca no capitulo 3 com um pouco de histéria da mate-
matica relacionadas com os primérdios da Algebra com os trabalhos de Diofanto, especialmente,
acerca da obra Aritmética da qual s6 se conhecera uma parte, pois, outros volumes deste com-
péndio se perderam com a destrui¢ao da grande Biblioteca de Alexandria. Também se faz um
apanhado histdrico sobre grandes matemadticos e suas contribui¢cdes no estudo das equagdes
diofantinas, dentre eles destaca-se a figura de Pierre de Fermat que deixou um desafio nas
margens de uma copia da obra Aritmética que dispunha para seu hobby favorito, a matemaética,
que intrigou as maiores mentes da humanidade por mais de 300 anos. A principal motivacdo
para discorrer sobre o tema Equacdes Diofantinas € a escassez da abordagem do tema na maioria
dos livros didaticos de ensino médio.

No capitulo 4 sdo apresentados alguns recursos tedricos da teoria dos nimeros
que alicercam a compreensao sobre equagdes diofantinas, tais como o Algoritmo de Euclides,
Pequeno Teorema de Fermat, Teorema Wilson e de Euler, por tltimo, o Teorema Chinés do
Resto.

O capitulo 5 € o cerne deste trabalho, nele estdo propostos problemas cotidianos
para motivagdo dos alunos e também problemas tedricos sobre equacdes diofantinas. Neste
capitulo expdem-se técnicas de resolu¢do de Equacdes Diofantinas. Demonstra-se um teorema
que estabelece as condi¢des necessarias e suficientes para que equagao diofantina tenha solugao,
sdo resolvidos exemplos de equagdes diofantinas em duas, em trés e em mais variaveis.

No capitulo 6 € proposto para o docente uma sequéncia didatica para auxiliar na
execugdo das aulas sobre equagdes diofantinas lineares que serdo orientadas por duas listas de
exercicios: a primeira € uma avaliacdo diagndstica e a segunda € para se fazer um direcionamento
do aluno no contetido. A estratégia se dard por meio de resolucdo destas listas que poderdo ser
complementadas com outros exercicios contextualizados.

O capitulo 7 é destinado a uma breve anélise do resultado da pesquisa de campo e
também a evidenciar o entendimento presente em documentos oficiais.

No capitulo 8 serd exposto as consideracdes acerca do trabalho e quais as perspectivas

de continuidade do mesmo.
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2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo Geral

Elaborar uma sequéncia didética através de uma pesquisa bibliogréfica para inserir
equagoes diofantinas lineares no ensino médio, sendo estas aulas aplicadas concomitantemente

com o estudo de equacdes lineares.

2.2 Objetivos Especificos

* Fazer um breve resumo histérico acerca da vida de Diofanto e das Equacgdes Diofantinas;

* Estudar uma base elementar em Teoria dos Numeros para dar suporte tedrico as aulas
sobre equagdes diofantinas;

* Estudar a solugdo geral para as Equacdes Lineares em duas varidveis;

 Estudar aplica¢des onde utilizam-se Equa¢des Diofantinas Lineares em duas varidveis;

* Mostrar que a inser¢ao do tema proposto pode ser aplicado com poucos conhecimentos
tedricos, isto €, envolve conhecimentos j4 tratados no Ensino Fundamental;

* Propor aos professores do Ensino Médio a incorporacdo desse tema em suas aulas, dada a

sua utilidade e a simplicidade de sua aplicagdo.
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3 RESUMO HISTORICO

Neste capitulo, faz-se um breve resumo sobre alguns fatos histéricos e alguns per-
sonagens, tais como Diofanto de Alexandria, do qual se d4 origem ao termo diofantina, e seus

principais trabalhos na matemadtica, em especial, as equacdes diofantinas.

3.1 Diofanto de Alexandria

Pouco se sabe sobre a vida de Diofanto de Alexandria, a maioria dos historiadores
estimam que ele viveu no século III da era Crista, apesar de ter sua carreira florescido em
Alexandria ndo € conhecido o local de seu nascimento. Uma das poucas informagdes sobre ele é
encontrado em forma de epigrama, na obra Antologia Grega datada por volta do quinto ou sexto
século da Era Crista.

Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte de sua vida, e somando
uma duodécima parte a isto cobriu-lhe as faces de penugem; Ele lhe acendeu
a lampada nupcial apés uma sétima parte, e cinco anos apds seu casamento
concedeu-lhe um filho. Ai! infeliz crianga tardia; depois de chegar a medida
de metade da vida de seu pai, o Destino frio o levou. Depois de se consolar de
sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos nimeros ele terminou sua vida.
(BOYER, 1974, p. 130)

O epigrama anterior € um problema que hoje se resolve facilmente por meio da resolucao de

uma equacdo do 1° grau com uma incognita, como segue:

X X X X
x_8+ﬁ+7+5+5+4;»x_84. (3.1

Portanto, considerando a veracidade do registro acima € possivel saber que Diofanto

faleceu com a idade de 84 anos.

Dentre os matematicos que estudaram a Teoria dos Numeros, sem duvida, Diofanto
foi um dos mais importantes, depois dele vérios génios notdveis se debrucaram sobre problemas
de Teoria dos Numeros, tais como Fermat, Euler, Gauss, entre outros. Sua obra Aritmética, escrita
por volta de 250 d.C. principalmente da solucdo de equacdes indeterminadas com coeficientes
inteiros. Segundo Eves (2004):

Diofanto de Alexandria teve uma importancia enorme para o desenvolvimento
da dlgebra e uma grande influéncia sobre os europeus que posteriormente se
dedicaram a teoria dos nimeros. Tal como no caso de Herdo, nada se sabe com
certeza acerca da nacionalidade de Diofanto e da época exata em que viveu.
Apesar de haver algumas evidéncias ténues de que possa ter sido contemporineo
de Herdo, a maioria dos historiadores tende a situa-lo no século III de nossa era.
Além do fato de que sua carreira floresceu em Alexandria, nada mais de certo
se sabe sobre ele, embora se encontre na Antologia grega um epigrama que se
propde a dar alguns detalhes de sua vida. (EVES, 2004, p. 207)
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Sdo conhecidos trés trabalhos de Diofanto: Aritmética, um compéndio de treze
livros dos quais apenas seis restaram, os outros se perderam, provavelmente, apds o incéndio
da Biblioteca de Alexandria; Sobre os niimeros poligonais cuja obra também ndo se tem a
integralidade; e, Porismas que se perdera totalmente. Na Europa do renascimento a matematica
grega fora resgatada, as obras de Euclides, de Arquimedes, de Apoldnico e de Diofanto se
tornaram o centro para estudos de matematicos do mais nivel. Gragas a uma traducao de
Aritmética, feita pelo linguista francés Claude Gaspar Bachet de Méziriac (ver figura 1), Fermat
teve contato com a obra de Diofanto que impulsionou um grande desenvolvimento da Teoria dos
Numeros.

Figura 1 — Imagem da capa do livro VI da obra Aritmética de Diofanto. Tradug@o latina (1670)
da obra Aritmética de Diofanto feita por de Méziriac.

I

DIOPHANTI
ALEXANDRINI
ARITHMETICORVM
LIBRI SEX,

ET DE NVMERIS MVLTANGVLIS

VM COMMENTARIIS C.G.
& obferuationibus DP. de FERMAT

Acceffc Do
e

=

TOLOS
ExcudebatBERN ARDYVS BOSC, ¢ Regione
| M. DG, LX¥.

Fonte: Wikipedia (2020).

Varios estudiosos atribuem a Diofanto de Alexandria a alcunha de "Pai da Algebra",
isso se dé ao fato dele ter difundido uma nova técnica de representagdo, a sincopagdo. Segundo
Eves (2004), a 4lgebra grega se divide em trés estdgios no desenvolvimento da notagdo:

Primeiro se tem a dlgebra retérica em que os argumentos da resolucdo de um
problema sdo escritos em prosa pura, sem abreviagdes ou simbolos especificos.
A seguir vem a dlgebra sincopada em que se adotam abreviagdes para algumas
das quantidades e operacdes que se repetem mais frequentemente. Finalmente
chega-se ao dltimo estdgio, o da dlgebra simbdlica, em que as resolugdes se
expressam numa espécie de taquigrafia matematica formada de simbolos que
aparentemente nada tém a ver com os entes que representam. E razoavelmente
preciso dizer que a dlgebra anterior a época de Diofanto era retérica. uma das
principais contribui¢des de Diofanto a matemadtica foi a sincopacdo da dlgebra
grega. A dlgebra retdrica, porém, continuou de maneira bastante generalizada
no resto do mundo, exceto na India, por muitas centenas de anos. (EVES, 2004,
p. 206)

Conforme afirma Eves (2004) ndo foi Diofanto o primeiro a trabalhar com equagdes
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indeterminadas ou a resolver equacdes por meios ndo geométricos, no entanto, pode ter sido, de
fato, o primeiro a se inclinar para a utiliza¢ao de uma notagao algébrica. No volume I de Arithme

sdo introduzidas as abreviagdes que caracterizaram o periodo da dlgebra sincopada.

Tabela 1 — Alguns simbolos e significados na notacao sincopada.

Simbolo Significado

S ultima letra da palavra arithmos, a quantidade desconhecida
AT as duas primeiras letras de dynamis (AYNAMIY), o quadrado da quantidade desconhecida
K' primeira letra de kybos (KYBOY), o cubo da quantidade desconhecida
ATA o quadrado-quadrado, a quarta poténcia
ATK o quadrado-cubo, a quinta poténcia
K'K o cubo-cubo, a sexta poténcia

Fonte: Roque e Carvalho (2012).

E observado que Diofanto comeca a separar as operagdes aritméticas com uma
notagdo algébrica e diferindo-as das associagdes com a geometria, o que era forte caracteristica
da matematica grega. Ainda, segundo Roque e Carvalho (2012), a relacdo com a geometria
era tao forte que um ndmero com uma poténcia maior do que trés ndo correspondia a nenhuma

grandeza.
No entanto, segundo Boyer (1974), foi Brahmagupta, um matematico hindu que
viveu em 628 da Era Crista, na India central, o primeiro a determinar uma solucdo geral de

equagdes no conjunto dos inteiros.

(...) dar uma solugdo geral da equacdo linear diofantina [do tipo] ax+ by = c,
onde a, b e c sdo inteiros. Para que essa equacdo tenha solugdes inteiras, o
maéximo divisor comum de a e b deve dividir c; e Brahmagupta sabia que se a e
b sdo primos entre si, todas as solu¢des da equagdo sdo dadas por x = p +mb;
y = ¢"ma, onde m € um nimero inteiro arbitrario [sendo p e ¢ uma solugdo
inteira particular]. (...) Brahmagupta merece muito louvor por ter dado todas
as solucdes inteiras da equagao linear diofantina, enquanto que Diofante de
Alexandria tinha se contentado em dar uma solugdo particular de uma equagdo
indeterminada” (BOYER, 1974, p. 161).
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4 CONHECIMENTOS PRELIMINARES EM TEORIA DOS NUMEROS

Antes de se abordar o tema equagdes diofantinas € imprescindivel o entendimento
de novas notacdes, defini¢Oes e teoremas particulares da Teoria dos Niimeros. Neste capitulo
serdo apresentados alguns principios, teoremas e proposi¢cdes importantes, tais como o Principio
da Boa Ordenagao (PBO), o Principio da Indugdo Finita, o Algoritmo da divisao, o Algoritmo de
Euclides, o Teorema Fundamental da unicidade, o Maximo Divisor Comum (MDC) e Minimo

Muiltiplo Comum (MMC), algumas proposi¢des sobre divisibilidade e Aritmética Modular.

Os critérios de divisibilidades sdo conteudos geralmente tratados no 6° ano do Ensino
Fundamental, conforme norteadamente sugere a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) nas
habilidades EFO6MA04, EFO6MAO0S e EFO6MAO06.

(EFO6MAO04) Construir algoritmo em linguagem natural e representé-lo por
fluxograma que indique a resolugdo de um problema simples (por exemplo, se
um nimero natural qualquer € par).

(EFO6MAO0S) Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer

CEIT3

relacdes entre nimeros, expressas pelos termos “€ multiplo de”, “é divisor de”,
“¢ fator de”, e estabelecer, por meio de investigagdes, critérios de divisibilidade
por2,3,4,5,6,8,9, 10, 100 e 1000.

(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo
e de divisor. (BRASIL, 2018, p. 301)
Portanto, faz parte das habilidades esperadas em alunos do ensino médio, visto que as competén-

cias sao cumulativas.

4.1 Principio da Boa Ordem e de Inducao Finita

Dois principios muito importantes na matematica sao os Principio da Boa Ordem
- PBO - e Principio de Inducao Finita - PIF, sdao ferramentas frequentemente empregadas nas

demonstracdes de muitos teoremas ou proposi¢oes.

Principio 4.1.1 (Principio da Boa Ordem - PBO). Todo conjunto A C N, ndo-vazio, contém um

elemento minimo a.

Principio 4.1.2 (Primeira forma do Principio de Inducéo Finita - PIF). Seja X C N. Se X possui
as duas propriedades que seguem

i leX

ii. k+1¢€X sempre quek € X

entdo X = N.
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Principio 4.1.3 (Segunda forma do Principio de Indu¢do Finita - PIF). Seja X C N. Se X possui
as duas propriedades que seguem

i leX

ii. k+1€X semprequel,2,... . keX

entdo X = N.

Apesar de o Principio de Indugao Finita s€ possivel demonstri-lo a partir do Principio
da Boa Ordem nao o faremos neste trabalho, a demonstracdo se encontra de forma clara e
acessivel em Santos (2006, p. 188). De antemao, vale ressaltar que o Conjunto dos Numeros
Naturais neste trabalho estd definido como N = {1,2,3,...}, conforme os Axiomas de Peano.

Os axiomas de Peano se apresentam em Lima (2013, p. 27).

Exemplo 4.1.1. Seja n € N, mostre que

n(n+1)

1+2+...+n=
+2+...+n >

para todo n natural.

SOLUCAO: Primeiramente, devemos verificar que para n = 1 a sentenca € verdadeira:

1(1+1)

1 =
2

=1. 4.1)

Suponhamos, pela hipotese de indugdo, que para n a igualdade € verdadeira

|
1+2+...+n:”(”2+ ). 4.2)

Adicionando n + 1 a ambos os membros, temos

1424 ... 4ntntl= @—f-n-{—l: (”+1)2(”+2> - (”H)[(;H)H]. 4.3)

Logo, para todo n natural 1 +24-...+n = "(nzﬂ).

Exemplo 4.1.2. Mostre que
nn+1)(n+2)

1-242-343-4+...+nn+1)=
para todo n € N.

SOLUCAO: Primeiramente, devemos verificar que para n = 1 a igualdade € verda-

deira:

1(1+1)(1+2)

1-2= =1-2.
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Suponhamos, pela hipétese de indugdo, que para n a igualdade € verdadeira

1 2
124234344 +n(nt1)= "0 ;(’” ),
Somando (n+ 1)(n+2) a ambos os membros, temos
1 2
124234344 4nn+ )+ (s Dnt2) = HO0F g('” )t (4 D) (n+2)
_ (n+1)(n+2)(n+3)
= : ,
nn+1)(n+2)

Logo, paratodo nnatural 1-2+42-343-44...+n(n+1) = 3 .

Em alguns problemas uma certa propriedade pode ser verdadeira a partir de um certo

nimero natural a, para isso € necessdrio o uso do Principio de Indugado Forte que € enunciado a

seguir.

Principio 4.1.4 (Principio Forte de Inducdo). Seja X C N tal que
. acX;
ii. sekeXparaa<k<nention+1 € X.

Entdo, X = {a,a+1,a+2,...} = {n€N|n >a}.

Exemplo 4.1.3. Mostre que n! > 2" para n > 4.

SOLUCAO: Primeiramente, devemos verificar que a desigualdade s6 é verdadeira

quando n > 5, assim, verificamos que para n = 5, temos
51>27 < 120 > 32. (4.4)
Suponhamos, pela hipétese de indugdo, que para n a desigualdade € verdadeira, isto €,
n! > 2" 4.5)
Multiplicando ambos os lados por n+ 1, temos
(n+Dn!>@m+1)2" = (n+1)!'>n+1)2"=n-2"+2">2.2"=2""1 (4.6)

Logo, para n natural maior do que 4 é vdlida a desigualdade n! > 2".

Seja dada uma sentenga matemadtica P(n) que dependa de uma varidvel natural n,
a qual se torna verdadeira ou falsa quando substituimos n por um nimero natural qualquer.
Tais sentencas serdo ditas sentencas abertas definidas sobre N. Assim, pode-se enunciar o
Principio Forte de Inducdo da seguinte maneira, que em muitas situagdes sao mais convenientes.

A proposicdo P(n) pode ser qualquer atributo (divisibilidade, igualdade ou desigualdade).



22

Principio 4.1.5 (Principio Forte de Indugdo - segunda versdo). Seja P(n) uma proposicdo sobre
X={neNjn>a; ac N} Se
i. P(a) é verdadeira;
ii. para todo n tal que a < n <k, tem-se P(n) verdadeira, implica que P(k+ 1) também é
verdadeira.

Entdo para qualquer n € X, P(n) é verdadeira.

E razoével a analogia entre o Principio de Indugio Finita (ou Matemética) com a
derrubada de uma peca de um domind, ao cair a primeira peca equivale que a proposi¢cao €
verdadeira para um dado a (menor elemento), supondo que a k-ésima peca da sequéncia caia
(a <k < n)entdo a k+ 1-ésima peca também cai, assim, a proposicdo P(n) é verdadeira para

todo o conjunto de pecas do domind, ou seja, todas as pecas serdo derrubadas.

4.2 Divisibilidade

Definicao 4.2.1 (Divisibilidade). Dados dois niimeros inteiros a e b, diz-se que a divide b, se
existe k € 7 tal que b = a- k. Equivalentemente, é dito que b é miiltiplo de a, ou ainda, b é

divisivel por a. A notag¢do € a|b (a divide b), caso contrdrio, a notagdo é a Jb.

Vale enfatizar que a|b ndo representa uma operagdo em Z, outrossim, ndo faz
referéncia a uma fracdo. Trata-se de uma sentenca que se afirma verdadeira, pois, existe k inteiro

talque b =a-k.

Proposicao 4.2.1. Sejam a,b € Z* e ¢ € 7. Tem-se que
i1

a, ala e al0.

ii. sealb e b|c, entdo alc.

Demonstracdo. (i) Observe que é imediato, poisa =1-a=a- 1, com isso 1|a e a|a. Outrossim,
0=a-0, logo al0, de modo que a # 0. (ii) Entao existem k; e k; inteiros tais que b = a-k; e

¢ =b-ky, assim, decorre que ¢ = (a-k1) -kp = a- (k1 - k2). Logo, alc. O
Exemplo 4.2.1. Se 5|35 ¢ 35|700 entdo 5|700.
Exemplo 4.2.2. Se n|6 e 6|72 entdo n|72.

Note que neste ultimo exemplo, fica explicito que se a e b inteiros tal que a < b, o

conjunto de divisores inteiros de a estd contido no conjunto dos divisores inteiros de b.
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Proposicao 4.2.2. Sejam a,b,c € Z, coma # 0, alb-c < a|b ou alc.

Demonstracdo. (<) Sem perda de generalidade suponha a|b (pode-se facilmente tomar alc, ou
ainda alb e a|c), assim, existe k| inteiro tal que b = a -k, entdo b-c = (a-k;)c = a(k; - ¢). Logo
albe.

(=) Suponha que a|bc, entdo existe k; inteiro tal que a -k, = bc, logo alb oualc. [
Exemplo 4.2.3. Sejam p,q € 7, com p # 0, se p|3q entdo p|3 ou plq.

Proposicao 4.2.3. Sejam a,b,c,d € Z, coma#0ec+#0, sealbec

d, entdo a-c|b-d.

Demonstragdo. Assim, existem ki e kp tais que b =a-k; e d = ¢ - k. Multiplicando b por d,

temos b-d = (a-ky)(c-ky) = a-c(ky -k2). Logo, a-c|b-d.

Exemplo 4.2.4. Se 2|4 ¢ 3|9 entdo 6|36.
Exemplo 4.2.5. Se 1|10 entédo n*|100.
Proposicao 4.2.4. Sejam a,b,c € Z, onde a # 0, tais que a|(b=+c). Entdo a|b <= a|c.

Demonstracdo. (=) Supondo, primeiramente que a|b + ¢, entdo, existe p inteiro tal que a-p =
b+ c. Agora, se a|b, existe g inteiro tal que b = a-g. Portanto,a-p=a-q+c=c=a(pFq).
Logo alc.

(<) Reciprocamente, se alc entdo existe ¢’ tal que ¢ = a- ¢/, como alb + ¢, logo
hd um inteiro p’ de modo que a-p' =b+c,daia-p' Fa-¢ =b = b=a(p' F4'). Portanto,
alb. O

A proposicdo 4.2.4 poderia ser escrita de outra forma mais intuitiva: se a|b e alc
entdo a|(b =+ c). Esta segunda forma chamaria aten¢do para um fato curioso, que é a reciproca, se
al(b+c) entdo a|b e a|c? A resposta é negativa. Vamos tomar um exemplo simples, 7|(11 + 3),
porém, 7 J11 e 7 J3, explicar-se-d4 melhor situacdes andlogas fazendo uso da aritmética modular

que serd abordado na secdo 4.8.
Exemplo 4.2.6. Se 5|n e 5|(n+m) entdo 5|m.
Exemplo 4.2.7. Se a|(p* +n) e a|n entdo a|p>.

Proposicao 4.2.5. Sejam a,b,c € Z, onde a # 0, tais que al|b e alc, entdo a|(mb+ nc) para todo

m,n € 7.
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Demonstragcdo. Entdo existem kj e k; inteiros tais que a-ky = b e a-ky, = ¢, assim, mb+nc =
mak| + naky = a(mky + nky). Logo, a|(mb + nc) para quaisquer m,n € Z. O
Exemplo 4.2.8. Particularmente, quando m = n = 1 temos: se a|b e a|c entdo a|b+ c.
Exemplo 4.2.9. Particularmente, quando m =1 e n = —1 temos: se alb e alc entdo a|b — c.
Exemplo 4.2.10. Verifique que n+1|(n>+ 1) para algum n € Z.

Deve-se usar o item 1 da proposicio 4.2.1, n+1|n+ 1, e considerar que n+ 1|(n*4-1),

destarte, existem dois inteiros a € b, donde
n+1)a(n+1)+b(n*+1)],

tomando a = —n e b = 1, temos que n+ 1|1 —n. Agora, aplicamos a proposi¢ao 4.2.4, se
n+1jn+1en+ 1|1 —nentdo n+ 1|2. O que possibilita a determinagdo de n, a escolha de
a e b foi a mais conveniente para o nosso proposito. Portanto, n+1=+1en+1=+£2,

consequentemente, n = {—3,—2,0,1}.
Proposiciio 4.2.6. Dados a,b € Z*, se a|b e b|a entdo |a| = |b|.

Demonstragdo. Entdo existem p e g inteiros tais que b = ap e a = bq, dai, temos b = bgp =
gp = 1. Sem perda de generalidade, podemos afirmar que g|1, ou seja, g = +1. Logo, a = +b =
jal = |b]. O

Proposicao 4.2.7. Dados a,b € 7, onde a # 0, temos que, se alb entdo |a| < |b|.

Demonstracdo. Entdo existe k inteiro tal que b = ak, com isso temos |b| = |ak| = |a|- |k| >

|a|. O
Problema 4.1. Mostre que para todo n € N, n?|(n+1)" — 1.
Proposicao 4.2.8. Sejam a,b € 7 e n € N. Temos que a — b|(a" — b").

Demonstracdo. A prova se d4 por inducdo sobre n. Paran = 1, é evidente, pois a! —b! =a—b.
Por hipétese, a — b|(a" — b"), assim, existe k € Z tal que a" — b" = (a — b)k. Com isso devemos

provar que a — b|(a"t! —p"1). Com efeito,

ot _pntl — a" — ba — bb" + ba"

= (a — b)an + (an — bn)b.

Logo, paratodo a,b € Zen € N, a—b|(a" —b"). O
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Proposi¢do 4.2.9. Sejam a,b € 7. e n € N. Temos que a+ b|(a***! +p>**1),

Demonstracdo. A provatambém se dd por indugdo sobre n. Paran =0, é evidente, pois a! +b! =
a+b, paran =1, temos a* + b3 = (a+b) (a®> —ab+ b*). Por hipétese, a+ b|(a®" ! + p>1).

2n+3 _ b2n+3 )

Com isso devemos provar que a+ b|(a . Reescrevendo, temos

a2n+3 + b2l’l+3 _ a2a2n+1 . b2a2n+1 + b2b2n+1 + b2a2n+1
_ (a2 . bZ)aZn-H _|_b2(a2n+1 +b2n+] )
Logo, paratodo a,b € Z e n € N, a+b|(a® ! —p>*1), O
Proposicdo 4.2.10. Sejam a,b € 7 e n € N. Temos que a+ b|(a*" — b*™").

Demonstragdo. Por indugdo, para n = 1, temos a®> —b*> = (a—b)(a+b). Suponha, por hipétese,

que a + b|(a*" — b*"). Reescrevendo

a2n+2 + b2n+2 — a2a2n o b2a2n o b2b2n + b2a2n

_ <a2_b2)a2n+b2(a2n_b2n)_

Portanto, a + b|(a?* — b*"), para todo a,b € Zen € N. O

4.3 O Algoritmo da Divisao

O Algoritmo da Divisdo (ou também conhecido Algoritmo da Divisdo Euclidiana)
tem essa denomina¢do em homenagem ao grande matematico grego Euclides de Alexandria do
qual ndo se tem muitas informagdes acerca, no entanto, a maioria dos estudiosos concluem que a
sua obra mais magistral, "O Elementos", data por volta de 300 a.C., esta obra foi uma compilagao
em varios livros de proposicdes, postulados, defini¢des e teoremas em diversas dreas conhecidas
da matemadtica que foram ensinadas de forma oral e empirica de geracdes anteriores e de outros
povos. O Algoritmo da Divisdo foi escrito no inicio do livro VII de "Os Elementos", além dele
muitas outras proposicoes e teoremas podem ter sido apenas condensadas nesta obra, Euclides
pode ter apenas "reeditado". Segundo Eves (2004), a obra "Os Elementos"que chegou até os
tradutores do ocidente por volta do século XII foi por meio de tradugdes feitas para o drabe,
onde se supde que seu trabalho tenha chegado ao ocidente com ligeiras modificacdes que nao
corromperam a esséncia da obra. Euclides foi brilhante em varios campos da matematica, tanto

na Geometria quanto na Teoria dos Nimeros, o rigor 16gico introduzido em seus trabalhos € um
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divisor de dgua entre as proto-matemadticas e a matemadtica formal e axiomdtica que conhecemos
atualmente.

Antes de ser apresentado o Algoritmo da Divisdo, hd um teorema de grande im-
portancia o Teorema de Eudoxius, erroneamente atribuido a Arquimedes como Principio de

Arquimedes.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Eudoxius). Dados dois inteiros a e b, b # 0, entdo a é um miiltiplo

de b ou se encontra entre dois miiltiplos de b. Assim, se b > 0 temos
b<a<(q+1)b

e se b <0 temos

gb<a<(qg—1)b.

Demonstracdo. Vamos analisar trés situacoes:

* se a = bk para algum k inteiro, entdo, a € multiplo de b e nao ha nada a provar.

* se a # bk, onde a > 0 e b > 0 inteiros, pelo principio 4.1.1 (Principio da Boa Ordem),
existe x € Z menor inteiro tal que a < xb. Assim, (x— 1)b < a, portanto, (x— 1)b < a < xb.
Pondo ¢ = x — 1, obtemos gb < a < (q+1)b.

* se a# bk,onde a < 0e b <0, por outro lado, —a > 0 ¢ —b > 0, novamente pelo principio
4.1.1 (Principio da Boa Ordem), existe x € Z menor inteiro tal que —a < —xb, com
isso temos —(x — 1)b < —a < —xb = xb < a < (x— 1)b, tomando x = ¢, conclui-se que
gb<a<(q—1)b.

Além das trés situacdes acima ha duas outras situagdes, a <0e b >0oua>0e b <0 que

podem ser mostradas de forma andloga as que estdo acima. [

Decerto que o Algoritmo de Euclides tenha sido influenciado pelos paradigmas
da matematica grega, visto que os nimeros a serem considerados eram apenas 0S positivos.
O Algoritmo € uma importante ferramenta até os dias atuais, abaixo estd transcrito como se

encontra em Santos (2006, p. 4):

Teorema 4.3.2 (Algoritmo da Divisdo). Dados dois inteiros a e b, b > 0, existe um tinico par de
inteiros q e r tais que

a=qb+r,

com 0 <r<b(r=0<% bla). Onde q é chamado de quociente e r de resto da divisdo de a por b.
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Demonstragdo. Pelo Teorema de Eudoxius, como b > 0, existe g satisfazendo:
gb<a<(q+1)b

o que implica 0 < a—gb e a— gb < b. Desta forma, se definirmos r = a — gb, teremos, garantida,
a existéncia de g e r. A fim de mostrarmos a unicidade, vamos supor a existéncia de outro par g
e rq verificando:

a=qib+n com 0<r <b.

Disto temos (gb+r) — (q1b+r1) =0=-b(q—q1) = r1 —r, o que implica b|(r; — ).
Mas, como r| < b e r < b, temos |r; — r| < b e, portanto, como b|(r; — r) devemos ter r; —r =0

o que implica r = ry. Logo q1b = gb = g1 = g, uma vez que b # 0. [

Observacao: Embora no enunciado do algoritmo exista a restricdo b > 0, isto ndo é
necessario e, utilizando-se o Teorema de Eudoxius terfamos encontrado g e r também para b < 0.
Podemos, pois, anunciar o Algoritmo da Divisao de Euclides da seguinte forma: Dados dois
inteiros a e b, b # 0 existe um Unico par de inteiros ¢ e r tais que a = gb+r com 0 < r < |b|.

Essa ultima do algoritmo da divisdo euclidiana € usada por Hefez (2013), o mesmo

autor emprega o Teorema de Eudoxius como um colorério do algoritmo.

Exemplo 4.3.1. O quociente e o resto da divisdo de 73 por 13 sdo g =5 e r = 8. No entanto,

na divisdo —73 por 13 temos o quociente g = —6 e o resto r = 5, visto que 0 < r < |b|.

Exemplo 4.3.2. O quociente e o resto da divisdo de 63 por 9 sdo q =7 e r = 0. Quando

dividimos —63 por 9 temos o quociente ¢ = —7 e o resto r = 0.

Quando se menciona algoritmo tem-se em mente um roteiro, um procedimento
estruturado de acordo com um sequéncia légica pré-determinadas. Apesar desses serem mais
utilizadas atualmente em linguagens computacionais, desde os primeiros povos que desenvolve-
ram suas proto-matematicas os algoritmos foram bastante empregados. No diciondrio online

Priberam temos as seguintes difini¢des:

al-go-rit-mo

(latim medieval algorismus ou algorithmus, do drabe al-Huuarizmi, nome de um
matemadtico drabe do século IX) substantivo masculino 1. [Matematica] .Sequén-
cia finita de instru¢des ndo ambiguas utilizadas para resolver um problema ou
fazer um calculo.

2. [Matematica] Processo de calculo.

3. [Informatica] Conjunto de regras e operacdes bem definidas e ndo ambiguas,
que, aplicadas a um conjunto de dados e num nimero finito de etapas, conduzem
a solugd@o de um problema.

"algoritmo”, in Diciondrio Priberam da Lingua Portuguesa [em linha], 2008-
2020, <https://dicionario.priberam.org/algoritmo> [consultado em 14-02-2020].


https://dicionario.priberam.org/algoritmo
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Em Coutinho (2005, p. 20) temos o algoritmo da divisdo escrito em pseudocddigo,
isto é, escrito em linguagem convencional (diferente de alguma linguagem de programacao de

maquina, tais como C/C++, Fortran, Pascal, java, lisp etc).

Algoritmo de divisao.

Entrada: inteiros positivos a e b.

Saida: inteiros nao-negativos g e r taisque a = bg+re 0 < r < b.

Etapa 1: Comece fazendo Q =0e R =a.

Etapa 2: Se R < b escreva o quociente € Q e o resto é R e pare; sendo vd para a
Etapa 3.

Etapa 3: Se R > b subtraia b de R, incremente Q de 1 e volte a Etapa 2.
(COUTINHO, 2005, p. 20)

Dessarte, podemos obter outra proposicao acerca da divisibilidade.

Proposicao 4.3.1. Sejam a e b inteiros, b # 0, temos que b divide a se, e somente se, o resto da

divisdo entreae b ér = 0.

Demonstragdo. (=) Supondo que bla e r # 0, entdo existe g € Z tal que a = bg, assim pelo
teorema 4.3.2, temos a = bg+r. Logo r = 0 (absurdo!) (<) A reciproca € imediata, se r =0

entdo a = bq+r = bq, logo b|a. O

4.4 Sistema de Numeraciao

Sabe-se que atualmente o sistema de numera¢do mundialmente utilizado € o sistema
decimal, porém, nado foi o primeiro a ser utilizado pelo homem. Como escreveu Eves (2004,
p. 28 - 29):

O sistema vigesimal (base 20) também foi amplamente usado, e remonta aos
dias em que o homem andava descalco. Esse sistema foi usado por indios
americanos, mais conhecido pelo bem desenvolvido sistema de numeracao
maia. As palavras-nimero francesas quatre-vingt (oitenta) em vez de huitante
e quatre-vingt-dix (noventa) em vez de nonante sdo tracos da base 20 dos
celtas. Também se encontram tracos no gaélico, no dinamarqués e no inglés.
Os groenlandeses usam “‘um homem” para 20, “dois homens” para 40 e assim
por diante. em inglés hd a palavra score (uma vintena), frequentemente usada.

O sistema sexagesimal (base 60) foi usado pelos babildonios, sendo ainda empre-
gado na medida do tempo e de dngulos em minutos e segundos. (EVES, 2004,

p. 28 - 29)
Atualmente os computadores e outras maquinas utilizam os sistemas bindrios (base
2) ou hexadecimal (base 16). Eves (2004, p. 35) o atual sistema de numerag¢do € posicional,
formado pelos algarismos hindu-arédbicos (0,1,2,3,4,5,6,7,8 € 9), no entanto, ndo foi o primeiro e
Unico, os babildnios entre os anos de 3000 a.C e 2000 a.C. usavam um sistema posicional na

base 60 (sexagesimal).
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Vale ressaltar ainda que bem antes da criagdo do zero pelo hindus, havia outras
formas para representar as lacunas que ficavam sem algarismos, isto €, o zero foi criado como
um simbolo e ndo como quantificador.

Em Eves (2004) podemos observar uma representacio para o algarismo zero no

sistema de numeracao maia que era essencialmente vigesimal (base 20).

1 e 6 . 1n _e 16 _e
2 LN 7 L ] 12 [ ] 17 LN
3 eee 8 eee 13 o6 18 e e e
4.... g [ 3N I N 140;. 19....
5 — 10 — 15 —— (S—_—

Figura 2 — T4bua da representacao do sistema de numeracdo maia, sistema de base vigesimal.
Fonte: (EVES, 2004).

Ainda segundo Eves (2004) a palavra zero vem da palavra latina zephirum derivada
da palavra sifr que é uma traducgdo arabe para sunya que significa "vazio"ou "vacuo"em hindu.
Os édbacos, por exemplo, até hoje conservam a representacao do zero por uma lacuna.

A seguir € apresentado um importante teorema que garante a representacdo de um

numero natural em qualquer base dada, ver Hefez (2013).

Teorema 4.4.1. Dados n,b € N, com b > 1, existem niimeros naturais ag,ay, . ..,a, menores do

que b, univocamente determinados, tais que n = ay+ a1 b+ ab*+ ...+ akbk.

Demonstragdo. Vamos provar utilizando a segunda forma do Principio da Indu¢do Finita (Prin-
cipio 4.1.3) sobre n. Se n = 0, basta tomar k = 0. Se n = 1, basta tomar k = 1. Supondo que
o resultado seja verdadeiro para todo natural menor do que n, vamos prova-lo para n. Pelo
algoritmo da divisdo, existem ¢ e r Unicos tais que n = bg+r, com r < b.

Como g < a, pela hipétese de indugdo, segue-se que existem nimeros naturais m e

do,dy,...,dy, comd; < b para todo i tais que
g=d,+dib+...+d,b".

Assim, segue que

a=bq+r=>b(d,+dib+...+d,b")+r,
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comparando os resultados, temos r =ag,n=m+1lea;j=d; para j=1,...,n

A unicidade dos a; se dd pela unicidade do resto, dada pelo teorema 4.3.2. [

O teorema acima € a aplicagdo do algoritmo da divisdo euclidiana sucessivas vezes,

COmo segue:

a:bq0+ro, r0<b
qgo=bq1+r, r <b

qr=bqr+ry, rn<b

dn—1 :an+rn; r <b

Comoa>qo>q1 > ...qu—1 > qn =0, para g,_1 < b. Portanto, os algarismos de um nimero
natural n em uma base b > 1 sdo formados pelos restos de uma divisdo sucessiva de n por b,

assim, podemos escrever n = rpry_1 ...rro.

Exemplo 4.4.1. Escreva o niimero 2020 na base 5.

Fazendo as divisoes euclidianas sucessivas, temos:

2020 = 5x404+0

404 = 5x80+4
80 = 5x16+0
16 = 5x3+1

3 = 5x043.

Entio, 2020 =3 x 5% +1 x5 +0x 52 +4 x 5+ 0. Assim, a representacdo do niimero 2020 na
base 5 é (31040)s.

Exemplo 4.4.2. Escreva o niimero 2020 na base 5.
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Fazendo as divisoes euclidianas sucessivas, temos:

2020
404
80
16

3

5x404+0
5x80+4
S5x1640
Sx3+1

5x0+3.

Entdo, 2020 =3 x 5% +1 x 5% +0 x 5% +4 x 5+0. Assim, a representacdo do niimero 2020 na

base 5 é (31040)s.

Exemplo 4.4.3. Represente o niimero 523 na base 2.

Fazendo as divisoes euclidianas sucessivas, temos:

523
261
130
65
32
16

2x261+1
2x130+1
2x65+0
2x3241
2x16+0
2x840
2x440
2x2+40
2x140

2x0+1

Entdo, 523 =1x22+0x284+0x27+0x20+0x294+0x2%+1x23+0x2%2+1x2+1.

Representa-se 523 na base bindria da seguinte maneira: 523 = (1000001011),

Exemplo 4.4.4. Considere 73 na base 10; em qual base ele se escreve 243?

Seja a representagdo de 73 numa base n igual a 243, basta equacionar
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2-n*+4-n+3 = 73
20t +4n—70 = 0
2(n*+2n-35) = 0

2(n+7)(n—5) = 0.
Como a base n > 1, entdo, a base é n = 5.

Quando se escreve um inteiro n forma n = ayb* + a;_ bV + ...+ a;b+ ag, diz-se
que € a expansio relativa a base b, onde todos a; < b, com i = 1,...,k. Se b = 10, diz-se

expansdo decimal.

4.5 Critérios de divisibilidade

Com base nas defini¢des, teoremas e proposicdes anteriores pode-se provar a validade
de algumas "regras"de divisibilidade, por exemplo: os critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 7,
9 e 10. Vale ressaltar que ha muitos algoritmos especificos para verificar a divisibilidade para

diversos nimeros primos.

Proposicao 4.5.1 (Divisibilidade por 2). Seja N um niimero inteiro com k+ 1 algarismos (quando
N é escrito por um tinico algarismo, tem-se o caso N = ag), 2 divide N se, e somente se, ele tem

o algarismo das unidades par (0,2,4,6 ou 8).
Demonstragdo. Escrevendo a expansdo de N relativa a base 10, temos
N=a;-10f+aq,_1- 10" +.. . +4a,-10+ao.

Pela proposicao 4.2.5 2| (ak A0+ 105 L fap 10), pois, 2 divide as poténcias de 10.
Se 2|N, entdo, pela proposigao 4.2.4, 2|ay.

A reciproca é imediata pela proposicio 4.2.4, se 2|ay - 10K +-a;_; - 105"+ .. 44 -10
e 2|agp, logo 2|N. O

Proposicao 4.5.2 (Divisibilidade por 4). Seja N um niimero inteiro, 4 divide N se, e somente se,

o niimero formado pelos algarismo da dezena e da unidade é divisivel por 4.
Demonstragdo. Escrevendo a expansdo de N relativa a base 10, temos

N=a;-10F+ar_1- 10+ ... +a;-10+ay.
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Pela proposico 4.2.5 4| (ax - 10f + aj_y - 101 + ...+ a5 - 10?), pois, 4 divide as poténcias de
10/ para j > 2. Se 4|N, entdo, pela proposi¢io 4.2.4, 4|ajag.
A reciproca é andloga 4 da proposigdo 4.5.1, pela proposicio 4.2.4, se 4|ay - 10X 4

a1 - 105"V ...+ ay - 10% e 4|ajag, logo 4|N. O

Aplicando o Principio da Indugdo Finita (ou Matemdtica) pode-se verificar que se
2"\N entdo 2k\ak,1ma1a0. Particularmente, a "regra"de divisdo (algoritmo) ensinado geralmente
no 6° ano do ensino fundamental diz que um nimero € divisivel por 8 se os trés ultimos algarismos
formam um numero divisivel por 8, isto €, o algoritmo € vdlido quando se tem pelo menos quatro
algarismos. Quando o nimero tiver trés ou menos algarismos deve ser verificado pelo Algoritmo

da Divisdo.

Proposicao 4.5.3 (Divisibilidade por 3). Um niimero inteiro N é divisivel por 3 se, e somente se,

a soma de seus algarismos é divisivel por 3.
Demonstragcdo. Tomando N um niimero inteiro escrito na base 10, temos
N=a;-10f+aq_1- 105" +.. . +4a;-10+ao.
Note que 9| (10¥ — 1) como 3|9 entdio 3| (10 — 1). Reescrevendo N, convenientemente, temos

= @ 10541 10+ ... +4a,-10+ag

N = a- (10"—1) +ag_ - (10"‘1—1> +.ootar- (10" =1) + (@ +ag—1 + ...+ a1 +ap).

k
Se3|Ne3|) (10/ —1) entdo 3| (ax +ar—1 + ... +ai +ag).

Jj=1
A reciproca € imediata. U

Proposicao 4.5.4 (Divisibilidade por 9). Um niimero inteiro N é divisivel por 9 se, e somente se,

a soma de seus algarismos é divisivel por 9.
Demonstracdo. Tomando N um niimero inteiro escrito na base 10, temos

N = ak-lOk—i—ak,l-lOk*l—i—...—i—al~10+a0
N = ak-(10"—1>+ak,1-(10"‘1—1>+...+a1-(101—1)+(ak+ak,1+...+a1+a0).

k
Note que 9(9] Y (107 —1). Se 9|N entdo 9| (ax + ax—1 + ...+ a1 +ap).
=1
k .
Reciprocamente, se 9| Y (10/ —1) e 9] (ax +ay—1 + ...+ a1 +ao) entdo 9|N. [
J=1
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Proposicao 4.5.5 (Divisibilidade por 5). Um niimero inteiro N é divisivel por 5 se, e somente se,

o algarismo da unidade é 0 ou 5.

Demonstragdo. Como 5 divide qualquer combinacdo linear das poténcias de 10, se 5|N, entdo 5

divide o dltimo algarismo, que s6 pode ser 0 ou 5.
k
Reciprocamente, se 5| Za j- 10’ e 5|ag entdo 5|N. O
j=1

Proposicao 4.5.6 (Divisibilidade por 10). Um niimero inteiro N é divisivel por 10 se, e somente

se, o algarismo das unidades é 0.

Demonstragdo. Escrevendo N = 10k + i, onde k € um natural e i € o algarismo das unidades, se

10|N entdo 10]i, logo i = 0. Reciprocamente, se i = 0 é evidente que 10|N. O

Proposicao 4.5.7 (Divisibilidade por 11). Um niimero inteiro N = aiay_ . . .ajag é divisivel por

p
11 se, e somente se, Z azj+10-azjy1 |, p €N, é multiplo de 11.
Jj=0

Demonstragdo. Representando N na expansio decimal, temos
N=ap 10+ q_;- 105"+ ... +a1- 10" + a9

Note que 10> =11-9+1 ¢ 10° = 11-90+ 10, por meio recursivo, pode-se verificar que quando
o expoente da poténcia de dez € par o resto da divis@o por 11 é 1 e quando € impar o resto € 10.

Assim, pode-se escrever N da seguinte forma

N = aypsr- (1021 —10) +ap- (1077 —1) +azp—y - (10%71 = 10) +... +ap- (10> = 1)

+ (10-azp41+azp+10-azp—1+...+a2+10-a; +ao)
Como 10%*! — 10 e 11|10%/ — 1 sdo muiltiplos de 11, entdo, se 11|N, logo
11] (10 azpi1 +azp+10-azp—1+...+ar+10-a; +a) .
A reciproca € trivial. 0

Proposicao 4.5.8 (Divisibilidade por 7). Um niimero inteiro N = 10k + i, onde i é o algarismo
da unidade, é divisivel por T se, e somente se, o niimero obtido pela subtracdo entre o niimero
formado pela exclusdo do algarismo da unidade e o dobro deste algarismo é um muiiltiplo de 7,

isto é, k — 2i é multiplo de 7.
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Demonstragdo. Supondo que 7|(10k + i) entdo existe p € Z tal que 10k +i = 7p, com isso,
i = 7p — 10k, portanto, k — 2i = 21k — 14p = 7(3k — 2p), logo, 7|k — 2i. A reciproca se prova
de maneira andloga, se 7|(k — 2i) entdo existe ¢ € Z de modo que k —2i = 7¢, o que implica em

k=7q+2i,0quelevaa 10k+i="70g+21i="7(10g + 3i). O

O algoritmo para verificar a divisibilidade por 7 tem sua aplicacdo recursiva, isto
é, pode-se aplicar diversas vezes até se obter k — 2i suficientemente pequeno para facilitar a

verificacao.

Exemplo 4.5.1. Verifique que 476 é muiltiplo de 7.
Basta retirar o ultimo algarismo (da unidade) e se obtém 4’1, subtraindo pelo dobro

de 6, temos: 47— 12 = 35 que é muiltiplo de 7 (divisivel por 7).

Exemplo 4.5.2. Verifique que 7 divide 7539.
Escrever 7539 =753 x 1043, assim, k =753 e i = 3. Mas, neste caso jd devemos

a aplicar a recursividade do algoritmo.

n(lago) | k | i | k—2i

1 753 19| 735
2 73 |5 ] 63
3 6 |3 0

Veja que k —2i do laco 1 serd obtido k e i do laco 2 e assim sucessivamente, no exemplo acima
bastaria até o laco 2, visto que 63 é miiltiplo de 7. No entanto, foi iitil seguir até zero para

mostrar que caso o niimero seja divisivel por 7 atingird o seu menor miiltiplo ndo negativo, zero.

4.6 O Maximo Divisor Comum (M.D.C.) e o Algoritmo de Euclides

Quando se fala em maximo divisor comum ¢ natural a proposi¢cao de problemas do

dia-a-dia, como segue:

Problema 4.6.1. Jodo é carpinteiro e dispoe de dois pedacos de madeiras, um com 40 cm e
outro com 25 cm de comprimento, de mesma largura e espessura. Jodo deseja cortd-lo em
pedacgos menores de modo que eles tenham o maior comprimento em niimeros inteiros. Qual

deve ser o comprimento, em cm, de cada pedaco?
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Nesta secao serd mostrado alguns resultados importantes sobre o Mdximo Divisor
Comum. Além de exemplos do dia a dia em que temos aplicacdo dos conhecimentos em Mdximo

Divisor Comum.

Definicao 4.6.1. O mdximo divisor comum d de dois niimeros inteiros a e b, denotado por

d = (a,b), é o maior niimero inteiro positivo que divide a e b.

Teorema 4.6.1. Seja d o mdximo divisor comum de a e b, entdo existem inteiros my e ng tais que

d = amgy + bny.

Demonstracdo. Seja C = {c =am+bn, a,b,m,n € Z} o conjunto de todas as combinagdes
lineares de a € b com ¢ = amgy + bny sendo o menor inteiro positivo pertencente ao conjunto C.
Deve-se provar que c|a e c|b. Suponha que ¢ fa, isto é, existem ¢ e r tais que a = gc + r com
0 < r < ¢, portanto, r = a — gc = a — q(amq + bngy) = a(1 — gmg) + b(gny), o que mostra r € C,
absurdo, visto que r < ¢ e ¢ é o menor elemento de C. Logo c|a e de forma anédloga se prova que
c|b.

Como d divide a e b, existem inteiros kj e kj tais que a = dk| e b = dk;, entdo
¢ = amgy+ bng = d(aky + bky) o que implica que d|c. Sabendo-se que d < c e d < ¢ é absurdo,

entdo, d = amg + bny. L]
Proposicao 4.6.1. Dados a, b e k inteiros, (ka,kb) = k- (a,b).
Demonstracdo. Pelo Teorema 4.6.1 existem m e n inteiros tais que

(ka,kb) = m(ka) + n(kb) = k(am+bn) = k- (a,b).

Proposicao 4.6.2. Se ¢ > 0 e ¢ divide a e b, entdo

Demonstragdo. Se c divide a e b entdo existem ki e kp inteiros tais que a = ck| e b = cko, assim,

existem my e ng inteiros tais que
(ki,k2) = moky 4 noks.
Multiplicando ambos os lados por ¢, temos

c (ky,ky) = mocky +nocky = amg+ bng = (a,b) .
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Segue-se que

(29t

b
Corolario 4.6.1. Se (a,b) = d, temos que (g, E) =1.

Demonstragcdo. A demonstragdo €é imediata pela Proposi¢do 4.6.2, pois € um caso particular,

isto é, quando ¢ = d, segue que
a b 1 1
_. — = — = — . = 1.
[

Um conceito muito importante na matematica que surgiu ainda nos trabalhos de
Euclides foi o de Nimeros Primos, apesar de hoje se ter uma vasta teoria sobre eles, ainda
resistem alguns mistérios tais como a obten¢do de uma fung¢do que mapeie todos os nimeros
primos, um desafio que intrigou as maiores mentes da matematica. As correspondéncias entre
Christian Goldbach e Leonhard Euler deram origem ao que hoje conhece-se por Conjectura de
Goldbach. O crivo de Eratdstenes talvez tenha sido a primeira intrigante descoberta sobre esses

nimeros que apresenta um defini¢do breve e sucinta.

Definicao 4.6.2. Um niimero inteiro n (n > 1) possuindo somente dois divisores naturais 1 e n é

chamado de ntimero primo. Se n > 1 ndo é primo dizemos que é composto.
Definicio 4.6.3. Os inteiros a e b sdo relativamente primos entre si quando (a,b) = 1.
Teorema 4.6.2. Para a, b, c e x inteiros, com ¢ > 0, temos (a,bx) = c- (a,b).

Demonstracdo. Seja d = (a,b) entdo existem k; e k; inteiros tais que a = dk; e b = dk;, pelo

Teorema 4.6.1 existem inteiros pg e gq tais que

(a,bx) = apg + bxqo = dki po + dkago = (k1 po +kaqo)d.

Tomando ¢ = kpg + k2qo, temos (a,bx) = ¢ (a,b). O valor do méximo divisor comum é

limitado pelo maior entre a e b, ou seja, (a,bx) < max{a,b}. O

Teorema 4.6.3. Para a, b e x inteiros temos (a,b) = (a,b+ ax).
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Demonstragdo. Sejam d = (a,b) e f = (a,b + ax) entdo existem inteiros m e n tais que d =
am + bn. Note que d = a(m — nx) + (b + ax)n que pelo Teorema 4.6.1 implica que existem
m — nx e n inteiros tais que f é uma combinagdo linear deles. Por outro lado, é evidente que d| f,

como d e f sdo positivos segue d = f. [

Teorema 4.6.4. Se a e b sdo inteiros e a = bq+r onde q e r sdo inteiros, com 0 < r < b, entdo

(a,b) = (b,r).

Demonstragdo. Sejaa = bqg+r, se d édivisor de b e r entdo d divide a. Rescrevendo r = bg —a,
¢ imediato que para todo d que divide a e b também divide r. Portanto, os conjuntos de divisores

dos dois pares de inteiros sdo iguais, logo (a,b) = (b, r). O

Teorema 4.6.5 (Algoritmo de Euclides). Sejam ry = a e r| = b inteiros ndo-negativos com b # 0.

Se o algoritmo da divisdo for aplicado sucessivamente para se obter

ri=qirirr1+tr42 , 0<ripo <rep
parai=0,1,....n—1er,1 =0 entdo (a,b) = ry,, o iiltimo resto ndo-nulo.

Demonstragdo. A prova se dé aplicando o algoritmo da divisdo (Teorema 4.3.2), inicialmente,
para dividir ro = a por r; = b, assim, tem-se ro = g1 + 2. Recursivamente, pode-se determinar a
divisdo ry por r, obtendo r| = gorp + r3 € assim, sucessivamente, até obter r,,..; = 0. A sequéncia
formada pelo restos da divisdo sucessiva é decrescente, isto é, r; > r;y| parai=0,1,...,n,
portanto, apds um nimero finito de divisdes sucessivas o algoritmo para, pois chega a um resto
nulo. Segue abaixo a sequéncia de restos obtidos com a aplicacdo do algoritmo da divisdo

sucessivas vezes:

ro=qiri+ry , 0<nrn<n
rn=qrn+r , 0<r<n

rp=gq3r3+rs , 0<rn<n3

2 =qn1ln-1tr , 0<r,<r,g
Tn—1=qntn+0 , 11 =0<r,.
Pelo Teorema 4.6.4 na sequéncia acima, conclui-se que (r,—1,7,) = (rp—2,7—1) =

...= (ro,r1) = (a,b) = r,. Portanto, o maximo divisor comum de a e b € o tdltimo resto nao

nulo da sequéncia de divisdes sucessivas. 0
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O Algoritmo de Euclides € uma ferramenta muito importante para nossos propdsitos
neste trabalho, visto que o cdlculo do maximo divisor comum € um passo indispensdvel na
resolucdo de equacdes diofantinas lineares. Particularmente, € comum o uso do Algoritmo de
Euclides Estendido que € uma versao em que se faz uso de recorréncias de modo a explicitar
uma combinacdo linear entre dois nimeros iniciais, a € b.

O méaximo divisor comum pode ser estendido para mais do que um par de nimeros,
na verdade, pode ser estendido para uma sequéncia de n inteiros. Segue abaixo o caso do célculo
do méaximo divisor comum para trés nimeros inteiros, a prova para n inteiros € obtido por

inducdo (serda omitido aqui).
Proposicao 4.6.3. Sejam a, b e c inteiros temos (a,b,c) = ((a,b),c).

Demonstragdo. Se (a,b,c) = d entdo existem inteiros ki, ky e k3 tais que a = dky, b =dk; e

¢ = dks. Com isso, (a,b) = d, assim, temos
((a,b),c) = (d,c) =d.
O]

Quando se fala em Maximo Divisor Comum também vem em mente o Minimo
Muiltiplo Comum, decerto, ha uma relagdo intrinseca entre eles, que serd exposto daqui a pouco,
no entanto, € preciso entender o conceito de fatora¢do explicitado pelo Teorema Fundamental da
Algebra que nio serd demonstrado aqui, visto que seu resultado é muito conhecido e se encontra

nas obras Santos (2006), Coutinho (2005) e Moreira et al. (2011).

Teorema 4.6.6 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n > 2 um niimero natural. Podemos

escrever n de uma tinica forma como um produto

n=p1-...Pm
onde m > 1 é um natural e p1 < ... < py, sdo primos.

Em suma, o Teorema Fundamental da Aritmética afirma que para qualquer niimero »
natural maior ou igual a 2 pode ser escrito como um produto de poténcias de nimeros primos, ou
seja, n = p‘f‘1 . pg62 -...-p% onde p; € um primo e ¢; é um inteiro nao negativo. Fica entendido
que a ordem dos fatores primos ndo importa e que todo nimero possui uma Unica fatoracdo
em poténcia de primos, com isso, pode-se expressar o maximo divisor comum pela seguinte

proposicao.
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Proposicio 4.6.4. Sejam a = p{* - p5?-...-p e b= py' -pgz L -pE”, onde p; sdo primos,

T pmin{on B}
~ min{ oy, B;
entdo (a,b) = Hpi B
1
Demonstragdo. Dados dois inteiros positivos a € b temos duas situagdes: 1) a € b s@o primos
n . n
. min a'7 i .o ~ ~ . . .
entre si, neste caso (a,b) = le- loafi} _ Hp? = 1. ii) a e b ndo sdo primos entre si, assim,
i=1 1
existe pelo menos um p; em comum nas duas fatoragdes, por conseguinte, 0 maximo divisor serd

o produto de todas as poténcias de primos em comum com 0 menor expoente entre eles, isto €,
n
min{a;, i}
(aa b ) = Hp i o [
i=1

Exemplo 4.6.1. Determine o mdximo divisor comum entre 120 e 36.
Solugdo: Basta decompor os niimeros e observar quais sdo as poténcias de fatores

primos com maior expoente em comum: 120 =23 x 3 x 5 ¢ 36 = 22 x 32. Pela Proposicio 4.6.4,

temos (120,36) =22 x3 = 12.

A Proposi¢do 4.6.4 é um algoritmo muito prético para a obten¢do do maximo divisor

e também para determinar a quantidade de divisores naturais de um nimero natural.

Proposicao 4.6.5. Seja n = p‘lx1 . pSQ ... p%n, onde p; sdo primos e Q; inteiros ndo negati-
m
vos, entdo d(n) = H((X,- +1)=(o1+1)-(op+1)-...- (04, + 1), onde d(n) é a quantidade de

1
divisores naturais de n.

Demonstragdo. A prova se da por indu¢do em m. Para m = 1, temos n = p‘lxl, assim, os
divisores naturais sdo 1 2 Y isto é,d(n) = oy + 1. Quando m = 2 temos n = pi' - p3?
yP1,P15---5P1 » > = U1 . - =Py Py

N : 2 o 2 o 0

consequentemente, temos como divisores naturais 1, py, p7,... sP| sP2,P2P1,P2P15---2P> Pq »
assim, d(n) = (o + 1) - (ap + 1). Tomando sucessivas vezes, até m, é ficil concluir que d(n) =

(o +1)-(op+1)-...- (04 +1). O

Exemplo 4.6.2. Determine a quantidade de divisores naturais de 528.

Solugcdo: Tomando a decomposicdo em fatores primos de 528, temos:
528 =2 x3x 11.
Assim, a quantidade de divisores naturais é d(528) = (4+1)-(1+1)-(1+1) =20.

Exemplo 4.6.3. Determine a quantidade de divisores naturais de 5200 que sdo quadrados

perfeitos.
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Solugdo: Tomando a decomposicdo em fatores primos de 5200, temos:
5200 = 2% x 3% x 52,

Assim, a quantidade de divisores naturais é d(528) = (3+1)-(3+1)-(2+1) =48.
No entanto se deseja contar somente os divisores quadrados perfeitos, outrossim,
deve-se reagrupar os expoentes aos pares, de maneira genérica pode-se determinar por Q(n) =
% 73 om

pltzj-pgzj-..up,tnz J., entdo,

o 0 o,

am) = (15 +1) (1521 +1) - (152 +1),
2 2 2
3 3 2

No caso, temos Q(5200) = 21213131 ..513) 10g0, d(Q(n)) =2-2-2-2 =8, ou seja, o mimero

5200 tem 8 divisores quadrados perfeitos.

Apesar de ter ficado claro pela definicdo 4.6.2 que todo nlimero primo possui somente

dois divisores naturais (1 e o proprio nimero), pode-se verificar pela proposi¢do 4.6.5.

4.7 Minimo Miltiplo Comum

Definicao 4.7.1. O Minimo Miiltiplo Comum de dois inteiros positivos a e b é o menor inteiro

positivo que é divisivel por a e b. Vamos denotd-lo por [a,b].

Proposi¢io 4.7.1. Sea=p{"'-p3*-...-p% e b= p}’ -p§2 -...~pE”, onde py,pa,...,Pn SA0 0S

primos que ocorrem nas fatoragoes de a e de b, entdo

la,b] = ﬁpmax{ai,ﬁi}

i
i=1

Demonstracdo. Pela defini¢do 4.7.1, [a,b] € um miiltiplo de a e b, para ser multiplo deve possuir

na forma fatorada todos os fatores primos que estejam na fatoracdo de a e de b com os maiores
n

max{Q, max{ap, max{ ay,,B, max{ a;,[;

1 { 1/31},p2 { ZﬁZ}-----pn { ﬁ}:Hp' {oi.Bi}

expoentes possiveis, portanto, [a,b] = p ;

i=1

[
Teorema 4.7.1. Sejam a e b inteiros positivos temos, [a,b] - (a,b) =a-b.
Demonstragcdo. Se a = p‘f‘1 -pgz c.opyreb=p' -pzﬁ2 o -pE”, entioa-b = pf‘ﬁﬁ‘ -pfl‘”ﬁ”.

Como «; + B; = min{ o, B;} + max{ e, B;}, portanto, chegamos a

a-b— (prlnin{al,lil} ,prznin{az,ﬁz} __“,pglin{amﬁn}> <prlnax{aul31} ,prznaX{ocz,ﬁz} ,_._,pnmaX{an,Bn})

Logoa-b = [a,b](a,b). O
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Corolario 4.7.1. Sejam a e b primos entre si, entdo [a,b] = a - b.

Demonstracdo. Se (a,b) = 1, pelo Teorema 4.7.1 é imediato que [a,b] = a- b. O

4.8 Congruéncia

Nesta secdo serd tratada uma importante relacdo na teoria dos nimeros, a congruén-
cia. O tema foi abordado por Gauss em um dos seus celebres trabalhos em Teoria dos Nimeros,
Disquisitiones Arithmeticae publicado em 1801 ja continha até a mesma notacao que € utilizada
até os dias atuais. Sdo mostrados alguns resultados importante, no entanto, ndo serd mostrado as

provas referentes.

Definicao 4.8.1. Sejam a, b e m niimeros inteiros dizemos que a é congruente a b médulo m
(m > 0) se m|(a— b). Denota-se por a = b(mod m). Se m J(a—b) dizemos que a é incongruente

a b médulo m e é denotado por a # b(mod m).
Exemplo 4.8.1. 26 = 1(mod 5), pois 5|(26 — 1). Note que 1 é o resto da divisdo de 26 por 5.
Exemplo 4.8.2. 37 = 4(mod 11), pois 11|(37 — 4).

A proposicao a seguir mostra que a congruéncia possui as propriedades reflexiva,

antissimétrica e transitiva, ou seja, € uma relacdo de equivaléncia.

Proposicao 4.8.1. Seja m € N. Para todos a,b,c € Z, tem-se que
i. a=a(modm);
ii. sea=b(modm), entdo b = a(mod m);

iii. se a=b(mod m) e b= c(mod m), entdo a = c(mod m).

Teorema 4.8.1. Se a, b, ¢ e m sdo inteiros tais que a = b(mod m) entdo
i. a+c=b+c(modm);
ii. a—c=b—c(modm);

iii. ac = bc(mod m).
Teorema 4.8.2. Se a, b, ¢ e m e ac = bc(mod m), entdo a = b(mod m/d) onde d = (c,m).

Definicao 4.8.2. Se r e s sdo dois inteiros com r = s(mod m), dizemos que s é um residuo de r

modulo m.
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Definicio 4.8.3. O conjunto dos inteiros {ry,ry,...,r,} é um sistema completo de residuos
modulo m se
1. ri #rj(mod m) para i # j;

2. para todo inteiro n existe um r; tal que n = ri(mod m).

Proposiciio 4.8.2. Se a, b, k e m sdo inteiros com k > 0 e a = b(mod m), entdo a* = b*(mod m).

Proposiciao 4.8.3. Se a =b(mod m), a=b(mod my), ...,a=b(mod my) onde a,b,my,my, ... ,my
sdo inteiros com m; positivos, i = 1,2,... .k, entdo

a=b(mod [m,my, ... ,my|)
onde [my,my, ...,my| é o minimo miiltiplo comum de my,my, ..., my.

Ha vérias ocasides que € mais conveniente analisar os restos da divisdo, pois, estes
seguem as '"regras"da aritmética modular que sdo as propriedades de congruéncia. Por exemplo,

determinar o algarismo das unidades do nimero 277 4 380,
4.8.1 Congruéncia Linear

Definicao 4.8.4. Denomina-se congruéncia linear em uma varidvel uma congruéncia da forma

ax = b(mod m) onde x é uma incégnita.

Definicao 4.8.5. Diz-se que uma solugdo xo de ax = b(mod m) é vinica médulo m quando

qualquer outra solucdo x| for congruente a xo modulo m.
Definicio 4.8.6. Uma solucdo a de ax = 1(mod m) é chamada de um inverso de a médulo m.

Proposicao 4.8.4. Seja p um niimero primo. O inteiro positivo a é o seu proprio inverso modulo

p se, e somente se, a = 1(mod p) e a = —1(mod p).
4.8.2 Os Teoremas de Euler, Fermat, Wilson e o Teorema Chinés do Resto

Aqui sdo destacados os referidos teoremas pelas relevantes importancias em seus

resultados.
Teorema 4.8.3 (Teorema de Wilson). Se p é primo, entdo (p — 1)! = —1(mod p).

Demonstracdo. Para p =2 e p = 3 € facil verificar a validade. A congruéncia do tipo ax =

1(mod p) tem uma tnica solugdo para todo a € {1,2,3,...,p — 1}, e como, destes elementos
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~ PR . 2 2 p—3 .
somente 1 e p — 1 sdo seus proprios inversos médulo p, pode-se agrupé-los em 5= pares cujo
produto seja congruente a 1 médulo p. Multiplicando todas as congruéncias, membro a membro,
obtém-se

2x3x4x..x(p=2)x(p—1)=(p—1)(mod p).

Logo (p—1)! = —1(mod p), visto que p— 1 = —1(mod p). O
Teorema 4.8.4 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja p é primo. Se p a entdo a?~' = 1(mod p).

Demonstracdo. Seja {0,1,2,...,p— 1} um sistema completo de residuos médulo p. Isto signi-
fica que qualquer conjunto contendo no maximo p elementos incongruentes moédulo p pode ser
colocado em correspondéncia biunivuca com um subconjunto de {0,1,2,...,p— 1}. Considere
os nimeros a,2a,3a,...,(p —1)a, como (a,p) = 1 nenhum deles ¢ divisivel por p, ou seja,
nenhum € congruente a zero médulo p. Quaisquer dois deles sdo incongruentes médulo p, pois
aj = ak(mod p) implic j = k(mod p), s6 é possivel se j = k. Logo, cada um deles é congruente a
exatamente um dentre os elementos 1,2,3, ..., p — 1. Multiplicando estas congruéncias, membro

a membro, tem-se
a2a-...(p—l)a = 1-2-...-(p—1)(mod p)
a Yp—1) = (p—1)!(mod p).
Como p J(p—1)!, dai decorre que p|(a”~! — 1), portanto, a’ ' = 1(mod p). O
Teorema 4.8.5 (Euler). Se m é um inteiro positivo e a um inteiro com (a,m) = 1, entdo
a®™ = 1(mod m).
Demonstragdo. Ver Santos (2006, p. 43-44). U

A prova do Teorema 4.8.5 serd omitida aqui, pois seria necessdrio alguns conceitos
que se distanciam do objetivo deste trabalho.

A funcgéo ¢ (n) de Euler pode ser apresentada de maneira simplificada como sendo
a funcdo que conta quantos nimeros tem de 1 a n — 1 que sdo primos com n. Por exemplo,
¢(10) = 4, pois os ndmeros 1,3,7,9 sdo primos com 10. Em Santos (2006, p. 72-73) estdo

disponiveis mais propriedades desta importante funcao aritmética.

Exemplo 4.8.3. 2° = 1(mod 7)
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Exemplo 4.8.4. 52 = 1(mod 6)
Exemplo 4.8.5. 7% = 1(mod 16)

Teorema 4.8.6 (Teorema Chinés do Resto). Se (a;,m;) =1, (mj,m;) =1 para i # j e c; inteiro,

entdo o sistema )

aX = bi(modmy)
aX = by(mod my)
a;X = bz(mod m3)
| arX = br(modm,)
possui solugdo e a solugdo é tinica médulo m, onde m =my -my - ... -m,. O sistema de congruén-
cias acima é equivalente
.
X = ci(modny)
X = cy(modny)

X = c3(mod n3)

X

cr(mod ny)

Com (nj,nj) =1parai# jen=ny-ny-... n. Tendo como solugdo
x=Npyic1+...+Nyrep,
onde N; = N /n; e y; € solugdo de N;Y = 1(mod n;), i=1,...,r.

O teorema chinés do resto € aplicado para resolver sistemas de congruéncias lineares

que recaem problemas que envolvem restos, como € mostrado no exemplo a seguir.

Exemplo 4.8.6. Ache o menor niimero natural que deixa restos 1, 3 e 5 quando dividido por 5,
7 e 9, respectivamente.

Solugdo: Primeiramente, equaciona-se o sistema

X = 1(mod5)
3(mod 7)
5(mod 9)

SRS
e
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Segundo passo é obter N =5-7-9 = 315, assim, N = 315/5 =63, N, =315/7 =45 ¢

N3z = 315/9 = 35. Para determinar y; devemos resolver algumas congruéncias lineares se-

paradamente:
63y1 = 1(modS5)=y =2
45y, = 1(modT)=y, =5
35ys = 1(mod9)=y; =38
Portanto,

x = 63-2.1+45-5-3+35-8-5=2201
x = 2201(mod 315) =311(mod 315).

Entdo x =311+315¢, t € Z, quando t = 0 se tem 311 como o menor natural que

satisfaz ao sistema de congruéncias.

Exemplo 4.8.7. Resolva o sistema a seguir em 7.

2x = 1(mod5)
5x = 3(mod 11)
Tx = 2(mod 17)

Solugdo: Deve-se determinar um sistema de congruéncias equivalente na forma do

sistema
X = ci(modny)
X = cy(modny)
X = c3(mod n3)
Assim, tem-se
8:-2x = 8-1(mod5) x = 3(mod5)
9-5x = 9-3(mod11) = x = 5(mod 11)
5:7x = 5-2(mod 17) x = 10(mod 17)

Agora se obtem N =5-11-17 = 935, assim, N = 935/5 =187, N, =935/11 =85 e N3 =
935/17 = 55. Para determinar y; devemos resolver algumas congruéncias lineares separada-

mente:



Portanto,

187y = 1(mod5)=y; =1
85y, = Il(mod11)=y, =3
55y = 1(mod 17) = y3 =13

x = 85-7-54+187-3-3+455-13-10 = 11808
x = 11808(mod 935) = 588(mod 935).

Entdo x =588 +935t, t € Z.

47



48
5 EQUACOES DIOFANTINAS

Neste capitulo fica definido o que € equacao diofantina e como resolvé-las, especi-
almente, as lineares que € o principal objetivo. Serd mostrado aqui como resolver as equacoes

diofantinas em duas varidveis. A defini¢do a seguir pode ser consultada em Ribeiro (2014, p. 26).

Definicao 5.0.1. Uma equacdo diofantina é uma equacdo do tipo

fx1,x2,..,%,) =0 (5.1)

onde [ é uma funcdo n-varidavel com n > 2 e coeficientes inteiros. As solucoes de 5.1 sdo as
n-uplas (ay,as, ... ,a,) em que a; € Z, 1 < i < n. Este tipo de equagdo recebe a denominagcdo
diofantina em homenagem a Diofanto, que em seus trabalhos restringira seus resultados a

nimeros racionais positivos ou inteiros positivos.

As equagdes diofantinas nem sempre tem solucdo nos inteiros, a exemplo: x" +y" =
7", para n > 3, ndo tem solucdes inteiras, até 1994, a assertiva era uma conjectura, pois nenhum
matemadtico tinha provado se havia ou ndo solucdes inteiras, tudo comecou quando Pierre de
Fermat escreveu nas margens de um exemplar de Aritmética de Diofanto que teria uma prova que
afirmaria a nfo existéncia de solugdes inteiras para tal proposi¢do, no entanto, ndo escrevera pois
ndo caberia. A maioria dos mateméticos da atualidade creem que foi um blefe de Fermat afim de
irritar seus rivais, em especial, Descartes. Fermat mantinha segredo em todos os seus trabalhos
sobre matematica, a qual se dedicava como um passatempo. Apenas em 1994, um matemadtico
britdnico Andrew Wiles, professor da Universidade de Princeton, demonstrou a validade da
conjectura, assim, passou a ser denominado O Ultimo Teorema de Fermat, em Singh (2018) sdo

dados pormenores acerca de fatos histdricos deste grande marco na histéria da matemaética.

5.1 Alguns métodos elementares para resolucio de equacoes diofantinas

No trabalho de Ribeiro (2014) ha a proposta do uso de fatoracdo e de inequagdes para
resolucdo de alguns tipos de equagdes diofantinas ndo lineares, algo extremamente vidvel para
aluno de ensino médio, no entanto, vale ressaltar que se exige muita habilidade e as limita¢des,
visto que certas questdes exigem estratégias muito sofisticadas.

Os ternos pitagdricos sao solugdes da equagio diofantina a®> +b*> = ¢*, onde a e b
sdo catetos e ¢ € a hipotenusa de um tridngulo retangulo. Para as equagdes pitagéricas hd infinitas

solucdes inteiras, a ideia para determinar a existéncia de soluc¢des inteiras € analisar que todo
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quadrado perfeito deixa resto igual a 0 ou 1 quando dividido por 4, no entanto, apenas isso nao

basta para de fato resolver, é recomendada a leitura de Neto (2012, p. 52).

5.1.1 Método da fatoragdo para resolucdo de equacoes diofantinas

Exemplo 5.1.1 (Extraido de Circulos Matemadticos: A experiéncia russa). Resolva em 7.
(2x+y)(5x+3y) =17.

Solugdo: Note que 2x+y e Sx+ 3y sdo niimeros que estdo na forma fatorada. Como
a solugdo estd no conjunto dos niimeros inteiros, tem-se quatro possibilidades o que dd quatro

sistemas de equacoes em x e em y. Dai,

2x+y = -1 2x+y =1
ou

Sx+3y = -7 Sx+3y =7

2x+y = -7 2x+y =1
ou

S5x+3y = —1 S5x+3y =1

Resolvendo os quatro sistemas, obtém-se as solugdes inteiras, S = {(4,—9);(—4,9);(20,—33);(—20,33)}.

Exemplo 5.1.2 (Extraido de Circulos Matemadticos: A experiéncia russa). Resolva em 7.
xy=x+y+3.

Solugcdo: Nesta questdo a estratégia para resolver é fatorar por agrupamento,

escrever x em termos de y e explorar as propriedades de divisibilidade.

xy=x+y+3 = xy—x=y+3
y+3 4

) =y43 = ox=2T o T
x(y—1)=y+ =1 +y—1
Veja que x € 7 <—= (y— 1)

4, ou seja, y—1==F+louy—1==x20uy—1==+4 Obtém-se o
seguinte conjunto solugdo, S = {(5,2);(2,5);(0,—3);(-3,0);(3,3);(—1,—1)}.

Exemplo 5.1.3 (Extraido de Circulos Matematicos: A experiéncia russa). Resolva em 7

1+1_’_1_1
a b ¢
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Solugdo: Nesta questdo o primeiro passo é obter o mdximo divisor comum entre os
denominadores e a estratégia segue com as propriedades de divisibilidade em 7.

ab+ac—+ bce
abc
ab+ac+bc = abc

= 1

alb+c) = be(a—1)
a bc
=k
a—1 b+c

Veja que k € 7. <= (a—1)

a, como a= (a—1)+1 segue que (a—1)

1, ou seja,a—1==*1o0

que implica em a =2 ou a = 0, no entanto, a # 0, portanto a = 2. Assim, obtém-se os valores

para b e c.
b
€ =2 = be=2b+2c
b+c
bc—2b=2c = blc—2)=2c
2c
h —
c—2

Analogamente, b € 7. <= (¢ —2)|2¢, como (¢ —2)|2c¢ entéo (¢ —2)|2 ou (¢ —2)

¢, mas note que

¢ = (c—2)+2, portanto, basta (c —2)

2, assim, vem que ¢ —2 = +2 ou c —2 = 1. Portanto
c1 =1, ¢y =3, c3 =4, respectivamente, by = —2, by = 6 e b3 = 4. Logo, as solucdes sdo as

ternas (2,—2,1),(2,6,3),(2,4,4).
5.1.2 Usando inequacdes para resolver equacies diofantinas

Nem sempre € possivel resolver apenas usando fatoracdo, em certos casos é conveni-
ente limitar um intervalo de valores inteiros ou naturais afim de resolver ou pelo menos refinar o

espaco amostral das provdveis solugdes.
Exemplo 5.1.4. Determine as solugoes da equagdo
3(xy+xz+yz) = 4xyz.
Solugdo:Reescrevendo a equacdo, temos

Y

xyt+xz+yz 4
xyz 3

que equivale a
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Sem perda de generalidade podemos assumir que x <y < z. Isto implica que

>-—=x<-=xcZ.

= | W
W

o

Se x =1, temos

I 1
__|__:

=y<6=y€e{l,2,3,4,5,6}.
y z

W | —

2
= >
y

W | —

Substituindo os valores obtemos as solucoes (1, 4, 12) e (1, 6, 6).
Caso x = 2, temos
+ —5:>2>5:> <12:> € {2}
"6 y~6 =5 Tl
Assim obtemos as solugdes (2,2,3). Portanto, as solucées sdo (1,4,12),(1,6,6) e (2,2,3).
Exemplo 5.1.5. Resolva a equacdo em Z,

x2—2y2: 1.

Solugdo: A equagdo acima é conhecida como equacdo de Pell, pois é do tipo
x> —Ay?> =1, com x e y inteiros e A é um inteiro positivo diferente de um quadrado perfeito, ver

Souza (2017, p. 61). Porém, é possivel resolvé-la por métodos elementares como segue:

=27 =1
22—y} = 1+
2[(x=y)x+y)] = @-1)+2
2[x=y)(x+y)—1] = (x-1x+1)

Analisando o segundo membro da equagdo, quando x = £1 = y = 0. Assim, temos duas
solugées (—1,0) e (1,0). Note que o resultado do segundo membro deve ser par, com isso vamos
considerar duas situagdes: x par ou x impar.

Caso x par, isto é, x =2k, com k € Z, teriamos (2k+ 1)(2k — 1) = 2q, q inteiro, logo

absurdo. Caso x impar, isto é, x =2k + 1, temos
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2[(x=y)x+y)—1] = G=1)x+1)

2(2k+1)2—y*—1) = 2(2k)(k+1)
4P+ 4k —y* = 2P +2k
22 4+2k—y* = 0

y = £v2k(k+1)

Quando x é impar encontramos um par de possiveis valores para y, mas devemos escolher y
inteiro, note que y é inteiro se, e somente se, a decomposicdo seja do tipo y = pz, portanto,
devemos ter 2k = k+ 1, entdo k = 1. Portanto, x =3 e y = +2. No entanto, se elevarmos ao

quadrado a igualdade y = 3=+/2k? + 2k, obtemos
242k =4=2(k* +k—2)=0=2(k+2)(k—1)=0.
Assim, encontramos k = —2, entdo, x = —3 ey = +2.
Logo, o conjunto solucdo desta equacdo em 7. é (-3,-2),(-3,2), (-1,0),(1,0),(3,-2) e

(3,2).

Figura 3 — Grifico da solucdo da equagio x> —2y> = 1.

Fonte: elaborado pelo autor (2020).
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5.2 Equacoes Diofantinas Lineares
5.2.1 Equacgaoes Diofantinas em duas varidveis

Esta subsecdo se detém a mostrar o caso mais simples de equagdes diofantinas
lineares, com duas incdgnitas, visto sua proximidade com problemas relacionados com equagdes

lineares que sdo exploradas junto ao conteudo de sistemas de equacdes lineares no Ensino Médio.

Teorema 5.2.1 (Existéncia de solucdes). A equacdo diofantina ax + by = c tem solugdo inteira

se, e somente se, 0 mdximo divisor comum de a e b, (a,b) = d, divide c.

Demonstracdo. Seja (xo,yo) solucéo particular da equagdo ax+ by = ¢. Como d divide a e
divide b, ele também divide axg + byg, € com isso divide c. De modo reciproco, se d divide c,
entdo ¢ = d - k, para algum k inteiro. Por outro lado, sabemos que existem inteiros m e n, tais
que d =am+bn=d-k = (am—+bn) -k = a(mk) + b(nk). E assim, entdo, existe (mk,nk) que é

solucdo da equacao. Pondo xy = mk e yg = nk, assim
axo + byg = amk + bnk = c.
Por outro lado,

b
ax+by =c= ax+by=axo+byy=a <x—x0+gk> +b(y—yo—gk> =0.

Logo as solugdes sdo x = xo + Ek ey=yo— gk. Ha ainda uma quantidade infinita de solugdes se

¢ for um miiltiplo de d. Caso contrario, a equagdo Diofantina ax + by = ¢ ndo possui solu¢do. [l
Como consequéncia temos o seguinte corolario que a prova € imediata, portanto,

adotamos como postulado.

Corolario 5.2.1. Se (a,b) =1, isto é, se a e b sdo relativamente primos (ou primos entre si),

entdo a equagdo ax+ by = c sempre tem solugées inteiras, qualquer que seja c.

Vejamos agora alguns exemplos com situacdes que podem ser resolvidas por meio

de equacdes diofantinas lineares em duas variaveis.

Exemplo 5.2.1. Jodo sacou R$ 150 em um caixa eletrénico que dispunha de cédulas de R$ 20 e
R$ 50, quais sdo as possibilidades de saques que ele pode fazer?
Solugdo: Este problema pode ser resolvido por meio de resolucdo grdfica, sem a

necessidade de aplicar equagoes diofantinas lineares visto que apresenta um pequeno niimero
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de solugoes, no entanto, vamos mostrar que é uma estratégia vidvel. Seja a equagdo linear
20x 4 50y = 150 uma equacdo diofantina, pois, as solucdes do problema devem ser niimeros
inteiros positivos (niimeros racionais ndo satisfazem devido a natureza do problema). Note que
(20,50) = 10 que divide 150, assim, sabemos que hd infinitas solucdes inteiras, porém, para o
caso so nos interessam as positivas. Aplicamos o algoritmo de Euclides, para determinar uma
solugdo particular (podemos obter uma solucdo particular por inspecdo).

Pelo Algoritmo de Euclides:

50 = 20-2+10
20 = 10-2+0
Assim, 20+ (—=2) 4501 = 10, multiplicando por 15, obtemos uma solugdo particular (xg,yg):
50-15+20-(—30) = 150.
Portanto, a solugdo geral da equacdo é dada por
x = —30+5k
y = 15-2k
com k inteiro. Porém, devemos impor as restricoes x > 0 ey > 0, ou seja,
—30+5%>0 = k>6
15-2k>0 = k<%

entdo k € {6,7}. Se k =6 a solucdo é (0,3), ou seja, 3 cédulas de R$ 50. Se k =7 a solu¢do
é (5,1), isto significa, 5 cédulas de R$ 20 e 1 de R$ 50. Logo, sé hd duas maneiras de sacar
o valor mencionado com cédulas de R$ 20 e R$50. Utilizando o Geogebra obtém-se o grdfico

em que situa os pares ordenados sobre a reta que é o grdfico da equacdo no plano cartesiano

(figura 4 e figura 5).

Problema 5.2.1. (Proposto por Euler) Uma pessoa comprou cavalos e bois. Foram pagos 31
escudos por cavalo e 20 escudos por boi e sabe-se que todos os cavalos custaram 7 escudos a

menos do que todos os bois. Quantos cavalos e quantos bois foram comprados?

Solucio: Deve-se antes de qualquer coisa modelar o problema em forma de equagao.

Seja x o numero de bois e y o ntimero de cavalos comprados, temos a seguinte equagao

20x—31ly=7. (5.2)
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Figura 4 — Gréfico da solucdo da equacgao 20x + 50y = 150, quando k = 6.
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Fonte: elaborado pelo autor (2020).

Como (20,—31) = (20,31) = 1, logo existem x e y inteiros tais que satisfagam a equacdo 5.2.

Aplicando o Algoritmo de Euclides, temos que

31 = 20-1+411
20 = 11-1+9
11 = 9142

9 = 2-4+1
Isolando os restos do algoritmo e fazendo as substitui¢des convenientes, obtemos

1=9-4.2=9-4(11-9)=5-9-4-11=5(20—9) —4-11 =
5-20—-9-11=5-20—9(31—20) = 14-20—9-31 =20(14) —31(9) = 1

Multiplicando a expressdo acima por 7, chega-se a 20(98) —31(63) = 7. Como
98 =31(3) + 5, obtemos 20(5) —31(3) =7.

Portanto, xo = 5 € yp = 3 s@o solug¢do particular (e minimal) da equagdo diofantina.
A solugido geral é dada pelo conjunto de pares ordenados S = {(5+31k,3+20k)|k € Z, }. As
solucdes possiveis s6 surgem para k > 0, assim, podemos listar algumas solugdes na tabela a

seguir:
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Figura 5 — Gréfico da solucdo da equagao 20x + 50y = 150, quando k = 7.
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k| x=5+31k | y=3+20k

0 5 3
1 36 23
2 67 43

n 5+31n 3+20n

Problema 5.2.2. Em um pdtio do DETRAN, sabe-se que hd 400 pneus retirados de carros e
motos que foram apreendidos no més de Setembro. Quantos veiculos de cada categoria foram

apreendidos sabendo que a diferenca entre os dois niimeros é a menor possivel?

Solucio: Seja p o nimero de carros e g o nimero de motos presentes neste patio.
Sabemos que cada carro possui quatro pneus e cada moto, dois pneus. Deste modo o problema

pode ser representado pela equagao
4p +2g = 400.
A equag@o acima possui solugao pois (4,2) = 2 divide 400. Ela mesma pode ser reescrita como

2p +q = 200.
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Esta dltima também possui solugdes pois os coeficientes sao co-primos, assim, devemos tomar

uma solugdo particular, de pronto, temos 2(1) + 1(—1) = 1. Multiplicando por 200 segue que
2(200) + 1(—200) = 2(50) + 1(100).

Assim pg = 50 e go = 100 sdo solugdes particulares da equacdo. Com efeito, as solugdes sdo do
tipo p =50+t e g=100—2¢, com ¢ € Z. A propria natureza do problema impde a restri¢cao da
ndo negatividade, por isso, p =504t > 0e g = 100 —2¢ > 0, assim, —50 <t < 50. A diferenca
entre o nimero de carros e motos é dado por |p —¢g| = [(50+1¢) — (100 —2¢)| = |3t — 50, pois

p—¢q>0o0up—g<0. Por tltimo, deve-se verificar qual é o menor valor assumido por |37 — 50

como ¢ é inteiro ndo é possivel |3 — 50| = 0, por conseguinte, testamos |3 — 50| = 1, ou seja,
3t —50 =1 ou 3t — 50 = —1, para o primeiro caso obtemos ¢ = 17 ja no segundo ¢ ndo € inteiro.

Entdo, temos como solucdo p = 67 e g = 66.

Problema 5.2.3. Uma certa quantidade de magas é dividida em 37 montes de igual niimero.
Apdos serem retiradas 17 frutas, as restantes sdo acondicionadas em 79 caixas, cada uma com a
mesma quantidade. Quantas macds foram colocadas em cada caixa? Quantas magds tinha cada

monte?

Solucao: Seja m a quantidade de magas. A quantidade m foi dividida em 37 montes,
ou seja, m = 37x, com x sendo o nimero de magas em cada monte.

Por outro lado, se forem retiradas do total 17 frutas, o restante pode ser guardadas
em 79 caixas, ou seja, m — 17 =79y, sendo y o nimero de mag¢as em cada caixa. Substituindo o
valor de m da primeira igualdade na segunda obtemos 37x — 79y = 17.

Basta agora calcularmos a solu¢do para esta equagdo, uma vez que ela admite solugdo

jaque (37,79) = 1. Nesse sentido, temos, pelo Algoritmo de Euclides, que

79 = 37-245
37 = 5742
5 = 2-241

Consequentemente, temos

1 = 5-2(2)=5-2(37-5(7)) = 5(15) = 37(2) = (79— 37(2))(15) — 37(2)
= (—32)37—(=15)79
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Multiplicando a igualdade acima por 17 e aplicando a divis@o euclidiana, obtemos
(—544)37 — (—255)79 = ((—=7)79+9)37 — (—255)79 = (9)37 — (4)79.

Portanto, a solu¢do minimal xo = 9 e yp = 4. Assim, a solu¢do geral é dada por
S ={(9—79,4—37t)|t € N}. O tnico valor possivel é t = 0. De imediato, em cada monte

foram colocadas 9 magds e em cada caixa, 4 macas.

Exemplo 5.2.2. Um laboratério dispoe de 2 mdquinas para examinar amostras de sangue. Uma
delas examina 40 amostras de cada vez enquanto a outra examina 28. De quantos modos
diferentes essas mdquinas podem ser acionadas para examinar 1200 amostras? (Adaptado de
Rocque e Pitombeira (1991, p. 39))

Solugdo: Primeiro equacionamos o problema, Seja x| o niimero de exames feitos

pela mdquina 1 e x; o niimero de exames feitos pela mdquina 2, assim, temos
40x1 +28x, = 1200.
Aplicando o algoritmo de Euclides, temos
40 = 28-1+12
28 = 12-2+4

12 = 4340

Reescrevendo as divisdes sucessivas acima, temos
12 = 40-1428-(—1)

4 = 28-1412-(-2)

4 = 28-1+(40-14+28-(—1))(-2)

4 = 40-(-2)+28-3
Multiplicando a ultima igualdade por 300, obtemos uma solug¢do particular:

40 - (—600) + 28 - (900) = 1200.

Assim, temos como solucdo geral x; = —600+ Tk e x; =900 — 10k, k € Z, é evidente pela

natureza do problema que x; > 0 e x, > 0, consequentemente, devemos resolver o sistema

x1 = —600+7k>0
x = 900—-10k>0
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assim, temos k € {86,87,88,89,90}. Entdo, temos como solugdo os pares (2,40), (9,30), (16,20),
(23,10), (30,0).

O exemplo acima poderia ser implementada acrescentando o custo de cada maquina
por exame realizado e dai poderiamos formular um problema de programacao linear (minimi-
zagdo/maximizacdo), problemas deste tipo sdo comuns em situacdes reais. Sao frequentes os
problemas em economia ou em engenharias em que hé a restricdo de que as solu¢des sejam

inteiras positivas, a disciplina de Pesquisa Operacional trds muitas questdes, das mais variadas

areas, nesse sentido Pommer e Pommer (2013) trds uma vivéncia de sala de aula que motiva.

Em outra circunstancia, ao lecionar Fundamentos de Matematica em cursos de
bacharelado em Ciéncias Sociais, havia recomendacéo para a contextualizagdo
da disciplina com os temas caracteristicos desta area. Durante a revisao bibli-
ogréfica, encontramos inimeras situagdes e ilustragdes de conceitos basicos
presentes na area de Microeconomia que estao em interface com o ensino da
Matematica. Mais especificamente, emergiram alguns exemplos que represen-
tavam solucdes inteiras, implicitamente relacionadas as Equa¢des Diofantinas
Lineares. Vale ressaltar que algumas dessas situagdes referem-se a questdes
cujo contexto consideramos proximos a realidade do cidadao comum. Pommer
e Pommer (2013, p. 168)
Infelizmente, as equacgdes diofantinas sdo tratadas geralmente em cursos superiores
especificos da area de ciéncias exatas, matemdtica ou computacdo, no entanto, necessita de
conhecimentos que estdo acessiveis a alunos do ensino fundamental ou médio, é evidente que se

abordado com a devida sensibilidade se lograra exito.
5.2.2 Equacades Diofantinas em trés varidveis

Na subsec¢do anterior vimos como resolver equacdes diofantinas em duas variaveis,
agora se faz necessdrio abordar casos com trés varidveis, € salutar que € possivel resolver
equagdes diofantinas com trés ou mais incognitas, mas se recorre ao caso com duas varidveis e
para isso € necessdrio um recurso algébrico interessante que nos remete a um caso andlogo que é
o do Mdximo Divisor Comum. E sugerida a leitura de Souza (2017, p. 33).

Dizemos que uma equacao diofantina € linear de trés varidveis se ela € escrita da
forma ax + by + cz = k, onde a, b, x, y, z sdo inteiros, no qual os coeficientes a, b € ¢ ndo
sao nulos. Vimos na proposi¢do 5.2.1 que uma equagdo diofantina linear de duas varidveis
ax + by = ¢ possui solugdo se, se somente se, (a,b) divide c. De forma similar, as equagdes
diofantinas de trés varidveis admitem solugdo se, e somente se, o termo a direita da igualdade é
divisivel pelo maximo divisor comum dos coeficientes a, b e c. Enunciamos esse resultado na

seguinte proposicao.
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Proposicao 5.2.1. A equacdo diofantina ax+ by + cz = k com a, b, ¢ niimeros inteiros ndo nulos

e k um inteiro qualquer admite solucdo se, e somente se, (a,b,c)|k.

Demonstragcdo. Seja (a,b) = d;. Logo existem 1y, f, inteiros tais que at| + bty = d;. Como

(a,b,c) = (di,c) =d, existem t, 7 inteiros de modo que d = d;t + czp. Logo,
d = dit + czg = (at) + bty)t + czg = atyt + btrt + czp.
Tomando xo = #1f € yg = tof temos que
axo+byg+czo =d.

Assim, a equac@o ax + by + cz = k admite solugdo, pois, d|k, ou seja, k = dg, para algum ¢
inteiro. Entao,

a(xo0q) +b(yoq) +c(z09) =dgq =k

onde xpq, Yoq € zoq sdo solugdes particulares dessa equagao. [

Em uma equacao do formato ax + by + cz = k, podemos considerar p = ax+ by e
resolver a equagdo de duas varidveis p + cz = k. A partir desta, determinamos a solu¢do geral,
ou seja, o valor de z e o valor de p (p = pg+ct e z=z9 —t). Na sequéncia basta resolvermos

ax+ by = po + ct que obteremos os respectivos valores das incognitas x € y.

Problema 5.2.4. Gabriel guarda em um cofre moedas de 5, 10 e 25 centavos. Ele resgatou o
valor de R$ 10,00 e foram contadas 50 moedas. Quantas moedas de cada valor estavam no

cofre?

Solucao: Note que devemos escrever a quantia expressa em Reais (R$) para centavos,
afim de evitarmos o cdlculo de maximo divisor comum para nimero racionais que é abordado
em Ripoll et al. (2006). Sejam x, y e z as quantidades de moedas de 5, 10 e 25 centavos,

respectivamente. Pode-se equacionar o problema com a seguinte equacao diofantina
S5x+ 10y 425z = 1000. (5.3)

Como (5,10,25) =5 e 51000, entdo, a equagdo 5.3 possui solugdo. Podemos reescrevé-la da
seguinte maneira

x+2y+5z=200. (5.4)
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Tomando p = x4 2y, temos

p+ 5z =200.

Pelo Teorema 5.2.1 a equagdo acima admite solucdo, pois (1,5) = 1 divide 200. Sendo py =20 e
Zo = 36 uma solug¢do particular. Logo, as solugdes inteiras sdo da forma p =20 -5t e z =36 +1,
comt € Z.

Como visto anteriormente, x + 2y = p = 20 — 5¢. Desta forma, devemos encontrar
as solucdes inteiras da equacao

x+2y=20-5¢ (5.5)

Para que a equacdo acima admita solugdes inteiras, 1 deve dividir 20 — 5¢. Note que é imediato

verificar que 1|(20 — 5¢) para todo ¢ inteiro. Logo, existem x e y inteiros tais que
x+2y=1, (5.6)

na qual podemos tomar como solug¢do particular xo = —1 e yg = 1.

Multiplicando a equacdo 5.6 por 20 — 5¢, obtem-se
1(5t—20)+2(20 —5t) =20 —5¢ (5.7)

Desta dltima obtém-se x = —20+4 57 +2t1, y=20—5t —t; e z =36 +1.
O problema nos impde outra condi¢do que deve ser equacionada, deixamos por
ultimo por conveniéncia do método utilizado. A soma dos nimeros de moedas é 50, isto €,

x+y+z=>50. Com isso, temos

(—20+5t+211)+(20—-5t—11)+(36+¢t) = 36+t+1, =50

= t+1 =14

Substituindo #; = 14 — ¢, temos

x = 8+43t>0
y = 6-42>0
z = 364+t>0
Como o problema s6 admite solugdes inteiras positivas devemos ter £ = 0 ou r = 1. Por inspecao,

conclui-se que t = 1, assim,a solucdo é x =11, y =2 e z = 37. Entdo, no cofre tinha 11 moedas

de 5 centavos, 2 moedas de 10 centavos e 37 moedas de 25 centavos.
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5.2.3 Equacades Diofantinas de n varidveis

Uma equacao diofantina de n varidveis € uma equacdo da forma
aix; +axxr+azxs+...+a.x, =k (5.8)

coma; € Zea;#0parai=1,2,3,... ,n. Aplicando os mesmos recursos algébricos que foram
utilizados para resolucdo as equagdes diofantinas de com varidveis, também deve-se atentar para

a condicao de existéncia de solucao para a equagdo 5.8.

Proposicao 5.2.2. A equacdo diofantina a\x; + axxy + ... +apx, =k, a; € Z, a; # 0 para Vi =

1,2,...,n, com k € Z admite solucdo se, e somente se, (ay,ay,...,a,)|k.

Demonstracdo. Pelo Teorema 4.6.1, vimos que existem xp,x», ..., X, inteiros tais que
n
C(ay,az,...,an) = Zaix,- = (ay,az,...,ay).
i=1

Portanto, ¢ evidente que a equagdo acima tem solugdo se, e somente se, k € C(ay,ay,...,a,) que

implica em (ay,az,...,ay)|k. O

Exemplo 5.2.3. Determinar a solugdo geral em 7 da equagdo diofantina 3x+ 6y — 10z 42w =
50.

Soluc¢ao: Reduziremos a equacgdo inicial em uma outra com duas varidveis, tomando
KD = 3x+ 6y — 10z, temos k; + 2w = 50. Note que (1,2) = 1, assim, a equacéo KD 42w =1
possui solucdo em inteiros, tomando como solucdo particular k(()l) =3 e wy = — 1. Multiplicando
por 50, temos

kD =150 — 21

w=—-5041

comt? € Z.
Refazendo o mesmo processo algébrico do qual obtemos k) e z, escrevemos k(2) =
3x+ 6y, entdo
K —10z = kM = 150 — 21,

A equagdo acima possui solugdo, pois o0 mdximo divisor comum dos coeficientes da equacao

divide 150 — 2f para todo g € Z. De fato, existe uma combinag¢ao linear na qual determinamos
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uma solucdo particular.
150 — 2t = 1(—10+8tp) — 10(—16+1,).

Entdo, k%) = —10+4 81— 10t; e z = —16 419 — t;, com 1y, 7] € Z.

Por consequéncia, chegou-se a
3x+6y =—10+ 81 — 101. (5.9)

Para que haja solug@o devemos ter 3| (—10+ 81y — 10¢;) < 3| (—1+ 2t — 1), logo
existe p inteiro tal que —1 + 279 —#; = 3p. Na equacgdo 5.9 o méaximo divisor comum dos

coeficientes € igual a 3, dividindo ambos os membros da equacdo diofantinas por 3, chega-se a
xX+2y=—3+42t—3t1 +p.
Como xg =3 —2ty+ 3ty — p e yo = —3 + 2to — 3t; + p. Entdo,
x=3-2t+3t1—p+2
y=—3+42ty—3t; —q.

Logo a solug@o geral em Z é dada pelo conjunto S = {(3 — 29+ 3t; — p +2q, —3 + 29 — 3t; —
q,—16+1t9—11,—50+10)|t0,11, p,q € Z}. Pode-se obter solu¢des ao atribuirmos valores para
fo e ty, respeitando a condigdo 3|(—1+ 2¢y — 1), feito isso, devemos equacionar um sistema de

equacoes para determinar os valores de p e q.
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6 METODOLOGIA
6.1 Caracterizacao da Escola

Foi elaborada uma sequéncia didatica para ser trabalhada com duas turmas regulares
no turno matutino do 2° ano do ensino médio na Escola Estadual Coronel Solon, na qual sou
professor responsavel de cinco turmas do ensino médio, a escola esta situada no municipio de
Grossos-RN, na zona urbana. Grossos, ¢ um municipio litordneo situado na microrregido oeste
do estado do Rio Grande do Norte. Segundo, o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica
(IBGE) no censo de 2017 a populagdo do municipio era de 10.386 habitantes. A economia do
municipio € baseada na extracdo e industrializacao do sal marinho, assim, como os municipios
de Areia Branca, Macau, Tibau e Icapui, este dltimo situado no estado do Cear4, faz parte da
costa branca. A Escola Estadual Coronel Solon € a tnica institui¢do no municipio que oferta
o ensino médio desde 04/04/1994, por meio do decreto estadual 12.105/94 a "Escola Estadual
Coronel Solon, Ensino de 1° Grau"foi transformada em "Escola Estadual Coronel Solon, Ensino
de 1° e 2° Graus", conforme a Lei 5.692/71 da LDB. Sobre a criacdo se sabe que ocorreu em
meados dos anos 1950, outrora, denominado Grupo Escolar era responsdvel pela educacdo
primdria de filhos de salineiros, pescadores e de agricultores que migraram de outras cidades do
interior do estado para trabalharem nas salinas da regido. Segundo, o INEP (Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira) a nota do IDEB (indice de Desenvolvimento
da Educacgdo Bésica) do ano 2015 desta institui¢ao foi de 2,8, porém, a projecdo era de 4,0,
no entanto, devido a baixa participacdo do corpo discente nesta avaliacdo externa nao houve

divulgacdo oficial pela autarquia responsavel (ver anexo B).

6.2 Sequéncia didatica para o uso da decomposicao em fatores primos para a obtencao

do Maximo Divisor Comum e Minimo Multiplo Comum

A ideia consiste em aplicar as aulas em duas turmas do 2° ano do Ensino Médio que
sdo compostas por cerca de 30 alunos cada. A sequéncia didatica foi elaborada de modo a simpli-
ficar a aplicacdo em sala de aula, contudo, deve-se enfatizar no desenvolvimento de habilidades
bésicas tais como divisibilidade, mdximo multiplo comum e minimo mdaltiplo comum que se
relacionam diretamente ao tema proposto. Nas primeiras aulas serdo relembrados os algoritmos

para obten¢do do maximo divisor comum e minimo multiplo comum, alguns exercicios serao
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resolvidos em sala de aula e outros propostos, estes primeiros serdo abordados de uma maneira
algoritmica, da mesma forma que geralmente é abordada no ensino fundamental, no decorrer das
aulas exploratdrias € recomendado que o professor insira problemas que exigem contextualizagdo
com situacdes cotidianas, afim de tornar o tema algo mais palpavel na perspectiva pedagogica. A
proposta de resolugcdo de problemas em matemadtica contextualizados com situagdes cotidianas é
um dos grandes desafios no geral para a maioria dos alunos e dos professores.

Os materiais que serdo utilizados nas aulas: lousa, pincel para lousa, notebook,
projetor, Geogebra, planilhas eletronicas.

No primeiro momento deve-se realizar uma avaliacdo diagndstica quanto ao dominio
de alguns contetdos que serdo explorados no decorrer das aulas sobre equacdes diofantinas
lineares. A avaliacdo diagndstica deve ser composta com exercicios sobre Algoritmo da divisdo,
decomposicao em fatores primos (Ver Teorema Fundamental da Aritmética), maximo divisor
comum e minimo multiplo comum. Diante da andlise feita pelo professor sobre a situacdo da
turma, deve-se escolher em fazer uma breve revisdo com a resolugdo de exercicios da prépria
avaliacdo diagnéstica ou na continuacao da sequéncia didatica com a préxima parte dos contetdos
auxiliares. O tempo estimado para a Avaliagao Diagnéstica serd de 4 aulas de 50 minutos, ver

Apéndice A.

6.3 Sequéncia didatica para resolucao de Equacées Diofantinas Lineares

A proposta do ensino de equagdes diofantinas lineares estd intimamente ligada a um
processo de discretizacdo do estudo de sistemas lineares, portanto, é mister estimular a priori nos
discentes formas alternativas de solucdes, o método das tentativas e erros deve ser estimulada, se
for oportuno pode-se mostrar o Método da falsa posigcdo e sua aplicabilidade na resolugdo de
equacdes de 1° grau. A motivacdo utilizada para introduzir este tema pouco explorado no ensino
médio se d4 pelo pouco espaco que a matematica discreta assume no ensino de matematica na
educagdo bdésica.

Ao prosseguir com a transposicao diddtica serdo apresentadas a definicdo de equacgdo
linear em duas incognitas e o método de resolucdo por tentativa e erro, aquele em que se atribui
um valor para uma incégnita e se equaciona para obter a outra. Posto isto, é oportuno discorrer
sobre a quantidade infinita de solugdes reais e conjecturar sobre a infinitude das solucdes inteiras
e inteiras ndo negativas.

Antes de resolver equagdes diofantinas lineares faz-se necessario uma sondagem
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sobre resolucao de inequacdes de 1° grau com uma incégnita, caso necessario, serd feita uma
revisdo com resolucdo de exercicios direcionados. Esta dltima habilidade € importante quando
se tem que resolver equacdes diofantinas lineares com valores inteiros positivos.

E importante solicitar a fixagiio de alguns conceitos tedricos para dar suporte na
estratégia de resolugdo das equacdes diofantinas lineares, dentre eles € o dominio do algoritmo
de Euclides e do teorema de Bezout. A lista de atividades dirigidas para a resolucao de equagdes
diofantinas encontra-se no Apéndice B. O tempo destinado para a transposi¢do didética sera
flexibilizada em func@o da necessidade de tempo para o dominio dos contetdos especificos,
estimou-se em aproximadamente 8 aulas de 50 minutos.

A depender dos resultados obtidos com o ensino de equagdes diofantinas lineares
pode-se prosseguir com a resolu¢@o de alguns tipos de equagdes diofantinas ndo lineares, o que
demandard mais tempo e conhecimentos tedricos que estdo contidos no Capitulo 4. A inserc¢do de
meios computacionais para auxiliar na resolugao dos problemas € algo que deve ser incentivado

e orientado pelo docente.

6.4 Opiniao de professores de matematica sobre a insercao do tema no Ensino Médio

Foi realizado um questiondrio eletrénico com questdes de opinido acerca da inser¢do
do tépico equagoes diofantinas lineares no ensino médio e questdes para identificaciao do perfil

docente (sexo, faixa etdria, tempo de magistério e formacdo académica).
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7 RESULTADOS

Devido a suspensdo das aulas presenciais na rede estadual de educacdo no estado do
Rio Grande do Norte ndo se deu a aplicagdo em sala com os alunos. Havia a possibilidade de ser
aplicada em modo nao presencial, no entanto, constatou-se pouca participacao dos discentes nas

aulas remotas o que

7.1 Resultados do questionario

Quanto ao questiondrio, ele foi aplicado em 23 professores de matemadtica por meio
de formuldrio eletronico feito no Formuldrios Google e enviado para eles através de mensagem
pelo whatsapp. As primeiras perguntas foram para tracar um perfil dos professores entrevistados.

Ver o resultado do questionério no Apéndice C.

Observado o resultado do questiondrio, a maioria, 18 entre os 23 entrevistados
concordam em inserir o tema no ensino médio. A maioria dos professores tem dominio sobre
o objeto de estudo. Isto corrobora com a ideia do presente trabalho, visto que se embasa em
conhecimento adquiridos no ensino fundamental, no entanto, é observada certa deficiéncia nestes
contetdos que remetem 2 teoria dos nimeros devido A natureza abstrata. E valido citar um trecho

das Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio

A contextualiza¢do ndo pode ser feita de maneira ingénua, visto que ela serd
fundamental para as aprendizagens a serem realizadas — o professor precisa
antecipar os contetidos que sio objetos de aprendizagem. Em outras palavras, a
contextualizagdo aparece ndo como uma forma de “ilustrar” o enunciado de um
problema, mas como uma maneira de dar sentido ao conhecimento matemético
na escola. BRASIL (2006, p. 83)

A Matematica é uma disciplina que exige abstragdes do aluno, pois exige concentra-
cdo e disciplina para seu aprendizado, no entanto, ndo podemos dissociar o ensino-aprendizagem
da Matematica aos conhecimentos de mundo do individuo, dando relevancia as suas percepgoes
e experiéncias do seu cotidiano. Neste sentido as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio

ainda recomenda:

Para isso, a escola deve buscar novas formas de se organizar, considerando
que os contetdos disciplinares ndo se esgotam em si mesmos, mas significam
0 acesso ao saber cultural e a aquisi¢do de ferramentas para o entendimento
da sociedade em que vivemos, destacando-se as que capacitam os individuos
para viverem em um mundo tecnolégico e informatizado. Nesse sentido, pode
ser interessante propiciar momentos de trabalho em duplas e em pequenos
grupos, que possibilitam a participagdo ativa dos alunos, o confronto de ideias e
a adoc¢do de consensos. (BRASIL, 2006, p. 91)
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Neste sentido os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) recomendam que haja

incitacdo ao desenvolvimento do pensamento algébrico.

o estudo da Algebra constitui um espaco bastante significativo para que o aluno
desenvolva e exercite sua capacidade de abstracdo e generalizacdo, além de lhe
possibilitar a aquisicdo de uma poderosa ferramenta para resolver problemas.
(BRASIL, 1998, p. 117)
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8 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

O presente trabalho objetivou uma proposta de fortalecimento dos estudos em teoria
elementar dos nimeros a nivel de ensino fundamental e médio, também inserindo novo conceitos.
Toda fundamentacio tedrica se mostrou direcionada ao tema equagdes diofantinas. As atividades
propostas nas sequéncias didaticas justificaram a necessidade do embasamento tedrico diante
dos problemas aplicados. Portanto, uma ponderagdo entre o abstrato e o palpdvel se mostram
uma proposta coerente. Ainda neste delinear, faz-se mister a abordagem e contextualizagdao
histérica de tépicos em Teoria dos Nimeros. Deve-se dar énfase as aplicagdes das equagdes
diofantinas lineares com duas varidveis, no entanto pode-se dar continuidade com aplica¢des
de equacoes diofantinas lineares com trés varidveis e a resolucdo por meio de fatoracio e
desigualdades. H4 a ideia para que o material produzido neste trabalho seja aproveitado como
material de preparagdo para as Olimpiadas de Matematica em relagdo aos contetidos de teoria
dos nimeros. Para o aprimoramento e adaptacdes deste texto, sugere-se a leitura de algumas
obras citadas nas Referéncias Bibliografia, tais como Hefez (2006), Hefez (2013), Moreira et al.
(2011),Dutenhefner e Cadar (2017), Fomin et al. (2010), Neto (2012), Santos (2006) e Ripoll et
al. (2006)(artigo).
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Governo do Estado do Rio Grande do Norte

Secretaria da Educacdo, da Cultura, do Esporte e do Lazer - SEEC
122 Diretoria Regional de Educacao e Cultura - 122 DIREC

Escola Estadual Coronel Solon. Ensino Fundamental e Médio.
Rua Manoel Firmino, 127 - Centro - Grossos/RN, CEP: 59.675-000. Telefone: (84) 3327 3561
Nome do discente:

SERIE/ANO: CURSO: TURNO:____ TURMA:
Data:__de__ de20__
PROFESSOR: PATRICIO J. DE SOUZA

Avaliacao diagnéstica

. Aplicando o algoritmo da divisdo determine o quociente g e o resto r das divisdes de a
por b:

(@ a=12eb=3 (d a=224eb=13 (g a=-100eb=7
(b) a=26eb=5 (e) a=2450e b=23 (h) a=-125eb=-5
(c) a=108eb="7 (f) a=-400e b =360 (i) a=24l1eb=-17

2. Faca a decomposicdo em fatores primos dos seguintes nimeros naturais:

(a) 24 (d) 224 (g) 225

(b) 72 (e) 1735 (h) 13005

(c) 27 (f) 400 (1) 999333

Determine a quantidade de divisores naturais de cada nimero inteiro positivo abaixo:
(@) 12 (d) 81

(b) 28 (e) 144

(c) 36 (f) 386

4. (Extraido do Caderno de Exercicios - Conjuntos e Quantidades de Divisores no Portal
da Matemadtica) Uma professora leva para a sala de aula uma caixa com 24 bombons.
Ela quer distribuir estes bombons de maneira que cada aluno receba a mesma quanti-
dade de bombons e também que ndao sobre nem um bombom com ela. Quantas sao as
possiveis quantidades de alunos em sala para que isso aconteca?

Calcule o Mdximo Divisor Comum aplicando dois métodos: pela decomposi¢do em fa-
tores primos e pelo Algoritmo de Euclides. (Notacao: (a, b) = MDC(a, b).)

(@ (12,9) (d) (54,128,36)

(b) (24,40) (e) (36,108,216)

(c) (28,42,147) (f) (171,855,882)
6. Calcule o Minimo Muiltiplo Comum aplicando dois métodos: pela decomposicao em

fatores primos ou pela relacao a- b = (a, b) - [a, b]. (Notacao: (a,b) = MDC(a, b) e [a, b] =
MMC(a, b).)



(@ [12,9] (d) [40,28,20]
(b) [24,40] (e) [36,108,216]
(o) [15,36,54] (f) [54,16,82]

7. (Extraido do Colégio Militar de Fortaleza - 2014) Darodoviaria da cidade de Alegrelandia,
saem Onibus de 75 em 75 minutos para a cidade de Vila Feliz e de 2 em 2 horas com
destino a cidade de Boa Esperanca. Em um determinado dia, as 8 horas da manh3, dois
Onibus saem juntos, um para cada cidade. Qual e a diferenca entre o numero de viagens
realizadas para Vila Feliz e para Boa “ Esperanca ate o proximo horario em que dois
Onibus sairdo juntos novamente da rodovidria de Alegrelandia, um para cada cidade?

@ 3 () 6 e) 9
(b) 5 (d) 8

8. Uma parede retangular de 480 cm de comprimento por 300 cm de altura deve ser coberta
com azulejos quadrados. Deseja-se utilizar a menor quantidade possivel de azulejos,
qual deve ser a medida inteira, em centimetros, do seu lado? (Deve ser desprezada a
espessura do rejunte)

9. Numa corrida de férmula 1 se verificou que os tempos médios de uma volta de trés pilo-
tos foram: piloto A, 72 segundos; piloto B, 80 segundos; piloto C, 70 segundos. Se todos
largaram no inicio da primeira volta juntos, depois de quantas voltas completas eles irdo
cruzar novamente a linha de chegada juntos?

10. Resolva as operacdes com fragoes abaixo:

@ 245 2)7
=t3 (cl)2+(g -=
(b) 4_1._24_1
3 7 5 )
4 49 © 1_(2_1)
©5%3°7 5 3
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Governo do Estado do Rio Grande do Norte

Secretaria da Educacdo, da Cultura, do Esporte e do Lazer - SEEC
122 Diretoria Regional de Educacao e Cultura - 122 DIREC

Escola Estadual Coronel Solon. Ensino Fundamental e Médio.
Rua Manoel Firmino, 127 - Centro - Grossos/RN, CEP: 59.675-000. Telefone: (84) 3327 3561
Nome do discente:

SERIE/ANO: CURSO: TURNO:____ TURMA:
Data:__de__ de20__
PROFESSOR: PATRICIO J. DE SOUZA

Lista de Exercicios Dirigidos para resolucao de equacoes diofantinas lineares

. Determine uma solu¢do em ntimeros inteiros para cada equacdo linear a seguir:

(@ 2x+3y=5 (e) 7x+56y=-28 ) Zx-2y=0
_ 37 4
(b) —x+5y=6
) x+y+z=5
(c) 4x-3y-5=0 1 7
(d) 2x+8y=3 (g 10x—7y+2z=0 @ Jx+3y=1

2. Dadas as equacdes lineares esboce o grafico com todas as solugdes em Z.:

(@ x+2y=7 (d) 5x+10y=11
(b) 4x+7y =28 (e) x+y+2z=3
(c) 3x+12y=24 (f) 3x+y+z=5
Resolva as inequacgdes do 1° grau em R:

(@ 2x+3<7 (d 8-2t=1

(b) 3x-7>5 (e) 1+4r<5

(c) 3-2x=7 (f) 10-8t=-6

4. Resolva os sistemas de inequacoes do 1° grau em Z:

@ 2x+3 < 15 © 8-2t = 1

¥ 13x-7 > 5 9 1+4r > 5
3x—7 < 5 10-8f = -6

(b){ 3-2x < 7 (d){ t S|

5. Determine uma solucdo particular das equacdes diofantinas a seguir aplicando o Teo-
rema de Euclides Estendido:

(a) 15X +36Y =18 (c) 40X +65Y =50 () 7x—56y =28
(b) 90X +28y =22 (d) 24x+18y=6 (f) 35X-15Y =75

6. Resolva em Z as equacgoes:



(a) 28X +22Y =32 (c) 8X+13Y =23
(b) 40X +65Y =135 (d) 51X-36Y =-9

7. José sacou R$ 100 em um caixa eletronica que dispunha de cédulas de 10 e 20 reais.
Considerando que as quantidades de cédulas dos dois valores seja maior do que 10, de
quantas maneiras José podera receber o seu valor solicitado? (Encontre as solucoes gra-
ficamente e por meio da resolucao de equacdes diofantinas lineares)

8. Numa criacdo de coelhos e galinhas, contaram-se 400 pés. Quantas sdo as galinhas e
quantos sdo os coelhos, sabendo que a diferenca entre esses dois niimeros é a menor
possivel?
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APENDICE C - QUESTIONARIO APLICADO AOS PROFESSORES

Figura 6 — Grafico indicando o sexo dos entrevistados, 17 do sexo masculino e 6 do sexo

feminino.
Sexo:
23 respostas
@ Masculing
@ Femining
9 Outros

Fonte: elaborado pelo autor (2020).



Figura 7 — Faixa etdria.
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Sua faixa etaria:
23 respostas

@ 18a25
@ 26a 30
® 30235
@ 35a40
@ mais de 40
Fonte: elaborado pelo autor (2020).
Figura 8 — Tempo de docéncia em matematica.
A quantos anos leciona matematica?
23 respostas
@ até 3 anos

@ entre 3 e 7 anos
© entre T e 10 anos
) mais de 10 anos

Fonte: elaborado pelo autor (2020).




Figura 9 — Quanto ao tipo de graduagao.
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Quanto a sua graduagao, e
23 respostas

@ Ensino Médio (Magistério)

@ Licenciado am matematica

B Licenciado erm dreas afing (lisica,
quimica atc)

@ Bacharelado em areas afins (Ciéneia e
Tecnologia, Engenharias etc)

@ Licenciatura em oulras dreas do
conhecimente

@ Bacharelado em oulras dreas (admini...
@ Licenciatura em ouiras drea do conhe...

Fonte: elaborado pelo autor (2020).

Figura 10 — Quanto a graduagdo

Quanto a0 seu nivel de escolaridade:
23 respostas

@ Ensino Médio Completo (Magistéric)

@ Graduagio (licenciatura ou
bacharelada)

@ Pos graduagdo latu sensu
(especializagho)

@ Pis graduagdio strictu sensu (mestrado
au doutorada)

Fonte: elaborado pelo autor (2020).




Figura 11 — Quanto ao dominio do contetddo "equagdes diofantinas lineares".
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Quanto ac conteldo "equagdes dicfantinas lineares™
23 respostas

@ tenho dominio
@ ndo tenho dominio
@ nic conhego

Fonte: elaborado pelo autor (2020).

Figura 12 — Quanto ao dominio do conteddo "equacgdes diofantinas lineares".

Quanto ao conteldo "equagdes diofantinas lineares™:
23 respostas

@ tenho dominio
@ ndo tenha dominio
@ ndo conhego

Fonte: elaborado pelo autor (2020).




Figura 13 — Quanto a inser¢ao do contetdo "equagdes diofantinas lineares"no ensino médio.
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Vocé inseriria o topico "equagoes diofantinas lineares” no conteldo de equagoes lineares no
Ensino Médio?
23 respostas

@ Sim
@ Nio

Fonte: elaborado pelo autor (2020).
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ANEXO A - O MINIMO MULTIPLO COMUM E O MAXIMO DIVISOR COMUM
GENELARIZADOS

O presente artigo trata sobre os conceitos de minimo multiplo e maximo divisor
comum no conjunto dos racionais e irracionais, além da aplicabilidade da forma generalizada.

Pode-se fazer uma descricdo sucinta do arquivo anexado.



MATEMATICA UNIVERSITARIA
n 2 40 - junho/2006 — pp. 59-74

O Minimo Multiplo Comum e o

Maximo Divisor Comum
Generalizados

CyYDARA C. RiroLL, JAIME B. RIPOLL, ALVERI A. SANT’ANA

1 Introducao

Na disciplina “Tecnologia de Informacgao e Comunicag¢ao em Educa-
cao Matematica”, do Mestrado Profissionalizante em Ensino de Matemad-
tica da UFRGS, os alunos foram solicitados a explorar o programa Gra-
phEquation, e 14 calcularam o minimo miultiplo comum entre niimeros
reais, obtendo, por exemplo?,

lem (% , %) -2 (1)

Paralelamente, na disciplina de Fundamentos de Matemadatica B, lhes
era dito que o minimo multiplo comum entre dois racionais (ou reais)
pode ser sempre tomado igual a 1, simplesmente porque Q (ou R) é um
corpo. Estas duas informactes geraram, naturalmente, uma confusio
entre os alunocs, ocasionando um debate entre estes e seus professores.
Considerando a polémica ensejada por esta discussao, bem como certas

lem =least common multiple=minimo miiltiplo comum
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questées levantadas como, por exemplo, a da utilidade da nocdo do mmec
entre reais, escrevemos o presente trabalho, com os seguintes objetivos:
i) esclarecer em que sentido as duas afirmagdes acima estdo corretas;
#) abordar quest8o similar com relagao ao maximo divisor comum;
#i7) apresentar exemplos de aplicacfes para o méximo divisor comum
e 0 minimo maultiplo comum entre ndmeros reais.
Comegamos relembrando os conceitos e algumas propriedades do
minimo miultiplo comum e do méximo divisor comum entre inteiros.

Definicao 1.1. Dizemos que um inteiro v é miltiplo de um mtezro U,
ou que u € um divisor de v, se

v=1tu | (2)

para algum wnteiro t. Dizemos que £ é maltiplo comum de dois inteiros
u e v se £ € milliplo de u e de v. Finalmente, dizemos que M € o
minimo miltiplo comum entre u e v, e escrevemos M = mmc(u, v),
se:

i) M > 0,

i) M é multiplo comum de u e v,

i1i) M € o menor dos multiplos comuns, no sentido de que se M' é
um maultiplo comum deuw ev e M' > 0 entdo M < M'.

Definigao 1.2. Dados dois inteiros u e v, dizemos que um natural
D € o mdximo divisor comum enire u e v, e escrevemos D =
mdc(u,v), se:

i) D é um divisor comum de u e v, isto é, D é divisor tanto de u
quanto de v,

it) D é o maior dos divisores comuns, no sentido de que se D’ é um
divisor comum de v e v entdo D' < D.

Propriedades do mmc e do mdc:

As provas das propriedades a seguir podem ser encontradas em [2]:
1. Sempre existem 0 mmc e o mdc entre dois inteiros u e v.
2. Dados dois inteiros u e v, tem-se

uv = mmc(u, v) X mdc(u, v) (3)
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3. Para quaisquer inteiros u, v, w,

mmc(uw, vw) = jwjmme(u, v) (4)

mdc(vw, vw) = |w|mdc(u, v) (5)

Embora as nogdes de mmc e de mdc sejam introduzidas principal-
mente para o estudo dos nimeros inteiros, elas admitem uma extensio
para pares de reais comensurdveis, como mostramos a seguir.

2 Numeros reais comensuriveis, mmc e mdc ge-
neralizados

A nocao de comensurabilidade, historicamente, foi introduzida e uti-
lizada como uma forma de comparar o tamanho de dois segmentos de
reta:

Definigao 2.1. Dizemos que dois segmentos de reta sdo comensurdveis
quando ambos podem ser obtidos através de um nimero inteiro de emen-
das de um mesmo segmento de reta.

Os gregos da Antigiiidade acreditaram, por muito tempo, que dois
quaisquer segmentos de reta eram sempre comensuraveis. Entre 450 e
400 a.C., contudo, provou-se que o segmento diagonal de um quadrado
nao era comensurdvel com o seu lado. Isto gerou uma forte crise na
Mateméatica grega, chamada Crise dos Incomensuraveis, que 56 foi re-
solvida depois de muitos anos de discussdo; discussdo esta que levou &
formulagéo precisa do problema da comensurabilidade em termos de me-
dida de segmentos de retas e que se encerrou com a cria¢io dos niimeros
reais absolutos.

Embora sendo um conceito geométrico, a comensurabilidade pode
ser equivalentemente definida como uma relagio entre dois nilmeros reais
quaisquer:

|
!
|
i
!
!
t
l
i
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Definicao 2.2. Dois nimeros reais v e s G40 comensurdvels se exis-
tem inteiros ndo nulos m,n tais que

™mr = 71138. (6)

Exemplos:

1. Dois racionals sa0 sempre comensuraveis.

2. Dois irracionais podem ser comensurdveis: por exemplo, v2 e 2v/2.

3. Dois reais quaisquer nem sempre sao comensuraveis: basta tomar
um racional e um irracional, mas também a maioria de pares de irracio-
nais, como, por exemplo, V2 e v/3. De fato, se existissem naturais m e
n tais que

mv2 =nV3 | (7)

entdo, elevando ao quadrado a expressao acima, teriamos
2m? = 3n?, (8)

Considerando a fatora¢io em primos de inteiros, temos em (8) um ab-
surdo, pois é impar o nimero de vezes que o primo 2 aparece na fatoracao
em primos de 2m?, enquanto que é par o nimero de vezes que 2 aparece
na fatoracio em primos de 3n2. Assim, concluimos que nio existem
naturais m e n para os quais {7) seja verdadeira.

A nocdo de comensurabilidade de dois ntimeros reais motiva uma
primeira extensdo da definicdo de mdltiplo e divisor, como segue:

Definicao 2.3. Dizemos que um niumero real r é um mailtiplo inteiro
de um real s, ou que s € um divisor inteiro de r, se existe um inteiro
a tal que r = as. |

Decorre das defini¢cdes de comensurabilidade e de multiplo inteiro de
um real o seguinte fato:

Proposigao 2.4. Sejam r e s dois reats ndo nulos. As seguintes afir-
macoes sao equivalentes:
a) r e s sdo comensurdveis;
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b) o guociente r/s é um nimero racional;
c) existe um real t que é miiltiplo inteiro comum de r e de s;
d) existe um real u que € divisor inteiro comum de r e de s.

Prova. (a)=(b): Se r e s sdo comensurdveis entao existem m,n €
Z* tais que mr = ns. Conseqilentemente,

T

n
—:—EQ.
m

S

(b)=(c): Suponhamos que r/s € Q, digamos,

T n

S 1417

entdo, multiplicando a igualdade acima por sm obtemos que ¢ == mr =
ng é um miltiplo inteiro comum de r e de s.

(c)=(d): Sejat € R um miiltiplo inteiro comum de r e de s, dlgamos
t = mr = ns, com m,n € Z*. Entdo o nimero

¢ um divisor inteiro comum de r e de s.
(d)=(a): Seja u um divisor inteiro comum de r e de s, digamos,
r=un e s = um,com m,n € Z*. Entdo mr = ns. u

Considerando a proposicdo anterior, ficam naturais as seguintes de-
finicbes: '

Definicdo 2.5. Sejam r e s dois reais comensurdveis nao nulos.
Dizemos que t é o0 minimo multiplo comum generalizado entre
T €8, € ESCTevemos '

t = mmcg(r, s),

se:
a) t >0,
b) t é um muiltiplo inteiro comum der ¢ s,
¢) se t' é maltiplo inteiro comum der e s et'>0, entdo t < .
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Dizemos que u é 0 mdzimo divisor comum generalizado entre
T € 8, € E5CTeVemos

u = mdcg(r, s),

se:
a) u € um divisor inteiro comum de r e s
b) se v € divisor inteiro comum de r e de s entdo v < u.

No teorema que segue obtemos uma férmula para o mmcg e para o
mdcg entre dois reais comensurdveis quaisquer.

Teorema 2.6. Sejam r e s dois reais comensurdveis ndo nulos. Entéo

mmcg(T: S) = |?~)T| = |’U;S‘ € deg(T‘,S) = ‘EI = l%] ,

onde u/v € a forma irredutivel do racional r/s.

Prova. Consideraremos aqui apenas o caso r e s positivos. Obser-
vamos inicialmente que se a, b, ¢, d sdo inteiros tais que

ar=5bs e cr=ds

entao

b d

— T T

a

e este ndmero nada mais é do que o nimero r/s. Assim, os menores natu-
rais a, b que satisfazem ar = bs sfo claramente obtidos quando tomamos
o numerador e o denominador da fragio irredutivel que representa o

racional r/s. Dai, pela Defini¢do 2.5, se u/v é tal fracio irredutivel,

TS
mmcg(r,s) =vr =us e mdeg(r,s) = -=-,
v

0 que completa prova do teorema. =

No caso de r e s serem niumeros racionais, as férmulas dadas no
teorema acima podem ser reescritas em termos das representacdes destes
racionais em fracOes irredutiveis:
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Corolario 2.7. Sejam r, s racionais nao nulos e sejam a, b, ¢, d inteiros
tais que a/b e c/d sdo as representacées para T e s, respectivamente, na
forma de fracao irredutivel. Entao

mdc{a, ¢)
mmc(b, d)’

_ mmc(a,c) B
mmcg(r,s) = mdc(b.d) e mdeg(r,s) = (9)

Prova. Novamente aqui provamos apenas para o ¢aso r e s positivos.
Como mdc(a,b) = 1 = mdc(b, d}, temos

r _afb__ad dd

s c/d be W

! a [ b ! c / d
0§ =—7, b=— ¢=—7, d 22 ce———
mdc(a, c) mdc(b, d) mdc(a, ¢) mdc(b, d)
E claro entdo que a fragio a’d’ /b/¢ é irredutivel, e portanto, pelo Teo-
rema 2.6, temos

a b c

b mde(b, d) mde(a, ¢)
(3) mme(a, c) |

~ mdc(b,d)’

mmcg(r,s) = rb'd =

r _ amdc(a,c) mdc(b,d)

0 que completa a prova. u

Observagao 2.8. A hipdtese “na forme de fragio irredutivel” no Co-
roldrio 2.7 ¢ imprescindivel, isto €, a férmula (9) quando aplicada o
fragées ndo irredutiveis ndo proporciona necessariamente o mmeg(r, s)
e o mdeg(r,s), como nos mostra o exemplo a seguir. Seja r = 10/6 e
s =1/7 entdo |

mdec(10,1) _—)é ... mde(5,1)
42 21

mmc(6,7) mme(3,7) mdcg(T’ 3)
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Exemplos:

1) Da observacao acima obtemos mmcg (%.%) =mmeg (3,1) = 5.
) _

10 1  mde(5,1
e mdcg ( 6 7) = mdcg (3: 7) = nn:mf:((ﬂ 7y = ﬁ
1 3y _ (1,3) _ 3 1 3y _ mde(1,3) _ 1
2) mmeg(3,7) = 2?5(2,4}) =3 e mdeg(z,3) = r?‘l-lmi((2,4)) =3

(note que este calculo explica o valor encontrado pelo GraphEquation

(1))

3) mmeg (1) = e =1 o mdeg (3,1) = e = 4
4) mmcg (37, 4m) =21 e mdeg (27, in) = % = L,
pois

2r/3 _ 8 = 2T . — T
7L = 3 entaon-g--_qu_Sx4.

5) mmcg(16v/3,5v/3) = 5 x 16v/3 = 80v/3.

Mostramos agora que as identidades (3), (4) e (5) se generalizam
também para mmcg e mdcg entre reais comensuraveis:

Coroldrio 2.9. Sejom r e s dois reais ndo nulos comensurdveis. Entdo:
i) rs = mdeg(r, s} x mmcg(r, s);

it) dado qualquer real néo nulo c, temos ainda cr e cs comensurdveis

mmcg(er, es) = |¢| X mmeg(r, 5)

mdcg{cr, cs) = |¢} x mdeg(r, s5)

Prova. Consideraremos aqui apenas o caso ¢,r e s positivos. Su-
ponhamos que m,n sdo naturais ndo nulos tais que k1
r n
- = — e mdc(n,m) = 1.
5 m

- Dai temos

r

mmcg(r,s) =mr =ns e mdcg(r,s) = =

L]
m
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de onde segue que
| T
mdcg(r, §) X mmcg(r, s) = X8 =T,
0 que prova (i).
Além disso, como

cr . T3
cs  m’
temos
mmecg(cr, cs) = mer = ¢ X mmeg(r, s)
cr
mdcg(cr, es) = —=cX mdcg(r, s),
o que prova (%i). -

O Corolario a seguir nos mostra que as propriedades acima nos per-
mitem calcular o minimo multiplo comum generalizado entre dois ra-
cionais de expansio decimal finita de uma forma mais rdpida. Nao é
dificil se convencer que este resultado também vale quando substituimos
‘a base 10 de numeracio por uma base b qualquer.

Coroldrio 2.10. Se r e 5 sdo dois nimeros racionais que podem ser
representados por uma fra¢ao decimal, digamos,
u v
T
eset>k et>1 entao

10 1 t .
mmcg(r, s) = mme( 100:’ 0s) e mdcg(r,s) =

Prova. Imediata. m

mdc(10%r, 10%s)
10t

Exemplo: No Exemplo 2 acima, poderiamos ter calculado o mmceg da
seguinte forma:

(1 3) " mmc(100 x 0.5,100 x 0.75)
mmcg 5, ‘Zl‘

mmcg(0.5 ; 0.75) = 100

Il

mmc(50,75) 150 _ 3

100 T 100 2
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3 Divisibilidade em anéis

Relembramos que um anel € um conjunto munido de duas operacdes
que satisfazem certas propriedades. . Para a definicdo precisa indica-
mos [3].

Definigao 3.1. Seju A um anel. Dados a,b € A, dizemos que a é

maltiplo de b, ou que b é wm divisor de a, se a = tb para algum t € A.

Exemplos:

1) Se A = Z, entdo a definicio acima coincide com a Definicao 1.1.

2) Se A é o anel de polindémios com coeficientes reals, entdo o po-
linbmio 3X° +4X? + 3X +4 é miiltiplo de X2 + 1, pois

3X3+4X2+3X +4= (X2 + 13X +4).
3)SeAéo anel dos inteiros de Gauss
Z[i) = {a + bi | a,b € Z},
entdo (1 + 2i) é divisor de 5, pois (1 + 23)(1 — 2i) = 5.

Note que, no caso em que o anel A é até um corpo (ou seja, todo
elemento ndo nulo de A tem inverso multiplicativo), como @ ou R por
exemplo, todo elemento ndo nulo ¢ de A é divisor de 1, pois

1=afa™),

e portanto 1 € multiplo comum a quaisquer dois elementos nio nulos de
A. Mais até: num corpo, quaisquer elementos nio nulos a, b, ¢ satisfazem
a propriedade de que qualguer um deles é um multiplo comum e também
um divisor comum dos demais. Por exemplo,

b~ e) = ¢ = ala"¢)

b=c(c7'b) e a=c(cla).

Portanto, ndo faz sentido falar em mmc e mdc em corpos, se pen-
samos em multiplos e divisores como dados pela Definicao 3.1, ficando
assim justificada a segunda afirmacéo feita na introducio deste trabalho.

L i e e e T

AR LA e G e Fon Y A I NG
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4 Voltando a motivacao deste trabalho

As justificativas para as duas afirmagdes mencionadas na Introducéo
foram explicadas por duas generalizacdes diferentes da idéia de miltiplo
e de divisor de inteiros (compare as Defini¢des 1.1, 2.3 e 3.1). Tais

generalizacdes dependeram da maneira como encaramos o produto na
igualdade (2):

¢ por um lado, concentrando-nos na soma de inteiros, v = tu signi-
fica, supondo ¢ > 0, que

v=u+...+u
Netssman, e

t vezes

(para ¢t < 0 encaramos tu como a soma de —t parcelas iguais a
—u);

e por outro lado, concentrando-nos no produto de inteiros, v = tu
significa que v é o produto de dois elementos do anel Z.

A primeira maneira de encarar a igualdade (2) nos permite considerar
a idéia de miltiplo inteiro em qualquer conjunto que possua a estrutura
de Z—médulo (ou seja, em qualquer grupo). J4 a segunda maneira nos
permite considerar a idéia de multiplo e divisor em qualquer conjunto
que possua a estrutura de anel.

Assim, as duas afirmacgées do inicio deste trabalho, que foram apre-
sentadas aos alunos em contextos distintos, estdo corretas. No entanto,
a simples nomenclatura “lem” (minimo miltiplo cdmum) utilizada pelo
GraphEquation em lugar de “glem - Minimo Multiplo Comum Gene-
ralizado” é que causou, ac nosso ver, a maior confusao por parte dos
alunos, pois nao proporcionou a reflexao sobre o assunto. O termo “ge-
neralizado”, se utilizado, teria instigado o aluno a refletir: “Por que
‘generalizado’? Como o conceito tradicional de mmc entre inteiros estéa
sendo generalizado?”.

Antes de passarmos as aplica¢des, um ultimo comentdrio sobre a
utilizacdo da nomenclatura “minimo miiltiplo comum”: é comum nos
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depararmos no Ensino Médio com célculos do tipo

3 .5 _6/3+5v2
W2 4v3 - 46

e, impensadamente, chamarmos o denominador 4v/6de mmc entre 2/2 ¢
41/3. Esta nomenclatura néo esté adequada, mesmo segundo a definicao
que demos aqui de minimo miltiplo comum generalizado, pois 2v/2 e

(10)

4+/3 nao sio reais comensuraveis. No entanto, salientamos que o cdlculo
¢ valido. De fato, num corpo podemos também utilizar a notacio de
fragdo, com o seguinte significado: dados r,s elementos de um corpo
K, com s # 0, denotamos por 7/s o elemento rs~!. Desta maneira,
utilizando as propriedades das operagbes + e x definidas em K, temos
ainda vdlida em K a regra de somar fracbes: dados r,s,u,v € K com
s # 0 #£ v, temos

1

U
+—=rs tuv =5l (ru + su) = (sv)Hrv + su) = T su g
v

SU

(11)

W |3

Ainda, dado a € K, a # 0, tal que s = as’ e v = av/, temos

1 u

U
= - a —_——= =
v av’

dai, poderiamos também operar em K da seguinte maneira:

T

w 1r 1lu 1/r u 1rv" +us'
to=— ; bl B v
v as  av a \s v a s'v

Ora, no caso em que s = m./p € v = n,/q, com m,n inteiros ¢ /p, V4
nao comensuraveis, podemos escrever

s =mdc(m,n)m/\/p e v =mde(m,n)n’\/q,

m /

n
n' = ————. Portanto, temos

r_
onde m’ = B mdc(m, n)

mdc{m, n) e_

U 1 r_ s (1) 1 rn’ + sm/’
myB nyg  mde(m,n) \m/\p - n'\/G) ~ mde(m,n) \ m'n'\/pg )
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Mas, por (3),
1 1 _ 1 [mdc(m, n))? _ mdc(m, n) — mmc(m, n)
mdc(m,n) m'n’  mdc(m,n) mn mn
e, consequentemente,
r_,5 1 o' +sm' _ ro/ 4 sm/
my/P  nyg mde(m,n) \ m'n'\/pg/)  mmc(m,n)\/pq

que nada mais é do que a férmula aplicada em (10).

5 Aplicacoes:

Apresentamos a seguir duas aplicagbes dos conceitos de minimo
multiplo comum e maximo divisor comum generalizados:

I) Para o mmcg:

Defini¢ao 5.1. Uma funcdo f : R — R € dita periddica quando existe
um numero real p £ 0 tal que

f(z +p) = f(z), para todo z € R. (12)

Dizemos que p € um periodo de f, ou também gque f € uma funcdo
periddica de periodo p.

Note que se f é uma funcio periédica de periodo p, entdo kp também
¢ um periodo para f, para todo k € Z\{0}. Podemos entdo provar:

Teorema 5.2. Sejam f: R—> R e g : R— R funcgées periddicas de
periodos py e py respectivamente. Se py e p, $Go niumeros comen-
surdvets entdo as funcbes: f+ g e f.g sdo periddicas de periodo
mmcg(py, Pg)-

Prova. Faremos aqui apenas a demonstragiao para o caso f + g.
Sendo ps e p, por hipétese comensurdveis, estd bem definido M =
mmcg(py, py). Existem entdo m,n € Z\{0} tais que

mps = npg = M. (13)
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Obviamente, como m,n,ps,p, sdo todos ndo nulos, temos que M é
também nao nulo. Agora, dado z € R, temos:

(F +0)(& + M) = f(z +M) + glz + M)
(z +npy) + glz + mpy)
(z) + g{z) = (f + 9)(=),

0 que prova que f -+ g é periédica de periodo mmcg(pys,p,). ®

Exemplo 5.3. f(z) = sen3z e g(z) = cosTz sdo funcdes periddicas de
periodos fundamentais py = 25 e pg = 2, respectivamente. Como p; e
Pg 840 comensurdveis, temos que a fungao h dada por

h(z) = sen3z + cos 7z

é periddica, admitindo 27 para periodo, pois

jd que
2n/3 1
2r T~

| ~3

IT) Para o mdc:

Geometricamente, se dois segmentos AB e C'D tém medidas comen- |
surdveis r e s, respectivamente, entdo o mdcg(r, s) é a medida do maior
segmento OU que, quando escolhido para nova unidade de medida para
medir segmentos de reta, proporciona medidas inteiras para AB e CD.

Podemos aplicar esta idéia ao ajuste de engrenagens: suponhamos
que queiramos ajustar duas rodas num sistema de engrenagens, frezando
‘dentes nas mesmas, todos de mesmo tamanho. Ora, cada roda deve
ter um ndmero inteiro de dentes e, obviamente, o desgaste sobre as
rodas serd minimo quando os comprimentos das circunferéncias forem
comensuraveis: de fato, denotando por é o dobro do comprimento do
deate (para levarmos em conta o espaco entre dentes - veja figura),
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e denotando por r1 e ry 0s raios das rodas, temos que existem m,n
naturais tais que 271 =md e 2mry = nd se e 86 se

2mr1 mé

2mre 0o’
ou ainda, se e s0 se r; e ry forem comensuraveis:

nry = mrs.

Portanto, o maior valor de é é precisamente

) 0022.

mdcg (27T, 279 Y or x mdcg(ri, r2),

e se, na prética, este comprimento se revelar invidvel (por ser, por exem-
plo, muito “curvo” um arco de comprimento §), ento, para minimizar o
desgaste, teremos que tomar comprimentos iguais a §/k com & natural.

Salientamos que, no caso de raios incomensuriveis, teremos inevi-
tavelmente um desgaste sobre as rodas dentadas, mas este é tornado
minimo quando utilizamos a teoria das fragdes continuas para calcular
o valor de § (veja [1] e [4]).
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ANEXO B - DESEMPENHO NO IDEB DA ESCOLA ESTADUAL CORONEL SOLON

Resultado das notas da Escola Estadual Coronel Solon no IDEB/INEP.

4% série / 5° ano &7 série / 9° ano 3* série EM

I ™ B
Escola # 20054+ 2007+ 2009+ 2011&¢ 2013+ 2015¢ 2017+ 2019+ 2007+ 2009+ 2011+ 2013+ 2015+ 2017¢ 2019¢ 20213

ESCOLAESTADUAL

COROMEL SOLON -

ENSINO 26 27 25 30 33 28 == =

27 30 34 3T 4.0 43 45 49
FUNDAMENTAL E
MEDIO

Obs:

*Numero de participantes no SAEE insuficiente para que os resultados sejam divulgados.

** Sem média no SAEB: Nio parficipou ou nfo atendeu 0s requisitos necessarios para ter o desempenho calculado.
== Solicitacdo de ndo divulgacio conforme Portaria Inep.
0s resultados marcados em verde referem-se ao Ideb que atingiu a meta.

4% série / 5° ano & série / 9° ano 3 série EM

T T
Escola ¢ 2005+ 2007+ 2009+ 2011 ¢ 2013+ 2015+ 2017+ 2019+ 2007+ 2009+ 2011+ 2013¢ 2015+ 2017+ 2019+ 2021+

ESCOLAESTADUAL
COROMEL SOLON -
ENSIND 24 25 25 19 30 = * 25 26 29 34 37 4.0 43 46
FUNDAMENTAL E
MEDIO

Obs:

= Numero de participantes no SAEB insuficiente para que os resultados sejam divulgados.

=* Sem meédia no SAEE: Ndo participou ou n&o atendeu os requisitos necessérios para ter o desempenho calculado.
= Solicitacio de ndo divulgacio conforme Portaria Inep

05 resuliados marcados em verde referem-se ao ldeh que atingiu a meta.

4 série / 5° ano &° série / 9° ano 3 série EM

e Y
Escola ¢ 2005+ 2007+ 2000+ 2011+ 2013+ 2015+ 2017+ 2019+ 2007+ 2009+ 2011+ 2013+ 2015+ 2017+ 2019+ 20212
ESCOLAESTADUAL
COROMNEL SOLON -
ENSINO * =
FUNDAMENTAL E
MEDIO
Obs:

* Numero de parlicipantes no SAEE insuficiente para que os resultados sejam divulgados.

=* Sem média no SAEE: No participou ou ndo atendeu os requisitos necessarios para ter o desempenho calculado.
= Solicitacdo de ndo divulgacdo conforme Portaria Inep.
Os resultados marcados em verde referem-se ao Ideb que atingiu a meta.

Figura 14 — Notas de desempenho da Escola Estadual Coronel Solon no IDEB. Fonte: <http:
/fideb.inep.gov.br/resultado/>


http://ideb.inep.gov.br/resultado/
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