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RESUMO

RAMOS, G. C. B.Funcoes Continuas em Intervalos Fechados e Limitados. 2020. f.
Dissertagao (Mestrado em Matematica) — Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

O objetivo principal deste trabalho é estabelecer trés resultados fundamentais de
Anélise Real sobre fungoes reais continuas em intervalos fechados e limitados, a saber, o
teorema do valor intermediario, o teorema de Weierstrass e a continuidade uniforme de
tais funcoes. Os papéis importantes desempenhados pela propriedade do supremo e pelo
teorema de Bolzano-Weierstrass sao enfatizados.

Palavras-chave: Teorema de Bolzano-Weierstrass. Teorema do valor intermediario.

Teorema de Weierstrass. Continuidade uniforme.



ABSTRACT

RAMOS, G. C. B.Continuous Functions on Closed and Bounded Intervals. 2020. [50] f.
Dissertagao (Mestrado em Matematica) — Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

The main purpose of this work is to establish three fundamental results of Real
Analysis concerning real-valued continuous functions on closed and bounded intervals,
namely, the intermediate value theorem, the Weierstrass theorem, and the uniform conti-
nuity of such functions. The important roles played by the supremum property and the
Bolzano-Weierstrass theorem are emphasized.

Keywords: Bolzano-Weierstrass theorem. Intermediate value theorem. Weierstrass

theorem. Uniform continuity.
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INTRODUCAO

O Teorema do Valor Intermediario, provado por Bernard Bolzano (1781 - 1848), e o
Teorema de Weierstrass, provado por Karl Weierstrass (1815 - 1897), foram estabelecidos
no século XIX, e de maneira rigorosa. Com o desenvolvimento da Matematica, esses
resultados centrais receberam versoes mais abrangentes, como aquelas validas no contexto
dos espagos métricos (consultar por exemplo, o Capitulo 4 de (S. Lang, 1969)), as quais
também possuem grande relevancia e contéem os resultados cléssicos como caso particular.

O objetivo principal deste trabalho é expor, de maneira elementar, rigorosa e com-
pleta, trés fatos fundamentais sobre fung:()esﬂ continuas em intervalos fechados e limitados,
a saber, o Teorema do Valor Intermediario, o Teorema de Weierstrass, referidos acima,
e o resultado segundo o qual toda funcao continua em um intervalo fechado e limitado
¢ uniformemente continua, provados no Capitulo 4. O primeiro deles é consequéncia
da Propriedade do Supremo, introduzida no Capitulo 2, o qual é dedicado ao sistema
dos numeros reais. O segundo e terceiro resultados decorrem do importante Teorema de
Bolzano-Weierstrass, estabelecido no Capitulo 3. Finalmente, no Capitulo 5, provamos
que toda funcgao continua em um intervalo fechado e limitado admite primitiva, utilizando
para isso a sua continuidade uniforme.

Cabe mencionar que os requisitos necessarios a compreensao do texto sao aqui
apresentados, bem como varios exemplos esclarecedores. A leitura do presente trabalho
pressupoe apenas o conteido abordado na primeira disciplina de Célculo (H. L. Guidorizzi,

2000), o que o torna acessivel a um grande nimero de leitores.

I Todas as funcdes consideradas neste trabalho assumirdo valores reais.



Figura 1 - Diagrama
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1 O SISTEMA DOS NUMEROS REAIS

Neste capitulo faremos uma apresentacao axiomatica do sistema dos niimeros reais,
baseada no Capitulo I de (S. Lang, 1969), supondo conhecido o sistema (Q, +, -, <) dos

numeros racionais.

1.1 Axiomas Algébricos

O conjunto R dos nimeros reais é um conjunto munido de duas operagoes, adigao

e multiplicacao, satisfazendo os axiomas a seguir.
1.1.1 Adicao

Para cada par z,y de ntmeros reais associa-se um, e apenas um, numero real,
representado por x 4+ y e chamado de soma de x e y. Além disso, a aplicacdo (z,y) €

RxR — z +y € R, chamada de adigao, possui as seguintes propriedades:
A1l Comutatividade

Para quaisquer z,y € R, temos

r+y=y+z

A2 Existéncia de Elemento Neutro

Existe um elemento 0 de R tal que, para todo elemento x de R, temos
A3 Existéncia de Inverso Aditivo

Para qualquer x de R existe um elemento y de R de forma que
A4 Associatividade

Para quaisquer x,y, z € R, temos

(z+y) +tz=2+(y+2)
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Observemos que o elemento 0 de R, citado em A2, é tinico. Com efeito, seja 0
um elemento de R tal que x + 0’ = x para todo = € R. Entao, fazendo z = 0, temos
0+ 0’ = 0. Por outro lado, fazendo z = 0 em A2, temos 0 + 0" = 0/. Como, por Al,
0+0 =0 +0, conclui-se que 0 = 0'.

Além disso, podemos ver também que para cada elemento x € R existe apenas um
elemento y € R com a propriedade citada em A3. De fato, admitamos a existéncia de
z € R tal que x + z = 0. Entao, por A1,

y=y+0=y+(x+2)=@y+2)+2=0+2= 2z,

como afirmamos. O inverso aditivo (ou simétrico) de um nimero real x serd representado

por —z; assim, = + (—x) = (—x) + z = 0.

1.1.2 Multiplicacao

Para cada par z,y de ntmeros reais associa-se um, e apenas um, numero real,
representado por zy e chamado de produto de z e y. Além disso, a aplicacdo (z,y) €

RxR — xy € R é chamada de multiplicacao e possui as propriedades a seguir.
M1 Comutatividade
Para quaisquer z,y € R, temos
Ty = yx
M2 Existéncia de Elemento Neutro

Existe um elemento e # 0 em R tal que, para todo elemento x de R, temos

re =2
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M3 Existéncia de Inverso Multiplicativo
Se z # 0 é um elemento de R, existe um elemento w de R de forma que
Tw=e
M4 Associatividade

Para quaisquer z,y, 2 € R, temos

(zy)z = z(y2)

Da mesma maneira pela qual foi observado na adi¢ao, vemos que o elemento neutro
da multiplicacdo e o elemento w (mencionado em M3) sdo tnicos. Vamos justificar a

segunda afirmacao. Com efeito , seja w’ € R tal que xw’ = e. Entao, por M1 e M4,

w = we = w(zw') = (wr)w' = ew =w',

como afirmamos.

O inverso multiplicativo de um ntimero real x # 0 sera representado por !, ou

:xfl-x:e.

1

. : -1
por ot assim, x - x

Gostariamos de mencionar que, se a ¢ um nimero real e n é um numero inteiro

maior ou igual a 1, definimos

E, se a # 0, definimos a° = 1 e ™ = (a~!)". Uma importante propriedade, que
decorre essencialmente do Principio de Inducao Finita, nos diz que, para todo a € R,

a # 0, e para quaisquer inteiros m, n, temos

m-+n

S|
I
)
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1.1.3 Distributividade

A adicao e a multiplicacao se relacionam através de um importante axioma, a

distributividade. Esse axioma nos diz que, para quaisquer x,y, z € R, temos

z(y+2) =xy+ 2

Podemos agora mostrar que, para todo nimero real x, 0x = 0. Realmente, Oz+x =
0z + ex = (04 e)z = ex = z, o que implica 0x = 0z + (x + (—2)) = (0x + ) + (—x) =
x + (—z) = 0. Logo, a nossa afirmacao estd justificada.

Além disso, podemos mostrar que
(=) (—y) =y

para quaisquer x,y € R. Em particular, (—e)(—e) = e* = e. Realmente, como 0 =
0(=y) = (= + (—=2))(-y) = z(-y) + (—2)(=y) = —(zy) + (—2)(-y), conclui-se que
vy = ay+0=azy+ (—(zy) + (—2)(—y)) = (2y+ (=(2y))) + (—=2)(—y) = 0+ (—z)(—y) =

(—=z)(—y).
1.2 Axiomas de Ordem

Assumimos a existéncia de um subconjunto P de R, chamado de conjunto dos

elementos positivos de R, satisfazendo os seguintes axiomas de ordem:

ORD 1. Para qualquer x € R temos que x € P, x = 0, ou —x € P. E essas trés

possibilidades sdo mutuamente exclusivas.
ORD 2. Sex,y € P, entaox+y € P exy € P.

Para x,y € R, escrevemos x > y para indicar que x —y € P, onde x —y representa
o numero real x + (—y). Assim, z > 0 significa que x € P; neste caso diremos que z é
positivo. Por outro lado, se x < 0, ou seja, se —x € P, diremos que x ¢é negativo. Com

essas informagoes é possivel verificar a validade das seguintes assercoes para x,y, z € R:

Ol1l. Sex <yey<z entao x < z.
02. Sex <yez>0, entao xz < yz.
03. Se x <y, entao x + z < y + 2.
04. Se 0 <z <y, entdo 1/y < 1/x.
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Por exemplo, para provar O2 basta ver que, como y —x € P e z € P, o produto
deles também é um elemento de P, ou seja, (y — x)z = yz — xz € P; portanto, rz < yz.

Utilizamos x < y para indicar que z < y ou z = y. Dessa forma pode-se verificar
que O1, 02, O3 continuam validas trocando < por <. Além disso, é possivel mostrar
que,se z <yey < x, entao r = y.

Um fato importante a ser mencionado é que, se x,y € R e xy = 0, entao x = 0 ou
y = 0. De fato, se x # 0 temos y = ey = (x7'x)y = 27 (zy) = 2710 = 0. Cabe também
mencionar que, para todo z € R, 22 > 0, o que é 6bvio se x = 0. Por outro lado, se
x # 0, entdao z > 0 ou x < 0. No primeiro caso 22 = zz > 0; e, no segundo caso, também
temos 22 = (—z)(—x) > 0.

Finalmente, seja a € R fixado e observemos que existe no méaximo um nimero real

2

x > 0 tal que 22 = a. Com efeito, se @ < 0, ndao hd x € R para o qual 2> = a e, se a = 0,

x = 0 é o Unico nimero real cujo quadrado é a. Agora, se a > 0 e x,y > 0 sao tais que

22 = a = y?, entdo (r +y)(z —y) = 0, o que implica x* = y, pois * +y > 0. A seguir

2 = a quando a > 0, o qual serd representado

garantiremos a existéncia de x > 0 tal que x
por y/a; escrevemos ainda v/0 = 0. Admitamos, por um instante, tal fato conhecido, e
sejam a,b € R, a > 0e b > 0. Entao vab = \/5\/5 Realmente, se z,w > 0,22 = a e

w? = b, temos zw > 0 e (z2w)? = 22w? = ab; assim, zw = /avb = Vab.

A fungao valor absoluto, | - |, é a funcao real de varidvel real definida por

x se x>0,
|| =
—x se x<0.

E f4cil observar que, para todo = € R, lz| > 0 e |z|> = 2. Realmente, a primeira
afirmacao decorre da propria definicao. E a segunda afirmacao segue imediatamente da

definicao quando =z > 0. E, se x < 0, também temos
j2f* = (—z)(—2) = 2°.

Consequentemente, V22 = |z| para todo z € R. A fun¢ao valor absoluto goza das

seguintes propriedades:

ABS 1. |0| =0 e |z| > 0 para todo x € R\ {0}.
ABS 2. |zy| = |z||ly| para quaisquer z,y € R.
ABS 3. |z +y| < |z] + |y| para quaisquer z,y € R.
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Com efeito, ABS 1 é 6bvia e ABS 2 ¢é valida tendo em vista que

2y = /(2y)? = /222 = Va2 \/y? = |z|ly]

para x,y € R arbitrarios.

Mostraremos, agora, a validade de ABS 3, em cuja justificativa usaremos o fato

evidente de que t < |¢| para todo t € R. Realmente, para z,y € R arbitrarios, temos

2zy < 2|zl|y|
w? + 2zy < 2 + 2zl|y| = |=|* + 2|z[|y|
2?4 2zy + y? < |z + 2|z||y| + v? = |z + 2|z||y| + |y|?

(z+y)* < (Jz] + [y])%,
0 que equivale a
|z +y[ < [zf + yl.

Para cada z € R, o nimero real |z| é dito o valor absoluto de x. Uma importante

propriedade satisfeita pela funcao valor absoluto nos diz que
|| = [yl < |z =y
para quaisquer x,y € R. Para justifica-1a observe que, por ABS 3,
[ =[(z —y) +yl < |z —yl+yl,
isto é,
|z = |y < [z =yl
Trocando os papéis de x e y, vem
yl =z <y -zl =] - (z—y)l= |z -yl
Assim, acabamos de mostrar que
—lz =yl <ol =yl < o =y,

o que equivale a desigualdade desejada.
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Falaremos agora um pouco sobre intervalos. Para a,b € R, com a < b, o intervalo

fechado de extremos a e b é o conjunto
[a,0] = {z € Rja <2 < b}

se a =b, [a,b] = {a}. E, para a,b € R com a < b, o intervalo aberto de extremos a e b é

o conjunto
(a,b) ={z € Rja <z < b}.

Parace Ref € R,& >0, asrelagoes x € R, |z —¢| <& (resp. z € R, |z —¢| <)
equivalem as relagoes x € R,z € (¢ — &, c+ &) (resp. = € R,z € [c — &, ¢+ &]), como
se verifica facilmente. Em particular, as relagoes z € R, |z| < {(resp. = € R, |z| < §)

equivalem as relagoes © € R,z € (=&, &)(resp. x € R,z € [=&,£]).

1.3 A Imersao de ©Q em R

Seja (Q, +, -, <) o sistema dos nimeros racionais. A seguir mostraremos que ha
uma harmonia entre o sistema dos nimeros racionais e o sistema (R, +, -, <) dos ntimeros
reais, num sentido a ser tornado claro. Com este propésito, designaremos por Og (respec-
tivamente 1) o elemento neutro aditivo (respctivamente multiplicativo) de @ e adotaremos

as seguintes convencoes:

I.OQ'&ZO.

m VeEZES

I.m-e=e+e+e+..+e+esemeZem>Oq.

Note que m - e > 0, pois e > 0.
III.m-e=—((—m) -e) se m € Z e m < Og.

Note que m - e < 0.
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Proposigao 1.1. Para quaisquer m,n € N ={0q, 1,2,3, ...}, temos
(m+n)e=me+ne e (mn)e=(me)(ne).

Demonstragao. Para demonstrar essa proposi¢ao observemos que as duas afirmacoes
sao satisfeitas quando m = O ou n = Og. Vamos mostrar a segunda afirmacao para
m,n > 1; de maneira analoga prova-se a primeira afirmacao para m,n > 1. Em primeiro
lugar, a afirmagao é verdadeira para m = 1 e n > 1 arbitrario. Suponhamos que a mesma

seja verdadeira para m = k > 1 e n > 1 arbitrario. Entao, para todo n > 1, temos

[(k+ 1)n] = (kn +n)e = (kn)e + ne = (ke)(ne) + e(ne) = (ke + e)(ne) = [(k + 1)e](ne)

Logo, pelo Principio de Indugao Finita, temos o resultado.

Proposicao 1.2. Para quaisquer m,n € 7, temos
(m+4+n)e=me+ne e (mn)e=(me)(ne).

Demonstracgao. Similarmente a Proposicao 2.1, provaremos a segunda afirmagao. Ad-
mitamos, entdo, m < Og e n > Og. Pela proposigao anterior, [(—m)nle = [(—m)e](ne).

Como mn < Og,

(mn)e = —[(=(mn))e] = =[((=m)n)e] = =[((=m)e)(ne)] =
(=((=m)e))(ne) = (me)(ne).

Admitamos, agora, m,n < Og. Entao, pela Proposicao 2.1,
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Definamos f : Q@ — R por f(%’) = (pe)(qe) ' sep €Zeqe Z\{0q} Notar que
f(0g) =0e f(1) =e. Afirmamos que:

(i) f preserva as operagoes:
Realmente,
7(+) =5 (2) = [(mg) + (mp)]e - [(na)e] " =

[(me) (ge) + (ne) (pe)][(ne) ™ (ge) '] = [(me) (ne) ] + [(pe)(ae) '] = f (2) + £ (2)

F(22) =7 (%) = (mp)eling)e] ™" = [(me)(pe)][(ne) " (qe) '] =
[(me)(ne) [(pe)ae) ] = £ (2) - 1 (2)
sem,p€Zen,q€eZ\{0}.

(ii) f € estritamente crescente (em particular, f é injetora):
Realmente, se p,q > 0, f (g) — (pe)(ge)~" > 0, o que implica em

f<§)>f(%) quando%,%é@e§>%.

Dessa forma, podemos "identificar” @ a Im(f), tanto do ponto de vista das
operacoes quanto do ponto de vista das relacoes de ordem. Cabe também mencionar
que, para todo racional z # Oq, tem-se f(z7') = (f(z))"'. Em vista da referida identi-

ficacao teremos
|z|q = |#| para todo z € Q

e escrevemos Og =0 e 1 =e.



20

1.4 A Propriedade do Supremo

Definicao 1.1. Diz-se que A C R € limitado superiormente se existe y € R tal que v <y
para todo x € A. Neste caso, diz-se que y € uma cota superior de A. Substituindo < por

> tem-se as nogoes de conjunto limitado inferiormente e de cota inferior.

Definigao 1.2. Seja A C R um congunto limitado superiormente. Diz-se que s € R € o

supremo de A, e escreve-se s = supA, se as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(a) s é uma cota superior de A;

(b) set e R et <s, entdot ndo é uma cota superior de A.

Notemos que, em vista de (), hd no maximo um tal nimero real s.
Dualmente, definimos a nogao de infimo de um subconjunto limitado inferiormente
B C R, denotado por inf B. Assim, a assercao i = inf B significa que 7 é uma cota inferior

de B tal que, se w € R e w > 7, entao w nao é uma cota inferior de B.

Assumiremos a validade da seguinte

Propriedade do Supremo

Todo subconjunto nao vazio de R, limitado superiormente, possui supremo.
E fécil observar que a Propriedade do Supremo equivale a

Propriedade do Infimo

Todo subconjunto nao vazio de R, limitado inferiormente, possui infimo.

Cabe aqui ressaltar que um sistema, como o sistema dos ntmeros reais, efetiva-

mente existe e é essencialmente tnico [2,6].

A seguir provaremos duas propriedades fundamentais do sistema dos niimeros reais.

Proposicgao 1.3. (Propriedade Arquimediana) Se x € R e x > 0, entdo existe um nimero

inteiro n > 1 tal que x < n.

Demonstragao. Caso a afirmagao nao fosse verdadeira, o conjunto N* = {1,2,3,....n,n+
1,...} seria limitado superiormente. Portanto, pela Propriedade do Supremo, existiria
s = sup N*. Mas, como s — 1 < s, entao s — 1 nao é uma cota superior de N*. Conse-
quentemente existe m € N* tal que s — 1 < m, o que equivale a s < m + 1. Entretanto,

como m + 1 € N*, a relacdo s < m + 1 nao pode ocorrer.

Como consequéncia da Propriedade Arquimediana temos inf{%;n e N*} =0, 0

que fornece um exemplo de um conjunto cujo infimo nao pertence ao conjunto.
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Corolario 1.1. Para quaisquer x,y € R, com x > 0, existe um numero inteiro n > 1 tal

que nT > y.

Demonstracao. A afirmacao é 6bvia se y < 0. Se y > 0 ela decorre da Proposicao 2.3,

substituindo x por y.
x

Proposicao 1.4. Para quaisquer x,y € R, com x <y, existe ¢ € Q) tal que x < q¢ < y.

Demonstracgao. Pela Propriedade Arquimediana, existe [ € N* tal que [ > y—%’ 0 que
equivale a ly > lx 4+ 1. Por outro lado, existe £ € IN* tal que [z < k. Realmente isso é
6bvio se Iz < 0 e decorre da Propriedade Arquimediana se [z > 0. Seja m o menor k € N*
para o qual lx < k (cuja existéncia é garantida pelo Principio da Boa Ordem). Assim
m — 1 < Iz < m. Consequentemente, ly > lx +1 > m > lr, o que fornece y > 7 > .

Logo, basta tomar ¢ = 7t € Q para concluir a demonstragao.
Proposicao 1.5. Eriste um tinico nimero real x > 0 tal que x* = 2.

Demonstragao. Como a unicidade ja foi justificada, resta-nos estabelecer a existéncia.

Com esse proposito, ponhamos
A={yeR;y >0,y* < 2}.

Notemos que A # (), pois 0 € A, e 2 é uma cota superior de A, pois y*> > 2 se y > 2. Seja

x = supA. Afirmamos que 22 = 2.

Suponhamos r? < 2 e tomemos um inteiro n > 1 tal que n > 221 (Coroldrio 2.1).

2—x2
Entao
(z+12=a?42 4L <2424 1249 p2=2

o que implica x + % € A. Mas isto nao pode ocorrer, pois = + % > .

2_
m22ei<x
X m

Admitamos, agora, 22 > 2, e tomemos um inteiro m > 1 tal que % <
(Corolario 2.1). Entao

1\2 .2 2z 1 2 2z

o que implicaria que x nao é o supremo de A (ja que z — % seria uma cota superior de A
menor do que x).

Portanto 22 = 2, como queriamos provar.
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Pelo mesmo raciocinio provar-se-ia que, para todo t € R,t > 0 , existe um unico

w € R tal que w > 0 e w? = t. Lembremos que, pela convencio ja adotada, w = v/%.

Proposicao 1.6. V2 ¢ Q.

Primeira demonstracao (Hipaso). Suponhamos que V2 € Q. Entdo existem dois in-
teiros maiores que 0, a e b, primos entre si e tais que v/2 = 7. Dal a®? = 2b?, o que implica
a ser par, digamos a = 2l para algum inteiro [ > 1. Consequentemente b*> = 2I?, o que

implica b ser par. Mas isto ndo pode ocorrer, pois a e b sdo primos entre si. Logo v/2 ¢ Q.

Segunda demonstragao (Fermat). Suponhamos que v/2 € @. Entdo podemos escrever
V2 = ﬁ, onde ¢ e d sao inteiros > 1 e ¢ é minimo (a existéncia de ¢ é garantida pelo
Principio da Boa Ordem). Como

d* < 2d* = & < 4d* = (2d)?,
tem-se d < ¢ < 2d. Ponhamos m =2d—c>0en=c—d>0. Entaom < ce
m? —2n? = 4d? — 4dc + ® — 2c? + 4dc — 2d*> = 2d® — 2 = 0,

contrariando a minimalidade de c.

Seja p um natural primo arbitrario. Lembrando que se p divide um produto de
dois inteiros entao p divide pelo menos um dos dois inteiros e argumentando como na
primeira demonstragao da proposi¢ao anterior, mostra-se que \/p ¢ Q. Por consequéncia,
ty/p ¢ Q para todo racional t # 0 e t + /p ¢ Q para todo racional .

Um nimero real nao racional é dito um ntimero irracional.

Sejam z,y € R, com z < y. Afirmamos que existe um nimero irracional z tal que
x < z < y. De fato, bastatomarzdaformaz:qu\/?i, ondeqgeRQex<g<yené

i i i 1 ¥—9q
um inteiro maior do que 1 tal que = < 7
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2 O TEOREMA DE BOLZANO - WEIERSTRASS

Neste capitulo provaremos o Teorema de Bolzano-Weierstrass, o qual desempe-
nhara um papel central no decorrer do nosso trabalho.
Diremos que um subconjunto de R é limitado se ele é limitado superiormente e

inferiormente.

Definicao 2.1. Uma sequéncia de numeros reais é uma funcao de N em R. Uma
sequéncia x de niumeros reais serd representada por (zp)pen. Uma sequéncia (x,)nen
¢ dita limitada inferiormente (respectivamente limitada superiormente, limitada) se o

conjunto {x,;n € N} € limitado inferiormente (respectivamente limitado superiormente,
limitado).

Exemplo 2.1. A sequéncia limitada ((—1)"), o € tal que (=1)*" =1, (=1)*"*' = -1 ¢
|(=1)*"*1 — (=1)?"| = 2 para todo n € N.

Exemplo 2.2. A sequéncia limitada inferiormente e ndao limitada (x,)nen, dada por

Top = 2N € Topy1 = para todo n € N, satisfaz a sequinte propriedade:

_1
2n+1
Para todo € > 0 existe ng € N tal que 0 < x9,41 < € para todo inteiro n > ny.

Realmente, a Propriedade Arquimediana garante a existéncia de nyg € N tal que

_ 1 , . .
Tong+1 = ggg <& € dai resulta que x9,11 = < € para todo inteiro n > ny.

1 1
2n+1 — 2ng+1

Exemplo 2.3. Fizemost € R, com 0 < t < 1, e consideremos a sequéncia (t"),en-

Entao para todo € > 0 existe ng € N tal que 0 < t" < € para todo inteiro n > ny.

Figura 2 - Exemplo 3.3

[ | | I
I R

0 tﬂ[]+1 o t2 t 1

Realmente, sem perda de generalidade podemos supor € < 1. Por outro lado,

podemos escrever 7= 1+ «, onde a > 0. Pela Propriedade Arquimediana existe um

1
inteiro ng > 1 tal que 1+npa > —. Além disso, pela desigualdade de Bernoulli, (1+«)"™ >
3

1 + nga. Consequentemente,

_ 1 _ 1 1 1
O<tn_ — (1+a)n S (1+a)n0 S 1+n0a <€

-
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para todo inteiro n > ng.
Notemos ainda que t > 2 > ... > " > {"*1 > .. > 0 e inf {t";n € N} = 0.

Exemplo 2.4. Consideremos a sequéncia ({Vﬁ)nzl. Entao para todo € > 0 existe ng > 1
tal que 1 —e < Yn < 1+ ¢ para todo n > ng.

De fato , ponhamos y, = /n — 1 > 0 para todo n > 1. Pelo teorema do bindmio,

para n > 2, temos
n=(1+y,)" > Mo g2,

portanto,

[ 2
0<uyn <./

Pela Propriedade Arquimediana, existe um inteiro ng > 2 tal que ,/% <eg,0

que implica
n _ 2 2
1l—-e< \/ﬁ—yn+1§\/m+1§\/m+1<1+€

para todo n > ny.

Exemplo 2.5. Fizemos § > 0 e consideremos a sequéncia (/3)n>1. Entdo para todo
e >0 existe ng > 1 tal que 1 —e < /B < 1+ ¢ para todo n > ny.

Como o caso em que [ = 1 é claro e como no caso em que 0 < # < 1 basta

tomar %3 > 1, é suficiente considerar o caso em que § > 1. Admitamos entao § > 1 e
consideremos a sequéncia (z,),>; de termos maiores do que 0, onde x,, = {/8 — 1. Pelo

teorema do binémio,
L +nx, < (1+2,)" =0,

de modo que

1

0<az, <L (n=1,2,..).

Consequentemente, argumentando como no Exemplo 3.4, tem-se a validade da

afirmacao.

=n"
n+1

Exemplo 2.6. Consideremos a sequéncia ( > . Entao para todo ¢ > 0 existe
nelN

ng € N tal que ’(;}r)l"‘ < € para todo n > nyg.
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Figura 3 - Exemplo 3.6

Wi = =

|

|

1 -10 _1
p E

[ [ —

_ 1
ng+2 nog+1
Com efeito, pela Propriedade Arquimediana existe ng > 0 tal que ﬁ < €, 0 que
implica (7;1_)1” = =5 < n01+1 < ¢ para todo n > ny.

Definigao 2.2. (Sequéncia Convergente) Diz-se que uma sequéncia (), o converge para
um numero real x se, para todo € > 0, existe ng € N tal que |x,, — x| < € para todo inteiro

n > ng, isto €, x, € (x — e,z + ) para todo inteiro n > ng.
Na definicao acima, em geral, ng depende do € dado anteriormente.

Observacao 2.1. Caso exista um numero real x gozando da propriedade descrita na
Definicao 3.2, ele é necessariamente unico.
De fato, seja 2’ € R tal que (x,,),, oy converge para 2’ e admitamos x # 2’. Entao,
o
tomando ¢ = |902_x\ > 0, podemos encontrar ng,ny, € N de modo que |z, —z| < ¢ para
todo n > ng e |z, — 2’| < e para todo n > ny. Consequentemente, se m = max {ng, ng},

temos
e —2'| =|(x —xm) + (X — )| < |z —2p| + |2m — 2| <e+e=2e= |z -1,

o que é absurdo. Logo, z = «'.

Escrevemos x = lim x, ou (7,),.n — = para designar que a sequéncia (z,)
T—>00

converge para z. Vimos, no Exemplo 3.3 (respectivamente, 3.4, 3.5, 3.6) que lim ¢" =0
n—oo

nelN

—1)n
(0<t<1) (respectivamente lim {/n=1lim {/B=1 (8>0), lim =D 0),
n—oo n—oo

n—oo Il—f-l

Pela definicdo de convergéncia de sequéncia, ¢ claro que uma sequéncia (),

converge para 0 se, e somente se, a sequéncia (|z,|), oy converge para 0.

Exemplo 2.7. Sexz € R e |z| < 1, entdo

lim (1+2+..+2") =

T—00 1—x

1—17"+]‘

Realmente, como 1 +x + ... + 2" = para todo n € N e como lim 2" = 0

1—a T—00

(Exemplo 3.3), conclui-se a validade da afirmagao.

Apesar da sequéncia (z,),en considerada no Exemplo 3.1 nao convergir, como é

facil constatar, a sequéncia (|x,|),en converge para 1. Por outro lado, temos:
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Proposigao 2.1. Se lim xz, = z, entdo lim |z,| = |z|.
n—o0 n—oo

Demonstragao. Seja ¢ > 0 arbitrario. Entao existe ng € N tal que |z, — x| < € para

todo n > ny. Mas, como ja vimos no Capitulo 2,
[|zn| = 2]| < |2n — 2]

para todo n € N, o que nos permite concluir que ||z,| — |z|| < & para todo n > ny.
Portanto, lim |z,| = |z|.
n—oo
Todo nimero real pode ser aproximado por uma sequéncia de numeros racionais.

Mais precisamente:

Proposigao 2.2. Seja x € R arbitrdrio. Entdo existe uma sequéncia (¢ ), o de nimeros
racionais tal que lim ¢, = x.
n— oo

Demonstracao. Pela Proposicao 2.4, para cada n > 0 existe ¢, € (:1: — n+r1, T+ n+r1),

0 que equivale a |g, — x| < Por consequéncia, pela Propriedade Arquimediana,

1
n+1"
concluimos que lim ¢, = z.

n—oo
Definigao 2.3. Uma sequéncia (z,)nen € chamada mondtona crescente (respectivamente

mondotona decrescente) se T, < xpiq para todo n € N (respectwamente Ty 2 Tpil POTG
todon € N).

Dizer que (z,)n,en € monétona crescente equivale a dizer que (—z,, ),en é mondtona
decrescente. Nem toda sequéncia monétona crescente converge; considere, por exemplo,
a sequéncia nao limitada superiormente (n),en. Por outro lado, as sequéncias (%H)nelN
e (t"),en (0 <t < 1) sdo monétonas decrescentes e ambas convergem para 0, sendo que

_ 1. ol
0= 1nf{n—+1,n € N} = inf{t";n € N}.
Na verdade, isso nao é mera coincidéncia, como mostra a

Proposicao 2.3. Se (r,)nen € uma sequéncia mondtona crescente e limitada superior-
mente, entao (r,)nex converge para x = sup{x,;n € N}. Equivalentemente, se (y,)nen
é uma sequéncia mondtona decrescente e limitada inferiormente, entao (y,)n,en converge

para y =inf{y,;n € N}.

Demonstragao. Primeiramente, lembremos que a existéncia de x é assegurada pela
Propriedade do Supremo. Mostremos que (x,,),en — . Com efeito, para e > 0 arbitrario,

existe ng € N tal que x — ¢ < z,,, . Portanto,
T—e<Tp, <Tp<zr<xT+¢€

para todo n > ng, provando que (Z,)pen — .
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Exemplo 2.8. A sequéncia v/2,V/2v2,\/2V/2V?2, ..., ... converge para 2.

De fato, escrevamos xg = V2 e Tpiy1 = /21, para n € N. Como, para 0 < t < 2,
tem-se t < /2t < 2, o Principio da Indugdo Finita garante que (z,),>0 ¢ uma sequéncia
mondtona crescente e limitada superiormente (por 2). Logo, pela Proposigao 3.3, (2, )nen
converge para um ntimero real z > 0. Por outro lado, do fato de que z,,+1 = v/2z,, (n € N)
e da unicidade do limite (Observacio 3.1) decorre que x = v/2z. Portanto, x = 2, como
haviamos afirmado.

Observemos, agora, que uma sequéncia (x,),en convergindo para x goza da se-

guinte propriedade:
Para todo £ > 0 existe ng € N tal que |z, — z,,| < € para quaisquer m,n > ny.

3 g
Realmente, como (2, )nen converge para z, existe ng € N tal que |z, — x| < § para

todo n > ng, o que implica
|Tm — Tn| = [(2 —2) + (2 —2p)| < a2 — 2|+ |2 — 20| < 5+ 5 =6

para quaisquer m,n > ng.
A referida propriedade expressa o fato de (z,)nen ser uma sequéncia de Cauchy.
Consideremos, agora, uma sequéncia de Cauchy, (z,)nen. Entao existe ng € N tal
que |z, — x,,| < 1 para todo n > ng. Se tomarmos L = max {|x¢|, ..., |Tn,|} € n > ny,

teremos
|xn| = |<$n — Tny) —|—:En0| < |xn - Ino| + |:L‘n0| <1+ |:En0|.

Podemos entao concluir que, para todo n € N, |z,| < max{L,1+ |z,,|}, mos-
trando que a sequéncia (z,)nen € limitada.

Em resumo, acabamos de observar que toda sequéncia convergente é de Cauchy
e que toda sequéncia de Cauchy é limitada. E facil mostrar que a sequéncia limitada
((=1)"),,en- considerada no Exemplo 3.1, nao é de Cauchy (logo, nao é convergente). E
a sequencia considerada no Exemplo 3.2 também nao é de Cauchy, por nao ser limitada.

Veremos, a seguir, que toda sequéncia de Cauchy de ntmeros reais admite um
limite em R. Esse fato fundamental nao é valido em @Q; basta tomar uma sequéncia de
numeros racionais convergindo para V2.

Antes de continuar observemos que as sequéncias nao convergentes, definidas nos
Exemplos 3.1 e 3.2, possuem uma certa similaridade, a saber: da sequéncia limitada do
Exemplo 3.1 podemos extrair duas sequéncias convergentes, a dos seus termos de ordem
par e a dos seus termos de ordem impar; e, na sequéncia nao limitada do Exemplo 3.2,
a sequéncia formada pelos termos de ordem ifmpar é convergente. Vamos aprofundar as

consideragoes anteriores introduzindo a seguinte
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Definigao 2.4. Seja (x,)nen uma sequéncia. Se ng < ny < ng < ... < Ny < Npyy < ...
€ uma sequéncia estritamente crescente de numeros naturais, a sequéncia (x,, Jken € dita

uma subsequéncia de (Ty)nen-

Como acabamos de mencionar, uma sequéncia nao convergente pode admitir uma

subsequéncia convergente. Temos o seguinte fato basico:

Proposigcao 2.4. Se (z,, )ken € uma subsequéncia de uma sequéncia (T,)nen tal que

(Tn)nen — T, entdo (xp, )ken — .

Demonstragao. Com efeito, seja ¢ > 0 arbitrario. Como (z,)nen — , existe [ € N tal
que |z, — x| < ¢ para todo n > [. Tomemos um inteiro kg > 0 tal que ng, > [. Entao,

para todo k > kg, temos ny, > ng, > [; consequentemente,
|zp, — 2| <e,

e (Tn, )keNn — T.

Proposicao 2.5. Se (,)nen € uma sequéncia de Cauchy e admite uma subsequéncia

(Tn, )ken convergindo para x, entdo (T,)nen converge para .

Demonstragao. Seja ¢ > 0 arbitrario. Como (x,),en € uma sequéncia de Cauchy, existe
I € N tal que |z, — 2,,| < § param,n > [. E, como (7, )ren — 7, existe ko € N tal que

Nk, > 1 e |z, — x| < para k > ky. Portanto, para n > ny,,
|0 — @] = (20 — Tnyyy) + (T — 2] < |2 — Ty | + 70y, — 7] <5+ 5 =¢
Logo, (Zn)nen — @, como querfamos provar.

Teorema 2.1. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Se (n)nen € uma sequéncia limitada,

entao (T, )nen admite uma subsequéncia convergente.

Demonstracgao. Para cada n € N, ponhamos

Y = inf {xp, Tpi1, Troo, o0}

E fcil ver que (Un)nen € Uma sequéncia monétona crescente e limitada superior-
mente. Logo, pela Proposicao 3.3, (y),cn converge para & = sup {%,;n € N}. Afirmamos

que existem inteiros 0 =ng < ny <Ny < ... < Nk < Ngyq < ... de modo que

1
Y1 — Ty | < Frl

para todo inteiro k > 0.
Com efeito, ponhamos ny = 0. Como y; = inf {z1, 29, x3,...}, existe n; > 1 >

0 = ng tal que y; < x,, < y1 + 1 (logo, |Yngt1 — Tny| < 1). Seja k > 1 e suponhamos
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construidos inteiros 0 = ng < ny < ny < ... < ng de modo que a condicao requerida

seja satisfeita. Como y,, +1 = inf{x,, 11, Tn,12,...}, existe ngp1 > ng + 1 > ng de modo
1 1 .

que Yo, 11 < Ty < Yngt1 + g (1080, [Yn 1 — Ty | < 357)- Logo, pelo Principio de

Inducao Finita, a afirmagao é valida.

Notemos que, pela Proposi¢ao 3.4, (yn,+1)ken — . Finalmente, afirmamos que

(@, )ken — x. De fato, tem-se

|5L’nk+l—$| = | (xnk+1 - ynk+1)+(ynk+1 - l’) | S |mnk+l_ynk+1|+|ynk+l_'r| < %ﬂ+|ynk+1_‘r|

para todo & > 0. Portanto, pela Propriedade Arquimediana e o fato de (|y,,+1 — 2),,cn

convergir para 0, conclui-se que (2, ), . converge para x. Assim, o resultado estd provado.

Corolario 2.1. Se (z,)nen € uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais, existe v € R

tal que (Tp)nen — .

Demonstracao. De fato, como (z,)nen € limitada, o Teorema de Bolzano - Weierstrass
garante a existéncia de uma subsequéncia (z,, )ren de (x,)nen convergindo para x € R.

Logo, pela Proposic¢ao 3.5, (2, )nen — @, como desejdvamos.
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3 FUNCOES CONTINUAS EM INTERVALOS FECHADOS E
LIMITADOS

Proposigao 3.1. Seja D C R, D # (). Para uma funcdio f: D — R e para cada x € D,

as sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) para todo € > 0 existe & > 0 tal que as relagoes t € D, |t — x| < & implicam

[f(t) = f()] <&
(1) para toda sequéncia (x,)en em D convergindo para x, a sequéncia (f(x,))nen converge
para f(x).

Demonstracao. (i) = (ii) : Sejam € > 0 e (x,,)nen como em (i7). Por (i) existe § > 0 tal
que |f(t) — f(z)| < e sempre que t € D e |t — x| < J. Por outro lado, como (x,,)nen — <,
existe ng € N tal que |z, — 2| < § para todo n > ng. Logo, |f(z,) — f(z)| < € para todo

n = no, e (f(zn)),en = f(2).

(1) = (i) : Admitamos que (i) nao seja valida. Entao existe ¢ > 0 tal que para todo
inteiro n > 1 existe z,, € D tal que |z, — x| < + e |f(z,) — f(x)| > e. Consequentemente,
(@n)n>1 converge para = e (f(x,))nen nao converge para f(z), e (i7) nao é valida.

Na proposicao acima, em geral, § depende de x e € dados anteriormente.

Definicao 3.1. Diz-se que uma funcao f : D — R € continua em x € D quando as
condigoes equivalentes da Proposicao 4.1 sao satisfeitas. Diz-se que f € continua em D

quando f € continua em todo x € D.
Exemplo 3.1. Para ¢ € R fizado, a funciao v € D+ ¢ € R € continua em D.

Exemplo 3.2. Se fi1, fo : D — R sdo duas funcgoes continuas em D, a funcao

fitfarre D (fi+ fa)(x) = filz) + fa(z) € R

¢ continua em D. Logo, pelo Principio de Inducdo Finita, sen =2,3,..., fi + ...+ fn €

uma fungao continua em D caso fi,.., f, gozem da mesma propriedade.

Exemplo 3.3. Se fi, fo: D — R sdo duas fung¢oes continuas em D, a funcao

fiforx € D (fife)(z) = fi(z)folr) € R

¢ continua em D. Logo, pelo Principio de Indugcao Finita, se n = 2,3, ..., fi...fn € uma

funcao continua em D caso fi,..., f, gozem da mesma propriedade.
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Exemplo 3.4. Em vista da continuidade da funcao x € R +— x € R e dos Exemplos 4.1,
4.2 € 4.3, todo polinomio

p(x) = anx"™ + ap_12" 1t + .+ a1z + ag

¢ uma funcao continua em R.

Exemplo 3.5. A funcio f : R — R, definida por f(x) =0 sex € Q e f(z) =1 se

r € R\ Q, ndo € continua em qualquer z € R.

De fato, seja z € @ arbitrario e seja (t,)nen Uma sequéncia de nimeros irracionais
convergindo para z. Entao (f(t,))nen — 1 # 0 = f(z), e a Proposigao 4.1 garante que f

nao é continua em x. Analogamente, f nao é continua em qualquer y € R\ Q.

Para uma funcao f : D — R, escrevemos

Im(f) = {f(z);x € D}.

Exemplo 3.6. Consideremos a funcao f : [—1,1] — R, definida por f(t) =1 se —1 <
t<0ef(t)=—-1se0<t<1, cujo grafico eshocamos abaixo.

Figura 4 - Exemplo 4.6

Notemos que f, definida no intervalo [—1, 1], ndo é continua em 0, pois (—%)n>1

e (ﬁ)n>1 convergem para 0, (f (—l))n>1 —1le(f (l))n>1 — —1 (lembrar a Proposicao

n n

4.1). Observemos, ainda, que f(—1)=1>0> f(1) =—-1¢e 0 ¢ Im(f).

—
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Exemplo 3.7. Consideremos, agora, a funcio f : [—=1,0) U (0,1] — R definida por

f(t) =t, cujo grdfico eshogcamos abaizo.

Figura 5 - Exemplo 4.7

Y

Apesar de f ser continua em [—1,0) U (0,1], que ndo é um intervalo, tem-se
f(=1)==1<0< f(1)=1e0¢ Im(f).

Veremos, no resultado fundamental a seguir, que o fenomeno descrito nos Exemplos
4.6 e 4.7 nunca ocorre se considerarmos func¢oes continuas definidas em intervalos fechados

e limitados.

Teorema 3.1. (Teorema do Valor Intermedidrio). Se f : [a,b] — R € uma fun¢do
continua em [a,b] e f(a) < ¢ < f(b), existe x € (a,b) tal que f(x) = ¢ (logo, ¢ € Im(f)).

Demonstracgao. Substituindo f pela funcao continua f—c, se necessario, podemos supor

¢ = 0. Ponhamos
A={t€lab]; f(t) <0}

Como a € A e b é uma cota superior de A, a Propriedade do Supremo garante a
existéncia de x = supA, que pertence a [a, b].

Afirmamos que f(x) = 0. Com efeito, seja (¢,),eny uma sequéncia em A tal que
(tn)nen — z. Como f é continua em x , (f(t,))nen — f(z) pela Proposi¢ao 4.1 (ii). Por
outro lado, como f(t,) < 0 para todo n € N, segue que f(z) < 0, o que fornece = < b.
Para concluir basta mostrar que ndo podemos ter f(x) < 0. De fato, se supuséssemos
f(z) <0, a Proposicao 4.1 (i) garantiria a existéncia de z < t' < b tal que f(t') < 0. Mas
isto ndo pode ocorrer, pois t' € A e t' > supA. Portanto, f(z) = 0, concluindo assim a

demonstracao.
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Exemplo 3.8. Se p(z) = a,z™ + Ap1 2"+ ..+ a1+ ag € um polindmio de grau impar

n, existe y € R tal que p(y) = 0.

Un-1 _,_ a1 Qo .
De fato, como p(x) = a, | 2" + —a" 1 + ...+ —x + — |, basta considerar o

caso em que a, = 1. Como lim p(x) = —oo e lim p(x) = +oo, pois o grau de p é
T—>—00 —+00

fmpar, existem a,b € R, com a < b, de modo que p(a) < 0 < p(b). Logo, considerando a

restrigao de p ao intervalo [a, b], que é uma fun¢ao continua em [a, b], o Teorema do Valor

Intermediério garante a existéncia de y € (a,b) tal que p(y) = 0.

Exemplo 3.9. Seja f: [0,1] = R uma fungao continua em [0, 1] e tal que Im(f) C [0, 1].
Entao existe t € [0,1] tal que f(t) =t (isto é, f possui um ponto fixo).

Com efeito, se f(0) =0 ou f(1) = 1, a afirmacao é ébvia. Caso contrario, conside-
remos a fungao continua g : [0,1] — R, dada por g(z) = f(z) — x para z € [0,1]. Como
g(1) < 0 < ¢(0), o Teorema do Valor Intermedidrio fornece ¢ € (0, 1) tal que g(t) = 0, ou
seja, f(t) =t.

Figura 6 - Exemplo 4.9

|

'

Exemplo 3.10. Seja n um inteiro maior ou igual a 1. Entdo para cada y > 0 existe um

unico t > 0 tal que t" = y.
Para mostrar a unicidade, tomemos u,v > 0 tais que " = v™ = y. Como
O=u"—v"=(u—v)(u"t+.. 40"

e (Wt + .. +0" 1) >0, segue que u = v.

Para mostrar a existéncia, consideremos a fungao continua h : [0,y + 1] — R, dada
por h(z) = 2™ —y para x € [0,y + 1]. Como h(0) = -y <0< (y+1)" —y = h(y+ 1),
segue do Teorema do Valor Intermediario a existéncia de t € (0,y + 1) tal que h(t) = 0,

isto é, t" = y.
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O Exemplo 4.10 nos diz que todo niimero real maior do que 0 admite raiz n—ésima.
Usando a Propriedade do Supremo, ja haviamos visto na Proposicao 2.5 que 2 admite raiz

quadrada.

1
Exemplo 3.11. Consideremos a func¢ao f: (0,1] — R, dada por f(t) = . para t € (0,1],

cujo grdfico esbocamos abaixo.

Figura 7 - Exemplo 4.11

oz 1
2
Primeiramente, observemos que f é continua em (0, 1]. Realmente, seja x € (0,1] e

seja (Z,)nen uma sequéncia em (0, 1] convergindo para x. Entao, considerando o intervalo

T 3z . C €

(5, > centrado em z, existe um inteiro ng > 0 tal que z,, > 5 para todo n > ng, o
que implica

1 1

T,

_ |z, — x| _ |z, — x| <3
||| 2] TnT 2

|f(zn) = fl2)] =

|$n_x|

para todo n > ng. Agora, seja ¢ > 0 arbitrario. Como (z,)nen — , existe um inteiro
2

T L
ni > ng de modo que |z, — x| < 5 ¢ para todo inteiro n > n;. Consequentemente, em

vista das desiqualdades acima, concluimos que

2 22
fa) = f@)l < e =e
para todo n > nq; assim, f é continua em x. Como z é arbitrario, acabamos de mostrar
que f é continua em (0, 1].
Notemos que, no exemplo em questao , I'm(f) é limitado inferiormente, mas nao

é limitado superiormente. Além disso,

1 =inf Im(f) € Im(f).
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Exemplo 3.12. Consideremos, agora, a fun¢do continua f : [1,00) — R, dada por

1
ft) = 7 para t € [1,00), cujo grdfico esbo¢camos abaizo.

Figura 8 - Exemplo 4.12

3

Notemos que Im(f) é limitado, 1 = sup Im(f) € Im(f) e 0 = inf Im(f) ¢ Im(f).

Exemplo 3.13. Consideremos, ainda, a funcao continua f : (0,1) — R dada por

f(t) =t, cujo grifico esbocamos abaixo.

Figura 9 - Exemplo 4.13

Observemos que Im(f) é limitado, 0 = infIm(f) ¢ Im(f) e 1 = supIm(f) ¢
Im(f).
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Veremos, no resultado a seguir, que para um funcao real continua definida em um
intervalo fechado e limitado os fenémenos destacados nos Exemplos 4.11, 4.12 e 4.13 nao

podem ocorrer.

Teorema 3.2. (Teorema de Weierstrass) Se f : [a,b] — R € uma fungdo continua em
[a,b], entao Im(f) € limitado, infIm(f) € Im(f) e supIm(f) € Im(f).

Demonstragao. Inicialmente, mostremos que Im(f) é limitado superiormente. Caso
contrario, para todo inteiro n > 1 existiria z,, € [a, b] tal que f(x,) > n. Como a sequéncia
(Zn)n>1 € limitada, o Teorema de Bolzano-Weierstrass garante a existéncia de uma sub-
sequéncia (T, )k>1 de (z,),>1 convergindo para um numero real z, que for¢osamente
pertence a [a, b]. Por outro lado, pela Proposicao 4.1 (ii), (f(xn,))k>1 converge para f(z),
e, por consequéncia, (f(xy,))r>1 ¢ limitada. Mas isso ndo ocorre, ja que f(x,,) > nj para
todo inteiro £ > 1. Assim, acabamos de mostrar que I'm(f) é limitado superiormente.
Raciocinando como acima ou aplicando o que acabamos de ver a funcao continua —f,
concluimos que I'm(f) é limitado inferiormente.

Agora, ponhamos « = infIm(f) e seja (t,)nen uma sequéncia em [a,b] tal que
(f(tn))nen — a. Aplicando novamente o Teorema de Bolzano-Weierstrass, obtém-se uma
subsequéncia (t,, )k>1 de (t,)n>1 convergindo para t € [a,b], e a continuidade de f em ¢
fornece (f(tn,))k>1 — f(t). Pela Proposicao 3.4, (f(t,,))r>1 — «, e a unicidade do limite
(Observagao 3.9) fornece v = f(t) € Im(f). Finalmente, raciocinando como mencionamos

acima, mostra-se que sup Im(f) € Im(f), concluindo assim a demonstragao.

Observacao 3.1. Nas condi¢oes do Teorema 4.2, sejam u,v € [a,b] tais que f(u) <

f(z) < f(v) para todo x € [a,b]. Entao, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, Im(f) =

[f (u), f(v)].

Exemplo 3.14. Se f : [a,b] = R € uma funcao continua em [a,b], existem x1, x5 € [a,b]

tais que

[f ()] < [f()] < [ (22)]

para todo = € [a,b].

De fato, pelas Proposicoes 4.1 (i) e 3.1, a fungao
x € [a,b] — |f(x)] € R

é continua em [a, b]. Portanto, a afirmagao decorre do Teorema de Weierstrass.
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Observacao 3.2. Para f : [a,b] — R continua em [a,b], arbitrdria, escrevamos

Il = sup{[f(2)]; « € [a, b]}.

Figura 10 - Observacao 4.1

sl

a 0 b

Nao é dificil mostrar que, para quaisquer g, h : [a,b] — R continuas em [a,b] e
para todo d € R, tem-se:
(i) [lgll = 0 e ||g|| = 0 se, e somente se, g = 0;
(ii) [ldgl| = [d[ llgll;
(iii) [lg + Al < llgll + [[All.

Exemplo 3.15. Seja f : [a,b] — R continua em [a,b] e tal que f(x) > 0 para todo
x € [a,b]. Entdo existe s > 0 tal que

f(x) = s

para todo x € |a,b].

Com efeito, o Teorema de Weierstrass garante a existéncia de z € [a,b] tal que
f(z) > f(2) para todo x € [a,b]. Consequentemente, basta tomar s = f(z) > 0 para
concluir.

O Exemplo 4.13 mostra que o Exemplo 4.15 pode nao ser verdadeito se substituir-

mos [a, b] por um intervalo limitado, mas nao fechado.
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Exemplo 3.16. Consideremos a fungdio f(z) = x2, que € continua em R. Entdo, para
cada © € R fizado, as relagoes "y € R,y prozimo de x” implicam " f(y) prézimo de
f(z)”. Entretanto, as relagoes "x,y € R, x proximo de y” nao implicam ”f(z) prézimo

de f(y)”. Realmente, para todo inteiro n > 1, tem-se

2
(n%—l)—n:l e f(n—{—l)—f(n):(n%—l) —n2:2+i2>2.
n n n n n

Figura 11 - Exemplo 4.16

b | Ot

Por outro lado, se T' é um subconjunto limitado de R, existe um niimero real m > 0

tal que T'C [—m,m|. Dai, se z,y € T,

[f () = FW)l = |z +yl |z =y < (Je] + yDle =yl < 2mlz —y|.

Portanto, as relagoes "x,y € T, x préximo de y” implicam ” f(z) préximo f(y)”.

Para tornar precisas as consideracoes acima, introduzamos a seguinte

Definigao 3.2. Sejam D C R, D # 0 e f : D — R; [ € dita uniformemente continua
em D se para todo € > 0 eziste § > 0 tal que as relagoes x,y € D, |x — y| < § implicam

[f(x) = fly)] <e.

Na definicao acima, em geral ¢ depende exclusivamente do € dado anteriormente. E
claro que, se f é uniformemente continua em D, entao f é continua em D. Mas a reciproca
nao ¢ verdadeira em geral, como mostra o Exemplo 4.16. Entretanto, a restrigao da fungao
f, a qualquer subconjunto limitado 7" de R, é uniformemente continua em 7" (para € > 0
dado, basta tomar 6 = % > 0, sendo m como acima). Veremos, no resultado a seguir,

que a ultima afirmacao nao é mera coincidéncia.
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Teorema 3.3. Se f : [a,b] =& R € uma funcgdo continua em [a,b], entdo f é uniforme-

mente continua em [a,b].

Demonstracao. Admitamos que f nao seja uniformemente continua. Logo, por de-
finigao, existe ¢ > 0 tal que para todo inteiro n > 1 existem z,,y, € [a,b] tais que
|20 — yn| < = e |f(2) — f(ya)| = €. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma
subsequéncia (x,, )k>1 da sequéncia (z,),>1 tal que (x,, )k>1 converge para = € [a,b]. E,

Ccomo
1
|ynk —SL’| = |(ynk _xnk> + (mnk _'T)’ < |ynk _‘Tnk| + |xnk _I| < n_k + |xnk —$|

para todo k > 1, conclui-se que (¥, )r>1 também converge para x (lembrar a Pro-
priedade Arquimediana). Ora, pela continuidade de f em z, (f(xn,))k>1 — f(x) e
(o)1 = F(@), 0 ane implica (F(zn,) — Fgn) it — £(z) — f(z) = 0. Mas isto
nao pode ocorrer, visto que |f(z,,) — f(yn,)| > € para todo k > 1. Portanto, f é unifor-

memente continua, como queriamos provar.
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4 PRIMITIVA DE UMA FUNCAO CONTINUA

Parte deste capitulo é baseada no Apéndice do Capitulo II de [1].

Comecemos com um exemplo sugestivo.

1
Exemplo 4.1. Seja f : [0,1] — R, dada por f(x) = 5 sez € [0, 5] e f(z) =1 se

1
x € (5, 1] , que nao € continua em [0, 1].

Figura 12 - Exemplo 5.1

/

W= | o

bS] =

0

[\:H [a— sssssssssssssssssssnmnns

Suponhamos que exista uma fungao derivavel F' : [0,1] — R tal que F' = f;

1
em particular, F'(0) = f(0) = 5 ® F'(1) = f(1) = 1. Pelo Teorema de Darboux

3
(Apéndice A), existe t € (0,1) tal que F'(t) = 7 isto é, tal que f(t) =

ocorre.

, 0 que nao

A~ w

Mostraremos, neste capitulo, que para toda fungao continua f : [a,b] — R(a < b)
existe uma fungao derivavel F' : [a,b] — R tal que F' = f, ou seja, f admite primitiva
em [a,b]. Para atingir este objetivo, necessitaremos de alguns preliminares. Mas antes,

vejamos o seguinte
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Exemplo 4.2. Consideremos a fungio continua f(x) = x* para x € [0,1]. Para cada in-

1 1 2 —1
teiron > 1, dividamos o intervalo [0, 1] nos n subintervalos [O, —} , [—, —} Y s {n ,1]
n'n n

n
, 1 1 12 n—1 L
de comprimento —, tomemos t; € |0,—| ,to € |—, —|, ..., t, € , 1| arbitraria-
n n n'n
mente e ponhamos
5,3 st (2-51) -3 L4 (ztf).
i=1 i=1
Figura 13 - Exemplo 5.2
1
1 A E A AN RS EE SR EE SRR EEA IR RSN IEIEEEIEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEREEEES
e ST
tzz lllllllllllllll
f12 -~
e H
0 11 l to 2 n—1 t, 1
T ; Tl
Notemos que S, depende da escolha de ti,t5, ... ,t, € é a soma das areas dos
Y ;
retangulos indicados na Figura 13. Notemos ainda que, fazendo t; = YT e = i(z =
n n
1,2, ...,n), temos
11\ [2)° n—1\\) 1 (< 1
— i — — _ t/ < - //
N ) () - () =ss L (S
1/1\* [2)° n—1\>  [n\2
==((=) +(=) + -+ +<—> ,
n n n n n

ou seja,
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Por outro lado, segue do Principio de Inducao Finita que
2 92 o1
1*+2°+ ... +n?= 6n(n+1)(2n+1)

para todo inteiro n > 1. Por consequéncia,

(n—1n2(n—-1)+1) <g < n(n+1)(2n+1)
6n? -t 6n®

Portanto, para todo n > 1, temos
1 1 1 1 1 1
- 1—-- 2——) <S5, <=-(1+— 2+ —|.
6 n n 6 n n
Finalmente , como

. 1 1 , 1 1
lim (1——) (2——) = lim (1+—) (2—{——) =2,
n—00 n n n—o0 n n

conclui-se que

lim S, = -.
im 3

. 1 . .
Geometricamente, 3 representa a area compreendida entre o grafico da fungao e o

eixo horizontal.

Observemos que a sequéncia (.5,), -, pode ndo convergir.

Exemplo 4.3. Com efeito, se considerarmos a funcdao f : [0,1] = R, definida por f(z) =
0sexe@QnN0,1] e f(x) =1sex e (R\Q)NIO0,1] (que ndo é continua) e tomarmos

todos os t; racionais ou todos os t; irracionais, teremos
S, =0 para todon > 1 ou S, =1 para todon > 1.

Proposigao 4.1. Sejam a,b € R, coma < b, e [ : [a,b] = R uma funcdo continua em

la,b]. Para cada inteiro n > 1, definamos

Sn:gf(ti) <a+b;ai— (a—l—b;a(i—l))) :b;“ (Zz:f(ti)),

b—a(i_1)7a+b—a

onde t; € um elemento arbitrdario de {a+
n

Entdo a sequéncia (S,),~, converge.
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Demonstragao. Para cada ¢ = 1, ... ,n ponhamos

100 =inf{ fia € o+ 2280 10+ 220

n n
e
b— b—
) =sup{ stapio € [+ 2= o 20
onde
iy i € |a+ —a<,_1) +b_a’(le bre o Teorema 4.2), S _bra if()\) e
i Mi a t , @ n [/ 1mpr rem )y Dy = n — i

S, = b;a (i f(uJ) Como

S,<S,<8S,

para todo inteiro n > 1, basta mostrar que as sequéncias (ﬁn)n21 e (Sn)n2 convergem, e

1
para o mesmo limite.

Seja € > 0 arbitrario. Como, pelo Teorema 4.3, f é uniformemente continua, existe
€
0 > 0 tal que |f(2) = f(y)] < ;

sempre que z,y € [a,b] e [t —y| < J. Pela Propriedade

Arquimediana, existe um inteiro ng > 1 tal que < 6. Consequentemente, para
ng

b—a b—a €

< < 6; logo, ) — f(\) < 1=

= 80, f(p) = F(hi) < p——

n > ng qualquer, tem-se |\; — p;| <

1, ...,n). Dai resulta que

e acabamos de mostrar que a sequéncia (En — §n>n>1 converge para 0. Notemos, ainda,
que se mostrarmos que (?n)n>1 converge, resultard que (S,,),~, converge, e para o mesmo
limite, pois S, = (S, — S,) + Sn (n=1,2, ...).

Provemos, entao, que (§">n>1 converge. Com este propdsito, para quaisquer intei-
ros m,n > 1 definamos, exatamente como fizemos acima, 7}, , como a soma de todas as
parcelas da forma f(6,)(§;—¢;-1) (j =1, ..., ]),ondeép=a < & < ... <& <& =bsao

— a’ ,a+b_—a(m—1), b ou os niimeros a—i—b — a) ,a—i—b — a(n—l),
ordenados de formgL crescente (I?gr exemplo, se a = 0,b = 1,mn: 2 e n = 3, terlfamos

1 1 2
5020751257522575325654:1)6

f6;) = sup{f(x);x € [§-1, &1 G =1, ., 1)

0s numeros a, a-+
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— h—
Yi-1),a+

expresso como uniao de certos subintervalos [£;_1, §;] determinados pelos ;s que acabamos

Yl =1, ...,n)é

Notemos que qualquer subintervalo [a +

de introduzir; e, em cada um desses subintervalos [£;_1, ;], temos

F) < f(05) < f(a)-

Consequentemente, como

Tm,n = Zf(ej) (fj - 5j*1)7

teremos

Pelo mesmo raciocinio, também teremos

S £ Tnn < S
Portanto, para m,n > ny,
1S = T < Sm— S, <ce|Sy—Tun| <Su—5, <e,
o que implica
S = Su| < |Sm = Tn| + [T — Sn| <e+e=2¢

e mostra que (gn) ¢ uma sequéncia de Cauchy. Portanto, pelo Corolério 3.1, (?n)

n>1
converge, concluindo assim a demonstracgao.

n>1
b b

O ntmero real lim S,, é representado por / f(z)dz; / f(z)dz é dita a integral
n—o0 a a

1
1
de f em [a,b]. Por exemplo, / v?dr = 3 (lembrar o Exemplo 5.2).
0

Observacao 4.1. Nao ¢ dificil justificar as sequintes afirmagoes:

(i) Se f,g:[a,b] = R sdo fungoes continuas em [a,b] e f(t) < g(t) para todo t € [a,b],

entdo /bf(x)dx < /bg(x)dx.

Em particular,
b
/ f(x)dx

ja que | f| € continua e —|f(t)| < f(t) < |f(t)] para todo t € |a,b].

< 7| f(2)|dw,

(ii) Se f:[a,b] = R € continua em [a,b] e a < ¢ < b, entdo

/f m_/f m+/f
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Proposicao 4.2. Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua em [a,b], com a < b. Para
cada t € [a,b], definamos

t a
:/ f(z)dz (por convengdo,/ f(z)dx = 0).
Entao F € derivdvel em [a,b] e F'(t) = f(t) para todo t € [a,b].

Demonstragao. Provaremos que F' é derivavel em um elemento arbitrario ¢ty € (a,b).
Analogamente, prova-se que F' é derivavel a direita em a e F(a) = f(a) e que F ¢
derivavel a esquerda em b e F’ (b) = f(b). Vamos mostrar que F' é derivavel a direita em
to [§
F(t)— F(t
F (o) = lim £ = Fl) _ f(to)-

ttd t—to

Com efeito, para ty < t < b arbitrario, tem-se

PO _ g - [, o fo| =

t—to t_tO
| @~ s /Lf F(to)| dx
t—to t_tO '

Seja ¢ > 0 arbitrario. Pela continuidade de f em tj, existe 6 > 0 tal que (to —
d,to +0) C [a,b] e |f(x) — f(ty)] < esex € (tg— d,tp + ). Por consequéncia, para todo
t € (to,to+9), tem-se

/Lf Ml

t—t, =t —t

F(t) — F(to)
t—to

Portanto, F' é derivavel a direita em ¢, e I (t9) = f(to). Da mesma forma, mostra-se que

F' é derivavel a esquerda em tq e F” (ty) = f(to), o que conclui a demonstracao.

Acabamos de provar que toda fungao continua de [a, b] em R admite uma primitiva

em [a,b).
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t
d
Exemplo 4.4. Definamos, para todo t > 0, F(t) = / i (por convengao, F(t) =
|

1
d

—/ —x,pam0<t<1).
t x

Figura 14 - Exemplo 5.4

1
Pela Proposicao 5.2, F' é derivavel em (0,00) e F'(t) = - para todo t € (0, +00);
F nada mais é do que a fungao logaritmica (logt é a area da regiao sombreada na Figura
14).

Corolério 4.1. (Teorema Fundamental do Cdlculo). Sejam f : |a,b] — R uma funcao
continua em [a,b] (a < b) e G : [a,b] = R uma funcao derivdavel em [a,b] tal que G'(t) =
f(t) para todo t € [a,b]. Entdo

/fumx:G@—Gmy

Demonstracao. Ponhamos H(t) = G(t) — F(t) para t € [a,b], sendo F' como na Pro-
posigao 5.2; H é um fungao derivavel em [a, b] tal que H'(t) = G'(t)—F'(t) = f(t)— f(t) =
0 para todo t € [a,b]. Portanto, pelo Teorema do Valor Médio, existe d € R tal que
H(t) = G(t) — F(t) = d para todo t € [a,b]. Fazendo t = a, temos H(a) = G(a) — F(a) =
G(a) = d. Finalmente, fazendo t = b, vem H(b) = G(b) — F(b) = G(a), isto é,

qm—qwzﬂw:/f@m.
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Observacao 4.2. A propdsito, vimos na demonstracao do Teorema Fundamental do

Calculo que toda primitica G de f difere de F' por uma constante.

Exemplo 4.5. Paran=1,2, ... ea,b € R, coma < b,

b prtl a1
/ "dx = — )
a n+1 n+4+1

$n+1

Com efeito, basta aplicar o Teorema Fundamental do Cdlculo a fun¢io G(x) = 1
n
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CONCLUSAO

Neste trabalho foram estabelecidos, de maneira completa e rigorosa, trés resultados
fundamentais sobre funcoes reais continuas definidas em intervalos fechados e limitados
do conjunto dos nimeros reais, a saber, o Teorema do Valor Intermediario, o Teorema
de Weierstrass e o fato de que toda funcao continua em um intervalo fechado e limitado
é uniformemente continua. Provou-se, ainda, que toda funcao continua em um intervalo
fechado e limitado admite primitiva. Com o propdsito de tornar o texto acessivel a um
grande nuimero de leitores, fez-se uma apresentacao axiomatica do sistema dos nimeros

reais e provou-se o Teorema de Bolzano - Weierstrass, o qual desempenhou um papel
central no nosso trabalho.
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APENDICE A - O Teorema de Darboux

O resultado a seguir é uma versao do Teorema do Valor Intermediario para a

derivada.

Teorema A.1. Sejam f : [a,b] — R uma fun¢do derivavel em [a,b] e f'(a) < c < f'(b).
Entao existe 0 € (a,b) tal que f'(0) = c.

Demonstracao. [5, p. 108]. Ponhamos g(z) = f(z) — cx para x € [a,b]. Entao g é
derivavel em [a,b] e ¢'(z) = f'(z) — ¢ para todo x € [a,b]. Como ¢'(a) = f'(a) — ¢ < 0,
existe 1 € (a,b) tal que g(x1) < g(a); e, como ¢'(b) = f'(b) — ¢ > 0, existe x5 € (a,b) tal
que g(x2) < g(b). Seja 6 € [a,b] tal que

g(0) = inf{g(z); z € [a,b]} (Teorema 4.2).

Como ¢(0) < g(z1) < g(a) e g(0) < g(x2) < g(b),0 € (a,b), e dai resulta que ¢'(f) = 0
[5, p. 107], ou seja, f'(0) = c.



