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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo propor, para professores e estudantes
da educagao béasica, um material de introducao a Teoria dos Grafos. Esse é um assunto
que nao esté presente no curriculo basico, mas que, além de praticamente nao necessitar
de pré-requisitos, é uma ferramenta capaz de solucionar diversos problemas interessantes

e mostrar ao aluno uma nova perspectiva da Anélise Combinatoria.

Palavras-chave: Grafos, Analise Combinatoéria, Resolu¢cao de Problemas.
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Abstract

This work has as main objective to propose, for teachers and students of high
school, an introductory material to the Theory of Graphs. This is a subject that is
not present in the basic curriculum, but which, in addition to practically requiring no
prerequisites, is a tool capable of solving several interesting problems and showing the
student a new perspective of Combinatorial Analysis.

Keywords: Graphs, Combinatorial Analysis, Problem Solving.
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INTRODUCAO

O curriculo basico da Matematica vem sofrendo mudangas progressivas ao longo
dos tltimos anos. Percebe-se nessas mudancas uma crescente valorizacao do pensar ma-
tematico, da percepcao de padroes e da capacidade argumentativa. A abordagem me-
canica, baseada no uso excessivo de féormulas, aplicadas a situacoes descontextualizadas,
vem sendo ultrapassada por uma abordagem que visa estimular o raciocinio matematico
dos nossos alunos.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), homologada em 2018, ¢ um docu-
mento que norteia o curriculo da educagao basica no nosso pais, de escolas publicas e
privadas. Esse documento indica quais conhecimentos, competéncias e habilidades que se
espera que sejam alcancados na formagao basica dos estudantes. Analisando esse docu-
mento, vemos claramente como a BNCC pretende levar o ensino da Matematica para um

novo caminho, que prioriza o desenvolvimento criativo do aluno.

Para que esses propodsitos se concretizem nessa éarea, os es-
tudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos de
investigacao, de construgao de modelos e de resolugao de problemas.
Para tanto, eles devem mobilizar seu modo préprio de raciocinar,
representar, argumentar, comunicar e, com base em discussoes e va-
lidagoes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representagoes
e procedimentos cada vez mais sofisticados. (BNCC)

Nesse sentido, a resolugao de problemas permite que varias dessas habilidades
almejadas sejam desenvolvidas. Ao se deparar com um problema, o estudante precisa:
interpretar, compreender, elaborar uma estratégia, executa-la e apresenta-la, defendendo
seu argumento. Precisa, ainda, ter senso critico para analisar a adequacao da sua resposta.
(ROQUE, 2019)

A estratégia da resolucao de problemas pode ser utilizada em todos os contetdos
especificos na matematica do Ensino Médio, mas o nosso interesse, em particular, esta no
campo da Analise Combinatoria. Esse interesse se deve ao grande potencial de problemas
que podem ser abordados nessa area.

A Analise Combinatoéria pode ser dividida em trés ramos:(CERIOLI, 2008)



e Existéncia;
e Contagem;
e Otimizacao.

Porém, sabemos que na educagao basica a apresentacao da Combinatoria, infeliz-
mente, fica restrita a problemas de contagem, limitando a visao que nossos alunos tém
dessa érea.

Desse modo, vemos na Teoria dos Grafos um caminho interessante que atende
aos objetivos da BNCC, muda a percepcao do aluno sobre a Analise Combinatoéria e
ainda conta com a vantagem de praticamente nao necessitar de pré-requisitos. Aliés,
apesar desse trabalho ser voltado para salas de aula do ensino médio, destacamos que,
justamente por nao exigir conhecimentos matematicos especificos e com a orientacao de
que o pensamento combinatoério ja seja introduzido antes do ensino médio, a Teoria dos
Grafos pode ser trabalhada ainda no ensino fundamental.

Nesse sentido, destacamos as palavras da professora e pesquisadora Clara Grima,
doutora em Matemaética, cujo ramo de pesquisa é a Teoria dos Grafos. Desde 2011 a
professora Clara Grima realiza trabalhos de divulgacao da Matematica para criangas e
adultos (BBC, 2020). Em entrevista a BBC' Mundo a professora diz:

Eu me formei em matemaética sem ter visto um grafo. Mas
quando comecei a fazer divulgagao, muito rapidamente comecei a
falar um pouco sobre grafos por dever profissional. E percebi que é
uma ferramenta muito tutil, que permite modelar problemas mate-
méticos de uma maneira muito eficiente e resolvé-los sem os célculos
tediosos que as criangas sao forgadas a fazer o tempo todo. O que
prevalece na solucao de problemas usando grafos é instinto e logica,

Vislumbramos também a oportunidade de se fazer uma abordagem historica na
apresentacao dessa teoria, expondo como um novo conceito surge e evolui ao longo do
tempo, constatando assim que a Matematica nao é uma ciéncia pronta e rigida em sua
forma, mas sim, uma ciéncia que esta em constante processo de construcao. Nesse sentido,
veremos como um dos primeiros trabalhos sobre Grafos (que alids sequer usa esse nome)
nao faz uso dos conceitos e teoremas atuais que s6 vao ganhar sua forma muitos anos mais
tarde.

Esse trabalho tem por objetivo apresentar uma introducao a Teoria dos Grafos com
a finalidade de mostrar nao apenas a viabilidade de se trabalhar tal assunto na educacao
bésica, mas o ensejo da sua abordagem dadas as vantagens que podem ser obtidas na
formacao dos nossos alunos. Para atingir esse objetivo, estruturamos nosso trabalho da

seguinte forma: no capitulo 1 é feita uma abordagem historica retratando como Euler



desenvolveu sua solugao para o problema das Sete Pontes de Konigsberg o que é consi-
derada o surgimento da Teoria dos Grafos. O capitulo 2 exibe formalmente os conceitos
iniciais da Teoria dos Grafos como defini¢oes, propriedades e teoremas importantes que
nos servirao de base para a resolucao de problemas. Na parte final deste trabalho, serao

apresentados problemas, de diferentes niveis de dificuldade, com suas respectivas solucoes.



1 EULERE AS SETE PONTES DE KO-
NIGSBERG

O primeiro registro conhecido, que tem por base a Teoria dos Grafos, tal como co-
nhecemos hoje, ¢ a solugao dada pelo reconhecido matemético Leonhard Euler (1707-1783)
para o famoso problema das Sete Pontes de Konigsberg, no artigo Solutio problematis ad
geometriam situs pertinentis, publicado em 1741, com a tradugao de (LOPES, 2015).

O problema consistia em uma ilha, localizada em Konigsberg, na Prussia (hoje
Kaliningrado) que dividia o rio Pregel em dois ramos e sete pontes construidas sobre os
ramos desse rio, conectando essa ilha e outras trés porcoes de terra. Os moradores dessa
regiao questionavam se era possivel percorrer um trajeto que passasse por todas essas
pontes uma tunica vez. Uns negavam e outros duvidavam, mas foi Euler quem elaborou
uma argumentagao que pos fim as davidas sobre a solugao desse problema e que deu inicio
aos estudos da Teoria dos Grafos.

Leonhard Euler foi um dos maiores nomes da historia da Matematica. Publicou
560 livros e artigos e fez numerosas contribuigoes em diversas areas da Matematica de sua
época. Entre essas contribuicoes destacam-se resultados importantes obtidos na Teoria
dos Ntiimeros, no desenvolvimento do estudo dos Ntumeros Complexos, do Céalculo Dife-
rencial e do proprio conceito de funcao. Deixou também como herancga notacoes utilizadas
até hoje, como e para o nimero cujo logaritmo natural é 1 e o i para v/—1, além de ter
ajudado a popularizar outras como o 7. Euler também foi responsavel pela organizacao
e sintese de teorias ja existentes, o que fez de seus livros uma referéncia. (MOL, 2013)

Com esse talento impar na Matematica e com sua habilidade de organizacao de
pensamentos, Euler destrinchou o desafio das Sete Pontes de Konigsberg, dando o pontapé
inicial de uma nova teoria que tomaria forma muitos anos depois.

No seu artigo, Euler sinaliza que para a solucao desse problema medidas como
o comprimento das pontes e a distancia entre as porc¢oes de terra sao irrelevantes. O
essencial para o entendimento desse problema estd na determinacao da situacao e de
suas propriedades envolvidas, o que caracteriza, para ele, um problema de “Geometria de

situagao”.



Euler observa que uma possivel maneira de se resolver essa questao é utilizar o
método da exaustao, ou seja, buscar todos os caminhos possiveis que poderiam ser per-
corridos e verificar se algum deles atende as condi¢oes impostas. Mas obviamente essa
nao é a melhor estratégia dado o grande niimero de combinacoes a ser verificado. Além
do mais, a proposta dele era encontrar uma solucao mais geral possivel, que pudesse ser
verificada para situagoes similares, mas com um nimero ainda maior de pontes.

Para resolver o problema, Euler inicialmente nomeia as sete pontes por a,b,c,d,e,f
e g, as porgoes de terra por A, B, C e D, como jé indicado na figura 1.1, e caracteriza as
sequéncias de letras que serao utilizadas da seguinte maneira: a sequéncia AB indica que

uma ponte, nao importa qual, foi atravessada saindo de A e indo para B.

Figura 1.1: Representacao do complexo de pontes de Konigsberg.

Fonte: LOPES, (2015)

A sequéncia ABD indica um caminho iniciado em A, passando por B através de
uma ponte e, em seguida, chegando a D por uma outra ponte, nessa ordem. Como as
porcoes de terra sao mutuamente separadas pelo rio, para ir de uma regiao a outra ¢é
necessario que se passe por uma ponte. Deste modo, para uma sequéncia do tipo ABDA,
Euler conclui que nesse caminho trés pontes foram atravessadas. Na sequéncia ABDAB,
quatro pontes foram utilizadas e assim por diante. Ou seja, em uma sequéncia qualquer
o namero de letras é sempre uma unidade maior que o niimero de pontes utilizadas.

Se o objetivo do problema ¢ atravessar sete pontes, uma tnica vez cada, deve-se
procurar um caminho representado por uma sequéncia de 8 letras. E mais: como ha duas
pontes ligando A e B, isso indica que a sucessao imediata dessas duas letras deve ocorrer
duas vezes, bem como a das letras A e C, que deve ocorrer duas vezes, e deve haver apenas
uma vez a sucessao das letras A e D, D e B e C e D por s6 existir uma tnica ponte que

conecta cada um desses pares.



Mas Euler nao busca encontrar uma sequéncia com essas caracteristicas. Ele prefere
investigar certas propriedades desse complexo de pontes e terras para concluir a existéncia
ou nao de tal sequéncia.

Essas propriedades se referem a quantidade, par ou impar, de pontes que tem
uma certa regiao como extremidade. Por exemplo, vamos imaginar uma regiao A que
se conecta a uma regiao B através de 3 pontes a, b e ¢. Para atravessarmos essas trés
pontes, independentemente de iniciarmos o trajeto em A ou B, a letra A aparece na nossa
sequéncia 2 vezes. Se houver 5 pontes ligando as duas regioes, entao a letra A deve
aparecer trés vezes. Generalizando: se houver um nimero impar de pontes que liga a
regiao A a uma outra regiao, entao para atravessar todas elas teremos uma sequéncia em
que a letra A aparece a metade do nimero de pontes acrescido de uma unidade.

No nosso problema, todas as regides A, B, C e D tém um nimero impar de pontes
incidentes. No caso, 5 para A e 3 para as demais regioes. Pela observacao de Euler, na
5+1 341

5 = 3 vezes e as outras letras = = 2

vezes. Entao terfamos um total de 3 +2 + 2 + 2 = 9 letras o que vai de encontro ao

sequéncia procurada, a letra A deve aparecer

nosso objetivo de encontrarmos uma sequéncia com apenas 8 letras. Conclusao: o trajeto
proposto nao existe.

O Problema das Sete Pontes de Konigsberg esta solucionado, mas em seu artigo
Euler nao se limita ao fim desse problema, pois seu objetivo maior é trazer uma solugao
geral para problemas desse tipo e para isso ele precisa analisar o caso em que haja um
numero par de pontes em certa regiao, o que nao ocorreu no exemplo analisado.

Para essa situacao, ele observa que o niumero de vezes o qual a letra que denota a
regiao aparecera na sequéncia depende de o onde o trajeto € iniciado: se na propria regiao
ou nao. Ele, assim como no caso fmpar, usa exemplos a fim de mostrar uma relagao entre
o nimero de pontes e o niimero de letras da sequéncia: se ha duas pontes distintas ligando
as regioes A e B, para atravessa-las iniciando de A, essa letra ocorrera duas vezes no nosso

trajeto: AaBbA, por exemplo.

Figura 1.2: Duas pontes ligando A e B

e

b i

Fonte: Adaptada de LOPES, (2015)

Mas se iniciarmos de B, entao A aparece apenas uma vez (BaAbB). Para o caso em

que haja quatro pontes, nota-se que A ocorreré trés vezes se iniciado por ela. Temos, por



exemplo, a sequéncia AaBbAcBdA. Por outro lado, se o trajeto for iniciado fora de A,

essa letra ocorre apenas duas vezes na sequéncia, como, por exemplo, em BdAcBbAaB.

Figura 1.3: Quatro pontes ligando A e B

A

. i "'..
F ]

I

Fonte: Adaptada de LOPES, (2015)

Dai Euler estabelece a seguinte relacao: para uma quantidade par de pontes de
uma certa regiao, a letra que a denota ocorrera a metade dessa quantidade se o trajeto
comegcar fora dela e a metade mais um se comecar por ela.

Feitas essas observacoes, Euler estabelece as seguintes etapas do procedimento
que verifica a viabilidade de um passeio como o proposto no problema das Pontes de

Konigsberg:

1. Anota-se o total de pontes existentes no nosso mapa e soma-se uma unidade (Euler

chama essa quantidade de namero prefixado).
2. Anota-se o total de pontes existentes em cada regiao.

3. Marca-se um asterisco nas que possuem uma quantidade par de pontes (mais a

frente sera feita uma observagao sobre isso).

4. Anota-se o namero de vezes que cada letra deve aparecer na sequéncia, levando em

conta que o caminho nao se inicia por ela no caso par.
5. Soma-se o total de vezes que cada letra deve ocorrer.
6. Compara-se com o niimero obtido na primeira etapa.

Conclusoes:

e Se essa soma for igual ao obtido na primeira etapa do procedimento, entao existe
um caminho nas condigoes requeridas e o mesmo deve ser iniciado por uma regiao
nao marcada pelo asterisco, ou seja, por uma regiao associada a um nimero impar

de pontes.



e Se essa soma for menor em uma unidade, entao o caminho pode ser feito, mas
iniciando-se por uma regiao marcada (lembremos que iniciar o caminho em uma re-
giao com um namero par de pontes acresce uma letra na nossa sequéncia, e portanto

igualamos os resultados).
e Se a soma for maior, entao o trajeto nao sera possivel.

Citado o procedimento, de uma forma bem didatica, ele mostra um exemplo de
um complexo com quinze pontes, como mostra a figura 1.4, com a mesma proposta do

desafio das Sete Pontes: é possivel atravessar todas elas uma tnica vez?

Figura 1.4: Exemplo com 15 pontes.

Fonte: LOPES, (2015)

Se sao quinze pontes, entao sabe-se que a sequéncia representativa desse passeio
deve conter 16 letras. Em seguida, ele organiza em uma tabela, indicada na figura 1.5, os

demais passos.



Figura 1.5: Tabela com o passo a passo do procedimento de Euler

— Numero prefixado

16
A* 8 4
B* 4 2
c* 4 2
D 3 2
E 5 3
F* 6 3
16

Fonte: Autora (2020)

Como a soma obtida ¢é igual ao nimero prefixado, decorre que existe o passeio
procurado e o mesmo deve ser iniciado por uma regiao nao marcada pelo asterisco, ou
seja, pela regiao D ou E.

Euler termina o exemplo citando um possivel caminho que poderia ser percorrido:
EaFbBcFdAeFfCgAhCiDkAmEnApBoEID.

O procedimento estabelecido por ele torna a tarefa de encontrar solugoes para
problemas similares muito simples, mas Euler consegue ir além na investigacao das rela-
¢Oes existentes nesse conjunto e d4 uma forma ainda mais eficiente para resolucao desses
problemas.

Euler explica que a soma do total de pontes que incidem em cada regiao é, obri-
gatoriamente, um ntmero par, pois sempre serd o dobro do niimero de pontes existentes.
Isso acontece porque cada ponte conecta exatamente duas regioes, logo cada uma delas
serd contada duas vezes. Assim, nao serd possivel que haja uma tnica regiao, ou uma
quantidade impar de regides, que tenha um nimero impar de pontes sobre ela. Essas
regioes devem ocorrer aos pares. No capitulo 2, onde faremos a apresentacao formal da
Teoria dos Grafos, esse resultado sera enunciado e provado como um teorema.

Se a essa soma, que & o dobro do numero de pontes, forem adicionadas duas
unidades e, em seguida, for tomada sua metade, obteremos o nimero prefixado de Euler,
ou seja, o nimero que define a quantidade de letras na sequéncia associada ao passeio
procurado.

Logo se todas as regioes possuem uma quantidade par de pontes, obteremos na



quinta etapa um nimero menor em uma unidade do que o desejado e isso significa que o
passeio poderé ser realizado, podendo inicid-lo em qualquer regiao. No capitulo 2, veremos
que um grafo com essa caracteristica possui um trilha euleriana fechada e tal grafo ¢
chamado de Grafo Euleriano, em homenagem a Leonhard Euler.

Se existirem exatamente duas regioes com um numero impar de pontes, entao o ni-
mero obtido na quinta etapa sera igual ao da primeira e a conclusao a ser feita é que existe
um passeio nas condi¢oes definidas, mas o mesmo deve ser iniciado em uma dessas duas
regioes. Também veremos no capitulo 2, que grafos possuirem tal caracteristica possui
uma trilha euleriana aberta e que esses grafos sao chamados de Semi-Eulerianos.

Se existirem mais do que duas regioes com um nimero impar de pontes, entao
a soma encontrada serd maior em mais do que uma unidade e, portanto, nao existe o
caminho procurado.

Euler finaliza o artigo dizendo que para os casos em haja o passeio ha ainda a tarefa
de encontra-lo. Ele nao entra em muitos detalhes, deixando apenas como dica reduzir o
complexo retirando-se pontes que ligam as mesmas regioes, tornando o conjunto menor.
Dessa forma fica mais facil estabelecer o percurso. No capitulo 2, apresentaremos um

teorema, cuja demonstracao nos déa uma ideia para encontrar o trajeto desejado.
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2 TEORIA DOS GRAFOS

No capitulo anterior, vimos a estratégia utilizada por Euler na resolucao do pro-
blema das Sete Pontes. Para elaborar sua solucao, Euler associa trajetos a sequéncias de
letras e mostra algumas relagoes importantes para chegar a um procedimento geral que
soluciona problemas como o das Sete Pontes. Ao longo de muitos anos, outros problemas
passam a ser modelados baseados nessas relagoes, que aos poucos passam a ser orga-
nizadas e formalizadas, surgindo, assim, a Teoria dos Grafos. Apresentaremos a seguir
alguns conceitos iniciais dessa teoria tais como defini¢oes, teoremas e corolarios com suas

respectivas demonstragoes.

2.1 Conceitos Iniciais

Definicao 2.1.1 (Grafo). Um grafo é um par de conjuntos G = (V, E), em que V é um
conjunto nao-vazio cujos elementos sao os vértices de G e E é um conjunto de arestas

que conectam, cada uma, dois vértices.

Se cada aresta de um grafo conectar vértices distintos e se duas arestas distintas

nunca conectam o mesmo par de vértices, entao teremos um Grafo Simples.

Lembremos que a Teoria dos Grafos pode ser vista como um ramo da Analise
Combinatoria cujo interesse esta na forma como os objetos de um conjunto se relacionam.
Assim, enquanto os vértices simbolizam os objetos do problema em questao, as arestas
(ou auséncia delas) traduzem a relagao existente entre esses objetos.

Grafos podem ser representados por diagramas nos quais os vértices serao indicados

por pontos e as arestas por linhas que ligam os vértices apropriados.

Exemplo 1. Podemos modelar o problema das Sete Pontes de Konigsberg a um grafo,
de modo que os vértices sejam as representacoes das porgoes de terra e as arestas as

representacoes das pontes. Na figura 2.1 temos um grafo que representa o problema de
Euler.
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Figura 2.1: Grafo das Sete Pontes de Konigsberg
B

C

Fonte: Autora, (2020)

Exemplo 2. No grafo G = (V, E), comV = {a,b,c,d, e} e E = {{a,b}, {a,c},{c,d},{c, e} },

temos na figura 2.2 seu diagrama representativo?.

Figura 2.2: Diagrama do grafo G

d C

b d e
Fonte: Autora, (2020)

Se existe uma aresta conectando dois vértices, dizemos que tal aresta ¢ incidente
a eles e os dois vértices serdo vizinhos (ou adjacentes).

No grafo G, temos que os vértices a e b sao vizinhos, pois existe a aresta ab. Por
outro lado a e d nao sao vizinhos.

Repare que no grafo das Sete Pontes existem duas arestas distintas unindo os
vértices A e B (bem como para A e C). Tais arestas sao chamadas paralelas.

Em um grafo também pode haver uma aresta que liga um vértice a ele mesmo,
como na figura 2.3. Nesse caso essa aresta serd chamada de lago.

Se um grafo possuir arestas paralelas ou lagos, ele sera denominado como um

multigrafo. O grafo da figura 2.1 é um multigrafo.

!Quando nao houver risco de confusio, representaremos uma aresta {u,v} por uv
2Ao longo do trabalho passaremos a nos referir ao diagrama de um grafo como sendo o préprio grafo.
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Figura 2.3: Grafo com lago

C
Fonte: Autora, (2020)

Definigao 2.1.2 (Ordem de um grafo). A ordem de um grafo G é o seu nimero de

vértices |V|.

Defini¢ao 2.1.3 (Grau de um vértice). Dado um vértice v de um grafo, dizemos que o

grau de v, denotado por g(v), é o niumero de arestas incidentes a v.

O grafo da figura 2.3 tem ordem 4 e g(a) =4 e g(b) = g(c) = g(d) = 2. Note que

um lago contribui com duas unidades para o grau do vértice a.

Teorema 1. Seja G = (V, E)) um grafo. Entao

> glv)=2|E|

veV(QG)

Demonstracao. Queremos provar que a soma dos graus de cada vértice é o dobro do
numero de arestas. Em cada grau de um vértice estao sendo contadas pelo menos uma das
extremidades das arestas incidentes a esse vértice. No caso de um laco duas extremidades
sao contadas. Como uma aresta contém dois extremos, segue que cada uma delas sera

contada duas vezes. O

Observacao: Essa demonstracao também pode ser feita por inducao no nimero
de arestas, como seréd mostrado a seguir.

Se |E| = 0 temos que o grafo nao possui arestas, assim g(v) = 0,Vv € Ve Y g(v) =
0. Temos, portanto, que > g(v) = 2|E|.

Suponhamos, como hip6tese de indugao, que para |E| = m, vale que > g(v) = 2m.

Consideremos agora G = (V, E') um grafo tal que |E| = m + 1 e ab uma aresta de
E. Considere o grafo G' = (V, E'), tal que E' = E — {ab}. Temos que |E'| = m e, pela
hipotese de inducao, Y gor(v) = 2|E’|. Mas
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> gor(v) = v_; b}g(v)+gG/(a)+gG/(b) = v_; b}g(v)+(gc(a) —1)+(g9a(b)—1) =
=S g(v) -2 | |

Dai, temos que

O que prova 0 nosso teorema.
Corolario 2.1.1. Em todo grafo hd um numero par de vértices de grau impar.

Demonstragcao. No teorema anterior mostramos que a soma dos graus dos vértices de um
grafo G = (V| E) é sempre o dobro do nimero de arestas e, portanto, serd um nimero
par. Podemos particionar o conjunto V nos seguintes subconjuntos:

I ={v € V| v tem grau impar} e P = {v € V| v tem grau par}.

Assim, podemos escrever que

par par
S o)=Y 0w+ S o)
veV(Q) vel veP

Como ) g(v) é par segue que Y g(v) também devera ser par e como cada parcela
veP vel
deste ultimo somatério ¢ um ntmero impar, entao ele deve conter um niimero par de

parcelas. ]

2.2 Trajetos

Definigao 2.2.1 (Passeio). Um passeio é uma sequéncia alternada de vértices e arestas,

iniciada e finalizada por um vértice.
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No grafo G da figura 2.4 temos que a sequéncia a, ac, ¢, cd, d, de,e,ef, f, fg,q,9d,d

é um a-d passeio.
Figura 2.4: a-d passeio

d

.F
Fonte: Autora, (2020)

Note que, para um grafo simples, em cada par de vértices h4a no méximo uma
aresta incidente, ou seja, nao existem arestas paralelas. Assim, ao listarmos somente os
vértices, de forma ordenada, as arestas ficam subentendidas e, portanto, o passeio fica

bem definido. O passeio listado anteriormente pode ser escrito na forma (a, ¢, d, e, f, g,d).

Definigao 2.2.2 (Comprimento de passeio). O comprimento de um passeio € o nimero

de arestas do passeio.

O comprimento do a-d passeio no grafo G é 6.
Definigao 2.2.3 (Trilha). Um passeio que nao repete arestas é chamado de trilha.
Definigao 2.2.4 (Caminho). Um passeio que nao repete vértice € chamado de caminho.

Note que todo caminho é uma trilha, pois se nao ha vértice repetido também nao

havera aresta repetida.

Definigao 2.2.5 (Ciclo). Um ciclo é um passeio do tipo (vg, v1...0,, V), tal que (vy, .., Uy)

€ um caminho.

No grafo G, figura 2.4, temos como exemplo de uma trilha a sequéncia (a,b,d,g,f,e,d,c)
e como exemplo de caminho (a,b,d,e,f,g). Ainda no mesmo grafo podemos citar a sequén-

cia (a,b,d,c,a) como exemplo de um ciclo.
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Defini¢ao 2.2.6 (Grafo Conexo). Um grafo é conexo se dados dois vértices quaisquer u

e v, existe um u-v caminho. Caso contrdrio diremos que o grafo € desconexo.

Na figura 2.5 temos um exemplo de um grafo conexo. Repare que sempre havera

um caminho entre quaisquer dois vértices.

Figura 2.5: Grafo conexo

L=

Ve

Fonte: Autora, (2020)

Ja a figura 2.6 mostra um grafo desconexo, pois nao existe um caminho que conecte

os vértices V; e V7, por exemplo.

Figura 2.6: Grafo desconexo

Fonte: Autora, (2020)

Defini¢ao 2.2.7 (Trilha Euleriana). Uma trilha que visita todas as arestas de um grafo

€ denominada trilha euleriana.

Se em uma trilha euleriana, o vértice final coincidir com o vértice inicial ela sera

uma trilha euleriana fechada. Caso contrario, serd uma trilha euleriana aberta.

Caso um grafo contenha uma trilha euleriana fechada ele sera chamado de Grafo Euleriano.

Se o Grafo contiver uma trilha euleriana aberta ele sera chamado de Grafo Semi-Euleriano.

Tais nomes sao uma homenagem a Leonhard Euler pelo seu trabalho desenvolvido com o
Problema das Sete Pontes, como visto no capitulo 1.
O grafo da figura 2.7 é euleriano, pois contém a seguinte trilha euleriana fechada:
(a,b,c,d,e,a,d,b,e,c,a).
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Figura 2.7: Grafo euleriano

Fonte: Autora, (2020)

Na figura 2.8 temos um exemplo de um grafo que possui a seguinte trilha euleriana
aberta: (a,b,e,c,d,a,c,b,d). Ele é, portanto, semi-euleriano. Mas serd que é possivel
visitar todas as arestas desse grafo, uma tnica vez, e terminar o trajeto no mesmo vértice
de inicio, ou seja, serd possivel encontrarmos uma trilha euleriana fechada nesse grafo?
O leitor pode até tentar encontrar um trajeto assim, mas para qualquer trilha euleriana

encontrada, ela necessariamente terminaré em um vértice distinto do inicial.

Figura 2.8: Grafo semi-euleriano

Fonte: Autora, (2020)

Teorema 2. Se GG é um grafo tal que g(v) > 2,Vg € G, entdo G contém um ciclo.

Demonstracao. Iniciemos uma trilha por um vértice vy qualquer desse grafo. A cada
vértice visitado ou ele aparecerd pela primeira vez na nossa trilha e, portanto, podemos
continuar nosso passeio, ja que esse vértice tem grau maior ou igual 2, ou ele estara sendo
visitado uma segunda vez, o que certamente ocorrerd em alguma etapa da nossa trilha,
ja que o nimero de vértices é finito. Nesse caso, basta considerar a parte da trilha entre

a primeira e a segunda ocorréncia desse vértice formando, assim, um ciclo.

]
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No capitulo 1, vimos que Euler indica algumas condigoes para que um grafo seja

euleriano ou semi-euleriano. Os dois teoremas a seguir referem-se a essas condigoes.

Teorema 3. Um grafo G é Euleriano se, e somente, se for conexo e nao tiver vértices de

grau impar.

Demonstracao. Se G é euleriano, entao ele contém uma trilha fechada euleriana T. Por
defini¢cao, T' contém todos os vértices do grafo G e, assim, dados dois vértices quaisquer
desse grafo, existe um caminho que os conecta. Logo, o grafo é conexo. Vamos mostrar
agora que esse grafo tem apenas vértices de grau par. Consideremos que a trilha 7" comeca
e termina em um certo vértice v. Seja ainda um vértice u # v. Temos que para cada
ocorréncia de u na trilha 7, ha duas arestas incidentes: a de chegada e a de saida do
vértice, ou seja, uma contribuicao de duas unidades no seu grau. Da mesma forma, o
vértice v contribui com duas arestas em suas ocorréncias ao longo da trilha 7" e com uma
no inicio e mais uma outra no final. Assim, todos os vértices do grafo tém grau par.

Consideremos agora a reciproca. Se o grafo é conexo e possui apenas vértices de
grau par, entdo podemos afirmar que dado um vértice v qualquer temos que g(v) > 2 e,
pelo teorema 2, esse grafo contém um ciclo C. Vamos provar, por indu¢ao no ntimero de
arestas, que esse grafo possui uma trilha euleriana fechada. Seja m o nimero de arestas
do grafo G. Para m = 1 temos um grafo com um tnico vértice e um lago e, portanto,
temos uma trilha euleriana fechada. Consideremos agora, como hipétese de inducgao, que
o teorema ¢é valido para todo grafo com um nimero de arestas menor que m. Ja vimos
que o grafo G contém um ciclo C. Se tal ciclo contiver todas as arestas do grafo, ele sera
uma trilha euleriana fechada e o teorema estard demonstrado. Caso contrério, tomemos
um ciclo C e retiremos do grafo GG todas as arestas de ;. Nesta operacao, estamos
diminuindo em duas unidades o grau de cada vértice de C e, desse modo, obteremos um
novo grafo, H, com um numero de arestas menor que m e com todos os seus vértices
com grau par. Pela nossa hipotese de inducao, H tem uma trilha euleriana fechada. Mas
certamente H contém um vértice em comum com o ciclo C e ao concatenarmos esse ciclo
com o grafo H através desse vértice, obteremos o grafo G e uma trilha euleriana maior de
comprimento m. Portanto GG seré euleriano.

]

Vimos no capitulo 1, a observagao de Euler que, para problemas como o das Sete
Pontes de Konigsberg, existe ainda a tarefa de encontrar o trajeto desejado, quando sabe-
se que ele existe. Em seu artigo, Euler da apenas uma indicagao sobre reduzir o complexo,
mas nao se aprofunda nesse processo. Na demonstragao do teorema anterior ha uma
indicagao de um processo construtivo para buscarmos uma trilha euleriana fechada em

um grafo euleriano. A ideia é particionar o grafo em ciclos, de menor comprimento, que sao
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mais faceis de se identificar, e depois uni-los através de vértices em comum, encontrando,
assim, o trajeto procurado.
Vamos aplicar esse processo para determinar uma trilha euleriana fechada no se-

guinte grafo U, da figura 2.9.

Figura 2.9: Grafo U

b

Fonte: ROSEN, (2013)

Podemos particionar as arestas do grafo nos seguintes ciclos: (a,b,d,e,a), (b,e,c,b),

(a,e,a) e (c,d.c), destacados no grafo na figura 2.10.

Figura 2.10: Grafo U com ciclos destacados

a b

Fonte: Adaptada de ROSEN, (2013)

Identificados os ciclos, podemos inseri-los um no outro, para construirmos nossa
trilha. Por exemplo, o ciclo (b,e,c,b) pode ser inserido no ciclo (a,b,d,e,a) através do
vértice b, formando a trilha (a,b,e,c,b,d,e,a). Igualmente podemos inserir o ciclo (a,e,a)
na nossa trilha através de qualquer umas das ocorréncias do vértice a (a primeira, por
exemplo) e o ciclo (c,d.c) através do vértice ¢ formando, assim, a trilha euleriana fechada

(a,e,a,b,e,c,d,c,b,d,e,a).

Teorema 4. Um grafo G é Semi-Euleriano se, e somente se, é conexo e tem exatamente

dois vértices de grau fmpar.
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Demonstracao. Se GG é semi-euleriano, entao existe uma trilha euleriana aberta T =
(u,...,v) e, portanto, G é conexo. Agora, considere G' um grafo tal que V(G') = V(G) e
E(G") = E(G)U{uv}. Assim, temos que G’ ¢ euleriano e, pelo teorema anterior, todos os
seus vértices tem grau par. Mas, como E(G) = E(G’) — {uv}, temos que gg(u) é impar,
pois ga(u) = g (u) — 1. De modo anélogo g¢(v) também é impar. Para todos os outros
vértices, seus graus em G e em G’ serdo iguais (j4 que possuem as mesmas arestas para
esses vértices) e, portanto, terao a mesma paridade par. Logo ha apenas dois vértices em
G com grau impar.

Provemos a volta. Dado G grafo conexo com apenas dois vértices u e v de grau
impar, considere o grafo G', tal que V(G') = V(G) e E(G’") = E(G) U {uv}. Logo, G' é
um grafo euleriano com uma trilha euleriana fechada 7’. Assim T = T" — {uv} é uma
trilha euleriana aberta em . Logo G é semi-euleriano.

]

Observacao: Note que a trilha euleriana aberta necessariamente deve ser iniciada
e finalizada nos vértices de grau fmpar. Esse fato foi observado por Euler, em seu artigo

das Sete Pontes.

Um problema parecido com o de encontrar um passeio que passe por todas as
arestas de um grafo uma tnica vez é o de encontrar um passeio que passe por todos os
vértices de um grafo uma tnica vez. Tal problema, foi proposto pela matemético Sir
Willian Rowan Hamilton, na forma de um jogo, chamado de Icosian Game. Nesse jogo
havia um "mundo'"na forma de um dodecaedro, onde os vértices representavam cidades
e as arestas, ligagoes entre essas cidades. O objetivo do jogo era partir da cidade de
Londres, visitar todas as outras cidades uma tnica vez e retornar a Londres. Esse jogo

pode ser representado na forma de um grafo, como na figura 2.11.
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Figura 2.11: Grafo Icosian Game

Fonte: Autora, (2020)

Em homenagem a Hamilton, passeios com a caracteristica de visitar cada um dos
vértices de um grafo uma tunica vez recebem seu nome, como veremos nas defini¢oes a

seguir.

Definigao 2.2.8 (Ciclo Hamiltoniano). Um ciclo que visita todos os vértices de um grafo

€ chamado Ciclo Hamiltoniano.

Um grafo que possui um ciclo hamiltoniano é chamado de Grafo Hamiltoniano. Na

figura 2.12 temos um exemplo de um grafo hamiltoniano, com o ciclo (a,b,c,d,e,a).

Figura 2.12: Grafo hamiltoniano

Fonte: Autora, (2020)

Defini¢ao 2.2.9 (Caminho Hamiltoniano). Um caminho que passa por todos os vértices

de um grafo é chamado de Caminho Hamiltoniano.

Um Grafo Semi-Hamiltoniano é aquele que possui um caminho hamiltoniano, como

o mostrado na figura 2.13, com o caminho (a,b,c,d).
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Figura 2.13: Grafo semi-hamiltoniano

Fonte: Autora, (2020)

Perceba que todo grafo hamiltoniano também pode ser considerado semi-hamiltoniano.
Basta, apenas, nao fechar o ciclo permanecendo com um caminho hamiltoniano. No grafo
da figura 2.12, por exemplo, podemos tomar o caminho hamiltoniano (a,b,c,d,e).

Ja vimos quais sao as condig¢oes para um grafo possuir uma trilha euleriana. Tais
condicoes sao simples, referem-se apenas a conectividade do grafo e ao grau dos vérti-
ces. No entanto, apesar das semelhancas com os grafos eulerianos, nao se conhece uma
condigao necessaria e suficiente para determinar se um grafo possui um ciclo (ou cami-
nho) hamiltoniano! Mas algumas condigbes suficientes ja foram estabelecidas, como o

Teorema de Dirac, enunciado a seguir.

Teorema 5. Se G é um grafo simples com n vértices, n > 3, e o grau de todo vértice de

G for pelo menos §, entao G possui um ciclo hamiltoniano.

Perceba que nao vale a reciproca desse teorema. O grafo apresentado na figura

2.14, por exemplo, é hamiltoniano e nao atende as hipoteses do teorema.

Figura 2.14: Grafo hamiltoniano

Fonte: Autora, (2020)
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2.3 Grafos como Matrizes

Um grafo também pode ter a sua representagao através de uma matriz de dois

tipos: a matriz de incidéncia e a de adjacéncia.

Defini¢ao 2.3.1 (Matriz de Incidéncia). A matriz de incidéncia associa linhas aos vér-
tices e colunas as arestas do grafo, de modo que se a aresta j € incidente ao vértice t,

entao o elemento da posicao i1j € 1 e serd 0 caso contrdrio.

Defini¢ao 2.3.2 (Matriz de Adjacéncia). A matriz de adjacéncia de um grafo associa
suas linhas e colunas aos vértices, de modo que o elemento da posi¢ao 1j indica o numero

de arestas existentes entre os vértices i e j.

Uma consequéncia da definicao é que a matriz de adjacéncia é uma matriz qua-
drada, isto é, o numero de linhas é igual ao ntimero de colunas. Além disso, tal matriz sera
simétrica, pois a;; = aj;. Perceba, ainda, que no caso do grafo ser simples, as entradas da

sua matriz de adjacéncia pertencem ao conjunto {0,1}, j4 que nao ha arestas multiplas.

Figura 2.15: Grafo H

Fonte: Autora, (2020)

No grafo H, mostrado na figura 2.15, associando a = 1,b =2,¢ = 3,d = 4,e = 5,
para os vértices, e associando ab = 1,ac = 2,bc = 3,ce = 4,cd = 5, de = 6 para as arestas,

temos que [ é sua matriz de incidéncia é.

(11000 0]
101000
I=l011110
000011
(000101
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E a sua matriz de adjacéncia é dada pela matriz A a seguir:

2
Il
o = = O

S O = O =
e = e

_ O = O O

o R =R O O

Teorema 6. Dado um multigrafo G com n vértices e sua matriz de adjacéncia A, temos

que o elemento ij da matriz A*, com k € N, é o ntimero de passeios de comprimento k

que ligam i a j.

Demonstra¢ao. Vamos provar o teorema por indugao em k.

Para k£ = 1 temos a prépria matriz A que, por defini¢ao, informa se héa aresta

incidindo nos vértices i e j. Logo cada elemento ij indica a quantidade de passeios de

comprimento 1 ligando esses vértices.

11

21

an1

a2

A22

Qp2

Q1n

Q2n

nn

Suponhamos como hipétese de indugao que o teorema é valido para k — 1, isto

é, na matriz A*~! cada elemento b;; indica o niimero de passeios de comprimento k — 1

ligando os vértices ¢ e j. Queremos provar que o teorema também é valido para k.

Ak—l —

Consideremos a matriz A¥ = AF-1.

AL A= AN =

b12
622

bn2

A

C11

C21

Cn1

C12

C22

Cn2

bln
b2n

Cin

Con

Cnn

Cada elemento c¢;; foi obtido pela soma a;; - by + aio - baj + - - - 4 @y, - by;. Assim, o
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elemento cy1, por exemplo, é dado por ¢;1 = aqq - b1y + @y - big + - - - + apy - b1y

Como cada elemento b;; indica quantos passeios de comprimento k — 1 existem
do vértice 1 para o vértice j e cada elemento a;; informa quantas arestas incidem nos
vértices j e 1, entao o elemento c¢q; indica, justamente, quantos passeios de comprimento
k existem iniciando e terminando no vértice 1.

De modo analogo, mostra-se que todo elemento c¢;; da matriz AF & a quantidade

de passeios de comprimento k existentes do vértice ¢ ao vértice j.
O

2.4 Coloracao de Grafos

O problema de colorir mapas geograficos contribuiu para o desenvolvimento da
Teoria dos Grafos. Dado um mapa qualquer deve-se colorir cada regiao com uma tnica
cor e regioes com uma fronteira devem ter cores distintas. ! Se cada regiao for colorida
com uma cor diferente o problema esté resolvido. Mas em mapas que apresentam um
numero muito grande de regioes é interessante que se use o menor nimero possivel de
cores. Por exemplo, vemos que o mapa 1 pode ser colorido com cinco cores e o mapa
2 com seis cores, mas o nimero minimo de cores que podemos utilizar para a coloracao
do mapa 1 é quatro, enquanto que para o mapa 2, trés cores sao suficientes, como é
exemplificado nas figuras 2.18 e 2.19. Note que nao é possivel colorir o mapa 1 com
apenas 3 cores, pois as regioes a, b, ¢ e d possuem fronteiras comuns, duas a duas. E o
mapa 2 nao poderia ser colorido com menos do que trés cores, pois as regioes a, b e c,

por exemplo, também possuem fronteiras comuns.

Figura 2.16: Mapa 1

O

Fonte: Autora, (2020)

!Considera-se que nio existe fronteira se a intersecdo entre duas regides for um ponto.
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Figura 2.17: Mapa 2

Fonte: Autora, (2020)

Figura 2.18: Mapa 1 colorido com apenas quatro cores

® .

Fonte: Autora, (2020)

Mapas podem ser representados por grafos, associando cada regiao a um vértice
e incidindo arestas em vértices que representem regioes com fronteira. Os grafos que
representam mapas tém uma particularidade: eles podem ser desenhados de forma que nao
haja intersecoes entre as arestas, exceto em possiveis vértices. Tais grafos sao chamados

de planares, como definido a seguir.

26



Figura 2.19: Mapa 2 colorido com apenas trés cores

Fonte: Autora, (2020)

Definicao 2.4.1. Um grafo € dito planar se ele puder ser representado por um diagrama

em que nao haja cruzamentos das arestas (exceto em suas extremidades).

O mapa 1 pode ser representado, por exemplo, pelo seguinte grafo planar que

mostra a figura 2.20.

Figura 2.20: Grafo do mapa 1

Fonte: Autora, (2020)
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E importante ressaltar que mesmo que um grafo apresente arestas com cruzamen-
tos, ele pode ser planar. Basta que seja possivel redesenha-lo de modo a desfazer esses
cruzamentos. Esse é o caso do grafo mostrado na figura 2.21. Aparentemente ele nao é
planar, mas a figura 2.22 mostra o mesmo grafo redesenhado com os cruzamentos desfeitos,

portanto ele é planar.

Figura 2.21: Grafo Planar

Fonte: Autora, (2020)

Figura 2.22: Grafo Planar

Fonte: Autora, (2020)

Para afirmarmos que um grafo é planar, basta exibirmos uma representacao do seu
diagrama sem cruzamentos, porém nem sempre isso sera possivel, ou seja, nem todo grafo
é planar. Na figura 2.23 seguinte mostramos um exemplo de um grafo nao planar.

O leitor poderé fazer algumas tentativas de redesenhar esse grafo sem cruzamentos,
mas vai perceber que todas elas fracassarao em alguma etapa. Além de uma verificagao da
sua nao planaridade por esgotamento das possibilidades hé alguns resultados que mostram
que esse grafo nao é planar. Um deles sera apresentado no proximo capitulo como solugao

de um dos exercicios propostos.
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Figura 2.23: Grafo nao planar

Fonte: Autora, (2020)

Observe que um grafo planar divide o plano em um certo nimero de regioes. O
grafo da figura 2.22, por exemplo, é dividido em 4 regioes, sendo que uma delas é ilimitada
enquanto as outras trés sao limitadas pelas arestas do grafo. Euler mostrou que qualquer
representacao planar de um mesmo grafo conexo divide o plano sempre no mesmo nimero
de regioes.? Para afirmar isso ele prova uma relacao entre o ntimero de vértices, arestas e
regides determinadas de um grafo. (PITOMBEIRA)

Teorema 7 (Formula de Euler). Considere G um grafo planar simples com A arestas, V'

vértices e R regioes determinadas no plano. Entao V + R — A = 2.

Demonstracao. Consideremos um grafo simples formado por um tnico vértice e nenhuma
aresta. Qualquer grafo planar conexo pode ser obtido a partir desse grafo simples através

das seguintes operacoes:

e Operacao 1: adicionar uma aresta e um vértice a um vértice ja existente;
e Operacao 2: adicionar uma aresta a dois vértices ja existentes;

e Operacao 3: adicionar um lago a um vértice ja existente.

Note que para tal grafo simples vale a formula de Euler pois V =1, A=0e R =1
e assim temos que V + R — A = 2. Agora vamos observar o efeito que cada uma das

operagoes citadas tem sobre V + R — A:

2Esse resultado normalmente é aplicado a poliedros convexos, mas aqui ela esta sendo interpretado
como um teorema da Teoria dos Grafos.
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Operagao 1: AV =1,AR=0,AA=1=A(V+R—-A=0)
Operagao 2: AV =0,AR=1,AA=1=AV+R—-A=0)
Operagao 3: AV =0,AR=1,AA=1=A(V+R—-A=0).

Percebemos, entao, que (V + R— A) é invariante sob as operagoes descritas. Assim,
para qualquer grafo planar conexo, temos que V 4+ R — A = 2.
m

Além de representarem mapas geograficos, existem algumas aplicagoes praticas
de grafos planares. Por exemplo, em projetos de circuitos eletronicos, que podem ser
modelados por grafos, é interessante evitar cruzamentos de conexoes, portanto busca-se
projetar circuitos no modelo de grafos planares.(ROSEN, 2013)

Como vimos, mapas geograficos podem ser representados por grafos. Assim, para
o problema de descobrir qual o niimero minimo de cores para se colorir as regioes de um
mapa temos o equivalente a encontrar o ntimero minimo de cores que se pode colorir os
vértices de seu respectivo grafo de modo que vértices vizinhos tenham cores diferentes.
Esse ntiimero minimo é chamado nidmero cromdtico do grafo.

Um interessante resultado da teoria dos grafos é o Teorema das Quatro Cores. Ele
afirma que dado um grafo planar o seu nimero cromatico é menor ou igual a 4. Desse
modo, dado um mapa qualquer podemos afirmar que quatro cores, ou talvez até menos,

sao suficientes para colorir suas regioes.

Teorema 8 (Teorema das Quatro Cores). O ntmero cromatico de um grafo planar nao

¢ maior que quatro.

Houve muitas tentativas para se provar esse teorema que foi finalmente demons-
trado em 1976 pelos matematicos Kenneth Appel e Wolfgang Haken com o auxilio de
computadores que analisaram milhares de configuragoes! Alguns anos mais tarde uma
outra demonstracao foi feita reduzindo-se o ntimero de casos a serem analisados, mas
ainda assim foi necessario o uso de computadores para essa prova.

Observacgao 1: Note que o teorema refere-se a grafos planares. Ou seja, um
grafo nao planar pode ter ntimero cromético maior que quatro. Por exemplo, o grafo
apresentado na figura 2.23 tem ntimero cromatico 5.

Observagao 2: A consequéncia do Teorema das Quatro Cores de que todo mapa
pode ser colorido com até quatro cores refere-se a mapas fisicos, ou seja, o interesse estéa
na coloragao das regides respeitando-se a regra de que regioes com fronteira devem ter
cores diferentes. Quando nos referimos a mapas politicos podemos encontrar territorios

nao contiguos que pertencem a uma mesma unidade administrativa e os mesmos devem
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receber a mesma cor. Dessa forma quatro cores podem nao ser suficientes para a coloragao
desse tipo de mapa.

A coloracao de grafos tem aplicagbes que vao além da coloracao de mapas. Essa
ferramenta é muito 1util para nos ajudar a modelar problemas que envolvam agendamento
de horarios ou distribuicoes de objetos por categorias, como mostramos no exemplo a
seguir.

Exemplo: Um zoolégico quer montar habitats naturais nos quais possa exibir seus
animais. Infelizmente, alguns animais comerao alguns dos outros se tiverem oportunidade.
Como um modelo de grafo e uma coloracao podem ser usados para determinar o nimero
minimo de habitats diferentes necessarios e a distribuicao dos animais nesses habitats?

Podemos criar um grafo de modo que os vértices representem cada tipo de animal e
as arestas conectem vértices cujos animais nao possam estar juntos em um mesmo habitat.
Fazendo a coloracao desse grafo, o seu ntimero cromatico nos informara a quantidade
necessaria de habitats a serem montados. Os animais que estiverem representados por

vértices de mesma cor, poderao ser alocados em um mesmo habitat.
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3 PROBLEMAS PROPOSTOS

Neste capitulo sao indicados alguns problemas, com suas respectivas solugoes, que
acreditamos que possam ser trabalhados com estudantes do Ensino Médio. Todos eles
utilizam como estratégia de solucao a modelagem em grafos, ou seja, faz-se um paralelo
entre os dados do problema com os vértices e as arestas de um grafo. Reinterpreta-se
a pergunta e utiliza-se os resultados e relagoes ja conhecidos da Teoria dos Grafos para
respondé-la. Todos os problemas apresentados necessitam apenas da teoria que foi exposta

no capitulo anterior.

Problema 3.0.1. Um determinado reinado tem 100 cidades e saem quatro estradas de

cada uma delas. Quantas estradas existem ao todo neste reinado?

Solucgao: Considerando as cidades como vértices e as estradas como arestas, que-
remos saber quantas arestas possui esse grafo. No capitulo 2, vimos que em um grafo a
soma dos graus dos vértices é o dobro do nimero de arestas. Como saem 4 estradas de
cada cidade, temos que o grau de cada um dos 100 vértices é 4. Assim, a soma dos graus
de todos os vértices é 100 - 4 = 400 e, portanto, o niimero de arestas é % = 200.

Logo esse reinado tem 200 estradas.

Problema 3.0.2. Uma peca de fio tem 120 c¢cm de comprimento. Mostre que nao é
possivel usd-la, sem fazer cortes, para formar as arestas de um cubo com arestas de 10

cm. Determine o nimero minimo de cortes necessdrios para formar o cubo desejado.

Solugao: Um cubo possui 12 arestas e como cada uma delas deve ter 10 cm de
comprimento, isso significa que a peca deve ser totalmente aproveitada, ou seja, nao sera
possivel fazer uma sobreposi¢ao do fio para formar uma aresta. A figura 3.1 a seguir

mostra um grafo que representa os vértices e as arestas do cubo.
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Figura 3.1: Grafo do cubo

Fonte: Autora, (2020)

Repare que, para garantirmos que nao havera sobreposicao, e nem cortes nessa
pega, deveriamos ser capazes de desenhar esse grafo sem retirar o lapis do papel e sem
passar por uma mesma linha ja desenhada. Em termos da linguagem de grafos, queremos
visitar todas as suas arestas uma tnica vez, ou seja, queremos que tal grafo seja euleriano
(ou semi-euleriano). Mas é facil perceber que tal grafo ndo é euleriano (nem semi) ja que
o mesmo possui mais de dois vértices de grau impar. Logo nao se pode formar tal cubo
com uma pega inteira de 120 cm.

Para descobrirmos o menor ntimero possivel de cortes a ser feito para formarmos
o cubo, devemos procurar um grafo com o maior nimero possivel de arestas de modo que

0 mesmo seja semi-euleriano. A figura 3.2 mostra tal grafo.

Figura 3.2: Grafo parcial do cubo

Fonte: Autora, (2020)

Note que nele ha 9 arestas e, portanto faltam ainda 3 arestas para completa-lo.

Assim, trés cortes deverao ser feitos, como indicados na figura a seguir.
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Figura 3.3: Cortes do fio para formar o cubo

90 cm 1 30cm
X
0
10cm 10 cm 10cm

% 0%

Fonte: Autora, (2020)

Um corte para separar a pega em tamanhos de 90 cm (9 - 10cm) e 30 cm e outros
dois para separar o pedaco de 30 cm e trés partes de 10 cm, completando as arestas

restantes.

Problema 3.0.3. Um tabuleiro com a forma de uma cruz € obtido de um tabuleiro 4X4
retirando-se as quatro quinas, como na figura 3.4. Um cavalo pode se mover neste tabuleiro
de modo a passar por todos os quadrados exatamente uma vez e terminar no quadrado de

onde saiu?

Figura 3.4: Tabuleiro em cruz

Fonte: Autora, (2020)

Solugao: Podemos numerar cada casa desse tabuleiro e construir um grafo em
que os vértices sejam as representagoes das casas e cada par de vértices tera uma aresta

incidente se for possivel sair de um vértice para o outro seguindo o movimento do cavalo.
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Figura 3.5: Casas numeradas

1 12

Fonte: Autora, (2020)

Observe que partindo da casa 1 s6 é possivel chegar as casas 6, 7 e 9 com um
movimento do cavalo. Entao em nosso grafo o vértice v; terd como vizinhos os vértices

Vg, U7 € V9. Fazendo a mesma andlise para cada uma das outras casas, chegamos ao grafo

apresentado a seguir na figura 3.6.

Figura 3.6: Grafo com os possiveis movimentos do cavalo

Fonte: Autora, (2020)

Assim, o problema se resume a encontrar um ciclo hamiltoniano no grafo formado.
Nao ¢ dificil encontrar esse ciclo no grafo. Temos, por exemplo, o seguinte ciclo:
(1,7,5,11,10,4,12,6,8,2,3,9,1). Logo, podemos concluir que é possivel movimentar esse

cavalo pelo tabuleiro, passando por cada casa uma tnica vez, e retornar a casa inicial.
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Problema 3.0.4. (IMFE - 2002) Quatro cidades A, B, Ce D sao conectadas por estradas

conforme a figura abaizo.

Figura 3.7: As quatro cidades e suas estradas

A

10 km

B 10 km

10 km

C
Fonte: DE OLIVEIRA, (2017)

Quantos percursos diferentes comegam e terminam na cidade A e possuem exata-

mente 50 km?

Solugao: Podemos modelar o mapa com as quatro cidades como um grafo, de
modo que as cidades sejam representadas pelos vértices (A =1,B=2,C =3,D =4) e
as estradas pelas arestas. Tal grafo seré exprimido por sua matriz de adjacéncia M, dada

a seguir.

— = = O

1
0
1
1

[ R =

1
1
0
1

Como todas as estradas tém um comprimento de 10 km, encontrar a quantidade de
percursos que iniciam e terminam em A com exatamente 50 km é equivalente a encontrar
no grafo o namero de passeios de comprimento 5, com vértice inicial e final em A. Assim,

o elemento my; da matriz M® nos fornece esse nimero.
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60 61 61 61

A5 — 61 60 61 61
61 61 60 61
61 61 61 60

Logo, existem 60 percursos de 50 km que comegam e terminam em A.

Observacao: Podemos generalizar esse problema para passeios de 10n km, com
n inteiro, partindo-se da cidade ¢ para a cidade j. Basta tomarmos o elemento m;; da
matriz M". Para encontrar tal matriz, consultamos o site matrizcalc.org/pt, que funciona

como uma calculadora online de matrizes. Assim, obtivemos a matriz M™ a seguir.

Figura 3.8: Matriz de Poténcia n

3.(-1)"+37  —(=1)'+37  —(-1)1+37 (1) +3"
4 4 4 4
01 1 1.7 —(—1)?+37 3-(-1)1+37  —(—1)+37 —(-1)"+ 37
101 1]|_ i 7 i i
1 101 —(=1)"+3%  —(-1)*+37 3 (-1)"+3F —(-1)'+ 37
1110 i i ¥ 7
—(—1)F+ 37 (=13 —(=1)P 30 3 (=137
4 4 4 4

Fonte: MATRIXCALC, (Acesso em: 14 out 2020)

Problema 3.0.5. Alguns alunos do ensino médio de uma escola precisam fazer provas de
recupera¢ao nas sequintes disciplinas: Matemdtica, Portugués, Quimica, Biologia, Geo-
grafia, Historia, Fisica e Inglés. FExistem alunos que precisam fazer provas de Matemdtica
e Quimica, Matemdtica e Fisica, Matemdtica e Inglés, Matemdtica e Biologia, Quimica
e Biologia, Quimica e Fisica, Fisica e Biologia, Quimica e Historia, Biologia e Geogra-
fia, Biologia e Inglés, Geografia e inglés, Geografia e Fisica, Inglés e Historia, Historia
e Fisica, Historia e Portugués, e Portugués e Fisica. O coordenador dessa escola deseja
marcar o menor numero possivel de hordrios para a realizagdo dessas provas. Quantos

hordrios, portanto, ele deverd agendar?

Solugao: Esse problema pode ser resolvido através de uma coloragao dos vértices
de um grafo. Podemos montar um grafo em que cada vértice representa uma disciplina
e dois vértices estarao conectados por uma aresta caso eles representem disciplinas em
que haja algum aluno na recuperacao de ambas. Dai, podemos colorir os vértices desse
grafo de modo que vértices adjacentes tenham cores diferentes. Portanto, descobrir o

nimero minimo de horarios para aplicacoes dessas provas é equivalente a encontrar o
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numero cromatico do grafo formado. O grafo seguinte mostra um exemplo de uma possivel

coloracao para ele em que sao utilizadas quatro cores.

Figura 3.9: Grafo com os horarios

F M

P% Q

H‘ B
G

Fonte: Autora, (2020)

E importante notar que 3 cores nao seriam suficientes para a coloracao desse grafo,
pois as disciplinas Biologia, Quimica, Fisica e Matematica tém alunos em comum duas a
duas. Desse modo, concluimos que o ntimero cromatico desse grafo ¢ 4. Logo o coorde-

nador precisara agendar quatro horarios para a realizacgao dessas provas.

Figura 3.10: Tabela com as disciplinas agrupadas por horarios

Horario 1 Matematica, Geografia, Historia
Horario 2 Fisica

Horario 3 Biologia

Horario 4 Quimica, Portugués, Inglés

Fonte: Autora, (2020)
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Problema 3.0.6. E possivel conectar as trés casas aos trés servigos publicos, indicados

na figura, de modo que nao haja cruzamentos entre as conexoes?

Figura 3.11: Trés Casas e Trés Servigos Ptublicos

Fonte: ROSEN, (2013)

Solucgao 1: Associando as casas e o servicos publicos a vértices e as conexoes a
arestas, temos o grafo na figura 3.12 que modela esse problema e com a seguinte pergunta:

ele é planar?

Figura 3.12: Grafo das Trés Casas e dos Trés Servigos Piblicos

Vi Va Vi

V4 Vg Ve
Fonte: ROSEN, (2013)

Vamos tentar desenhé-lo de modo a desfazer os cruzamentos. Como ponto de
partida, podemos conectar os vértices vy, vy, V3 € vg, como mostra a figura 3.13.

Nosso proximo passo é alocar os vértices restantes. Comecemos pelo vértice vs que
deve estar ligado aos vértices vy e vs. Esse vértice pode estar tanto na regiao interna da

figura 3.13 como na regiao externa. Coloquemos v na regido internal.

1O caso de vs ser colocado na regido externa é analogo e pode ser verificado pelo leitor.
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Figura 3.13: Vértices vy, vy, v3, vg conectados

)
Vv, Vv,
Fonte: Autora, (2020)

Figura 3.14: Grafo separando o plano em 3 regioes

v v

1 6

V %

4 3
3

Fonte: Autora, (2020)

Note que nosso grafo parcial divide o plano em trés regioes que chamaremos de Ry,
Ry e R3. O vértice restante, vy, deve estar conectado a vy, v5 € vg. Mas se vy estiver na
regiao Ry nao sera possivel ligd-lo a vg sem forcar um cruzamento de arestas. Do mesmo
modo, acontecerd se vy estiver na regiao Ry e tentarmos conecta-lo a v4 ou se o pusermos
na regiao R3 e tentarmos criar uma aresta que o ligue a vs.

Assim, concluimos que o grafo nao é planar, e, portanto, nao é possivel conectar

as trés casas aos trés servigos publicos sem cruzar as conexoes.

Solugao 2: Observe que o grafo é conexo, pois dado dois vértices quaisquer existe
um caminho que os conecta. Agora vamos supor que esse grafo seja planar. Entao pela
formula de Euler vale a relacao V + R— A = 2. Para esse grafo, temos que V =6e A =9,
portanto segue que R deve ser igual a 5, sendo uma dessas regioes ilimitada e as outras 4
limitadas pelas arestas do grafo. Mas, observando o esquema da figura 3.15, percebemos
que esse grafo contém pelo menos 6 regioes limitadas, o que contradiz o Teorema de Euler.
Logo, o grafo nao é planar e assim nao sera possivel fazer as conexoes desejadas sem forcar

um cruzamento entre elas.
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Figura 3.15: O grafo nao atende a féormula de Euler

v

Fonte: Autora, (2020)

Observacao: O grafo da figura 3.12 é chamado de K33 que se caracteriza por ter
o seu conjunto de vértices divididos em dois subconjuntos disjuntos, V; e V5, cada qual
com 3 vértices, de modo que todos os vértices de Vi sejam vizinhos a todos os vértices
de V5 e que nao haja vértices vizinhos em um mesmo subconjunto. Ja o grafo da figura
2.23 é um grafo do tipo completo K5 que se caracteriza por ter todos os seus 5 vértices
ligados, dois a dois, por uma aresta. Um dos critérios para se garantir que um grafo é nao
planar é encontrar um subgrafo do tipo K33 ou Kjp, isto é, determinar vértices e arestas,

pertencentes ao grafo, que satisfacam uma dessas propriedades.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho abordou uma parte inicial da Teoria dos Grafos, um assunto que,
apesar de relativamente recente na Matematica, ja possui uma ampla teoria e que tem
um grande potencial de aplicagoes. Temos a confianca de que esse tema, que inicialmente
requer conhecimentos matematicos muito basicos, possa ampliar os horizontes dos leitores
sobre a Analise Combinatéria, mostrando que essa érea da Matemética tem o seu inte-
resse além dos problemas de contagem: ela estuda também as relagoes entre objetos e a
existéncia de configuracoes.

Ao longo desse trabalho apresentamos o que, comumente, se considera o primeiro
trabalho na Teoria dos Grafos. Mostramos como o matemético Leonhard Euler desenvol-
veu um raciocinio para dar uma solug¢ao ao famoso problema das Sete Pontes de Konigs-
berg sem utilizar definicoes como wvértices e arestas, que conhecemos hoje, o que muitos
trabalhos equivocadamente afirmam que Euler tenha feito. Na apresentacao da sua so-
lugdo para o problema das Sete Pontes percebe-se de modo muito claro o modo como
uma nova teoria surge na Matemética: temos um problema motivador, na sua tentativa
de solucioné-lo faz-se observacoes de propriedades, as mesmas se relacionam de tal modo
que culminam em um grande resultado que soluciona o problema. A definicao de objetos
que validam as relagoes existentes ocorrem ao longo ou no final desse desenvolvimento.
Essa ordem natural da elaboracao de uma teoria é diferente da ordem apresentada em
textos matematicos: apresentacao de definicoes, seguida de propriedades, seguidas de um
importante resultado e finalmente a aplicacao desse resultado na resolucao de um pro-
blema. Normalmente essa ultima ordem ¢é a adotada em sala de aula na introducao de
conteudos, mas serd que é a mais adequada? Acreditamos que conhecer a histoéria do
nascimento de uma nova ideia matematica pode nos fazer repensar a ordem expositiva da
sua apresentagao para nossos alunos.

No capitulo seguinte apresentamos formalmente conceitos iniciais dessa teoria, bus-
cando sempre exemplificd-los para facilitar a compreensao e procuramos nos ater aqueles
necessarios para a resolugao dos problemas propostos. Quanto a esses, tentamos apre-
sentar problemas praticos, contextualizados, que provocassem a curiosidade e o interesse

na busca de uma estratégia para a sua resolugao. Buscamos também mostrar as diferen-
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tes abordagens que podem ser seguidas com a teoria dos grafos: problemas relacionados
a trajetos com grafos eulerianos e hamiltonianos, problemas envolvendo coloragao com
aplicacoes a mapas e elaboracao de horarios e grafos representados como matrizes. Desta-
camos nessa ultima abordagem uma oportunidade para ressignificar o estudo de matrizes
no Ensino Médio, uma vez que tal assunto vem sendo trabalhado de forma descontextu-
alizada e com poucas aplicacoes praticas.

Obviamente existem muitos outros problemas sobre esse assunto que podem ser
apresentados para professores e estudantes da educagao basica. Podemos encontrar uma
vasta quantidade de trabalhos sobre esse tema com diferentes abordagens adequadas aos
mais variados niveis educacionais que vao desde o ensino fundamental ao ensino médio e
outros, ainda, voltados ao ensino superior.

Esperamos que esse trabalho possa despertar o interesse de alunos e professores pela
Teoria dos Grafos e que possa ser um estimulo para que busquem e se aprofundem mais
sobre o assunto. Acreditamos também que o contato com um assunto fora do curriculo
tradicional, mas que apresenta uma ferramenta simples e eficaz na resolucao de problemas
tao interessantes possa encorajar a pesquisa por outros tOpicos que sejam tao atraentes

quanto a Teoria dos Grafos.
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