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“A matematica € a linguagem da preciséo; € o vocabulo indispensavel daquilo que
conhecemos.” (Karl Wilhelm Theodor Weierstrass)



RESUMO

Os numeros reais tém grande importancia na Matematica, uma vez que foram
motivagdo no processo de formalizagdo e abstracdo no século XX e estdo presentes na préatica
matematica geral e em suas diferentes areas. Além disso, sdo consequéncia do
desenvolvimento da prépria Matematica, o qual recebeu contribuicfes relevantes para esse
conceito, principalmente as de fundamentacgéo tedrica, no século IV a.C. e no século XIX. No
Ensino Basico, o trabalho com numeros reais aparece do 9° ano do Ensino Fundamental em
diante, em todas as unidades curriculares da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para a
area da Matematica e até em outros temas de Ciéncias da Natureza. Na etapa do Ensino
Médio, a maioria dos modelos matematicos é de natureza continua e é necessario que 0S
alunos saibam identificar, reconhecer propriedades e efetuar célculos com esses nimeros. Os
objetivos deste trabalho séo fazer um estudo sobre os numeros reais voltado ao Ensino Médio
e apresentar uma proposta voltada ao prdprio ensino. Estdo presentes exemplos histéricos
concretos de numeros reais, demonstracdes de resultados sobre racionalidade e irracionalidade
desses nameros e fundamentos do conjunto R, além da discussdo de questBes pertinentes ao

ensino e uma atividade para a sala de aula.



ABSTRACT

Real numbers have a great importance in mathematics, since they were a motivation in
the process of formalization and abstraction in the 19th century and are present in general
mathematical pratice and its different areas. Beyond, they are a consequence of the
development of mathematics itself, which received relevant contributions to this concept,
mainly those of theoretical foundation, in the 4th century B.C. and in the 19th century. In
Basic Education, the work with real numbers appears in the final stages and in all “curricular
units” of the BNCC (Base Nacional Comum Curricular-Brazil) for the area of Mathematics
and even in other subjects of Natural Sciences. Most mathematical models involved are of a
continuous nature and it is necessary for students to be able to identify these numbers,
perform calculations and understand their properties. The objectives of this work are to make
a study on the real numbers directed to Secondary Education and to present a proposal
directed to teaching. There are concrete historical examples of real numbers, demonstration of
results on the rationality and irrationality of these numbers and fundamentals of the set R, in

addition to the discussion of issues relevant to teching and an activity for the classroom.
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INTRODUCAO

O tema desta dissertacdo ¢ “Numeros Reais e Ensino Médio”. Quando se fala em
nameros reais, subentendem-se seus subconjuntos de numeros: naturais, inteiros,
racionais e irracionais. Este trabalho apresenta uma pesquisa bibliogréfica sobre
numeros reais e histéria da matematica, além de uma proposta de atividades para o
ensino dos nimeros reais no 1° ano do Ensino Médio. E direcionado para estudantes de
graduacdo, professores de Matematica do Ensino Basico e demais interessados no tema.

No Ensino Baésico, 0s numeros reais relacionam-se com outros diversos
conceitos de Matematica e também de Ciéncias da Natureza. Além disso, séo relevantes
para o proprio desenvolvimento da Matematica, uma vez que foram parte de seu
processo de formalizagdo, abstracdo e de resposta a varios problemas. Temos por
objetivo fazer um estudo sobre 0s nimeros reais voltado para a Educacdo Basica. Esta
pesquisa se diferencia por mostrar fatos historicos e alguns recursos tedricos da
Matematica relacionados ao tema.

Abordaremos momentos da Histéria da Matematica que pensamos terem sido
importantes & construcdo do conceito de nimero real. Traremos resultados relevantes
sobre numeros racionais e irracionais e formulacdo do conjunto dos reais. Também
apresentaremos discussdes sobre 0 Ensino e uma proposta de atividade de sala de aula.

Pensamos que essa forma de desenvolvimento pode contribuir na pesquisa. A
Historia da Matematica permite uma melhor interpretacdo da Matemaética através da
andlise da evolucdo dos conceitos ao longo do tempo. Os resultados relevantes em
aritmética e analise tém relacdo direta com o conceito de nimero real. E as discussdes
sobre o Ensino motivam uma melhor abordagem em sala de aula.

A importancia desta pesquisa se reflete em incentivar discussdo acerca de um
tema rico, que envolve contetdos de diferentes areas, como Matematica Pura,
Geometria e Historia da Matematica, e que pode proporcionar visdo mais ampla ao
professor e ao aluno.

Este trabalho insere-se na area de Ensino de Matematica. Procuraremos
desenvolver os topicos tedricos de nimeros reais com 0 minimo de rigor e apresentar 0s
fatos histéricos de forma real e coerente; e em conexdo com a pratica docente. Vamos
basear nossa reflexdo e nossa proposta de ensino nas orientagcbes dos documentos

oficiais de Educacdo no Brasil e de outros autores das areas de Ensino (e Historia) de
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Matematica. Nosso foco sera o numero real e ndo aprofundaremos a discussdo sobre o
conceito abstrato de nUmero, pois se distancia de nossa proposta.

Adotamos como metodologia a pesquisa bibliogréfica. Para a fundamentagédo
tedrica em Matematica, os autores considerados sdo Antonio Caminha Muniz Neto,
Elon Lages Lima, Geraldo Avila, lvan Niven, além de algumas notas do professor lon
Moutinho. Em Histdria, Asger Aaboe, Carl Boyer e Tatiana Roque. Para a
fundamentacdo em Ensino, sdo consideradas bases de documentos oficiais do Brasil
recentes. Os documentos sdo os Parametros Curriculares Nacionais para 0 Ensino
Médio (PCNEM) (BRASIL, 2000), a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
(BRASIL, 2017), e outros.

O trabalho esta dividido em 5 capitulos. O 1° capitulo inicia a discussdo de modo
geral, falando sobre motivacdes, a ideia de numero real e seu ensino. Do 2° ao 4°
capitulo, sdo apresentados conceitos tedricos sobre 0s numeros reais. O 2° capitulo traz
alguns momentos da histéria da matematica em que aparecem numeros reais, desde a
antiguidade até o século XVIII. O 3° capitulo traz generalizagfes importantes e outros
resultados acerca dos racionais e dos irracionais e o0 4° trata do Conjunto dos NUmeros
Reais. No 5° capitulo, sdo discutidas questdes especificas de Ensino de Matematica, ao
discorrermos sobre a forma de abordagem e os conteildos. Havera também experiéncia
de atividades aplicadas em sala de aula, desenvolvida por nds, contendo: expansdes
decimais finitas e infinitas, reconhecimento de numeros irracionais, operacGes com
nameros reais, nocao de densidade e sugestes de outras atividades. Ha dois apéndices:
no primeiro constam algumas propriedades sobre nimeros inteiros e irracionais, Uteis a
demonstragfes do 2° e 3° capitulos e, no segundo, as atividades apliacadas em sala de

aula.
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CAPITULO 1) IDEIA DE NUMERO REAL

Neste capitulo, faremos a abordagem inicial de numero real a partir de breve
discussdo historica e também de alguns aspectos gerais de ensino relacionados com 0s

ndmeros reais.
1.1)  Evolucao historica da ideia de numero e surgimento de nimero real

Numero € um objeto matematico abstrato usado para descrever quantidades e
medidas. De acordo com Lima (2013, pag. 29): “numeros sdo entes abstratos,
desenvolvidos pelo homem como modelos que permitem contar e medir, portanto
avaliar as diferentes quantidades de uma grandeza.” E abstrato pelo fato de um mesmo
simbolo expressar quantidades iguais de coisas distintas.

Historicamente, o desenvolvimento do conceito de numero real ndo foi um
processo linear. Houve, ao longo do tempo, diferentes perspectivas e contribui¢bes para
esse desenvolvimento. Os conjuntos numéricos, como conhecemos hoje, foram
estabelecidos no final do século X1X por Cantor, Dedekind e Weierstrass.

A ideia original de nimero esta associada a contagem. Por volta de 3500 a.C, na
Babildnia (regido atual do lIraque), surgiram, em comum, 0S primeiros registros de
escrita e de Matematica. De acordo com Roque (2012, pag. 2): “as primeiras formas de
escrita foram motivadas pela necessidade de se registrarem quantidades (...): contagem
do rebanho, insumos relacionados a sobrevivéncia e a organizacdo da sociedade”.

Com o desenvolvimento de sociedades como a dos Babilénios Antigos (2000
a.C — 1600 a.C., Mesopotamia — atual Iraque) e dos Egipcios Antigos (3100 a.C. — 30
a.C.) também se tornava mais complexa a organizacdo dessas sociedades, requerendo
quantificacOes, registros de bens, medicOes etc. 1sso incluia a escrita (ja em tabletes de
argila e papiros) e regras para essa organizacdo. Esses povos tinham metodos de
contagem e medida. E importante destacar que tanto os Babil6nios quanto os Egipcios
Antigos criaram sistemas de numeracdo, efetuavam as operacfes fundamentais e
trabalhavam, inclusive, com o que hoje sabemos se tratar de nimeros racionais.

Muitas vezes, a Matematica se desenvolveu motivada pela resolucdo de
problemas com natureza préatica (ou aplicada). Porém, na Grécia antiga, na época de

Euclides, existiu um primeiro processo de formalizacdo e sistematizacdo. Os
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matematicos gregos tiveram preocupacdo em criar uma estrutura logica coerente,
baseada em postulados e axiomas, definigdes, resultados-base e resultados
subsequentes. Os resultados-base viriam a partir dos axiomas, postulados e definigoes, e
todos os resultados deveriam ser verdadeiros, sem que houvesse contradicdes.

Nesta mesma época, surgiriam os conceitos de razdo e propor¢do para grandezas
comensuraveis e incomensuraveis. Num momento seguinte e com maior frequéncia,
apareceram tentativas para o célculo aproximado de razdes entre grandezas que hoje
sabemos ser incomensuraveis, porém estas situacdes aritméticas (nUmeros irracionais e
aproximacdes por racionais) eram resolvidas sem que o resultado final fosse
considerado um “ndmero”. Durante muito tempo, apenas 0s naturais eram tratados
como nameros. Até o século XVIII, os nimeros irracionais eram classificados como
“falsos”, “impossiveis” etc.

Entre os séculos 1l a.C e XVIII, outros povos da Europa, hindus, chineses,
arabes, dentre outros, contribuiriam para o desenvolvimento da Matematica. Pouco a
pouco, surgiriam outros conceitos como trigonometria, equacdes lineares, sistema de
numeracdo hindu, algebra, a ideia de numeros negativos, equacbes de 2° e 3° grau,
fracdes decimais, logaritmos, curvas, derivadas e séries. Também a notacdo foi se
modificando.

O século XVIII foi um periodo de avancos e criatividade na Matematica. Em
1758, com Kastner (1719 — 1800), houve a ideia de um agrupamento contendo nimeros
naturais, negativos, fracdes, nimeros decimais e irracionais. Sequndo Roque (2012, p.
238) A partir do século X1X, a nocéo de rigor matematico assumiria nova caracteristica,
principalmente sendo relacionado & sistematizacdo das bases da Matematica
(formalizacdo) e sua abstracdo, e surgiria a defini¢cdo de namero real.

Segundo Courant e Robbins (1941, pag. 61), a expansao do conceito de numero

serve a maior campo de problemas matematicos:

“Devemos estender amplamente o conceito original de numero, considerado
como numero natural, para criar um instrumento suficientemente poderoso para
as necessidades da préatica e da teoria. Em uma longa e hesitante evolugéo, o
zero, 0s inteiros negativos e as fragcBes foram gradualmente aceitos no mesmo
nivel de importancia que os inteiros positivos (...) Porém, para adquirir
completa liberdade em operacBes algébricas, devemos ir além e incluir
quantidades irracionais e complexas no conceito de nimero.”

O que inclui nimeros reais, que serdo objeto deste trabalho.
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1.2) O ensino dos nameros reais e sua aplicabilidade

Entendemos que a importancia do estudo dos nimeros reais no Ensino Bésico se
deve ao fato de serem um pré-requisito a outros diversos conceitos da area da
Matematica. “A maior parte dos conteidos de Matematica do Ensino Médio esta
vinculada a modelos matematicos de natureza continua. Os nimeros reais e 0S espagos
geomeétricos: reta, plano e espaco tridimensional.” (Orientaces Curriculares Nacionais.
BRASIL, 2006, p. 94).

Além disso, sdo uma ferramenta para estimativa de resultados em componentes

curriculares da area de Ciéncias da Natureza.

“O trabalho com numeros pode também permitir que os alunos se apropriem
da capacidade de estimativa, para que possam ter controle sobre a ordem de
grandeza de resultados de calculo ou medi¢des e tratar com valores huméricos
aproximados de acordo com a situacdo e o instrumental disponivel. (...) Essas
competéncias sdo importantes na compreensdo e ampliacdo da percep¢do de
espaco e construcdo da modelos para interpretar questdes da Matematica e de
outras areas do conhecimento.”

(PCNEM - Parametros Curriculares Nacionais ; Ensino Médio. BRASIL, 2000.
Pag. 44)
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CAPITULO 2) PRIMEIROS NUMEROS RACIONAIS E IRRACIONAIS

Neste capitulo, vamos apresentar alguns fatos relacionados aos nimeros reais em
determinados momentos da Historia da Matematica. Falaremos sobre alguns registros
das Matematicas Babilbnica, Egipcia e também caracteristicas e conceitos da
Matematica Grega euclideana. Estes periodos contém os primeiros indicios do que hoje
entendemos como numeros racionais e irracionais. Comentaremos ainda sobre alguns
resultados do século 111 a.C (p6s Euclides) até o século XVIII, que estdo relacionados a

evolucdo dos conceitos da Matematica, em torno da ideia de namero real.
2.1) Matematica Babil6nica e Egipcia

De acordo com Roque (2012, p. 6), durante o periodo Babilénico Antigo, o que
se fazia em matematica estava relacionado a problemas praticos como mensuracgdes e
contagens. O conhecimento atual sobre esta época é derivado de tabletes de argila,
encontrados durante escavagdes no século XIX, e mostram a existéncia de um sistema
de numeracdo, medi¢des de poligonos e técnicas para célculos de areas e volumes.

Esse sistema de numeracdo era posicional de base 60 (sexagesimal), com
simbolos para os algarismos 1 a 9 e para as dezenas 10, 20, 30, 40 e 50. Os babildnios
sabiam somar, subtrair, multiplicar, dividir e calcular raiz quadrada. *

Né&o ha simbolo para representar fragdes. Porém, vemos um antecedente para a
ideia de nimero racional, uma vez que a unidade também poderia ser subdividida e as

partes eram contadas.

Figura 1 — Sistema de numeracéo babilénico

2

3

4

T w m T

w 5 wm 6 ?YG 7 Z\? 8
I:“";‘l‘ 9 < 10 o 11 Pa 12
ar B & W o 5 ogw 16
& 1 F 8 F O 20
« 30 & 0 & 50 60

Fonte - Roque (2012, p. 8).

' Nota: O sistema de numerag&o também tinha ambiguidades, como o mesmo simbolo para representar 0 1 e 0
60 e a auséncia de um marcador para a unidade (“virgula” atual). Porém, poderiam se distinguir por sua
posicdo ou dado o contexto de um problema.
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Por exemplo, o ndmero 79,5 teria, no sistema de numeragdo babil6nico,
representacdo equivalente a 1; 19,30 em base 60. 2 Pois:
79=1-60+19 e

30
60
E importante considerarmos o registro do tablete YBC (Yale Babylonian

0,5

Collection) 7289, também do periodo Babilonico Antigo, chamado “Diagonal do
Quadrado”. Nele, ha a indicagdo do niimero, que escrito em notagdo atual e base 60 é

1,24;51; 10, para a obtencdo da medida da diagonal de um quadrado.

Figura 2 — Diagonal do quadrado — Babil6nios antigos

Figura 2 — Roque (2012, p. 16).

Este valor, em base 10, corresponde a:
1+24-6071+51-607%2+10-6073

+ 10 _ 305470 1,41421296
3600 216000 216000

gue é um namero racional muito préximo a raiz quadrada de 2, com 5 casas decimais

—1+24+
B 60

exatas.

Também foram encontrados tabletes de argila datados de 300 a.C., época do
império  babilénico seléucida, contendo técnicas matematicas sofisticadas e
desenvolvimento de astronomia. Além disso, mostram que o conhecimento do periodo
babildnico antigo néo foi perdido. [21]

Na “Matematica Egipcia” da Idade Antiga, o que se fazia estava relacionado
também a problemas préaticos: necessidades administrativas, contagem, medi¢des de

terras etc. O conhecimento atual é derivado de textos como o papiro de Ahmes,

? A virgula separa a parte inteira da parte fracionaria. Ponto e virgula separam as ordens.
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(aproximadamente 1650 a.C) e o papiro de Moscou (aproximadamente 1850 a.C.). Eles
sd0 registros que contém problemas e solugdes. Esses problemas eram relacionados a
regras de trés, fragdes, progressdes, equacbes simples, célculo de areas e volumes. Mas
0s egipcios ndo usavam férmulas e sua matematica era por regras; receitas.

Havia um sistema de numeracdo aditivo. Nesse sistema, ha simbolos
correspondentes aos nimeros inteiros 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000 e 1000000. H&
simbolos correspondentes as fragdes unitarias 1/2, 1/3, 1/4 e também 2/3 e outras

fragces, menos comuns.

Figura 3 — Sistema de numeracdo egipcio

D (7 &N,
| O 91 & | Q| Y
1 10 100 1.000 10.000 100.000 1.000.000
traco osso de lago flor de dedo girino homem com
calcanhar létus indicador as maos para
cima
Fonte: Bianchini (2004, p. 2).
Figura 4 — Fragdes egipcias
L=l CO 1
Il 3 i 4
e -
e 2
qb =

Fonte: Roque (2012, p. 27).

Os egipcios efetuavam operacdes equivalentes a adi¢do, multiplicacdo e divisao.
As fragdes apareciam como uma parte do resultado da operagéo de diviséo.
Por exemplo, a divisdo de 17 por 6, em linguagem atual. Toma-se 0 6 como

referéncia e sdo contados multiplos, metades, tercas partes etc., até que se totalize 17.

16

212
~3
1.2

Temos 17 = 12 + 3 + 2. Assim:
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17:6 (OUD) =2 + = += .
6 2 3

Tanto na Matematica Babil6nica quanto na Egipcia, ha registros em
tabletes/papiros que mostram que essas civilizagdes possuiam procedimentos para
calculos como o comprimento da circunferéncia, area do circulo, volume de cilindros. E
importante mencionar que o0 ndmero pi ainda ndo era conhecido. A descoberta das
grandezas incomensuraveis teria ocorrido por volta de 400 a.C. (ROQUE, 2012, p.61).

O tablete YBC 7302 mostra que os babildnios possuiam um procedimento

2
equivalente a relacdo S = i—z para circunferéncias, onde S é a area e ¢ € 0 comprimento

(ROQUE, 2012, p.37). Desenvolvendo essa igualdade com as relac@es atuais e sendo a
uma aproximacéo para o valor de 7, obtemos:

_(@2ran)?
12

ar?

Ou ainda
12-a-r*=4-a%-r?
12:a—4-a*>=0
4:a-3—a)=0 - a=3.
Nos tabletes babilénicos, ha também resultados aproximando pi por 3 %

No Papiro de Ahmes, os egipcios determinavam a area de uma circunferéncia
considerando como o valor proximo a area de um quadrado cujo lado era igual a 8/9 do

didmetro dessa circunferéncia (ROQUE, 2012, p.39). Em linguagem atual, temos

2
8 , , , A .
S = (5 d) ,onde S é a area e d € o didametro. Novamente desenvolvendo uma igualdade

em termos atuais (com a sendo também uma aproximacao para o valor de ):

Apesar de ndo haver a formalidade e a notacdo atuais, ndo se pode desprezar o
conhecimento de Matematica que povos como 0s antigos babilénios e egipcios tinham.

Existiam regras e resultados interessantes. Os babilénios possuiam um procedimento
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para resolver problemas que hoje modelamos com equacgdes de segundo grau, € 0S
egipcios atingiram desenvolvimento notavel em geometria métrica.

As fracBGes apareciam nas Matemaéticas egipcia e babilbnica (e esses sistemas
também seriam utilizados por gregos e romanos antigos). Os egipcios tinham uma
aritmética para a soma de fracdes unitarias, que usavam em alguns casos, € o0 sistema de
numeracdo babildnico, embora ndo tivesse simbolo especial, admitia representacéo para

nameros inteiros e partes desses nimeros.

2.2) Matematica grega

Matemaética grega é o periodo da Histdria da Matematica compreendido entre os
séculos VIl a.C. e Il1 d.C.. Pode ser dividida em 3 fases: pré Euclides, euclideana e pés
Euclides.

Segundo Roque (2012, p. 50), na primeira fase, Tales (~620 a.C — 550 a.C.) e
Pitdgoras (~570 a.C — 490 a.C) sdo os principais matematicos. Tales também foi
astronomo e filésofo. Atribuem-se a ele resultados de geometria plana como a
congruéncia de angulos do triangulo isosceles e a proporcionalidade de segmentos de
reta correspondentes em um feixe de retas paralelas. O conhecimento disponivel sobre
sua vida e obra ¢ muito pouco, e derivado de comentarios em livros posteriores.
Pitagoras fundou uma escola que estudava filosofia e ciéncia, porém com caracteristicas
misticas e religiosas. Produziram-se conceitos e resultados importantes como nimeros
pares, e impares, primos e compostos, e algumas das primeiras demonstracfes em
Geometria. Para os pitagdricos, nimero era a esséncia de tudo. *

Até a época de Pitagoras, acreditava-se que duas grandezas (segmentos de reta,
areas, volumes ou outras grandezas escalares) do mesmo tipo sempre pudessem ser
medidas, a0 mesmo tempo, com uma unidade comum, ou Seja, seriam comensuraveis.
Entretanto, os proprios pitagoricos teriam percebido que esse resultado ndo seria

possivel para a diagonal e o lado do quadrado.

? Ha evidéncias de que o “Teorema de Pitagoras” ja existia antes mesmo da escola pitagérica, porém num
contexto aritmético.
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Os gregos buscaram respostas a problemas como medir, rigorosamente, a
diagonal de um quadrado, a aresta de um cubo com volume dobrado e a area de um

circulo.

Figura 5 — Diagonal do quadrado e duplicacdo do cubo

| ppupp T,
1
1
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Fonte: o autor, 2020.

De acordo com Roque (2012, p. 50), a partir do final do século V a.C.,
comecaria a existir um novo tipo de pensamento, influenciado pelo contexto grego da
época, em que surgia a polis - a cidade-estado grega. Esse pensamento, desenvolvido
por Platdo e Aristoteles, era baseado na argumentacdo e na ldgica, sendo os critérios de
uma verdade estabelecidos por coeréncia.

Os Elementos, de Euclides (300 a.C.), é o texto matematico completo mais
antigo de que se tem conhecimento e recebeu essa influéncia do pensamento grego.
Nele, a Matematica passaria por um processo de abstracdo e formalizacdo. Esta dividido
em 13 livros (na ordem): 6 de geometria plana, 4 de aritmética e 3 de geometria
espacial. Pela primeira vez a geometria estaria separada da aritmética.

2.2.1) Teoria das Proporcdes de Eudoxo

No livro V de Os Elementos, constam a teoria das proporc¢des de Eudoxo, com
definigdes relacionadas a razdo e proporc¢do. Essa teoria ndo classificava expressamente
nimeros em racionais ou irracionais, mas os identificou corretamente. Aparece em
termos de grandezas (homogéneas, conforme visto em 2.2) e tem carater geométrico.
Nesta época, apenas 0s naturais eram considerados numeros. Traremos as defini¢cdes
(terceira, quinta e sexta) dessa teoria conforme constam em Avila (2006, p. 53) e Roque

(2012, p. 81). A terceira definicdo estabelece razdo entre duas grandezas, a quinta é
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sobre proporcdo entre quatro grandezas e a sexta é sobre propor¢cdo como uma

igualdade entre razdes. VVejamos:

32 Definicdo) “Razdo é uma relacdo que diz respeito ao tamanho de duas grandezas do

mesmo tipo.”

52 defini¢do) “Sejam A, B, C e D quatro grandezas do mesmo tipo. Dizemos que elas
~ . . ~ A Cc , .
séo proporcionais (na notacédo atual 5= B) se para todo par de nimeros naturais m e n,

temos um dos casos abaixo:
n-A<m-Bentdo n-C<m-D
n-A=m-B entdo n-C=m-D

n-A>m-B entdo n-C >m-D”
62 definicdo) “Grandezas que possuem a mesma raz&o sao chamadas proporcionais.”

As definicdes se aplicam a pares de grandezas (razbes) A e B, sendo

comensuraveis ou incomensuraveis. Entdo, Eudoxo separou pares de nimeros naturais
~ N ~ A ~ - ~ ~
em 3 classes, em relagao a razdo —: 0s que sdo maiores do que essa razdo, 0s que sao

iguais e 0s que S&0 menores.

Na linguagem atual, temos:

N

2|3 =3 =3

Wl W W
\% Il

E como A e B podem ser comensuraveis ou ndo, dessa forma, ficam determinados
ndmeros racionais e irracionais.

Eudoxo encontrou a solucdo para o problema da incomensurabilidade (p. 23),
mas sem estender o conceito de namero. Trabalhou, corretamente, com razbes e

desigualdade entre raz6es. Segundo Lima (2009, p. 7):

“Os pitagdricos ndo conseguiram resolver o impasse, uma saida para o qual foi
fornecida um século depois por Eudoxo. Em vez de solucionar o problema
estendendo o conceito de ndmero, criando 0s nimeros reais, como se tem hoje,
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ele encontrou uma solucdo diferente, seguida pelos matematicos gregos
posteriores. Eudoxo manteve o principio de que a palavra “ntimero” significa
namero natural mas teve de desistir de medir as grandezas, isto é, de exprimir
por meio de um ndmero o resultado da comparagdo entre uma grandeza e a
unidade adotada.

Para comparar duas grandezas da mesma espécie, em vez de nimero, Eudoxo
adotou o conceito de “razdo entre duas grandezas”. Claro, hoje em dia a razdo
entre duas grandezas é simplesmente a medida de uma delas quando se toma a
outra como unidade, ou seja, € um numero real. Mas ndo era assim naquela
época.

Eudoxo desenvolveu a teoria das proporcdes de forma logicamente impecavel
(...). As definicBes basicas sdo as de igualdade e desigualdade entre duas
razdes.”

2.2.2) A incomensurabilidade da diagonal e do lado do quadrado com a unidade

Discutiremos a questdo da diagonal do quadrado. Inicialmente, com base em

Roque (2012, p. 63), provaremos a incomensurabilidade do lado e da diagonal do

quadrado com a unidade. Em seguida, faremos o célculo aritmético da razdo entre esses

segmentos.

a) A incomensurabilidade da diagonal e do lado do quadrado com a unidade

Demonstracéo:

Seja ABCD um quadrado com diagonal d = AC e lado | = AB.

Figura 6 - Diagonal do quadrado

c

o U

x
me

Fonte: o autor, 2020.
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Vamos supor, por absurdo, que a diagonal e o lado do quadrado sejam comensuraveis
com certo segmento u, ou seja, ap0s uma quantidade finita de subtracGes reciprocas
entre d e [, ndo se chega a um segmento de reta menor do que u.

Consideremos um arco de circunferéncia com centro em A e raio AB = [, que intercepta

a diagonal AC no ponto E. Consideremos também a reta EF tangente ao arco nesse

ponto.

Figura 7 — Diagonal do quadrado - Etapa 1
D Cc
[

Fonte: o autor, 2020.

i) O tridangulo AFB é congruente ao triangulo AFE pelo caso cateto-hipotenusa. Logo,
EF = BF.

i) O tridngulo CEF ¢é retdngulo. Como m(ECF) = 45°, teremos m(EFC) = 45°

também. Logo, o tridngulo CEF é isosceles, com CE = EF =d — 1.

iii) Mas EF = BF. Entdo, como EF = d — L, teremos:
BF=d-1le
CF=1—-(d-0)=2l—d

iv) Construindo um quadrado Q; CEFG, seu lado [; e sua diagonal d; medem,
respectivamente:
L=EF=d-1 e
d; =CF =2l —d.
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Vamos provar, entdo, que 0s segmentos l; e d; sd0 menores do que a metade dos
. i . l d ]
primeiros, [ e d, respectivamente, ou seja, [; < € d, < - Ou também:

l
d—l<§

2l-d < d
>
No triangulo retangulo CEF, valem as relaces:
d — 1 < 2-1— d (cateto menor do que hipotenusa)

2l —d < 2-(d — 1) (desigualdade triangular)

Na primeira desigualdade, obtemos 2d < 3[. Ou ainda, 2d — 2l < l.Logo, d — 1 < é

Na segunda desigualdade, obtemos 41 < 3d. Ou 4l —2d < d. Logo, 2l —d < %.

A construcdo que passou do quadrado original ABCD ao quadrado Q; CEFG pode ser
repetida, chegando-se a um quadrado Q- de lado [, e diagonal d,, que serdo menores do
que a metade de [; e a metade de d;.

Figura 8 — Diagonal do quadrado - Etapa 2

D c
®
E G
_-A[F
4 o
A B

Fonte: o autor, 2020.

Repetindo-se esta construcdo outras vezes, pela propriedade 5 do Apéndice 1, ap0s
alguma quantidade de etapas, o lado e diagonal de um quadrado Q,, poderdo se tornar
menores do que qualquer medida dada, mesmo que seja muito pequena, ou menor do

que u. Contradicéo. m
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b) Calculo aritmético da razédo entre a diagonal e o lado do quadrado

b.1) Por semelhanca de triangulos
Na Figura 7, os triangulos ABC e CEF sao semelhantes pelo caso angulo-angulo. Os

lados homdlogos sdo proporcionais. Assim:

()

AC CF . d _ 2l-d
— == Ousgja:—=——.
AB CE l d-1

A proporgdo acima admite a propriedade de se manterem, na mesma razdo que a
determina, a soma dos numeradores para a soma dos denominadores. *
d 2l-d d+2l—d 2l

1 - d-1 1+@d-) d

d d
Sendo — =7, vemr = % Logo, r2 = 2. Portanto r = V2 e -= V2.0

b.2) Pelo Teorema de Pitagoras

Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo ABC, obtemos: d? = 1% + I, 0 que
5 ) d? d

resulta d? = 2-1%. Logo, = =2 e~ = 2.

2.2.3) Raz&o aurea

A razdo aurea € uma constante matematica presente na arquitetura e em
fendmenos naturais, caracterizando a harmonia de formas geométricas. Seus primeiros
indicios histéricos aparecem na construcao do Partenon (440 a.C.), na Grécia, € no livro
VI de Euclides. Vamos determinar seu valor usando notagcdo moderna.

Um retangulo &ureo é um exemplo cujas medidas estdo nessa razdo. E definido
da seguinte forma: quando dele se retira um quadrado cujo lado é o menor dos lados do

retangulo, o retangulo que sobra é semelhante ao original.

* No quadrado Q,, a diagonal mede 3-d —4 -1 e o lado, 31— 2-d. Estes valores, respectivamente,
formam uma razdo que mantém a proporg¢ao anterior.

> O problema b.1 e sua solugéo sio totalmente originais deste texto.
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Figura 9 — Retangulo de ouro

D F (o4

o] 0 Q
b a-b

b b b

b a-b

O O

E B

[

1

T >0

a
Fonte: o autor, 2020.

L a . . .
A razdo — entre a base a e a altura b é a razdo aurea. Vamos representa-la por r e

calcular este valor.

Solucdo: Por definigdo, o retdngulo ABCD é semelhante ao retdngulo BCFE. Entdo, 0s

lados homdlogos sdo proporcionais e temos

b a-b"
Podemos escrever a igualdade acima como:
a—b b
b a
b b a 1 ,
Z.Sendo;= r,comr >0, temos r — 1 = -, 0 que nos da

Iss0 & 0 mesmo que = — > =
1+/5 Ay s g ,
. No apéndice, veremos a justificativa de que r é

r?> —r —1 = 0. Portanto, r =

irracional.
E importante observar ainda que a raz&o entre a base e a altura é a mesma que

entre os lados homologos, ou razdo de semelhanca. Ou seja, os retangulos ABCD e
BCFE sdo semelhantes também pela razéo r.

Figura 10 — Retangulos semelhantes
c

B B b
Fonte: o autor, 2020.
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Além disso, num processo parecido com o da diagonal e do lado do quadrado,
esses dois segmentos a e b também serdo incomensuraveis. O par de segmentos ira

gerar, infinitamente, poligonos menores na mesma proporgéo.

Figura 11 — Retangulo de ouro. Etapas seguintes.

D F C
@ b . 2 b 0
a=b
b b
2b-a 2a-3b
2b=a
O ©
A b E a-b B
L ]
r 1
a

Fonte: adaptado de Avila (2006, p. 51).

2.3) Alguns resultados com numeros racionais e irracionais: Do final da

Matemética Grega até o século XVIII

Apds a segunda fase da Matematica grega até o século XVIII, a Matematica
desenvolveu seus conceitos sem foco predominantemente tedrico nem formalizacdo
sobre 0os numeros. Entretanto, os chamados “numeros reais” apareceram em contextos

diversos. Veremos alguns casos de interesse, brevemente.

2.3.1) Célculo de Pi, por Arquimedes

Diferentemente da época de Euclides, na terceira fase do periodo grego a
matematica aplicada foi predominante. De acordo com Boyer (2012, p. 132):
“De Hiparco (~190 a.C. — 120 a.C.) a Ptolomeu (~100 — 170) houve progressos na
astronomia e geografia, Optica e mecanica, mas nenhum desenvolvimento significativo
na matematica, além da trigonometria.”

De acordo com Roque (2012, pag. 89), Euclides demonstrou que a area do
circulo e o quadrado de seu raio eram proporcionais. (Circulos estdo entre si como seus

didmetros). Por volta de 250 a.C., em A medida do circulo, Arquimedes (~290 a.C. —
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210 a.C.) inicialmente provou que um circulo era equivalente (mesma area) a um
tridangulo retdngulo cujos catetos mediam, respectivamente, o comprimento da

circunferéncia e o raio deste circulo (ibid, p. 115), ou seja:

A—1 C
_2 r

Isso nos da:
A C

22

Portanto, tal razdo é a mesma que entre o comprimento e o diametro da

circunferéncia. Em seguida, Arquimedes buscou seu valor com certa precisdo, usando o

método da exaustdo, de Eudoxo. Partiu de uma circunferéncia e dois hexagonos, um

inscrito (h) e outro circunscrito (H) a ela, e situou seu comprimento C entre 0s

perimetros do hexagono inscrito e circunscrito a circunferéncia, 6-1l; e 6-Lg,
respectivamente. (ROQUE, 2012, p. 117):

Figura 12 — Hexéagonos inscrito e circunscrito a circunferéncia

7N

(U

Fonte: o autor, 2020.

Podemos representar com a desigualdade: 6 - [ < C < 6 - L.

Em seguida, dobrou os nimeros de lados desses poligonos: 12, 24, 48, até 96, o
que tornaria os valores dos perimetros mais proximos ao comprimento da
circunferéncia.

12-1,,<C<12-Lq,
241y, <C<24-Ly,

Assim, Arquimedes obteve a aproximacao:
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3+10< ¢ <3+10
71 2-r 70

. . , C 22 -p: 7 -
Sua estimativa por excesso é 5o = - Comumente utilizada. Além disso,

Cc f f z . ~ -
o = 3,14, com duas casas decimais exatas. E importante lembrar que a notagéo m viria

muito mais tarde, em 1737, com Euler.
2.3.2) Aproximacdes para a raiz quadrada, de Heron.

Por volta do ano 60 d.C., Heron, no seu livro Métricas, utilizou uma extensdo do
método babil6nico para calcular valores aproximados de raizes quadradas irracionais.
Os babil6nios antigos calculavam aproximacdes para a raiz quadrada de um ndmero k
determinando o lado de um quadrado cuja area fosse igual a este nimero. Usavam um

procedimento equivalente a
1 k
Vi ==- (a + —) )
2 a
onde a seria 0 quadrado perfeito mais proximo de k. Mas este método ndo utilizava
sequéncias. Heron utilizou-o, com a diferenca de introduzir a utilizacdo de etapas

sucessivas. Aumentando-se 0 nimero de etapas, melhorava-se a aproximacéo, o que se

trata exatamente da recorréncia:
5 (o)
Any1 =5 |ap +—.

Passando-se ao limite, obtemos lim a,, = vk. Vale lembrar que este é um dos registros mais

n—oo

antigos de recorréncia. Este procedimento corresponde ao que conhecemos hoje como
método de Newton para a obtencdo da raiz de uma funcdo, aplicado ao calculo de
raizes quadradas:

f(xn)

'le+1 = le fl(x )
n

Vejamos: a funcdo f(x) = x? — k, onde vk seré sua raiz:

X =X, — — —
LTI 2xg, 2x, 2x, 2

Xp +—
n

x,zl—k_Zx,Zl—x,zl+k_x,%+k_1( k)



2.3.3) A Trigonometria, por Ptolomeu

No seculo I, Ptolomeu escreveu o livro Almagesto (palavra de origem arabe que
significa “O maior”) ou Cole¢cdo Matematica. Alguns de seus conceitos sdo atribuidos a
Hiparco, que ¢ considerado o fundador da Trigonometria. Essa “area” da Geometria
surgiu para responder a problemas de astronomia, geografia, navegacéo e de célculo do
tempo. Segundo Aaboe (2002, p. 129), no livro, entre outros resultados, ha a construgdo

de uma tabela com arcos e medidas (aproximadas) de cordas formadas por estes arcos

numa circunferéncia de raio determinado.

Exemplo:

Cada angulo a; determina, numa circunferéncia, um comprimento de corda a;, com

Figura 13 — Tabua ou tabela de cordas

Kavdveoy 1avév icAus vy

Tébua ce [o? c{c\x

RepLpé.| . ¢ -~ sLxl -
ffzv evdeov e{;vconw arws| tordas g¥simos
& Trki [Tap v 1° ;31,25 | 6;1,2,50
& X Y |Pup v 14 ;2,50 0;1,2,50
| ol | xAdie |Txp v i3 ;34,15 | 0;1,2,50
p, P Ep [P v 2° 2; 5,40 0;1,2,50
Br | B |Ime By | 23" | 2374 051,248
XL Y A’% Ky | B py | 3° 3,828 |o0:1,248

vl xpun |3 339,52 | 0;1,2,48

%, g “w té ‘b'atg rct Qi': Y1 ,16 0;1,2,47
L | Spppm | s |44 | 4v2y0 | 051,247
€ 1 € 8 [Txp 3 | 5° 5.0%, 5 0;1,2,%6
&L & pe z% T p e 51° 5:45,27 0;1,2,45
gl’ S eul | xp ud 6° 6;16,49 | 0;1,2,44
G i [ B 65" | 648,11 | 0;1,2,43

5 | &g Lglx§ o x§ f?é %l 5 19,33 031,242
L T vV T o 7% 7:50,54 | 051,241
o..SL’ [t v;s 'a"a'. Y nn}" ug,-sn}u o;o,i,s,;
’;oe . ;nﬁ vy f:l’ ’u"r(é ).xq /75," 19;53,10 | 0;0,2,36
oello vé kg v w | 1758 | 954,27 | 0;0,2,20
Po5 o ve A& o p % | 116° | 179:55,38 | 0;0,2,3
PosL| Pl va AV lor Bt o i | 1764°| 19;56,39 | 050,147
",L 93 V5 Ap :g""a"oc 3 177° | 19:57,32 | 0;0,1,30
pogl vy T 1775 19,58,18 | 0;0,1,14%
f;on ] g;? v’é v% el -l - ,783' u%;58,55 0;0,0,57
POl pi# v k8|50 2 5 x| 1784°| 119.59,24 | 0;0,0,4/
op p vE T kel 179° | 119,59, 4% | 0;0,0,25
ﬁau ﬁw vGCi T ¢ ,773; u;;sg,sc 0;0,0,9
P | px T TT T 180° | [20;0,0 | 0;0,0,0

Fonte: Aaboe (1984, p. 132).

1<i<n; i,neN.
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Figura 14 — Angulos e cordas na circunferéncia

P4

-@] 4

Q
Qs

Fonte: o autor, 2020.

A ideia é proxima a do seno atual, mas ndo igual, pois a corda de um arco
corresponde exatamente ao dobro do seno da metade do angulo, proporcionalmente ao
raio.

Exemplo: Consideremos uma circunferéncia de raio 1. Obtemos:

Figura 15 — Corda versus seno na circunferéncia

Fonte: o autor, 2020.

e cordade 120° = +/3 unidades.

e sen60° = \/Z_g

Nessa tabela, os arcos estdo na primeira coluna, comecando em 1/2° e
terminando em 180°, variando de 1/2° em 1/2°. A segunda coluna tem as medidas
das cordas em numeros sexagesimais e a terceira coluna contém valores para
interpolagdes. Quase todas as medidas das cordas sdo numeros irracionais aproximados
por racionais.

Segundo Aaboe (2002, p. 131), Ptolomeu obteve, inicialmente, cordas dos arcos
de 72°, 36°, 60°, 90° e 120°, que sdo possiveis de se calcular via teorema de Pitagoras.

E prop6s que cordas formadas por soma ou diferenca de arcos poderiam ser obtidas a
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partir das cordas originais desses arcos, 0 que equivale, atualmente, ao seno e ao
cosseno da soma ou da diferenca de angulos.

Entdo, calculou cordas de 12°, fazendo 72° — 60°. “Invertendo” o raciocinio,
sendo possivel calcular a corda do dobro de um angulo, também seria possivel calcular
a corda da metade desse &ngulo. E obteve cordas de 6°, 3° e 3/2°. Para chegara 1/2°,
calculou fazendo a terca parte de 3/2 °. Todos os demais angulos da tabela podem ser
obtidos por combinacGes dos anteriores.

No século V, os hindus passaram a trabalhar com a semicorda, um conceito mais

préximo ao seno atual. O matematico Aryabhata (477 — 550) elaborou tabelas contendo

02832 — 3,1416 para o
20000

medidas de semicordas de arcos, além de sugerir a aproximacao

namero 7. A matematica hindu trouxe grandes contribuicdes a aritmética, a geometria e

a algebra, principalmente no periodo 400 — 1600.

2.3.4) Matematica Islamica e Leonardo di Pisa

De acordo com Roque (2012, p. 148), “matematica islamica” € um periodo que
compreende a teoria e a pratica matematica desenvolvidas em regides onde a religido
muculmana era predominante (Oriente Médio, Paquistdo, o norte da Africa e peninsula
Ibérica), de 750 a 1450. O matematico mais conhecido desse periodo foi o arabe
Mohammed ibn Musa Al-Khwarizmi (780 — 850), que escreveu obras como De numero
indorum ou Sobre a arte indu de calcular, onde fez exposicdo completa do sistema de
numeracdo indu, e Hisob al-jabr wa’l-mugabala ou Tratado sobre Calculo por
Restauracdo e Balanceamento, que continha definices para objetos da algebra e
métodos para resolucdo de equacgOes lineares e quadraticas, sendo considerado um dos
mais importantes da idade média. O termo arabe al-jabr deu origem a palavra algebra.

Ambos trabalhos seriam decisivos a evolugdo da matematica a partir de entéo,
com a proposta do sistema de numeragdo posicional de base 10, o desenvolvimento da
algebra e a introducdo de um vocabulério padrdo para objetos de problemas, que mais
tarde resultaria no uso de simbolos para estes objetos. E importante observar ainda que,
em Hisob al-jabr wa’l-mugabala, ha registros de operagdes elementares com nimeros
racionais e racionais “mistos”, como se conhecem hoje, que sdo muito comuns no

Ensino Fundamental. Além disso, embora os arabes rejeitassem solugdes e grandezas
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negativas, conheciam o que atualmente entendemos como regras de sinais para 0S
nameros. [21]

No século IX, o matematico egipcio Abu Kamil (850 — 930) passou a considerar
0S numeros irracionais como solucdes de equacBes, além de ter encontrado relacdes
entre raizes quadradas, como /8 ++/32 = v/72. Comegariam a surgir expressées com

radicais. A figura abaixo mostra um exemplo de produto feito pelo matematico Dardi di

Pisa, em 1344. O produto é: (3 — V5)(3 —V5) = 14 — V180.

Figura 16 — Produto com radicais, do ano 1344,

”~

n Kk de N
14 m K de 180

30K de 5

Fonte: Roque [21] (2012, p. 266).

No inicio do século XIlII, os tratados arabes tiveram grande difusdo na Italia,
principalmente por Leonardo di Pisa (1170 — 1250). Seu trabalho Liber Abaci ou Livro
do Célculo continha problemas resolvidos e introduziu o sistema de numeragdo indo-

arébico na Europa.
2.3.5) Exemplos no Renascimento

Mais tarde, o Renascimento (periodo da histéria da Europa, de meados do século
XIV ao final do século XVI) foi caracterizado pela transicdo do feudalismo para o
capitalismo e marcada pelas grandes navegacGes e por transformacgdes culturais
(evolucdo das artes, da filosofia e das ciéncias), econdmicas e politicas. Entre o0s
principais matematicos, podemos citar Girolamo Cardano (1501 — 1576), John Napier
(1550 — 1617), Christoff Rudolff (1499 — 1545), Niccolo Fontana (Tartaglia) (1500 —
1557) e Francois Viéte (1540 — 1603). Os avancos foram, principalmente, a evolugéo da
algebra, com a solucdo de equacBes cubicas por meio de radicais e a introducdo de

novas notacdes. Também o uso de fracdes decimais e a criacdo dos logaritmos.®

® O simbolismo também seria desenvolvido por matematicos arabes e italianos entre os séculos XI1 e X1V
e, a partir do século XV, com Cardano, seria utilizado de forma mais sistematica. O simbolo para raiz
quadrada foi introduzido pelo alemdo Rudolff e seria uma abreviagdo da letra r. A padronizacdo dos
simbolos matematicos ocorreria a partir do final do século XVII. (ROQUE, 2012, p. 163)
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Em 1545, Cardano escreveu Ars Magna ou A Grande Arte. Utilizando férmulas

de Tartaglia e Del Ferro, para resolver equag6es cubicas, encontrou nimeros como:

VY108 + 10 — YV108—10 ou 5++v—15 e 5—+/—15 .

Assim, 0s matematicos se deparavam com numeros irracionais e, além disso,

perceberam a necessidade de lidar com uma fundamentagdo adequada para ndmeros
negativos e buscar um artificio para concluir as resoluc@es de equacgdes cubicas quando
houvesse o célculo da raiz quadrada de um ndmero negativo. Isso levaria, trés séculos
mais tarde, & criagdo do conceito de niUmero complexo.

Em 1579, Viete escreveu Canone Matematico, onde defendia fortemente o uso
de fracbes decimais em vez de sexagesimais (BOYER, 2012, p. 211). Em 1585, essa
ideia foi defendida também por Simon Stevin (1548 — 1620) em O décimo, que
recomendou ainda ordens para os digitos resultantes do numerador das opera¢cdes com
fragcOes decimais. Surgia a representagdo decimal (ibid, p. 220).

Em 1614, Napier escreveu Candne dos Logaritmos, no qual propés um método
que facilitasse operagdes e diminuisse erros em calculos, principalmente com “niimeros
grandes”, na resolucdo de problemas (no contexto da época). Nesse livro, havia tabelas
com: angulos, senos dos angulos, nimeros correspondentes aos senos e regras para
obtencdo desses numeros, que foram chamados por Napier de logaritmos. Usando esse
método, multiplicacdes e divisdes ficavam reduzidas a adi¢bes e subtracdes. O trabalho
de Napier seria utilizado por astrénomos, navegadores e também comerciantes. Alguns

anos depois do trabalho de Napier, Henri Briggs prop6s o uso de logaritmos decimais.

2.3.6) A Matematica nos séculos XVII e XVIII

O século XVII foi marcado, principalmente, pelo trabalho voltado a curvas
geométricas. Houve o desenvolvimento de métodos algébricos, num primeiro momento,
com Rene Descartes (1596 — 1650) e Pierre Fermat (1601 — 1665). Num segundo
momento, de séries, com John Wallis (1616 — 1703) e James Gregory (1638 — 1675). E,
por fim, métodos infinitesimais, com Isaac Newton (1643 — 1727) e Gottfried Leibniz
(1646 — 1716)’, destacando-se a derivada e as integrais. Todos esses conceitos surgiam
gradativamente e se aplicariam aos problemas de se determinarem reta tangente, area

sob curva e comprimento de arco.

7 Leibniz encontrou, através da série de Gregory (arcotangente), a relagéo % =1- % + % - % +
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Numeros irracionais eram entendidos apenas como simbolos que representavam
grandezas geomeétricas continuas, ndo possuindo existéncia fora dessa situgdo. Buscava-
se associar a area a um numero. No contexto de Leibniz, se coloca o problema de
admitir = como um numero. [21]

No século XVIII, dentre os principais nomes, podemos citar Jean D Alembert
(1717 — 1783), Leonhard Euler (1707 — 1783), Joseph Lagrange (1736 — 1813) e Adrien
Legendre (1752 — 1833)%. A Matematica passou por uma transformacdo importante,
onde o principal objeto de estudo ndo seria mais 0 nimero, mas a lei de variacdo de uma
grandeza, ou funcdo. Isto foi motivado, principalmente, pela necessidade de haver uma
expressao analitica geral para uma curva (0 que considerou também as séries de
poténcias).

Acerca dos numeros, apareceriam como ideia de varidvel de uma funcéo.
Segundo Roque (2012, pag. 230), em 1748, no livro Introductio it analysin infinitorum
ou Introducéo a analise dos infinitos, a respeito de uma variavel, Euler escreveu: “Uma
quantidade variavel compreende todos os nimeros nela mesma, tanto positivos quanto
negativos, inteiros e fracionarios, 0s que sdo racionais, transcendentes e irracionais. N&o
devemos excluir nem mesmo o zero e os nimeros imaginarios.”

E importante lembrar que este periodo foi marcado por um extenso
desenvolvimento de analise algebrizada e havia, para a época, uma nogéao de rigor, mas

que estava relacionada a justificativas para os métodos do calculo infinitesimal.

® Em 1794, Legendre mostrou que 7 é irracional.
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CAPITULO 3) OUTROS RESULTADOS SOBRE RACIONAIS E
IRRACIONAIS

Neste capitulo, traremos alguns exemplos de numeros racionais e irracionais
notaveis, organizando os casos em problemas. Estes exemplos podem ser considerados
“cléassicos” por sua importancia historica e por serem recorrentes na Matematica Bésica.
Traremos também teoremas Uteis ao reconhecimento desses numeros e ao trabalho com

eles.
3.1) Casos Cléassicos de Numeros Irracionais

Verificaremos alguns fatos sobre irracionalidade da raiz quadrada de nimeros
primos. Inicialmente, abordaremos o0s casos de 2 e 3, para, depois, passarmos ao caso
geral de um nUmero natural primo e a uma outra generalizagdo para a raiz quadrada
irracional. Em seguida, apresentaremos a raiz quadrada do produto de nimeros primos e
a combinacdo dessas raizes, respectivamente. Ao final, abordaremos também o caso da

raiz cubica de 2.
Problema 1) Néo existe um nimero racional cujo quadrado seja igual a 2.

Demonstracéo:
Vamos supor, por absurdo, que exista este numero racional. Entdo, existem a e b
. . . a - a 2
inteiros tais que — = /2, ou ainda (—) = 2.
b b
Ou seja, a? = 2 - b2.
A quantidade de fatores 2 nas fatoragGes de a? e b?, somente, é par. E, na igualdade

anterior, a quantidade de fatores 2 em a? é par e, em 2 - b2, é impar. Contradic&o.

Logo,\/iqt%.-

Problema 2) Prove que v/3 é irracional.

Demonstracéo:

Vamos supor que v/3 é racional. Logo, existe uma fracdo irredutivel 2 tal que:
b
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O que resulta a? = 3 - b2,

O ntimero 3 é primo. Logo, 3 | a2. Pela propriedade 4 (Apéndice 1- Lema de Euclides),
3|a.Entéioa =3-k,comk € Z.

Assim, substituindo em a? = 3 - b?, temos (3 - k)? = 3 - b2. Ou ainda 3 - k? = b2.

Logo, 3 | b e 3 é primo. Logo, 3 | b. Mas a fragéo % é irredutivel. Contradicao.

Portanto, v/3 é irracional. m

As demonstragbes da irracionalidade de v2 e /3 que apresentamos tém
caracteristicas ligeiramente diferentes. Enquanto a primeira explora a contradi¢do da
paridade nas expressdes dos lados da igualdade, a segunda usa o recurso da propriedade

4 (ambas formas funcionariam em qualquer um dos casos). Este recurso se torna

ferramenta (til a demonstracdo da irracionalidade de ﬁ p primo.

Problema 3) Prove que \/E p primo, é irracional;

Demonstracéo:

Vamos supor que \/5 é racional. Logo, existe uma fracéo irredutivel % tal que:

Temos a? = b? - p.
Logo, p|a? e, entdo p|a. Assim, a = m - p, com m inteiro.
Substituindo na igualdade anterior, temos (m - p)? = b? - p, que resulta b?> = m? - p.

Logo, p|b? e, entdo, b|p. Assim, b = n - p, com n inteiro. Contradicdo. m

A seguir, apresentaremos uma generalizagéo para a raiz quadrada irracional, cuja

ideia ja constava em Os Elementos. (Livro X, Proposicao 9)

Problema 4) Se um ndmero natural ndo é o quadrado de um outro nimero natural, sua

raiz quadrada é irracional.

Demonstracédo: Resolveremos usando a contrapositiva desta proposigéo.
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Se a raiz quadrada de um ndmero natural n € racional, entdo existem p e g inteiros tais

que

Ou ainda p? = n - ¢2.
As quantidades de cada fator primo de p? séo pares, o que também ocorre em g2. Logo,
0 mesmo valera para n, que sera 0 quadrado de um numero natural (Ou da forma

n=a?).m
Problema 5) Prove que /pq, p e g primos distintos, € irracional.

Demonstracéo:

Vamos supor que /pq é racional. Logo, existe uma fracdo irredutivel %tal que:

2
Entdo pq = % e a? = b?pq.
Temos que pla? = a-a e qla? = a - a. Pela propriedade 4 do Apéndice 1, p|a e q|a.
Entdo a = p - k, k inteiro, e teremos a? = p? - k2. Assim, p? | a%. E, da mesma forma,
q? | a?.
Como p e g sdo primos entre si, p? e g% também sdo. Como, p? | a? e q? | a?, pela

Propriedade 3 do Apéndice 1, temos p? - g%|a?. Logo, a? = p?-q%.r,r € Z.

Substituindo a? = p? - qg%.r em a? = b?pq, obtemos:
p*-q*.T =b’pq
Ou ainda p-q-r=»b% com p | b? e q |b? Porém, isto resulta p|be q|b.

Contradigdo. m

Problema 6) Use o Problema 5 para provar que \/E+ \/E é irracional (Adaptado de
Profmat, 2014).

Demonstracéo:
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. . . ~_ a .
\VVamos supor que ,/p + /g €é racional. Logo, existe uma frago ~ tal que:

a
VPtVa4 =7
Temos:

2
a
P+2ypa+q =13

Assim,

E \/pq é racional. Pelo problema anterior, obtemos uma contradi¢&o. m

Problema 7) A duplicacdo do cubo - Considerando-se um cubo de volume V, qual deve

ser a medida da aresta de um outro cubo que tem volume igual ao dobro do primeiro?

Solucao:
Sejam a e b as medidas das arestas do primeiro e do segundo cubo, respectivamente.

No primeiro cubo, temos V = a3. No segundo cubo, temos 2 - V = b3.

Logo, 2-a® = b3. Assim,b =a- 2.
Problema 8) Prove que 3/2 é irracional.

Demonstracéo:
Vamos supor, por absurdo, que ¥/2 seja racional. Logo, existe uma fracdo irredutivel %

tal que:

=42

Sl Q

Ou seja, a® = 2 - b3 e a3 é par.
Se a3 ¢ par, entdo a é par. (Apéndice 1. Nota da Propriedade 1).

Assim, temos a® = (2-n)3 =8-n3, comn € Z.

Mas a3 = 2b3. Logo, 8- n3 = 2 - b3. Entdo, temos b3 = 4n3 = 2- (2n3) e b3 é par.
Se b3 é par, entdo b é par. Contradigao.

Portanto, V2 ¢ Q. m
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Problema 9) Mostre que V2 + +/3 é irracional .’

Demonstracéo:

O problema 6 ja justifica este resultado. Um outro caminho seria supor v2 ++/3 = a

racional. Seu quadrado ¢ a2 = (VZ +v3)~ = 5+ 2v6 e também deve ser racional.

a%-5

Mas, assim = /6 seria racional. Contradic&o. m

Ou também pela Propriedade 6 do Apéndice 1. Contradicdo. m
3.2) Teorema das Raizes Racionais

O Teorema das Raizes Racionais é presente em livros de Ensino Médio de
autores conhecidos atuais, como Gelson lezzi, Luiz Roberto Dante e Manoel Paiva. E
apresentado como um recurso para a obtencdo das raizes de polinémios, principalmente
de grau 3, por tentativa. Além desse recurso, pode ser também uma ferramenta para
identificacdo de numeros irracionais. Este teorema generaliza varios problemas da secéo

anterior.

Teorema 1) Se um numero racional irredutivel S , COm p e q inteiros, primos entre si e

q # 0, é raiz de uma equacdo polinomial P(x) =a, - x*+a,_; - x" 1+ -+a;"x+ay =

0, com coeficientes inteiros, entdo g divide a,, e p divide a,,.

Demonstracéo:

P & rai 3 P\ =
Se . é raiz de P(x), entdo P (q) 0. Logo,

p n p n-—1 p n—2 p 2 p
an'(a) +an_1'(a> +an_2'<a) +"'+a2'(a) +a1'<a>+a0 =0

Ou seja,

_+a1' +a0:

Multiplicando a igualdade anterior por g™:

° E importante lembrar que nimeros desta forma sdo irracionais algébricos. v2 + /3, por exemplo, é
solugdo da equagdo x* — 10x2 + 1 = 0.
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A P+ Ay PV gt Ay PR g4 Ay PP " P apr g  Hag gt =

Isolando a™ - p™ e a, - q™, obtemos:

an Pt =—(apy P gt A PR+t ay PP g 4+ a p " M agr q)
ay q"=—(a" pt+a 1 PV qta, PP q*+ ot ay p?q" P4 ap-qth)
Ou ainda:

A Pt =—=q. (a1 Pt an PV g+t ay pP q" Pt ap gt tag g™

a q"=-p. @ p" T +a, P qtan "+t ayp g ta g )

Logo, q divide a,, - p™ e p divide a, - q".

E valida a seguinte propriedade: mdc(p,q) = 1 = mdc(p™, q™) = 1, para quaisquer
m e n naturais. Portanto, mdc(p™,q) = 1 ou mdc(p,q™) = 1.

Logo, pela propriedade 2 do Apéndice 1 (Lema de Gauss), q divide a,, e p divide ay. m

Corolario:
Consideremos a equacgéo polinomial p(x) =x"+a,_;-x" 1+ +a;x+ay=0
com coeficientes inteiros. Se essa equacdo tiver uma raiz racional, ela sera um numero

inteiro e divisor de a,.
Demonstracdo: Pelo Teorema 2, se 0 numero racional Z for raiz dessa equacdo, g
dividira 1 e p dividira a,. Entdo g = +1 e a raiz s sera 0 nimero inteiro 2—’ = +p que é

divisorde ay. m

Vejamos, entdo, alguns exemplos de raizes racionais de uma equacdo polinomial

e do uso do teorema como ferramenta para a demonstracao de irracionalidade.

a) Raiz racional de equacéo de grau 3:

2:x3—-17-x>430x—11=0
Se ha raiz racional 5, entdo, pelo teorema, p é divisor de —11 e g € divisor de 2, ou seja,
p€ {1,—1,11,-11} e q € {1,—1, 2, —2}. Assim, as possibilidades séo:

{1,—1,11,—11,1, L u E}.

27 272’ 2
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- 1, : : x L
Verificando-se uma a uma, 5 € uma raiz racional da equacdo. (As demais sdo 4 + /5 e

4 —+/5).

b) Raiz inteira de equacéo de grau 3:

x3—-7-x2+14-x—-8=0
Se ha raiz racional, entdo, pelo corolario, sera um ndmero inteiro e divisor de 8. Assim,
as possibilidades séo {1, —1,2, —2,4, —4,8, —8}. Verificando-se, vemos que as raizes sao
1,2e4.

¢) Raiz inteira equacdo de grau 2:

x2—8:x+15=0
Se a equacao tiver raiz racional, pelo corolario ela sera um nimero inteiro e divisor de
15. Os divisores de 15 séo 1,—1,3,—3,5,—5,15 e —15. Substituindo esses valores na

igualdade, vemos que as raizes sdo 3 e 5 (inteiras).

d) Demonstracdo de que 10 é irracional:

Temos que V10 é raiz da equagdo x2 — 10 = 0. Se a equacdo tiver raiz racional, sera
um namero inteiro e divisor de —10. Os divisores de —10 sdo 1,—1,2,—2,5,—5,10 ¢
—10. Substituindo-os na igualdade, vemos que nenhum desses nimeros € raiz de tal

equacdo. Logo, ndo ha raiz inteira nem racional. m

e) Demonstracdo de que /2 é irracional:

De forma analoga ao item anterior, /2 é raiz da equagdo x3 — 2 = 0. Se houver raiz
racional, serd um numero inteiro e divisor de —2. Logo, as possibilidades sdo 1,—1,2 e

—2 e, nenhuma delas é raiz da equacdo. Logo, ndo ha raiz inteira nem racional. m
3.3) Representacao Decimal

Definicdo 1) Consideremos uma sequéncia qualquer (a4, a,, as, ...) de algarismos. Ela

sera periddica a partir de um certo ponto se for da forma:

@y, Qy, e, @1, by, By, ooy by, by, by oo By, by, by, o By,

4 p p
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Definicdo 2) A representacdo decimal de um ndmero real positivo r € uma expressao da

z 0
i=0

forma:

e que também pode ser escrita como
r = ao, a1a2a3 ey

onde a, € um nimero natural e a; é um algarismo, com0 < a; < 9,parai =1,2,3, ...

Exemplos:
3 5 11
1375 =1+ -+ -+ 1000 =5
4 5 4 5 5
0454545 . =75+ 750 * To00 T 10000 T T 11
4 1 4 2 p
V2 = 1,4142135 ... _1+E+100+1000+10000+'"¢5

Uma representacdo decimal pode ser finita ou infinita. Uma representacdo decimal
infinita pode ser periddica ou ndo periddica. E pode ser de um nimero racional (quando
for finita ou infinita periddica) ou de um irracional (quando for infinita e ndo periddica).

Teorema 2) A representacao decimal 0, a;a,as ... corresponde a um numero racional se,

e somente se, a sequéncia (a4, a,, as, ...) for periddica como na definicéo 1.

Demonstracéo:

Seja 0 nimero x, na forma das definices 1 e 2.
x =0,a1a;y ...a;b1 by ... byb1 by ...byb1 b, ... by ... 10

Sejay € N o nimero cuja representacéo decimal € y = b, b, ... b,, .
Multiplicando a igualdade de x por 10%, e a igualdade assim obtida por 107, obtemos:

10" x = aya, ...a;, bib, ...bybib, ... bybib; ... b, ...

1047 - x = ayay ...a; byby ...b, ,byby ...bybib, ... by ...
Portanto,

1047 - x — 10" - x = aya; ... ;b1 b, ... b, — byb; ... b,

'® Nota: H& também a notagao x = 0,a,a, .., by b, ... b, .
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Logo
_ a1a2 ann alblbz ann bp - b1b2 ...bp
B 10t - (10P — 1)

Nesta expressdo de x, o numerador € inteiro e o denominador € diferente de zero

(p # 0). Logo, x € um namero racional.

Reciprocamente, sejam x = %, coma,b € N.
Pelo algoritmo da divisé&o,
@ = b qo+T7p,cOm 0 <7, < b. Isto implica que > < 1.

Temos a parte inteira da expansao, ja que:

_a T Ty L
TpTNTE B
A partir dai, continuamos iterando:
To q1 41 &1 1
1 . ] . $ el _— —_— — — —
0 =aq-b+tn=>x=0+3=d+35% 75, + 15 <710

Ou seja, q; é a primeira casa decimal de x. E este processo se repete: 10r; = q,b + 1, ,

... de modo que:

Os valores g4, g, ... Serdo as sucessivas casas decimais (x = qg,q1qz -..). Se 0 resto
zero for encontrado em alguma etapa, 0 processo termina com uma expansao decimal

finita de x. Como sera sempre 0 < r; < b, em no maximo b iteragoes, algum valor 7,
dentre os restos, sera repetido, digamos q; = qy ,j > k. Mas a partir dai, claramente o

algoritmo gerara 0s mesmos nameros repetidamente, o que implica que a expansao sera

periodica, com o trecho gy qy.1 ... q; se repetindo. m

Vejamos alguns exemplos concretos:
« : N L 43
a) A representacdo decimal 0,14333 ..., que corresponde a fracéo 300°

x = 0,14333 ...
100 - x = 14,333 ...
1000 - x = 143,333 ...
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129 43

~* =900 ~ 300

] : . 43 . « :
b) O reciproco de (a), ou seja, a fracédo 200 due corresponde a representacao decimal

0,14333 ...
430 =300-1+ 130
1300 =300-4 + 100
1000 =300-3 + 100
1000 =300-3+ 100
43 0,14333
>—=
300 '
: b
c) As férmulas vistas na escola: 0, aaa ... = % e 0,ababab ... = 59 "
Sejax = 0,aaa .... Assim, 10x = a,aaa ... e teremos 9x = aou x = %.

: . b
Sejay = 0,ababab .... Assim, 100y = ab, ababab ... e teremos 99y = abou y = %.

3.4) Classificacdo dos Numeros Irracionais

Um namero é dito algébrico quando é solucdo de uma equacao polinomial com
coeficientes inteiros, e € dito transcendente, caso contrario. Os nimeros reais irracionais
podem ser classificados em algébricos ou transcendentes. Por exemplo, /5 é algébrico,
pois € solucdo de x2 — 5 = 0. Por outro lado, e 22 s30 transcendentes, pois ndo sao
solugdes de nenhuma equacéo polinomial com coeficientes inteiros.

O diagrama abaixo, conforme apresentado por NIVEN (1961), dispbe os

nlmeros em conjuntos.
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Figura 17 — Diagrama: organizacdo dos nimeros em conjuntos

numeros complexos

numeros reais

Fonte: Niven, 1961.

Continuando a apresentacdo de casos recorrentes de nlmeros irracionais,
provaremos, a seguir, a irracionalidade de dois nUmeros “trigonométricos” e um
“logaritmico”, de acordo com nomenclatura mencionada pelo mesmo autor (p. 77). Os
Unicos elementos racionais do conjunto {cos6°,0 € Z} U {sen6°,6 € Z} sdo 0, +1 e
+1/2. A irracionalidade dos demais pode ser verificada, em alguns casos, usando-se
identidades trigonométricas, tais como relacdo fundamental, sen(nf) = f(sen®8),
cos(nf) = f(cosB), onde f é um polinbmio em sen® (ou em cosd), junto com o
Teorema 1, ou usando apenas essas identidades, o que for conveniente. Ja para numeros

logaritmicos, uma ferramenta estratégica é a decomposicdo em fatores primos.

Problema 10) Prove que sen 10° é irracional.

Solugéo: Consideremos a identidade sen 30 = 3sen8 — 4 sen . Assim,
sen 30° = 3sen 10° — 4 sen3 10°.

Fazendo sen 10° = x. Temos:

= 3x — 4x3

N =

ou ainda 8x3—-6x+1=0.
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Se a equacdo acima tiver raizes racionais, serdo da forma s, onde pe{-1,1} e q€

{+1, £2, +4, £8}. Ha 8 possibilidades para as raizes, que sdo:
{1111_1_1 _1 _1}
24’8 77 2" 47 8)°
Verificando-se uma a uma, vemos que nenhuma delas € raiz da equacdo. Logo, sen 10°

¢ irracional. m

Problema 11) Prove que sen 20° € irracional.

Solucao:

Consideremos a identidade sen36 = 3senf — 4sen36. Se sen 20° fosse racional,

3sen20° — 4 sen3 20° = sen 60° também seria. Mas sen 60° = ? Contradigdo. m11

Problema 12) Prove que log 5 é irracional.

Solucao:

Suponhamos que log5 seja racional. Entdo, existe uma fracdo irredutivel % tal que

log5 = %. Logo, 10% = 5. Elevando ambos lados da igualdade a b, obtemos:
10% = 5P
- (5-2)¢=75b
— 2a — gb-a
2% é uma poténcia de 2 e 5°~% é uma poténcia de 5. Contradicdo. Portanto, log5 é

irracional. m
3.5) Exemplos de aproximacao de irracionais por racionais
Nesta secdo, veremos alguns exemplos de célculo de aproximac6es de nimeros

irracionais por racionais em representacdo decimal usando o método de Newton-

Raphson.

' A poténcia de um niimero racional é um nimero racional. Por outro lado, um polinémio calculado em
um ndmero irracional ndo necessariamente € irracional. A ideia da solugdo do problema 10 nao
funcionaria no problema 9, pois sen 10° é irracional e sen 30° é racional.
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Teorema 3) Método de Newton ou Newton-Raphson ou Método das Tangentes

O método de Newton-Raphson'®> é um recurso que permite calcular
aproximacdes para a raiz de uma funcéo real, se existir. Assim, esse método se torna
também uma ferramenta Util ao calculo da aproximacdo de um ndmero real. Para isso,
basta definir uma funcdo f:I — R da qual o nimero seja uma raiz. O método
funcionaré desde f seja de classe C' em I e f'(x) # 0 para todo x € I. (LIMA, 2004, p.
111)

Um valor inicial x; de abscissa, arbitrario, determina uma reta tangente ao
grafico da funcdo e a intersecdo dessa reta com o eixo horizontal determina um novo
valor x, de abscissa. O mesmo pode ser aplicado em x,. Assim, uma recorréncia (sobre
a férmula da funcdo, sua derivada e o valor inicial de abscissa) gera uma sequéncia de
valores (x4, x5, x5, ... ) que se aproximardo da raiz a da fungdo. Sua férmula é:

f(xn)

xn+1 = xn _f/(x ) .
n

Consideremos uma fungéo f e um valor aproximado inicial x;. A derivada da funcéo

aplicada em x; € o coeficiente angular da reta tangente t; ao grafico de f no ponto

(x4, f(x1)). Vejamos:

Figura 18 — Método de Newton Raphson ou Método das tangentes
¥ f

-~

fx) @ === === ===

Fonte: Adaptado de Lima (2004. p. 112).

2 0 método de Newton-Raphson é um método de aproximacdes sucessivas comumente estudado em
célculo numérico.
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Consideremos (x,, 0) o ponto de intersecdo desta reta tangente com o eixo horizontal.
Determinando a equacao de tal reta, temos a relacao:

flx) —0=f"(x1) " (xg — x3)
Logo,

_ f(x1)
2RI

Sendo x, a segunda aproximacdo e repetindo-se este procedimento algumas vezes,

teremos:

S
RN

f(xn)

xn+1 = xn _fl(x ) .
n

De acordo com Lima (2004, p. 111), se a sequéncia (x,) for convergente, seu
limite a serda uma raiz da equacdo f(x) = 0, pois a = a — f(a)/f’'(a), donde f(a) = 0.
VVamos verificar dois exemplos, até a quarta aproximagéo.

E importante observarmos ainda que o método de Newton ndo necessariamente
produz uma sequéncia de racionais, mesmo gque comece com um racional. Depende da

funcéo.

a) V6
Este nlmero é raiz da funcdo f(x) = x? — 6. A derivada é f'(x) = 2x.
Podemos utilizar x; = 3 como valor inicial. Temos, assim:

_ f(x1)

=N TGy T

_ f(x2)

X3 — Xz - = .X3
f'0)
801

. . 4
Repetindo-se este procedimento, obtemos x, = Toco = 2,4494897591 ..., com 7 casas

x2=3—€=§0u2,5.

=———=—o0u245.

1
7 5 1 49
5 2 20 20 ’

decimais exatas. (V6 = 2,449489742 ...)
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b) V2
Este ntmero é raiz da funcéo f(x) = x3 — 2. A derivada é f'(x) = 3x2.

Podemos utilizar x; = 2 como valor inicial. Temos, assim:

x=x—M Xy = —£=§0u15
27T () 2 12 2 o
f(x,) 3 1 3 11 35

X2 g —
=Xy — ot D Xy =—— == ——=— 0u 1,296

BER Ty T T2 21T 2 s 27 ™

4
. : 125116
Repetindo-se o procedimento, obtemos x, = e 1,2609322247 ..., com erro da

ordem de 1073, (V2 = 1,259921049 ...)

Aproximaces racionais podem ser calculadas também a partir de sequéncias ou
séries convergentes. H4 inclusive teoremas que determinam valores de n que garantem

aproximacdes com erro fixado.
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CAPITULO 4) O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

Neste capitulo, falaremos sobre o conjunto dos nimeros reais. Vamos abordar o
contexto historico do século X1X e parte da construcdo dos nimeros reais com 0s cortes
de Dedekind. Traremos ainda resultados sobre a densidade dos nimeros racionais e

irracionais nos reais, que sao relacionados com a educacao basica.
4.1) A matematica no século XIX

A Matematica se desenvolveu muito a partir do século XVI. Porém ndo houve
preocupacdo com as sutilezas dos procedimentos rigorosos. Os matematicos
trabalhavam com numeros racionais e irracionais livremente e desenvolvendo suas
propriedades, mas sem que houvesse fundamentacdo adequada dos sistemas numéricos.

No século XIX'*, a Matematica passaria por um processo de mudancas
relacionadas a sua fundamentacdo e surgiria uma nova nocao de rigor, indo além da
andlise algebrizada do século XVIII. Essas mudancas eram motivadas por respostas a
questdes como continuidade da reta e condi¢Ges de integrabilidade de uma funcdo (o
que envolvia também as séries de Fourier). A preocupacdo ndo era apenas sobre o

calculo, mas as condicdes totais para ele.

“No inicio do século XIX, eshogou-se uma reagdo critica, expressa entre
outros por Abel e Cauchy, e durante a Gltima metade daquele século foram
dados os passos finais no sentido da solidificacdo dos fundamentos do calculo,
quando Dedekind, Weierstrass e Cantor introduziram os ndmeros reais de
maneira sem obje¢des.” (AABOE, 1984, p. 50)

A nova nocao de rigor trouxe a abstracdo e a formalizacdo para os fundamentos
da Matematica. Questbes de fisica deixariam de ser centrais, houve uma transi¢do da
concepcao de numero como quantidades ou grandezas para um conceito abstrato de
namero, o qual vimos no capitulo 1. No final do século XIX, surgem a caracterizagao
dos numeros reais, onde nimeros irracionais foram incluidos formalmente, e também a

nogédo de conjunto.

3 Em 1873, Hermite (1822 — 1901) mostrou que e é transcendente. Em 1885, Weierstrass fez alterac6es
nessa demonstracéo.
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Além disso, a fundamentacdo dos nimeros reais precedeu a dos racionais, a dos
inteiros e a dos naturais, diferentemente da ordem com a qual os nimeros sao ensinados

na educacdo bésica.

“E ¢ interessante observar que a fundamentagdo desses sistemas ocorreu na
ordem inversa: primeiro foram organizados os nimeros complexos, depois 0s

ndmeros reais, os racionais, os inteiros e, finalmente, os nlimeros naturais.”
(AVILA, 2006, p. 55)

4.2) Cortes de Dedekind

Richard Dedekind (1831 — 1916) foi um mateméatico alem&o. E considerado um
dos principais nomes do século XIX e foi quem estabeleceu o conceito de numero real,
inspirando-se na defini¢do de Eudoxo.

Segundo Avila (2006, p. 57), a definicdo de Eudoxo associa, a cada par (4, B)

de grandezas, trés conjuntos de pares (m,n) de nimeros naturais: o conjunto dos pares
emquem-B>n-A (ou§<%), 0 conjunto dos paresem que m-B =n-A (ougz
%)eoconjuntoem quem-B<n-A (ou§>%).

Dedekind observou que cada numero racional r separa todos os demais nimeros
racionais em dois conjuntos, ou “cortes”, que sdo 0 conjunto E formado por todos os
nameros racionais que sdo menores do que ele e o conjunto D, formado pelos que sdo
maiores. Os cortes E e D (mais o conjunto {r}) sdo parti¢des dos nimeros racionais. O

namero racional r funciona como elemento separador. Porém, poderéo existir casos de

cortes em que ndo haja um numero racional como elemento separador.

Exemplos:

a) Vamos considerar 0s conjuntos A e B abaixo.
A={xeQ|x <25}

B ={x e Q|x > 25}

O elemento separador é 25.

b) Vamos considerar os conjuntos E e D abaixo.
E={xeQ|x<479}
D ={xeQ|x> 479}

O elemento separador é 47,9.
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¢) Vamos considerar 0s conjuntos E e D abaixo.
E={xeQ|x<0} U{xeQ|x?<2}
D={xeQ|x>0} n{xeQlx?>2}

N&o ha elemento (racional) separador.
O conjunto E do exemplo (c) ndo possui elemento maximo:

Demonstracéo:
Consideremos x € E. Logo, x%? < 2. Vamos comparar a diferenca e =2 —x2% e

determinar um nGmero racional positivo h, bastante pequeno, para que (x + h)? < 2.

Temos (x + h)? = x2 + 2xh + h?.
Como x < 2, teremos 2xh < 4h. Além disso, h < 2 implica h? < 2h. Logo:
(x + h)?> = x? + 2xh + h? < x? + 6h. Entdo (x + h)? < x% + 6h.

Portanto, se escolhermos h = E obteremos (x + h)? < 2, o resultado desejado. m

Assim, ndo existe sup E (menor cota superior) pertencente ao proprio E, nem ao
conjunto D. Logo, ndo existe sup E “racional”, ja que E U D = Q. Pode-se provar, com
raciocinio analogo, que nao existe inf D racional. O numero real deveria ser criado,
entdo, de forma que sempre existisse o elemento separador. A ideia de corte estendeu o

conjunto dos nimeros racionais ao dos reais.

Observemos que, com a definigéo anterior:
- No exemplo (a), o conjunto A (ou o conjunto B) é o corte que determina o0 nimero real
25.
- No exemplo (b), o conjunto E (ou o conjunto D) € o corte que determina o numero real
47,9.

- No exemplo (c), o conjunto E (ou o conjunto D) é o corte que determina o numero real

V2.
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Figura 19 — Exemplos de cortes de Dedekind

A B
(a) oo ° oo ° - R
-1 0 222492 25 29
E D
(b) —e ® o e ° o= R
45 46,111.-- 47,948 49 52,43
E D
(c) . so—o — R
1 1,4v215 2

Fonte: o autor, 2020.

Dedekind observou que a existéncia de cortes sem elemento de separagdo, como
no exemplo (c), ¢ a expressao aritmética da descontinuidade de Q. Com o acréscimo dos

novos elementos, obteremos o conjunto IR, continuo numeérico.

4.2.1) A definicdo de nimero real, a relacdo de ordem e a adi¢do em R

Vejamos duas defini¢bes conforme Guidorizzi (2008, p. 538 e 540). A primeira,
de namero real e, a segunda, sobre a relagdo <.
“Seja @ um subconjunto de Q. Dizemos que a € um numero real se satisfaz as
condicdes:
R)a#0ea+Q.
(R2)Vp,qeQ,sepEaeq<p;entdoq € a.

(R3) a ndo tem maximo.”

Ela representa um numero real pelo conjunto dos racionais que o precedem e
segue a ideia do corte. A outra:
“Sejam a e B dois numeros reais. Definimos:
Aa<pfeoacP

Da<pBoacfea#p”

Prova-se que “<” ¢ uma relagdo de ordem (usando propriedades dos conjuntos)

e que determina a ordem em R.
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Faremos a seguir a apresentacdo dos teoremas 4 e 5, sobre o fechamento da
soma e do produto de nimeros reais, respectivamente. As demonstracdes seguem ideia
proxima a Guidorizzi (2008, p.541).

Teorema 4) Se « e f sdo numeros reais, entdo y = {a + b| a € a,b € B} também ¢é

ndmero real.

Demonstracéo:

E necessario provar que y satisfaz as condicdes (R1), (R2) e (R3).

(R1) Como a e B ndo séo vazios, existem a € @ e b € §. Temos a + b € y. Logo,
y # 0.

Além disso, como a e 8 # Q, entdo existem racionaisr es,comr € aes & .
Va€Ea,a<reVbeSb<s.

Assim,a+b <r+s.Entdo, r +s ¢ y.

Logo, y # Q.

(R2) Precisamos provarquese x Eyey < x,entdo y € y.

XEy S x=a+b,paraalguma € aealgumb € .

Sendoy < x,temosy <a+b=>y—a<b.Comob € ,temosy —a € .
Entdo,y =a+ (y—a),sendoa € ae (y —a) € S.

Logo, y € y.

(R3) Precisamos provar que y ndo tem maximo, ou seja, se x € y, entdo existe y € y
comx < y.

XEy e x=a+b,paraalguma € e ealgumb € B.

a e B ndo tém maximo. Entdo existem racionaisr ex e se f,coma<re b <s.
Segue que a + b <r + . Fazendo-se y =r + s, tem-se x < y, com y € y. Assim, y

nao tem maximo.

Da verificacdo de (R1), (R2) e (R3), segue que y € R.m
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Teorema5) Sejam , B € R, coma > 0" e > 0*. Entdo
y=Q_uU{abla€abep,a>0b>0}

€ um ndmero real.

Demonstracéo:

E necessario provar que y satisfaz as condicdes (R1), (R2) e (R3).

(R1) Primeiramente, y # @, pois Q_ C y.

Temos também que existem racionaism e n,comm & a e n ¢ 5. Entéo,
Va€ea,coma>0,a<me

Vb e B,comb >0,b <n.

Logo, ab < mn paratodo a € a,a > 0, paratodo b € 8,b > 0.

Assim, mn & y.

(R2) Consideremos p e g racionais, com p € y e g < p. Temos que provar que q € y.
Entéo:

1) Sep < 0,entdo g < 0. Logo, q € y.

ii)Sep>0eq<0, q€y.

iii)Sep>0eq > 0:

pEyep>0=p=abparaalguma € a,a > 0,eparaalgumb € 5, b > 0.
0<q<p=ab:%<b.Entéo,%Eﬁe%>0.ASSim,
_ .4 q q
g=a--coma€a,a>0e=-€f,=->0.
a a a

Portanto, g € y.

(R3) Precisamos provar que y nao tem maximo. Basta provarmos que, sep € y ep > 0,
entdo existe ¢ € y com q > p.
peEy,p>0=p=abparaalguma € a,a >0ealgumb € §, b > 0.

Sendo a e 8 nUmeros reais, existema® > a,coma € xe b > b,comb’ € 3.

Logo,a’b” > ab =p,comab €.

Da verificacdo de (R1), (R2) e (R3), segue que y € R.m
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4.3) O conjunto R é um corpo ordenado completo

Um corpo é um conjunto C ndo-vazio, munido das operacfes de adicdo e
multiplicacdo, de tal forma que, a cada par de elementos x,y € C, a adicdo faz
corresponder a soma x +y € C e a multiplicagcdo o produto x -y € C, e que devem
satisfazer os axiomas 1 a 5, listados abaixo. (AVILA, 2006, p. 71)

1) (Associatividade) Dados quaisquer x,y,z € C,

x+y)+z=x+@y+2)e (x-y)-z=x-(y-2).

2) (Comutatividade) Quaisquer que sejam x,y € C,

X+ty=y+xex-y=y-x.

3) (Distributividade da multiplicacdo em relacdo a adi¢do) Quaisquer que sejam x,y,

z € C, x(y+z) =xy+x-z

4) (Elementos neutros) Existe um elemento em C, chamado “zero” ou “elemento
neutro”, indicado pelo simbolo “07, tal que:

x+ 0 = xparatodo x € C.
Existe um elemento em C, chamado “elemento unidade” e indicado com o simbolo “1”,
tal que:

1-x = x paratodo x € C.

5) (Elementos inversos) Existe um elemento x° em C, chamado “elemento oposto”,
indicado por —x, tal que:
x+x =0paratodo x € C.

: “ » i 1 - 1
Existe um elemento x™ em C, chamado “elemento oposto”, indicado por x~! ou ot tal

que:

x-x" = 1paratodo x € C, desde que x + 0.

Prova-se que o elemento oposto e o elemento inverso sdo Unicos. Segundo Lima
(2004, p. 12), a diferenca entre x e y é definida como a soma de x com o oposto de y,

indicada por x —y (com x —y = x + (—y)) e 0 quociente de x por y como o produto
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de x pelo inverso de vy, indicado por x/y (com x/y = x - y~1). Dos axiomas, resultardo
as conhecidas regras de sinais e outras regras usuais para o conjunto dos reais.

Um corpo C se diz ordenado se nele existe um subconjunto P, chamado o
conjunto dos elementos positivos, tal que:
i) a soma e o produto de elementos positivos resulta em elementos positivos;
liydadox e C,oux eP,oux =00u—x €P.

Assim, o conjunto dos nimeros racionais (Q) ¢ um corpo ordenado.

A partir das definicbes e dos teoremas vistos em 4.2.1, as operagOes, suas
propriedades e a relacdo de ordem com numeros reais podem ser estabelecidas e
demonstradas e prova-se que existe um isomorfismo do corpo Q na classe (E,D).
Define-se como irracional um nimero real que ndo for racional. Valera também a
propriedade do supremo, que diz que todo subconjunto de R ndo vazio e limitado
superiormente admite supremo.'® Por conta disto, afirmamos que o conjunto dos
nameros reais (R) € também um corpo ordenado, com a diferenca de ser completo.
Esse fato ¢ admitido como “axioma” em algumas bibliografias de graduacdo, para que
sejam utilizados em outros resultados. Mas é necessario no contexto deste trabalho.

Finalmente, podemos afirmar que ndmero real é todo numero que é racional, o
que compreende nimeros inteiros e naturais como casos particulares, ou irracional. E a
totalidade dos numeros racionais com os irracionais é o chamado conjunto dos nimeros
reais. As nota¢des sdo N, para o conjunto dos naturais, Z para o conjunto dos inteiros, Q
para 0 conjunto dos racionais € R para 0 conjunto dos reais. Para o conjunto dos

irracionais, usam-se R — Q ou 1.

4.3.1) Representacdo geométrica

Vamos escolher uma reta r e sobre ela fixar um ponto O, chamado origem, e um

ponto A, com A # 0. Tomaremos 0 segmento OA como unidade de comprimento, com

Figura 20 — Representacdo geométrica dos reais

0] A X
= @ @ @ -

Fonte: o autor, 2020.

14 Os demais resultados podem ser encontrados em [2] ou em [12].
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A origem O divide a reta em duas semirretas. A que contém o ponto A é
chamada positiva e a que ndo contém é chamada negativa. Diremos que 0s pontos que
pertencem a semirreta positiva estdo a direita de O e 0s que pertencem a semirreta

negativa estdo a esquerda de 0.

Seja X um ponto qualquer da reta OA. Em relagdo ao segmento OA, um
segmento de reta OX pode se encaixar, resumidamente, nas seguintes possibilidades:
i) OX pode ser comensuravel com 04;
Isso significa que existe um segmento de reta u tal que OX = m-u e OA = n-u, com
m € Zen € N. O modulo de OX sera um nimero racional.
i) 0X pode ndo ser comensuravel com 0A4;
Isso significa que n&o existe segmento de reta u tal que OX = m-u e 04 = n-u, com

m e Zen e N. O modulo de OX serd um nimero irracional.

Segundo Muniz Neto (2014, p. 23), ha uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos de uma reta r e 0 conjunto dos nimeros reais (axioma). Todo ponto da reta esta
associado a um numero real e vice-versa. Temos, assim, a reta real.

Intervalo é qualquer subconjunto continuo de R, ou qualquer pedaco da reta real.
E marcado por um ou dois extremos (pontos), podendo ser ilimitado ou limitado,
respectivamente. Pode ser ainda aberto, quando o(s) extremo(s) ndo pertence(m) ao
conjunto, ou fechado, quando pertence(m). Ha 8 tipos possiveis de intervalos de R,
além do préprio R. As defini¢des para cada tipo de intervalo, com desigualdade ou
colchetes, podem ser encontradas em [13] ou [14].

Figura 21 — Exemplos de intervalos

. R

. R
Fonte: o autor, 2020.
Segundo Lima (2012, pag. 67): “O conjunto R pode ser visto como o modelo

aritmético de uma reta enquanto esta, por sua vez, € o modelo geométrico de R. Esta

inter-relagdo (...) é responsavel por grandes progressos da Matematica atual.”
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4.4) Densidade dos racionais e irracionais nos reais

Os problemas (13) e (14) a seguir dao a ideia de que entre dois numeros
racionais, existem (infinitos) nimeros racionais e irracionais. Estes resultados podem

ser importantes, ainda, a outros teoremas de Matematica.

Sejam a e b racionais, com a < b. Prove que:

Problema13)a <2 <b e a<a+22<b.
2 V2

Demonstracéo:

i) Como a < b, entdo podemos formar as duas desigualdades abaixo:

ata<a+b e a+b<b+b.
Logo,
2a<a+b e a+b<?2b.
Portanto,
a<asz<b.

i) Além disso, como a < b, vale a desigualdade abaixo:
b—a
V2

0<

Logo,
b—a
V2

a<a-+

e a+222 ¢irracional
= .

Comol<+v2eb—a>0,temosh—a < (b—a)-v2.0uainda:
b—a
V2

<b-a.

Portanto,

a
a<a+—<b>b .nm

V2
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Problema 14) Prove que o intervalo (a,b) contém infinitos ndmeros racionais e

infinitos nimeros irracionais.

Demonstracéo:

i) Vamos supor ry, 1y, ... ,1, € (a,b) N Q, com 1y, 1, ... , 1, todos distintos
(a<r,1ry, .. ,m <Db)

Vamos provar que a < r, < b implicaa < r,,, <1, < b, por exemplo.

Por hipotese, temos a < 1, < b. Pelo problema (13), podemos ter:

a+r,
a< <1,
+ , .
g Zr” é racional.
Fazendo
a+r,
Th+1 = 2

temos, entéo, que 7,1y, ... , Ty, et € (@, b), COM 1y, 1y, ... , Ty, T4 todos distintos.

if) Utilizaremos um raciocinio semelhante ao da resolucéo anterior.

Vamos supor a, ay, ..., &y, € (a,b) N1, com a4, ay, ..., @, todos distintos.
(a<ay,ay,...,a, <Db)

Da mesma forma, vamos provar que a < a, < b implica a < a,,; < a, <b, por
exemplo.

Por hipotese, temos a < a,, < b.

Notemos que:

b—a b-—a
NI V2
Pelo problema (13), podemos ter o irracional
_ b—a
a=a+ NG
tal que:
a<a<hbh.
Além disso,

b—a a
a<a+——<a+——<b.

2V2 V2
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Fazendo
b—a
2n4/2

temos a,,,; também irracional e tal que a < a,;; < a, < b. Logo,

a, =a-+

i, Ay, . , Ay, Anyq € (@, b), COM ay, ay, ... , Ay, Apyq todos distintos. m

A interpretacdo geométrica dos problemas 13 e 14 é de uma reta contendo um
segmento cujas extremidades sdo pontos correspondentes aos numeros racionais a e b, e
entre estas extremidades, existem outros pontos correspondentes a niUmeros racionais e
irracionais, maiores que a e menores que b, com a quantidade desses pontos sendo

infinita. H4 a ideia de densidade dos racionais e irracionais nos reais.

Figura 22: interpretagdo geométrica
dos problemas 13 e 14

@ @ @ *—@ @ =
a r a s B b R

+a 1,5 bel

ca p el
Fonte: o autor, 2020.

Os problemas 15 e 16, a seguir, generalizam o resultado dos problemas 13 e 14,

mostrando que Q e I s&o densos em R.

Sejam dados numeros reais a e b, com a < b (Vamos considerar apenas 0 caso a = 0,

pois é suficiente).

Problema 15) Prove que existe um n € N tal que 0 < % <b—a e existe ummeN

0<£<b—a.
m

Demonstragéo:

a<b =>0<b—a ; b—a R
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i) Consideremos x = b — a € R. O conjunto dos nimeros reais admite a propriedade

arquimediana. Logo, 3 n € N tal que 0 < % <x,xe€R,o0u0< % <b-—a.

ii) Consideremos também y = b% € R. Pela propriedade do item anterior, 3 m € N tal

que0< <y,yeR. Assim,I3me Ntalque 0 < — <T,ou0<£<b—a [

Problema 16) Sendo a = 0 e n e m escolhidos como no problema 15, mostre que um

VZ 2v2 3v2

dos numeros .. e um dos nimeros — —,—,——, ... pertencem ao intervalo (a, b).

3=
3|N
3|w

A demonstracdo segue ideia proxima a Lima (2004, Curso de anélise volume 1, p.84):

. . , 1 . .

i) Como b — a > 0, existe um namero natural n tal que 0 < ~< b — a. Seja o conjunto
k ’ . . P . o . ,

A= {k € Z; - = b}. Como R é arquimediano, A é um conjunto ndo-vazio de nUmeros

inteiros, limitado inferiormente por b - n. Consideremos k, € A seu menor elemento.

Logo, b < — % Como ko — 1 < ky, temos 22 < b. Podemos afirmar que a <kl b,

p0|s se ndo fosse assim, teriamo —a < - contradl(;ao

i) Além disso, existe um ndmero natural m tal que 0 < % < b — a. Analogamente,
sejam B = {k € Z; i > b} 0 conjunto de nimeros irracionais da forma i e ko seu

koV2

- E, da mesma forma, teremos a < <b.m

menor elemento. Logo, b < (ko:nl)\/i
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CAPITULO 5) ENSINO DOS NUMEROS REAIS

Neste capitulo, discutiremos questdes relacionadas a caracteristicas do ensino
dos nmeros reais na Educacdo Bésica, que envolvem objetivos de aprendizagem, sua
motivacéo, e 0s principais conceitos estudados. Apresentaremos também uma atividade
aplicada em sala de aula, desenvolvida por nés, e outras sugestdes de atividades e

estratégias para o ensino desse tema.
5.1) Caracteristicas acerca do ensino

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), o conteddo de
Matemética do Ensino Basico (Fundamental e Médio) estd distribuido em cinco
unidades curriculares: NUmeros e OperacOes (a qual compreende as nogbes sobre
nimeros reais), Grandezas e Medidas, Algebra e Funcdes, Estatistica e Probabilidade e
Geometria. O trabalho com nimeros reais se insere em todas as unidades curriculares de
Matemética da BNCC. Até mesmo em Estatistica e Probabilidade, onde a maioria dos
modelos matematicos sdo discretos. Ele se inicia no 8° ano do Ensino Fundamental, mas
é mais presente do 9° ano em diante.

Os objetivos de aprendizagem relativos aos nimeros, para o Ensino Médio, séo:
“compreender a necessidade de ampliar 0s conjuntos numéricos dos naturais aos reais; e
sistematizar procedimentos de calculo e propriedades para resolver problemas do
cotidiano de outras areas do conhecimento e da prépria Matematica.” (BRASIL, 2017,
p. 573)

Conforme discussdo da secdo 1.2, pensamos que a importancia do ensino dos
numeros reais esta no fato de serem base para diversos conteudos de Matematica na
escola. Por exemplo, dependem de nUmeros reais: intervalos, solugfes de equacoes,
demonstragcfes de geometria, resultados numéricos de problemas, entre outros.

Propomos também que esse tOpico seja um instrumento capaz de retirar do aluno
a compreensdo geral da Matematica de forma “discreta”, ou seja, associando diversos
conceitos e problemas a contagens, o que € um erro. Em alguns anos atuando no Ensino
Basico, constatei que, até nas etapas avancadas, ¢ comum o aluno formular seu
raciocinio a partir de numeros inteiros, além da falta de habilidade com racionais e

irracionais.
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E importante lembrar ainda que o trabalho com este tema oferece oportunidades
de apresentar ao aluno algumas demonstracfes de irracionalidade, discussdo de
propriedades dos nimeros (racionais e irracionais) e dos conjuntos e exemplos com
raciocinio abstrato.

O contetdo de numeros reais deve englobar: os pré requisitos dos conjuntos N e
Z, operacdes e correspondéncia entre representacdo decimal e fragdes, no conjunto Q e
apresentacdo do conjunto dos numeros irracionais I. Para o conjunto R, operagdes, sua

representacdo geométrica, intervalos, densidade e completude.

5.2) Aplicacdo em sala de aula

Foi aplicada uma sequéncia de 3 atividades sobre nimeros reais em duas turmas
de primeiro ano, em que eu lecionava, de um colégio estadual de Ensino Médio, no Rio
de Janeiro. A aplicacdo ocorreu nos dias 14, 21 e 28 de Novembro de 2019,
respectivamente. As motivagOes estdo em conformidade com a discusséo das sec¢des 1.2
e5.1.

5.2.1) Apresentacdo, objetivo geral, metodologia.

Nas aulas do comego do ano letivo, os alunos tiveram as primeiras nogoes
relacionadas aos numeros reais estudadas no Ensino Médio, como dizimas periddicas,
ndmeros irracionais, organizacdo dos nimeros em conjuntos numeéricos, o conjunto R
como reunido dos racionais com os irracionais, a relacdo com conceitos de geometria
como comprimento de segmento de reta e de circunferéncia, e intervalos. O objetivo
geral das atividades nesse momento seguinte era reforcar a compreenséo do tema, o que
envolveu o raciocinio logico principalmente sobre a representagdo decimal, as
propriedades aritméticas, a representacdo geométrica e a percepcdo, com a definicéo,
posteriormente, do conjunto dos nimeros reais como sendo formado por ndmeros
racionais e irracionais.

Também nesse momento, durante a abordagem interagi com as turmas, tirando
duvidas pontuais e apresentando outros exemplos, mas deixando a conclusdo para o
aluno. Duas turmas de 1° ano participaram, separadamente, e as atividades seriam

pontuadas. Em cada turma, os alunos formaram duplas e deveriam responder questdes
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em sua maioria discursivas (quando néo, verdadeiro ou falso) numa folha e resolver a

atividade proposta em um tempo de uma hora.

5.2.2) Descricéo e objetivos das atividades

A primeira atividade consiste em identificar numeros racionais ou irracionais
com base na representacdo decimal. Ha itens como reconhecer nimeros racionais e
irracionais. Apresenta, ainda, uma situacdo motivadora da necessidade de ampliacédo de
conjuntos numeéricos (neste caso, de Z para Q), ¢ mostra um problema simplificado cujo
resultado ¢ o nimero irracional solucdo da equagdo x? —x — 1 = 0, que tem como
pano de fundo o célculo da razéo aurea, um tépico de geometria. Fiz este comentario

durante a atividade.

Quadro 1 — Parte das questdes da Atividade 1

1) Diga se é possivel escrever 0os nudmeros abaixo em forma de fracdo. Nos casos

possiveis, escreva uma fracao para o nimero.

a) -2 ( )Possivel { )Impossivel Fracao:
b) 0.8 { )Possivel ( )Impossivel Fracdo:
c) 1,355 | )Possivel ( )Impossivel Fracdo:
d)0,121212 - { )Possivel [ )Impossivel Fracdo:
) 0,101001000 - { JPossivel { )Impossivel Fracao:
f)4/3 = 1,7320508 - { )JPossivel { )Impossivel Fracao:

3) Um aparelho de som, que custa 1200 reais, € financiado da seguinte forma: uma
entrada de 300 reais e o0 saldo em 24 prestacdes fixas. Determine o valor da prestagéao.

Este numero é inteiro ou néo inteiro? E racional?

4) A equacdo do 2° grau x2 — x — 1 = 0 aparece em diversos problemas de matematica.
Resolva esta equacdo e considere a maior de suas raizes. Este nimero € racional ou

irracional?

Obs: Este numero é conhecido como “razéo aurea”.

O autor, 2020.



72

Para a segunda atividade, ¢ esperado dos alunos reconhecer a ideia de um
conjunto mais amplo formado por racionais e irracionais, 0 dos numeros reais, sua
aritmética e a reta real. Sdo trabalhadas questdes sobre opera¢fes com nUmeros
racionais e irracionais e itens de verdadeiro ou falso acerca de propriedades de
fechamento. S&o trabalhadas também questbes sobre ordenamento e ideia de densidade
dos racionais e irracionais nos reais. Na ocasido, sugeri aos alunos que trabalhassem

com a reta real para criar exemplos.

Quadro 2 — Parte das questdes da Atividade 2

2) Efetue. Atencé@o com os célculos

a) _§+% g) (2+5V2) +(4+2v2)
b) 2,8 +1,2 h) (4+v3) +(4—+3)

c) 0,494949 ... + 0,050505 ... ) 44/3-24/10

d) 0,72222 ... + 0,0101010 ... NVIZ 3

e)2-(-2) k)57

ﬂ?.g

5

Obs:

» Nao existe um numero racional e irracional, ao mesmo tempo. Um ndmero, ou é
racional, ou € irracional.

» O _conjunto dos nimeros reais é formado por niUmeros racionais e por nimeros
irracionais.

4) Considere os numeros reais 1,35¢e 1,8
a) Qual deles é o menor?

b) Escreva um namero racional que esteja entre eles.

(.)

O autor, 2020.
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Na terceira atividade, ha dois objetivos. Os alunos devem desenvolver o célculo
de uma representacdo decimal de um namero irracional. E compreender que as

aproximacg@es racionais sucessivas tendem a um nimero real, no caso, va. Usa-se 0
. - A= 1 .
método de Heron, ou seja, a recorréncia x, ., = E(xn + xi) com a determinado e x;
n

sendo uma aproximacao arbitréria de a. Obtém-se aproximacdes x,, x5, ... para a raiz
quadrada deste “a”. E necessario explicar previamente a ideia de recorréncia. Reforcei

com os alunos que a formula se tratava de uma média aritmética.

Quadro 3 — Parte das questdes da atividade 3

(-.r)
Sabemos que 1 <+/2 < 2. Vamos obter uma sucesséo de valores aproximados para a
raiz quadrada de 2. (Utilize uma calculadora e use 4 casas decimais para cada

resposta)
a) Por tentativa, consideremos inicialmente a aproximagéo v2 = 1,5. Calcule x;:
1 2
=y (1’5 * 1,5)
b) Com o resultado x; encontrado no item (a), calcule x,:

1 2
x2=5-(x1+x—)
1

c) Com o resultado x, encontrado no item (b), calcule x;:
1 ( + 2)

X3 =="(x+—

372 z Xy

O resultado x; € uma aproximacéo para raiz quadrada de 2.

O autor, 2020.

5.2.3) Resultados observados

As duas turmas envolvidas tiveram boa participacdo e também se interessaram
pelas atividades. Compreenderam adequadamente (maioria deles) a ideia de nimero real
como racional ou irracional, conforme discutimos em 5.2.1. Na questdo 4 da atividade 1
(figura 23, abaixo), era esperado do aluno concluir que a solugdo da equagéo era um

numero irracional baseando-se no exemplo 2-c dessa mesma atividade.
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Figura 23 — Resposta do aluno - Atividade 1, questdo 4.

4) A equacdo do 2° grau x2 — x — 1 = 0 aparece em diversos problemas de matematica. Resolva esta

equacao e considere a maior de suas raizes. Este niumero é racional ou irracional?
bl T £ 5 TIRGR
Obs: Este nimero é conhecido como “niimero de ouro”. 7 3
05 (o "
- 4 " (V- bl S0y
— oC \/f @ ‘—L oz
0 ’Q_{ \ ‘U\v 1 - [J % f‘ s ‘/\ . .
SR neul
5 PRI

Fonte: dados da pesquisa, 2020.

Figura 24 — Resposta do aluno - Atividade 2, questdo 1

1) Escreva 5 exemplos de numeros racionais e 5 exemplos de nlimeros irracionais:

doconaus © -'&9:) =4 V4G | A e s

| G

W Geionols s J T - yf=—. V &
O\’\bbtbo\,ol . \J'&7 WG \/r:%’, 02,-&\”5 ,:\"_/ﬂ//x,

Fonte: dados da pesquisa, 2020.

Alguns alunos apresentaram algumas dificuldades nas questdes 2 e 3, da
atividade 2. Por conta deste fato, percebi falta de base do Ensino Fundamental ainda e

abstracdo insuficiente, porém houve melhora em relacéo ao inicio do ano.

Figura 25 — Resposta do aluno - Atividade 2, questéo 2

2) Efetue. AtencZo com os calculos:

c.s ~EN0 _ w3 5 9@ +5VD)+(3+2V2) - (43T

8 —etn Siay 20 e
b)28+12 = 4 0 v h(4+43)+(4-48) -5 = o
C) 0494949 ... + 0,050505... = O, 55, . . . ) 4v3-2v10 - &30 i
d) 0,72222 ... + 0,0101010..= 0,230 .. _( V123 230 = 6 —

B i
€)5-(-2) = ) . J ‘3*3”‘?‘"*"" WVE-VT - {25 g
nio oy 2 e

7. ol

Fonte: dados da pesquisa, 2020.
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Figura 26 — Resposta do aluno - Atividade 2, questdo 3

3) Diga st as propriedades sdo verdadeiras ou faisas. Devem ser verdadeiras guando funcionarem em
todas as possibilidades:

a) A soma de dois nimeros racionais é um néimero racional. (V) ./

b) A multiplicagZo de dois nimeros racionais é um nimero racionat. { ‘f )

¢) A soma de dois niimeros irracionais € um nimero irracional. (F) /
d) A multiplicagéo de dois nimeros irracionais € um niimero irracional. (%)

e) A soma de dois nimeros reais é um nimero real. (\) L7
f) A multiplicacgo de dois niimeros reais é um nimero real. ) \

Fonte: dados da pesquisa, 2020.

Na atividade 3, os alunos compreenderam a ideia de recorréncia, mostraram-se
motivados a calcular a representacdo decimal e tiveram bom desempenho nessa
atividade para algo diferente do que conheciam. Foi autorizado o uso da calculadora

para o calculo de 2/x; e para a média aritmética.

Figura 27 — Resposta do aluno - Atividade 3, questdo 3

a) Por tentativa, consideremos inig;iéfmente a aproximagao v2 = 1,5. Calcule x;:
\ . A 1 2
hul6b6666.. n =7 (yg)
b) Com o resultado x; encontrado no item (a), calcule x,:
Tl by . ey :
/\)Q{K(lré i / x2_2 (x1+Z)

¢) Com o resultado x, encontrado no item (b), calcule x5: > g ollg L{QR‘
N e B |

O resultado x3 € uma aproximag&o para raiz quadrada de 2.

Fonte: dados da pesquisa

A tabela a seguir contém as médias de cada turma e em cada atividade.

Resultados dos alunos (0,0 a 10,0) em cada atividade.

Atividade 1 Atividade 2 Atividade 3

Turma 1 8,5 7,9 7,9

Turma 2 8,6 8,0 6,4

Fonte: dados da pesquisa
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A média geral das 3 atividades foi 8,1, na turma 1, e 7,7, na turma 2. Os
objetivos foram atingidos e consideramos a aplicacdo satisfatoria. Poderiam ter sido
acrescentadas as atividades outras questdes sobre geometria e desigualdades.

5.3) Outras sugestdes

Seguem sugestdes de outros topicos de Matematica Bésica envolvendo nimeros
reais. E interessante explorar os nimeros irracionais justamente como um diferencial.
Essas sugestdes podem servir como base para criar outras atividades puramente
matematicas ou contextualizadas. Segue também um esquema para classificacdo dos

ndmeros reais a partir da representacao decimal.
a) Altura do triangulo equilatero.

Se o lado de um triangulo equilatero tem por medida o nimero racional a, entdo

. , . a3
a altura tem por medida o namero irracional h = -

Figura 28 — lado e altura do tridngulo equilatero

@

Fonte: o autor, 2020.

b) Comprimento e didmetro da circunferéncia.

Se em uma circunferéncia, o diametro tem por medida o nimero racional d,

entdo o comprimento tem por medida o numero irracional C = - d.
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Figura 29 : didmetro e comprimento da circunferéncia

c

Fonte: o autor, 2020.

c¢) Calculo aproximado de logaritmos onde o logaritmando ndo é poténcia racional da

base do logaritmo, cujo célculo requer o recurso da mudanca de base. Por exemplo,

log, 6. (= % = 2,58). Este logaritmo é irracional.

;. . 1 - . . ,
d) Série geométrica convergente S,, = ﬁzlzk—_l, cujo limite € o nimero real 2.

Notemos que:

n
1 1 1 1-((1/2)"=1) 2 1
Zk_l g1 -ttt (1/2) — 1 2n 2n-1

Alguns valores para S,,, em representacdo decimal, podem ajudar intuitivamente a
reconhecer o limite dessa série geométrica que € um numero real, além de ser inteiro.

e) Propomos o esquema seguinte para facilitar a classificacdo dos nimeros reais.

Quadro 4 — Esquema para classificagdo dos nimeros reais

Finita | (racionais)

Representagéo decimal Periodica | (racionais)

Infinita

N&o Periddica | (irracionais)

O autor, 2020.
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CONCLUSAO

Este trabalho abordou os numeros reais a partir de exemplos historicos
concretos, resultados relevantes sobre nimeros irracionais e racionais, apresentagdo do
conjunto dos nimeros reais e uma proposta para a sala de aula.

No Ensino Médio, os numeros reais sdo estudados considerando a classificacdo
em racionais e irracionais, operacOes, reta numérica e intervalos. Quanto a sua
aplicacdo, aparecem alguns exemplos historicos, além de que a maioria dos contetdos
matematicos estdo vinculados a modelos de natureza continua.

Notamos o desenvolvimento do conceito de nimero real como consequéncia do
desenvolvimento da propria Matematica, em um processo ndo-linear, o qual recebeu
contribuicbes sistematizadas significativas nos séculos IV a.C. e XIX. Consideramos
que avangos igualmente importantes da Matematica ocorreram neste intervalo, ndo na
forma sistematizada e que voltaria a tona. Por envolverem tdpicos estratégicos e estarem
relacionados aos numeros reais, podem ajudar a compreender melhor esse processo
todo.

Os teoremas sobre representacdo decimal, casos de irracionalidade e
aproximacdo por racional sdo ferramentas importantes a Matematica e ao Ensino. Pois
trazem algumas generalizacbes e ajudam a identificar um namero real, classifica-lo
como racional ou irracional, reconhecer irracionais comuns e determinar uma
representacdo decimal por um método.

No século XIX, surgiu o conceito de nimero real num processo de abstracdo e
formalizacdo da Matematica, motivado por problemas como continuidade da reta e
condicdes para o calculo diferencial e integral, o que foi desenvolvido por Dedekind
com inspiracdo na teoria das proporcdes de Eudoxo, além das contribui¢Ges de Cauchy,
Weierstrass, Cantor e outros.

Na atividade de sala de aula, os conceitos de nimeros reais foram revistos e o
resultado geral foi satisfatorio. A abstracdo dos alunos pode ser melhorada. N&o houve
grande dificuldade com aritmética nem representacdo geométrica dos reais.

Esperamos que os topicos de Matematica pura, Histéria da Matematica e Ensino
presentes neste trabalho possam contribuir ao ensino dos nimeros reais na Educacao

Bésica.
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APENDICE 1

Faremos a demonstracdo de quatro propriedades de divisibilidade dos nimeros
inteiros e do critério de Eudoxo para convergéncia de uma sequéncia infinita. Estas
ideias j& constavam em Os Elementos. E demonstraremos também duas propriedades de
soma e multiplicacdo de racionais com irracionais e a resolucdo de um problema de
numero irracional. Estes resultados podem ajudar na demonstracdo de teoremas sobre

nUmeros racionais e irracionais deste texto e outros teoremas.

Propriedade 1) Seja a inteiro positivo. Se a é par, entdo a? é par. E se a é impar, entdo

a? é impar.

Demonstracéo:

Se a é par, podemos escrever na forma a = 2 - k. Logo, a®? = 4-k? =2-(2-k?), que
é par.

Se a é impar, podemos escrever naformaa = 2 -k + 1.

Logo,a’? =2 k+1)?>=4-k*+4-k+1=2-2-k*+2-k)+1,queéimpar. m

Com raciocinio analogo, podemos provar também que se a é par, entdo a3 é par.

E se a é impar, entdo a3 é impar.

Propriedade 2) (Lema de Gauss) Sejam a, b e c inteiros positivos, com a € b primos

entresi.Sea|b-c,entdoa|c.

Demonstracéo:
Se mdc(a,b) = d, entdo existem inteiros tais que m-a+n-b =d. Como a e b sao
primos entre si, m - a + n - b = 1. Multiplicando esta igualdade por c, obtemos:
ccm-a+cn-b=c
Comoa|b-c,entdo b c = a-k, k € Z. Substituindo na igualdade acima:
c-m-a+n-a-k=coutambéma-(c-m+n-k)=c.

Logo,a|c. m
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Propriedade 3) Sejam a, b e c inteiros positivos, com a e b primos entre si. Se a | c e

b|c,entdoa-b |c.

Demonstracéo:
Sea|c,entdoc=a-m,meZ.Seb|c,entdo b|a-m. Como a e b sdo primos entre
si, pela propriedade 2, b | m. Podemos escrever m = b - n.

Substituindom = b-nemc=a-m,obtemosc =a-b-n.Logo,a-b|c. m

Propriedade 4) (Lema de Euclides) Sejam a, b e p inteiros, com p primo. Se p | a - b,

entiop |aoup | b.

Demonstracéo:
Se p | a, ndo h& mais o que provar. Se p f a entdo p e a sdo primos entre si e, pela

propriedade 2, p |b. m

Propriedade 5) Critério de Eudoxo (Os Elementos, Livro X, Proposicdo 1) segundo
Aaboe (2002, p. 50).

“Considere duas grandezas diferentes (por exemplo, comprimentos, areas,
volumes). Da maior, retire pelo menos sua metade. Da parte restante, retire
pelo menos sua metade e assim sucessivamente. Apds um numero finito de
passos, 0 que resta serd menor do que a menor das grandezas.”

Demonstracéo:

Em linguagem moderna, temos: Dado a > b > 0, se a; < % (i=1,2,..) entdo existe

. 1 ~
neN tal que a-a;-a,-..-a, <b ou, equivalentemente, se a; < > » entdo
lima-a;-a,"..-a, = 0.
n—oo

Seja o numero real a; o que resta de a apos i reducdes a; a, no maximo, a metade de a.

Assim, aumentando-se o0 numero de etapas:

1
a1=a-alsi-a

1
22

a2=a-a1-a232 a
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Temos que:

1
OSanSF-a

.. . . . 1
Passando-se ao limite, temos lim0 < lima, < lim — - a. Pelo Teorema do confronto,

n—-oo n—oo n—oo 2N

lima,=0<b.m

n—->0oo

Propriedade 6) A soma de um nimero racional com um ndmero irracional € um nimero

irracional.

Demonstracéo:
Consideremos a um numero racional e & um namero irracional. Vamos supor, por
absurdo, que a soma a + a = b seja racional.

Assim, teriamos @ = b — a racional. Contradi¢éo. m

Propriedade 7) O produto de um namero racional ndo nulo por um ndmero irracional é
um numero irracional.

Demonstracéo:

Usando raciocinio semelhante ao item anterior, vamos considerar a um numero racional
ndo nulo, @ um namero irracional e supor, por absurdo, que 0 produto a - a = b seja

racional.

. , b . -~
Assim, terfamos = = racional. Contradicéo. m
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APENDICE 2 - FICHAS DE ATIVIDADES DOS ALUNOS

Numeros Reais — Atividade 1

1) Diga se é possivel escrever os numeros abaixo em forma de fragdo. Nos casos
possiveis, escreva uma fracao para o namero.

a) —2 ( ) Possivel () Impossivel Fragéo:
b) 0,8 ( ) Possivel () Impossivel Fragéo:
c) 1,555 ( ) Possivel () Impossivel Fragédo:
d) 0,121212-- ( ) Possivel () Impossivel Fragéo:
€) 0,101001000 --- ( ) Possivel () Impossivel Fracao:
f) V3 = 1,7320508 --- ( ) Possivel () Impossivel Fragéo:

2) Classifique cada numero em racional ou irracional:

a)5

b) V2 = 1,414213562 -

C) 3+ V2 =4,414213562 -

d)Z=175

e) Z = 2,333
3

f)Vie =4

g) V17 = 4,1231056 -

h) = 3,141592 -

3) Um aparelho de som, que custa 1200 reais, € financiado da seguinte forma: uma
entrada de 300 reais e 0 saldo em 24 prestacdes fixas. Determine o valor da

prestacéo. Este nimero é inteiro ou n&o inteiro? E racional?

4) A equacdo do 2° grau x2 — x — 1 = 0 aparece em diversos problemas de matemética.
Resolva esta equacéo e considere a maior de suas raizes. Este nimero é racional ou
irracional?

Obs: Este nimero é conhecido como “razao aurea’.
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NUimeros Reais — Atividade 2

1) Escreva 5 exemplos de nimeros racionais e 5 exemplos de nameros irracionais:

2) Efetue. Atengcdo com os calculos:

a) —=+- 9) (2+5v2) + (4 +2v2)
b) 2,8 + 1,2 h) (4 +v3) + (4 —3)
c) 0,494949 ... + 0,050505 ... ) 4v/3 - 24/10

d) 0,72222... + 0,0101010 ... )ViZ V3

e)5-(=2) K) V5 V7

053

3) Diga se as propriedades s&o verdadeiras ou falsas. Devem ser verdadeiras quando

funcionarem em todas as possibilidades:

a) A soma de dois niUmeros racionais € um namero racional.

b) A multiplicacéo de dois nimeros racionais € um numero racional.

c) A soma de dois nimeros irracionais € um numero irracional.

d) A multiplicacdo de dois nimeros irracionais € um numero irracional.

e) A soma de dois nimeros reais € um nimero real.

P
—_— = ~— ~— o~ ~—

f) A multiplicacdo de dois niUmeros reais € um numero real.

Obs:

» Na&ao existe um numero racional e irracional, ao mesmo tempo. Um ndimero, ou
é racional, ou é irracional.

» O conjunto dos numeros reais é formado por nimeros racionais e por nimeros
irracionais.
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Dizemos que um numero “esta entre” dois niumeros a e b quando € maior do que a e

menor do que b .

4) Considere os numeros reais 1,35¢e 1,8
a) Qual deles é o menor?
b) Escreva um namero racional que esteja entre eles.

c) Escreva um namero racional que esteja entre 1,35 e 0 nimero que vocé escreveu

no item b)

5) Considere os nimeros reais 1,287 e 5.
a) Qual deles é o menor?
b) Escreva um nimero irracional que esteja entre eles.

c) Escreva um numero irracional que esteja entre 1,287 e o niUmero que VOcé escreveu

no item b)

Nos exercicios 4 e 5, sempre € possivel encontrar um outro nimero, menor (ou maior,
no sentido contrario), e continuar este processo infinitamente. Dizemos que o0s

conjuntos Q e | sdo densos (em R).
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NUumeros Reais — Atividade 3

1) Escreva dois exemplos de nimeros racionais e dois exemplos de nimeros irracionais

usando a representacdo decimal.™

2) Duas calculadoras apresentaram os seguintes resultados para a raiz quadrada de 2:
1,4142135 e 1,4142136.

a) Por que sao diferentes?

b) Vocé acha que a raiz quadrada de 2 € maior do que estes dois nUmeros, menor do que

estes dois numeros ou esta entre eles? Por que?

3) Observe o problema abaixo:

=2

RIN

[ [) Consideremos o produto: x-

Neste produto, se x aumenta, (2/x) diminui; e se x diminui, (2/x) aumenta.

II) Procuramos um valor que iguala x a (2/x), que sera a raiz quadrada de 2.

Vejamos: x=-

Entdo, pela proporcionalidade, x% = 2. Logo, x =+/2 (Vamos considerar apenas a raiz
positiva)

[II) Partindo de um valor “a” arbitrario, proximo a raiz quadrada de 2, e outro “2/a” e
usando a média aritmética entre os dois, podemos chegar a um valor aproximado x para a
raiz.

Se usarmos este valor aproximado x e continuarmos o processo de média aritmética entre

x € 2/x, em etapas posteriores o valor de x estard mais proximo a raiz quadrada de 2.

Sabemos que 1 <+/2 < 2. Vamos obter uma sucessdo de valores aproximados para a

raiz quadrada de 2. (Utilize uma calculadora e use 4 casas decimais para cada resposta)

a) Por tentativa, consideremos inicialmente a aproximac&o v2 = 1,5. Calcule x;:
1 2

Xy =E- (1,5 +E>

b) Com o resultado x; encontrado no item (a), calcule x,:
1 2

=y (at z)

¢) Com o resultado x, encontrado no item (b), calcule xs:
1 2

¥ =g (’“2 * g)

O resultado x; € uma aproximacao para raiz quadrada de 2.

15 A rigor, escrever um namero finito de casas decimais, apenas, ndo é suficiente para determinar se o
ntmero é racional ou irracional. Mas contribui a intuicdo do aluno do Ensino Médio sobre nlimeros reais.



