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RESUMO

Com o objetivo de aproximar o cotidiano da matematica, em especifico da
geometria, o estudo da Geometria do Taxi mostra ao aluno um conceito de distancia
diferente do aprendido na Geometria Euclidiana, mas semelhante ao conceito utilizado
no nosso dia a dia ao caminhar pelas ruas. Por ser uma geometria ndo euclidiana, a
Geometria do Taxi agrega ainda mais valor na complementacdo no ensino de
matematica, pelo simples fato de ndo ser um assunto abordado no ensino basico. Com
a ajuda do software de geometria dinamica, GeoGebra, podemos ter um melhor
entendimento das cbnicas na Geometria do Taxi e assim explorar ainda mais suas
definicdes. Partindo dessas definicdes, é apresentado nesse trabalho, um tratamento
algébrico e geométrico para as trés coOnicas, obtendo resultados surpreendentes.
Propusemos atividades didaticas que facilitam a abordagem do professor e o

entendimento desses resultados pelos alunos.

Palavras-chave: Geometria ndo euclidiana; Geometria do Taxi; Conicas; Educacdo,
GeoGebra.



ABSTRACT

With the aim of bringing everyday life closer to mathematics, specially to
geometry, the study of Taxicab Geometry presents the student with a different concept
of distance from the one learned in Euclidean Geometry, but similar to the concept
used in our daily lives when walking through the streets. As it is a non-Euclidean
geometry, Taxi Geometry adds even more value in complementing mathematics
teaching, simply because it is not a topic addressed in basic education. With the help
of dynamic geometry software, Geogebra, we can have a better understanding of the
conics in Taxi Geometry and thus further explore its definitions. Based on these
definitions, an algebraic and geometric treatment for the three conics is presented in
this work, obtaining surprising results. We proposed didactic activities that facilitate the

teacher's approach and the understanding of these results by the students.

Keywords: Non-Euclidean Geometry; Taxicab Geometry; Education, GeoGebra.
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Introducao

Como ir de um ponto a outro numa cidade? Qual o menor caminho entre esses
dois pontos andando pelas ruas? Perguntas simples como essas podem ser feitas
numa aula de matematica no Ensino Basico com o objetivo de fazer o aluno pensar
além da sala de aula. Mas a matematica ensinada no ensino basico é suficiente para
responder tais perguntas?

Esta dissertacdo tem como objetivo apresentar a Geometria do Taxi alguns de
seus incriveis resultados. Em especifico este trabalho apresenta, didaticamente, as
abordagens algébrica e geométrica das equacdes conicas com destaque para
visualizacéo e intera¢fes dindmicas produzidas com auxilio do software GeoGebra.

O trabalho esta dividido em 4 partes. Na primeira, abordaremos um pouco da
histéria de Euclides como o primeiro matematico a introduzir um método axiomatico
para a geometria plana. Para isso falaremos brevemente sobre seu livro “Os
Elementos”. Logo introduziremos uma breve discusséo sobre o 5° postulado e seus
desdobramentos quanto a sua negacao. E ao fim, o método axiomatico de Hilbert sera
abordado como complemento para melhor entendimento da Geometria do Taxi.

Em seguida, iremos introduzir a Geometria do Taxi com sua definicdo de
distancia, diferenciando-a da Geometria Euclidiana. Baseado nos Axiomas de Hilbert,
mostraremos o porqué estamos falando de uma geometria ndo euclidiana.

Na terceira parte, iniciaremos com as definicdes das conicas na Geometria do
Taxi, tendo o software GeoGebra como instrumento de visualizac&do para tais conicas.
Em seguida abordaremos um pouco da histéria das se¢cbes conicas e a influéncia de
Apolénio. Finalizaremos com a seguinte pergunta: € possivel fazer se¢cdes conicas na
Geometria do Taxi da mesma maneira feita por Apolénio?

O trabalho é finalizado com atividades didaticas voltadas para o Ensino

Fundamental e Médio, acerca das conicas abordadas segundo a Geometria do Taxi.



Capitulo 1

UM POUCO DE HISTORIA

Neste capitulo abordaremos a importancia de Euclides e seu livro “Os Elementos”, na
fundamentacé@o da geometria pelos postulados e axiomas. Abordaremos também a criacdo de uma
nova geometria com a negac¢édo do 5° postulado e por fim a importancia da axiomatica de Hilbert para

a geometria euclidiana.

1.1 Euclides e os Elementos

Segundo Roque [8], sabemos muito pouco sobre a vida de Euclides de
Alexandria, tendo inclusive evidéncias de outras obras, além dos Elementos. Os
Elementos de Euclides sao uma colecéo de 13 livros publicados por volta do ano 300
A.C.

Figura 1.1 - Capa da primeira edicdo inglesa de Os Elementos (1570)
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Os_Elementos
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Temos entdo, uma breve divisdo dos livros dos elementos e suas abordagens
em cada livro:

« Livro I: primeiros principios e geometria plana de figuras retilineas: construcao
e propriedades de triangulos, paralelismo, equivaléncia de areas e teorema “de
Pitagoras”.

« Livro Il: contém a chamada “algebra geométrica”, trata de igualdades de areas
de retangulos e quadrados.

« Livros lll e IV: propriedades de circulos, como inscrever e circunscrever
poligonos em circulos.

* Livro V: teoria das proporgdes de Eudoxo, razdes entre grandezas de mesma
natureza.

* Livro VI: aplicagbes do livro V a geometria, semelhanga de figuras planas,
aplicacao de areas.

* Livros VII a IX: estudo dos numeros naturais — proporcdes numeéricas,
nameros primos, maior divisor comum e progressdes geométricas.

« Livro X: propriedades e classificac@o das linhas incomensuraveis.

* Livros Xl a Xlll: geometria sdlida em trés dimensdes, calculo de volumes e
apresentacao dos cinco poliedros regulares.

Logo no Livro I, Euclides inicia citando 23 definicdes em que procura deixar a
compreensao dos objetos e termos, que terdo suas propriedades estudadas e
estabelecidas no decorrer de sua obra, de forma bem clara e precisa. Algumas
definicbes elencadas por Euclides estdo descritas a seguir com traducao de Irineu
Bicudo:

1. Ponto é aquilo de que nada € parte.

2. E linha é comprimento sem largura.

3. E extremidade de uma linha sdo pontos.

4. E uma linha reta é a que esta posta por igual com os pontos sobre si
mesma....

10. E quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, faca os
angulos adjacentes iguais, cada um dos angulos é reto, e a reta que se
alteou é chamada uma perpendicular aguela sobre a qual se alteou....
15. Circulo € uma figura plana contida por uma linha, em relacao a qual
todas as retas que a encontram, a partir de um ponto dispostos no
interior da figura, sdo iguais entre si.

16. E o ponto é chamado centro do circulo. (Bicudo, 2009, pg.97/98) [1]

Em seguida, Euclides escreve os postulados e axiomas delimitando assim as
hipdteses que sao utilizadas nas demonstracdes dos teoremas e no desenvolvimento

de toda a teoria. Os postulados e axiomas estabelecidos por Euclides, também por

traducédo de Irineu Bicudo, estdo descritos a seguir:

Postulados:
1. Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
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3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores
e do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas, as
duas retas, encontram-se no mesmo lado no qual estdo os menores do
gue dois retos.

Axiomas ou No¢des Comuns:

1. As coisas iguais as mesmas coisas sao também iguais entre si.

2. E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sdo
iguais.

3. E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, os restantes séo iguais.

4. E, caso iguais sejam adicionados a desiguais, 0os todos sao desiguais.
5. E os dobros da mesma coisa sao iguais entre si.

6. E as metades da mesma coisa s&o iguais entre si.

7. E as coisas que se ajustam uma a outra séo iguais entre si.

8. E o todo é maior do que a parte.

9. E duas retas ndo contém uma area.

(Bicudo, 2009, p.98/99) [1]

Euclides foi o primeiro matematico a apresentar a geometria de forma
axiomatica. Entretanto houve algumas imprecisées em seu texto. Apos séculos, David

Hilbert * elaborou um novo conjunto de axiomas para geometria, de forma a completar

o trabalho de Euclides.
1.2 O 5° Postulado e sua negacéo

V Postulado. A reta, caindo sobre as retas paralelas, faz tanto os angulos
alternos iguais entre si quanto o exterior igual ao interior e oposto e os interiores e no
mesmo lado iguais a dois retos. (Bicudo, 2009, p.120) [1]

O quinto postulado do Livro I, como descrito acima, € o mais famoso dos

postulados e trouxe mais desdobramentos para geometria.

! David Hilbert(23 de janeiro de 1862 — 14 de fevereiro de 1943) matematico alemao, um dos
mais influentes matematicos dos séculos 19 e 20. Contribuiu para os fundamentos da matematica
moderna, em especial, a transformacdo da geometria euclidiana.
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John Playfair 2 escreveu um enunciado equivalente:

Postulado das paralelas: Dada uma reta ¢ e um ponto P nédo pertencente a ¢,

existe uma e apenas uma reta passando por P e paralela a reta ¢.

Ao longo dos anos, intrigados com o quinto postulado, grandes matematicos
pés-Euclides tentaram demonstra-lo, achando que na verdade esse se tratava de um
teorema e, como tal, poderia ser demonstrado por axiomas. No entanto, nao obtiveram
éxito nessa demonstracao.

Foi entdo que, entre os séculos XVII e XVIII, o0 matematico italiano Girolamo
Saccheri® tentou uma outra forma de provar o postulado das paralelas. Ele assumiu
gue o postulado das paralelas era falso e tentou chegar a contradi¢cdes. Saccheri nao
chegou a nenhuma contradicdo, mas ao negar o quinto postulado abriu caminho para
gue matematicos futuros pudessem enxergar uma nova geometria.

Foi s6 no século XIX que Gauss#*, Janos Bolyai®, Bernard Riemann® e Nicolai
Ilvanovich Lobachevski’ conseguiram demonstrar que se trata efetivamente de um
axioma, necessario e independente dos outros. Eles supuseram que o postulado de
Euclides ndo era verdadeiro e o substituiram por outros axiomas:

» Por um ponto exterior a uma reta, podemos tracar uma infinidade de paralelas
a esta reta (Geometria Hiperbdlica);

* Por um ponto exterior a uma reta ndo podemos tragar nenhuma paralela a

esta reta (Geometria Eliptica).

A partir desta, chegaram a concluséo que estavam diante de duas geometrias

diferentes da Geometria Euclidiana, que seguiam todo o método axiomatico de

2 John Playfair (10 de marco de 1748 — 20 de julho de 1819) matematico e gedlogo escocés.
Foi o primeiro presidente do Instituo Astronémico de Edimburgo e professor de matematica e filosofia
da Universidade de Edimburgo.

3 Giovanni Girolamo Saccheri (5 de setembro de 1667 — 25 de outubro de 1733) foi um padre
jesuita e matematico italiano.

4 Carl Friedrich Gauss (30 de abril de 1777 — 23 de fevereiro de 1855) matematico, astrénomo
e fisico alemao. Contribuiu em diversas areas da ciéncia, dentre elas a teoria dos nimeros, estatistica,
geometria diferencial, geodésia, geofisica, astronomia e Optica.

5 Janos Bolyai (15 de dezembro de 1802 - 27 de janeiro de 1860) foi um matematico Hingaro,
conhecido por seu trabalho em geometria ndo euclidiana.

6 Bernard Riemann (17 de setembro de 1826 - 20 de julho de 1866) matematico alemao, com
contribui¢cdes fundamentais para a andlise e geometria diferencial.

7 Nicolai Ivanovich Lobachevski (1 de dezembro de 1792 - 24 de fevereiro de 1856) foi um
matematico russo e o primeiro a publicar uma descricdo de uma geometria ndo euclidiana.


https://pt.wikipedia.org/wiki/15_de_dezembro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1802
https://pt.wikipedia.org/wiki/27_de_janeiro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1860
https://pt.wikipedia.org/wiki/15_de_dezembro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1802
https://pt.wikipedia.org/wiki/27_de_janeiro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1860
https://pt.wikipedia.org/wiki/15_de_dezembro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1802
https://pt.wikipedia.org/wiki/27_de_janeiro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1860
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Euclides substituindo somente o quinto postulado. Entretanto, essa dissertacao
abordard outra geometria ndo euclidiana diferente das duas apresentadas
anteriormente, que se difere da geometria euclidiana apenas no céalculo de distancia
entre dois pontos. Por ser baseada no percurso de um carro nas ruas de uma cidade
planejada, a matematica se aproxima do dia a dia do estudante, de forma mais
concreta e de facil entendimento. Mas antes de perceber a Geometria do Taxi como

nao euclidiana, precisamos entender melhor o método axiomatico de Hilbert.

1.3 Axiomatica de Hilbert

Como visto na secdo 1.1, Euclides foi o primeiro matematico a escrever a
geometria de forma axiomatica. Tempos depois, Hilbert elaborou um novo conjunto
de axiomas separados por grupos, cada grupo com um conceito central. O objetivo de
Hilbert era completar o trabalho de Euclides, trazendo um conjunto simples e completo
de axiomas com um tratamento moderno, tornando assim a geometria euclidiana mais
rigorosa e evitando assim diferentes interpretacbes como por exemplo no 5°
Postulado.

Veremos a seguir os principais Axiomas da Geometria Euclidiana Plana

propostos por Hilbert em seu livro [3].

Os cinco grupos de Axiomas

I.  Axiomas de Conexéo
1. Para cada dois pontos distintos existe uma unica reta que 0s
contém.
2. Toda reta contém pelo menos dois pontos.

3. Existem pelo menos trés pontos que nédo pertencem a uma reta.

II.  Axiomas de Ordem
1. Se um ponto B esta entre A e C, entdo os trés pontos pertencem

a uma mesma reta e B esta entre C e A.



Capitulo 1 - Um pouco de histéria 19

2. Para quaisquer dois pontos distintos A e C. Existe pelo menos um

ponto B pertencente a reta AC tal que B esta entre A e C.

3. Se trés pontos distintos estdo sobre uma mesma reta, ndo mais
gue um ponto esta entre os outros dois.

4. Quaisquer quatro pontos A, B, C e D de uma linha reta podem
sempre ser dispostos de modo que B deve estar sempre entre A
e C e também entre A e D, e, além disso, que C deve estar entre
A e D e também entre B e D.

5. Sejam A, B e C trés pontos que néo estdo sobre uma mesma reta
e seja [ uma reta do plano que contém algum dos trés pontos.
Ent&o, se [ intercepta o segmento AB, ela também intercepta o

segmento AC ou o segmento BC.

Ill.  Axioma das Paralelas

1. Axioma de Euclides: Seja I uma reta e A um ponto ndo em |I.

Entdo existe no maximo uma reta no plano que passa por A e ndo

intercepta [.

IV. Axiomas de Congruéncia
1. Se A e B sdo dois pontos distintos numa reta [ e A’ € um outro
ponto de uma reta I'. Nao necessariamente distinta da anterior.
Entdo é sempre possivel encontrar um ponto B em (um dado lado
da reta) ', tais que os segmentos AB e A’B’ sejam congruentes.
2. Se um segmento A’B’ é um segmento A”B”, sdo congruentes a
um mesmo segmento AB, entdo os segmentos A'B’ e A"B” sdo
congruentes entre si.
3. Sobre umareta I, sejam AB e BC dois segmentos da mesma que,
exceto por B ndo tém pontos em comum. Além disto, sobre uma
outra ou a mesma reta I, sejam A’'B’ e B'C’ dois segmentos que,

exceto por B’ ndo tém pontos em comum. Neste caso se AB =

A'B"e BC = B'C’, entdo AC = A'C'.
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4. Se £ABC é um triangulo e se B'C’ é um raio, entdo existe
exatamente um raio A'B’ em cada lado B'C’ tal que 2A'B'C’' =
£ABC. Além disso, cada angulo € congruente a si mesmo.

5. Se para dois triangulos A ABC e A A'B'C’ as congruéncias AB =
A'B’ ) AC = A'C' e £BAC = B'A'C’' s&o vélidas, entdo a congruéncia
A ABC =A A'B'C' é satisfeita.

V. Axiomas de Continuidade

1. Axioma de Arquimedes: Se AB e CD sdo segmentos, entdo existe
um namero natural n tal que n coépias de CD construidas

continuamente de A ao longo do raio AB passara além do ponto

B.

2. Axioma da Completude da reta: Uma extens&o de um conjunto de
pontos sobre uma reta com suas relacdes de congruéncia e
ordem que poderiam preservar as relagdes existentes entre os
elementos originais, bem como as propriedades fundamentais de
congruéncia e ordem que seguem dos axiomas acima (menos o
das paralelas) é impossivel.

Em um esforco semelhante ao de Hilbert, George David Birkhoff & apresentou
axiomas que completavam o trabalho de Euclides, porém, o conseguiu fazer de forma
menos extensa que Hilbert. Para uma melhor compreensédo acerca dos axiomas de

Birkhoff, sugerimos a leitura de uma de nossas referéncias, [7].

8 George David Birkhoff(21 de marco de 1884 — 12 de novembro de 1944) matematico
estadunidense, mais conhecido pela elaboragdo do teorema ergédico.
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GEOMETRIA DO TAXI

Este capitulo apresenta os fundamentos mateméaticos para a Geometria do Téaxi, definindo sua
métrica e explicando porque se trata de uma geometria ndo euclidiana. Abordaremos também uma

aplicagéo na construcdo da circunferéncia taxi.

A Geometria do Taxi é baseada no formato quadriculado da ilha de Manhattan
em Nova lorque, por isso também possui outros nomes, sendo conhecida como
“Métrica de Manhattan” e tem como precursor o matematico Hermann Minkowiski®

responsavel pela definicdo da métrica do taxi.

O termo Geometria do Taxi ou Taxicab Geometry surge pela primeira vez em 1952
quando Karl Menger em uma exibicdo no Museum of Science and Industry of Chicago
apresenta um folheto com o nome You Will Like Geometry em que o termo Taxicab
Geometry é usado. ([4], 2015, p. 185)

De acordo com Krause [5], a geometria taxi se difere da geometria euclidiana
apenas pela métrica. Na geometria euclidiana a distancia entre dois pontos € dada
pelo comprimento do segmento de reta que os une. Na geometria taxi a distancia entre
dois pontos, é obtida pela soma das medidas dos trajetos horizontais ou verticais. Por
se tratar de uma geometria inspirada em um mapa com quarteirdes exatamente iguais
a um quadrado de mesma medida, utilizaremos o plano cartesiano como nosso mapa

em que as linhas horizontais e verticais sdo as ruas da cidade.

% Hermann Minkowski (22 de junho de 1864 — 12 de janeiro de 1909) matematico alemao
contemporéaneo de Hilbert, criou e desenvolveu a geometria dos nimeros que foi muito importante na
resolucdo de problemas dificeis em Teoria dos Nimeros, Fisica Matematica e Teoria da Relatividade.



Capitulo 2 - Geometria do Taxi 22

2.1 Distancia Taxi

Precisamos definir antes o conceito de espaco métrico para entender melhor a
métrica euclidiana e em seguida a métrica do taxi.
Definicdo: Uma métrica é uma funcéo |PQ| definida para todo par de pontos P
e Q do plano cartesiano, tal que:
1. |[PQ|=0seP=Q;
2. |PQ| >0seP # Q;
3. |PQ =1QP|
4. |AC| < |AB| + |BC|, paratodo A, B e C no plano cartesiano.

(desigualdade triangular)

Métrica Euclidiana

Na métrica euclidiana, a distancia entre dois pontos é definida por um segmento

de reta.
Seja 0 ponto P; com coordenadas (x;,y;) € 0 ponto P, com coordenadas

(x,,y,) elementos do plano R?. Definimos a métrica Dy (distancia euclidiana) como

sendo Dg(P;, P,) = +/(x1 — x3)% + (y1 — y2)2

Demonstracao:

1. Py = Py, entéo Dg(Py, P,) = \/(x1_x1)2 + (1 —y)?=v0=0;

2. P, # P,, entdo Dg(P;, P;) = /(x; — x3)2 + (y1 — ¥2)? > 0 pois
(x1 —x3)2> 00U (y; —y,)* > 0;
3. Dp(Py,Py) = /(1 — %)% + (y1 — ¥2)? = / (rg — %)% + (y2 — y1)?
= Dg(Py, Py);
4. Seja P;(x3,y5) ponto do plano R? entdo temos que provar que:
Dg(Py, P;) + Dg(Py, P3) = Dg (P, P3)
Dg(Py, P;) + Dg (P, P3)
= V(1 —2)% + (71 — )% + (2 — 13)% + (y2 — ¥3)?
>\ (t1 — %)% + (y1 — ¥2)2+ (0 — x3)% + (v, — ¥3)?
= V0 — 12)2+ 00, — x3)% + (y1 — ¥2)? + (72 — ¥3)?
> /(1 — x3)% + (y1 — ¥3)> = Dg(Py, P3) O
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X, X,

Figura 2.1.1 — Distancia euclidiana.

Métrica do Taxi

A definicdo de espaco métrico também é verificada na métrica do taxi, porém
com uma forma diferenciada de se calcular a distancia. A taxi-distancia entre dois
pontos em um espaco euclidiano com sistema de coordenadas fixado, é a soma dos
comprimentos das projecdes do segmento de reta que liga os pontos sobre 0s eixos
coordenados.

Seja o0 ponto P; com coordenadas (x;,y;) € 0 ponto P, com coordenadas
(x,,y,) elementos do plano R?. Definimos a métrica D, (taxi-distancia) como sendo
Dr(Py, Py) = |x1 — x5 + |y1 — ¥2l.

Demonstracao:

1. P, = P,, entdo Dr(Py, P;) = |x; — x4| + |y1 — y1| = [0] +]0] = 0;
2. P, # P,, entdo Dy (P, P,) = |x; — x3| + |y1 — y2| > 0 pois
¢y = x2] > 0 0ou |y; — y,| > 0;
3. Dr(Py, Py) = |x1 — x2| + [y1 — ¥2| = Dg(P,, Py) pOIS |x; — x5| =[x, —x4] €
ly1 = ¥2l = ly2 — 1l
4. Seja P;(x3,y3) ponto do plano R? entdo temos que provar que:
Dr(Py, Py) + Dy (Py, P3) = Dy (Py, P3)
Dy (Py,P;) + Dr(Py, P3) = |x1 — x| + |y1 — y2l + [x2 — x5 + |y, — 3l
= |xg — x| + [0 — x3| + |y1 — y2l + |y2 — ysl
2 |(x1 —Xxz) + (x; — x3)| + 11 —y2) + 2 — ¥3)l
= |x; — x3| + [y1 — ¥3]1 = Dg(Py, P;) O
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P,
------------------ -e
Y>
1y, - yil
P,
—————— ,—
Yi : |X2 - X i
i :
! |
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
X, X,

Figura 2.1.2 — Distancia taxi.

A geometria do taxi satisfaz todos os axiomas de Hilbert exceto o axioma 5 do
Grupo IV, no qual é abordada a congruéncia de triangulos pelo caso LAL (lado-angulo-
lado). Podemos gerar dois triangulos com dois lados de mesma medida e o angulo
formado por eles também de mesma medida e esses triangulos ndo serem
congruentes.

Vamos observar melhor esse fato no exemplo abaixo:

Figura 2.1.3 — Negagéo do caso LAL (congruéncia de triangulo).

Olhando para os tridngulos RST e R'S’T’, percebemos que os lados RT, RS,
RT e R'S’ ttm a mesma medida segundo a métrica do taxi. Também podemos

observar que os angulos R e R’ sdo congruentes. Com isso, temos um exemplo de
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dois triangulos nos quais o critério LAL é satisfeito na Geometria do Téxi, porém 0s

triangulos ndo sdo congruentes. Demonstracao retirada do artigo [4].

2.2 Taxi Circunferéncia

O conceito de circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos do plano que
estdo a uma mesma distancia de um ponto fixo, que chamamos de centro da
circunferéncia.

Seja Cr uma circunferéncia euclidiana, sendo O(a, b) o centro e P(x, y) um
ponto qualquer em Cg, a distancia de O a P é o raio r dessa circunferéncia. Entdo

temos a seguinte equacao:
Ce:(x—a)?+ (y—b)2=r?

Seja Cr uma circunferéncia taxi, sendo O(a, b) o centro e P(x, y) um ponto
qgualquer em Cy, a distancia de O a P € o raio r dessa circunferéncia. Entdo temos a
seguinte equacao:

Crilx—al+|y—»b|l=r
Temos entéo as equacdes da circunferéncia no modelo euclidiano e no modelo

do taxi. Entretanto, quando falamos em circunferéncia, o desenho que vem em nossas

mentes, € o modelo euclidiano Cg: (x —a)? + (y — b)2=1r2

(x,4)

Figura 2.2.1 — Circunferéncia euclidiana(Cg).
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Veremos agora como é o esboc¢o da circunferéncia no modelo do taxi.
Vamos analisar a equacao: Cr:lx—al+ |y —b| =7
Parax<aey=2b—-—x+a+y—-b=r->y=x+(r—a+b)
Parax<aey<b--—-x+a—-y+b=r-oy=—-x+(-r+a+b) @
Parax>aey<b-x—-a—-y+b=r->y=x+(-r—a+b) @
Parax>aey<b-x—a+y—-b=r—-oy=—x+r+a+b) »

Analisando os intervalos, podemos observar a formagao das equacdes (1), (2),
(3) e (4). Todas elas sao equacdes de retas em que se cruzam perpendicularmente

nos pares: (1) e (2), (2) e (3), (3) e (4), (4) e (1). Temos assim, a formacdo da
circunferéncia taxi.

Figura 2.2.2 — Circunferéncia taxi(Cy).

Interessante notar que a circunferéncia taxi sdo quadrados com os lados
orientados segundo um angulo de 45° dos eixos.

Agora, veremos 0 que acontece ao transladar a equacéo da circunferéncia.

Seja T a funcao translagdo dos pontos do plano R2.
T:R2->R?,talque T(x,y) = (x —a,y — B)
Temos, Cy: |x —al + |y — b| = r centrada em (a,b).
Entdo, T(Cr):|lx —a—al+|y—B—b|l=r
Ix —(@+a)|+ly—-(B+Db)=r

lx—al+|y—b|=r,emqued=a+aeb=F+bmO
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Podemos perceber que ao transladar a equagdo Crcentrada em (a,b), é

mantido o raio da circunferéncia, modificando somente o seu centro.

2.2.1 Valordem

Sabemos que na Geometria Euclidiana o valor de m é uma constante, que
encontramos ao dividir o comprimento da circunferéncia pelo seu diametro. Na
Geometria do Taxi, vamos calcular o valor de = da mesma maneira mas chamaremos

de m;.

Figura 2.2.3 — Valor de ;.

Seja A(x,4,v,) € Cr, 0(xo,y,) O centro da circunferéncia e d(0,A) = r (raio).
Podemos perceber na circunferéncia da figura 3.1 que, d;(0,I) =d;(0,H) =
d;(0,G) =d(0,F) =r e usando a definicdo de distancia da Geometria do Taxi,
podemos afirmar que d(I,F) =d(F,G) = d(G,H) = dy(H,I) = 2r.

Assim, temos que o comprimento da taxi circunferéncia sera dado por
dr(I,F) + dr(F,G) + dp(G,H) + dr(H,I) = 8r.

Como, m; € 0 quociente entre o comprimento da circunferéncia taxi e o seu

diametro, podemos escrever:
8r
Ty = — =
£ 2r

Portanto, temos n; = 4.
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AS CONICAS NA GEOMETRIA DO TAXI

Quando falamos nas conicas, nos referimos a elipse, hipérbole e parabola. Todas as trés eram
conhecidas antes de Euclides (325 — 265 a.C.), que nos Elementos, destina uma se¢éo para elas. Neste
capitulo definiremos as cdnicas na geometria euclidiana e na geometria do taxi. Usaremos como base

o artigo [4].

3.1 Elipse

3.1.1 Elipse na Geometria Euclidiana

Dados dois pontos distintos F; e F,, pertencentes a um plano cartesiano R?,
seja 2¢ a distancia entre eles.
Elipse é o conjunto dos pontos de R?, cuja soma das distancias a F; e F, € a

constante 2a (2a > 2c).

Elipse = {P € R2|DE(P» F,) + Dg(P,F,) = 2a}

2c

2a

Figura 3.1.1 — Elipse euclidiana.
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Tabela 1 — Elementos da Elipse

- Focos: os pontos F; e F,

- Centro: o ponto O, que é o ponto
médio de F,F,

- Semieixo maior: a

- Semieixo menor: b

- Semidistancia focal: ¢

- Vértices: os pontos A4, 4,, By, B,
- Eixo maior: |4,4,| = 2a

- Eixo menor: |B;B,| = 2b

- Distancia focal: |F,F,| = 2¢

- Excentricidade: e = 2

-Relacgéo notavel: a? = b? + ¢*

2c ‘
2a >

Figura 3.1.2 — Elementos da Elipse euclidiana.

Equacao reduzida

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que A4, contido no eixo 0X e

B; B, contido no eixo 0Y.

E claro que os focos s&o os pontos: F;(—c, 0) e F,(c, 0).

Nestas condi¢cbes, chama-se equacao reduzida da elipse a equacéo que

P(x,y), ponto genérico da curva, vai verificar.

P € elipse & PF; + PF, = 2a

Entao:

VE =02+ (=02 +y(x—c)?+(y-0)2=2a
Sy = 20— [G A
(x—c)2+y2=4a? —4a\/(x — )2 + y2 + (x — ) + y?
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x2 4+ 2cx +c*+y? =4a® —4ay(x — )2+ y2 + x% + 2cx + ¢* + y?
4cx — 4a* = —4ay/(x — ¢)? + y?
aJ(x—c)2+y2=a?—cx

a’(x — ¢c)? + a?y? = (a? — cx)?
a’x? — 2a%cx + a®c? + a’y? = a* — 2a%cx + ¢?x?

2,2

a’x? — c%x? + a’y? = a* — a%c?

(a? — c*)x? + a’y? = a*(a? — ¢?)

b2x? + a?y? = a?b?

3.1.2 Elipse na Geometria do Taxi

A definicdo da elipse na geometria do taxi € a mesma que vimos na geometria
euclidiana, utilizando, porém, a distancia taxi.
Tomemos entéo, os pontos F;(a, b), F,(c,d) e P(x,y) e aconstante k € R, logo.

Elipse no modelo do Taxi

ET = {P € RleT(P, Fl) + DT(P, Fz) = Zk} e DT(Fl, Fz) < Zk

Er:lx—al+|y—bl+|x—c|l+|y—d|l =2k

Como visto para circunferéncia, ao aplicarmos uma translacéo dos focos da

elipse, obteremos uma elipse congruente.

Forma Canobnica: Para obtermos um melhor entendimento da forma candnica

de uma elipse, vamos separar em trés casos.
1° Caso: Focos fora dos eixos, equidistantes e diametralmente opostos com
relacdo a origem (O, 0).

2° Caso: Focos no eixo X e suas paralelas.
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3° Caso: Focos no eixo Y e suas paralelas.

1° Caso: Dados os pontos A(m,n) e B(—m,—n) com 0 < m < n. Encontre os
pontos P(x,y) do plano que atendem a equacdo: D;(P,A) + D;(P,B) =c com
D;(A,B) < c.
Solucgéo:
Nessas condicfes, temos que:
lx —=m|+|y—n|+|x+m|+|y+n|l=c

-m m

X ° ®

v

y ° *—>
-n n

Parax<-mey<-n+«—x+m-y+n—-x—m-y—n=c-2x+2y=—c|(a
Parax <-m e —nSy<n-‘-—x+m—y+n—x—m+y+n=c—>x=n—§ (b)
Parax<-mey>2n+.—x+m+y—-n—x-—-m+y+n=c-—-2x+2y=c|(
Para-m<x<mey<-ns«x—-m-y+n—x—-m-y—n=c

Sy =-m—-|@
Para-m<x<me-n<y<n:sx—-m-y+n—-x—-m+y+n=c
->|=Z2m+2n=c

Para —-m <x <m eyZn:.x—m+y—n—x—m+y+n=c—>y=m+§ (e)
Parax>mey<-no.x—-m-y+n+x+m—-y—n=c-2x—2y=c| ()
Parax>m e—nSySn-‘-x—m—y+n+x+m+y+n=c—>x=—n+§ @)

Parax>mey=>2nsx—-m+y—n+x+m+y+n=c-|2x+2y=c|(h

Com todas as 8 equacbes definidas, podemos esbocar o grafico da elipse na
Forma Canonica (1° Caso).
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Blem , -n)

Figura 3.1.3 — Elipse na geometria do Taxi
(Forma canbnica/1° Caso).
Sao mantidas 8 equacdes caso sejam aplicadas as seguintes fungoes:
e SejaT:R? - R?,talque T(x, y) = (y, x)
Temos, T(A) = (n,m)e T(B) = (—n,—m) com 0 < m < n.
e SejaW:R? - R?, talque W(x, y) = (—x, y)

Temos, W(4) = (—m,n) e W(B) = (m,—n) com 0 < m < n.

Podemos perceber que a elipse no modelo taxi é limitada por uma taxi

circunferéncia de raio% centrada na origem. Com isso, veremos nos préximos dois

casos que ao colocar os focos nos eixos X e Y ou em suas paralelas, a elipse chegara

em seus limites.

2°Caso: Dados os pontos A(m,0) e B(—m, 0) com 0 < m. Encontrar os pontos
P(x,y) do plano que atendam a equacéo: D(P,A) + D+(P,B) = c com D(A,B) < c.

Comn = 0 a elipse chegara no seu limite horizontal, que séo as retas x = _76 e

X = % Modificando assim seu formato para um hexagono.
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B(-m, 0) A(m, 0)

Figura 3.1.4 — Elipse na geometria do Taxi

(Forma candnica/2° Caso).

3°Caso: Dados os pontos A(0,n) e B(0,—n) com 0 < n. Encontre os pontos
P(x,y) do plano que atendem a equacédo: D(P,A) + D+(P,B) = c com D(A,B) < c.

. . . . . ~ —C
Com m = 0 a elipse chegara no seu limite vertical, que séo as retas y = ~ e

y = g Modificando assim seu formato para um hexagono.

A0, n)

B(0,-n)

Figura 3.1.5 — Elipse na geometria do Taxi

(Forma canbnica/3° Caso).

Utilizando o software Geogebra, podemos observar mais facilmente todos os

casos acima descritos.
Acesse 0 QR Code e observe esse fato de forma dinamica:
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= %‘Lf’%

Link: https://www.geogebra.org/m/in8derbz

Usaremos um exercicio para exemplificar como se da a construcdo de uma
elipse na geometria do taxi.

Exemplo: Dados os pontos A(—2,—1) e B(2, 2), encontre os pontos P(x,y) do
plano que atendem a equagéo: D-(P,A) + Dr(P,B) =9
Solucéao:
D;(4,B) <9
Dr(A,B)=12—(-2)|+12—-(-D|=124+2|+|2+1| =7
Logo,como7 <9 - Dr(4,B) <9

Nessas condicfes, temos que:
x+2|+|ly+1+[x-2]|+]|y—2]=9

-2 2
X @ ® >
y @ L2 >
-1 2

Parax<-2ey<-1c0—-x—-2-y—-1—-x+2-y+2=9->x+y=—-4 (o
Parax<—-2e —-1<y<2:—-x—-2+4+y+1—-x+2—-y+2=9->\x=-3/(h
Parax<-2ey=>22:—x—-24+y+1—-x+2—-y+2=9->—x+y=5 (o
Para -2 <x<2ey<-1:x+2—-y—-1—-x+2—-y+2=9->y=-2/()
Para -2 <x<2e —-1<y<2:x+4+2+y+1—-x+2—-y+2=9-7=9
Para -2 <x<2ey=>22:x+2+y+1—-x+2+y—-2=9-y=3| (e
Parax>2ey<-1.x+2-y—-1+x—-2-y+2=9-\x—y=4|()
Parax>2e—-1<y<2:x+2+4+y+1+x—-2-y+2=9->\x=3 (9
Parax>2ey>22cox+2+y+1+x—-2+y—-2=9->x+y=5(h


https://www.geogebra.org/m/jn8derbz
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Com todas as equagfes definidas, podemos esbocar o grafico da elipse no

modelo do Taxi.

Figura 3.1.6 — Elipse na geometria do Téxi.

3.2 Parabola

3.2.1 Paradbola na Geometria Euclidiana

Dados um ponto F e uma reta d, pertencentes a um plano cartesiano R?, com
F ¢ d, seja p a distancia entre F e d.

Parabola é o conjunto dos pontos de R? que estdo a mesma distancia de F e

Parabola = {P € R?|Dg(P,F) = Dg(P,d)}
d
Qt:

Figura 3.2.1 — Parabola euclidiana.
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Tabela 2 — Elementos da Parabola

- Foco: F
- Diretriz: d d
- Parametro: p

- Vértice: V

L ]

- Eixo de simetria: reta VF \% F

«— D —>

Figura 3.2.2 — Elementos da

Parabola euclidiana.

Equacao reduzida

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal com origem no vértice da parabola

e eixo das abscissas passando pelo foco. E evidente que o foco é F(g, 0) e a diretriz

d tem equacdo x = —

Nestas condi¢des, chama-se equacao reduzida da parabola a equacdo que

P(x,y), ponto genérico da curva, vai verificar.

d Ay

Qb
P € parabola & PF = PQ

XV

Entao:

j(x—§)2+(y—0)2=J(x+§)2+(y—y>2

(x—§)2+y2 = (x+§)2

2 2
xz—px+pz+y2=x2+px+pz

y? =2px0O
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3.2.2 Paradbola na Geometria do Taxi

A parabola em especial, tem em sua definicho um conceito que precisamos
entender melhor nessa geometria, que € o célculo da distancia entre um ponto e uma
reta.

Definicdo: Dado o ponto P(x,,y,) € a reta r:ax + by + ¢ = 0, na geometria do
taxi temos que a distancia de P areta r é dada por:

laxy + by, + c|

Or®:m) = "Npaelial, 101

Para uma melhor compreensdo acerca da demonstracdo dessa férmula,
sugerimos a leitura de uma de nossas referéncias, [4]. Com isso, podemos definir a

parabola na geometria do taxi.

Tomemos entdo, o ponto F(a,b) e a reta d : mx +ny +c=0. Os pontos
P(x,y) € R? tal que a igualdade D;(P,F) = Dy(P,d) é verificada.

Parabola no modelo do Taxi

PT = {P € IRleT(PﬂF') = DT(Pld)}

lmx + ny + c|
Méx{|m|, |n[}

Pr:l|x—al+|y—bl=

Forma Canobnica: Para obtermos um melhor entendimento da forma candnica

de uma parabola, vamos separar em quatro casos.

1° Caso: Reta diretriz paralela ao eixo das abscissas.
2° Caso: Reta diretriz paralela ao eixo das ordenadas.
3° Caso: Reta diretriz paralela a reta x=y.

4° Caso: Reta diretriz diferente das anteriores.

1° Caso: Dados o ponto A(0,m) earetar : y =ncom 0 <n < m. Encontre os

pontos P(x,y) do plano que atendem a equac¢éo: D;(P,A) = Dr(P,r)

Solucgéo:

Podemos ver claramente que A & r.
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Nessas condi¢fes, temos que:

x| + |y —m| = |y —n|

0
X ®

v

v

y ° °

n m
Parax <0 e y <n.-. —x—y+m= —y+n—>(né0ésolugﬁo)
Parax<0en<y<m:—-x—-y+2=y—-n-2y+x=m+n/(a

Parax<0ey=>2m:«—x+y—m=y—n-|x=n—m|b)

Parax>0 e y<n&sx—y+m= —y+n—)(nﬁ()ém')lugzi())
Parax>=0en<y<mox—y+m=y—-n-2y—x=m+n(

Parax>0ey>m.x+y—m=y—n-|x=m-—n|)

Com todas as equacdes definidas, podemos esbocar o gréfico da parabola na

Forma Canbnica.

A0, m)

Figura 3.2.3 — Parabola na geometria do Taxi

(Forma canbnica/1° Caso).

2° Caso: Dados o ponto A(m,0) earetar : x =ncom0 < n < m. Encontre 0s

pontos P(x,y) do plano que atendem a equacédo: D(P,A) = Dy(P,r).
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0 n Am, 0) X

Figura 3.2.4 — Parabola na geometria do Taxi

(Forma canbnica/2° Caso).

3° Caso: Dados o ponto A(m,—n) earetar: y=x com 0 <n <m. Encontre

0s pontos P(x,y) do plano que atendem a equacao: D;(P,A) = Dy(P,r)

y [
0 m

X
n A(m,-n)

Figura 3.2.5 — Parabola na geometria do Taxi

(Forma can6nica/3° Caso).

4° Caso: Dados o ponto A(m,—n) earetar: y=cxcom0<n<m e
{c € R*/c # 1}. Encontre os pontos P(x,y) do plano que atendem a equacao:
DT(PrA) = DT(P,T)
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Figura 3.2.6 — Parabola na geometria do Taxi

(Forma can6nica/4° Caso).

Utilizando o software Geogebra, podemos observar mais facilmente todos os

casos acima descritos.
Acesse 0 QR Code e observe esse fato de forma dinamica:

Link: https://www.geogebra.org/m/q38b5twm

Abaixo temos um exemplo numeérico para ilustrar a constru¢ao de uma parabola
na geometria do taxi.

Exemplo: Dados o ponto A(2,2) earetar : y = —4, encontre os pontos P(x,y)
do plano que atendem a equacéao: D;(P,A) = D;(P,r)
Solucao:
Podemos ver claramente que A & r.
Nessas condicfes, temos que:

lx = 2] + |y — 2| = [y + 4]

2
®

v



https://www.geogebra.org/m/q38b5twm
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Parax<2ey<-4:.-—-x—-2-y+2= —y—4—>(’nﬁocsolugm)
Parax<2e —4<y<2:—x—-2-y+2=y+4->2y+x=0(0
Parax<2ey=>22:.—-x—-24+y—-2=y+4->x=—-4\h
Parax>2ey<—-4:.x+2—-y+2 :—y—4—>(n[u,)(‘solugfu,))
Parax>2e —4<y<2:x+4+2—-y+2=y+4->2y—x=4|0
Parax>2ey>2cox—-24+y—2=y+4->/x =8|

Com todas as equacdes definidas, podemos esbocar o gréafico da parabola no
modelo do Taxi.

3

=

-5

Figura 3.2.7 — Parabola na geometria do Taxi.

3.3 Hipérbole

3.3.1 Hipérbole na Geometria Euclidiana

Dados dois pontos distintos F; e F,, pertencentes a um plano cartesiano R?,
seja 2¢ a distancia entre eles.

Hipérbole é o conjunto dos pontos de R? cuja diferenca (em valor absoluto) das
distancias a F; e F, € a constante 2a (0 < 2a < 2c).
Hipérbole = {P € R?||Dz(P, F,) — Dz (P, F,)| = 2a}
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2a
2c

Figura 3.3.1 — Hipérbole euclidiana.

Tabela 3 — Elementos da Hipérbole

- Focos: os pontos F; e F,
- Centro: o ponto O, que € o ponto

médio de A4,

- Semieixo real: a B,

- Semieixo imaginario: b b

- Semidistancia focal: ¢ O. 9
- Vértices: os pontos A4, A, B,

- Eixo real: |A14,| = 2a

- Eixo imaginario: |B;B,| = 2b

- Distancia focal: |F;F,| = 2c

2a
2c >

- Excentricidade: e = < »
¢ Figura 3.3.2 — Elementos da Hipérbole euclidiana.

-Relagdo notavel: ¢? = a? + ¢?

Equacao reduzida

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que A, A4, contido no eixo 0X e
B; B, contido no eixo OY.

E claro que os focos s&o os pontos: F;(—c,0) e F,(c,0).
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Nestas condi¢des, chama-se equacéo reduzida da elipse a equagao que

P(x,y), ponto genérico da curva, vai verificar.

P € hipérbole & |PF, — PF,| = 2a B, £

Entao:

JE+02+ @ —-02—/(x—c)?+(y—0)?=12a

V=02 +y2=(x-c)?+y?+2a

(x+c)?+y2=(x—0c)*+y*+4a/(x—c)?+ y? + 4a*
4cx — 4a® = t4a/(x — c)? + y?
cx —a® = +a/(x — )2 + y?

(cx —a?)? = a?(x — ¢)? + a®y?
c?x? — 2a%cx + a* = a®x? — —2a’%cx + a®c? + a%y?
(c? — a¥)x? — a?y? = a?(c? — a?)
b2x? — a?y? = a?b?

2

2
y
—b—2=1|:]

le =

3.3.2 Hipérbole na Geometria do Taxi

A definicdo da hipérbole na geometria do taxi € a mesma que vimos na
geometria euclidiana, utilizando, porém, a distancia taxi.
Tomemos entéo, os pontos F; (a, b), F,(c,d) e P(x,y) e aconstante k € R, logo.

Hipérbole no modelo do Téxi

HT = {P € ]:RZ”DT(P, Fl) - DT(P, Fz)l = Zk} e DT(FIJ Fz) > Zk
Hr:|lx —al + |y — bl = (Ix —cl + |y — d])| = 2k
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Como visto para circunferéncia, ao aplicarmos uma translacdo dos focos da

elipse, obteremos uma hipérbole congruente.

Forma Canbnica: Para obtermos um melhor entendimento da forma candnica

de uma hipérbole, vamos separar em trés casos.

1° Caso: Focos fora dos eixos, equidistantes e diametralmente opostos com

relacdo a origem (O, 0).

a) n—m<§
b) n—m>§

C
C) n-—m=-

2° Caso: Focos no Eixo X e em suas paralelas.

3° Caso: Focos no Eixo Y e em suas paralelas.

1° Caso (a): Dados os pontos A(m,n) e B(—m,—n) com 0 < m < n. Encontre
0s pontos P(x,y) do plano que atendem a equacéao: |D(P,A) — Dr(P,B)| = ¢ com
Dy (A, B) > cen—m<§.
Solucéo:

Nessas condi¢des, temos que:

||x—m|+|y—n|—|x+m|—|y+n||=C
-m m

X ® ° >
y ° o>

-N n
Parax<-mey<-n.|-x+m—-y+n—(—x—m)—(—y—n)|=c-
I2m + 2n| = ¢
Parax<-me -n<y<n+|-x+m-y+n—-(-x-m)—(y+n)|=c-

|—2y+2m|=c—>y=m+§0uy=m—§ (a)

Parax<-mey=2n.|-x+m+y—-n—(—x—-m)—(y+n)|=c
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||2m - 2n| = C|(£ So]ugﬁo)

Para—-m<x<mey<-n-|-x+m-y+n—-(x+m)—(—y—n)|=c-

|-2x+2n|=co>x=n+=oux=n—</m
2 2

Para-m<x<me -—-n<y<na|-x+m—-y+n—(x+m)—(y+n)|=c-

|-2x =2yl = c >y = —x —~|©ouly = —x + (@)

Para-m<x<mey=2na|—x+m+y—-n—(x+m)—(y+n)=c-

C C
|—2x — 2n| =CoX=-—n—Coux=-—n+-()

Parax>mey<-n.|lx—-m—-y+n—-(x+m)—(-y—n)|=c-

||—2m + 2n| = C|(£ solucido)

Parax>me —n<y<n~slx—-m-y+n—(x+m)—(y+n)|=c-

|—2y—2m|=c—>y=—m—§ouy=—m+§ )

Parax >mey=>2n-|lx—m+y—-n—(x+m)—(y+n)|=c—-

||—2m - 2n| = C|(iﬂ solugdo)

Com todas as equacdes definidas, podemos esbocar o grafico da hipérbole na
Forma Candnica (1°Caso-a).

A(m,n)

(a)

(d)
*B(-m , -n)

Figura 3.3.3 — Parabola na geometria do Taxi

(Forma canbnica/1° Caso-a).
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1° Caso (b): Dados os pontos A(m,n) e B(—m,—n) com 0 < m < n. Encontre
0s pontos P(x,y) do plano que atendem a equacéao: |Dr(P,A) — Dr(P,B)| = ¢ com
D;(A, B) >cen—m>§.
Solucgéo:

Nessas condi¢des, temos que:

||x—m|+|y—n|—|x+m|—|y+n||=c
-m m
X ° L >
y ° *—>
-n n
Parax<-mey<-n.|-x+m—-y+n—(—x—m)—(—y—-n)|=c-
|2m + 2n| = ¢

Parax<-me -n<y<na|l-x+m-y+n—-(—x-m)—(y+n)|=c-
|—2y+2m|=c—>y:m+§(b)ey=m—§ (@)
Parax<-mey=2na|-x+m+y—n—(—x—-m)—(y+n)|=c
|2m — 2n| = ¢
Para—-m<x<mey<-n-|l-x+m-y+n—(x+m)—(-y—n)|=c-
|—2x+2n|=c—>x=n+§oux=n—§
Para-m<x<me -—-n<y<n|-x+m-y+n—(x+m)—(y+n)|=c-
|-2x =2yl =c=ly=—x—|0ey=—x+_|@
Para-m<x<mey2n:|—x+m+y—-n—(x+m)—(y+n)|=c-

c c
|—2x—2n|=c—>x=—n—§0ux=—n+§

Parax>mey<-n-|lx—-m—-y+n—-(x+m)—(-y—-n)|=c-
|-2m + 2n| = ¢
Parax>me —n<y<n«|lx—-m-y+n—-(x+m)—(y+n)|=c-
|—2y—2m|=c—>y:—m—§(e) ey=—m+§ )
Parax>meyz=n-|x—-m+y—-n—(x+m)—(y+n)|=c-
|-2m — 2n| =¢

Com todas as equacdes definidas, podemos esbocar o grafico da hipérbole na

Forma Candnica (1°Caso-b).
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.
A(m,n)

Figura 3.3.4 — Hipérbole na geometria do Taxi

(Forma canbnica/l1° Caso-b1l).

1° Caso (c): Caso n—m = g as igualdades |2m —2n| =c e |[-2m+2n| =¢

terdo solucdo. Sendo assim, além das equacdes encontradas, teremos também as

areas delimitadas pelas inequagbes: x <-mey=>n,x>mey < —n.

*Am.n)

b -
B(-m , -n)|

Figura 3.3.5 — Hipérbole na geometria do Taxi
(Forma canbnica/2n — 2m = c).

Este € ponto de passagem do (1° Caso-a) para o (1° Caso-b).
Agora, veremos o que acontece com a hipérbole ao aplicar as funcbes T e W.
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Seja T :R? - R?, tal que T(x, y) = (y, x)
Temos, T(A) = (n,m) e T(B) = (—n,—m) com 0 < m < n.

Com isso, ao analisar as equacdes do (1° Caso-b), teremos:

c c
x=m+§(b)ex=m——(a)
_ c _ +c

y=—-x 2(6)637— X 2(d)
_ C _ +c

X=-m 2(.e)ex— m 2(f)

Com todas as equacdes definidas, podemos esbocar um novo gréfico
da hipérbole para a Forma Canénica (1° Caso-b).

Iy A(n, m)
.

.
B(-n, -m)

Figura 3.3.6 — Hipérbole na geometria do Téxi

(Forma canbnica/l1° Caso-b2).

SejaW : R? - R?, tal que W(x, y) = (—x, y)
Temos, W(A) = (—m,n) e W(B) = (m,—n) com 0 < m < n.

Caso seja aplicado a funcdo W, serdo mantidas as equacdes estudadas
em cada um dos casos anteriores.

2° Caso: Dados os pontos A(m,0) e B(—m, 0) com 0 < m. Encontre os pontos

P(x,y) do plano que atendem a equacéo: |D(P,A) — D+(P,B)| = c com D;(4,B) > c.



Capitulo 3 — As Codnicas na Geometria do Téaxi 49

Ao resolver as equacdes nesse caso, teremos como resultado apenas duas

—C

retas verticais x = n + % ex=n-— g Como n = 0, temos entao as retas x = %e X =

B(-m, 0) A(m, 0) x

Figura 3.3.7 — Hipérbole na geometria do Taxi

(Forma can6nica/2° Caso).

3°Caso: Dados os pontos A(0,n) e B(0,—n) com 0 < n. Encontre os pontos
P(x,y) do plano que atendem a equacéo: |D(P,A) — Dr(P,B)| = c com D;(4,B) > c.

Ao resolver as equacles nesse caso, teremos como resultado apenas duas

retas horizontais y = m +§ ey=m-— % Como m = 0, temos entdo as retas y = % e
— =€
y =
y
2| A©.n)
0
X
| B, -n)

Figura 3.3.8 — Hipérbole na geometria do Taxi

(Forma canbnica/3° Caso).
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Utilizando o software Geogebra, podemos observar mais facilmente todos os
casos acima descritos.

Acesse 0 QR Code e observe esse fato de forma dinamica:

Link: https://www.geogebra.org/m/cffvthnb

Abaixo temos um exemplo numérico para ilustrar a construcdo de uma
hipérbole na geometria do taxi.

Exemplo: Dados os pontos A(—1,1) e B(1,—2), encontre os pontos P(x,y) do
plano que atendem a equacéao: |D;(P,A) — Dy(P,B)| = 3
Solucéao:
Dr(A4,B) > 3
Dr(AB)=1-1-(WI+1-(=)|=[-2[+]1+2]=5
Logo, como 5 >3 - Dy(4,B) >3

Nessas condi¢fes, temos que:

lIx+1l+ly—1—lx—1—-|y+2||=3

-1 1
X @ @ >
y ® ° >
_2 1

Parax<-ley<-2+|-x—-1-y+1—x+1)—-(—y—2)=3->

1] =3

Parax<-1le —-2<y<1la|x—-1-y+1—(—x+1)—-(y+2)|=3->

| -2y —3|=3->y=-3o0uly =0
Parax<-ley=>1.|-x—-1+y—-1—(—x+1)—-(y+2)|=3-|-5/=3
Para—-1<x<ley<-2:+:|lx+1-y+1—(—=x+1)—-(—y—-2)|=3->


https://www.geogebra.org/m/cffvthnb
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|12x + 3| =3 > x = -3 oux =0/
Para—1<x<le-2<y<lafx+1-y+1—(—x+1)-(@y+2)=3->

2x =2y —1|=3->y=x—-2/ouy=x+ 1@

Para —-1<x<ley>1l.lx+14+y—-1—(—x+1)—-(y+2)=3-]2x—-3|=3->
x = 3oulx =0/
Parax>1ley<-2:+|lx+1—-y+1—(x—-1)—-(-y—-2)|=3-||5|=3
Parax>1e —2<y<1la|lx+1-y+1—(x-1)—-(y+2)|=3-

-2y + 1| =3 >y =-1(Houy =2
Parax>1ley>21alx+14+y—-1—(x—-1)—-(y+2)=3-|-1| =3

Com todas as equacdes definidas, podemos esbocar o gréfico da hipérbole no
modelo do Taxi.

(d)

(b)

Figura 3.3.9 — Hipérbole na geometria do Taxi.

3.4 Proximo passo: secdes cOnicas na Geometria do Taxi

3.4.1 As Cobnicas de Apolbnio

Apolénio de Perga, nasceu no sul da Asia Menor, por volta de 262 a.C e morreu

por volta de 190 a.C.,[1]. Ele escreveu muitos tratados matematicos, dentre eles, “As
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cbnicas”, é considerada juntamente com os Elementos de Euclides uma das maiores
obras sobre secdes cbnicas. Entretanto, a obra de Apolénio acrescentou algumas
propriedades aprimorando o que tinha sido desenvolvido por Euclides e seus
antecessores.

Apoldnio descobriu que ndo é necessario realizar os cortes dos cones por
planos perpendiculares a geratriz, basta variar a inclinacao do plano da secdo. Provou
também que o0 cone nédo precisava ser reto, podendo ser obliquo ou escaleno. Uma
das propriedades mais importantes acrescentadas por Apoldnio, foi a substituicdo do
cone de uma folha pelo de duas folhas, com isso a hipérbole passou a ser entendida

como uma curva de dois ramos.

Figura 3.4.1 - Cone de duas folhas

Defini¢cbes de Apoldnio:
Definicdo. O triangulo axial é o triangulo obtido no corte do cone a partir do

vértice em seu eixo por um plano, e na figura 3.4.2 é denotado por AVCD.

Definicdo. O diametro da base do cone € a intersecdo da base com o plano

com o qual o cone foi cortado, e esta representado na figura 3.4.2 por CD.

A parabola, a elipse e a hipérbole sédo definidas como as interse¢des dos planos
gue cortam o segmento CD (diametro) ou seu prolongamento sobre uma reta EF com
0 cone. A reta AS é a intersecdo dos cortes do plano com o triangulo axial. Dessa

forma, com relacdo a esse método obtemos:
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Tabela 4 — Cénicas de Apol6nio

Definicao

Representacdo Geométrica

Parabola: caso em que AS € paralelo ao

lado do triangulo axial.

O nome “parabola” vem do grego
paraboli, que significa aproximacédo sem

falta ou excesso.

v

A

L

S
E

Figura 3.4.2 - Parabola
Fonte: LOPES, F.J., 2011[6]

Elipse: caso em que AS intersecciona

dois lados do triangulo axial.

O termo “elipse” foi originado do grego
ellipis, que corresponde a aplicacéo de

areas por falta.

Figura 3.4.3 - Elipse
Fonte: LOPES, F.J., 2011[6]

Hipérbole: caso em que AS
intersecciona dois lados do triangulo
axial e o prolongamento do outro lado

oposto ao vértice V.

O termo “hipérbole” foi originado do
grego yperboli, isto é, uma aplicacdo de

areas por excesso.

Figura 3.4.4 - Hipérbole
Fonte: LOPES, F.J., 2011[6]

3.4.2 Um exemplo na Geometria do Taxi

Diferentemente das sec¢0es conicas de Apoldnio, definir algo parecido ao cone

de duas folhas na Geometria do Taxi, ndo parece ser algo simples. Pelo simples fato
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de: ao rotacionar os focos de uma elipse e de uma hipérbole, ou até mesmo a reta
diretriz de uma parabola, temos diferentes resultados devido a complexidade das
equacOes modulares encontradas nas conicas do Taxi.

Podemos perceber tal fato nos 3 casos que foram divididos a forma canonica
da elipse. Para o 1°caso temos a interse¢ao de 8 equacgdes tendo como resultado 8
segmentos de reta, formando assim um octogono. Para o 2° e 3° casos temos como
a intersecao das 8 equacdes, 6 segmentos de reta, formando assim um hexagono. Ou
seja, a elipse tem dois formatos diferentes dependendo de onde estejam seus focos.

Com todas essas variagcoes nas equacdes conicas, nos fazemos a seguinte
pergunta: sera possivel encontrar uma Unica equacéao incluindo o Eixo Z, que ao
intersectar planos em diferentes inclinacbes, nos resultam as trés cobnicas da
Geometria do Taxi? Ainda ndo possuimos essa resposta mas podemos analisar de
forma inicial a equacao da elipse (1° Caso) vista nesse capitulo incluindo mais um
eixo.

Veremos a seguir uma interpretacéo da elipse na Geometria do Taxi, mas agora
em 3 dimensdes (incluindo o Eixo Z). Nao falaremos mais de intersecdes de retas mas
sim de interse¢des de planos formando assim superficies.

Usaremos o 1° Caso da elipse para a ilustracdo de sua respectiva superficie.

As superficies abaixo foram feitas no Software Geogebra3D.

Tabela 5 — ElipseGT

Equacéao Superficie

|x —al + |y = bl + |x +al + |y + b| = |z]

Secdes paralelas:

e Ao Plano XY: séo elipses;

e Ao Plano XZ: séo hipérboles;

e Ao Plano YZ: sao hipérboles.

Figura 3.4.5 — ElipseGT-3D.

Fazendo a sec¢éo paralela ao Plano XY, obteremos elipses. Podemos observar

esse fato na imagem abaixo.
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Figura 3.4.6 — ElipseGT-3D (Plano XY).

Fazendo a secéo paralela ao Plano XZ, obteremos hipérboles. Observe esse

fato na imagem abaixo.

Figura 3.4.7 — ElipseGT-3D (Plano XZ).

De maneira semelhante, ao fazer a secao paralela ao Plano YZ, obteremos
hipérboles. Podemos observar esse fato na imagem abaixo.

Figura 3.4.8 — ElipseGT-3D (Plano YZ).
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Interessante observar que ao fazer a secdo com o Plano X=Y, obteremos

hipérboles. Podemos observar esse fato na imagem abaixo.

Figura 3.4.9 — ElipseGT-3D (Plano X=Y).

Podemos concluir que ao fazer as secbes acima e observando suas
intersecdes, temos como resultado as conicas estudadas na geometria do taxi. Os
outros dois casos da elipse e as demais conicas, quando feitas as secdes paralelas,

ndo ficam claros geométrica e algebricamente seus resultados.



Capitulo 4

ATIVIDADES DIDATICAS

Veremos a seguir algumas atividades voltadas para o ensino basico, visando levar esse

assunto de forma leve e interessante para os alunos e por fim as considerac¢des finais.

4.1 Atividades

As atividades a seguir tém como objetivos gerais:

e Resolver situacbes-problema adotando estratégias, desenvolvendo
assim novas formas de raciocinio;

e Trabalhar em equipe de modo cooperativo;

e Entender aplicagdes de um novo conceito de distancia (Distancia Taxi);

e Relacionar a circunferéncia e as conicas nas geometrias Euclidiana e
na geometria do Taxi.

Atividade 1

Publico alvo: Alunos que estdo cursando o 9°Ano do Ensino Fundamental,
pois ja conhecem o plano cartesiano e a geometria basica necessaria para 0S
assuntos abordados.

Metodologia: Para aresolucéo da atividade, a turma sera dividida em duplas
ou trios, e ao final, com mediagao do professor, os alunos debaterdo a tarefa realizada.

A atividade seguira o seguinte processo de resolucéo:

e Primeiro, o professor apresentara aos alunos a Geometria do Taxi,
ensinando um novo conceito de distancia;

e Apols conhecer essa nova geometria, a turma fara a atividade com
breves intervencdes do docente;
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e Ao final, o professor realiza uma discussao sobre as respostas obtidas e
faz o paralelo entre as geometrias Euclidiana e do Taxi.

Material didatico:

e Presencial: mapa da cidade impresso (ou uma malha quadriculada),
régua, compasso, lapis e borracha;

e On-line: utilizacdo do software para desenho geométrico Geogebra.
Tempo: O tempo estimado para realizagdo da atividade sera de 45 min.

Situacao problema:

O trabalho de Jodo o transferiu para uma nova cidade. Chegando I4, ele
percebeu que se tratava de uma cidade planejada, onde todos os quarteirdes
tinham o formato quadrado, de lado 200m. Além disso, ele observou que todas as
ruas possuiam ciclovias. Como Jodo planejava usar sua bicicleta diariamente
como meio de transporte, ele decidiu alugar um apartamento ha 1 km de distancia
de seu novo emprego.

RuaY

Rua X

Figura 4.1 — Atividade 1.

a) Encontre o maximo de pontos no mapa da cidade que fiquem exatamente
ha 1 km do novo trabalho de Joéo.

Orientac&o para o professor: E importante o professor orientar os alunos sobre a quantidade
de pontos a serem marcados no mapa, ou seja, quanto mais pontos eles marcarem no mapa,
mais facilmente verdo o caminho a ser tragado na letra “b”.

b) Vocé reconhece essa figura? Com o auxilio de uma régua, conecte 0s
pontos marcados na letra “a” com o objetivo de revelar tal figura conhecida.

Orientacdo para o professor: Apds o término da letra “b”, 0 professor deve comentar sobre a
influéncia do tamanho dos quarteirbes na quantidade de pontos. Ou seja, quanto menor o
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guarteirdo, mais pontos poderdo ser marcados no mesmo mapa, tendo assim um melhor
detalhamento para tracgar as linhas pedidas.

c) E se essa situacao tivesse que ser resolvida segundo a geometria
euclidiana, como seria a forma tracada? Desenhe.

Orientacdo para o professor: Professor introduz a discussao final sobre as duas geometrias
construindo com eles a solugéo na geometria euclidiana no mesmo mapa.

Atividade 2

Publico alvo: Alunos que estdo cursando a 32 série do Ensino Médio, pois é
preciso que todos ja tenham aprendido previamente as definicdes das cbnicas.

Metodologia: Para aresolugdo da atividade, a turma sera dividida em duplas
ou trios, e ao final de cada situagao problema, com mediacao do professor, os alunos
debaterédo a tarefa realizada.

A atividade seguira o seguinte processo de resolucao:

e Primeiro, o professor apresentard aos alunos a Geometria do Taxi,
ensinando um novo conceito de distancia;

e Apds conhecer essa nova geometria, a turma fard a atividade com
breves interven¢des do docente;

¢ Ao final de cada situacdo problema, o professor realiza uma discusséo
sobre as respostas obtidas e faz o paralelo entre as geometrias
Euclidiana e do Taxi.

Material didatico:

e Presencial: mapa da cidade impresso (ou uma malha quadriculada),
régua, lapis e borracha;

e On-line: utilizacao do software para desenho geométrico Geogebra.

Tempo: O tempo estimado para realizagdo da atividade sera de 45 min.

Situacao problema (a):

Visando melhorar a eficiéncia das ambulancias, o prefeito de uma cidade
planejada — onde todos os quarteires tém formato quadrado (de lado 200 m) e as
ruas sdo mao dupla —, estabeleceu rotas diarias para cada veiculo.

As ambuléancias que fazem rota entre o Hospital Central (HC) e a Unidade de
Pronto Atendimento (UPA) s poderdo percorrer caminhos em que a soma das
distancias entre o HC e a ambulancia, e entre a UPA e a ambulancia, seja no maximo
1600m.
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b)

d)

RuaY

HC .U PA Rua X

Figura 4.2 — Atividade 2 (a).

Encontre o maximo de pontos no mapa da cidade em que a soma das
distancias seja exatamente 1600m.

Orientacdo para o professor: E importante o professor orientar os alunos sobre a
guantidade de pontos a serem marcados no mapa, ou seja, quanto mais pontos eles
arcarem no mapa, mais facilmente verdo o caminho a ser tracado na letra “b”.

Com o auxilio de uma régua, conecte os pontos marcados no item “a” de tal
forma que apareg¢a um hexagono convexo.

Orientacdo para o professor: Apds o término da letra “b”, o professor deve comentar
sobre a influéncia do tamanho dos quarteires na quantidade de pontos. Ou seja, quanto
menor o quarteirdo, mais pontos poderdo ser marcados no mesmo mapa, tendo assim um
melhor detalhamento para tracar as linhas pedidas.

Agora, seguindo a restricdo dada, a ambulancia deve percorrer um caminho
gue esteja no maximo a 1600 m. Como vocé interpreta essa afirmacao?

Orientacdo para o professor Nesse item o professor ird discutir o conceito de distancia
maxima. Aqui abordamos a ideia de area, pois qualquer ponto no interior da regido
delimitada no item “b”, seguiria a restricdo dada.

E se essa situacao tivesse que ser resolvida segundo a geometria
euclidiana, como ficaria a figura? Desenhe.

Orientacdo para o professor: Professor introduz a discusséo final sobre as duas
geometrias construindo com eles a solugdo na geometria euclidiana ho mesmo mapa,
mostrando que estamos falando da elipse.

Situacdo problema (b):

A partir das rotas criadas para as ambulancias, o prefeito percebeu uma

melhora no sistema de salde da cidade. Também visando otimizar o sistema de coleta
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de lixo e garantir maior sustentabilidade, o prefeito optou pela coleta seletiva e decidiu

fazer um teste na zona norte da cidade.

Para isso, foram criadas rotas para seis dias da semana, comecando na

segunda e terminando no sabado.

9
METAIS

Figura 4.3 — Coleta Seletiva.

O caminh&o saira do Centro de Coleta (CC), descera um quarteirdo em direcao

arua X e a partir dai devera manter sempre a mesma distancia entre a rua X e o CC.

a)

b)

RuaY

Rua X

Figura 4.4 — Atividade 2 (b).

Encontre o nUmero maximo de pontos no mapa da cidade seguindo o
comando dado. Em seguida, tente tracar a rota do caminhdo em cima
dos pontos marcados.

Orientacédo para o professor: O professor abre uma discusséo sobre qual conica os
alunos acham se trata esse desenho, chegando assim na parabola euclidiana. Em
seguida, ele apresenta aos alunos o 1° Caso na Geometria da parabola do Taxi.

Como ja sabemos da teoria analitica tradicional, o caminh&o apresenta
um percurso parabodlico, agora vamos modelar essa rota
algebricamente. Determine uma equagcdo que represente
matematicamente essa conica.
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Orientacdo para o professor: Apos o término da letra “a” e a explicagdo sobre a
pardbola do taxi, oriente os alunos a transformar o mapa num plano cartesiano
numerado em que Ruas X e Y sdo os eixos X e Y.

c) E se essa situacao tivesse que ser resolvida segundo a geometria
euclidiana, como ficaria a equacgéao e a figura?

Orientacdo para o professor: Professor introduz a discusséo final sobre as duas
geometrias, construindo com eles a solucéo na geometria euclidiana no mesmo mapa.

4.2 Consideracdes finais

Através da analise das conicas na Geometria do Taxi, podemos perceber
formatos diferentes em uma mesma coénica. Neste trabalho, introduzimos uma
generalizagao de tais conicas, separando-as em casos. Com a ajuda do software
GeoGebra conseguimos ter uma melhor visualizagdo do formato de cada caso
estudado.

No final do capitulo 3, analisamos um exemplo possivel para uma interpretacao
das conicas como sendo sec¢Oes de uma superficie. Nesse sentido, esta anélise ainda
€ inicial, possivelmente, um estudo mais aprofundado sobre o assunto trara grandes
resultados em pesquisas futuras.

Por fim, concluimos que o contato dos alunos com a Geometria do Taxi via
GeoGebra no ensino basico, contribuira com o desenvolvimento das competéncias

especificas da area de Matemética e suas tecnologias.
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Apéendice

RESOLUCAO DA ATIVIDADE

Abaixo temos aresolucéo das duas atividades propostas.
Atividade 1

a) Possibilidades para marcagcédo dos pontos.

Figura 5.1 — Atividade 1(gabarito-a).

b) Caso os quarteirdes tivessem as medidas de seus lados iguais a 100 m e
50 m, teriamos uma quantidade maior de pontos, dando assim um maior

detalhamento.

Figura 5.2 — Atividade 1(quarteirdes 100 m e 50 m).
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Abaixo, as linhas a serem tragadas formam a circunferéncia taxi.

Figura 5.3 — Atividade 1 (gabarito-b).

c) Importante observar a circunferéncia nas duas geometrias e atentar para o

fato que existem apenas quatro pontos comuns entre elas.

Figura 5.4 — Atividade 1 (gabarito-c).
Atividade 2

Situacao problema (a):

a) Possibilidades para marcagao dos pontos.
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Figura 5.5 — Atividade 2-a (gabarito-a).

b) Caso os quarteirdes tivessem as medidas de seus lados iguais a 50 m,
teriamos uma quantidade maior de pontos, dando assim um maior

detalhamento.

Figura 5.6 — Atividade 2-a (Quarteirées 100 m).

Abaixo, as linhas a serem tracadas formam a elipse do taxi.

HC UPA Rus X

Figura 5.7 — Atividade 2-a (gabarito-b).
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c) Nessa atividade, temos que nos atentar para o fato de ser no maximo 1600
m. ISso nos traz a nocao de area. Ou seja, a rota da ambulancia deve estar

compreendida na area verde, que é representada pela elipse do taxi.

Figura 5.8 — Atividade 2-a (gabarito-c).

d) A area amarela, representa a elipse euclidiana.

HC _UPA Rua X

Figura 5.9 — Atividade 2-a (gabarito-d).

Importante observar a elipse nas duas geometrias nesse exemplo e
atentar para o fato que existem apenas dois pontos comuns entre elas. Todos

os demais pontos da elipse do taxi sdo interiores a elipse euclidiana.
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Figura 5.10 — Atividade 2-a (Elipses no mesmo mapa).

Situacao problema (b):

a) Possibilidades para marcagao dos pontos.

p
{ ]

Rua Y

L L 2
® L 3
L 2 L 3
L 3 L
° [ S °

Rua X

Figura 5.11 — Atividade 2-b (gabarito-a.1).

Abaixo, as linhas a serem tragadas formam a parabola do taxi.

RuaY

Rua X

Figura 5.12 — Atividade 2-b (gabarito-a.2).
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b) Seja CC o ponto (0, 2) foco da parabola e a Rua X (Eixo X) a reta diretriz.
Entéo, sendo o ponto CC(0,2) earetar: y = 0.
Devemos definir a equagcéo do plano em que qualquer ponto P(x,y) do
plano atenda a equacgéo: D(P,CC) = Dy(P,r).

Logo, a equacao da parabola do taxi é: |x| + |y — 2| = |y]|.

c) Mantendo as mesmas marcagdes feitas no item “b”, a equacgéo da parabola

na geometria euclidiana é: x? — 4y = —4.

Demonstracao:

Dg(P,CC) = Dg(P, 7).

|0.x + 1.y + 0]

V02 +17

/x2+(y—2)2=y

x?+y?—4y+4=y>

Jx=-02+ (@ -2)2=

x?—4y=—-4n

\\/

Figura 5.13 — Atividade 2-b (gabarito-c).



