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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar as funcgoes trigonométricas e hiperbdlicas
generalizadas, mais especificamente as fungoes trigonométricas e hiperbdlicas de terceira or-
dem, bem como a relacao entre elas, seus graficos, suas derivadas e alguma mengao a sua
histéria e algumas aplicacoes. Primeiramente serao definidas as funcoes trigonométricas cir-
culares comuns, com seus respectivos graficos, sua relacao com a geometria do circulo, serao
demonstradas as mais importantes identidades trigonométricas, férmulas de adicao de ar-
cos, derivadas, integrais dessas funcoes e suas inversas. A seguir serao apresentadas, através
da geometria da hipérbole equildtera, as funcoes hiperbdlicas cldssicas, bem como sua pa-
rametrizagao em relagao a funcao exponencial e aplicacoes. Também serao mostrados os
graficos delas, identidades fundamentais, férmulas de adi¢ao de arco, suas derivadas, inte-
grais e fungoes inversas. Posteriormente serao definidas as funcoes hiperbélicas de terceira
ordem como caso especial das hiperbdlicas generalizadas. O foco serd o estudo desse caso
especial, e serao tragados seus graficos, mostradas suas derivadas e relagoes fundamentais.
Finalmente serao definidas as fungoes trigonométricas de terceira ordem e a relacao entre
as trigonométricas e as hiperbdlicas de ordem trés. Através dessa relacao entre elas e das
propriedades das hiperbdlicas, ja estudadas, serao mostradas as derivadas, as formulas de
soma de arcos, algumas identidades e graficos das trigonométricas. Ao término sera feita
uma se¢ao com aplicacao das fungoes trigonométricas circulares e hiperbdlicas de segunda
ordem para alunos do ensino médio e uma breve conclusao sobre perspectivas futuras que
esse trabalho pode acarretar.

Palavras-chave:

Funcoes trigonométricas. Funcoes hiperbdlicas. Funcgoes hiperbdlicas generalizadas. Fungoes
trigonométricas generalizadas. Funcgoes hiperbdlicas de terceira ordem. Fungoes trigonométricas
de terceira ordem.



Sumario

1 Introducao

2 As fungoes trigonométricas

2.1
2.2
2.3
24

2.5
2.6
2.7
2.8

2.9
2.10

2.11

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

3.6
3.7

Razoes trigonométricas no triangulo retangulo . . . . . . . . .. ... ... ..
O circulo trigonométrico . . . . . . ...
Identidades trigonométricas . . . . . . . .. ..o
Gréficos das funcoes trigonométricas . . . . . . . ...
24.1 Gréficoda funcaoseno . . . . . ..o
2.4.2 Gréfico da fungao cosseno . . . .. ..o
2.4.3 Gréfico da fungao secante . . . . ... Lo
2.4.4 Gréfico da fungao cossecante . . . . . . ...
2.4.5 Gréfico da fungao tangente . . . . . . . ... oL
2.4.6 Gréfico da funcao cotangente . . . . . . ...
Férmulas de adicao de arcos para as fungoes trigonométricas . . . . . . . . . .
Derivadas das fungoes trigonométricas . . . . . . . . ... ... ...
Integrais das fungoes trigonométricas . . . . . . .. ...
As funcgoes trigonométricas inversas . . . . . . . ... ...
2.8.1 Afung@o arcoseno . . . . . . ...
2.8.2 A fung@o arco cosseno . . . . ...
2.8.3 A funcao arco tangente . . . . . . .. ..o
2.8.4 A funcao arco secante . . . . . . .. ...
2.8.5 A funcao arco cossecante . . . . . . . .. ...
2.8.6 A funcd@o arco cotangente . . . . . .. ...
Identidades envolvendo as fungoes trigonométricas inversas . . . . . . . . . ..
Derivadas das fungoes trigonométricas inversas . . . . . . . . .. ... ... ..
2.10.1 Derivada da funcao arcoseno . . . . . . .. ...
2.10.2 Derivada da funcao arco cosseno . . . . . . . ... ...
2.10.3 Derivada da funcao arco tangente . . . . . . . ... ... .0
2.10.4 Derivada da funcao arco secante . . . . . . . .. ...
2.10.5 Derivada da funcao arco cossecante . . . . . . . .. ... ... ...
2.10.6 Derivada da funcao arco cotangente . . . . . . . . . ... ...
Integrais das fungoes trigonométricas inversas . . . . . . . . .. .. ... ...

As fungoes hiperbdlicas

Relagao entre as fungoes hiperbdlicas e a fungao exponencial . . . . . . . . ..
Parametrizacao do seno hiperbdlico e do cosseno hiperbdlico . . . . . . .. ..
Formulas de adicao de arcos para as fungoes hiperbdlicas . . . . . . . . .. ..
Identidades envolvendo as fungoes hiperbdlicas . . . . . . . . ... .. ... ..
Grafico das funcoes hiperbdlicas . . . . . . . . . . ... L.
3.5.1 Gréfico da fungao seno hiperbdlico . . . . .. .. .. .. ... ... ..
3.5.2  Gréfico da fungao cosseno hiperbdlico . . . . . . .. ... ...
3.5.3 Gréfico da fungao tangente hiperbdlica . . . . . . . .. ... ... ...
3.5.4 Gréfico da fungao secante hiperbdlica . . . . . . . . . ... ...
3.5.5 Gréfico da fungao cossecante hiperbdlica . . . . . . . .. ... ... ..
3.5.6 Gréfico da fungao cotangente hiperbdlica . . . . . . . . . ... ... ..
Aplicacao das fungoes hiperbdlicas. . . . . . . . . . . .. ... ...
Funcgoes hiperbdlicas inversas . . . . . . . . . .. ... .

10
10
11
11
12
12
12
13
14
17
19
20
20
20
21
21
22
22
23
25
25
25
26
26
26
27
28



3.7.1 A funcao arco seno hiperbdlico. . . . . . . .. ...
3.7.2 A funcao arco cosseno hiperbdlico . . . . ... ..o
3.7.3 A funcao arco tangente hiperbdlico . . . . .. ... ...
3.7.4 A funcao arco secante hiperbdlica . . . . . .. ... ...
3.7.5 A funcao arco cossecante hiperbdlica . . . . . . ... ...
3.7.6 A funcao arco cotangente hiperbdlica . . . . . . . .. ...

4 As funcoes hiperbdlicas e trigonométricas de terceira ordem

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

4.8

Relagao fundamental e férmulas de argumento multiplo . . . . . . . . . .. ..
Formulas de adi¢ao de arcos para as fungoes hiperbdlicas de terceira ordem . .
Simetria das Funcoes Hiperbdlicas de Terceira Ordem . . . . . . . . . . .. ..
As funcgoes trigonométricas de terceira ordem . . . . . . . ... ... ... L.
Foérmulas de adigao de arcos para fungoes trigonométricas de terceira ordem

Identidades trigonométricas para as fungoes de terceira ordem . . . . . . . . .
Gréficos das funcoes trigonométricas de terceira ordem . . . . . . . .. .. ..
4.7.1 Graficos da funcao cosgp x . . . . . . ...
472 Graficos dafuncaosengy = . . . . .. ..o
4.7.3 Graficos da funcaosenzo . . . . . . ..o
474 Graficodafuncao tangy « . . . . . ...
4.7.5 Gréfico da funcao tango x . . . . ...
476 Graficoda funcaocots; x . . . .. ...
4777 Grafico da funcao cotso @ . . . .. ..o
4.7.8 Grafico da funcao secgo x . . . . ...
479 Graficodafuncaocscgy . . ... Lo
4710 Grafico da funcao cscso . . . . . ..o
Aplicacado em salade aula . . . . . . . ... ... L L

5 Conclusao e perspectivas futuras

40
40
41
41
41
42

43
49
ol
52
o4
26
o8
39
29
60
60
61
61
61
62
62
63
63
64

67



1 Introducao

A origem da trigonometria € incerta. Entretanto, pode-se dizer que o inicio do desenvolvi-
mento da trigonometria se deu principalmente devido aos estimulos gerados pela astronomia,
pela agrimensura e pela navegagao, por volta do século IV ou V a.C. [1], com os egipcios,
babilonios e gregos. As aplicagoes relacionadas a trigonometria nao ficaram restritas somente
a matematica, esta presente também na fisica, na cartografia, na arquitetura, na engenharia
[2]. Por exemplo, a técnica da triangulagao é usada em astronomia para estimar a distancia
das estrelas proximas; em geografia e na topografia para estimar distancias entre divisas e em
sistemas de navegacao por satélite. As funcoes seno e cosseno, que surgem na trigonometria,
sao fundamentais para a teoria das funcoes periddicas, que descrevem as ondas sonoras e
luminosas.

A palavra trigonometria significa medida das partes de um triangulo [3]. O astrénomo
grego Hiparco de Nicéia, posterior a Euclides, por volta de 180 a.C. a 125 a.C., ganhou o
direito de ser chamado “o pai da Trigonometria” [2, 3] pois, na segunda metade do século 11
a.C., fez um tratado em doze livros em que se ocupou da construcao do que deve ter sido
a primeira tabela trigonométrica, incluindo uma tabua de cordas. Evidentemente, Hiparco
fez esses cdlculos para usé-los em seus estudos de Astronomia. As principais contribuicoes
a Astronomia, atribuidas a Hiparco se constituiram na organizacao de dados empiricos de-
rivados dos babilonios, bem como na elaboragao de um catalogo estelar, fez melhoramentos
importantes em algumas constantes astronomicas como a duragao do meés e do ano, o tama-
nho da Lua, o angulo de inclinacao da ecliptica e, finalmente, a descoberta da precessao dos
equinocios. Também parece ter sido Hiparco o primeiro grego a dividir o circulo em 360° na
sua tabua de cordas, como faziam os babilonios muito antes.

Em meados do século XVIII, Vincenzo Riccati (1707 - 1775) definiu as fungdes hi-
perbélicas, assim chamadas por guardarem a mesma relacao para com a hipérbole equilatera
que as fungdes trigonométricas tém com o circulo (por isso também as trigonométricas sao
por vezes denominadas fung¢des circulares), obtendo as férmulas de adi¢ao e subtracao de
fungoes hiperbdlicas, andlogas as férmulas para as trigonométricas. Riccati foi o primeiro a
introduzir a notagao para essas fungoes, Sh z e Ch x [4], utilizadas para o seno hiperbdlico
e cosseno hiperbdlico, respectivamente, além de usar Sc x e Cc = para as fungoes da trigo-
nometria circular. A notagao senh = e cosh x para essas mesmas funcoes, e que vigoram até
hoje, surgiram apenas em 1768 com uma publicagdo do matematico suico Johann Heinrich
Lambert (1728 - 1777), onde se encontra o primeiro desenvolvimento sistematico das fungoes
hiperbdlicas. As aplicagbes dessas fungoes nao demoraram a surgir, na engenharia [32], com
a criacao e aperfeicoamento da ponte pénsil, dos cabos de distribuicao de energia, de cabos
telegraficos e etc, que descrevem uma curva denominada catendria, caracterizada por uma
funcao hiperbdlica, ou na matematica pura, na chamada geometria hiperbdlica, base para a
descricao matematica do espaco-tempo de Minkowski, da teoria da relatividade de Einstein,
um dos pilares da fisica moderna.

As funcoes trigonométricas e hiperbdlicas podem ser generalizadas de varias maneiras,
e entre as mais estudadas estao as fungoes de Bessel e as fungoes hipergeométricas, muito
conhecidas pela variedade de aplicacbes na fisica matematica. Pouco conhecidas, e talvez
por isso mesmo tenham surgido e sido reinventadas repetidamente na matematica desde
sua primeira formulagao pelo mesmo Vincenzo Ricatti, em 1757, sdo as chamadas fungoes
hiperbdlicas (e trigonométricas) generalizadas [8, 6, 7]. Essa classe de fungbes preservam
muito da beleza e simplicidade das fungoes trigonométricas e hiperbdlicas classicas (que na
formulacao generalizada sao as de segunda ordem), e muitas de suas propriedades podem



ser apresentadas sem o uso de técnicas avancadas de analise matematica. O estudo, e as
aplicacoes dessas funcoes, esta relacionado com tépicos tao diversos quanto o teorema bino-
mial [9], as transformadas finitas de Fourier (FFT) [9], as dlgebras de Clifford generalizadas
[13, 14, 12], a teoria dos grupos de Lie [16], as matrizes circulantes, anticirculantes e de Toe-
plitz [5, 10, 16, 17, 20|, equagoes diferenciais lineares ordinérias e parciais de ordem superior
9, 19], mecénica quantica em dimensao finita [13], redes de spin [15], etc.

Em contraste com as fungoes especiais da fisica-matematica que sao as mais conhecidas
generalizagoes das fungoes trigonométricas e hiperbdlicas de segunda ordem, a generalizagao
considerada aqui pode ser considerada elementar e rica fonte de investigacao para estudantes e
pesquisadores. Ha uma vasta e dispersa literatura sobre esse assunto que compreende muitas
décadas e diversos idiomas, principalmente em frances, inglés, italiano, alemao e polonés,
mas até o momento (aparentemente) nada foi escrito em portugués (uma referéncia é feita
no trabalho do PROFMAT [20]).

O software utilizado para esbogo dos graficos foi o Geogebra.



2 As funcoes trigonométricas

2.1 Razoes trigonométricas no triangulo retangulo

As razoes trigonométricas mais elementares no triangulo retangulo sao: o seno, o cosseno
e a tangente. Considere um triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e ¢. Destacando-
se o angulo a determina-se b como cateto oposto e ¢ como cateto adjacente. Denomina-se
também a abreviagdo sen para representar seno, cos para representar cosseno e tg para
representar tangente. Define-se entao as razoes a seguir:

Figura 1: Razoes trigonométricas no triangulo retangulo

cateto oposto b

sen @ = ——— = —; 1
hipotenusa a (1)
cateto adjacente ¢
cos o = _ = —; (2)
hipotenusa a
¢ cateto oposto b sen « ( £0) (3)
o= =-= ; (cos v .
& cateto adjacente ¢ cosa’

Define-se também outras razoes trigonométricas que se relacionam com as trés anteriores.
Sao essas: secante, a cossecante e a cotangente. Utiliza-se a abreviacao sec para representar
a secante, cosec para representar a cossecante e cotg para representar a cotangente. Essas
razoes sao definidas da seguinte forma:

= 0 4
seca = ——, (cosa # 0) (4)
1
= 0 5
cosec & = ——, (sen a # 0) (5)
1
cotg a = R (sen o # 0) (6)



2.2 O circulo trigonométrico

O circulo trigonométrico é uma circunferéncia de raio unitario usada para representar
angulos e relaciona-los com nimeros reais. Sendo assim cada ponto dessa circunferéncia estéd
relacionado a um numero real que representa um angulo. O centro dessa circunferéncia esta
sobre o ponto de coordenadas (0,0).

A ideia de volta esta presente nos circulos trigonométricos. Como o comprimento da
circunferéncia é 27, podemos dizer que uma volta completa nesses circulos tem essa medida,
mas o angulo formado por essa volta mede 360°. Dessa maneira, o nimero 27 relaciona-se
com o angulo 360°. A figura a seguir mostra a localizacao dos pontos correspondentes aos
angulos 0°, 90°, 180°, 270° e 360° e os nimeros reais, em fun¢ao de 7, relacionados.

g ou 90°

7 ou 180° I ‘ 27 ou 360°

= lou 270°

Figura 2: Circulo trigonométrico: representacao de alguns angulos

Neste circulo trigonométrico de raio unitéario, o eixo horizontal corresponde ao cosseno e
o eixo vertical corresponde ao seno. Como podemos observar na figura abaixo:

{0,1)

----------- P( cos (), sen (o))

sen(cx)

(a3

(-1.0) cos(a) (1,00 x

(0,-1)

Figura 3: Circulo trigonométrico: fungoes seno e cosseno



10

2.3 Identidades trigonométricas

As relagoes trigonométricas fundamentais originam outras expressoes, que sao importantes
e aplicaveis nos casos envolvendo fungoes de um mesmo arco. Toda igualdade verificavel
envolvendo funcoes trigonométricas é denominada identidade trigonométrica.

Observe o circulo trigonométrico de raio unitario abaixo com um triangulo retangulo cujos
catetos sao seno e cosseno. Aplicando o teorema de Pitagoras para esse triangulo, chega-se
na identidade abaixo, denominada Identidade Fundamental da Trigonometria:

Figura 4: Circulo trigonométrico com um triangulo retangulo

sena +cos’a =1 (7)

A partir da identidade fundamental da trigonometria, pode-se mostrar outras identidades.
Por exemplo, considere sen o # 0, e divida os dois membros da equacao por sen? o
sena  cos’a 1

sen?a  sen?a  sen?a

logo,

1+ cotg? o = cosec? a (8)

ou, considere cos o # 0, e divida os dois membros da equacdo por cos? a:

sen?a  cos®a 1

cos2a  cosla cos?
obtendo
tg?a+1=sec’a 9)

Pela definigao de seno e cosseno citada na se¢ao (2,1), observa-se que para angulos com-
plementares tem-se as relacoes:

cosa = sen (3 — «) (10)

—a) (11)

INIERENIE

Sen & = COS(

2.4 Graficos das fungoes trigonométricas

Define-se fungoes periddicas como aquelas nas quais os valores da fungao y = f(z) se
repetem para determinados valores da varidavel x, ou seja, para cada periodo determinado
pelos valores de x, iremos obter valores repetidos para a funcao. Define-se também uma
funcao y = f(x) como par se f(—z) = f(x), para todo x no dominio de f. O gréfico de
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uma fungao par é simétrico em relacdo ao eixo y, e uma funcao y = f(z) é dita impar se
f(=z) = —f(x), para todo z no dominio de f. O grafico de uma func¢ao impar é simétrico
em relacao a origem.

2.4.1 Grafico da fungao seno

Considere a funcao y = sen x com = € R, o gréafico dessa funcao é construido a partir da
defini¢ao de seno mostrada na se¢ao (2.1) e com o auxilio do circulo trigonométrico da figura
(3). Observa-se que o grafico da funcdo seno é impar ja que sen (—z) = —sen z e também
a funcao seno é periddica pois ela se repete ao longo da varidavel independente com um
determinado periodo constante. Portanto se existir um valor real T tal que f(z) = f(z+T)
entdo sera peridédica com periodo T'. Os valores de sua imagem estao no intervalo [—1,1] e
seu periodo é 27.

N s

-2

-3 4

Figura 5: Grafico da fungao seno

2.4.2 Grafico da funcao cosseno

Considere a fungao y = cosz com = € R, o gréafico dessa fungao é construido a partir da
defini¢ao de cosseno mostrada na se¢ao (2.1) e com o auxilio do circulo trigonométrico da
figura (3). Observa-se que o grafico da fungao cosseno é par ja que cos(—z) = cos z e também
a fungao cosseno é periddica. Sua imagem estd no intervalo [—1, 1] e seu periodo é 27.

TN IO T

Figura 6: Grafico da fungao cosseno



12

2.4.3 Grafico da funcao secante

Considere a funcao y = secx com = € R, o grafico dessa funcao é construido a partir da
definigao de secante mostrada na segao (2.1). Observa-se que o grafico nao é definido onde
o cosseno ¢ nulo, ou seja, seu dominio ¢ dado por x € R e x # 5 + km com k € Z. Pela
definicao nota-se que secx < —1 ou secx > +1, para todo x real. Seu grafico é periddico e
seu periodo é 27 e essa fungao é par.

-2

-3

—4

Figura 7: Gréfico da fungao secante

2.4.4 Grafico da funcao cossecante

Considere a funcao y = cosec z com = € R, o grafico dessa fungao é construido a partir
da definigao de cossecante mostrada na se¢ao (2.1). Observa-se que o grafico ndo é definido
onde o seno é nulo, ou seja, seu dominio é dado por x € R e x # knw com k € Z. Pela definicao
nota-se que cosec r < —1 ou cosec x > +1, para todo x real. Seu gréfico é periédico e seu
periodo é 27 e essa fungao é fmpar.

3n —2m

Figura 8: Gréfico da fungao cossecante

2.4.5 Grafico da funcao tangente

Considere a funcao y = tg x com x € R, o grafico dessa funcao é construido a partir da
defini¢ao de tangente mostrada na segao (2.1). Observa-se que o gréfico nao é definido onde
o cosseno ¢ nulo, ou seja, seu dominio é dado por x € Re z # 5 +k7m com k € Z. Essa funcao
¢ ilimitada ja que a imagem é dada por R, mas ¢é periddica, e seu periodo é w. Observa-se
também que essa funcdo é impar, ja que tg(—z) = —tg .
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S o T 7% R SN ]
L L N . L

—3
—4
_§ 1

Figura 9: Grafico da funcao tangente

2.4.6 Grafico da funcao cotangente

Considere a fungao y = cotg x com = € R, o gréafico dessa funcao é construido a partir
da defini¢ao de cotangente mostrada na segao (2.1). Observa-se que o grafico nao é definido
onde o seno é nulo, ou seja, seu dominio é dado por x € R e = # kw com k € Z. Essa funcao
¢ ilimitada ja que a imagem é dada por R, mas é periddica, e seu periodo é m. Observa-se
também que essa fungao é impar, ja que cotg (—x) = — cotg .

5
4
3]
2
1

Figura 10: Grafico da funcao cotangente
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2.5 Foérmulas de adicao de arcos para as fungoes trigonométricas

Nesta secao serao deduzidas geometricamente ou algebricamente as formulas de adig¢ao de
arcos para todas as fungoes trigonométricas definidas acima. Observe o circulo trigonométrico
abaixo de raio unitério:

0

Figura 11: Demonstragao geométrica das féormulas de adi¢ao de arcos

Seja AP o arco com determinacao a e f’C\Q o arco com determinacao b. O arco ZC\Q
tem determinacao (a 4+ b). Observando as construgoes geométricas no circulo trigonométrico
acima, pode-se deduzir que os triangulos OM P, OV S e QTS sao retangulos e semelhantes,
pois OM P e OV S sao retangulos e possuem um angulo agudo a comum. Por outro lado os
triangulos OM P e ONW também sao semelhantes ja que sao retangulos e possuem o angulo
a comum. No triangulo ONW, o angulo OW N pode ser representado por 180° —90° — a, ou
seja, 90° — a. Os angulos OWN e QW S sao congruentes, pois sao opostos pelo vértice, logo
QW S vale 90° — a e portanto os triangulos ONW e QSW sao semelhantes e entao o angulo
WQS vale a. Considere o triangulo QT'S, nota-se que ele é retangulo e possui um angulo
agudo a, logo ele é semelhante ao triangulo ONW que por sua vez é semelhante ao triangulo
OMP. A partir das construgoes mostradas na figura (11) pode-se destacar que:

(a) OM = cosa

(b) OS = cosb

(c) MP = sen a

(d) SQ =sen b

(e) ON = cos(a +b)
(/) NQ = sen (a + )
(9) OP =1

Substituindo as relagoes (a), (b), (g) na igualdade acima, obtém-se:
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(h) OV = cosacosb
Os triangulos QT'S e OM P sao semelhantes, logo:

TS _SQ
MP OP

Substituindo as relagoes (c), (d) e (g) na igualdade acima, obtém-se:
(1) TS = sen asen b
Observando o circulo trigonométrico da figura 11, nota-se que:

ON = OV-NV
NV = TS.

Substituindo as relagoes (e), (h) e (i) na igualdade acima, obtém-se:
cos(a + b) = cosacosb — sen asen b. (12)

Para determinar cos(a — b), pode-se escrever a relagdo acima como: cos[a + (=b)] =
cosa cos(—b) — sen asen (—b), e observando a simetria nos gréficos das figuras (5) e (6),
obtém-se: cosb = cos(—b) e sen (—b) = —sen b. Entao pode-se concluir que:

cos(a — b) = cosacosb+ sen asen b. (13)

Considere as equagoes (10) e (11) citadas na se¢do (2.3) e a equacao (13), entao para
sen (a + b) tem-se:

sen(a+b) = cos[%—(a—i—b)]:cosKg—a)—b}
= cos(g—a)cosb+sen (g—a>senb

logo,
sen (a + b) = sen acosb + sen bcosa (14)

Analogamente ao caso do cosseno, para chegar a rela¢do sen (a — b), pode-se fazer:
sen (a — b) = sen [a + (—b)] = sen a cos(—b) + sen (—b) cosa

e, dadas as ja mencionadas simetrias das fung¢oes seno e cosseno, cosb = cos(—b) (é uma
fungao par) e sen (—b) = —sen b (a fungao seno é uma fungao impar), pode-se concluir que:

sen (a — b) = sen acosb — sen bcosa. (15)

Sabe-se, pela definicao, que a tangente de um angulo é dada pelo quociente entre o seno e
o cosseno deste angulo. A tangente da soma, poderd sera determinada da seguinte maneira:

sen (a+b)  sen acosb+sen beosa

t b) = _ _
gla+b) cos(a+b)  cosacosb—sen asen b

Dividindo o numerador e o denominador do segundo membro por cos a cos b, (cos a cos b #
0), temos que:
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sen_a cos b+sen bcosa sen a sen b
tg (CL + b) = Cosacggza—zzrslba senb 1COS asen acsﬁlbb
cosacosb " cosacosb
Portanto: to atteb
ga+tg
tg(a+b) = ——T"— 16
glatb)=1"~ v (16)
Analogamente, é facil concluir que:
tga—tg b
tgla—b) = ————— 17
8l ) 1+tgatghb (17)

1

—co» a secante da soma poderd ser determinada da

Pela definicao da secante, seca =
seguinte forma:

1 1
sec(a+0b) = =
cos(a+b)  cosacosb— sen asen b
1
sen asen beosacosb  secasecbcosec acosec b
cos a cosb—sen asen b o 1 . 1
sen asen bcosacosb sen asen b cosacosb

Portanto: b b
sec a sec b cosec a cosec
sec(a+b) = . (18)
cosec acosec b — secasech

Analogamente mostra-se que :

sec(a — b) = sec a sec b cosec a cosec b (19)

cosec acosec b+ secasech

Pela definicao da cossecante, cosec o = a cossecante da soma poderd ser determi-

nada da seguinte forma:

sen o’

1 1
cosec (a +b) = =
sen (a +b)  sen acosb+ sen bcosa
1
_ p————— _ secasec bcosec a cosec b
sen acosb + sen bcosa 1 1
sen asen bcosacosb sen asen bcosacosb sen bcosa sen acosb
Portanto:

sec a sec b cosec a cosec b
cosec (a + b) = (20)
sec a cosec b + secbcosec a

Analogamente mostra-se que :

sec a sec b cosec a cosec b
cosec (a — b) = (21)
sec a cosec b — sec b cosec a
COS a
sen a

Pela definicao da cotangente, cotg a = , a cotangente da soma podera ser calculada da

seguinte forma:

b sen asen b
cos(a + b cosacosb — sen asen b COSACOST
COtg (a+b) — ( ) — _ sen asen b sen asen b

sen (a+0b)  sen acosb+sen bcosaq — swacosh y senbeosa

sen asen b

Portanto
cotg acotg b— 1

cotg (a+0b) = (22)

cotg a + cotg b
Analogamente mostra-se que:
cotg acotg b+ 1

t —b) = 23
cotg (@ =) cotg a — cotg b (23)
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2.6 Derivadas das funcoes trigonométricas

O conceito de derivadas surgiu com Pierre Fermat no século XVII. Com seus estudos
sobre funcgoes, ele chegou a um empasse sobre a definicao do que era uma reta tangente. Ele
percebeu que algumas das fungoes estudadas nao batiam com a definicao de reta tangente
da época. Isso ficou conhecido como “problema da tangente”.

Foi, entao, que ele resolveu o problema da seguinte maneira: para determinar uma reta
tangente a uma curva no ponto P, ele definiu um outro ponto () na curva e considerou a
reta P(@). Desta forma, aproximou o ponto () ao ponto P, obtendo assim retas P(Q) que se
aproximavam de uma reta ¢t que Fermat chamou de reta tangente ao ponto P.

Estas foram as ideias consideradas como “embrides” para o conceito de derivadas. Entre-
tanto, Fermat nao possuia as ferramentas necessarias, por exemplo, o conceito de limite por
ainda nao ser conhecido na época. Foi apenas com Leibniz e Newton que o calculo diferencial
tornou-se possivel e importante para as ciéncias exatas.

Defini¢ao: Seja I um intervalo aberto nao-vazio e f : I — R,y = f(x) uma funcao de
em R. Diz-se que f(x) é derivdvel no ponto a € I se existir o limite :

f'(a) = lim flz) = fla) (24)

Tr—ra Tr — a

Se for esse o caso, o numero real f’(a) é chamado de derivada da fun¢do f no ponto a.
Alternativamente, pode-se representar este limite como:

fla+h) = fla)
- :

f'(a) = lim

h—0
Utilizando esta defini¢cao, observe como calcular a derivada da funcao seno:
sen (a 4+ h) — sen (a) Jiyy 51 @ COS h + sen hcosa — sen a

/ o _
Fla) = h i h

agrupando o limite tem-se:

sen acosh —sena . sen hcosa . sena(cosh—1) . sen hcosa
lim +lim ——— = lim lim ———
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
sen a(cosh — 1) (cosh+1) .. sen hcosa
= lim + lim ————
h—0 h (cosh+1) k-0 h
(cos’h — 1) sen h
= sen alim ———= + cosahm —
h—0 h(cos h + 1) h
(—sen?h) . sen h
= sen alim —— = + cosa lim
h—0 h(cosh + 1) h—0

h — 1, pois, conforme podemos observar na figura abaixo,

mas, limy_,gsen h =
onde (em radianos) AC' = sen z, BD = tg v e BC = 1:
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C

1

X
) A B >
W_/

Figura 12: Circulo trigonométrico, destacando o seno e a tangente
Pode-se observar que
AC < BC < tg

senx <x <tgax
sen x x te x
< g

sen T sen T sen T

T 1
<
sen r  Cosz

sen T
<1

1<

cosT <

T

Pelo Teorema do Confronto, e aplicando o limite com x — 0 tem-se que lim,_,o cosz = 1:

. senx
lim =1
z—0 X
Entao limy,_, w =0 e cosalimy_ % = cos a, portanto:
sen’x = cosw (25)
Analogamente mostra-se que
cos’ v = —sen x

(26)
Por outro lado, para se calcular as derivadas das demais fungoes trigonométricas, sera
usada a regra do quociente para derivadas. Sejam u e v fungoes derivéveis e considere f(z) =

% entao a derivada de f é dada por:

@) (27)

Para a tangente usa-se as derivadas de seno e cosseno e a regra do quociente de derivadas:

, , sen x\/ coszcosz —sen r(—sen x) cos’w +sen’x 1
fl(x) =tg'z = = 5 5
COSs“ COSs“ x

CcoS T cos? x
portanto

tg'x = sec’x (28)
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Para a secante tem-se:

, ( 1 )/ 0.cosx — 1(—senz) senz senz 1
sec’ x = - — _

Cos cos?x cos?xr  cosx cosx
portanto:
sec’ v =secxtg (29)
Para a cossecante tem-se:
/
, 1 0.sen x — cosx CoS T cosr 1
cosec’' T = = 5 === ==
sen x sen?x sen?x sen x sen x
portanto:
cosec’ x = — cosec z cotg x (30)
Para a cotangente tem-se:
, cosz\/ —senxsenr —cosrcosr —sen’z — cos’w 1
cotg'x = = 5 = 5 = — 5
sen sen?x sen?x sen?x
portanto:
cotg’r = —cosec? x (31)

2.7 Integrais das funcgoes trigonométricas

De uma forma geral, a integral indefinida de uma funcao f é conhecida como sendo a
primitiva de f. Em outras palavras, a integral indefinida representa toda uma familia de
funcoes que sao diferenciadas por uma constante C' e que ao calcular sua derivada, encontra-
se a fungao f. A notagao utilizada para o cdlculo de integral é [ f(z)dx.

Definigao: Seja f uma fungao continua no intervalo [a, b]. Suponha que este intervalo seja
dividido em n partes iguais de largura Az = b’Ta e seja x; um nimero pertencente ao j-ésimo
intervalo, para j = 1,2,3,...n. Neste caso a integral definida de f em [a,b] denotada por
fab f(x)dz é dada por:

/abf(x)dx = nh_g)lo [if(xj)}Ax,

se esse limite existir. O teorema fundamental do célculo afirma que, se f é uma funcao
continua em [a, b], entao:

/ f(x)dz = F(b) — F(a),

onde F' é uma primitiva de f, ou seja, F' = f.
A partir desse teorema, obtém-se imediatamente as seguintes integrais envolvendo as
fungoes trigonométricas:
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sen xdr = —cosx + ¢ (32)
cosxdxr = sen x + ¢ (33)
sec’ vdr =tg x + ¢ (34)
secxtg xdxr = sec +c (35)

cosec? xdr = — cotg x + ¢ (36)

— S — —

cosec x cotg xdxr = — cosec x + ¢ (37)

2.8 As funcoes trigonométricas inversas

As fungoes trigonométricas inversas sao as inversas de restrigdes apropriadas (restrigoes
principais) das fungoes trigonométricas, usualmente sdo chamadas de funcdo de arco pois
retornam o arco correspondente a certa funcao trigonométrica. O gréafico da funcao inversa
de f é dado pela rotagdo em torno da reta y = x do grafico de f. Define-se essas funcgoes
como:

2.8.1 A funcao arco seno

y = arcsen T =sen 'z <= x = sen y (38)
A funcao seno é bijetora no intervalo [_7”, 5|, logo ela possui inversa nesse intervalo. O

dominio da funcéo seno é R e a imagem ¢é o intervalo [—1, 1], logo o dominio da fungao arco

seno serd o intervalo [—1,1] e sua imagem serd | — 7,7 |. Observe seu grafico:

Figura 13: Grafico da funcao arco seno

2.8.2 A fungao arco cosseno

y = arccos ¥ = cos ' 1 <= T = cosy (39)
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A fungao cosseno é bijetora no intervalo [0, 7], logo ela possui inversa nesse intervalo. O
dominio da fungao cosseno é R e a imagem é o intervalo [—1, 1], logo o dominio da fungao
arco cosseno serd o intervalo [—1,1] e sua imagem sera [0, 7]. Observe seu grafico:

Figura 14: Grafico da fungao arco cosseno

2.8.3 A funcao arco tangente

y=arctgr=tg 'z <=r=tgy (40)
Como a fungao tangente é bijetora no intervalo } SR [, ela possui inversa nesse intervalo.

O dominio da tangente ¢ x € R e x # 7 + k.7, com k € Z e sua imagem ¢ dada por R, logo o

dominio da func¢ao arco tangente serda R e sua imagem serd definida pelo intervalo ] — 5.5 [
Observe seu grafico:

w2

Figura 15: Grafico da funcao arco tangente

2.8.4 A fungao arco secante

y = arcsec T = sec ' ¥ <= T = secy (41)

Na segao (2.4.4) foi citado o dominio e a imagem da funcao secante, logo para a fungao
arco secante tem-se o dominio definido por | — oo, —1]U[+1, +00] e para a imagem o intervalo
]0, [ com y # 7. Observe seu gréfico:
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5 4 ) 2 2 0 ] 2 3 1 5

Figura 16: Grafico da funcao arco secante

2.8.5 A funcao arco cossecante

y = arccosec T = cosec | x <=> T = cosec ¥y (42)

Na secao (2.4.5) foi citado o dominio e a imagem da fungao cossecante, logo para a funcao
arco cossecante tem-se o dominio definido por | — oo, —1] U [+1, +00[ e para a imagem o

-

intervalo ] e [ com y # 0. Observe seu gréfico:

-2

Figura 17: Grafico da funcao arco cossecante

2.8.6 A funcgao arco cotangente

y = arccotg ¥ = cotg 'z <=z = cotg y (43)

Na segao (2.4.6) foi citado o dominio e a imagem da funcao cotangente, logo para a fungao
arco cotangente tem-se o dominio sendo R e para a imagem o intervalo |0, 7|.
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Figura 18: Gréafico da funcao arco cotangente

2.9 Identidades envolvendo as fungoes trigonométricas inversas

Nesta secao sera mostrado como construir algumas identidades de fungoes trigonométricas
através de triangulos retangulos. Considere o triangulo retangulo da figura (19) em que a
hipotenusa vale 1 e os catetos valem x e v/1 — 22

Figura 19: Triangulo retangulo de hipotenusa 1 e catetos = e v/1 — 22

De acordo com as relagoes definidas na se¢ao (2,1), tem-se:

T
SGDQZT:}O[:EH‘CSGHJI

x
COS,B:T <= [ = arccos x

Pela figura (19) pode-se ver que a + 8 = 7, logo:

arcsen T + arccos r = g (44)

Considerando ainda a figura (19), nota-se que a = arcsen z, e cosa = Y% 1 —22 — /T — x2,
logo:

cos(arc sen m) =Vv1-—a? (45)
Note ainda que 5 = arccos x, e sen § = Y2 = /1 — 22, logo:

sen (arccos z) = V1 — x? (46)
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xT

Também deduz-se dai que tg o = A logo:

x
V1—2a?

Considerando agora o triangulo retangulo da figura (20) de hipotenusa v/z2 + 1 e catetos
L e x. Neste triangulo tem-se tg a = §, o = arctg z e seca = —Vllﬂa = V1 + 22, logo:

sec(arctg =) = V1 + a2 (48)

(47)

tg (arcsen z) =

Figura 20: Triangulo retangulo de hipotenusa /1 + x2 e catetos 1 e x

Considerando agora um triangulo retangulo de hipotenusa x e catetos medindo 1 e

Vva? — 1, como na figura (21). Pode-se obter as seguintes relacoes seca = ¢ = =z, entao

S r2_
(= arcsec r e sen o = ”Tl, logo:

2 —1

X

sen (arcsec x) =

x2-1

Figura 21: Triangulo retangulo de hipotenusa x e catetos 1 e a2 — 1
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2.10 Derivadas das funcgoes trigonométricas inversas

Nesta se¢ao sera mostrado como obter as derivadas das funcoes trigonométricas inversas.
Se f for uma funcao cuja derivada é conhecida, entao uma maneira para se calcular a derivada
de f~! é reescrever a funcao y = f~!(x) como sendo z = f(y) e derivar implicitamente. Esse
método sera usado para o célculo das derivadas das fungoes trigonométricas inversas.

2.10.1 Derivada da funcao arco seno

Y = arcsen r <= r = sen y

d d
—x = — sen
dx dx Y
1 @y
= cosy—
yd:c
dy 1
dr — cosy
dy 1
dr  cos(arcsen )
Mas, pela equagao (47) tem-se que cos(arcsen z) = /1 — 22, logo g—g = \/1177, portanto:
d 1
—arcsen r = ———— (49)

dx V1 — 22
2.10.2 Derivada da funcao arco cosseno

Analogamente ao caso anterior, tem-se

Y = arccos r <= I = Cosy

d d
ST = oo oSy
Y
1= —sen v
dy 1
dr ~  seny
dy 1
dx ~ sen (arccos z)

mas, pela equagao (48) tem-se sen (arccos =) = v/1 — x2, portanto:

1
—arccos r = ———— (50)

dz V1—2a2



2.10.3 Derivada da fungao arco tangente

Analogamente aos casos anteriores, faz-se

Yy=arctg r < =1tgy

d
%x—%tgy
5 dy
1 =sec y%
dy 1
dr ~ sec?y
dy 1

dr  sec?(arctg y)

mas pela equagao (50) tem-se que sec(arctg x) = /1 + 22, portanto:

—arctg xr =

dx 14 22

2.10.4 Derivada da fungao arco secante

Analogamente aos caso anteriores, faz-se

Y = arcsec r <= T = secy

d d
—1x = —sec
dx T y

d
1 =secytg yd—y
x

dy 1
de  secytgy
dy 1

dr  sec(arcsec x)tg (arcsec z)

mas tg (arcsec x) = V22 — 1 e sec(arcsec ) =| z | , portanto:
d 1

— arcsec r —

dx |z vVa?—1

2.10.5 Derivada da funcao arco cossecante

Analogamente aos caso anteriores, faz-se

Y = arc cosec Tr <= I = CosecC Y

26

(51)
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d
—1r = — cosec
dz" ~ dx 4
dy
1 = —cosec ycotg y—
dx
dy 1
dr ~ cosec ycotg y
dy 1
dr ~ cosec (arccosec x) cotg (arc cosec x)

mas cotg (arc cosec x) = v/ a2 — 1 e cosec (arc cosec x) =| x |, portanto:

1
— arccosec ¥ = ——————— 53
dx |z | Va2 —1 (53)
2.10.6 Derivada da funcao arco cotangente
Analogamente aos caso anteriores, faz-se
Yy = arccotg r <= x = cotg y
d d ;
—& = —COo
dz dz %Y
1 = — cosec? y—y
dy 1
dr ~ cosec2y
dy 1
dr  cosec?(arccotg )
mas cosec (arc cotg =) = /1 + 22, portanto:
t ! (54)
—arccotg r = ———
dx & 1+ 22
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2.11 Integrais das funcoes trigonométricas inversas

Nesta secao serda mostrado como obter as integrais das fungoes trigonométricas inversas.
Para calcular essas integrais sera usado o método da integracao por partes:

/udv:uv—/vdu

Considere a funcao y = arcsen = e ¢ uma constante real. Integrando essa funcao, por
partes:

x
arcsen rdr = rarcsen r — ﬁdx,
—

dx
u=arcsen r; du=——; dv=dr; v==x
V1— a2
e, fazendo z = 1 — 22, tem-se que dz = —2zdz, e substituindo esses valores acima:

1
/arcsen xdr = xarcsen x—/ dz
—2¢/z

1
= :Carcsenx+§/z1/2dz

1 Zl/2

= garcsen x+§<1/2)

= warcsenx+\/5+c

+c

portanto:

/arcsen xdr = rarcsen r + V1 —22 +c (55)

Analogamente, mostra-se as integrais das funcoes trigonométricas inversas abaixo:

/arccos xdr = varccos r — V1 —12+4¢ (56)
1
arctg xdr = rarctg x — 5 In(1+2?) + ¢ (57)
arc cosec xdx = xarccosec r — V1 —1z2+c¢ (58)
L,
arcsec xdr = - arcsec T +c (59)

Zarccotg x + ¢ (60)

/
/
/
/

1
arc cotg xdx = 3%
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3 As funcoes hiperbdlicas

As chamadas funcgoes hiperbdlicas sao similares as funcgoes trigonométricas, porém, as-
sim como as fungoes trigonométricas podem ser definidas e suas caracteristicas obtidas das
relagoes geométricas em um circulo de raio unitario, as fungdes hiperbédlicas podem ser de-
finidas e caracterizadas em uma hipérbole equilatera. Usando essa analogia entre o circulo
trigonométrico e a hipérbole equilatera, serd dado o mesmo tratamento para as fungoes hi-
perbdlicas que foi dado as fungoes trigonométricas para desenvolver algumas de suas relagoes.

Considere um ponto M pertencente a hipérbole equilatera no plano zOy, de equagao
r?—y? =1, e 0 angulo A do setor hiperbélico mostrados na figura (22). As fungoes hiperbélicas
sao definidas de forma analoga a usada para definir as fungoes trigonométricas no circulo.
Define-se entao o seno hiperbélico como senh, o cosseno hiperbdlico como cosh e a tangente
hiperbolica como tgh de acordo com a figura (22).

'
Y

M cosh 0 = 0P
senh 0 = PM
T
tgh & = AT
o] A p X
1

Figura 22: A hipérbole equilatera e as func¢oes hiperbodlicas

Pela figura (22) e verificando que os triangulos OAT e OPM sao semelhantes, pode-se
observar facilmente que:

B senh 0

h 6 = 1
tgh ¢ cosh 6 (61)

Define-se também a secante hiperbolica como sech , a cossecante hiperbolica como cosech
e a cotangente hiperbdlica como cotgh da seguinte forma:

1
ho = 62
hec cosh 6 (62)
1
cosech § = p——t senh 6 # 0 (63)
cosh 6
COtgh 8 = m, senh 6) 7é O (64)

3.1 Relacao entre as funcoes hiperbdlicas e a fungao exponencial

Serd usada a relacdo entre a curva y = - e a hipérbole equildtera z? — y*> = 1 para

mostrar as relagoes entre as fungoes hiperbdlicas. Observe o grafico da curva y = %
Toma-se o plano cartesiano xy e nele traga-se a curva y = %, fazendo uma rotagao no
sentido anti-horario de 7, no plano zy obtem-se um novo eixo cartesiano XY e a hipérbole
1 s

equildtera 22 — y? = 1 que passa a representar a curva y = 3, hiesse novo eixo, a rotagao 7§
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do plano cartesiano xy feita para a obtencao do plano cartesiano XY é chamada na algebra

linear de mudanga de base. Portanto serd mostrado que a curva y = % no plano zy é

representada pela hipérbole equildtera X? — Y? = 1 no plano XY

Figura 23: Curva y = i

Seja K um ponto sobre a curva y = =-. Suas coordenadas em zy e XY serao, respecti-
vamente, r = OF, y = OG, X = OJ e Y KJ. Sabendo que HJ = OI, pelo triangulo
retangulo da figura (24), tem-se:

o T H

Figura 24: Triangulo retangulo JHO

senG—HJ
- JO’
OI = OJsen § = OJ sen g,
Q_OH
cost = 5=,

OH = 0Jcost = OJCOS%

Sabendo que T'J = FH e KT = IG. Pelo triangulo retangulo da figura (25), tem-se:
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K

Figura 25: Triangulo retangulo K'T'J

) FH
SEen = —
KJ

FH = KJsen = K.Jsen %
IG
g =
COS KJ

IG = KJcosf = KJCOS%
Pela figura (23) tem-se que:

r=0F=0H —-FH

$:OF:OH—FH:OJCOS%—KJSGDZ

Fazendo X =0J eY = KJ

Lx-v)

:C:OF:OH—FH:OJCOSZ—KJSGH%:

ey=0G =0I + IG, entao tem-se que:

y:OG:O[%—IG:OJsen%jLKJcos%

Fazendo X =0J eY = K J,;

2
yzOGzOI%—[GzOJsen%—i—KJcos% = g(X+Y)
Logo,
1 V2 V2 1
S =y = (X V) (X Y) = (X -1
Portanto a curva y = % corresponde & hipérbole equildtera X? — Y? = 1 girada de um

angulo § rad no sentido anti-horério.
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Figura 26: Hipérbole equildtera X? —Y? =1

3.2 Parametrizacao do seno hiperbdlico e do cosseno hiperbdlico

O logaritmo natural de x é denotado por Inz e pode ser definido pela integral:

1
lnx:‘/ —dt’, (x >0)
1t

Considere a figura (26), a area FBLK é a drea da regiao plana limitada superiormente
pelo grafico da curva y = %, inferiormente pela reta y = 0 e lateralmente pelas retas x = FK
e x = BL. Portanto:

OB
1 1 1 OB
Appix = | —do=-InOB —InOF = ~In ~—.
FBLK /OF 2z T2 " 2 "OF

A partir dai pode-se fazer a seguinte andlise, se K estiver a esquerda de L entdao Apgrx =
1m@B ¢ A = 1n9¢
2 OF GOLK — 2% 0C"

Tome um ponto K sobre a hipérbole X? — Y2 = 1 de tal forma que a area do setor
hiperbdlico gerado por ele seja g unidades de area Dessa forma LOK serd igual a 6. O ponto
K, no plano XOY, tem coordenadas X = OW = cosh#, Y = WK = senh 6 e no plano Oy

tem coordenadas r = OF e y = OG.

Nota-se que:
V2 V2

OF =z = 7(1‘ —y) = T(COShQ — senh )
0G=y= \/75(20 +y) = ?(Coshe + senh 6)

Dadas as coordenadas do ponto L, X =1,Y =0e x = OB,y = OC, portanto:

OB =

OC =

SIS
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Pelas equagoes (67) e (68) tem-se que:

1. OB 1 2 1
A =—-ln— =-1 z =—-1 h6# — senh 6
T OF T2 n‘/7§cosh0—senh 0 2 n{cos senh 8),
e
V2
1 1. ¥ ho h 6 1
Acerrk = 5111% = 5111 g (€os L;—sen ) = éln (cosh @ + senh 0).

2
Sabe-se que o angulo hiperbdlico é igual ao dobro do valor numérico da area do setor hi-
perbdlico, entao Aprx = g. Como Aprx = ArpprLi tem-se:

g — —% In (cosh # — senh 6),

e como Aprkx = AFBLK,

0 1
573 In (senh 0 + cosh 6).
Logo,
e = cosh — senh 0, (65)
e’ = cosh § + senh 6. (66)

Somando e subtraindo as equacoes acima, conclui-se que:

0 —9

coshf = ¢ +26 , (67)
9 -0

senh § = %. (68)

Da definigao dada na equagao (61) tem-se:

6_ _—06
senh § “=— e — et

tgh 0 = = = : 69
& cosh) — <He? el fe? (69)

Pela equagao (62):

2

sech 0 = m (70)

Pela equagao (63):

2
cosech 0 = R (71)
Finalmente, pela equagao (64) verifica-se que:
Lo cosh % el +e?

cotgh & = senh §  @=e’ b o0 (72)

2
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3.3 Foérmulas de adicao de arcos para as funcgoes hiperbdlicas

Nesta secao sera mostrado como calcular a soma de arcos para as func¢oes hiperbdlicas.
Para calcular senh (z; + x2) e senh (r; — x5), serd utilizada a forma exponencial do seno
hiperbdlico.

elitae) _ o—(z14w2) eTlet2 _ =T p—T2 %1 T2 _ Qp—T1o—T2
senh (z1 + x9) = 5 = 5 — .
2e71e"2 — Qe7 T2 4 eTleTT2 — el T2 4 o712 — o7 12
B 4
eTle™? f efle T2 — e e — e e T2 eTle®2 4 e e"2 — eTleT T2 — el T2
N 4 4

xT

- () (EF) (EFEF)
N 2 2 2 2 '

Portanto,
senh (1 + z3) = senh x; cosh x5 + senh x5 cosh x; (73)
Note que como:
et —e*
senh r = ——
2 )
substituindo x por —x, percebe-se que essa funcao é par:
e —e (57 emm _ v
senh (—z) = = = —senh x (74)
2 2
E também
eI + e—CC
coshx = —g

substituindo x por —x, percebe-se que essa fungao é impar:

—z —(—=z) —x x
cosh(—z) = ¢ +2€ = ¢ 2+e = cosh . (75)

(
Tomando a equagao (73) e substituindo s por —zy tem-se:

senh [x] 4+ (—x3)] = senh x4 cosh(—x3) + senh (—z3) cosh xy
Usando as equagoes (74) e (75) tem-se:
senh (x1 — xy) = senh x; cosh 25 — senh x5 cosh x4 (76)

Utilizando a equagao (71) tem-se:

et +e”
coshy = ———

Logo
elz1+z2) + e (z1+x2)

2

cosh(zy + z2) =
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Analogamente ao que foi feito no caso do seno hiperbdlico, pode-se concluir que:
cosh(x1 + x2) = cosh 1 cosh x5 + senh x; senh x5, (77)

cosh(xq — x9) = cosh zy cosh zy — senh z senh xo (78)

tgh 1 + tgh
tgh = 79
gh (71 + 2) 1+ tgh 2 tgh (79)

3.4 Identidades envolvendo as funcgoes hiperbdlicas

Utilizando as equacdes (71) e (72) e observando a expressao cosh? z — senh * z, tem-se:

ex_i_efx 2 el — g% 2_ 62x+2+6721 €2x_2+672x _
2 2 B 4 4 B

Portanto conclui-se que:

cosh® z —senh?z = 1 (80)

Pela equagao (80) pode-se concluir outras identidades. Tomando a equagao (80) e divi-
dindo todos os termos por cosh? z, (sabendo que cosh z nunca é zero), tem-se:

cosh’z  senh?z 1

cosh? z B cosh’z  cosh®z
1 —tgh?z =sech?z

Logo:
tgh?z +sech?z =1 (81)

Por outro lado, dividindo a equacio (80) por sinh® z, (para sinh z # 0), tem-se:

cosh’z  senh?z 1

senh 22 senh®z  senh’z
Logo:
cotgh? 2% — 1 = cosech? z

portanto
cotgh? 2 — cosech? z = 1 (82)
3.5 Grafico das funcoes hiperbdlicas

Nesta secao serao construidos os graficos das fungoes hiperbédlicas. Para isso serd utilizada
a forma exponencial das fungoes.
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3.5.1 Grafico da funcao seno hiperbdlico

O gréafico da funcao cosseno hiperbodlico é facilmente esbocado tragando os graficos de

x —x ~ . .
y= 5 ey = —5-. Parax = 0 as fungoes exponenciais resultam em % e —%, a soma das duas
, . . , ~ —x
fornece o valor 0 que é o valor de sinh 0. A partir daf quando x — oo a fungao y = —%- se

. ’ . Ja . x
aproxima de 0 e o grafico do seno hiperbdlico se aproxima de y = <. Quando z — —o0 a

~ T . ’ . 71 . -
funcao y = < se aproxima de 0 e o grafico do seno hiperbdlico se aproxima de y = —%-. O
dominio dessa funcao é R e sua imagem também é R.

i =24

Figura 27: Grafico da funcao senh x

3.5.2 Grafico da fungao cosseno hiperbdlico

Para construir o grafico da funcao cosseno hiperbdlico, utilizou-se o mesmo plano car-

. ’ ez 67:0 ~ o .
tesiano para esbogar os graficos de y = 5 e y = %-. Para x = 0 as fungoes exponenciais

resultam em %, a soma das duas fornece o valor 1 que é o valor de cosh 0. A partir dai quando

~ - . 7’ . ’7. .
r — 00 a fungao y = %~ se aproxima de 0 e o gréifico do cosseno hiperbdlico se aproxima de
_ 61 ~ _ efE . ’ . /7.
y = 5. Quando x — —o0 a fungao y = 5 se aproxima de 0 e o grafico do cosseno hiperbdlico

se aproxima de y = % O dominio dessa funcao é R e sua imagem também é y € Re y > 1.
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Figura 28: Grafico da fungao cosh x

3.5.3 Grafico da fungao tangente hiperbdlica
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Para construir o gréfico da tangente hiperbdlica sera utilizada a equagao (69). Observa-se

que para x = 0, tgh x = 0, quando * — oo, tgh x — 1 e quando x — —o0, tgh x — —1. O
dominio dessa fungao é R e sua imagem também é o intervalo | — 1, +1].

_I___

]
bd——
g
o

Figura 29: Grafico da funcao tgh z

3.5.4 Grafico da fungao secante hiperbdlica

Para tragar o gréfico da secante hiperbdlica, sera utilizada a equagao (71). Observa-se

que para x = 0, sech x = 1, quando x — oo, sech x — 0 e quando x — —o0, sech z — 0. O
dominio dessa fungao é R e sua imagem também é o intervalo |0, +1].



38

[ .
[

A
b
Il

(=]

s

3 025 2 A5 a1 5 0.5

Figura 30: Gréfico da func¢ao sech x

3.5.5 Grafico da fungao cossecante hiperbdlica

Para tragar o gréfico da cossecante hiperbdlica, sera utilizada a equagao (72). Observa-se
que para r = 0, a funcao nao esta definida. Quando z — 0 pela direita, cosech x — +o0 e
quando x — 0 pela esquerda, cosech x+ — —oo. Quando r — +o00, cosech x — 0 e quando
xr — —o0, cosech  — 0, .O dominio dessa fungao é R* e sua imagem também é R*.

Figura 31: Grafico da funcao cosech x

3.5.6 Grafico da funcao cotangente hiperbdlica

Para construir o grafico da cotangente hiperbdlica serd utilizada a equagao (70).Quando
r = 0 a funcao nao esta definida. Quando z — 0 pela direita, cotgh x — “+00, quando
x — 0 pela esquerda, cotgh + — —o0, quando xr — —o0, cotgh + — —1 e quando x — 400,
cotgh z — +1. O dominio dessa fungao é R* e sua imagem também ¢é | — oo, —1[U]1, ool.
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Figura 32: Grafico da funcao cotgh x

3.6 Aplicacao das funcgoes hiperbdlicas

As fungoes hiperbdlicas surgem em movimentos vibratorios, dentro de sélidos elasticos
e, mais genericamente, em muitos problemas nos quais a energia mecanica é, gradualmente,
absorvida pelo ambiente. Galileu Galilei (1564-1642) conjecturou que uma corda, ou uma
corrente, suspensa por suas extremidades, presa a dois pontos fixos e sob influéncia exclusiva
da gravidade, gera uma curva parecida com uma pardbola. Christiaan Huygens (1629-1695),
fisico, matematico e astronomo holandés, mostrou em 1646, que a conjectura feita por Galileu
era falsa. A essa curva, que se parece com uma parabola, mas que nao é uma parabola, foi
dado o nome de catenaria, termo que deriva da palavra latina catena, que significa “cadeia”
ou “corrente”. A equacao matematica que descreve a catenaria é dada pela seguinte fungao
hiperbélica:

60[.’,3 + e*OéCC
2c

onde « é uma constante cujo valor depende dos parametros fisicos da corrente e massa por
unidade de comprimento e a tensao com a qual ela é segura. A catenaria é constantemente
confundida com uma parabola, mas sao completamente diferentes, a parabola ¢é algébrica,
quer dizer, sua equacgao é dada por um polinomio e a catenaria é transcendente, sua equagao
¢ modelada a partir do cosseno hiperbdlico. Apesar disso, ela é uma curva mais comum
do que se pensa. Ela pode ser encontrada em diversos lugares; nas extremidades do ovo,
na rede elétrica de uma via férrea, nos fios de alta tensao, nas cordas suspensas por duas
hastes verticais usadas em supermercado para o antincio de produtos, em bancos na separagao
de filas, nas barracas de camping oferecendo resisténcia a acao dos ventos, na arquitetura,
principalmente a catenaria invertida, pois estabelece um maior equilibrio e modernidade e
na engenharia com a construgao das pontes pénseis.

y:

3.7 Funcgoes hiperbdlicas inversas

Nesta secao serao mostradas as fungoes hiperbdlicas inversas com seus respectivos graficos.
Uma vez que as fungoes hiperbdlicas sao definidas mediante a funcao exponencial, as suas
inversas podem ser expressas em termos do logaritmo.
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3.7.1 A funcao arco seno hiperbdlico

O seno hiperbdlico é monétono em todo x € R, portanto nao tem nenhuma restrigao
sobre o dominio para a determinacao de sua func¢ao inversa.

A imagem do seno hiperbdlico é R. Portanto, o dominio do arco seno hiperbélico, é
D = R. Define-se entao:

y = arcsenh ¢ <= x =senh y

Observe seu grafico:

L

v =senhx ——

2t

"  y=arcsenhx

1= {r = senh v)
L i

L 1 1 1 1
6-5-4-3-2-L/) 1 2 3 4 5 &

x

[EY
Figura 33: Grafico da fungao inversa do seno hiperbdlico

3.7.2 A funcao arco cosseno hiperbdlico

O cosseno hiperbélico é mondtomo nos intervalos (—oo, 0] e [0,00). Considerando entao
o intervalo [0, 00) tem-se:
y = arccosh x <= =z = coshy

A imagem do cosseno hiperbdlico, isto é, o dominio do arco cosseno hiperbdlico é 1 < x < oo.

v =cosh x,

=0

=" y=arc cosh x
1= / {r=cosh v, v = ()

| I —
] 1 2 3 4 5 6 7

Figura 34: Gréfico da funcao inversa do cosseno hiperbdlico
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3.7.3 A funcao arco tangente hiperbdlico

A funcao tangente hiperbdlica é monétoma em todo seu dominio, portanto sua inversa
estd definida em toda a imagem.

Figura 35: Grafico da funcao inversa da tangente hiperbdlica

3.7.4 A funcao arco secante hiperbdlica

A funcao secante hiperbdlica é mondétoma em parte de seu dominio, portanto somente
nesse intervalo pode-se definir sua inversa, considerando o dominio da fungao sech x sendo o
intervalo [1, 0], tem-se o gréfico da fungao arco secante representado com dominio sendo ]0, 1]
e imagem R, .

4= y%sech'”{

Figura 36: Grafico da funcao inversa da secante hiperbdlica

3.7.5 A funcao arco cossecante hiperbdlica

O dominio da fungao cossecante hiperbdlica ¢ R—{0} e sua imagem ¢é definida por R—{0},
logo o dominio da func@o arco secante serd também R — {0} e sua imagem R — {0}.
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™| y= cossech x

-1
y = cossech x

t

1. -
y= cossech x-
s

o

y=cossechx mp

Figura 37: Grafico da funcao inversa da cossecante hiperbdlica

3.7.6 A funcgao arco cotangente hiperbdlica

O dominio da fungao cotangente hiperbélica é R — {0}, e sua imagem ¢ definida por
] — 00, —1[U]1, 00[, logo o dominio da func¢ao arco cotangente serd também | — oo, —1[U]1, oo[
e sua imagem R — {0}.

y = cotgh x

Figura 38: Grafico da funcao inversa da cotangente hiperbdlica
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4 As funcoes hiperbdlicas e trigonométricas de terceira
ordem

Em 1757, o fisico e matematico italiano Vincenzo Ricatti, irmao do mecanico tedrico
Giordano Riccati, e segundo filho do matematico Jacopo Francesco Riccati, formulador da
equacao de Ricatti, tendo desenvolvido as fungoes hiperbdlicas, definiu uma generalizacao
dessas e das fungoes trigonométricas através de uma série [7, 9]. Essa fungoes iriam ressur-
gir na matematica de maneira independente intimeras outras vezes, com uma variedade de
notagoes [24, 25, 28|, e algumas vezes, ligeiramente diferentes (Appel, por exemplo, e outros
definiram as fungoes generalizadas de vérias varidveis [23, 26, 27, 29]).

A definigao de Ricatti das chamadas fungoes hiperbdlicas generalizadas é dada por:

H,,(z) = ZW (r=0,1,2,...,n—1) (83)

onde H,, ,(x) é referida como a funcao hiperbolica de ordem n e tipo r. Portanto existem

exatamente n funcoes diferentes de ordem n, cada uma referente a um tipo nessa mesma

ordem (r vai de 0 a n — 1). E ficil ver que essas funcoes assim definidas tém como caso

especial n = 2 (logo r = 0 ou r = 1) precisamente as fungdes hiperbdlicas cléssicas. Conforme
. ~ . k

vimos na segao anterior, e dado que e = > &

o L o7 0 2k
coshzr = +T = kz:% 25! (84)
o — o 0 p2k+1
senh v = T:;m (85)
As funcoes hiperbdlicas de terceira ordem:
2 Bktr
Hs,.(z) = 2 W (r=0,1,2) (86)

serao objeto de estudo nessa secao. Em vista da multiplicidade de origens histéricas inde-
pendentes dessas fungoes ao longo dos anos, a literatura contém uma diversidade de notagoes
diferentes para elas. Aqui serd usada a notagdo Hso(x) = coshgg =, H3;(z) = senhs; z
e Hso(z) = senhss x que é inspirada naturalmente na notagao ja bem estabelecida para
as funcoes hiperbdlicas classicas de segunda ordem. Portanto, as trés fungoes hiperbdlicas
bésicas de terceira ordem que serao tratadas daqui por diante sao dadas por:

0 x3k5 373 .TG I.Q
H3’0<x>2C05h3,0$:Z<3k)' :1—1-5—1—5—1—@4—... (87)
=0 : : ! :
0 x?)k:-i-l Tt 7 10
H3’1<£C>:Senh3’1x:zm:$+z+ﬁ+l—m+._' (88)
k=0
0 x3k‘+2 xQ IB IS fEll
H372<£L'):Senh372 x:zm:§+g+g+ﬁ+ (89)
k=0

Todas elas convergentes Vo € R. Muitas das propriedades das fungoes hiperbdlicas de
terceira ordem podem ser obtidas de forma pouco laboriosa. E facil, por exemplo, calcular
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a derivada de cada uma dessas fungoes, derivando termo a termo a série que as define (as

séries sao sempre convergentes, o que justifica o procedimento). Efetuando os célculos das
derivadas obtemos:

o0

d SI{JZ‘Sk 1 e :L‘ - e 3k+2
— cosh,
dz 0T T ZSk(?)k—l 2 3k —1)! kz; 3k + 2)]
d L Bk+ D2 K 2tk
2 senh — S e
dz LY kz_o (3k + 1)(3k)! kz_o (3k)!
isenh . i (3/{2 + 2)I3k+1 B o0 xSk—i—l
de” T Bk +2)Bk+ 1) & (3k+ 1)
Portanto,
o coshz o x = senhg s x (90)
. senhs; = coshs g x (91)
% Senh372 Tr = SeIlh371 T (92)

E facil ver que todas as trés fungoes tém a propriedade de serem elas mesmas suas deri-
vadas de terceira ordem, i.e.

d3

d3
d3

d3
d3

da3

coshg o = coshz o «
senhs; x = senhs; x
senhs o, x = senhs, x

ou seja, elas sao ditas as autofuncoes da equacao diferencial ordinaria linear de terceira ordem
y"(z) = y(x), tal como as fungdes hiperbdlicas de segunda ordem (senh x e cosh x usuais)
sao as autofuncoes, ou solucgoes linearmente independentes, da equacao diferencial ordinaria

linear de segunda ordem y"(x) = y(x). As trés sao solucoes da mesma equagao diferencial
(y" = y), mas tém diferentes valores iniciais:

coshg (0) =1, coshs’(0) =0, coshs”(0) =0
senhg,l (O) =0 s senh3,1 /<0) =1 s senhg,l ”(0> =0
senhz 5 (0) =0, senh35’(0) =0, senhz,”(0) =1

Os graficos dessas trés fungoes pode ser visto nas figuras a seguir:
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40

20

Figura 40: Grafico da fungao senhs; x com diferentes aproximacgoes

A partir das trés fungoes hiperbdlicas de terceira ordem basicas acima definidas, pode-se
ainda definir as seguintes funcoes:

—15

Figura 41: Grafico da fungao senhsy x com diferentes aproximacoes



sechz oy © =
cschy x =
cschy o @ =
tanhs; oz =
tanhz o =
cothg ) o =

cothg o =

1
coshg o @
1
senhg; @
1
senhs o x
senhs; x
coshg o @
senhs o x
coshg o @

1 _ coshzg @

tanhs; senhs; x
1 coshs o

tanhzo senhss @

Os graficos dessas novas funcoes podem ser vistos nas figuras a seguir:

?/a( (,—Zf ,zr? Zvi /,m

Figura 44: Gréfico da fungao tanhs; «

Figura 43: Grafico da funcao cschs; «

Figura 45: Grafico da fungao tanhg o x

46
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Figura 46:

-10 - 0 5 10

Figura 47: Gréfico da fungao coths; x

Ho-+

Grafico da funcao cschs s

Figura 48: Grafico da fungao coths o x

As derivadas dessas func¢oes podem ser calculadas:

sochar 1 d ( 1 ) senhz o 1 senhg o @
e 3,0 = — — = — = —
dx dx \coshz o x coshs g 2y coshs g @ coshs o
sl s 7 — d ( 1 ) ~coshgpx 1 coshg o @
- 31T =——|\—FF——) =— = —
dx dx \senhs; x senh; 2y senhg; xsenhs;
b d ( 1 ) senhs; x
— 3o T =\ ——V— | = ———— 5
dx dz \senhs, x senhs,” x
ou seja:
— sechg g © = —sechs o x tanhs s x (93)
dx
— cschgy © = —cschs; xcoths; « (94)
dx
— cschs o @ = —cschy o x coths o wtanhs; (95)

dx
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e também,
d ssenhs; x coshg ¢ x coshg o v — senhg; xsenhss x
—tanhg; 2 = — = 5
dx dx \coshz o coshs o “x
] senhs; xsenhss
coshg o @ coshg o @
d /senhsy x senhs; x coshg o  — senhg o xsenhs, x
—tanhg, 2 = — = 5
dx dx \coshg o @ coshg o~ @
senhs; x (Sel’lh3’2 x)2
coshg o @ coshg o @
d (coshzgy @ senhs o xsenhs; x — coshgy x coshzy @
—coths; 2 = — = 5 =
dz dx \senhs; x senhs; “x
senhs o x (cosh&o x)Q
SeIlh371 T Sel'lhg’l T
d (coshso @ senhs 5 xsenhsy x — coshgy xsenhs; x
—cothss x = — = 5 =
dz dz \senhsy x senhs, “ x
] <COSh370 x senhg y ZL‘)
senh372 xsenh&g T
Portanto;
— tanhg; o = 1 — tanhs; xtanhss x (96)
dx
— tanhz, ¥ = tanhs; @ — tanhg, * @ (97)
dx
e coths; = = tanhss x coths; x — coths 2y (98)
x
d 2
e cothgs © =1 — cothg s “z tanhs; « (99)
x

Serao demonstradas outras propriedades das funcoes hiperbdlicas de terceira ordem na
proxima subsecao.
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4.1 Relacao fundamental e féormulas de argumento miultiplo

A principal ferramenta para estudar outras propriedades das fungoes hiperbdlicas genera-
lizadas é o chamado Teorema de Ungar [7]. Para tanto, serd definida uma matriz circulante
muito especial (para propriedades das matrizes circulantes, ver [5, 20]) que serd denominada,
seguindo Ungar, H, (z):

H,,0() H,,1 () Hy,2() Hy o1 ()

Hy () H,, 0() Hy,1 () Hyp—a(2)

H,(z)= Hn,n—2(x) Hn,n—l(x> Hn,O(x) Hn,n—3(x)
o) M) M@ oo Huol)

O Teorema de Ungar faz duas afirmagoes sobre a natureza dessas matrizes:

Teorema 1 Seja det H, (z) o determinante da matriz H,(x). Entdo, para todo n > 2:

det Hy(z) = 1 , (Vz € R) (100)
H,(z1 + 22) = H,(z1)H,(z2) , (Va1 22 € R). (101)

Considerando apenas o caso especial n = 3, para os propositos desse trabalho:

Hso(z) Hsi(z) Hsa(z) coshgp © senhs; x senhsy x
H;(z) = | Hsa(x) Hsp(x) Hsi(z) | = | senhss & coshsg x senhs; x
H3’1($) H372(l’) H370(£L’) Sel'lhg?l s Senhg,g s COSh3’0 xXr

De acordo com o teorema citado, a matriz tem as seguintes caracteristicas:

detHz(z) =1, (Vz € R)
H3<ZE1 + $2) = H3<ZE1)H3<$2> , (V:cl,a:Q < R)

Calculando explicitamente o determinante dessa matriz 3 x 3:

det H3(l’) = COSh370 i A()(l’) + Senh&l X A1<l’> + Senh3’2 T AQ(.T) =1

onde Ag(z), Ai(x) e Ay(x) sao os respectivos cofatores da matriz Hz(x) obtidos eliminando-se
os elementos da primeira linha:

coshs g x senhs; x
Ao(l’) = ’ ’ = coshsz g 2 x — senhs; zsenhss
senhs 9 & coshgo @ ’ ’ ’
senhss = senhs; x
Aq(z) = — 3 3 = senhs; 2z — senhs 5 x coshs o
senhs; x coshsy ’ ’ ’
senhs s ¢ coshsg x
Ay(z) = ’ : — senhs 5 22 — coshs g zsenhs; z
senh371 T Senhgg x ’ ’ ’
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e, substituindo essas fungoes na equagao anterior para o determinante, chega-se na principal
identidade entre essas funcoes. Denominaremos como Relagao Fundamental para as
Funcgoes Hiperbdlicas de Terceira Ordem:

coshg g S+ senhs ; S+ senhs o Sr—3 coshg o wsenhs; xsenhzs x =1

Tomando a equacao acima e dividindo os dois membros por coshs g 32, com coshsg x #
0, obtém-se uma segunda relacao fundamental, dessa vez envolvendo as fungoes sechsy x,
tanhg; x e tanhg o :

coshs o 3¢ senhj ; 31 senhg o 3¢ 03 coshs g xsenhs; xsenhs, 1

coshg g 3¢ coshg g 3¢ coshg g 3¢ coshg o 343 coshg g 3¢

com isso, obtém-se a identidade que pode ser denominada Segunda Relagao Fundamental
para as Funcgoes Hiperbdlicas de Terceira Ordem:

1 + tanhs; S+ tanhg o Sr—3 tanhs; x tanhs o o = sechgy 31

Sera visto, a seguir, como usar o teorema citado para explorar outras formulas envolvendo
essas fungoes.
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4.2 Formulas de adicao de arcos para as funcgoes hiperbdlicas de
terceira ordem
Nesta secao serao deduzidas algebricamente as férmulas de adigao de arcos para todas

as funcoes hiperbdlicas de terceira ordem definidas acima. De acordo com o teorema citado
anteriormente, a matriz Hs(z) obedece a propriedade:

Hg(l’l + iIZ'Q) = Hg(l'l)Hg(.’Eg) , (V.’El, To € R)

logo, a matriz abaixo:

H370(£If1 + 33'2) H371({E1 + 1'2) Hg’g(fEl + 1’2)
Hso(z1 + 22) Hso(zr +22) Hza(w + 22)
H371($1 + .I'z) H3’2($1 + 132) Hg’g(xl + l’g)

serd igual ao produtos das matrizes a seguir:

H3,0(5L’1) H3,1(5U1) H3,2($1) H3,o($2) H3,1($2) H3,2(l’2)
H3,2($U1) H3,0($1) H3,1($1) H3,2(372) H3,0(132) H3,1($2)
H3,1(I1) H3,2(I1) H3,0(1U1) H3,1(I2) H3,2(1U2) H3,0(I2)

de onde conclui-se que (é suficiente analisar o resultado do produto na primeira linha, as
outras linhas nao contém informagao adicional):

Hso(z1 +22) = Hso(z1)Hso(z2) + Hsa(x1)Hs 2(22) + Hso(21)Hs 1 (22)
Hsi(z1 +22) = Hso(z1)Hs1(22) + Hs1(z1)Hso(22) + Hso(21)Hs 2(22)
Hso(x1 +22) = Hso(z1)Hso(z2) + Hsq(z1)Hsq(22) + Hso(2q)Hs o(22)

ou seja,
coshgo (71 + x2) = coshsg 1 coshgg x2 + senhsgy 1 senhs s x9 + senhs o 1 senhs; @9
senhs; (r; +x2) = coshsg x1senhg; x + senhsy xq coshs g @9 + senhs o 2 senhs o 9
senhs o (71 + x2) = coshsg zysenhsy 29 + senhs; @y senhs; x5 + senhs s 21 coshs 2

Utilizando-se a definicao de tanhs; x pode-se encontrar:

senhs ; (r1 + x2)
coshg o (z1 + 2)
coshg o 1 senhg; xo + senhg; 1 coshs o w2 + senhs o x; senhz o 29

tanhg,l ([L’1 + ZL’Q) =

coshg o 1 coshs o wg 4+ senhs; oy senhs s 29 + senhs o 2y senhs; 29

coshg o =1 senh3 1 x2+senhs 1 1 coshg g zo+senhs 2 =1 senhs o a2

coshg g x1 coshs o =2

COShg,o 1 COSh3,0 x2+senh3,1 x1 Senhgyg $2+senh372 x1 Senhg’g T2
coshs o x1 coshz o 22

senhs 1 22 senh3 1 21 senhs 2 x1senh3 2 2

o coshsz o =2 coshsz o 1 coshs o 1 cosh3z o 22
_ 1 senh3 1 1 senh3 > x2 senh3 2 x1 senhs 1 w2
+ coshg g x1 cosh3 o x2 coshg o x1 coshz g w2

ou seja,

tanhg; x; + tanhs; x5 + tanhg o 1 tanhs o @9
tanhg,,l (Il -+ ZEQ) =

(102)

1 + tanh371 I tanhg,g Tro + tanh372 I tanh371 )
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Analogamente, pode-se encontrar:

senhs o (r1 + 22)
coshs o (x1 + 22)
coshs g w1 senhs s x9 4 senhs o x; coshs g w9 + senhs; o1 senhs; @9

tanhg’g (l’l —+ .%'2) =

coshs g @ coshs o x9 + senhs; 1 senhs s x5 + senhs s o1 senhs; 2o

coshz o w1 senhs 2 xa+senhs o x1 cosh3 g xo+senhs 1 x1senhs 1 x2

coshs o x1 coshz o 22

coshg o w1 coshz g xo+senhz 1 x1 senhs o xo+senhs o x1senhs 1 a2

coshg o x1 coshz g w2

senh3 2 2 senh3 2 21 senh3 1 x1senhs 1 =2

o coshz o =2 + coshg o =1 + coshg o x1 coshz g =2
- 1 senh3 1 1 senh3 o x2 senh3 o x1 senhs 1 =2
+ coshg o x1 coshz g x2 coshg g x1 coshsz o =2

ou seja,

tanh372 T+ tanh;g,g To + tanh371 T tanh371 i)

tal’lhgjg (ZL’I -+ Ig) = (103)

1 + tanh371 I tanh372 Tro + tanhg’g X1 tanh3,1 i)

E facil ver que muitas outras identidades envolvendo essas funcoes podem ser extraidas
de maneira semelhante.

Uma simples observagao dos graficos dessas fungoes hiperbdlicas de terceira ordem é
suficiente para se perceber que nenhuma delas é par, ou impar. Na subseccao seguinte serd
visto o que ainda é possivel dizer, com relagao as simetrias delas.

4.3 Simetria das Funcoes Hiperbdlicas de Terceira Ordem
Considere ainda a matriz Hz(z) :

coshgo z senhs; = senhss @
H3(l‘> = SeIlh372 T COSh370 e S€1’lh3’1 T
senhs; x senhszs x coshgy @

Conforme visto, o teorema de Ungar afirma que o determinante dessa matiz é 1, portanto
essa matriz possui inversa. Para calcular sua inversa vamos utilizar o método a seguir - seja
A uma matriz invertivel, entao sua inversa pode ser obtida pela sua adjunta, dividida pelo
seu determinante:

_ 1 .
At = detA.ade

sendo adjA a matriz adjunta de A dada pela transposta da matriz dos cofatores de A. Ou
seja Hy'(z) = m.adj H3(z) = adj Hs(z) pois, como ja foi visto det Hz(x) = 1. Para
encontrar a matriz dos cofatores de Hz(x), é suficiente calcular os cofatores dos elementos
da primeira linha, pois os cofatores das outras linhas repetirao os da primeira linha, a menos
de uma mudanca de ordem. Portanto, como no calculo do determinante feito anteriormente,
definiremos trés funcoes de x dadas pelos cofatores dos elementos da primeira linha:

Seja a fungdo Ag(r) o primeiro cofator da primeira linha, ou seja, o determinante da
matriz obtida eliminado-se a primeira linha e a primeira coluna de Hs(x):

coshgo z senhs; x

No(x) = = coshsz o 2 — senhs; xsenhso
o(x) senhg o ¥ coshsg 3,0 31 32
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seja a funcao Aq(z) o segundo cofator da primeira linha, ou seja, o determinante da matriz

obtida eliminado-se a primeira linha e a segunda coluna da matriz Hz(x), multiplicado por
(-2 =—1:

senhs o x senhs; x
senhs; x coshso @

Al(ZE) = —

= senhs 2y — senhg o @ coshs g

e seja a fungao As(x) o terceiro cofator da primeira linha, ou seja, o determinante da matriz
obtida eliminado-se a primeira linha e a terceira coluna de Hs(z):

senhs 9 & coshgy @
senhs; © senhgo @

Ag(x) = = senhg o 2y — senhg; x coshsgg

E facil ver que os cofatores das outras linhas serao os mesmos, a menos de uma mudanca
de ordem. A matriz dos cofatores sera dada por:

Finalmente, como H™(x) = adjH(z):

A()(:C) Az(m) Al(llf)
Hy'(x) = | Ai(z) Ao(z) As(z)
AQ(CL’) Al([E) A()(l’)

A segunda afirmagcao do teorema de Ungar diz que Hg (21 +22) = Hs(z1).H3(z2). Fazendo
T1 =T € X9 = —T tem-se

H;[z + (—x)] = H3(z).H3(—2) = H3(0),

mas H3(0) = I (pois coshgp (0) = 1, senhs; (0) = 0 e senhss (0) = 0), sendo I3 a matriz
identidade de terceira ordem. Ou seja:

H;' (z) = Ha(—),

logo:
coshgo (—z) senhs; (—x) senhss (—2) Ao(z) As(z) Ay(x)
senhso (—x) coshsg(—x) senhg; (—z) | = | Ai(z) Ao(z) Ag(z)
senhs; (—x) senhss (—x) coshsg(—x) Ag(z) Ai(z) Ap(z)

De onde pode-se concluir as seguintes propriedades de simetria das fungoes hiperbdlicas de
terceira ordem:

Ao(z) = coshg o (—z) = coshs 2y — senhs ; xsenhss x (104)
Ay(7) = senhy (—x) = senhzy > ¥ — senhy; @ coshsg @ (105)
Ai(x) = senhgy (—2) = senhy; ¢ — senhs, 7 coshsg x (106)

E interessante observar, em particular, que as fun¢oes Ag(z), Aq(z) e Ay(z) tém, como
pode ser facilmente demonstrado, as seguintes derivadas:
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d
%Ao(‘%‘) = —Al(x)
d
%Al(l') = —AQ([L’)
d
%AQ(L’E) = —AO(ZE)

Efetuando a derivacao trés vezes de cada uma dessas funcoes, ¢é facil ver que todas as trés
tém a propriedade de serem elas mesmas o negativo de suas derivadas de terceira ordem, i.e.:

d3
@Ao(ﬁf) = —A0($)
d3
@Al(x) = Ay (z)
d3
@Aﬂ@ = —As(z)
ou seja, elas sdo solugoes da equacao diferencial de terceira ordem y"”'(z) = —y(z), tal como

as fungoes hiperbdlicas de terceira ordem sao as autofungoes da equacao diferencial y"”'(z) =
y(x). As trés sdo solugoes da mesma equagao diferencial com os seguintes valores iniciais:

Ao(0) =1, AL(0)=0, AZ0)=0
A1(0) =0, A}(0)=0, AJ(0)=1
Ay(0) =0, AL(0) = —1, AL0) =0

Na proxima secao, veremos como definir as fungoes trigonométricas de terceira or-
dem, através dessas fungoes.

4.4 As funcoes trigonométricas de terceira ordem

Serd usada a notagdo Tjso(z) = cossg x, Ts1(z) = seng; z e Tya(x) = senso x, para
as tres fungoes trigonométricas de terceira ordem, que serao definidas agora. Analogamente
ao caso das hiperbdlicas de terceira ordem, as trigonométricas de terceira ordem sao as trés
fungoes que sao solugoes da equacao diferencial:

y///(m) — _y(x)

com os seguintes valores iniciais:

para construi-las a partir do que foi feito no final da secao anterior, basta fazer:
T3’0<1’> = Ao(l') = COSh370 (—I)

Ts1(x) = —Ag(x) = —senhs (—x)
Tsa(x) = Ay(z) = senhsy(—2x)
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E fdcil extrair todas as propriedades dessas novas funcgoes a partir da definicao delas, e
das propriedades das hiperbdlicas de terceira ordem ja estudadas. Por exemplo, as séries de
Taylor dessas funcoes sao, mudados alguns sinais, obtidas das séries das hiperbdlicas:

0 ( x)Sk
Tso(x) = cosgp x = Z (Sk)'
o ( x)3k+1
Ts1(x) =sensy x = Z
— (Bk+1)!
o ( $)3k+2
Tsa(x) =senss x = Z
prd (3k + 2)!

LL’Q

-2l

1‘3 Jf6 1}9
- ? a - a —"_ cee (107)
ZU4 x7 xlO
A 108
AT (108)
I5 fL‘8 ,Ill
©, e 1
IS TR (109)

Também todas elas convergentes Vx € R. Como no caso das hiperbdlicas, muitas das
propriedades das trigonométricas de terceira ordem podem ser obtidas de forma pouco labo-
riosa. O trabalho é ainda mais reduzido, dado que as trigonométricas sao obtidas através de

transformacoes simples das hiperbdlicas.

Através das trés fungoes trigonométricas de terceira ordem pode-se definir as fungoes:

1
SeC3o r = ————
COS3 0 T
1
CSC31 L = ————
senz;; T
1
CSC32 T = ————
S€ng o T
S€ng 1 T
tang,l r=——
COS3 0 T
S€Ng3 o T
tangs r = ————
COS3,0 T
1 COS30 T
C0t371 Tr = =
tang; @ seng i T
COS30 T
cotzo x = =
tang,g T Senz 2 T

As derivadas dessas fungoes podem ser calculadas:

d d 1 seng o T 1  sengo @
——8S€C30 T = —— = 5 =

dx dx \coszo COS302x  COS3( T COS3( T

d d 1 COS3,0 T 1 cosgox
—CSC31 T = — = — ==

dx dx \seng; x sens q sens | T seng; T
d d 1 seng; 1 sengy
—CSC39 T = — = — ==

dx dx \sengo x seng o ? seN3 o T SeNgo T



ou seja:

e também,

—tang; x =

dx ’

dx ’

—cotg1 x =
dx ’

—cotgo x =
dx ’

Portanto;

d

——8eC39 & = 8eCzg rtanzo x

dx

d

——C8C31 & = —CSC31 T COt31 @

dx

Iz CSC32 & = — CSC32 T tang, xrcotgs x
T

d <sen3,1 x) COS30 X COS3 & — seng o(—sengs )

dx
1+

COS3,0 T
S€N3 1 TSeNz 2 T

cosso 2w

COS3,0 T €COS3 9 T

d <sen3,2 IB) Sellg; T COS30 T — SeNzo &(—senss )

dr COS30 T cosso 2w
sens T senz o T\ 2
COS3,0 T * (COSg’O Q})
d /cossg T —selgy Tseng; T — CoS3 (C0S30 )
dx <sen3,1 :)3) N seng 12 x
senso T COS30 T2
_seng’l T + (Seng,l x)
d [cossg T —selgo TSeNgy T — COS3 &(sens; T)
dx <sen3,2 :)3) N seng o2 x

1 <sen3,1 T COS3 0 33)
S€N3 2 T SE€N3 2 T

—tang; r =1+ tanz; ztanzs

dx
—_— tan372 T = tang,l T+ tan3,2 2 X
dx
- COt3’1 r = — tang’g T COt371 T — C0t3,1 2 T
dx
d_ COtg}g r=-—-1-— COt372 2 Itan&l X
X

26

(110)
(111)

(112)

(113)
(114)
(115)

(116)

4.5 Foérmulas de adigao de arcos para fungoes trigonométricas de
terceira ordem

Como visto anteriormente, utilizando a férmula de soma de arcos para as fungoes hi-
perbdlicas de terceira ordem tem-se:

coshg g (1 + x2) = coshs g x; coshs g x2 + senhs; 1 senhs s x9 + senhy o 1 senhs; xo

substituindo xy por —x1 e x5 por —xs:

coshs o [—21 + (—22)]

= coshg o (—x1) coshs o (—x2) + senhsy (—x1) senhg o (—22) + senhg o (—21) senhs ; (—x2)
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e, substituindo-se as hiperbdlicas por suas respectivas trigonométricas tem-se:
COsS3,0 (1'1 -+ .1'2) = COS3,0 L1 COS3 90 T2 — S€II31 T1S€N32 Ty — SE€N3 2 L1 S€N3 1 T2 (117)

Para as funcoes tipo seno, o procedimento é andlogo. Tem-se, conforme visto anterior-
mente:

senhs 1 (r; + x2) = coshs g x1 senhs; o 4 senhg; 1 coshg g z + senhs o xq senhs o o
substituindo x; por —z; e x5 por —xs:
senhg 1 [(—21) + (—22)] =
= coshy o (—x1) senhs; (—22) + senhs (—21) coshs g (—22) + senhs 5 (—21) senhg o (—x2)
logo:
—seng (1 + x2) = cosg x1(—sengy Ta) — Sely; Ty COS3 Tg + Selgo T1 SN Ty

e, multiplicando-se a equacao por —1 conclui-se que:

seng (1 + T3) = €083 T SeN3 1 To + SCNgy Ty COS3 0 T2 — SEN3 2 T SEN3 9 To (118)
Analogamente mostra-se que:
seng o (21 + T2) = €083 T1S€N3 9 Ty + S€llg o T1 COS3 0 To + S€N3q X1 SeN3q To (119)

Utilizando-se a definicao de tang; x, ¢ possivel também mostrar que:

seng (1 + )
o830 (1 + x2)
COS3,0 T15€13,1 T2 + S€I131 X1 COS3 0 T2 — S€I13 2 T1 SC13 2 T2

tans; (1 +22) =

COS3 0 X1 COS3 9 T2 — S€N31 L1 S€N32 T2 — SEN32 L1 SCN3 1 T2

COS3,0 T1Sensg 1 T2+sensg 1 Ticos3 o T2—Sen3 2 T1Sens 2 T2

COS3,0 T1 COS3,0 T2

COS3,0 T1 COS3,0 T2—SEN3,1 T1SEN3 2 T2—Sen3 2 T1Sen3 2 T2

COS3,0 T1 COS3,0 T2

seng.1 r2 seng,; 1 ri _ seng 2 risSeng 2 r2
o COS3,0 T2 C0S3,0 T1 COS3,0 T1COS83,0 T2
- Seng ;1 1 sens 2 ra seng 2 xrisens i ra °
€0S3,0 T1COS3,0 T2 coshg o =1 cos3,0 =2

Ou seja:

tans; o1 + tang; ro — tangs xqtangs o

tang,l (ZL‘l + .172) = (120)

1-— tan371 I tang,g To — tan3,2 X1 taIl371 ) '

Analogamente, pode-se mostrar:

S€13 9 (Il -+ ZEQ)
o830 (1 + x2)
COS3,0 T18€Ng 2o To + S€N3 2 T1COS3 0 To + S€N31 X1 SE€N3 1 T2

tal’lg’g (.’171 —+ 1’2) =

COS3 0 X1 COS3 9 T2 — S€N31 L1 SCN32 T2 — SEN32 L1 SCN3 1 T2
COS3 0 T1Sens 2 ra+sensg 2 ricos3 o T2+Sen3 1 Trisens i r2
COS3,0 T1COS3,0 T2

COS3,0 T1 COS3,0 T2—SEN3,1 T1SeNn3 2 T2—Sen3 2 T1Sens1 T2

€OS3,0 T1 COS3,0 T2

sens o T + sens o i + senhg 1 1 sens 1 T2

coS3,0 T2 cos3,0 T1 COS3,0 T1COS3,0 T2
seng 1 riseng 2 r2 Seng 2 1 Seng;1 T2
€0S3,0 X1 COS3,0 T2 €0S3,0 X1 COS3,0 T2
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ou seja,

tang,g x|+ tan372 o + tan371 T tan371 )

tang’g (ZEl + (L’Q) = (121)

1— tan371 T tan372 T — tangg T tan371 i)
Na préxima segao, mostra-se as identidades fundamentais para as fungoes trigonométricas

de terceira ordem.

4.6 Identidades trigonométricas para as funcoes de terceira ordem

A relagao fundamental para as fungoes hiperbdlicas de terceira ordem afirma que:
coshs S+ senhs ; So+ senhs o Sr—3 coshg o xsenhs; xsenhsy = 1.
Substituindo x por —z tem-se:
coshy o ®(—) + senhs ; *(—x) + senhs o *(—x) — 3 coshy o (—z) senhs; (—) senhsy (—) = 1.

Substituindo as fungoes hiperbdlicas por suas respectivas trigonométricas na equacgao ante-
rior, tem-se o que se pode denominar Relagao Fundamental para as Fungoes Trigo-
nométricas de Terceira Ordem:

€083 0 S — sens S+ seng o 1 +3coszo T sengy rsenhszo v =1 (122)

3

Utilizando a equacao (119) e dividindo-se os dois membros por cosz”x com cossg z 7# 0

obtém-se:

cossor  seng;dr  sengyiw N 30830 TSenz; Tsenzy T 1
cossodx  cosgpdx  cosgpdw coss o T cosgodx’

logo chegamos naquela que pode ser denominada Segunda Relacao Fundamental para
as Funcgoes Trigonométricas de Terceira Ordem:

1 —tang, S+ tang o Sr+4+3 tang; xtans, x = secs Su (123)
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4.7 Graficos das fungoes trigonométricas de terceira ordem

Como foi visto na se¢ao (4.4), hd uma relagao entre as fungoes trigonométricas de terceira
ordem e as funcgoes hiperbdlicas de terceira ordem. Através dessa relacao obtivemos os graficos
das funcgoes trigonométricas de terceira ordem a partir do grafico das hiperbdlicas, conforme
visto a seguir.

4.7.1 Graficos da funcao coszy

O grafico dessa fungao ¢ obtido através do gréfico da funcao coshs x substituindo = por
—z. Como a funcao coshs( = nao possui restricao em seu dominio, também nao havera para
a funcao coszy z. Dessa forma, obtém-se o grafico.

-6

-6

Figura 49: Gréficos da fungao coss g « com diferentes aproximacoes
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4.7.2 Graficos da funcao sens; x

O grafico dessa fungao ¢ obtido através do grafico da fungao senhs z, substituindo x por
—z e multiplicando-a por —1. Como o dominio de senhs; x nao possui restri¢ao, também
nao havera para a funcao sens; x. Dessa forma, obtém-se o gréfico.

-4 -2 2 4 6 8 10}

-2

-4

-5

-8

Figura 50: Graficos da fun¢ao sens; o com diferentes aproximacoes

4.7.3 Graficos da funcao senss «

O gréafico dessa funcgao ¢ obtido através do grafico da funcao senhs, x substituindo = por
—z. Como o dominio de senhss x nao possui restri¢ao, também nao havera para a funcao
sens o z. Dessa forma, obtém-se o grafico.

-5 -2

Figura 51: Graficos da fun¢ao sens o o com diferentes aproximacoes
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4.7.4 Grafico da funcao tans; z

O grafico dessa funcao ¢ obtido pela razao entre as fungoes sens; = e cossp x. Dessa
forma, obtém-se o grafico.

|
&

=

L
o

Figura 52: Gréfico da fungao tans; x

4.7.5 Grafico da funcao tanzs z

O grafico dessa funcao ¢ obtido pela razao entre as fungoes senss z e cossp x. Dessa
forma, obtém-se o grafico.

@

ES

=

o

Figura 53: Gréfico da fungao tans,

4.7.6 Grafico da funcao cots; =

O gréfico dessa funcao é obtido pela razao entre as fungoes cosso = e sens; . Dessa
forma, obtém-se o grafico.
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Figura 54: Grafico da funcao cots; «

4.7.7 Grafico da funcao cotz s =

O gréfico dessa funcao ¢ obtido pela razao entre as fungoes coszo x e senzs . Dessa
forma, obtém-se o grafico.

Figura 55: Grafico da funcao cots,

4.7.8 Grafico da funcao secsy

O grafico dessa fungao é obtido pelo inverso da funcao coss x. Dessa forma, obtém-se o
grafico.
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Figura 56: Grafico da fungao secs x

4.7.9 Grafico da funcao csc3; x

-2

-4

—6
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O grafico dessa fungao ¢ obtido pelo inverso da fungao seng; . Dessa forma, obtém-se o

grafico.

Figura 57: Gréfico da fungao cscs; x

4.7.10 Grafico da funcao cscs

O grafico dessa funcgao ¢ obtido pelo inverso da fungao seng o . Dessa forma, obtém-se o

grafico.
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Figura 58: Grafico da fungao cscss @

4.8 Aplicagcao em sala de aula

Nesta secao serda mostrado alguns exercicios feitos com alunos do ensino médio, em uma
aula para mostrar uma aplicacao das fungoes trigonométricas circulares e hiperbdlicas. Pri-
meiramente foi explicado a eles o que seria uma fungao trigonométrica definida no circulo
de raio unitario e a fungao trigonométrica definida em uma hipérbole equilatera. A seguir
foi mostrado aos alunos o significado de uma catenéria. Depois foi mostrado aos alunos que
a equacao da catenaria em coordenadas cartesianas é dada pelo cosseno hiperbdlico e a sua
equivalente exponencial. entao foi apresentada a funcao

1 1 B

y = —cos(ar) = — (e‘”” +e ‘“)
a 2a

A seguir foram passadas algumas questoes sobre calculo de alguns valores numéricos para

as fungoes seno e cosseno hiperbodlico, e posteriormente, alguns problemas envolvendo uma

aplicacao das fungoes trigonométricas. As questoes foram as seguintes:

r_ —x
€-¢ e coshz =

1. Encontre o valor numérico de cada expressao, dado que senh x =
ef+e ",
2

(a) senh (0) =7
solucao:

(b) cosh(0) =7

solugao:

(¢) (cosh(0))~t =7
solucao:

[y

s = (T4 < () o

2. Um fio que liga dois postes de 4 metros a 12 metros de distancia um do outro, faz um
angulo de 60° entre cada ponto de suspensao e o ponto mais baixo do fio. Calcule a
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4m *l 4m

12m

Figura 59: Fio que liga dois postes a 12 metros de distancia
altura aproximada do ponto mais baixo do fio. (use v/3 =1,7)

solucao: Seja h a altura do ponto mais baixo do fio, entao temos:

6
tg 60° = —
x

-
MRV
_ 6 V3
a:—\/g\/g
r=2V3

T =3,4m
h=4-3,4
h=0,6m

3. A funcao a seguir é a catenaria. Nessa funcao a é uma constante cujo valor depende
dos parametros fisicos da corrente e massa por unidade de comprimento, e a tensao
com a qual ela é segura. .

_ ax —ax
fla) =5 (e +e7™)
Dois postes de alturas iguais e afastados 50 metros um do outro suportam um cabo que
descreve uma catenaria em que a = 0, 08.

(a) Qual a distancia minima do cabo ao solo?
solugao: toma-se esse ponto minimo como sendo x = 0, e substituindo na equagao
da catenaria tem-se:

f(0) = ﬁ(eo,%.o t ¢0080)
F(0) = o (e 4+ €
(0) = 2 —12,5m

0,16
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-25 0 25

Figura 60: Funcao Catenéria

(b) Qual a altura dos postes?
solugao: como o ponto minimo se encontra em x = 0 e os postos estao a 50 metros
de distancia um do outro, entao a distancia de = 0 ao poste sera 25 m, logo
toma-se x = 25 e substitui-se na equacao da catenaria da seguinte forma:

2 — 0,08.25 —0,08.25
1(25) 2.0,08(e te )

1
25) = —— 1
£(25) 0716(7,39+0, 35)

£(25) = 47,03m

Dessa forma pode-se mostrar aos alunos a importancia das fungoes trigonométricas e
hiperbélicas através de exemplos praticos do dia a dia.
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5 Conclusao e perspectivas futuras

Nesse trabalho foram apresentadas as fungoes trigonométricas e hiperbdlicas cléssicas,
suas definicoes, gréaficos, propriedades, diversas identidades e férmulas, derivadas e integrais,
bem como das fungbes subsididrias (secz, tg x, cosec x, cotg x, sech x, tgh x, cosech z,
cotgh z) e fungdes inversas (arcsec x, arctg x, arccosec x, arccotg x, arcsech x, arctgh x,
arc cosech x, arc cotgh z). A relacao das fungoes trigonométricas com a geometria do circulo,
e a relacao das funcgoes hiperbdlicas com a hipérbole equilatera é mostrada. Também foi
feita uma aula pratica com alunos do ensino médio, mostrando sua importancia e aplicagoes
através de exercicios.

Introduziu-se brevemente as chamadas fungoes hiperbdlicas e trigonométricas generaliza-
das. De maneira mais aprofundada, definiu-se as fungoes hiperbdlicas e trigonométricas de
terceira ordem e foram deduzidas vérias de suas propriedades, graficos, identidades, formulas
e derivadas, bem como de suas funcoes subsidiarias. Os graficos de muitas dessas fungoes
(principalmente das subsididrias), bem como a concatenagao de muitas das propriedades de-
las sao raramente mencionadas na literatura, ou sao encontrados de maneira dispersa, em
idiomas variados, devido provavelmente ao surgimento historico reincidente de maneira inde-
pendente dessas funcoes. A clara relacao das fungoes hiperbdlicas e trigonométricas quando
a ordem é trés, intimamente ligadas por uma simetria aparente mais simples do que no caso
das funcoes de ordem dois, foi mencionada. A notagao aqui utilizada para as fungoes de
terceira ordem ¢ inédita e facilmente generalizada para ordens mais altas. A clareza com
que remete a notacao convencional das fungoes classicas de segunda ordem, que resiste por
séculos, ¢ uma vantagem no seu uso, e aparentemente representa uma facilidade, pela ana-
logia imediata que provoca, na exploracao das propriedades gerais das fungoes primarias e
subsidiarias de terceira, e até outras ordens.

Como motivo de trabalho futuro pode-se esperar um estudo mais aprofundado das raizes
dessas funcgoes, o calculo de integrais das funcoes subsidiarias, e suas equacoes diferenciais. E
possivel suspeitar que as séries das fungoes hiperbdlicas e trigonométricas de terceira ordem
subsidiarias (sechsg x, secso x, tanhs; x, tanhs, x, tans; x, tang, , etc) estejam relaci-
onadas, por exemplo, com os nimeros de Fuler e Bernoulli generalizados, assim como as
séries das fungoes de segunda ordem (sech x, secx, tanz, tanhx) estdo com os nimeros de
Euler e Bernoulli. A relacao dessas fungoes com a interessante superficie ctibica de revolucgao
23 4+ 93 + 23 — 3wyz = 1 nao foi explorada [21, 22], e é provdvel que suas propriedades
geométricas iluminem o misterioso significado das transformacoes codificadas pela matriz
H;(0), [29]. Nota-se que a rota para exploragao das propriedades das fungoes de ordens mais
altas é a mesma, e tudo que aqui foi feito para terceira ordem pode ser feito para ordens
maiores que quatro, exatamente com os mesmos procedimentos.

As fungoes inversas de terceira ordem nao foram tratadas aqui, e suas propriedades,
como derivadas, integrais, séries, graficos, raizes, etc podem ser assunto de trabalhos futuros.
Possivelmente estejam também relacionados com integrais do tipo [ 1+%alx, etc.

A necessidade de literatura mais especifica sobre o tema, de pouca ou nenhuma referéncia
substancial em portugués, e de mais estudo explicito visando o preenchimento de muitas
lacunas no conhecimento a serem cobertas foram as principais motivagoes do presente traba-
lho. E possivel que uma maior popularizagao desses interessantes objetos matematicos leve
ao preenchimento de muitas das lacunas no assunto, e de uma intensificacao na busca de suas
relagoes com outras areas da matematica pura e aplicada.
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