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Resumo

Dentre os varios teoremas que sao ensinados na educacao bésica, alguns
podem ser demonstrados em sala de aula e outros nao, devido o grau de
dificuldade de sua prova formal.

Um exemplo classico é o Teorema Fundamental da Algebra, que nao é
demonstrado, pois é necessario conhecimentos em Matemaéatica de nivel supe-
rior.

Neste trabalho, justificamos intuitivamente a validade do Teorema Funda-
mental da Algebra usando o software Geogebra. E, baseados em [2], apresen-
tamos uma clara demonstragao formal desse teorema que estd enderecada aos

professores do ensino basico e alunos de licenciatura em Matematica.

Palavras-chave: Equacao polinomial. Fungao polinomial. Geogebra.
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Abstract

Among several theorems which are taught in basic education some of them
can be proved in the classroom and others do not, because the degree of
difficulty of its formal proof.

A classic example is the Fundamental Theorem of Algebra which is not
proved, it is necessary higher-level knowledge in mathematics.

In this paper, we justify the validity of this theorem intuitively using the
software Geogebra. And, based on [2] we will present a clear formal proof of
this theorem that is addressed to school teachers and undergraduate students

in mathematics.

Keywords:Polynomial Equation. Polynomial Function. Geogebra. Fun-

damental Theorem of Algebra
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Introducao

Esse trabalho é destinado aos professores do ensino basico e aos alunos de licen-
ciatura em Matematica que possuam interesse em se aprofundar na teoria das equacoes
polinomiais, em particular o Teorema Fundamental da Algebra (TFA) e, com isso, me-
lhorar o seu conhecimento matematico para facilitar o aprendizado do aluno.

Observando os conteudos contidos nos curriculos do ensino médio, o estudo das
equacoes polinomiais de grau maior que dois ocupa um lugar de destaque, visto que,
na maioria das escolas é assunto da 3* série do ensino médio como vemos na matriz
curricular do Estado de Sdo Paulo [3], sendo também base para as disciplinas de calculo
e algebra no ensino superior. Esse tema também pode ser usado como motivacao para
desenvolver o estudo dos ntimeros complexos.

Os materiais didaticos de Matematica do ensino médio enunciam o Teorema Funda-
mental da Algebra sem apresentar uma justificativa de validade desse teorema dizendo
apenas que a demonstragao desse resultado exige conhecimentos avangados em Matemaética,
nao abordados no ensino médio, como citamos a seguir:

“

ele é apresentado nos livros como se fosse
um axioma, sem quaisquer razoes para pelo menos
mostrar que se trata de um resultado plausivel. Isso
se justifica pelo fato de que sua demonstragao re-
quer argumentos que nao podem ser feitos de modo
preciso no Ensino Médio. Mas é interessante que
pelo menos o professor tenha uma ideia sobre como
demonstra-lo.”[8, pag.: 230]

Para amenizar essa problematica apresentamos nosso trabalho, que esta dividido em
trés capitulos organizados da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentamos um breve
resumo da Histéria das equacoes polinomiais, relembramos como resolver equacoes

polinomiais de graus 1 e 2 e apresentamos os métodos de resolucao das de graus 3



e 4. No Capitulo 2, tratamos da teoria das equacoes polinomiais com coeficientes
complexos. E, no Capitulo 3, interpretamos graficamente as raizes nao reais de um
polinémio e com o auxilio do software Geogebra [5] construimos alguns graficos que, a
partir deles, conjecturamos alguns resultados que servirao como justificativa informal
para validade do TFA. Para concluir esse capitulo apresentamos uma demonstragao

formal deste teorema.



Capitulo 1

Um breve histérico das equacoes

polinomiais

Toda teoria sobre as equagoes polinomiais se resume basicamente em responder duas
perguntas: dada uma equagao polinomial, como obter uma raiz para essa equagao (que
sao as férmulas resolutivas)? E serd que toda equagao polinomial possui solu¢ao?
Responder essas duas perguntas foi tema de estudos de alguns matematicos por muitos
anos. Com este trabalho pretendemos percorrer a trajetoria desses estudos.

Podemos dizer que os egipcios foram os precursores no estudo das equacoes poli-
nomiais, pois os primeiros trabalhos escritos abordando tal tema estao nos papiros
de Rhind (1650 a.C.)[4], neles aparecem problemas que sao resolvidos por equagoes
polinomiais do 1° grau. Por outro lado, os babilonios foram os primeiros a tratar, de
forma eficiente, as equagoes polinomiais do 2° grau também através de problemas prati-
cos; embora nao reconhecessem as solugoes negativas por nao conhecerem os nimeros
negativos até entao. Por fim, foi na India que as resolugoes das equagoes polinomiais
do 2° grau teve seu desfecho, com as contribuicoes de dois matematicos: o primeiro
foi Brahmagupta (589-668)[2] que apresentou as solugoes negativas e o segundo foi
Bhaskara Acharya (1114-1185)[2] que apresentou o método de resolucao das equagoes
polinomiais do 2° grau através do completamento de quadrados. Vale salientar que a
formula resolutiva para equagoes polinomiais do 2° grau que conhecemos como férmula
de Bhaskara nao foi apresentada por ele, pois na sua época nao usava-se letras para

representar os coeficientes nem os sinais de operagoes que conhecemos. Na verdade, se



fossemos dar um nome a essa férmula seria férmula de Frangois Viete (1540-1603), pois
foi esse matematico francés que introduziu o uso das letras para representar quantidades
desconhecidas e sinais para representar algumas operagoes.

O desdobramento das equagoes de grau 3 e 4 ocorreu na Italia. O primeiro foi
trabalho do matemédtico Nicolo Fontana de Brescia (1500-1557) [4], mais conhecido
como Tartaglia, que primeiro resolveu as equacoes do tipo z*® + pz? + ¢ = 0, depois
resolveu as do tipo 23+ px +¢q = 0, tarefa essa também realizada por Scipione Del Ferro
(1465-1526)[4] e, por ultimo, Tartaglia resolveu as equagoes do tipo az3+br?+cr+d = 0
transformando-a em uma do tipo z® + px + g = 0 que ele ja conhecia a solucao. J4 as
equagoes de grau 4 foram resolvidas pelo matematico Ludovico Ferrari (1522-1565)[4]
que resolveu primeiramente as equacoes do tipo 2 +px? 4 gz +r = 0, pois as completas
ax* +bx® 4 cr? +dr +e = 0 podem ser sempre transformadas em uma do tipo anterior.

Esses matematicos expressaram férmulas que fornecem as raizes das equagoes de
graus 2, 3 e 4, mas ao manusea-las se deparavam, as vezes, com raizes quadradas
de nimeros negativos, nimeros que nao conheciam até entao; problema resolvido por
Rafael Bombelli (1526-1572)[2] que se utiliza das mesmas regras sobre niimeros reais,
para manipular as raizes de niimeros negativos, acabando com o desconforto que os
matematicos da época tinham com esses niimeros.

As solugoes das equagoes polinomiais de graus 2, 3 e 4 apresentadas foram férmulas
expressas por radicais. Entao surge a pergunta: serd que as equagoes polinomiais de
grau 5 possuem também solucoes expressas por radicais? Dois grandes matematicos
tentaram responder; o primeiro foi o suico Leonhard Euller (1707-1783) e o segundo
foi Joseph Louis Lagrange (1736-1813)[2], mas nao obtiveram éxito. Surgem entao
outras perguntas: sera que toda equacao de grau 5 possui solucao? Ou melhor, dada a
equacao polinomial a,z" + a,_12" ' + ... + a1z + ag = 0, onde n é um ntimero natural
€ G, Qp_1,...,01, 0y SA0 NUMeEros reais, sera que ela tem solugao para todo n natural?
E quais equagoes possuem solugoes expressas por radicais?

A primeira pergunta foi respondida pelo alemao Carl F. Gauss (1777-1855)[4] que
em sua tese de doutorado mostrou que toda equacao polinomial de grau n > 1, com

coeficientes complexos, possui pelo menos uma raiz complexa, esse resultado é con-



1.1 Equacoes polinomiais que sao resolvidas por férmulas. )

hecido como o Teorema Fundamental da Algebra. A segunda foi dada pelo matematico
francés Evariste Galois (1811-1832)[4] que demonstrou (usando o Teorema Fundamen-
tal da Algebra) que toda equagao polinomial de grau maior que 4 nao possui solucao
expressa por radicais completando o trabalho do matematico noruegués Niels Henrik

Abel (1802-1829)4].

1.1 Equacoes polinomiais que sao resolvidas por fér-

mulas.

“Como resolver essa equacao?” Essa pergunta é feita normalmente pelos alunos
quando estao diante de uma equacao seja ela polinomial ou nao. Ensinamos como
resolver equacoes polinomiais de 1° e 2° graus, mas os livros didaticos nao ensinam,
nem mesmo falam, que existem métodos para resolver equagoes polinomiais de 3° e 4°
graus. O que faremos nesse capitulo é relembrar os métodos de resolucao das equagoes

polinomiais de 1° e 2° graus e apresentar os métodos de resolugao das de 3° e 4° graus.

1.1.1 Equacao polinomial do 1° grau.

“Uma quantidade, somada a seus ;, mais sua metade e mais sua sétima parte perfaz
33. Qual é essa quantidade? (ver em [4])” Esse problema era um dos que constavam nos
papiros de Rhind cuja traducao matematica é x + 2% + g + ; = 33, onde x representa
a quantia procurada. Expressao como essa pode ser escrita na forma axz + b = 0, onde
a e b sao numeros reais com a # 0 que chamamos de equagao polinomial de 1° grau

cuja resolucao ¢ feita da seguinte forma.

Dada a equacao ax + b =0, com a e b reais e a diferente de zero, temos:

ar+b = 0
ar = —b
b
r = ——.



1.1 Equacoes polinomiais que sao resolvidas por férmulas. 6

Retomando a equacao que traduz o problema introdutério dessa se¢ao temos:

P S A
— 4+ =4+ ==233
x+3+2+7 )

multiplicando por 42 temos;

422 4 28x 4+ 21x + 6z = 1368;

97z = 1368,

o 1
multiplicando por 97 temos:
1368
r=—".
97
Assim, vemos que equagoes desse tipo sao faceis de encontrarmos a solucao: x =

—. Um problema mais complicado surge quando envolvemos termos quadraticos no
a

problema. Isto serda abordado na préxima secao.

1.1.2 Equacgao polinomial do 2° grau.

“Multiplique ambos os membros da equagao pelo nimero que vale quatro vezes o
coeficiente do quadrado e some a eles o nimero igual ao quadrado do coeficiente original
da incognita. A solucdo desejada é a raiz quadrada disso [11]”. Essa regra era utilizada
pelos indianos para resolver as equacoes da forma az? 4 bx + ¢ = 0 antes de Bhaskara.

Serd que essa regra ¢ equivalente ao que conhecemos? E isso que veremos agora:
dada a equacao azx? + bx +c = 0, com a, b e ¢ sendo ntimeros reais e a diferente de

zero, temos:

a’+br+c = 0=

sSarl+br = —co

<:>:U2—|—<é)x S — (1.1)

a



1.1 Equacoes polinomiais que sao resolvidas por férmulas. 7

b\ 2
Somando em (1.1), <2—> , temos que:
a

$2+ 9 T+ 32—__04_ £2
a 2a)  a 2a )

entao:
+ by e + v’ &
v 2a a 4a?
N n b\?2 b? — 4ac o
T+ — = —
2a 4a?
b b2 — dac b2 — 4ac
= — =t — = +— 1.2
v 2a 4a? 2a (1.2)

Somando em (1.2), 5, Segue que
a

—b " Vb? — 4dac B —b+ Vb — 4dac

r=—
2a 2a 2a

Isso é o que conhecemos.
Voltando & regra usada pelos indianos, temos que multiplicando a equacao ax? +

br 4+ ¢ =0, onde a, b e ¢ sao nimeros reais com a # 0, por 4a, obtemos:

4a*x? + 4abx + dac = 0
4a*z? + 4abx + dac + > = V?
4a’x? + dabx +b* = b® — 4dac
(2ax +b)* = b* — 4ac

2ax +b = £Vb?2 —4dac
—b+Vb? — 4dac

2a

Tr =

Logo, as formulas sao equivalentes. Em ambos os casos chegamos a solucao fazendo
apenas calculos algébricos, o que é possivel também para as equacoes de graus 3 e 4.

Vejamos isto nas proximas duas segoes.



1.1 Equacgoes polinomiais que sao resolvidas por féormulas.

1.1.3 Equacgao polinomial do 3° grau.

Imaginemos que um aluno nos peca para resolver a equacao x> — 12z — 16 = 0

usando apenas calculos algébricos, como foi feito para as equacoes de graus 1 e 2, o

que dirfamos para ele? Diante desse impasse, precisamos conhecer melhor as equacoes

desse tipo. O método de resolucao algébrica para esse tipo de equagao que chamamos

de equagao polinomial do 3° grau foi apresentado por Tartaglia e Del Ferro [2, 4] como

segue.

Dada a equacao

z® +pr+q=0,

(1.3)

onde p e ¢ sao nimeros reais. Seja x = a + b uma raiz dessa equacgao, logo teremos:

3 = (a+b)® = a®+ 3a®b + 3ab® + b*
23 = a®+ 3ab(a+b) +°
2 = a® + 3abx + b*

® — 3abx — a® — b® = 0,
comparando os coeficientes das equagoes (1.3) e (1.4), temos:

—3ab = p e —a®—b> = gq, ouseja,
3

a’h? = —12?—7 e a+b = —q,

logo a® e b3 sao as rafzes da equacao polinomial do 2° grau:

3

2 P
S —!
Yy +aqy o7 )
cujas raizes sao:
4p3
EpPRNERY S, B
2 22 27

(1.4)



1.1 Equacoes polinomiais que sao resolvidas por férmulas. 9

Logo teremos:

o que implica em:

36+ (5)
\/ 2 + 3
VG (5)
\/ 2 + 3
e portanto a raiz procurada é:

x:a+b:§/—g+\/m+§/—g—m‘ (1.5)

Para o caso geral temos que toda equacao polinomial de grau 3 pode ser transformada

em uma equacao da forma 23+ px +q = 0. Vejamos entao: dada a equacao ax®+ bx? +
cr+d =0, onde a, b, ¢ e d sao numeros reais com a diferente de zero, seja r =y +m

uma raiz dessa equacgao, logo teremos:

aly +m)’ + by +m)’ +cly+m)+d=0%
< a(y® +3my? +3mPy +m?) + b(y? +2my +m?H) +c(y+m)+d=0<

& ay® + (3am + b)y* + (3am® + 2bm + )y + (am® + bm* + em +d) = 0. (1.6)
Fazendo

3am + b =0, (1.7)



1.1 Equacoes polinomiais que sao resolvidas por férmulas. 10

temos

b
=, 1.8
m= g (1.8)
Assim, substituindo (1.7) e (1.8) em (1.6) obtemos:
3y 3ab*  20° N N —ab? N v be ) —o
a — ——+c — = =
Y 9a2>  3a Y 27a3  9a® 3a
3. 3ab? — 6ab® + 9a*c N (—ab® + 3ab® — 9abc + 27a’d) 0
a =
Y 907 Y 2743 ’
- 1
multiplicando por (—), temos:
a
3b* — 60 + 9ac (—b3 + 33 — 9abc + 27a*d)
3
=0. 1.
v ( 9a? ) yt 27a3 0 (1.9)

Portanto, a equagao (1.9) é do tipo y* + py + ¢ = 0 que j& sabemos resolver. Assim,

podemos encontrar y, e portanto a raiz da equacao geral, ou seja, © = y + m, onde
b

—a

Conhecendo esse método de resolucao, fica facil de encontrar uma solucao para a

equacao proposta pelo aluno. Vejamos abaixo.

Seja = a + b uma solucao de 23 — 122 — 16 = 0, logo temos que —3ab = —12 ¢
—a® — b® = —16, pois a equacao é do tipo 2% + px + ¢ = 0, e portanto a® + b> = 16 e
a’h® = 64, logo a® e b3 sao as raizes da equacao y*> — 16y + 64 = 0, ou seja, a® = y; = 8
e b® =y, = 8 0 que implica em a = 2 e b = 2 e portanto x = 4.

Observando os métodos de resolucao apresentados até aqui, vemos que a medida
que o grau da equacao aumenta, aumenta também a dificuldade de resolucao; vejamos

entao as de grau 4 na préxima segao.

1.1.4 Equacgao polinomial do 4° grau.

Dentro do costume da época entre os matematicos de proporem problemas uns aos

outros como forma de desafio, um matematico italiano, Zuanne de Tonini da Coi [4],



1.1 Equacgoes polinomiais que sao resolvidas por féormulas. 11

submeteu ao matematico Girolamo Cardano (1501-1576) uma questao que envolvia a
equacao z* + 622 — 60z + 36 = 0. Apds intimeras tentativas sem éxito, Cardano passou
a questao ao jovem Ferrari que, num lampejo de génio, encontrou o método geral para
a solucao das equacgoes polinomiais do 4° grau. Método esse que apresentaremos agora.

Dada a equagao
et 4+ pr? +qgr+1r =0, (1.10)
onde p, g e r sao ntimeros reais. Adicionando pz? + p*> — gz — r em (1.10) temos:
ot 4 2p2? + p? = pa® — qx —r + PP, (1.11)

adicionando 2z(z% + p) + 22, em (1.11), onde z é um nimero real qualquer, obtemos:

(2?2 +p)? +22(2* +p) + 22 = pr® —qr —r +p* + 22(2* + p) + 2

(22 +p+2)% = (p+22)2% —quv + (p* —r + 2pz + 22). (1.12)

Tome z tal que o 2° membro de (1.12) seja um quadrado perfeito, isto é quando o

discriminante do trinomio do 2° grau em x

(p+22)2* — qov + (p* — r + 2pz + 27)
¢ igual a zero, ou seja,

@ —4(p+22)(p* —r +2pz+2%) =0,

A equacao acima é uma equacao polinomial do 3° grau em z e portanto pode ser
resolvida pela férmula (1.5), assim encontramos o valor de z. Logo, teremos uma

equacao do tipo

(22 +p+2)* =k (1.13)



1.1 Equacgoes polinomiais que sao resolvidas por féormulas. 12

De (1.13) obtemos o valor de x, ou seja, a raiz da equagao:
4 2 _
"+ pr°+qr+r=0.

Para o caso geral temos que toda equagao polinomial do 4° grau pode ser transfor-
mada em uma da forma

vt +prdqr+r=0

do seguinte modo:

Dada a equacao
art + b2’ + ca® +dr + e =0, (1.14)

onde a, b, ¢, d, e e sao numeros reais com a diferente de zero, seja r = y + m uma raiz

para (1.14). Logo, teremos:

aly+ m)*+by+m)® +cly+m)*+dly+m)+e=0

= a(y*+ 4my3 + 6m2y? + 4m3y + m*) + b(y® + 3my? + 3m2y + m3)+
c(y® +2my +m?®) +d(y+m)+e=0 (1.15)

= ay*+ (dam + b)y® + (6am? + 3bm + ¢)y*+
(4dam? + 3bm?* + 2cm + d)y + (am* + bm?® + cm? +dm + e) = 0.



1.1 Equacoes polinomiais que sao resolvidas por férmulas. 13

b
Fazendo 4am + b = 0 temos que m = 1 © substituindo em (1.15), temos:
a

4 6ab®  3b° 2 4ab? 3b° 2bc
ay” + ——+cly + |- + ——+d|y+

16a?  4a 64a®  16a2 4a

ab? bt N b’c  bd N
— _—— 6 =
256a*  64a®  16a? 4a

N 1 6b* — 120> + 16ac N b? N 3b3 2bc AP
" B _ 2be
Y 16a y 1622 1622 4a Y

bt b b bd N
25607 64a® | 164 da )

N ‘g 662 N 16ac\ |, N —b®+3  be ) s
" _ 6o 0 +36° b
y 16a  16a )Y 16a2 % y

' b bl N
25647 ' 1642  da )

1
Multiplicando (1.16) por —, obtemos:
a

iy _3_62+c 2 —b* 4+ 30° bc _3b4 +b2c_ﬁ+g _
4 8a? y T 16 242 2560t " 16a®  4a® ' a)
L,
Cl

(1.16)

—3b* n b%c bd+ e tont
—— — — 4+ —_ portanto
~ 2560t | 164 4a o P

—3b? n c 3b? be
8a? «a 16a3 2a2

Chamando p =
teremos:

y4+py2+qy+r:().

Apos conhecer o método desenvolvido por Ferrari, podemos aplicd-lo na equagao

proposta a Cardano x* + 622 — 60z + 36 = 0 da seguinte forma:



1.1 Equacgoes polinomiais que sao resolvidas por féormulas. 14

2t + 622 — 60z +36 = 0,
= 21+ 622 = 60z — 36,
= 744+ 1222 + 36 = 622+ 60z,
= (22 4+6)* = 62*+ 60z,
(22 4+6)? +2(22 +6)z + 22 = 622 + 60z + 2(2* + 6)z + 22,
(2 +6+2)? = (6+22)22 +60x + (2% + 122),
como o 2° membro é igual a um quadrado perfeito entao 60% — 4(6 + 22) (22 +122) = 0
que é uma equagao polinomial do 3° grau, cuja resolucao é conhecida pelo método
de Tartaglia, assim obtido z temos uma equagao, em z, do tipo (2% + 6 + 2)? = k?
que resolvida obtém-se x. Portanto, os métodos apresentados para resolver equacoes
polinomiais de graus 3 e 4 nao sao praticos, pois recaimos em uma equagao de grau 3
cuja resolucao nao é facil; embora os métodos sejam de extrema importancia para o

conhecimento matematico do professor, além do valor histérico.



Capitulo 2

As equacoes polinomiais com

coeficientes complexos

As equagoes que estudamos até agora sao com coeficientes reais. Sabemos que tais
equagoes nem sempre possuem raizes reais. Algumas vezes essas raizes estdo contidas
no conjunto dos nimeros complexos que é uma extensao dos reais. O surgimento desse
conjunto se deu no contexto de resolugao de equagoes polinomiais de grau 3, como
pode ser visto em [4]. Admitiremos como conhecimento do professor de ensino bésico
e aluno de licenciatura a teoria béasica do conjunto dos ntimeros complexos comumente

abordada no ensino médio [6, §].

2.1 Introducao sobre equacoes polinomiais com co-

eficientes complexos

Definicao 2.1. Um nimero complexo tem a forma z = x+1y, onde T ey sao numeros

reais e i € a unidade imagindria que satisfaz i> = —1.

Definicao 2.2. Chamamos de funcao polinomial de grau n ou polinomio complexo de
grau n, onde n € um numero natural, a funcao p de C em C, onde C é o conjunto dos

numeros complexos, dada por
p(2) = a,z" + an12""1 4 ...+ a1z + ao, (2.1)

onde ay,a,_1,...,a1,a9 € C com a, diferente de zero.

15
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A partir de agora, sempre que usarmos a palavra polinomio entenderemos como

polinémio complexo.

Definicao 2.3. Seja p uma funcdao polinomial de grau n, chamamos de equacao poli-

nomial de grau n a expressio p(z) =0, onde p(z) é dada pela expressao (2.1).

Defini¢ao 2.4. Dizemos que zy € uma raiz de uma fung¢ao polinomial p, em (2.1), ou

de uma equagao polinomial p(z) = 0 se, satisfaz p(zy) = 0.

Exemplo 2.1. Resolver a equacdo 2z*> — 3iz = 0.
Solucdo: 22*> — 3iz =0,
= 2(2z — 3i) = 0.

. . . 31
Assim, as raizes da equagdo proposta sao z =0 ou z = 5

Defini¢ao 2.5. Um polinomio p é dito nulo quando p(z) = 0 para todo z complezo.

De acordo com a definicao acima, para verificar se um polindémio ¢é nulo deveriamos
observar se todo nimero complexo anula o polindmio, o que é impossivel de ser veri-
ficado, pois C ¢ infinito e nao enumeravel. Portanto, precisamos de um critério para

concluir tal fato e esse critério é dado pelo teorema a seguir.

Teorema 2.1. Um polinomio p é nulo se e, somente se, todos os coeficientes de p

forem nulos.

Demonstragao. Primeiro, considere p(z) = a,2" + a,_12" "' + ... + a1z + ag, de modo
que a, = ap_1 = ... = a1 = ag = 0, assim:

p(2) =02"+ 02"+ ... +024+0=0.

Por outro lado p é nulo, entao existem «q, aq, s, ..., a1, @, complexos distintos dois

a dois tais que,
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2
plag) = apaf + ap_rag + ... + arap + ap = ag + a1 + asag + ... + apog =0,
-1 -1
play) = apaf +ap 107 + ...+ aja; +ag=ag+ aroq + ... + a0 +aal =0,
. n _ n—1 n __
plan) = apal +ap_j0,n — 14+ aj, +ag = ag + a1, + -+ + ap_1al + azal = 0.

Logo, temos um sistema (n + 1) x (n + 1) linear homogéneo onde as incégnitas sao

ag, a1, ..., ay. Cujo o determinante da matriz dos coeficientes é dado por:

1 g a2 ... of 11 1 ... 1
1 ap o2 ... af ap Qo oy,
- 2 nl=| 2 A2 A2 2
D=1 a a3 ... af |=|a} o} a3 ... &2 |. (2.2)
1 a, o2 ... a” ap o ay o

A expressao (2.2) é desta forma, pois o determinante de uma matriz coincide com o da

sua transposta.
Por ser o determinante de uma matriz de Vandermond [7] cujos elementos carac-

teristicos sao ag, aq, s, ..., a,, todos distintos dois a dois, temos que:
D = (a1 — ap).(aa — ay) (g — ap)...(atn, — ) # 0

e, portanto, o sistema tem uma unica solucao que é ag = a; = ay = ... = a,, = 0.

Definigao 2.6. Dois polinomios f e g sao idénticos ou iguais quando f(z) = g(z),

para todo z complexo.

De forma semelhante aos polinomios nulos temos também um critério para identi-

ficar polinomios idénticos.
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Teorema 2.2. Dois polinomios f e g sdo iguais se, e somente se, 0s coeficientes de f

e g forem ordenadamente iguais.

Demonstragao. Sejam f(2) = 2" + @, 12"+ ...+ a1z +ag e g(z) = bp2" +

bp_12" "1+ ...+ biz + by, logo teremos:

f(z)=9(2) &
W2+ ap, 12" P4 o tazag=b,2" by 2" izt by
(an — bp)2" + (@p1 — bp_1)2" -+ (ag — b))z + (ag — by) =0 <

an_bnzoyanfl_bnfl:07'”7a1_b1:07a0_b0:0<:>

S R

ap = bnaanfl = bnfb N e blaaO = bO'

[ ]

Como os polinomios sao fungoes de C em C, entao podemos definir as operagoes de
adicao, subtracao e multiplicacao; isso ¢é feito da mesma forma como sao definidas para
funcoes reais. Uma outra operacao de extrema importancia para o estudo das equacoes

polinomiais é a divisao, que é definida em seguida.

Definigao 2.7. (Divisdo de polinémios): Dividir um polindmio f por um outro g,

nao nulo, € obter dois outros polinomios q e r satisfazendo as sequintes condi¢oes:

1. f=g9q+r

2. grau(r) < grau(g) our = 0.

Mas como obter g e r? Para responder essa pergunta vamos conhecer o resultado

que segue.

Teorema 2.3. Dados os polinomios f, g (nao nulos) sempre existem e sao unicos os

polinomios q e r satisfazendo as condigoes:

1. f=9gq+r
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2. grau(r) < grau(g) our = 0.

Demonstragao.

Existéncia:
1° Caso: Se f =0, entao basta tomar ¢ = r = 0.
2° Caso: Se grau(f) <grau(q), entdo basta tomar ¢ =0 e r = f.

3° Caso: Sejam

f(:L‘) = apx" + an_lxn_l +...+aix+ag

g(a:) = bmxm + bmfll‘m_l + ...+ blx + bo

onde a,.b, # 0 com n > m e consideremos

r(z) = f(z) - Z—:x”—mg@). (2.3)

Observemos que a parcela a,z" de (2.3), é cancelada, logo grau(r;) < n. Sendo
rp = 0 ou grau(ry) < m entao estd concluida a demonstragao, pois basta tomar r =
ri(z) e

q= Z—:x”‘m, (2.4)

m

que teremos f(z) = ri(z) + 2" ™g(x), de acordo com (2.3). Caso contrario, vamos

mostrar que se pudermos dividir r;(x) por g(z), entdo também podemos dividir f(z)
por g(z).

De fato, sejam ¢ e r tais que

ri(z) = g(z).q +, (2.5)
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substituindo (2.3) em (2.5) temos

f(x) — Z—:x"‘mg(fﬂ) =g(r).q+r,

ou seja,

f(z) = (Z—:x“—m + q> g(z) +7.

Assim podemos repetir o processo para r; e obter um novo resto parcial ry , onde
ro tem grau menor que o de rq, e assim por diante, de tal forma a existir um « tal que
grau(r,) <grau(g). Quando isso ocorrer, entdo, temos que o resto da divisao de f por

g é 1o € 0 quociente é a soma dos termos (2.4) obtidos em cada processo.
Unicidade:

Mostraremos agora que os polinomios ¢ e r, satisfazendo as condig¢oes do teorema,
sao unicos. Para isso, consideremos os polinomios r1, ¢q, 79 € ¢ satisfazendo as condicoes
le2 ouseja, f =g.g1+r1e f = g.go+1s. Logo teremos g.q; +11 = ¢g.g2 +73, 0 que im-
plica em g.(q1—g2) = r2—71. Se q1—¢2 # 0, entao grau[g.(¢1 —¢2)] >grau(g) >grau(rs—
r1) o que é absurdo. Logo ¢; = ¢2 0 que implica em ry = 7.
|

Encontrar raizes de uma equacao polinomial de grau maior que 2 nao é uma tarefa
facil. Mas, se conhecermos uma raiz dessa equacao podemos escreve-la como um pro-
duto de um polinomio de grau 1 por um outro de grau uma unidade inferior aquele
presente na equacao, como veremos no Corolario 2.1. Com isso, nosso trabalho agora é
resolver essa equacgao de grau inferior, o que é teoricamente mais facil do que resolver a
equacao original. Para realizar essa tarefa, precisamos conhecer o algoritmo da divisao
e os dois resultados que virao a seguir, onde o primeiro é apenas uma ferramenta que

serd usado na demonstracao do segundo.

Lema 2.1. A func¢do polinomial p(z) = 2" — ™ € dwvisivel por z — «, onde a é um

numero complexo qualquer.
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Demonstragao. Observemos que,

(z—a) . " T+a"?+at "+ e o

1

= ("Fa M a4 ) (e T L a e a”)

= 2"+ (a2t =) F (P =)+ 4 (e —a" ) —an

= z" —a™, ou seja, p(z) é divisivel por (z — «).
n

Teorema 2.4. Um nimero complero o é raiz de um polinomio p se, e somente se, p

é divisivel por (z — ).

Demonstragao. Seja p(z) = a,2z, +a" 12" + ... + a1z + ag e a raiz de p, entao

pla) = a,a™ + a, 10" + ... + aja + ag = 0,. Logo teremos:

p(z) = p(z) = p(e)
= (anzn +an12" '+ F a1z 4 ag) — (Anom + a1 4 4 a1+ ag)

= (2" — ")t ap, 1" =" D+ a(z— ).

Como todas as parcelas sao divisiveis por (z — «), de acordo com o Lema 2.1, temos
que p(z) é divisivel por (z — «), ou seja, p(z) = (z — a).q(z), onde ¢(z) é um polindémio
de grau n — 1. Suponhamos que p(z) = (z — «).q(2), logo p(a) = 0 e portanto « é raiz
de p.
|

Diante do resultado anterior, fica claro que se conhecermos mais uma raiz do
polinomio de grau inferior entao o grau da equacao vai diminuindo e com isso a tarefa
de obter outras raizes pode se tornar mais facil. Para verificar a veracidade dessa con-

sequéncia do resultado anterior, enunciamos e demonstramos o corolario seguinte.

Corolario 2.1. Se os numeros complexos aq, s, ..., 0y, SGo Taizes distintas de uma

funcao polinomial p de grau n, entao existe uma funcao polinomial q de grau n —m tal
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que p(z) = (z — a1)(z — a2)...(z — am).q(2).

Demonstragao. Sendo «; raiz de p, entao p(z) = (2 — a1)q1(z), mas as também é

raiz de p e como «a; # g, entao s é raiz de ¢;(z), logo

q1(2) = (2 — a2)q2(2),

e, portanto,
p(z) = (z — a1)(2 — a2)g2(2).

Repetindo esse processo m vezes, temos:

p(2) = (2 = a1)(z — @2)...(2 = am)qm(2),

onde ¢,,(z) é de grau n — m, pois (z — a1)(z — a2)...(2 — ay,) é de grau m.
u
O Teorema 2.5 permite obter o resto da divisdo de um polinémio por (z — a), de

uma forma bem pratica como veremos a seguir.

Teorema 2.5. (Teorema do Resto) O resto da divisao de um polinomio p(z) por

(z —a) € (o polinomio constante) igual a p(a).

Demonstragao. Sendo (z — a) um polindémio de grau 1, entdo o resto da divisdo de

p(z) por (z — a) é igual a um nimero r, logo temos que:

e, portanto,

Como vimos, o teorema do resto nos fornece o resto da divisao de um polindémio

por um da forma (z —a). O dispositivo que apresentaremos em seguida nos dard tanto
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o resto como também o quociente da divisao em questao.

2.1.1 Dispositivo pratico de Briot-Ruffini

Consideremos um polindémio p(z) = a,2" +a, 12" + ... + a1z + ag e sejam g(z) =
by 12" 4 by 02" 2+ ...+ b1z + by e 7(2) = 19 0 quociente e o resto, respectivamente,

da divisao de p(z) por (z — a). Dai temos que:

p(z) = q(2)(z —a) +70
= (bpo12" P Fbpa2" P4 b1z by)(z —a) + 1o
= (bn_lz" + bn_QZn_l + ...+ b122 + boZ)

—(ab,_12"" " +abn — 22" + ..+ abiz + aby) + 79,
ou seja,

2" 4 ap 12" aztag = bp12" + (byg —ab,_1)2"

+(bp_g — ab,_2)2" 2+ ...+ (bg — aby)z + (1o — ab).

Igualando os coeficientes correspondentes, temos: b, 1 = ay,, b,_o — ab,_1 = a,_1,

bn_g — CLbn_Q = Ap—2, -y b() — CLbl = aip erg— abo = Qp, OUu seja,
bn—l = Qp,
ban = Qp—1+ abnfla
bn—3 = Gp-2+ abn—?a

bo = ay+ CLbl7

ro = a0+ab0,
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de forma simplificada temos:

Qp, ‘ Ap—1 Ap—2 ... A2 A1 Qo

bn—1 ‘ bp—o bp—z ... b1 by 19

Exemplo 2.2. Resolver a equagio 2> — 22> + 32 — 2 = 0, sabendo que 1 € raiz.
Solucao: Como 1 é raiz de 22 — 222 +32—2 = 0 entdo 2° — 22% 4+ 32 — 2 € divisivel

por z — 1, tendo como quociente:

\—23—2
| -12 0

1
1

22— 2+ 2, ou seja,

2 =22 432-2=(2-1)("—2+2)=0

e, portanto, para obter as demais raizes da equacdo acima, basta resolver a equacao

7 17
polinomial do 2° grau 2> — z +2 = 0 que tem como raizes z; = — — =i € 2y = — + —i.

, . . , 2 2 2 2
Logo, o conjunto solugao da equacgao dada é:

1 7.1 7
S PR
S {,2+2z,2 22}

De acordo com o exemplo anterior, a equacao 2% — 222 + 3z — 2 = 0 tem duas raizes
nao reais que sao numeros complexos conjugados. Sera que toda equacao polinomial
que tem uma raiz nao real tem também seu conjugado como raiz? Isso nao é verdade,
pois a equacao z? — 2i = 0 tem como raizes 0 e 2i, mas —2i nao é raiz. Entao, em que

condicoes a afirmacao é verdadeira? Vejamos entao o teorema seguinte.

Teorema 2.6. Seja p um polinomio de coeficientes reais e zy uma raiz de p, entdo, o

conjugado de zy (Zy) € também raiz desse polindmio.
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Demonstragao. Seja p(z) = a,2"+a, 12" ' +...+a12+ag e z € C tal que p(z) = 0,
logo teremos:

> \n > \n—1 =
p(20) = an(20)" + an—1(20)" + ... + a1(%) + ao-
como os coeficiente sao reais, entao seus conjugados coincidem com eles mesmos. Assim

p(20) = @n(20)" + Gn-1(20)""" + ... + d1(Z) + do.
Como o conjugado do produto é o produto dos conjugados, temos

P(20) = An2f + an 12"+ .+ @z + ao

e o conjugado da soma é a soma dos conjugados, entao

(%) = nzd + an_120" + ...+ a1z + ag = p(z) = 0.

Exemplo 2.3. Obter uma equacdo polinomial com coeficientes reais de grau minimo
que tem como raizes 1,1 e 1 — 1.

Solugcao: Queremos obter uma equacgao polinomial com coeficientes reais com grau
minimo que possua raizes 1, 1 e 1 — 1, logo —i e 1 + i sao também raizes. Portanto,

uma equacao desse tipo pode ser,

(z—D(z—-d(E-1+i)(z+i)(z—1—4) = 0
22 =324 4522 —5224+42—-2 = 0.

Uma consequéncia desse teorema é que as raizes nao reais de uma equacao polino-
mial de coeficientes reais sempre aparecem aos pares, a raiz e seu conjugado. Portanto
toda equacao desse tipo de grau impar possui pelo menos um raiz real. A existéncia
dessa raiz é garantida pelo Teorema Fundamental da Algebra (TFA), que veremos no
préximo capitulo.

Quantas raizes tem um polinomio? Para responder a essa pergunta mostraremos

que todo polinomio de grau n > 1 pode ser decomposto em fatores do 1° grau e portanto
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tem n raizes complexas. Para isso usaremos o TFA embora ainda nao demonstrado.

Teorema 2.7. Toda func¢dao polinomial p(z) de grau n > 1 pode ser escrita na forma
p(z) = c(z — 21)(z — 29)...(2 — 2z,), onde ¢ € uma constante complexa e zi, 23, ..., Zp
sao raizes complexas de p(z). Além disso, essa forma é unica, a menos da ordem dos

fatores.

Demonstracao. Como p(z) tem grau n > 1 entdo pelo TFA existe z; complexo que
é raiz de p, logo pelo resultado do capitulo anterior temos p(z) = (z — 21)¢1(z) onde
¢1(z) tem grau n — 1. Se n = 1 entdo ¢1(z) é uma constante e assim o teorema estaria
demonstrado. Se n > 1 entdo ¢;(z) é um polinémio de grau maior ou igual 1, logo
existe zo complexo que é raiz de ¢;(z) e portanto p(z) = (z — z1)(z — 22)¢2(2) onde
¢2(z) tem grau n — 2 pelo mesmo motivo anterior. Se n = 2 ent@o ¢a2(z) é constante
e estd concluida a demonstragao. Se n > 2 entao podemos continuar esse processo de
tal forma a escrever p(z) = (z — 21)(2 — 22)...(2 — 2,)qn(2) onde ¢,(2) é uma constante
igual a ¢, ou seja, p(z) = c(z — 21)(z — 22)...(z — z,).

Para demonstrarmos a unicidade tomaremos duas decomposigoes de p em fatores
do 1° grau e mostraremos que elas sdo iguais; sejam p(z) = ¢1(z —aq)(z —ag)...(2 — o)
e p(z) = ca(z — wy)(z — wy)...(2 — w,) essas decomposigoes. Fazendo os produtos e

igualando os coeficientes temos que ¢; = ¢ e, portanto,

(z—a1)(z —ag)...(z —a3) = (z —w1)(z — wa)...(2 — ). (2.6)

Logo, substituindo z = w; em (2.6) temos (w; —ay)(w; —ag)...(w; —ay,) = 0 e portanto
pelo menos um dos fatores dessa ltima expressao é igual zero. Suponhamos que seja
w;—a; = 0, ou seja, w; = a;. Substituindo (2) em (1) temos (z—az)(z—a3)...(z—a,) =
(z —w2)(z — w3)...(z — wy), fazendo z = wy vem (we — as)(we — az)...(w2 — ay,) = 0 e,
portanto, pelo mesmo raciocinio anterior temos que wy = ag. Seguindo esse processo
temos que w3 = g, Wy = Qy,..., Wy = Q.

Exemplo 2.4. Mostre que 6/2 +/5+ {’/2 —V5=1.
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Solucao: {3/2 +/5 e \3/2 — /5 sdo nimeros reais, logo V2+V5+ V25
também € real. Seja x = /2 + /5 + /2 — /5 esse mimero, assim temos:

r = \3/2_|_\/§+</2—\/5
= 2+\/5+3<{’/2+\/5+2{’/2—\/5+3\3/2+\/3>+(32—\/5)2—\/5
= 4+3f/2+\/5{’/2—\/5(€/2+\/5+{’/2—\/5)

2* = 4+3(-1)z,

POLS {’/2—1— V5 - 3/2 — V5 = —1 e o que estd entre parénteses é o prdprio x, logo
teremos:

2% =4 — 3z, ou seja, x® + 3x — 4 = 0. Portanto temos uma equacao polinomial do
3° grau cujos coeficientes sao reais, logo ela tem uma raiz real; por outro lado 1 € raiz
para essa equacao, assim temos:

¥+3z—4= (-1 +z+4) =0, mas 2> + v + 4 = 0 ndo tem raizes reais,

portanto a equacdo x° + 3x — 4 = 0 tem uma nica raiz real que é igual a 1, ou seja,

V2+Ve+v2-V5=1

Embora o teorema acima garanta a existéncia de n raizes complexas para um
polinomio de grau n, nao temos como obter, através de calculos algébricos, essas raizes,
a nao ser em casos particulares, mas sempre é possivel obter relagoes entre elas e os

coeficientes da equacao, da seguinte forma.

2.2 Relagoes entre coeficientes e raizes (Relagoes de
Girard)

Para entendermos como as relacoes sao obtidas, faremos primeiramente para as
equacoes de graus 2 e 3 e daf concluiremos para o caso geral. Seja entdo az?+bxr+c =0
uma equacao do 2° grau, logo ax?® + bz + ¢ = a(x — x1)(x — 23) onde z; e zy sdo as

raizes dessa equagao, assim teremos

az® + br + c = ax® — a(x, + T2)x + av11;
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que igualando os coeficientes temos,

$1+.I2 = ——

1T =

ISHI N

Agora seja ax® + bx? + cx + d = 0 uma equacao do 3° grau, logo
az® + bx® 4+ cx +d = a(z — 1) (v — 22)(z — 23)
onde z1, x5 € x3 sao as raizes, logo teremos

az® + br® +cx +d = ax® — a(xy + 1y + 23)2* + a(129 + ToTs + T123)T — AT THT3

e, portanto,

b
Ty + 29+ 23 = -,
a

C

T1T2 + X123 + T3 = — e

a
193 — ——.
a

Portanto, para o caso geral temos:
" + ap_ 12" ar +ag = an(z — 1) (T — T2)...(T — T)

onde x1, xs,...,, Sa0 as raizes, assim temos que,

~1 1
A" + ap 12" et ag = apx” —ap(Ty + 20+ o+ Ty)2"

+ap (2129 + 2123 + oo+ Tp12) 2"

+a,(—1)"z129... 2,
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e, portanto, teremos:
Ap—1
ry+ro+...+x, = — ,
an
Ap—2
= Ty + 2123+ ... + Tp_1T, = ,
an

= T1T2... Ly =



Capitulo 3

Usando o Geogebra para entender o

TFA e sua demonstracao formal

Até o momento nao encontramos na literatura uma demonstracao formal do Teo-
rema Fundamental da Algebra que possa ser apresentada aos alunos do ensino médio.
Neste capitulo, Secao 3.1, apresentamos uma justificativa intuitiva desse teorema,
usando o software gratuito Geogebra. Na Secao 3.2 traremos uma demonstracgao for-

mal do Teorema Fundamental da Algebra [2].

3.1 Usando o Geogebra para entender o TFA

Como os polinomios complexos sendo fungoes de C em C nao é possivel construir o
grafico dessas fungoes, mas é possivel construir o grafico de subconjuntos do dominio
e de suas respectivas imagens. Para isso, sejam x,y € R, r um ntmero real positivo
e consideremos como subconjuntos do dominio circunferéncias com centro na origem
e raio varidvel (z? + y* = r?) e observemos nas construcoes que seguem o que ocorre
com as imagens dessas circunferéncias. Para tal usaremos o software Geogebra, onde
as curvas de azul representam essas circunferéncias e as de vermelho as respectivas
imagens.

Passos para construcao:
1. Construir uma circunferéncia de centro 0 e raio r;

2. Crie um ponto A sobre a circunferéncia;

30
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3. Defina a entrada P = (x(A) + 3,y(A)) se p(z) = z + 3; por exemplo;
4. Clique na ferramenta “lugar geométrico”;

5. Clique em P e depois em A, assim a construcao esta concluida.

Considerando z = x + yi e seguindo os passos apresentados, fagamos as seguintes

construgoes:
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Construgao 1: Seja p(z) = z+3,logo p(z) =z +yi+3 = (x+3)+yi = (x+3,y)
e, portanto

P=(z(A)+3,y(A)).

AR
1/
NaRY
_/
\\
S/

AR
—

Figura 3.1: As circunferéncias com centro na origem e raio r (de azul) sdo transformadas
por p em circunferéncias com centro no complexo z = 3 e raio r (de vermelho).
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Construgao 2: Seja p(z) = 22, logo

p(2) = (@ +yi)* = 2® + 2ayi + y*1* = (a7 — y*) + 2ayi = (2" — y*, 22y)

e, portanto
P = ((2(4))” = (y(A))*, 22(A)y(A))
—8— D

(N
-/
(2
N,

Figura 3.2: As circunferéncias com centro na origem e raio r (de azul) s@o transformadas
por p em circunferéncias com centro na origem e raio 72 (de vermelho).
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Construgao 3: Seja p(z) = 23, logo

p(2) = (v+yi)? = 2*4+32%yi+32(yi)*+(yi)* = 2°+32%yi—329° —y°i = (2*—3zy?, 32°y—1°)

e, portanto
P = ((2(A))* = 3x(A)(y(A))*, 3(x(A))*y(A) — (y(A))*)
GRS 2 A
-

JEN
N

NI

Figura 3.3: As circunferéncias com centro na origem e raio r (de azul) sdo transformadas
por p em circunferéncias com centro na origem e raio r* (de vermelho).
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Construgao 4: Seja p(z) = 22 + 2 + 3, logo

p(2) = (x+yi)*+ (x+yi)+3 = 2> +2ayi +y*i* +x+yi+3 = (2* —y* +2+3, 22y +y)

e, portanto

P = ((x(A)? = (y(A)? + 2(A) + 3, 22(A)y(A) + y(A)) .
gl T /\ G \
O NI F\’/

yany

(T
N
E
e
l\ |

Figura 3.4: As circunferéncias com centro na origem e raio r (de azul) sdo transformadas
por p em curvas fechadas (de vermelho).
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Constru

gao 5: Seja p(z) = 23 + 22 + z + 3, logo

p(z) = (v+yi)+ (v +yi)*+ (v +yi)+3

e, portanto

o+ 3xPyi — 3xy? —yPi 4+ a® — oy 2ayi +ax+yi + 3

= (2® =3xy®* +2* —y? + o +3,32% — y® + 22y +9)

P o= ((z(A)* = 3z(A)(y(A))* + (2(4)* = (y(A))> + z(4) + 3,

3(x(A))*y(A) — (y(A))® + 22(A)y(A) + y(A)).

o i L . »/7\

i 2 / N \\\

L My

L NIFA=AREN A
* N4 T\ /
z N4

3

e

s

( /
-

] 7w

~ [ — \
N\ \
(] 7< \\ |
] Z “ | 2 3 ya | | | -

) ‘
//

Figura 3.5: As circunferéncias com centro na origem e raio r (de azul) sdo transformadas
por p em curvas fechadas (de vermelho).
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Analisando as construgoes, podemos descrever, de forma intuitiva, as seguintes

observagoes:
1. Os graficos das imagens sao curvas fechadas (que volta ao ponto de partida);

2. Para r suficientemente pequeno as imagens sao curvas parecidas com uma cir-
cunferéncia com centro no termo independente e a origem do sistema cartesiano

no exterior dessa curva;

3. Para r suficientemente grande as imagens sao curvas parecidas com uma circun-

feréncia com centro na origem do sistema cartesiano;

4. A medida que r cresce as imagens vao evoluindo continuamente de tal forma que

a origem do sistema cartesiano passa a ficar no interior dessas curvas.

As observagoes descritas servirao aqui de justificativa intuitiva para um dos mais

belos teoremas da matematica, o Teorema Fundamental da Algebra.

Teorema Fundamental da Algebra (TFA): Toda funcao polinomial de grau

maior ou igual a 1 possui pelo menos uma raiz complexa.

Justificativa Intuitiva: Seja p(z) = a,2" + a,_12"" + ... + a1z + ap, logo pelas
observagoes realizadas, temos que p(z) evolui de uma curva fechada com a origem em
seu exterior a uma outra onde essa origem passa a ficar em seu interior. Como essa
evolucao é dada de forma continua, entao vai existir uma dessas curvas que passara
necessariamente pela origem, ou seja, existird um complexo zy sobre uma circunferéncia
com centro na origem e raio r tal que p(zg) = 0.

Essa justificativa se baseia no seguinte fato: seja z um ponto da circunferéncia
de centro na origem e raio r, logo z = r(cos# + isenf) onde # é o argumento de z.
Portanto, fixando r e variando 6 de 0 a 27, temos que A da uma volta sobre essa
circunferéncia enquanto que P:

Construcao 1: da uma volta sobre a circunferéncia de centro em 3 e raio r, pois

p(z) = 2+ 3 =r(cosf +isend) + 3.
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Construcao 2: da duas voltas sobre a circunferéncia de centro na origem e raio
r?, pois

p(z) = 2% = r*(cos 20 + isen 26).

Construgao 3: da 3 voltas sobre a circunferéncia de centro na origem e raio r3,
pois

p(2) = 2° = r*(cos 30 + isen 30).

Construcao 4: dé uma curva fechada de uma volta com centro em 3 que se
aproxima de uma circunferéncia com centro nesse mesmo ponto a medida que r é
suficientemente pequeno e é uma curva fechada de 2 voltas com centro na origem que
se aproxima de uma circunferéncia com centro também na origem a medida que r é

suficientemente grande, pois

p(z) = 22+2+3
= 1?(cos 20 + isen26) + r(cosf + isen6) + 3

1
= 77 |(cos20 + isen26) + —(cos  + isend) + —
r r
Construcao 5: a andlise é anédloga a anterior.

De forma semelhante, podemos fazer para o caso geral, ou seja, dado
p(2) = ap2™ + ap_1 2"+ arz +ag

entao P descreve uma curva fechada de um volta centrada em ay que se aproxima de
uma circunferéncia com centro nesse mesmo ponto a medida que r é suficientemente
pequeno e uma curva fechada de n voltas centrada na origem que se aproxima de uma
circunferéncia também com centro na origem para r suficientemente grande.

Dessa forma para r suficientemente pequeno, a curva descrita por P tem a origem
em seu exterior enquanto que para r suficientemente grande tem essa origem em seu

interior. Como essas curvas evoluem continuamente, existird um r tal que a curva
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descrita por P passara pela origem, ou seja, existe um z sobre uma circunferéncia de
centro na origem e raio r tal que p(z) = 0. Portanto, todo polinémio de grau > 1

possui uma raiz complexa (TFA).

3.2 Demonstracao formal do TFA

Baseado em [2], este capitulo é direcionado aos professores de matematica do ensino
médio, pois apresentamos uma demonstracao formal do TFA muito mais elementar do
que temos no ensino superior. Nesta demonstracao usaremos basicamente o conheci-
mento de funcao continua no plano complexo. Para atingir esse objetivo, precisamos
conhecer algumas nogoes de topologia no plano complexo que serao relembradas abaixo
e, para aqueles que tenham interesse em se aprofundar nessa teoria, basta consultar [9,
10].

Para falarmos das fungoes continuas, precisamos conhecer alguns subconjuntos dos

complexos, como os que serao definidos em seguida.

Definigao 3.1. Sejam zp € C e r > 0. Temos as sequintes defini¢oes:

a) Um disco aberto de centro zy e raio v é o conjunto

Azo;r) ={2 € C, |z — 2| < r}.

b) Um disco fechado de centro zy e raio r é o conjunto

A(zo;r) ={2€C, |z — 2| <r}.
c) Um circulo de centro zy e raio r € o conjunto
C(zo,7) ={2€C, |z — 2| =71}
Definicao 3.2. Seja A um subconjunto de C. Dizemos que um ponto z € A € um

ponto interior de A quando existe r > 0 tal que A(z;r) C A. O conjunto de todos os

pontos interiores a A é chamado interior de A e indicado por Int(A).
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Um resultado de facil verificagdo é que Int(A) C A. Com isso, podemos falar de
conjuntos abertos e conjuntos fechados. Portanto, se A é um subconjunto de C, entao

dizemos que:

1. A é um conjunto aberto quando todos os seus pontos sao interiores, isto é,

int(A) = A.
2. A é um conjunto fechado quando seu complementar, denotado por C'/A, é aberto.

Os subconjuntos de C que merecem destaque sao aqueles que podem ser colocados

dentro de um disco aberto.

Definigao 3.3. Um subconjunto A de C é chamado de limitado quando existe s > 0
tal que A C A(0;s).

Como j4 é tradicao, apds estudar um conjunto (complexos) e seus principais sub-

conjuntos, vamos ver as relagoes entre eles.

Definicao 3.4. Chamamos de funcao complexa de varidvel complexa a toda fun¢ao

f:A— C, onde o dominio A é um subconjunto de C.

Dentre as fungoes complexas de variaveis complexas destacaremos apenas aquelas

que sao continuas.

Definicao 3.5. Dizemos que uma funcao f : A — C € continua em zy € A se, para
todo € > 0, existe § > 0 tal que |f(2) — f(z0)| < € sempre que z € A e |z — 25| < 9, ou
seja, fIAU A(zo;0)] = A(f(z05€))-

Com o objetivo de concluir que as fung¢oes polinomiais sao continuas, apresentare-
mos a seguir trés proposicoes. As duas primeiras sao de facil verificagdo enquanto que

a segunda se faz da mesma forma como ¢é feita para funcoes reais.
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Proposicao 3.1. A func¢ao constante f de C em C dada por f(z) = «, onde o € C,

é continua.

Proposicao 3.2. A funcio f de C em C dada por f(z) = z € continua.

Proposigao 3.3. Se f, g de A em C sdo fungoes continuas, entio f+ g, fg de A em

C sao continuas.

Proposigao 3.4. A fun¢ao polinomial p de C em C dada por p(z) = a,z"+an — 12" 1+

... a1z + ag € continua.

A veracidade da Proposicao 3.4 é uma consequéncia das Proposicoes 3.1, 3.2 e 3.3.
Apresentaremos a seguir um teorema que sera primordial para demonstracao do
TFA, mas sua validade depende do fato de K ser compacto. Entao o que significa um

conjunto ser compacto?

Definicao 3.6. Um subconjunto K C C é chamado de conjunto compacto quando é

fechado e limitado.

Proposicao 3.5. O disco fechado A(zy;7) e o circulo C(zy;7) sdo conjuntos compactos.

Teorema 3.1. (Teorema de Weierstrass): Se K C C é compacto entio toda
funcao f de A em R € limitada e atinge seus valores mdximos e minimos em A, ou
seja, existem a, b € A tais que f(a) < f(z) < f(b) para todo z € A.

Chegamos em um dos momentos mais importante do nosso trabalho, pois apre-
sentaremos uma demonstracao do TFA usando apenas a teoria apresentada nessa secao.

A demonstragao é composta por varios resultados que implicam nos seguintes passos.

Demonstragao do TFA: Seja p : C — C definida por p(z2) = a,2" + a, 12" +

... + a1z + ap uma funcao polinomial de grau n > 1. Demonstre os seguintes passos:
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e Passo 1: Se ay = 0 entao p possui raiz.

Sendo ag = 0, temos que p(z) = a,2" + ap_12"" ' + ... + a1z, logo p(0) = 0 e

portanto 0 é raiz de p.

e Passo 2: Se qp # 0 e admitindo que | ‘lim |p(2)| = 400 entao existe um nimero
z|—+00

real 7 > 0 tal que |p(z)| > |[p(0)| para todo z € C e |z| > r.

Sendo ‘ |lim Ip(2)| = 400 entdo, por defini¢ao, existe um numero real r > 0
Z|—+o0
tal que |z| > r implica |p(z)| > |ag|, mas p(0) = ag e portanto temos que

Ip(2)| > |ao| = |p(0)| para todo z € C e |z| > r.

e Passo 3: Se ay # 0 e considerando que a fungao |p| : A(0;r) em R é continua

entao existe um zo € A(0;7) tal que |p(2)| > |p(z0)| para todo z € A(0;7).

Como |p| é continua e estd definida em um disco fechado entao existe um zy €
A(0;7) que é minimo ou seja, [p(z)] > |p(z0)| para todo z € A(0;7) (Teorema
3.1).

e Passo 4: [p(0)| > |p(z0)]-

0 € A(0;r) e portanto, pelo passo 3, temos que |p(0)| > [p(z0)].

e Passo 5: |p(z)| > |p(20)| para todo z € C.

Pelos passos 2 e 4 temos que |p(2)| > |p(0)] > |p(20)| para |z] > r e do passo 3
temos que |p(z)| > |p(z0)| para todo z € C tal que |z| < r e portanto |p(z)| >

Ip(20)| para todo z € C.

e Passo 6: Sejap : C — C a fungio polinomial p(z) = a,2" +a, 12" ' +...+a12+
ag, comn > 1ea, #0. Se q(z) = p(z+ 20), 2 € C, entao existe 1 < k < n tal
que ¢(z) = p(z0) + 2*[a + r(2)], onde a # 0 e r(z) é uma fungao polinomial com
r(0) = 0 (ver demonstracao em [2]. Usando esse fato, supondo que p(zy) =c# 0
e definindo q(z) = p(z + 2), mostre que ¢(z) = ¢+ 2*[a + 7(2)], onde a # 0 e
r(0) = 0.

Sendo q(z) = p(z+20) entdo, por hipétese, ¢(z) = p(20) +2*[a+7r(z)] onde a # 0,

r(0) =0e1l<k<mn,mas p(z) = ¢, logo teremos q(z) = ¢ + 2*[a + r(2)].
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e Passo 7: Definindo B = {z € C/|z + ¢| < |c|}, ou seja, B é o disco aberto de
centro —c e raio |c|; Seja w € C tal que aw® = —c. Mostre que aw”* € B.

k:

Temos que aw® = —c, logo |aw”* + c| = | — ¢+ ¢| = 0] < |¢|, portanto aw* € B.

e Passo 8: Considere a funcao continua f de C em C definida por f(z) = zw".

Mostre que existe § > 0 tal que se u € (a;d) entao f(u) € B.

Sendo f continua entdo existe § > 0 tal que f[A(a;d)] esta contido A(f(a),|c|),
mas pelo passo 7 temos que f(a) = aw® = —c, logo f[A(a,d)] estd contido
em A(f(a),|c]) = A(—¢;|c|]) = B e portanto temos que se u € A(a;d) entdo
f(u) € B.

e Passo 9: Considere a fun¢ao continua g de C em C tal que g(z) = a + r(2).
Mostre que existe p > 0 tal que se |z| < u entdo g(z) € A(a;9).
Sendo g continua entdo existe p > 0 tal que g[A(0; )] esté contido em A(g(0); ) =
(a;9), pois g(0) = a+r(0), como r(0) = 0 temos que g(0) = a, ou seja, se |z| < p
entao g(z) € (a;9).

e Passo 10: Mostre que f(g(2)) € B.
Seja |z| < p entdo, pelo passo 9, g(z) € (a;0) logo, pelo passo 8temos que
f(g(2)) € B.

e Passo 11: Mostre que f(g(z2)) = [a + r(z)]w".
De fato, pois f(g(z)) = g(z)w* = [a + r(z)]w".

e Passo 12: Seja 0 <t < 1 tal que [tw| > pu. Mostre que f(g(tw)) € B.
Sendo |tw| < p entdo g(tw) € (a;6) logo f(g(tw)) € B.

e Passo 13: Mostre que f(g(tw)) = [a + r(tw)]w* € B.
De fato, pois f(g(tw)) = g(tw)w* = [a + r(tw)]w*.

e Passo 14: Se w e ¢ sdo numeros complexos tais que |w+c¢| < |¢| e t é um nimero
real tal que 0 < t < 1, entao |[tw + ¢| < |c|; ou seja, se w € B entao tw € B (ver

demonstragao em [2]. Usando esse fato, mostre que [a + r(tw)](tw)* € B.
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Sabemos que f(g(tw)) = [a + r(tw)]jw* € Be 0 <t < 1,logo 0 < tF < 1e
portanto, por hipétese, [a + r(tw)|w*t* = [a + r(tw)](tw)* € B.

e Passo 15: Fazendo z; = tw, mostre que [g(z1) — ¢] € B.

Sendo z; = tw, temos que [a + r(21)]zF € B, mas q(21) = p(21) + 2fla + r(z1)] =

)
c+ 2Fa+r(21)], logo q(z1) — ¢ = 2¥[a + ()] € B.

e Passo 16: Usando, passo 15, mostre que |p(z1 + 20)| < |p(20)|-

Sabemos que [q(z1) —¢] € B, logo |q(z1) —c+c| = |q(z1)| < |¢| portanto |q(z1)| =

Ip(21 + 20)| < e = [p(20)]-

e Passo 17: Conclua que todo polindmio de grau maior ou igual a 1 possui pelo

menos uma raiz complexa.

Pelo, passo 1, temos que se ag = 0 entao 0 é raiz do polinémio. Supondo p(zy) =
¢ # 0, concluimos que |p(z1 + 20)| < |p(20)] 0 que é absurdo, pois [p(z)| > |p(z0)|

para todo z complexo. Portanto p(zy) = 0 e zg é raiz de p.

3.3 Conclusao

O Teorema Fundamental da Algebra ¢ um dos mais belos resultados que temos
na matematica, tanto do ponto de vista de sua demonstracao quanto de sua historia.
Acreditamos que todos que lerem esse trabalho irdao ter uma visao diferente para esse
teorema e fazendo as construgoes com seus alunos, terao uma interpretacao das raizes
complexas e saberao justificar de forma elementar o motivo pelo qual todo polinémio
de grau > 1 tem pelo menos uma raiz complexa. Assim, o que é abstrato passara a ter
“vida” nas construgoes feitas com software Geogebra, que além de ser uma ferramenta

excelente é gratuito.
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