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Resumo

O presente trabalho se dedica a constatar as insatisfacoes na abordagem dos ntimeros
irracionais no ensino de matematica e propor estratégias que pretendem reverter este
obice. No capitulo apresentamos uma revisao de literatura com relatos e conclusoes
de pesquisadores (Broetto (2019), Pommer (2012), Corbo (2012) e Souto (2010)) do
tema acerca da apresentacao desse conhecimento em livros didaticos, na educacao
basica e formagao de professores juntamente com uma discussao de como documen-
tos norteadores curriculares como a Base Nacional Comum Curricular - BNCC -
Parametros Curriculares Nacionais - PCN e Diretrizes Curriculares Nacionais de
Cursos de Matematica - DCNCM - preveem a abordagem do tema além de um
estudo feito com os trabalhos de conclusao do PROFMAT, dada a realidade ins-
titucional desse trabalho e a relevancia e alcance deste programa para professores
da educacao basica. O capitulo 2 é um compéndio dos fatos matematicos rele-
vantes para o professor, tendo em vista as dificuldades apontadas pelos tedricos,
discutimos a caracterizacao dos ntimeros irracionais como um conjunto, proprieda-
des operatorias entre irracionais e racionais e demonstracoes da irracionalidade dos
irracionais mais conhecidos. Ainda no intuito de aprimorar o referencial tedrico do
professor, trazemos uma reconstituicao histérica com a intencao de elucidar alguns
pontos da génese e desenvolvimento dos nimeros irracionais, esclarecendo tépicos
obscurecidos pela historiografia tradicional como o periodo babilonico e egipcio, a
“crise dos incomensuraveis” e o vacuo de informagoes e referéncias pés Grécia Antiga
até o ressurgimento na Matematica do século XVIII. De forma alguma pensamos em
esgotar o tema (mesmo porque isso seria impossivel) mas selecionamos, para aden-
trar a exposicao, tépicos que julgamos mais relevantes para o objetivo do trabalho.
No 1ultimo capitulo propomos uma sequéncia de ensino complementar aos livros

didaticos vigentes, possibilitando ao professor novas formas de abordar o tema.

Palavras-chave: Numeros irracionais - Histéria dos ntimeros irracionais - Ensino

dos niimeros irracionais



Abstract

The present paper firstly is dedicated to observe the insatisfactions of the appro-
ach of irrational numbers in math s teaching and suggest strategies that intend to
reverse this obstacle. From a litterature’s review in chapter one we amplified the
horizons of the work based on the reports and conclusions from the main researchers
of the theme focusing in this knowledge s presentation in didatic books, elementary
education and teachers formation course integrated with a discussion about how
curricular guiding documents” predict an approach of the theme and litterature s
review focused in PROFMAT s conclusion papers” envioronment given the institu-
tional reality of this paper and the reach and relevance of this program for teachers
of elementary school. Chapter 2 is a compendium of relevant and desirable math
facts to compose the knowledge of the teacher that teachs in elementary education.
In view of difficulties indicated by theorics, we discuss the caracterization of irra-
tional numbers as a set, operational properties between irrational and rational as
well as demonstrations of irrationality of the main irrational. Still intending to im-
prove techer 's theoretical we brought a historical reconstitution trying to put light
on some genesis~ and development points of irrational numbers and some obscu-
red topics by tradiotional historiography as babylonian and egyptian period, the
“immeasurable “s crisis” and the great lack of information and references from after
Ancient Greece up to math ’s renewal in century XVIII. No way we expect to finish
the theme (this would be impossible) but we have chosen the topics here according
to ours relevance s requirement for the goal of the paper. In the last chapter we
brought implementation s suggestions courseware figuring meaning possibilities to
the teacher to complement available textbooks in order to delegate to the teacher

possibilities to make more meaningful approaches.

Key words: Irrational numbers - Irrational numbers” history - Irrational numbers”

teaching.
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Introducao

Ha trés acepgoes da palavra irracional no dicionario Aurélio da lingua portu-
guesa, sendo a terceira concernente a matematica: “diz-se da quantidade cuja relagao
com a unidade nao se pode traduzir em numeros”. Enquanto que ao solicitarmos
no buscador da pégina sinonimos.com.br/irracional/, palavras correlatas a irracio-
nal encontramos: ilégico, insensato, absurdo, incoerente, incongruente, disparatado,
contraditério, paradoxal e até louco entre outros. E claro que o teor das palavras
nesta lista aproxima-se muito mais do mundo habitual e cotidiano do que da acepcao
por nés desejada, que deve estar atrelada ao contexto da matematica. Contudo é
indiscutivel que o aluno do oitavo ano (momento em que ocorre o primeiro contato
com essa espécie numérica) terd muito mais facilidade em associar o termo irracio-
nal a qualquer um daqueles adjetivos do que compreender a defini¢gao proposta pelo
dicionario. Ora os numeros irracionais comegam a chamar atencao pelo nome! E
pudera. . . sao fascinantes os mistérios que pairam ao redor deles.

Outra forma de intuir a significagao desses niimeros a partir da sua denominacao

@
1

é pensar que ao colocarmos o prefixo frente a um adjetivo ja existente estamos
formando uma nova palavra, que vai negar a existéncia do atributo para algum
objeto ao qual esse novo adjetivo formado vai se referir. Assim um numero irracional
seria aquele que nao é racional, mas o que é um nimero racional?

Conforme o PCN (1999) e a recente BNCC (2017), os alunos do ensino funda-
mental tém contato com os nimeros racionais desde bem cedo, logo que adquirem
familiaridade com a operagao de divisao. Ja no primeiro ciclo (1°, 2° e 3° ano),
lidam com as ideias associadas a metade e terca parte por intermédio da divisao
por 2 e por 3, respectivamente. No segundo ciclo (4° e 5° ano) tém seu primeiro
contato com as fracoes, expandindo as ideias do ciclo anterior, e chegam ao quinto
ano sistematizando operacoes com numeros nas formas fracionaria e decimal. O
termo numero racional normalmente aparece no 6° ano do ensino fundamental, onde
se da a ampliacao das nocoes de nimero racional iniciadas no ciclo anterior, assim

o terceiro ciclo (6° e 7° ano) inicia a caracterizagdo dos numeros racionais como



conjunto, seguindo uma crescente na abstragao do tratamento.

Os detalhes histéricos sobre a construcao do conceito de niimero racional desde
a antiguidade ficam por conta de segoes complementares e as vezes tao somente
gravuras com um breve comentario dispostos na introducao ou no final de alguma
secao dos capitulos dos livros, o que representa uma perda lastimavel, ja que essa
contextualizacao poderia preencher de significado o conceito de nimero racional.
A despeito do maior tempo que os alunos do fundamental tém em contato com os
nimeros racionais, ainda nao se alcanga uma compreensao conceitual e operatoéria
sobre os niimeros irracionais conforme esté posto nos documentos norteadores como
veremos.

Chegando ao oitavo ano do ensino fundamental, o aluno depara-se com a dicoto-
mia racional x irracional. Os niimeros racionais sao agrupados como aqueles que tem
representacao decimal finita ou infinita e periédica e os nimeros irracionais, como
aqueles que nao sao racionais, sao aqueles que nao admitem representacao decimal
finita ou periddica. E dito ainda que tais nuimeros nao podem ser representados
como uma fracao de ntiimeros inteiros, entao cabe a pergunta: como se pode obter
a representacao decimal de um numero dessa natureza?

Esta resposta em geral nao chega nesta etapa da escolarizagao! Em lugar disso é
dado o conceito de ntimero real como sendo qualquer niimero racional ou irracional,
e consequentemente, definindo o conjunto dos nimeros reais como a reuniao do
conjunto dos racionais e dos irracionais. A discussao sobre comensurabilidade, que
poderia ser uma justificativa para a ideia da nao possibilidade de representa¢ao como
razao de dois inteiros, vird apenas no nono ano, mas totalmente direcionada para o
conceito de razao de segmentos a fim de introduzir o Teorema de Tales. Alids nesse
meio tempo a palavra irracional desaparece! Os calculos com radicais, as equagoes
do segundo grau e o estudo geral da geometria plana que acontecem esse ano nao
fazem mais mencao alguma aos nimeros irracionais.

No Ensino Médio as coisas nao figuram de forma diferente! O aluno do pri-
meiro ano adentra na matematica deste segmento com uma revisao do conjunto dos
nimeros reais por cada um dos seus subconjuntos préprios (naturais, inteiros, raci-
onais e irracionais), permeados por uma forte simbologia e linguagem de conjuntos
e com o intuito de estudar fungoes de uma variavel real com a maior generalidade
possivel. Dai, novamente, deparar-nos-emos com outra grande lacuna da aborda-
gem dos numeros irracionais que retornarao brevemente somente na introducao dos
logaritmos para explicitar um tratamento de poténcias de expoentes irracionais.

Chama muito nossa atencao que nao sejam feitas relacoes entre nimeros ir-
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racionais e logaritmos, geometria plana ou trigonometria, ja que nestas areas da
matemadtica a presenca dos irracionais ocorra de forma muito natural.

Souto (2010) diz que a escolha de uma defini¢do para um objeto matemadtico
tem papel primordial no aprendizado, sendo o objeto em si muito mais amplo do
que sua definicao, uma acao localizada como uma expressao ou registro linguistico
nao conseguirao esgota-lo, havera entao a necessidade de recorrer a outros conceitos
e teorias que possam revelar ao aluno o que a definicao nao pode expressar, isto é,
conceituar vai muito além de definir. Nesse sentido Souto (2010) apresenta trés for-
mas de abordagem que costumam aparecer em livros atuais ou contemporaneos com
frequéncia. As duas primeiras diretamente ligadas ao conceito de nimero irracional

e a terceira conceitua os irracionais indiretamente por meio da ideia de ntimero real:

e Chama-se irracional o nimero que nao pode ser escrito na forma de uma fracao

de inteiros.

e Chama-se irracional o nimero cuja representacao decimal é uma dizima nao

periodica.

e Qualquer nimero racional ou irracional é um numero real.

Estas “defini¢oes” vistas com rigor mateméatico podem se tornar com-
plicadores deste ensino, pois podem levar um aluno do ensino médio
a pensar que numeros complexos da forma (a + bi), com b # 0 nao
nulo, seja um numero irracional. Ou ainda, que tornam as defini¢Ges
de nimero irracional e niimero real logicamente recorrentes: “irracional
é todo numero real que nao é racional e nimero real é todo ntmero
irracional ou racional”. (SOUTO, 2010 apud. Félix, 2018 p. 47)

Sobre isso Pommer(2012) esclarece que:

... 08 numeros irracionais representam uma ideia matemaética sofisticada,
nao trivial e pouco intuitiva, dificultando a abordagem deste assunto
em sala de aula. Esta intrinseca caracteristica tedrica remete a uma
necessaria busca de recursos didaticos e epistemoldgicos para discutir a
problematica de introduzir esse campo numérico de modo significativo,

no ensino basico (POMMER, 2012, p. 27).

Pommer (2012) vé aprendizado dos irracionais como um problema de natureza
tedrica o qual exige um entendimento do modo como a abordagem fard a transicao
do conhecimento empirico para o conhecimento tedrico. Nesse sentido o mais conve-
niente seria optar por abordagens diversas que trouxessem estilos também diversos
de definicao para que o aluno compare, relacione, construa e reconstrua uma inter-
pretacao acerca da pluralidade de possibilidades de conceituar e escolha por qual
vai primar nos estudos vindouros ou tenha pelo menos a possibilidade de escolher

por conveniéncia qual definicao é melhor de usar.
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No entanto, as defini¢oes como colocadas por Souto (2012) evidenciam a forte
descontinuidade légica, nao sistematica e horizontal no tratamento da teoria, ou
seja, nao é perceptivel uma organizacao hierarquizada de saberes na abordagem dos
nimeros irracionais ao contrario do que o aluno observou anteriormente durante
toda a vida escolar prévia com os naturais, inteiros e racionais: conceito, aplicacao,
representagdo geométrica, comparacao, operagoes aritméticas (adigdo, subtragao,
multiplicagao, divisdao, potenciagdo e radiciacao) e isso sem duivida ocasiona um
forte isolamento do tema dentro da matemaética da sala reduzindo seu significado.

Visto tudo isso percebemos que a abordagem dos ntiimeros irracionais na educacao
basica tende a ser estatica, repetitiva e feita de forma bastante fragmentada, onde
predominam exercicios mecanicos, a exemplo do tratamento aritmético que se da
aos radicais no nono ano ou o condicionamento da verificacao da irracionalidade de
um numero de forma empirica abrindo espaco para imprecisoes conceituais e erros.

Por exemplo, se tao somente dizemos para o aluno que nimero irracional é todo
aquele cuja representacao decimal é infinita e nao periédica estaremos encaminhando-

0 a sempre executar a divisao até o momento que reconheca o periodo. No caso da

fracao ?_Z = 1,210526315789473684, que conta com dezoito algarismos periddicos,
¢ nitidamente contraproducente executar a divisao até o ponto de verificar todo o
periodo para atestar sua racionalidade, interrompendo-se antes disso em um ntmero
de vezes considerado suficiente (quanto seria esse nimero de vezes?) o método
empirico empregado pode erroneamente atestar que dito niimero é irracional.

E mesmo assim como certificar-se que em uma iterada mais a frente deste pro-
cesso surgird um algarismo nao periédico? Este pode ser um questionamento muito
natural se, restritos a essa forma de conceituar, ja tivermos explorado exemplos
como ﬁ = 1,64 onde a representacao decimal inclui um algarismo nao-periédico.
Nao sao poucos os exemplos, tao problematicos quanto esse, que podem nos sugerir
que esta conceituagao apenas ¢ insuficiente.

As experiéncias com espécies numéricas anteriores (inteiros e naturais) estao
mais diretamente ligadas ao mundo concreto: contagem no caso dos naturais e com-
paracao de quantidades no caso dos inteiros. A compreensao conceitual dos racionais
e irracionais exigirao argumentos légicos devido a questionamentos naturais referen-
tes a maneira de se pensar nos elementos desses conjuntos. Construir o entendimento
do que é um numero irracional no ensino fundamental de fato ndo é uma tarefa facil!

Exige cuidado por parte de quem ensina. De acordo com Félix
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dada a pouca intuitividade e o nivel de abstragao nos conceitos o método
de trabalho deve levar em conta a estranheza dos alunos para a compre-
ensdo destes numeros, pois além do fato de propor um contetido com
pouca aplicacao para este momento na vida destes alunos, ainda se tem
a impossibilidade de nao poder mensurar irracionais, como se mostra em
uma régua comum para a maioria dos nimeros naturais. (Félix, 2018,

p.34)

Tradicionalmente, a historiografia tem atribuido a descoberta dos niimeros irraci-
onais aos pitagéricos entre 450 e 400 a.C. no famigerado episddio que ficou conhecido
como a crise dos incomensuraveis, devido a perplexidade que os integrantes da es-
cola de Pitagoras foram submetidos quanto a quebra de paradigmas envolvendo essa
descoberta. A escola pitagdrica teve um fim violento perseguido pelo povo da sua
cidade sede, Crotona, e o préprio Pitdgoras nao deixou nada escrito. De 14 pra c4 os
gregos apenas contornaram o problema dos incomensuraveis com a teoria das pro-
por¢oes de Eudoxo (408 - 355 a.C.) e o desenvolvimento de uma teoria dos niimeros
irracionais veio ocorrer somente nos tempos modernos por volta do século XVIII
quando temos matematicos abordando temas relacionados aos irracionais de forma
consistente.

Historiadores tém feito criticas a essa versao dos fatos e estabelecem uma analise
distinta, a partir de divergéncias que se evidenciam dentro da mesma escola pi-
tagérica e contestam desde a autoria do que hoje conhecemos por Teorema de
Pitagoras até sua relacao com os incomensuraveis e o suposto escandalo légico.
Retomaremos essa discussao no momento de um tratamento puramente historico,
por hora, observamos que apesar do tema ter raizes antigas (envoltas em obscuran-
tismo), o avango da evolugao tedrica dos irracionais é recente (pouco mais de 200
anos).

Os fatos apresentados nos levam entao a refletir o quanto a auséncia de uma
teoria consistente, nos séculos que se seguiram a descoberta dos incomensuraveis,
contribuiu para que nos dias de hoje ainda tenhamos inadequacoes nas abordagens
na educacao basica, como demonstrado no inicio desse trabalho, assim como na
formacao de professores.

Se no ensino de mateméatica da educagao bésica, a abordagem reduz os irracionais
a sua natureza aritmética, focalizando nas manipulagoes algébricas e ferramentas
operatorias, nos cursos de ensino superior a discussao dos irracionais, que geral-
mente é feita no inicio de disciplinas de Analise Matematica, é puramente abstrata
e desarticulada com outras abordagens (histérica e geométrica por exemplo).

A literatura, usualmente adotada como aporte tedrico destas disciplinas, tratam

da construgao dos irracionais por um dos dois vieses: limites de sequéncias, conforme
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Cantor (1845-1918) ou cortes de Dedekind (1831 - 1916).

Em qualquer uma das duas abordagens, o foco na verdade é a construcao do
conceito dos nimeros reais e o estabelecimento de suas propriedades para adentrar
no conceito de continuidade e nas ferramentas do célculo tornando os irracionais
uma etapa de passagem.

No que diz respeito a formacao de professores, este quadro comprova que os
nimeros irracionais se constituem um entrave didatico no ensino basico porque sao
também um entrave epistemoldgico no ensino superior. O licenciando nao tem a
oportunidade de confrontar o dilema que permeia os niimeros irracionais: ao se fazer
uma abordagem pouco rigorosa, os conceitos perdem em significancia, por outro lado
se a abordagem for excessivamente rigorosa, compromete-se o aprendizado do aluno.

E imprescindivel que o professor saia da disciplina de analise dominando as de-
monstracoes algébricas, capaz de fazer generalizacoes de regularidades e formalizar
observacoes empiricas para que sua mediacao propicie ao estudante o aprimoramento
da capacidade de relacionar, comparar e fazer abstracoes, localizar um nimero ir-
racional na ordem numérica, fazer aproximacoes, levantar hipoteses e construir ar-
gumentacoes em situagoes que envolvam esses niimeros como construcao de figuras
geométricas, graficos de fungoes e andlise de outras situagoes menos corriqueiras,
mas que enriquecem a discussao a nivel de ensino médio. Desta forma, se o pro-
fessor, em sua formacao, nao tem a oportunidade de compreender em profundidade
os irracionais tera dificuldades em tornar este conteido significativo para os seus
alunos, como resultado teremos egressos da educagao basica que também pouco
compreendem o tema.

Nesse sentido, tragamos um repertério de estratégias para contornar o problema
descrito em todas as suas facetas. Iniciamos fazendo uma revisao de literatura para
fundamentar nossos argumentos e observacoes dos irracionais nos principais mate-
riais utilizados por professores e alunos e sugerir mais fontes de consulta. Apre-
sentamos sistematicamente fatos e propriedades referentes aos niimeros irracionais
mais relevantes ao trabalho do professor da educagao basica e um relato histérico
sintético do avanco dos conceitos e teorias envolvendo esses niimeros.

Por fim apresentamos uma proposta de intervencao embasados no que foi dis-
cutido ao longo de todo trabalho e adequado para turmas do 9° ano do Ensino
Fundamental a fim de dar significagao profunda aos alunos desta série a respeito
do tema. Esperamos que este trabalho venha contribuir de forma positiva para a
reversao do panorama atual sobre o ensino-aprendizagem de irracionais tornando

este tema da matemaética basica realmente significante.



Capitulo 1

Nos curriculos e nas pesquisas

académicas

Uma revisao bibliografica ¢ uma forma de pesquisa que se da apresentando dados
ja disponiveis sobre o tema que podem ser vislumbrados em retrospectiva. A im-
portancia desse tipo de pesquisa, ou melhor dizendo, deste procedimento dentro do
nosso estudo esta na integracao das informagoes do conjunto de estudos ja realizados
separadamente. Desta forma, ao invés de ficarem retidos a leituras fragmentadas
de alguns artigos, leitores e pesquisadores tem acesso a um espectro mais amplo de
informacgoes que podem contemplar ideias conflitantes ou coincidentes ao longo do
tempo, assim como propostas de intervengao que ja foram elaboradas, quais questoes
ja foram contempladas em investigacao, e quais seguem passiveis de reflexao e de-
talhamento, tracando perspectivas para futuras pesquisas e permitindo conclusoes
panoramicas sobre o tema.

Comecaremos a exposicao através da apresentacao do tema ntmeros irracionais
conforme sugestoes dos principais documentos norteadores do curriculo da educagao
bésica: Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e Parametros curriculares Naci-
onais (PCN), bem como da formacao de professores que se estabelecem pelas Dire-

trizes Curriculares Nacionais para Licenciatura em Matematica (DCN).

1.1 Nos documentos curriculares oficiais

A BNCC é um documento de natureza normativa, resultado do debate com di-
ferentes sujeitos do campo educacional (atores e especialistas) e da sociedade, com
o objetivo de orientar os rumos da educacao basica no pais, propondo uma base

nacional comum como matriz de elaboracao dos curriculos de todas as etapas da
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educacao basica, respeitando os direitos fundamentais de aprendizagem e as singu-
laridades regionais e locais. O documento é, portanto, um compromisso do estado
brasileiro previsto na LDB/96 e no PNE/2014 que se baseia nas dez competéncias
gerais que guiam o desenvolvimento escolar das criancas e jovens bem como em
experiéncias educacionais entendidas como avancadas e de sucesso mundo afora.
De acordo com esse documento, a educacao basica fica dividida em trés etapas:
Educacao Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio. As etapas correspondentes
aos Ensinos Fundamental e Médio ficam divididas por areas do conhecimento que
abrangem as componentes curriculares, estas por sua vez sao descritas por com-
peténcias especificas de drea e habilidades dentro das unidades teméticas (grupo de
objetos de conhecimento com similaridades epistemolégicas) e objetos de conheci-
mento (contetidos)?.

Segundo a BNCC, o conhecimento matemaético é necessario a todos os alunos da
educacao basica dado seu potencial na formacao da criticidade do individuo cidadao,
além de aplicagoes nas mais diversas areas do conhecimento e da vida humana. Desta
forma, a matemadtica nao se restringe a quantificacao de fenomenos deterministicos
- contar, medir e técnicas de calculo - ou mesmo dos fenomenos aleatérios, mas
também elabora uma série de sistemas abstratos que organizam e inter-relacionam
os fenomenos do espago, do movimento, das formas e dos nimeros associando-os,
quando este é o caso, ao mundo fisico.

Ainda que a matematica se enquadre numa perspectiva de ciéncia hipotético-
dedutiva, dada a natureza de suas premissas e demonstragoes, no que se refere a
aprendizagem da mesma, nao se deve descartar a heuristica das experimentagoes.
A BNCC preconiza para o ensino fundamental, especialmente no ciclo final, uma
articulacao entre as dreas constituintes da disciplina que venha garantir aos alunos
capacidade de relacionar observacoes empiricas do mundo real e suas representacoes,
associando a conceitos e propriedades matematicas por meio de raciocinios induti-
vos e conjecturas. Nesse sentido, o documento ressalta a selecao de contetdos,
competéncias e habilidades dentro de estratégias de aprendizado como resolucao de
problemas, investigacao, modelagem e construcao de projetos privilegiando o carater
de jogo intelectual para desenvolver o raciocinio légico e critico tornando o sujeito
apto a utilizar matematica para resolver problemas, aplicando procedimentos e resul-

tados para obter solucoes assim como interpreta-las e comunicé-las, argumentando

LA altura da escrita desse trabalho - 1° semestre de 2020 - O texto referente a BNCC do ensino
fundamental ja se encontra em fase de implementagao enquanto que do ensino médio ainda esta

aguardando implementagao.
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para valida-las ou refuté-las?.

Para a BNCC do ensino fundamental o contetido de matemaética se distribui em
cinco grandes unidades tematicas: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e me-
didas e Probabilidade e estatistica, cada uma permeada por diversas competéncias
especificas que garantem a aquisicao de conhecimentos. A primeira competéncia é
a compreensao de que a matematica é uma ciéncia vinda das necessidades humanas
e preocupacoes de diferentes culturas e momentos histéricos, embasando solugoes
cientificas e tecnoldgicas, descobertas e construgoes. Dentro dessa competéncia, no
que diz respeito aos ntimeros irracionais podemos pautar a chamada “crise dos in-
comensuraveis”, ainda bem frequente na literatura, como ponto de surgimento das
discussoes e utilizagao dos ntimeros irracionais, o que parte dos historiadores j& cri-
ticam. Por outro lado, ainda que o conceito de nimero irracional seja sumamente
mais sofisticado e nao-trivial que os das demais espécies numéricas apreendidas pe-
los alunos anteriormente, os irracionais estao no pano de fundo de diversos modelos
matematicos importantes para outras ciéncias como datacao de fésseis, leis de res-
friamento, construcoes e artes.

Uma segunda competéncia é o desenvolvimento do raciocinio légico, espirito de
investigacao e argumentagao fazendo-se recurso aos conhecimentos matematicos para
compreender e atuar no mundo. Acreditamos que algumas das demonstragoes por
absurdo que tipificam os niimeros irracionais sao contempladas por essa competéncia
e podem ser um recurso para a retomada do uso da demonstragao no ensino béasico
conforme exibiremos no capitulo de sugestoes didaticas, além de extirpar o empi-
rismo como validador dos fatos importantes sobre esse tépico, o que tem conduzido
a equivocos, conforme pesquisas que apresentaremos na préxima segao.

Na competéencia 3 pede-se para compreender as relacoes entre conceitos e proce-
dimentos dos diferentes campos da Matematica e de outras areas do conhecimento,
dando seguranga e auto estima quanto a capacidade de construir e aplicar conheci-
mentos matematicos. No que se refere aos ntimeros irracionais, isso pode ser verifi-
cado com o desenvolvimento histérico do tema entre geometria, aritmética, dlgebra
e mais extensivamente a anélise.

As competéncias 4 e 5, em esséncia, pedem para se fazer observagoes sisteméticas
de aspectos quantitativos e qualitativos presentes nas diversas dimensoes da vida hu-
mana produzindo, interpretando e comunicando informacoes com criticidade a partir

de ferramentas matemadticas e tecnologias digitais. Para tanto, sugerimos de forma

2Este conjunto de habilidades é entendido como letramento matemdtico. As estratégias de

investigacao e construgao de projetos preveem a aquisicao do mesmo em estado de fruigao
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muito especial a pesquisa de Mézer (2013) onde a autora expoe em sua investigagao
uma série de fendmenos cuja ocorréncia estd diretamente ligada a manifestagao
inesperada de numeros irracionais. Tal pesquisa centrou nossa quinta atividade da
proposta pedagogica apresentada no capitulo 4.

Os ntimeros irracionais situam-se essencialmente na unidade temética “Ntimeros”,
onde se deve desenvolver o pensamento numérico e o conhecimento referente a quan-
tificar e julgar argumentos baseados em quantidades. Para tanto é necessario de-
senvolver ideias relativas a aproximacao, proporcionalidade, equivaléncia e ordem
em situacoes significativas da ampliacao dos conjuntos numéricos onde se enfatize
registros, usos, significados e operagoes. A BNCC estabelece entao a apresentagao
desta espécie numérica nos anos finais do ensino fundamental através de problemas
que fagam o aluno perceber a insuficiéncia dos racionais. Contudo apontamos que na
unidade tematica “Algebra” que preconiza a identificacao de padroes e sequéncias
numeéricas, bem como criagao e interpretacao de representacao simbélica, os irraci-
onais sao contemplados no que diz respeito a duas defini¢coes que sao apresentadas
nessa fase de ensino: decimais infinitos nao periédicos (aqui nos referimos a ambi-
guidade que se abate sobre os alunos quanto a numeros cujo padrao de expansao
decimal nao ¢ a periodicidade dos digitos e portanto nao irracionais apesar desse
padrao) e nao possibilidade de representar como fragoes de dois inteiros com o se-
gundo nao-nulo (forma % que estabelece a continéncia de QQ sobre inteiros e naturais
e o separa dos irracionais).

Na unidade tematica “Gemetria” destaca-se a ideia de estudar a posicdo e o
deslocamento no espaco e usar do pensamento geométrico para investigar a proprie-
dades e produzir argumentos de modo que temos a licencga para associar os nimeros
irracionais e as grandezas incomensuraveis bem como a construcao desses segmen-
tos com os instrumentos euclidianos dando conta das ideias de localizacao na reta
real e comparacao conforme Atividade 1 do Capitulo 4. No Apéndice 1, o leitor
encontrard um quadro com a indicacao da abordagem dos nimeros irracionais ao
longo do ensino fundamental por série, elencando-se os objetos de conhecimento e
competéncias dentro da unidade tematica onde ocorrem essas manifestagoes.

Quanto ao Ensino Médio, a BNCC aponta para uma ampliagdo em relacao ao
fundamental na drea de matematica e suas tecnologias no sentido de que se es-
pera do aluno que além de resolver problemas possa formula-los descrevendo dados,

selecionando modelos e desenvolvendo pensamento computacional.
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Em continuidade a essas aprendizagens, no Ensino Médio o foco é a
construgao de uma visao integrada da Matematica, aplicada a realidade,
conforme anteriormente anunciado. Nesse contexto, quando a realidade
é a referéncia, é preciso levar em conta as vivéncias cotidianas dos estu-
dantes do Ensino Médio, envolvidos, em diferentes graus dados por suas
condigoes socioeconOmicas, pelos avangos tecnoldgicos, pelas exigéncias
do mercado de trabalho, pela potencialidade das midias sociais, entre
outros. (BRASIL, 2017, p. 518)

No que se refere a conteudos, destacamos que o documento nao estabelece o
curriculo desta etapa, mas define as aprendizagens essenciais que devem ser ga-
rantidas a todos os estudantes e tomadas como eixo norteador da (re)elaboragao
de curriculos e propostas pedagogicas (sdo as competéncias especificas e habilida-
des que evocam os contetidos). A organizagdo do documento para esta etapa estd
em consonancia com sua disposicao para abracar as demandas regionais, locais e
até mesmo individuais materializadas nos chamados itinerarios formativos que se
propoem a flexibilizar a organizacao curricular fora das disciplinas como componen-
tes curriculares, além de prever estilos de organizagoes diferenciados para os discentes
como clubes, féruns e oficinas entre outros para atender as referidas demandas dos
mesmos.

Desta forma entre as competéncias especificas associadas a tematica dos niimeros
reais citamos:

Competéncia 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos ma-
tematicos para interpretar situacoes em diversos contextos, sejam ativi-
dades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou
ainda, questOes econdmicas, ou tecnoldgicas divulgados por diferentes
meios, de modo a consolidar uma formagao cientifica geral - aqui pode-
mos enquadrar o nimero de ouro, presente em manifestagoes artisticas
e na constituicao de diversos organismos.

Competéncia 3: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos ma-
teméaticos, em seus campos - Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas,
Geometria, Probabilidade e Estatistica - para interpretar, construir mo-
delos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausi-
bilidade dos resultados e a adequagao das solugoes propostas, de modo
a construir argumentacao consistente - esta competéncia evoca a mode-
lagem por fungoes e equagdes (polinomiais, exponenciais, logar{tmicas
e trigonométricas) donde hé, portanto, uma necessidade intrinseca de
trabalhar com os irracionais.

Competéncia 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de di-
ferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando recursos e
estratégias como observacao de padroes, experimentagoes e tecnologias
digitais, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada
vez mais formal na validagao das referidas conjecturas. - similarmente
ao que foi discutido no Ensino Fundamental.

Também elaborado de forma participativa por educadores brasileiros e agentes
governamentais e nao-governamentais na década de 90, o PCN tem por objetivo

propor reflexao sobre a pratica pedagdgica e planejamento das aulas, analise e sele¢ao
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de materiais didaticos e recursos tecnoldgicos, além de contribuir para a formacao e
atualizagao profissional por meio da fundamentacao curricular, que tende a delinear
o tipo de formacao que se dé para o professor, bem como a producao de livros e
materiais adequados ao uso do aluno. Cabe destacar que o PCN e a BNCC estao em
comunhao quanto a respeitar diversidades regionais e culturais, além de construir
referéncias nacionais comuns ao processo educativo ante as politicas existentes no
pais, necessarios para exercer a cidadania em sociedade.

Quanto a matematica, o documento apresenta uma analise da trajetéria das
reformas curriculares que o paifs atravessou fazendo uma critica massiva sobretudo
ao movimento matematica moderna, influenciador curricular das décadas de 60 e
70 com énfase no formalismo, convertendo a mateméatica do ensino fundamental
em um gargalo para o acesso ao Ensino Médio e consequentemente em um filtro
social, uma tendéncia que veio se revertendo a partir dos curriculos de 80 e 95,
quando as competéncias basicas para a aquisicao do exercicio da cidadania e o
papel ativo do aluno na construgao do conhecimento assumiram o protagonismo nos

direcionamentos curriculares.

Visam a construcao de um referencial que oriente a pratica escolar de
forma a contribuir para que toda crianca e jovem brasileiros tenham
acesso a um conhecimento matematico que lhes possibilite de fato sua
inser¢ao, como cidadaos, no mundo do trabalho, das relacGes sociais e
da cultura. (BRASIL, 1998, p. 15)

A relevancia social e as contribuicoes para o desenvolvimento intelectual do aluno
devem ser os critérios para selecao dos contetdos, e a resolugao de problemas é en-
tendida como estratégia privilegiada para introduzir os temas juntamente com a
historia e as TICs - Tecnologias da Informacao e Comunicacao - como caminhos de
fazer matematica trazendo os conteidos em suas dimensoes conceitual, procedimen-
tal e atitudinal®>. Levando em conta que o desenvolvimento da matemética e suas
aplicagoes dao-se de forma indissocidavel com as atividades humanas, quer seja na
vida quotidiana, nas elaboragoes de outras ciéncias ou ainda das especulagoes puras
na busca de respostas dentro da prépria matematica. O PCN traz como proposta
a insercao de contextos que incluem essas situacoes dentre as abordagens realizadas
nas aulas de matematica no sentido de propiciar visao ampla.

Esse apelo é uma critica a constituicao pedagogica que organiza os contetidos da
matematica como elos de uma corrente em torno de seus pré-requisitos, em respeito

a estrutura légica e formal da matematica. Isso determina um tratamento isolado

3Correspondem respectivamente a saber o que é, o que fazer e como integrar esse conhecimento

ao ser, de acordo com a teoria da Aprendizagem Significativa de Ausubel na década de 60.
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e impoe a exaustao rapida e superficial como indicam de forma muito particular,
dentro do tema aqui tratado, as pesquisas académicas na se¢ao seguinte. Em con-
trapartida, o aluno consolida de forma mais abrangente o conteido quando pode
retomé-lo e fazer novas conexoes, relacionar diferentes representacoes e estabele-
cer extensoes. Ocorre aqui outro ponto comum entre PCN e BNCC ao incluir a
heuristica como ponto relevante da aprendizagem do conhecimento matematico.

No PCN, os contetidos se apresentam distribuidos em quatro blocos: Numeros e
operagoes, Espago e forma, Grandezas e medidas e Tratamento da informacao, des-
critos por conceitos, procedimentos e objetivos que se estabelecem em quatro ciclos.
No terceiro ciclo que engloba os 6° e 7° anos encontramos uma pequena referéncia
aos irracionais em conteudos e procedimentos no bloco ntimeros e operacoes com
calculos aproximados de raizes quadradas por meio de estimativas e fazendo uso de
calculadoras.

O quarto ciclo que corresponde aos 8° e 9° anos traga como (parte) de seus
objetivos referentes ao pensamento numérico, por meio da exploracao de situagoes

de aprendizagem que levem o aluno a

e ampliar e consolidar os significados dos ntiimeros racionais a partir dos diferen-
tes usos em contextos sociais e matematicos e reconhecer que existem nimeros

que nao sao racionais;

e resolver situacoes-problema envolvendo nimeros naturais, inteiros, racionais
e irracionais, ampliando e consolidando os significados da adicao, subtracao,

multiplicagao, divisao, potenciacao e radiciacao;

e selecionar e utilizar diferentes procedimentos de cdlculo com niimeros naturais,

inteiros, racionais e irracionais.

Assim como da competéncia métrica, por meio da exploracao de situacoes de

aprendizagem que levem o aluno a

e ampliar e construir no¢oes de medida, pelo estudo de diferentes grandezas,
utilizando digitos significativos para representar as medidas, efetuar calculos

e aproximar resultados de acordo com o grau de precisao desejavel;

Com relacao aos calculos numéricos convém observar que os irracionais podem
ser aproximados tanto quanto se queira por nimeros racionais e que sua repre-

sentacao decimal é necessariamente infinita e nao-periédica, sendo portanto, um
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momento propicio para discussao do problema da aproximacao numérica, ou seja,
a necessidade que se tem de considerar uma quantidade finita de ordens decimais
na representacao do nimero abordando o conceito de arredondamento e suas con-
sequéncias nos resultados.

H&a um alerta no documento quanto a operacoes aritméticas e algébricas com
os irracionais: ha uma tendéncia dos alunos operarem com radicais nos moldes
estabelecidos para os racionais, por isso a recomendagao é para uma abordagem
fora do contexto formal, evitando a identificagao do niimero irracional simplesmente
com radicais, enfatizando apenas os calculos operatérios como na realidade tem
ocorrido tradicionalmente. O PCN aponta que os alunos chegam ao fim desse ciclo
da escolaridade com um conhecimento insuficiente quanto a utilizagao e significados
das espécies numéricas, decorrente de abordagens infundadas e do abandono de
problemas essencialmente aritméticos iniciados no ciclo anterior e que persistem
neste tultimo.

Na secao referente a conceitos e procedimentos, quanto aos irracionais no quarto

ciclo, o PCN destacam ainda:
Bloco espago forma:

e Estabelecimento da razao aproximada entre a medida do comprimento de uma

circunferéncia e seu diametro.

Bloco nimeros e operacoes:

e Constatacao da existéncia de situagoes-problema, em particular algumas vin-

culadas a Geometria e medidas, cujas solugoes nao sao racionais.

e Identificacao de um irracional como um nimero de representagao decimal in-
finita, e nao-periddica, e localizacao de alguns deles na reta numérica, com

régua e compasso.

e Anidlise, interpretacao, formulagao e resolugao de situagoes problema, compre-
endendo diferentes significados das operacgoes, envolvendo niimeros naturais,

inteiros, racionais e irracionais aproximados por racionais.

O PCN pedem ainda, para esse momento, o estimulo a capacidade de argumentar
e contra-argumentar com base em contetidos matemaéticos que é semear o gérmen
da demonstracao. Vale ressaltar que o documento faz uma distingao entre argu-

mentagao e demonstragao colocando a préatica argumentativa como atividade dis-
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cursiva e espontanea, enquanto a demonstracao estd pautada nas leis da coeréncia
e logica formal.

O PCN do Ensino Médio, de forma analoga a BNCC, apresentam o discurso
norteador curricular exclusivamente em torno de competéncias e habilidades que
sao desejaveis para o perfil do aluno egresso sendo os contetidos disponiveis na
matematica ferramentas para alcance desses objetivos. Vemos ser reforcada a defesa
do uso das estratégias didaticas como contextualizacao no quotidiano, na historia e
nas outras ciéncias, em conformidade com que ja havia sido preconizado no segmento
anterior como meio de garantia do espirito investigativo por parte dos alunos, além
da capacidade instrumental de resolver problemas matematicos e seguir no estudos
posteriores e exercer cidadania. No que diz respeito aos conhecimentos numeéricos

por exemplo, encontramos:

O curriculo do Ensino Médio deve garantir também espago para que os
alunos possam estender e aprofundar seus conhecimentos sobre niimeros
e algebra, mas nao isoladamente de outros conceitos, nem em separado
dos problemas e da perspectiva sécio-historica que estd na origem desses
temas. Estes contetidos estao diretamente relacionados ao desenvolvi-
mento de habilidades que dizem respeito a resolucao de problemas, a
apropriagao da linguagem simbolica, a validagao de argumentos, a des-
cricao de modelos e a capacidade de utilizar a Matematica na inter-
pretacao e intervengao no real. O trabalho com nimeros pode também
permitir que os alunos se apropriem da capacidade de estimativa, para
que possam ter controle sobre a ordem de grandeza de resultados de
célculo ou medigoes e tratar com valores numéricos aproximados de
acordo com a situagdo e o instrumental disponivel. (BRASIL, 1998,
p.44)

Registramos que a area é referida como “Matematica e suas Tecnologias” o que
evoca intervengoes e julgamentos praticos em contribuicao para a legitimidade do uso
de calculadoras, planilhas eletronicas e outros aparatos relacionados a computagao
como instrumentos didaticos. Segundo o PCN, o saber matematico cientifico e
tecnologico é uma condicao de cidadania e nao prerrogativa de especialistas, nesse
sentido o aprendizado nao pode resumir-se a exposicao dos alunos ao discurso profes-
soral ou retencao a materiais instrucionais, mas com a participagao ativa e coletiva
para a superacao das tendéncias pré-universitaristas e profissionalizantes que vem
estigmatizando o Ensino Médio e universalizar essa etapa da escolarizagao.

Quanto aos professores, o documento registra a falta de uma formagao profissi-
onal qualificada (inicial e continuada) ligada a restrigdes nas condigdes de trabalho
e ineficiéncia de politicas educacionais como um dos maiores obstaculos para o en-
sino de matematica no Brasil quando afirma que parte consideravel dos professores

nao tem clara visao sobre as propostas curriculares e os problemas que motivaram
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as reformas, assim incorporam tais propostas com interpretacoes equivocadas das
concepgoes pedagdgicas, resultando na ineficadcia da maior parte delas de forma que
sem recursos para praticas diferenciadas, os professores apoiam-se exclusivamente

no livros didéticos, que no entendimento do PCN, sao de qualidade insatisfatoria.

Para desempenhar seu papel de mediador entre o conhecimento ma-
temadtico e o aluno, o professor precisa ter um sélido conhecimento dos
conceitos e procedimentos dessa area e uma concepgao de Matemdtica
como ciéncia que nao trata de verdades infaliveis e imutaveis, mas como
ciéncia dinamica, sempre aberta a incorporagao de novos conhecimen-
tos. Tornar o saber matematico acumulado um saber escolar, passivel
de ser ensinado/ aprendido, exige que esse conhecimento seja transfor-
mado, pois a obra e o pensamento do matematico tedrico geralmente sao
dificeis de ser comunicados diretamente aos alunos. Essa consideragao
implica rever a idéia, que persiste na escola, de ver nos objetos de ensino
copias fiéis dos objetos da ciéncia. Além disso, essa transposi¢ao implica
conhecer os obstaculos envolvidos no processo de construgao de conceitos
e procedimentos para que o professor possa compreender melhor alguns
aspectos da aprendizagem dos alunos.(BRASIL, 1998 p. 36)

Os cursos de Licenciatura em Matematica tém suas diretrizes curriculares es-
tabelecidas a nivel nacional por meio de uma portaria do MEC desde 2002. Este
documento aponta como objetivo principal a formacao de professores que exercerao
docéncia na educacao basica, prevendo a presenca de conteidos matematicos nas
areas de algebra, geometria e analise. Desta forma, podemos afirmar que os niimeros
irracionais devem constar no curriculo universitario tanto como conteido préprio da
matematica, como saber pedagdgico em conexao com aplicagoes em outras areas do
saber cientifico, fato avalizado ainda por outros objetivos de relevancia como garan-
tir ao licenciado a possibilidade de realizar estudos de pds-graduacgao, estabelecer
relagoes entre a matematica e outras areas do conhecimento e trabalhar na interface
com outros campos de saber;

A Matematica estabelece vinculos com diversas areas do conhecimento. Histori-
camente sao a Fisica e as Engenharias que tem destaque nesse panorama, porém mais
recentemente, tem-se destacado intersegoes da Matematica com Ciéncias Bioldgicas,
Economicas, Humanas e Sociais o que demonstra a possibilidade e a necessidade
de articular essas areas do conhecimento no ambito escolar através de contextua-
lizacoes que enfatizem a atualidade e as dimensoes social, pessoal e profissional dos
alunos, de modo que na formacao do professor de matematico é imprescindivel o

aprofundamento da compreensao dos significados dos conceitos matematicos.
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1.2 Nas pesquisas académicas

A intencao da nossa pesquisa vem da observacao do tratamento superficial dado
aos numeros irracionais em distin¢gao aos nimeros naturais, inteiros e racionais ainda
na educacao basica, o que persiste até as disciplinas da graduacao quando os niimeros
irracionais sempre estiveram presentes, mas em segundo plano. Dai surgiu o pensa-
mento de buscar, entre a histéria da matematica e da educagao matematica, razoes
que pudessem justificar esse tratamento.

O acesso a autores como Souto (2010), Pommer (2012), Corbo (2012) e Broetto
(2016) apontou-nos perspectivas do problema com as quais pudemos refletir e ex-
pandir os horizontes da investigacao, dando maior consisténcia a mesma, e elevando
o grau de formalidade através da definicao objetiva da pergunta que nos serviria de
diretriz - “onde estao os nimeros irracionais?” - da definicao das variaveis a serem
observadas (apresentagao do tema em livros didéticos, na docéncia do ensino bdsico
e na formagao do professor) e a metodologia com o objetivo de responder a essa
pergunta.

Broetto (2016) chama a atengao para a ocorréncia acidental de uma contradi¢ao
entre as recomendagoes dos documentos oficiais e a pratica de professores cuja
formagao costuma estar mais direcionada a fundamentagao matematica em si do
que para a abordagem do ensino. O autor faz um alerta para a insuficiéncia do
conhecimento dos conteidos para a formagao docente, afirma que também é pre-
ciso um conhecimento pedagogico do contetido que se pretende ensinar, além de um
conhecimento curricular, o que abarcaria as peculiaridades da matemaética escolar.

Para os tépicos mais frequentemente ensinados Shulman (1986) inclui
como parte do conhecimento pedagdgico do conteido: as formas mais
luteis de representagao daquelas ideias, as mais poderosas analogias, ilus-
tragoes, exemplos, explicacoes e demonstragoes. E como nao existe uma
forma infalivel de ensinar, Shulman (1986)® recomenda que o professor
deve possuir um verdadeiro arsenal de formas de representar e formu-
lar um assunto, derivados de pesquisas ou da pratica e que o tornem
compreensivel para outras pessoas. (BROETTO, 2016, p. 42)

*SHULMAN, Lee. Knowledge and teaching. Harvard Educational
Review, v. 57, n. 1,p. 1722, 1987.

Segundo Broetto (2016), “Numeros irracionais” é um conteido presente desde
a Educacao Basica até o Ensino Superior, em cursos das areas de ciéncias exatas
e tecnoldgicas. Além disso, consta de forma direta em livros didaticos e técnicos e
é referenciado em documentos oficiais, como os Parametros Curriculares Nacionais
(BRASIL, 1998, 2000), Base Nacional Curricular Comum BNCC (BRASIL, 2017),

matrizes de referéncia para avaliagoes externas como o Sistema de Avaliagao da
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Educacao Bésica - SAEB (BRASIL, 2008), Prova Brasil (BRASIL, 2011) e matrizes
de referéncia para o Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM (BRASIL, 2009).

O meio académico brasileiro e internacional tem recebido contribuigoes de traba-
lhos publicados em anais de congressos, revistas cientificas e pesquisas de mestrado
e doutorado, surgidas a partir da preocupagao com questoes relacionadas ao ensino
e a aprendizagem desses niumeros. Nao hd um consenso dos autores quanto a um es-
for¢o matematico para conceituar de modo satisfatorio os niimeros reais até o século
XVIII, quando Cantor e Dedekind trazem em seus trabalhos, separadamente, uma
sistematizacao do conjunto dos reais (consequentemente dos irracionais). No campo
académico existem poucos trabalhos envolvendo a abordagem destes temas no ciclo
basico, conforme escritos de Klein (1932)? e trabalhos recentes em nivel de mestrado
e doutorado relacionados ao ensino e a aprendizagem dos niimeros irracionais desde a
segunda metade da década de 1990. Tais pesquisas (incluindo as entrangeiras) poem
em foco especialmente trés aspectos: conhecimentos de professores e alunos sobre o
tema, tratamento dado ao tema pelos livros didaticos e formagao de professores de
Matemaética.

Broetto (2016) faz reflexdes quanto aos problemas de ensino e aprendizagem de
nimeros irracionais tanto nos livros diddticos quanto na formacao do professor. O
objetivo de seu trabalho foi diagnosticar imagens conceituais de nimeros racionais
e irracionais trazidos por licenciandos em matematica, utilizando o campo tedrico
de imagem e conceito devido a Vinner e Tall (1981)°, compreensao instrumental e
relacional de Skemp (1976)°. A andlise do autor atestou a precariedade nos conhe-
cimentos, pautados em exemplos e numa compreensao instrumental. A intervencao
pedagdgica conduzida pelo autor resultou em ganhos significativos que apontaram
novas possibilidades.

A preferéncia por estratégias diddticas pautadas em exemplos decorreria do re-
conhecimento por parte do professor da impossibilidade de tratar os ntimeros reais
com a mesma estrutura formal: definicao - teorema - demonstragao, como se faz tra-
dicionalmente no curso de andlise na universidade. £ uma opcao menos arriscada,

sobretudo quando o professor vé-se refém da inoperancia dessa estrutura formal no

4KLEIN, Felix. FElementary mathematics from an advanced standpoint. Londres: Mcmillian

and Co., 1932.
STALL, David; VINNER, Shlomo. Concept image and concept definition in mathematics with

particular reference to limits and continuity. Fducational Studies in Mathematics, v. 12, p. 151-

169, 1981.
SSKEMP, Richard. Relational understanding and instrumental understanding. Mathematics

Teaching, n. 77, p. 20-26, 1976.
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ensino, assim ele acaba recorrendo a suas memorias de quando estudou os irraci-
onais na educagao béasica ou se refugia nos livros didaticos que fazem recorrente e
amplo uso dessa estratégia conforme Souto (2010) dentre outras pesquisas focadas
na abordagem do livro didatico que indicam um excesso de exemplos como recurso
para justificar conceitos e propriedades na apresentacao dos irracionais, conduzindo
a falhas de entendimento e valorizacao das técnicas procedimentais do saber fazer,
tornando a experiéncia de aprendizagem incompleta.

Broetto (2016) observa que ha uma superficialidade no tratamento conceitual
quando experiéncias computacionais como a verificagao de uma expansao decimal
como periédica ou nao-periddica no visor de uma calculadora aparecem como fonte
de conceituagao, por mais que nao se possa justificar a irracionalidade de um nimero
com o simples exame de sua expansao decimal. Por outro lado problemas relaci-
onados a medida e comensurabilidade nao sao mencionados. Dessa forma abre-se
espaco para um raciocinio circular que resulta em lacunas no conceito de nimero
irracional.

Um ndmero é irracional porque é dizima nao-periddica e é dizima nao-
periddica porque € irracional. Isso gera um tipo de conhecimento pouco
valoroso, pois, como nao faz ligagoes com outros conceitos matematicos,
tende a ser volatill. Em termos praticos, o fato de o periodo nao ter
aparecido até a segunda casa decimal nao garante que 2 — v/2 serd um
numero irracional, pois existem numeros cuja dizima periddica sé se
revela ap6s vdrias casas decimais. (BROETTO, 2019, p.733)

Exemplificando os danos do raciocinio circular posto por Broetto (2019), Pom-
mer (2012) elucida que a circularidade permite ao aluno concluir que os niimeros
imaginarios sao irracionais pois nao podem ser escritos como fragoes conforme dados
de Ripoll (2001). De fato, nao podemos escrever qualquer niimero imaginério como
fracao de inteiros, mas nem por isso eles sao irracionais.

Nesse sentido, Sirotic e Zazkis (2004) quando 40% dos professores secundaristas
canadenses que compunham a amostra nao identificaram como irracionais dizimias
nao-periédicas como 0,1212212221. .., dado que é possivel prescrever algum padrao
na expansao das casas decimais além do que 30% também nao sabia que uma razao
entre inteiros é sempre racional. Por fim 20% dos participantes declararam conhecer
apenas os irracionais genéricos e estabelecem confiabilidade irrestrita a calculadora.
Em ambas as pesquisas percebeu-se ainda uma tendéncia dos pesquisados em qua-
lificar como irracionais, dizimas periédicas com um periodo muito grande como 33

Ainda dentro dos resultados obtidos por Zazkis e Sirotic (2004) no que diz res-

peito a aspectos conceituais, parte da amostra identifica o conjunto dos irracionais

com uma quantidade maior de elementos que QQ, mas apenas 3 defenderam esse
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ponto de vista argumentando em torno da cardinalidade do conjunto. Fischbein,
Jehian e Cohen (1995), num trabalho investigativo com alunos da educagao basica
de Tel Aviv, perceberam que os sujeitos tecem imagens conceituais equivocadas de
nocoes relativas a densidade dos reais, quando os alunos pesquisados atribuem o mo-
delo geométrico da reta real as mesmas propriedades da reta racional, isso quando
nao concebem uma estrutura quase que discreta para os reais. Os pesquisadores
observaram ainda confusoes quanto a propriedade do maximo elemento, ao apurar
que na opiniao de parte dos alunos, conjuntos de niimeros reais possuem maximo,
enquanto que conjuntos de racionais nao.

Para Fischbein, Jehiam e Cohen (1995) pouca atencao é dada aos nimeros irra-
cionais na Matematica Elementar, opiniao com a qual concordamos e que indicamos
como motivagao inicial da pesquisa. Os autores acrescentam que a matematica
da escola basica é essencialmente concebida como um conjunto de aplicacoes de
técnicas, o que pode justificar os lapsos relatados, que dizem respeito a uma anélise
muito mais qualitativa, com uma abstragao residente no conceito do infinitamente
divisivel.

No sentido da experimentagao, um outro problema surge quanto ao ensino de
7 como a constante resultante da razao entre o comprimento e o diametro de uma
mesma circunferéncia independente do tamanho. Ocorre que os instrumentos fisicos
de medida sempre nos darao nimeros racionais para estas grandezas, portanto o
quociente entre eles sempre tera expansao decimal finita! Como poderia ser entao
irracional? Alids como poderia ser constante se com poucas observagoes observamos
ligeiras diferencas nos valores? Pautar o ensino dessa constante exclusivamente nos
experimentos empiricos resulta num conflito com as duas defini¢oes mais usualmente
apresentadas para irracional na educacao basica.

Uma proposta reversa ao uso excessivo da experimentacao e observacao esta
em Boff (2006), que constrdi os reais em turmas do ensino fundamental e médio
aliando rigor matematico, construgao e intuicao através do uso da régua decimal
infinita, estratégia que permite estender o conjunto dos racionais fazendo uso da
representacao decimal, do algoritmo da divisao e aproximagoes sucessivas ao ponto
que se desejar para o resultado final, permitindo preencher os intervalos numéricos
e evidenciar a insuficiéncia dos racionais a partir da lista de decimais infinitos e

nao-periédicos. Pommer (2012) no entanto levanta algumas observagoes:
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Os didlogos presentes na referida pesquisa, expressos como registros
transcritos em forma de protocolos, nao explicam como os alunos pro-
duziram a referida lista para o caso dos numeros irracionais. O texto
da referida pesquisa citou que os [...] alunos se contentam com duas ca-
sas decimais e a seguir se manifestam: “Chega! Ja entendemos!”. Nesse
momento a pesquisadora encerrou a questdao. Em termos praticos, a pes-
quisa de Boff (2006) revelou uma dificuldade intrinseca ao procedimento
realizado. Os alunos limitaram-se a producao de uma lista finita para in-
tentar a ideia da criacdo de um processo infinito. Mas, entao, como aliar
um processo construtivo e finito, a concepgao da régua decimal infinita?
(POMMER, 2012, p. 29)

Ao associar recursos computacionais com experiéncias de pensamento, a es-
tratégia de Boff favorece o raciocinio indutivo, propiciando o surgimento de ideias
importantes sem a necessidade de recorrer a uma axiomatica extremamente formal
e rigorosa conforme Pommer (2012). Soares, Ferreira e Moreira (1999) legitimam
essa concepcao em uma pesquisa movida no ambito da formacao de professores.
No trabalho, os autores elencam e debatem representagoes conceituais a partir de
um questionario realizado entre 84 alunos dos cursos de mateméatica da UFMG
e UFSC. A conclusao dos pesquisadores indica que a problematizacao das repre-
sentacoes conceituais ja existentes entre os licenciandos deveria ser sua ferramenta
de instrumentalizacao para uma visao global do conjunto R que os prepare para
ensinar o tema no basico. Para estes autores nao ha a necessidade de se comecar
por grandes ideias, mas sim por métodos computacionais que permitirao obter os
resultados desejados.

As disciplinas de Calculo geralmente ocupam parte consideravel da grade inicial
dos cursos de Matematica a nivel universitario. A abordagem dessas disciplinas
coloca os numeros irracionais em segundo plano quando parece supor que os alu-
nos dominam tépicos como as operacoes estarem bem definidas e a propriedade de
completude da reta que dizem respeito, respectivamente, as estruturas algébrica e

topoldgica de R e a ideia intuitiva do limite de uma funcao.

Ainda assim, uma grande parte dos alunos recorda a nocao de reta,
mas nao necessariamente para melhor ajuda-los a conceituar a nogao
de completude. Um dos participantes d4 uma definicao operacional. O
conjunto dos reais é completo, o que significa que ndo tem saltos, nem
lacunas. Ela tem a propriedade do supremo, e é continuo. Algumas res-
postas estdo mais perto de serem operacionais, descrevendo R tal como
um conjunto de cortes, no sentido de Dedekind, sem “saltos” nem “lacu-
nas”. Outras respostas referem-se a reta real como justificativa formal.
De modo geral, as respostas dos alunos evocam o sentido cotidiano da
palavra completo. Isto sugere imagens fracas de definigbes matematicas.
(SOUTO, 2010, p.25)

A disciplina de andlise é, para muitos pesquisadores na formacao de professo-

res de matematica, o momento que o licenciando pode compor uma fundamentagao
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dos topicos a ensinar, construindo uma visao aprofundada do conhecimento ma-
temadtico para a educacio bésica, prevendo os possiveis obstaculos epistemoldgicos’
que se farao presentes. Nos cursos de Anélise apresenta-se R como uma estrutura
munida de duas operagoes que satisfazem uma certa lista de propriedades. Nessa
abordagem formalista, desloca-se as questoes de existéncia para o comportamento
dos numeros reais como objetos de um corpo ordenado completo. Ainda assim,
através de Broetto (2019) evidencia uma quantidade significativa de professores que
nao conseguem exemplificar concretamente como os conhecimentos adquiridos na
disciplina de Analise aplicar-se-iam na Educagao Basica.

Na escola, o conceito de nuimero real é estabelecido como uma extensao dos
nimeros naturais, através de um processo elaborativo onde o aluno vai reformu-
lando esquemas cognitivos para incorporar cada novo campo numérico a partir do
anterior. Isso comega pelos naturais, passa pelos inteiros e os racionais até chegar
nos reais. Pommer (2012) estabelece uma critica a pressuposicao da necessidade de
compreender completamente os racionais para que assim se possa ter compreensao
dos irracionais. Essa linha de pensamento, quando se constitui numa abordagem,
enquadra os irracionais de forma simplista e negativa ao induzir o raciocinio circular:
primeiro os reais sao postos como a uniao disjunta entre racionais e irracionais, em
seguida diz-se que os numeros irracionais sao reais que nao sao racionais. A davida
entre o que é real e o que € irracional persiste como resposta a ingénua tentativa de
enquadrar os irracionais, simplesmente como niimeros nao-racionais.

Corbo (2012) também discute a apresentagao dos conjuntos numéricos hierarqui-
zados na matematica escolar com énfase na relacaio N C Z C QUIr =R C C, o que
induz alunos e professores a acreditarem que para compreender o campo numérico
seguinte é imprescindivel a completa compreensao do campo anterior. A autora da
exemplos de influéncias indesejadas ao se utilizar em todos os conjuntos numéricos o
mesmo molde operacional estabelecido para o conjunto dos naturais: vemos alunos

1 2
procedendo somas como 3 + 3 = R e V2 + V3 = V5 e estabelecendo para con-

TA teoria dos obstaculos didéticos foi introduzida na escola francesa de educaciio matematica
pelo filésofo Gastén de Bachelard em sua obra “A formacgao do espirito cientifico”, como o elemento
responsavel pela nao-linearidade dos processos de aprendizagem. FEles constituem-se a partir da
nocao de obstaculo epistemolégico que Bachelard aponta como a rejeicao de conhecimentos an-
teriores, algo tipico do processo natural de evolugao de todos os conhecimentos cientificos. Para
Bachelard, é o confronto com certos obsticulos que proporcionam o aprendizado, estes nao sao,
portanto, a auséncia de conhecimento, mas sim ideias antigas cristalizadas e resistentes a chegada

de novas concepgoes.
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secutivos de ;, 0,5, 3,4444 ... e 3,69 nimeros como g, 0,6, 3,5555... e 3,7, na
tentativa de manter a ideia de sucessor no conjunto Q como se fazia em N, onde os
nimeros que se sucedem tem uma diferenca constante. Essa estratégia de gradagao
dos conjuntos numéricos, na visao da autora é um claro exemplo de constituicao
de obstéaculos didaticos dificeis de se contornar, o aluno é levado a pensar que o
funcionamento do conjunto dos racionais é idéntico ao dos naturais com a vanta-
gem de que agora se pode fazer qualquer divisao em que o divisor nao seja zero. O
tratamento isento de referéncias a questoes inerentes do campo numérico priva os
alunos de conseguir explorar e ampliar aspectos relevantes e necessarios para uma
compreensao maior.

Enquanto isso, na academia, os cortes de Dedekind e as sequéncias de Cauchy
fazem o elo entre racionais e reais, muito mais de uma forma construtiva do que
como elemento de ligacao, tanto que a mencao aos irracionais é dispensavel. Em
Em Broetto (2019), vemos argumentos sobre o enfoque formalista da Andlise esvaziar
o sentido dos irracionais como elemento ligante ja que estes nao sao os novos entes
que serao acrescentados aos ja conhecidos racionais para assim obter os reais. Eles
surgem simplesmente como os reais que nao sao racionais. Esse fato pode também
justificar a auséncia da incomensurabilidade em livros de Anélise Real.

Para o licenciando, essa dissonancia teorica tende a formar obstaculos didaticos
que lhe imporao dificuldades de aprendizagem, cujo recurso de saida sera acres-
centar novas imagens mentais dos irracionais e reais conflitantes com os esquemas
ja estabelecidos por aprendizados anteriores. Os alunos passarao entao a utilizar
uma ou outra versao e até mesmo simbioses das duas coisas, conforme lhe parecer
mais adequado em detrimento da definicao formalmente correta apresentada pelo
professor do curso de Anadlise, porém incompreendida pelo aluno.

Segundo Broetto (2016), faz-se necessaria uma nova abordagem dos sistemas
numeéricos que seja especifica para a formagao de professores, problematizando o
campo conceitual dos alunos e suas representacoes, isto é incorporar as idiossin-
crasias da Matematica escolar e a partir dai axiomatizar o contetido com o devido
grau de generalidade e formalismo, conforme proposta de Soares, Ferreira e Moreira
(1999) como discutimos anteriormente.

Se levarmos em conta que tais discussoes vém de pesquisas recentes, percebemos
que nao temos todavia avancos de monta na questdao. Pelo contrario! Vemos o
isolamento dos cursos universitarios decorrente da auséncia de preocupacao com o

Ensino Bésico por parte dos professores universitérios em acordo ao que Klein (1932)
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ja escrevia em meados do século XX quando alertava que a formacao de professores,
no que diz respeito ao tratamento do conhecimento matematico, olhava mais para a
frente no sentido da pés-graduacao do que para trés, isto é para a educagao basica,
algo ratificado por Bortolossi (2017)® dentro do Coléquio do Instituto de Matemadtica
e Estatistica da UFF sobre a formacao do professor da escola basica. Klein (1932)
explica ainda o processo que chama de dupla ruptura do conhecimento vivenciados

pelos professores de matemaética.

Durante a licenciatura os futuros professores ainda sao confrontados com
problemas que em nada se referem as coisas com as quais fora confron-
tado na escola. Naturalmente ele esquece essas coisas rapidamente e
completamente. Quando, ao final do curso, ele se torna um professor, é
esperado dele que ensine a matemaética elementar da forma tradicional
e pedante e, como nao foi capacitado para discernir alguma conexao en-
tre a matematica escolar e a da universidade, ele rapidamente retorna
a forma de ensinar consagrada pelo tempo, e seus estudos universitarios
permanecem apenas como uma memoria mais ou menos agradavel que
nao tém influéncia em sua forma de ensinar. (KLEIN, 1932, p. 1, apud.
BROETTO, 2019, p.742, tradugéo de Broetto)

Figura 1.1: Dupla ruptura

Professor * Rumplme_n.w com
a matematica
* Rompimento basica
coma Aluno - # Formalizacio dos
matematica numeras reais
superior # |Imagem do
» Retarno ao conceito
tradicianal iudi Formagdo de professores
prejudicada
* Recorre ao
livro

Educacdo bdsica

Fonte: Broetto, 2019

Segundo Broetto (2019), quanto a avangos dentro desse quadro, temos em Fer-
reira, Moreira e Soares (1999) a busca de novas abordagens dos sistemas numéricos,
especificas para a formacao de professores: o curso de Anélise proposto por Silvio
César Otero-Garcia, que discute relacoes dos temas da Analise com a Matematica
escolar ofertado no IFSP em Campos do Jordao e na UFMG, além de uma disciplina

existente na licenciatura em Matematica chamada Nuimeros na Educagao Basica.

8Palestra disponivel na integra em https://www.youtube.com/watch?v=FSzSetkZLq0. Acesso
em 19/04,/2020.
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Igualmente aos demais autores citados até aqui, Pommer (2012) discute uma
polarizacao do tema entre os aspectos pragmatico e tedrico, sendo a parte tedrica
restritiva e rasa em detrimento da prética que privilegia o operatério em contextos
exatos, finitos e deterministicos, propiciando a formacao de obstéculos de apren-
dizagem. Estas conclusoes sao obtidas pelo autor apds andlise de pesquisas sobre
os numeros irracionais e sua apresentagao em livros didaticos. Um argumento dis-
tinto do que surgiu até aqui, na visao dele, é a nao ocorréncia de um intercambio
das abordagens formal e empirica consagradas nos livros do ensino basico, isto é, o
autor que utiliza uma abordagem formal tende a nao estabelecer uma conversagao
com observagoes empiricas e vice-versa, o que resulta num esgotamento precoce e

na superficialidade no tratamento do tema.

Como seria possivel passar do sistema dos numeros racionais para o
conjunto dos nimeros reais sem descrever o conjunto dos numeros ir-
racionais? Os numeros irracionais sao parte de um sistema e ficam in-
completos sem a conceituacao dos numeros reais. Renegar os nimeros
irracionais € suficiente para derrubar todo o sistema. Isto é o que acon-
tece hoje em dia.(Fischbein, Jehian, Cohen, 1995 p. 30 apud. Pommer,
2012 p. 23 traducao de Pommer)

A retomada dos aspectos historicos configuram uma grande oportunidade para
desvelar detalhes significativos que ficaram obscurecidos pela minuncia centrada
em tépicos essencialmente tedricos, exatos, deterministicos e finitos conforme Pom-
mer (2012) destaca quando se apropria dos eixos constituintes de significagdo dos
numeros reais: discreto X continuo, finito x infinito e exato x aproximado como es-
teio da evolugao epistemologica dos niimeros reais e como o pilar de uma abordagem
significativa.

Quanto ao eixo discreto x continuo, a discussao gira em torno da dicotomia entre

Y ou seja passiveis de medida

as grandezas discretas?, isto ¢ contéveis e as continuas’
conforme terminologias latinas. Na matemética pré-helénica nao havia distingao
entre o uso dos racionais e aproximacoes irracionais para medida ou contagem, o que
vemos mudar drasticamente na mentalidade grega especialmente apds os registros
de Euclides (323 a.C - 283 a.C.) quando se estabelece a geometria como o reino
da continuidade e a aritmética o locus do discreto conforme Brolezzi (1996) (apud
Pommer, 2012 p.109) e se verifica a primeira tentativa de ruptura entre o discreto e

continuo.

9vem de discretus que é o passado do verbo discernere e significa discriminar, separar ou dis-

tinguir.
Ovem de contenere que significa manter junto, unido, seguro, portanto continuo é o que estd

imediatamente unido a outra coisa.
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Esta dicotomia fez-se presente por séculos e mantém efeitos até hoje. No que diz
respeito ao ensino, o discreto e o continuo sao estabelecidos como dicotomicos e com-
plementares, associados a duas importantes atividades matematicas que sao também
experiéncias primarias no conhecimento da disciplina: contar e medir. Nesse sentido,
nos rudimentos originais da geometria enquanto disciplina do conhecimento humano
e o propio surgimento das fracoes de inteiros no Egito, quando se percebeu que é
mais raro que a unidade de medida caiba um ntimero exato de vezes na grandeza a

ser medida que o contrario, evidencia-se esse elo.

[...] em primeiro lugar trard o ntdmero para o dominio das relagdes es-
paciais, possibilitando a continuidade de exploragao métrica do espago
com novos recursos. Dessa forma, o aluno percebera que a Aritmética e a
Geometria nao sao dois ramos complementares distintos da Matemaética;
eles se fundem e se complementam, um abrindo novos caminhos & com-
preensao do outro. Em segundo lugar, porque esse tema reforcara a com-
preensao do conceito da equivaléncia de fragoes, introduzird o conceito
de irredutibilidade de fragoes e dard uma maior amplitude ao conceito
de fragao aplicado a todos continuos. (MIGUEL; MORIM, 1986, p. 123
apud. POMMER, 2012, p. 114)
A transposicao didatica do campo dos niimeros irracionais é realizada de modo
a diluir a énfase do conhecimento frente ao par exato-aproximado. Nos documentos
oficiais, as sugestoes de estratégias didaticas restringem o célculo aproximado a
si mesmo sem dar muito destaque a representagao geométrica, pondo em segundo
plano o significado dos conceitos de aproximagao e incomensurabilidade. A histéria
mostra-nos que nas concepcoes dos povos antigos, nao havia distin¢ao entre o que é

exato e o que é aproximado.

Contrapondo dialeticamente o exato, o ensino deve também considerar
aspectos referentes ao aproximado e ao estimado. Sabe-se que grande
parte dos nimeros que expressam medidas, de natureza infinita e ligada
ao continuo, provém de uma grandeza expressa por um numero de na-
tureza irracional, que pode ser aproximado para um ntmero racional de
natureza finita. (POMMER, 2012, p. 120)

O ensino basico inicia com a exposicao dos inteiros e racionais, dado que essas
espécies numéricas sao instrumentos de tarefas do quotidiano: contar e medir. Na
atividade de medir, que abrange os racionais, vemos o nivel de abstracao avancar
consideravelmente. O resultado da operacao “medir” é efeito de uma comparacao
entre duas grandezas de mesma espécie que partem de trés pressupostos elementa-
res: o estabelecimento de uma unidade de medida, a comparagao que permite dizer
quantas vezes a grandeza cabe na unidade de medida e finalmente a expressao dessa
comparacao em um numero. Podemos perceber que ha uma subordinacao desses

pressupostos a convencionalidade ja que expressar a magnitude de certa grandeza
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por um nimero decorre da escolha de uma unidade de medida apropriada a situacao.
Aqui devemos registrar mais uma vez a inevitavel passagem dos inteiros aos racio-
nais, dado que escolha conveniente nenhuma dribla o fato de que as grandezas nao
sao todas particionadas por uma unidade de medida um niimero inteiro de vezes, to-
das as vezes, ainda mais ao pensar em pares de grandezas que nao tem uma unidade
de medida comum, as incomensuraveis.

A tnica via de acesso que temos a um numero irracional sao as aproximagoes
racionais consecutivas. Os nimeros irracionais sao sim um conceito teérico dentro
do nosso mundo pratico, mas esta dificuldade nao deve ser um salvo conduto para
produzir uma perplexidade l6gica frente aos irracionais na tentativa de dar énfase ao
tema como a historiografia atual tem discutido no que se refere ao episédio nomeado
como “crise dos incomensuraveis” como veremos a frente. Devemos ressaltar que o
uso de instrumentos fisicos ja conduz necessariamente a ideia de aproximacao, dadas
as limitacoes fisicas do aparelho e de quem o manuseia.

Seria mais produtivo discutir o eixo exato x aproximado no sentido de esclarecer
0 que é uma boa aproximagao entre numeros reais. Para Pommer (2012), uma
boa aproximagao substitui um objeto por outro de mesma natureza, mais simples e
operacional, suficientemente préximo do primeiro e mesmo assim pode ser melhorada
conforme as necessidades ou condigoes de uma situacao. Sendo assim, as sequéncias
didaticas deveriam trazer momentos de discussao que privilegiassem a escolha de
aproximagoes e seu grau de eficiéncia, sobretudo para os irracionais uma vez que as

11 na realidade.

boas aproximacoes sao sua “materializagao”

Dentro do eixo finito x infinito, cabe a discussao da natureza conceitual do
infinito que permaneceu controversa por séculos, principalmente por conflitar com a
intuicao. Na visao aristotélica, o infinito era simplesmente algo que poderia se tornar
tao extenso quanto se quisesse, sendo portanto, impensavel, a figura do caos. A visao
de Aristételes foi influenciada pelos paradoxos de Zenao de Eleia, um conjunto de
observagoes que concebe o movimento dos objetos como algo irreal e paradoxal,
proveniente da ilusao dos sentidos. Os dois paradoxos mais famosos sao a disputa
de uma corrida entre Aquiles e uma tartaruga que teria recebido do herdi grego uma
pequena dianteira, mas suficiente, pelo raciocinio de Zenao, para lhe assegurar a

vitoria uma vez que a cada momento que Aquiles avancasse na direcao da tartaruga

esta ja teria avancado um pouco mais na dianteira. O outro paradoxo é o da flecha

a5 aspas marcam nosso recurso a metafora para melhor esclarecer nosso ponto de vista frente

as observacoes de Pommer, uma vez que matemadtica é a ciéncia do abstrato por natureza e até

mesmo os numeros inteiros denotativos de quantidade sao entes abstratos.
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que disparada nunca devera atingir o seu alvo, uma critica a teoria das monadas
dos pitagéricos. As monadas seriam corpusculos indivisiveis e de extensao nula
que formam o corpo de uma reta. No movimento em linha reta da flecha, em um
determinado instante, a ponta deve estar sobre uma monada especifica, mas isso faz
do movimento uma série de impossibilidades, pois se o tamanho das monadas é nulo
e nada pode acontecer entre elas como a flecha estaria se movimentando entao? Para
Zenao, ou a reta nao seria formada por monadas conforme diziam os pitagoéricos ou
entre dois corpusculos deveria haver outro com tamanho maior que a monada ou
estes corpusculos seriam coincidentes. Sobre este raciocinio, Pommer (2012) nos
leva a pensar que podemos colocar uma monada entre duas outras indefinidamente,

entao qual o nimero que se atribuiria a um segmento de reta ou a prépria reta?

Para Zenao, se a reta contivesse um nimero infinito de monadas, entao
a totalidade dos infinitos termos teria uma quantidade infinita. Con-
sequentemente, o movimento seria impossivel, pois nao seria possivel
atravessar um numero infinito de monadas em um tempo finito. Este
fato, alids, se constitui um erro de Zenao, que confundiu uma distancia
finita com uma distancia infinitamente divisivel (entre dois pontos nao
ha uma distancia infinita, mas sim uma distancia finita que podemos
dividir infinitamente). (POMMER, 2012, p. 124)

Nos séculos que se seguiram, somente Cantor conseguiu elucidar estes questiona-
mentos por meio de sua teoria dos transfinitos ao estabelecer relagoes entre o infinito
que se pode estender o quanto se desejar, o infinito potencial cujo exemplo é a su-
cessao de inteiros positivos que podem se estender indefinidamente acrescentando
mais um, e o infinito relativo a um segmento continuo que € infinitamente divisivel,
o que se chama de infinito em ato ou atual caracterizado pela possibilidade de dado
um determinado ponto e outro subsequente, por mais proximos que estejam sem-
pre sera possivel encontrar um outro ponto intermediario, indefinidamente. Assim
determina-se uma diferenca qualitativa consideravel entre uma sucessao infinita de
elementos discretos e uma sucessao de pontos em linha continua, sendo aparente-
mente o infinito em ato uma propriedade necessaria do continuo.

Enquanto o infinito potencial estd dentro dos parametros desenhados pela in-
tuicao, o infinito atual impoe uma barreira no que toca a ideia de que a parte nao
necessariamente ¢ menor que o todo. Galileu (1564 - 1642) ja vislumbrava essa ideia
desde a época do Renascimento quando percebeu que a quantidade de niimeros qua-
drados era a mesma dos naturais. Em vista disso, advertimos quanto ao risco de

tentar lidar com o infinito unicamente com o senso comum, exaltando ainda mais a

genialidade de Cantor ao conseguir fixar o assunto em termos 16gicos e racionais.
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A teoria estabelecida por Cantor parte da possibilidade de construir bijegoes
entre N e outros conjuntos infinitos.

Uma fungao f: X — Y é dita uma bijecao ou correspondéncia biunivoca entre
X e Y quando dois elementos quaisquer de X tem imagens distintas em Y e todo
elemento de Y é imagem de algum elemento de X. Quando dois conjuntos quaisquer,
X e Y, sao tais que f : X — Y é uma bijecao, entao X e Y possuem o mesmo
cardinal (ver Definigao 2.46).

Para conjuntos finitos, este fato adequa-se naturalmente: ora se X é finito com
n elementos, entao existe uma bijecao ¢ : I, — X, mas a composta de bijecoes é
também uma bije¢ao, logo go f : I, — Y nos diz que Y tem a mesma quantidade
n de elementos. Cantor usa essa ideia extensivamente, construindo bijecoes dos in-
teiros e racionais com N, permitindo verificar que estes equivalem-se em quantidade
de elementos. Obtemos assim, uma relacao de igualdade que permite construir uma
gradagao entre conjuntos infinitos (ver exemplos 2.47 ao 2.50). Na teoria dos transfi-
nitos, estes conjuntos tem o mesmo nimero cardinal, que é designado por Xy'2. Um
conjunto de cardinalidade equivalente a N (ou algum subconjunto finito seu) é dito
enumeravel. Fazendo uso de um raciocinio construtivo indireto, que provocou certa
rejeicao naquela época, Cantor provou que irracionais e reais nao se correspondem
biunivocamente com os naturais e designou a cardinalidade desses conjuntos por
N;. Temos entao, N = #Z = §Q = Ny < N; < fR. O problema conhecido como
hipdtese do continuo, que segue aberto até entao, consiste em verificar se existe

algum cardinal intermedidrio entre Ny e N;.

Partindo-se da “Crise dos incomensurdveis”, que representa o marco
de surgimento dos numeros irracionais, uma dicotomia ficou pontu-
ada entre o conjunto dos nimeros racionais e o conjunto dos irraci-
onais. Os ndmeros racionais representam geometricamente segmentos
comensuraveis ou elementos de um conjunto do tipo enumerdvel. Em
contrapartida, os niimeros irracionais representam segmentos incomen-
suraveis ou elementos de um conjunto nao-enumeravel com a cardina-
lidade dos niimeros reais, superior a cardinalidade dos conjuntos enu-
merdveis. (POMMER, 2012, p. 132)

Pommer (2012) traz a histéria do infinito como um exemplo de assunto impor-
tante que partindo de ideias turvas superou as proprias inconsisténcias e passou a
um status de tema fundamental da Matemética, um pilar dos nimeros reais.

Destacamos, dentro da andalise de Pommer, sua observancia quanto a complemen-
taridade desses eixos na construcao do assunto nimeros reais. De fato, nos relatos

anteriores, percebemos por vezes que os eixos encontram-se tao fortemente associ-

12Este simbolo é a primeira letra do alfabeto hebraico e 1é-se “alef”.
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ados que uma abordagem centrada na tentativa de fazer uma separacao absoluta

pode tornar-se contraproducente conforme tenta ilustrar a figura 1.2.

Figura 1.2: Espacos de significagao dos ntimeros irracionais
Discreto

Finito , ' Exato

Aproximado/ Infinito

Estimado

Continuo

Fonte: Pommer, 2012

A pesquisa de Corbo (2012) propde-se a investigar os conhecimentos necessarios
ao professor de matemadtica para ensinar numeros irracionais na educacao basica
contando com a participacao de 23 professores do ensino fundamental e médio da
rede publica de Sao Paulo, motivados por questoes referentes como a nao-completude
dos racionais pode auxiliar na ampliacao e reconstrucao dos conhecimentos dos pro-
fessores sobre os irracionais e investigar as experiéncias necessarias nos cursos de
formagao inicial e/ou continuada do professor, afim de compreender as dificuldades
que os alunos enfrentam na construcao do conceito de ntimero irracional. Por meio
de uma atividade diagndstica, a autora ja constatou inconsisténcias sobre a compre-
ensao dos numeros racionais e irracionais, mas indica que, ao final da intervencao,
as discussoes e reflexoes indicam resultados positivos para o progresso da imagem
conceitual dos professores, assim como a formalidade e adequacao a sua pratica
docente.

Corbo (2012) questiona a real necessidade de ensinar os irracionais ainda no en-
sino secundério e qual onus essa omissao poderia trazer dado que em geral numa
primeira apresentacao dos irracionais no secundario a memorizacao ¢ a habilidade
que permeia a aprendizagem, conforme a mesma autora demonstra em sua pes-

quisa de mestrado: “o sujeito nao compreende o conceito por si mesmo” e indica
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a existéncia de dois obstaculos intuitivos: a nao surpresa das pessoas quanto a
existéncia de grandezas incomensuraveis e a coexisténcia de dois conjuntos infinitos
distintos num mesmo intervalo.

Explicando melhor: a intuicao que leva a afirmar que dois segmentos de com-
primentos diferentes sao multiplos inteiros de uma mesma unidade de medida e que
a existéncia de infinitos pontos entre dois racionais quaisquer por mais préximos
que eles sejam dao uma garantia do preenchimento completo da reta nao sao ba-
nais. Em Corbo (2012) encontramos autores que fazem defesa da centralizacao das
abordagens de ensino dos irracionais em torno da definicao que poe foco na impos-
sibilidade de expressar o niimero como razao entre dois inteiros e omitir a referéncia
a representacao decimal ou apresenta-la como consequéncia da primeira, como uma
propriedade representacional para garantir que haja de fato compreensao da relagao
entre dizima periddica e geratrizes, sob pena de incorrer em concepgoes incorretas
como dar o status de racional a qualquer dizima que tenha algum padrao de re-
peticao, que nao necessariamente um grupo de algarismos periédicos ou a exclusao
de dizimas periddicas com longos periodos de dificil identificagao. Por outro lado,
utilizar apenas a definicao decimal da a entender que a classificacao racional x ir-
racional é apenas um jogo inutil de rotulagao e que obscurece o conceito de niimero
irracional.

Somando tudo isso, a conclusao é de que o grau de abstracao necessario a compre-
ensao do significado de niimero irracional é muito alto para introduzir esse contetido
nos anos finais do Ensino Fundamental. Em verdade a provocacao inicial desse
contetdo pode partir da experimentacao, por meio da medi¢ao de segmentos ou a
obtencgao de aproximacgoes decimais com calculadora, mas a complementacao for-
mal se faz necessaria ou se pode induzir o aluno a uma compreensao equivocada.
Nenhum algoritmo, por maior niimero de casas que se possa obter, pode garantir
que um periodo ndo vai ser observado mais a frente na expansao de v/2, entdo nao
basta o professor dizer que este é um ntmero irracional, esta conviccao tem que ser
instituida por meio de uma prova formal.

Schwarzenberger e Tall (1978)'3 considera que as tradicionais provas por absurdo
sao inacessiveis nesse momento, baseado na pouca experiéncia que os alunos teriam
com relagao a argumentagao e demonstragoes matematicas e no esforco cognitivo
que esse procedimento pede: supor o contrario de algo verdadeiro e concluir uma

contradicao. Para estes autores, cabe ao professor apresentar provas por absurdo,

BTALL, David Orme; SCHWARZENBERGER, Rolph Ludwig Edgar. Conflicts in the learning
of real numbers and limits, in: Mathematics Teaching, 82, 44-49. University of Warwick, 1978.
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as mais diretas possiveis e selecionar estratégias que sejam igualmente o menos
conflitante.

Por tudo que foi exposto, acreditamos que o conteiido, niimeros irracionais, nao
deve ser omitido na educacao basica, mas melhor formatado e proposto. Quanto aos
prejuizos demandados por tal omissao, terfamos que repensar o ensino de fungoes
polinomiais, onde o uso de radicais aritméticos ¢ inevitavelmente demandado, a
ideia da continuidade dos graficos, praticamente toda geometria e trigonometria
métrica, exponenciais e logaritmos. Algum leitor poderd pensar que esses temas
tém sido trabalhados sem qualquer necessidade de mencao aos irracionais e esse é
exatamente o nosso ponto: a omissao dos irracionais no ensino nos leva ao quadro
que temos hoje, onde o significado conceitual desses niimeros nao ¢é utilizado para
reforcar fatos matematicos relevantes.

A matemadtica é uma ciéncia que educa para o raciocinio! Dos diversos topicos
que formam as distintas areas de interesse da matemaética: da aritmética a geome-
tria, da andlise a teoria das probabilidades, todas giram em torno de estabelecer
raciocinios validos e concisos para responder a problemas. Se os niimeros irracionais
demandam o pensamento demonstrativo no ensino basico, por que nao os empre-
gar para tornar essa uma tendéncia neste segmento de ensino, que ano apds ano
vem abrindo mao dessa proposta de atividade ao invés de enfatizar unicamente o
tecnicismo de procedimentos e operagoes?

Os nuimeros irracionais estao na base dos niimeros reais, que por sua vez per-
meiam a estrutura da geometria métrica, do calculo e da andlise. Nesse sentido,
citamos Bruner (1987) quando diz que nao se deve adiar o ensino de assuntos es-
senciais por conta da crenca de que eles sao dificeis, pois as ideias fundamentais
de qualquer assunto podem ser ensinadas na escolaridade basica, priorizando com-
preensao em detrimento dos aspectos técnicos. Portanto simplesmente ignorar os
irracionais nao contribui para um quadro melhor e nem resolve o problema no que diz

respeito a formacao dos professores, apenas adia uma discussao que se faz necessaria.

1.3 No PROFMAT

Acreditamos na pertinéncia de um enfoque da revisao de literatura no ambito do
(PROFMAT), pois nao obstante o fato de ser a realidade institucional em que esse
trabalho se insere, o PROFMAT, desde quando surgiu, através de acoes coordena-
das entre CAPES - Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
- SBM - Sociedade brasileira de Matematica - IMPA - Instituicao de Matematica
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Pura e Aplicada e Instituigoes de Ensino Superior Associadas tem por objetivo prin-
cipal aprimorar o professor de matemaética, em especial aqueles em efetivo exercicio
nas escolas publicas, garantindo-lhes aprofundamento do contetido relevante para
a docencia. O programa tem um alcance nacional desde 2012, quando passou a
atingir as 27 unidades da federagao através das vagas ofertas pelo sistemas UAB em
67 campi, um nimero que vem crescendo desde entao e é uma iniciativa que esta
em consonancia com o Plano Nacional de Educagao (PNE), Lei N? 13.005, vigente
de junho de 2014 a 2024, contribuindo principalmente com a meta 16 que pretende
formar em nivel de pés-graduacdo, 50% (cinquenta por cento) dos professores da
Educagao Basica, até o ultimo ano de vigéncia deste PNE, além de garantir a estes
profissionais formagao continuada em sua area de atuacgao, segundo as necessida-
des, demandas e contextualizagoes dos sistemas de ensino. Além disso, o Profmat
também atende as metas 14, 17 e 18 que tratam, respectivamente, de elevar o nimero
de matriculas na pés-graduacao stricto sensu, da valorizagao do professor e do plano
de carreira. Portanto no que nos diz respeito, este ponto do trabalho servird para
futuras pesquisas e andlises quanto a produgao do PROFMAT, ainda que no tocante
ao tema especifico dos niimeros irracionais, e seus impactos na pos-graduagao e na
educacao bésica brasileira conforme seus objetivos.

Esta etapa da pesquisa se deu por meio da busca e analise de trabalhos de
conclusao disponiveis no site do PROFMAT, a partir de palavras-chave, sugestio-
nados pelas leituras feitas na revisao de literatura. Nosso objetivo maior era fazer
um levantamento dos trabalhos do PROFMAT que traziam contribuicoes para o
desenvolvimento do tema. Separamos entao os trabalhos em categorias e a partir
dai analisamos resumo e introducao para constatar os objetivos pretendidos, es-
truturacao e desenvolvimento do trabalho, existéncia de uma proposta pedagdgica
especifica com relato e consideragoes finais.

Para uma organizacao melhor do texto, o relato que comecamos a seguir vai
do termo com menor registro no ntimero de trabalhos ao maior, assim conseguimos
identificar mais facilmente trabalhos que se repetiam a partir de termos diferentes.
Inicialmente, tinhamos incluido entre os termos de busca “nimeros reais”, o que
retornou 39 resultados, sendo que a grande maioria concentrava as discussoes em
torno de processos de construgao dos ntimeros reais e propriedades de corpo ordenado
completo e alguns poucos textos que se dedicavam a debater concepcoes de ensino

ou o conhecimento do professor, dando protagonismo aos nimeros reais em si o que

“4Todos os Trabalhos de Conclusio Final estdo disponiveis em http:// www.profmat-

sbm.org.br/dissertacoes.
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nos fez optar por excluir da discussao os trabalhos que vieram através desse termo
de busca.

Para o termo “Cantor”, observamos quatro registros dos quais dois concentram-
se na area de matematica e nao propoem qualquer intervengao pedagdgica no ensino
bésico. As outras duas, curiosamente a mais recente - Camargo (2019) e a mais
antiga - Freitas (2014) - nesse tdpico, trazem enfoques pedagdgicos em torno da
distingao de infinitos proposta por Cantor. A linguagem de ambos estd centrada
na contemplacdo de professores, embora Camargo (2019) traga em seu relato uma
linguagem acessivel a alunos, além de comentarios sobre suas impressoes quanto as
atividades aplicadas e uma exposicao sobre infinito em outras areas do conhecimento.
O autor destaca a inconsisténcia da hipdtese do continuo a partir das contribuicoes
de Godel, enquanto que Freitas (2014) utiliza a construgao do conjunto de Cantor
em associacao com séries geométricas e fractais.

Ambos os trabalhos fazem uma apresentagao rigorosa do conceito matematico de
infinito, mas Camargo (2019) destaca-se ao propor uma sequéncia didética comen-
tada a ser aplicada em turmas da 12 série do ensino médio, onde os temas conjuntos
e fungoes sdo mais frequentemente abordados. Enquanto Camargo (2019) faz uma
construgao rigorosa de R utilizando classes de equivaléncias de sequéncias de Cauchy
para apresentar a teoria dos niimeros transfinitos, Freitas (2014) constrdi o conjunto
de Cantor a partir de conceitos da anélise real (corpo, intervalos, sequéncias, séries)
e prova propriedades surpreendentes do mesmo como o fechamento e a nao enume-
rabilidade que lhe serve de argumento para afirmar que R também é nao enumeravel
e que tais propriedades sao responsaveis pela atratividade desse contetudos para os
jovens do ensino médio.

Sobre a constante de Euler fizemos duas buscas distintas: “nimero de Euler”,
obtendo trés trabalhos e “ntimero e”, obtendo quatro trabalhos dos quais dois nao
tem exatamente a ver com o que investigamos aqui'® e portanto nao entraram na
analise.

Os trabalhos alocados na primeira busca convergem na importancia e versati-
lidade da constante de Euler que, costuma surgir como um resultado do calculo
diferencial e integral, mas se apresenta na Andlise matematica, Teoria das funcgoes,
Matematica financeira, Probabilidade, Geometria, Estatistica e Teoria dos Numeros
conforme Figueira (2017). Os autores dos trabalhos mencionados aqui fazem uma

abordagem histérica da constituicao conceitual de e relacionando com os logarit-

150s titulos desses dois trabalhos que excluimos trazem a letra “e” como palavra auténoma, dai

sua inclusao pelo buscador do site.
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mos de Napier, além de fazer diversas caracterizacoes pertinentes. Embora os trés
estejam claramente destinando seus trabalhos a ampliagao do conhecimento dos pro-
fessores no tocante a pratica do ensino médio, nao encontramos propostas de ativi-
dades destinadas a alunos desse segmento em Figueira (2017). Villani (2017) é quem
mais se dedica a aplicabilidade desse tema no ensino médio, sugerindo uma aborda-
gagem que conjuga a fungao exponencial e modelos matematicos para decaimento
radioativo, lei do resfriamento de Newton, estudo de epidemias em populacoes e in-
vestimento de capitais que ja sao temas habituais nas disciplinas do Ensino Médio.
Santos (2016) concentra sua abordagem em problemas de contagem e probabilidade
onde ha a ocorréncia do nimero de Euler e sugere ao final uma aplicagao no ensino
bésico centrada na capitalizacao continua e no estudo intuitivo de limites, acredi-
tando ser um ponto positivo de conexao dos alunos com temas da matemaética do
ensino superior.

No segundo grupo de trabalhos que trataram do numero e, encontramos em
Vasconcelos (2013) uma exposi¢ao mais centrada na matemaética, onde o autor ob-
jetiva apresentar e como limite infinito de uma sequéncia, bem como demonstrar
sua existéncia, irracionalidade e transcendéncia. De modo que podemos apontar
esse trabalho como direcionado a ampliacao do conhecimento dos professores. O
capitulo final traz uma série de exercicios sugeridos, mas nao ha indicacoes da pro-
positividade dos mesmos, apenas a resolugao de alguns e na sequéncia sugestoes de

questoes similares. Damos destaque a primeira sugestao que pede a verificacao do li-
n

mite lim (n + %) para valores cada vez maiores de n. Ja o trabalho de Lima (2016)

segue numa vertente ligeiramente distinta, aproximando-se bastante da modelagem
como proposta por Villani (2017), o autor traz uma discussao qualitativa sobre os
resultados de um questionario em que tentou perceber questoes da pratica docente
com respeito a metodologia de ensino das exponenciais, contando com professo-
res das redes publica, privada e de pré-vestibulares além de sugerir uma sequéncia
didatica gradativa, no que diz respeito ao esforco cognitivo exigido dos alunos em
cada passo: comegando por potenciacao de base e expoente racionais, ela avanca
até situacaoes como 2V2 e outras que fazem uso do nimero de Euler nas resolugoes
de equagoes exponenciais e logaritmicas, modeladoras de fenomenos que ampliam
os exemplos propostos por Villani (2017).

Ao buscar com o termo “ntimero PI”, tivemos o retorno de quatro trabalhos. Um
destinado a fazer uma exposicao elementar, nas palavras do autor, as demonstragoes

da irracionalidade e transcendéncia do niimero 7 a partir de ferramentas do calculo.
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Este primeiro trabalho estda mais direcionado a aprofundamentos do conhecimento
do professor em aspectos técnicos do conteudo, apenas o capitulo final faz uma
breve discussao pedagdgica do tema a partir de problemas do calculo aproximado e
iterativo de v/2. Chamamos atencao para o fato do autor atribuir o surgimento dos
irracionais com as discussoes sobre a diagonal do quadrado de lado unitario, o que
resguarda em si uma imprecisao histérical®.

Os quatro trabalhos convergem quanto a apresentar uma abordagem histérica
da constituicao do 7 em termos de conceito, simbologia e cédlculo de aproximacgoes
ainda que no primeiro trabalho exposto no paragrafo anterior esse desenvolvimento
seja bem menor e menos detalhado. O enfoque maior desses trabalhos se da no
problema das quadraturas e adapatacao do método de exaustao devido a Arquime-
des. Os trabalhos estao direcionados para a expansao do repertério conceitual dos
professores, mas também contam com sugestoes de atividades com intencionalidade,
diretrizes para execucao e comentarios para o professor no tocante a construgoes
geométricas - Pereira (2013) - uso de planilhas eletronicas - Ribeiro (2014) e histéria
da matematica como recurso pedagdgico de transposigoes didéticas - Roveran (2015).

Os ntumeros de Liouville sao o primeiro exemplo na histéria da existéncia de
nimeros transcendentes. Sabemos que todo nimero transcendente é irracional e a
partir dessa reflexao decidimos analisar e incluir os resultados na revisao de litera-
tura ainda que esse conteudo nao esteja prescrito para o ensino basico por nenhum
documento oficial e na graduacao apareca em momentos bastante especificos de dis-
ciplinas ja avancadas de Analise sendo muitas vezes um tépico omitido. Buscando
pelo termo “numeros de Liouville”, encontramos trés registros, pensamos que tais
trabalhos se destinariam excepcionalmente a contribuir com a formagao do professor
e nos objetivos pautados pelos autores tivemos essa confirmagao, no entanto o ter-
ceiro trabalho que analisamos nessa perspectiva, Amarante (2017), apresenta uma
proposta didética com exercicios e orientagoes (sendo o tnico deste segmento com
essa proposta.

Apontamos que os exercicios propostos em Amarante (2017) estao em dissonancia
com autores da nossa revisao de literatura propoem, pois trazem situagoes com
um grau de abstracao elevado e trabalhoso para o que se pode esperar dos alunos
do Ensino Médio. Os exercicios mais simples giram em torno de nomenclatura e
classificagao dos algébricos em inteiros ou racionais e dos transcendentes, o que se

constitui em um esvaziamento de sentido que tradicionalmente ja estigmatiza os

16Detalharemos a respeito no Capitulo 3
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irracionais no ensino basico. Registramos que o autor evoca, em sua conclusao,
as dificuldades quanto ao ensino de espécies numéricas orientando os docentes a
contextualizar matematicamente esses niimeros nas situagoes-problema e em seguida
propoe que se ensine numeros algébricos relacionados aos polindémios e critérios
de classificagao, assim como uma atividade didatica que solicita uma pesquisa dos
alunos sobre as aplicagoes praticas dos nimeros de Liouville e o calculo de suas
aproximacoes iterativamente, quando ele mesmo reconhece que estes nimeros nao
estao vinculados a alguma aplicacao concreta e sua importancia decorre de terem
viabilizado a verificagao da existéncia dos nimeros transcendentes e a transcendéncia
de niimeros como e e 7.

Registramos ainda nessa secao, a afirmacao por parte de Oliveira (2015) de que
os irracionais sao apresentados no ensino basico como niimeros que nao podem ser
escritos como fragoes e que isso permite a boa compreensao da irracionalidade de
V2, um contrassenso com os autores apresentados em nossa revisao e também com
nossos pensamentos e observagoes.

Os termos “transcendéncia” e “transcendentes” deram-nos cinco e dez trabalhos
respectivamente, dos quais trés foram contemplados nas andlises dos paragrafos
anteriores. A estrutura dos trabalhos que surgem, nesse momento, guardam muitas
similiaridades como o apoio na crenca da histéria como ferramenta educacional para
a abordagem dos nimeros, alids observamos uma tendéncia dos autores desse bloco
em discutir a expansao da ideia conceitual de niimero pelo tempo, ao avancar em
topicos abstratos como demonstragoes da transcendéncia de nimeros. Grande parte
dos autores apoia-se no avango dessas teorias no sentido de ampliar o repertério de
conhecimento do professor, disponibilizar material em linguagem acessivel sobre esse
tema, que é escasso, e despertar no leitor fascinio por essa teoria.

A estrutura teméatica também é bastante analoga: divisibilidade, corpos ordena-
dos, aproximacoes racionais de nimeros irracionais, enumerabilidade e por fim teoria
dos nimeros transcendentes com demonstragoes da irracionalidade e transcendéncia
de e, m e constante de Liouville. Quanto as propostas de intervencoes pedagogicas,
a maioria de autores desse bloco ou fez uma construgao elementar dos conjuntos
numéricos assentando as sequéncias didaticas na representagao dos irracionais como
decimais nao exatos e nao periédicos que nao podem ser escritos como razoes de
inteiros sem discutir a razao dessa equivaléncia e no tratamento operacional desses
numeros ou apelou para a histéria da matematica como metodologia, nesse sentido
queremos registrar que todos os autores atribuem o surgimento dos irracionais ao

pitagorismo da Grécia antiga e reforcam a teoria da crise que o aspecto conceitual
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desses nimeros teria causado.

Dentro desse bloco queremos ressaltar as propostas didaticas de Carvalho (2018)
que indica um site onde os alunos podem verificar a presenca de qualquer nimero
inteiro na expansao decimal de 7 exibindo o nimero, sua localizacao e a vizinhanca
numa abordagem que envolve tecnologia e permite ao professor construir uma série
de atividades que enfatizam a arbitrariedade da expansao decimal desse nimero
intrigante, deslocando a questao da irracionalidade para discussoes mais aprofunda-
das que a mera mengao do fato. Destacamos ainda Oliveira (2015) que propos um
questionario a alunos dos Ensinos Fundamental e Médio, que pretendiam sondar o
sentido de numero e das diferentes espécies numéricas construidas por esses alunos
ao longo de seu trajeto estudantil para que depois fosse constituida uma proposta
de elucidacao dos conteidos em aulas além de uma palestra proferida aos alunos
do Ensino Médio. Por fim, neste segmento, temos Faria (2019) que propés uma
sequéncia didatica investigativa com demonstragoes por contradicao da irracionali-
dade de radicais, onde o professor guia os passos da demonstracao, provocando os
saberes prévios do aluno para cada passo necessario da demonstracao, além disso
aborda os cortes de Dedekind e as propriedades operatérias com calculadora.

Quanto a pesquisa com os termos “ntimero de ouro” (15 registros), “razao durea”
(19 registros) e “PHI” (4 registros), observamos a tendéncia contraria ao que se verifi-
cou nos temas relacionados a numeros transcendentes, onde a temética desenvolvida
era distante das sugestoes didaticas, que em sua maioria traziam a superficialidade
criticada e se aproximavam dos exercicios paradigmaticos dos livros didaticos do en-
sino basico. Aqui a maioria dos trabalhos traz sua intervencao pedagdgica levando
em conta a histéria do niimero de ouro, processos de construcao geométrica manuais
(Azevedo (2013)) ou com softwares como o Geogebra (Castro (2017)) ou diferentes
contextualizagoes que vao desde a presenga do nimero ¢ nas artes visuais (Melo
(2017) e Landim (2014)), na biologia (Silveira (2018)) ou a prépria matemética em
associagao com sequéncias, em especial a sequéncia de Fibonacci, para dai explorar
os conteudos matemadticos pertinentes (Santos (2013), Ramos (2013), Silva (2015),
Queiroz (2013), Sodré (2013) entre muitos outros).

Usando “irracionais” e “irracional” como chave de busca encontramos respecti-
vamente 17 e 11 registros, entre esses, sete ja tinham sido encontrados e analisados
anteriormente. Para este momento da revisao, percebemos uma alternancia nas
concepgoes e escolhas de abordagens dos autores: alguns pretenderam subsidiar a
investigacao do ensino desses numeros, fornecer propostas de intervencoes didaticas

diferenciadas e até inovadoras e outros apenas ampliar o conhecimento do docente
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que vai atuar nestes segmentos de ensino e desenvolveram a tematica num eixo mais
conteudista e formal com sugestoes de intervencao préximas do que vemos nos livros
didaticos dos referidos anos escolares ou se desviaram até dessa contribuicao.

Encontramos em Félix (2018), Vasconcelos (2016) e Santos (2013) analises con-
sistentes com relacao a apresentacao do tema em livros didaticos de grande saida
no pafs. Em Félix (2018) encontramos ainda uma discussao sobre a utilizacao dos
nimeros irracionais (ou melhor dizendo de suas aproximagoes) ja no antigo Egito e
em Santos (2014) uma critica mais consistente a ideia do surgimento dos irracionais
somente no pitagorismo grego, pensamento que foi bastante recorrente ainda nos
trabalhos alocados dentro desses dois termos. Destacamos ainda Mosca (2013) e
Vasconcelos (2018), que trazem a discussao do ensino dos numeros irracionais na
perspectiva do PCN.

De todos os trabalhos desse quinhéo, as apresentagoes de Mozer (2013) e Santos
(2013) merecem atencao! Enquanto Mézer (2013) tece um quadro de exemplos da
impossibilidade de certos fatos ocorreram por conta da irracionalidade dos niimeros
envolvidos, manifestando os irracionais de forma qualitativa fora da geometria, em
areas onde o uso desses nimeros nao é nada 6bvio como aritmética e combinatdria.
A autora ainda propoe uma série de atividades motivadoras que exploram o contetido
matemético dentro dos exemplos investigados. Santos (2013), por sua vez, propoe
atividades de simples exequibilidade que retiram a extrema abstracao tipicamente
atribuida aos nimeros irracionais. Um dos objetivos da autora é por em pratica
novamente nas salas de aula o uso dos instrumentos de desenho geométrico, é nesse
sentido que ela traz um processo geométrico de verificagao de comensurabilidade de
dois segmentos acompanhado de uma demonstragao que ao nosso ver é acessivel para
os alunos do ensino basico. A autora propoe ainda uma série de sequéncias didaticas
baseado nas ideias por ela abordadas, onde esclarece a duracao prevista, o conteudo
abordado, os materiais necessarios, pré-requisitos os objetivos bem como um relato
detalhado da aplicacao dessas atividades e em seus anexos folhas de respostas dos
alunos.

Dos trabalhos concentrados no viés da formacao do professor destacamos aque-
les que apresentam exposicao sobre a expansao dos irracionais em fragoes continuas
como alternativa para a expansao decimal infinita. Trés trabalhos que se concen-
traram nesse viés da tematica: Nascimento (2013), Oliveira (2013) e Noleto (2014),
trouxeram uma abordagem histéria e sugeriram aos professores abordagens de alguns
contextos da fisica, da algebra e do calendario gregoriano como aplicagoes das fracoes

continuas. Ainda no que se refere a uma abordagem alternativa ao que temos com
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frequéncia no ensino bésico, vemos em Pinto (2018) e Mosca (2013) alternativas para
o Ensino Médio envolvendo critérios de irracionalidade, demonstragoes geométricas
de incomensurabilidade e resolucao de equagoes por métodos nao analiticos, dos
quais o segundo autor tem maior foco, langcando mao de uma simbiose com métodos
numéricos e tecnologias. Em termos de abordagens com apelo tecnolégico, temos
em Armao (2018) uma proposta de trabalho com o irracional 7 envolvendo robética
educacional com alunos do 7% ano fundamental da rede privada. O autor desenvolve
a teoria matematica dos conjuntos numéricos, bem como um estudo sobre o niimero
7w e seu desenvolvimento perante a histéria para em seguida descrever o contexto
da matematica na tecnologia através da robdtica educacional. Os planos de aula
desenvolvidos sao apresentados com relatos de aplicagao, constando resultados das
atividades propostas além de trazer nos apéndices de materiais para reaplicacao das
atividades.

Os demais trabalhos desta parte da pesquisa utilizam a formacao do professor em
profundidade como objetivo maior e seus textos concentram-se muito mais em teorias
que escapam ao escopo da etapa basica de educagao, desviando-se de apresentar
propostas didaticas consistentes ou apresentando-as com algum grau de discrepancia
entre os conteiudos abordadas pelos autores. E importante ater-nos ao fato de que
a formagao nao ocorre apenas com conteido sem transposicao didatica.

Em Burle Neto (2013), propoe-se uma aula para explanagao de Poténcia de ex-
poente irracional para alunos do terceiro ano do Ensino Médio, utilizando conceitos
como limite e convergéncia de sequéncias e sequéncias de Cauchy. O autor nao elenca
estes assuntos na secao “pré-requisitos,” mas utiliza no avango da sua exposi¢ao que
¢ toda em tom de sugestao de planejamento para o professor. Por diversas vezes
ressalta que o rigor e a formalizacao precisam ser evitados, mas nao indica como isso
pode ser feito dentro da sua exposicao que se vale de formalismo. Sugere ainda o uso
substancial da calculadora como modo de economizar tempo em contas trabalhosas
e extensas, mas nao encontramos observacoes quanto aos cuidados que se deve ter
para compreender a eficiéncia de uma aproximacao.

Em suas conclusoes o autor afirma prever uma dificuldade de abordagem maior
na rede publica de ensino do que em boas escolas da rede particular, pois nessas
ultimas o alunado tem uma base matematica sélida capaz de eliminar as dificulda-
des na compreensao dos contetidos ensinados, visto que ja viram em séries anteriores
os conteudos mencionados como pré-requisitos. Isto se faz ambiguo com a mengao
e o0 uso dos pré-requisitos do autor: nao sabemos se ele refere-se aos mencionados

(resolucao de equagoes e inequagoes do 1° e do 2° grau, resolu¢ao de inequagoes
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modulares, funcao quadratica, funcao exponencial e método de demonstracao por
absurdo) cuja abordagem é pautada por documentos curriculares nacionais e a nao
abordagem ¢é um problema significativo, passivel de investigagao cientifica para apon-
tar causas e solugoes ou se refere-se a limites, sequéncia e convergéncia (amplamente
utilizados na abordagem), que nas palavras do préprio autor, a imensa maioria das
escolas do pais nao trata desses temas na educacao basica, o que estd em conformi-
dade com os documentos oficiais.

Os argumentos que langcamos mao nas observacoes desse trabalho tentam cha-
mar a atencao para o que se chama de inversao didatica na teoria da transposicao
didatica!™ que ocorre quando o processo de transformacao e seus recursos ocupam o
espaco de primazia que o saber a se ensinar tinha no objetivo inicial da transposigao.
No caso em analise, o autor argumenta que as poténcias de expoente irracional sao
omitidas na sequéncia de ensino de potenciacao no ensino basico, em parte por
sua dificuldade, e que seu objetivo era montar uma exposi¢cao que preenchesse esta
lacuna, mas na exposicao vemos que a mencao de termos como limite, sequéncia
e critérios de convergéncia ocupa um espaco central. A compreensao da natureza
conceitual de um nimero irracional e do significado de suas aproximagoes racionais
a priori sao ferramentas suficientes para entender como o calculo com expoente ir-
racional funciona e como o resultado converge na direcao de um nimero irracional

quanto melhor for a aproximacao racional do expoente.

17A teoria da transposicdo didatica foi elaborada pelo didata Chevallard em 1991 e trata do
processo de transformacdo que um saber cientifico passa para se constituir como um saber a se

ensinar.

48



Capitulo 2

No conhecimento do professor de

matematica da educacao basica

Ao compor nossa revisao de literatura, percebemos que muitos pesquisadores in-
dicam uma série de deficiéncias conceituais na formagao dos professores. Nos livros
didaticos, notamos uma apresentacao do tema marcada por exercicios mecanicos
pautados muito mais em memorizacao do que em compreensao. Este capitulo dedica-
se entao a dialogar com o professor de matematica da educagao bésica para apresen-
tar a ele os fatos mais relevantes que caracterizam os numeros irracionais algebrica
e geometricamente.

Optamos por comegar com uma revisao de elementos primordiais da aritmética
dos inteiros que serao fortemente utilizados como esteio de muito do que vamos
apresentar. Na sequéncia falamos de representacoes decimais e da dicotomia entre
racionais e irracionais o que nos oferece uma base conceitual para caracterizar algu-
mas classes de irracionais (radicais aritméticos, logaritmos e razoes trigonoméricas)
e a partir dai caracterizar as propriedades operatérias que envolvem esses numeros.
As secoes finais falam da dicotomia entre nimeros transcendentes e algébricos, ainda
que este nao seja um tema propriamente integrante do ensino basico atual, muitos
nuimeros transcendentes como 7, e podem ser explorados dentro do Ensino Médio,
portanto apresentamos a demonstracao da irracionalidade desses nimeros pensando

na ampliacao do cionhecimento do professor.

2.1 Preliminares de aritmética

A aritmética dos inteiros guarda importantes defini¢oes e teoremas que faremos

uso com frequéncia nas segoes seguintes. Esta secao presta-se a compilar todas essas
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informagoes, as quais precisaremos recorrer e que foram apresentados em Hefez
(2016), livro texto indicado para a disciplina Aritmética do PROFMAT.

Definicao 2.1. Sejam a e b € Z, dizemos que b é divisor ou fator de a, se existe

q € Z tal que b = a - q e escrevemos b | a.

O Teorema 2.2 é um importante resultado da Teoria dos Ntiimeros que da abertura

a muitos outros resultados relevantes.

Teorema 2.2 (Teorema da divisao euclidiana). Dados a,b € Z,b # 0 eziste um

unico par de inteiros (q,7) tal que a =bq+1r, com 0 <r <b— 1.

Quando b nao é fator de a temos que a = bq + r, onde os inteiros ¢ e r sao ditos
quociente e resto respectivamente. Neste caso podemos escrever b 1 a.

Dois inteiros distintos a e b apresentam sempre ao menos um divisor em comum.
Em particular, interessar-nos-emos pelo maior desses divisores que é chamado m.d.c
(méximo divisor comum) e é denotado por (a,b). No caso mais restrito (a,b) = 1,
dizemos que a e b sao coprimos. Em geral, para fazer as demonstragoes sobre a
irracionalidade dos numeros convém supor que numerador e denominador sejam

coprimos o que se chama de fracao irredutivel.

Definicao 2.3. Quando o conjunto de divisores positivos de um inteiro consiste

apenas do nimero 1 e desse mesmo inteiro ele é dito primo.

Com excecao do nimero 1, que apresenta apenas um divisor positivo (que é ele
mesmo), todo inteiro que nao é primo é chamado composto.

O Teorema a seguir ocupa também uma posicao central na Teoria dos Niumeros
e sera um conhecimento chave por nds evocado para definir duas classes importantes

de irracionais nos teoremas das secoes 2.5 e 2.6.

Teorema 2.4 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero inteiro maior
que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como

um produto de niumeros primos.

2.2 Representacoes decimais, nimeros racionais e

irracionais

A notacao posicional na escrita numérica representa um grande avango compu-

tacional no desenvolvimento da matematica. Nosso sistema de numeracao ¢ dito
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decimal, pois se utiliza dos dez simbolos conjunto {0, 1,2,3,4,5,6,7,8 €9} para es-
crever qualquer nimero.

O valor que um algarismo denota, na escrita de um numero, depende da posicao
que esse algarismo ocupa, da esquerda para a direita, nessa escrita. Assim cada
algarismo de um numero possui uma ordem, também contada da direita para a
esquerda, que indica o seu valor relativo por produtos com poténcias de dez. Da
direita para a esquerda, o algarismo que esta na posi¢ao mais a direita tem ordem 1
e seu valor relativo é igual ao absoluto, o seguinte tem ordem 2 e seu valor relativo é
dez vezes o valor absoluto, o seguinte tem ordem 3 e seu valor relativo é cem vezes o
valor absoluto e assim por diante. Ao reunirmos um grupo de trés ordens, da direita

para a esquerda, temos uma classe. Veja a Figura 2.1.

Figura 2.1: Classes e ordens sistema posicional de numeracao

Classe do Milhao Classe do Milhar Classe das Unidades
9 ordem 8%*ordem 72ordem 6%ordem 5*ordem 42ordem 3*ordem 2% ordem 12 ordem

Centenas Dezenas Unidades Centenas Dezenas Unidades Centenas Dezenas Unidade
de de de de Milhar de Milhar de Milhar
Milh&o Milh&o Milh&o

Fonte: O autor, 2020

Os sistemas de numeracgoes posicionais resultam numa aplicacao do Teorema da

Divisao Euclidiana. Vejamos o Teorema 2.5:

Teorema 2.5. Dados os inteiros a e b, coma >0 e b > 1, existem inteirosn >0 e

0<ry,r,...,7n <b, comr, #0, tinicos, tais que a = ro + rib+ rob® + ... +r,b".

Demonstragao. Utilizaremos inducao completa sobre a. Se 0 < a < b, tomamos
n = 0 e ro = a, obviamente temos a unicidade neste caso. Supondo o resultado
valido para todo natural menor do que a, onde a > b, vamos prova-lo para a.

Do Teorema 2.2, sabemos que existem ¢ e r, tnicos, tais que a = bg + r, com
0 <r < b Dado que 0 < g < a, pela hipétese de indugao, sabemos que exis-
tem os inteiros m > 0e 0 < r,...,7pe1 < b, com 1,1 # 0, Unicos tais que
q=1r1+rb+ ...+ 1rp 0"

Assim, a = bg+r = b(ry +reb + ... + 1y 1b™) + 7, quando pomos r = rg e

n =m + 1, o resultado segue imediatamente:

a=1rb+rb®+ ... Frb" 1 (2.1)

51



Exemplo 2.6. O simbolo do ntmero vinte e cinco é 25, onde o algarismo cinco
indica de fato cinco unidades, ja que ocupa a primeira ordem, mas o algarismo 2
simboliza duas dezenas ou vinte unidades uma vez que estd na segunda ordem. O
simbolo do numero cinquenta e dois utiliza os mesmos digitos, mas inverte suas
ordens, alterando o valor posicional assumido por estes. Assim quando escrevemos
52 subentende-se que o algarismo cinco agora indica cinco dezenas ou cinquenta

unidades, ja o 2 denota apenas duas unidades.

A expressao 2.1, dada pelo Teorema 2.5, é chamada de expansao relativa a base
b, particularmente, quando b = 10, essa expressao é chamada expansao decimal.
O Teorema 2.5 também nos da um algoritmo para obtermos a expansao de um
numero qualquer em uma base b. O método consiste em executar uma série de
divisoes sucessivas, onde os restos ocupam as ordens na escrita numérica conforme

sua obtencao na sequéncia de divisoes:
a=0bgy+r9, 10<D,

g =bq +m1, 11 <V,
¢1 =bga + 19, 19 <D,

e assim sucessivamente, até que em certo ponto, teremos
qn—1 < ba
mas como ¢,_1 = bg, + r,, decorre que
0=¢n=tn+t1 =Qns2=-. -,
e portanto, 0 = 7,41 =7Tpi0=.... O que nos leva a a =rg+rib+ ...+ r,b"

Exemplo 2.7. Vamos aplicar o algoritmo acima para o inteiros 2915 para obter sua

expressao decimal:

2915 =291-10+5

291 =29-10+1

20=2.10+9
Assim 2915 =2-1034+9-1024+1-10 + 5.
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Esta observacao usualmente é omitidal, mas tal procedimento para obter a re-

presentacao decimal é extensiva a parte fracionaria do nimero. Por exemplo:
834,25 = 8.10* + 3.10" +4.10° +2.107" +5.1072

Isso nos motiva a seguinte definicao:

Definicao 2.8. Uma expressao decimal é um simbolo da forma
a = 4g, A102a3 . ..0p ...
onde ag ¢ um numero inteiro e 0 < a,, < 9 sao os digitos da expressao decimal a.

Exemplo 2.9. Obter a forma decimal de %

15=4-3+43

O resto desta divisao é 3 unidades que equivalem a 30 décimos o que nos leva a

divisao seguinte:

30=4-7+2.

Aqui devemos entender que o resto 2 indica dois décimos o que equivale a 20

centésimos

20=4"-5.

A virgula surge como simbolo que separa a parte inteira da parte decimal que se

inicia quando “convertemos” 3 unidades em 30 décimos. Assim temos:

15
— = 3,75.
4 J

Naturalmente é mais interessa executar (e executamos sempre) esse processo da
forma mais sintética possivel, sobretudo quando a extensao da representacao decimal

vai ficando cada vez maior, como no caso de 6 Ha& casos ainda em que esse processo

¢ infinito como em - = 1,857142.. 2

Tncentivamos o professor a fazer essa conexdo o que tende a ampliar a percepcao dos alunos
quanto ao processo de obtencao da representacao decimal apds a virgula evitando o surgimento de

duvidas e obstaculos didéticos.
2Utilizaremos a barra sobre os algarismos apés a virgula para indicar que eles se repetem

periodicamente na mesma ordem que estao exibidos sob a barra.
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Estes exemplos motivam-nos ao seguinte questionamento: havera como distinguir
se a parte fracionaria de uma representacao decimal termina sem necessariamente
efetuar a divisao? E como saber de antemao se essa representagao vai ser periédica?

Estes questionamentos evocam a dicotomia entre ntimeros racionais e irracionais.
Como verificamos na revisao de literatura, existem professores que nao compreendem
a equivaléncia entre as definicoes apresentadas usualmente para os niimeros racionais

na educagao basica.

Definicao 2.10. Um numero racional é um nimero que pode ser colocado na forma
a
gcoma,bEZeb#O.

Os resultados que provaremos a seguir, permite-nos compreender a equivaléncia
entre as definicoes que sao usualmente apresentadas no Ensino Médio segundo Pom-
mer (2012), isto é, a divisao de dois inteiros ter sempre uma representagdo decimal

finita ou infinita periddica, o que significa que somente estes niimeros sao racionais.

Teorema 2.11. A divisao entre dois nimeros inteiros € um decimal finito ou infinito

e periodico.

Demonstracao. O Teorema 2.2 garante que todo inteiro admite um par ¢ e r inicos

a
tal que a = bg + r. Se r = 0 entao bla e 3 € Z e tem uma representagao decimal

finita. Se r # 0 entdo o cédlculo da parte fracionaria continua a partir de % onde
ri € {1,2,...b— 1} sdo os sucessivos restos obtidos na iteracao do processo de
divisdo. Se algum elemento desse conjunto é tal que b|10r; entdo a representacao
decimal encerra com o quociente dessa divisao, do contrario o processo continua a
ser iterado até que apds b divisoes algum r; vai repetir-se, ocasionando uma sucessao

de quocientes repetidos que formara o periodo da parte fracionaria. O

Os Teoremas a seguir oferecem um critério de verificacao para quando o quociente

de inteiros indica uma representacao decimal finita ou infinita e periddica.

. . . , a -
Teorema 2.12. Um numero racional na forma irredutivel 7 tem representacao

decimal finita se e somente se, b nao tiver outros fatores primos além de 2 e 5.

Demonstracao.

a
Z = Qp,A10203 . ..0Qp <
10"a

b

= 10”(10 + ai1a90a3 . .. an,
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Observando o segundo membro da ltima igualdade percebemos que se trata de um
nimero inteiro. Isso quer dizer que b|10"a mas como bt a entdao b | 10", portanto a
fatoracao por primos de b tem apenas 2 e 5 como fatores.

Por outro lado, se b = 25" para m, k € N, suponhamos m < k, assim,

a a  2km

ompk - ompk ’ 9k—m

a- 2k7m a - 2kfm

T 2k.pF 10k
Estendendo o algoritmo sugerido no 2.5 a expansoes decimais na base b conforme
a - 2k—m
10%

Supondo m > k, ao multiplicando o numerador e o denominador da fracao por 5™ *,
. rk—m

obtemos BETTER 0 que nos levara as mesmas conclusoes. O

fizemos no exemplo 2.9 concluimos que tem uma expansao decimal finita.

Corolario 2.13. Um nimero racional possui representacao decimal infinita e periddica,
se e somente se, quando escrito na forma irredutivel, a decomposicao em fatores pri-

mos do denominador apresenta outros fatores primos além de 2 e 5.
Demonstracao. E a contrapositiva do tltimo Teorema. O

Chamaremos as representacoes decimais infinitas e peridédicas de dizimas periddicas
e a fracao de inteiros correspondente de fragao geratriz. Em 2.12 temos um método
para obter a fracao de um certo nimero racional a partir de sua representacao de-
cimal finita, podemos fazer algo semelhante para obter as fragoes geratrizes das

dizimas periédicas:

T =a,a10y...0,01by. .. by ... (2.2)
10"x = aajas . ..a,,biby. .. by. .. (2.3)
10T+SZE = xaias . .. (lrblbg N bs, ble e bs Ce (24)

Subtraindo membro a membro as equacoes 2.4 e 2.3, teremos

10".2(10° — 1) = awagay . . . apbiby . . . by — aaqas . . . a,
_aaay ... apbiby .. by — aaras . . . a,
B 107(105 — 1)

A fracao geratriz de uma dizima periédica tem por numerador a diferenca entre o

inteiro formado pela concatenagao da parte inteira com os digitos da parte fracionaria

nao periodicos e do primeiro periodo completo, menos o inteiro determinado pela
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parte inteira, juntamente com os digitos nao periddicos da parte fracionaria, e o
denominador é o inteiro com tantos noves em sua escrita quanto forem os algarismos
nao periodicos seguido de tantos zeros quanto forem os algarismos nao periédicos,

como se costumava dizer em antigos compéndios de aritmética.

Exemplo 2.14. Ao aplicar esse procedimento ao ntimero 0, 9 obtemos um resultado

Ccurioso.

—
e
8 8
[
©o o
NeliNe]
~~
oo
D Ot
~—

De 2.6 - 2.5 vem
9x:9:>$:g:>x:1.

Devemos observar que na definicao de expressao decimal fica o seguinte fato:

an

o
Q= Qg,A1A203 ...Ap ... = Qg + Elﬁ
1=

O somatorio na ultima expressao indica uma soma com infinitas parcelas, con-

tudo isto nao faz sentido! Na verdade o que temos é o valor de o aproximado pelo

n
a 1
racional Z # com erro inferior Ton- Assim, o exemplo 2.14 estd nos contando

1=
que 0,9, 0,99, 0,999, ... sao aproximacoes para 1.

Sendo 1,0000... = 0,9999. .. somos levados a observar que toda representacao
decimal finita admite um formato infinito e periddico, isto da as fragoes como no

Teorema (2.12) duas representagoes decimais essencialmente distintas.

Exemplo 2.15.
1,3=1,2+0,1=1,2+0,09 = 1,299999999 ... = 1,29
2,345 = 2,344 + 0,001 = 2,344 + 0,0009 = 2, 344999999999 . .. = 2, 3449

Assim podemos “simplificar” a dicotomia entre racionais e irracionais da seguinte
forma: todo nimero que admite representacao decimal infinita e nao-periddica é
irracional e todo niimero cuja representacao decimal é infinita e periédica é racional.

Em toda essa discussao deve ficar claro que: nao se pode obter nimeros irracio-

nais a partir da divisao entre dois inteiros! Entao de onde vem os irracionais?
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2.3 Representacoes decimais, segmentos comen-

suraveis e incomensuraveis

Historicamente, os irracionais surgem no contexto das grandezas e medidas, quando
nas civilizagoes Pré-helénicas, estes eram caracterizados como operadores em calculos
aproximados da area de uma regiao circular ou diagonais de um quadrado (conforme
veremos em detalhes na se¢ao 3.1).

Ja na Grécia Antiga, o pensamento grego que privilegiava a abstragao no desen-
volvimento da matemética d4 uma configuragao mais formal a esta discussao. Os
gregos acreditavam numa correspondéncia plena entre segmentos de reta e nimeros
racionais. Vamos usar linguagem moderna para ilustrar essa ideia: seja AB um
segmento de reta, podemos medi-lo ao estabelecer um segmento-padrao u como
unidade de medida (ou segmento unitério). Se em AB podemos justapor k segmen-
tos de magnitude u a partir de £ — 1 pontos igualmente espacados entre si, entao
AB = k - u. Contudo é possivel que o segmento u nao caiba um ntmero inteiro
de vezes em AB, se possivel, tomamos entao um segmento de reta w < u, tal que
w=mn-weAB = m - w, neste caso AB = %, dizemos entao que AB e u sao
comensuraveis, isto é, podem ser mensurados por uma mesma unidade de medida,
vemos entao que a no¢ao de comensurabilidade conduz a nocao de fragao.

A ideia de que dois segmentos eram sempre comensuraveis permaneceram no pen-
samento grego até esbarrar na diagonal do quadrado. Segundo Roque e Pitombeira
(2012), a existéncia do mdc de dois inteiros quaisquer pode ter motivado essa crenga
ja que o mdc era entendido como uma medida comum para dois niimeros. Para esses
autores, justamente a contraparte geométrica do calculo do mdc de dois inteiros é
que provavelmente deu conta de trazer a tona a incomensurabilidade entre o lado e a
diagonal do quadrado. Tal método é conhecido como antifairese e sera apresentado
na Secao 3.2.1, aqui utilizaremos a linguagem dos dias atuais a ilustracao do que é
feito normalmente nos textos quando se quer demonstrar a irracionalidade de v/2:

Dado o quadrado ABC'D tomando o lado AB como segmento unitario, se de

— m
fato AC' = —, do Teorema de Pitagoras teriamos:
n

2
(@> =124+ 12 = m? = 2n2.
n

Em decorréncia do Teorema 2.4, sabemos que m? apresentaré o fator 2 elevado a
um expoente par, enquanto que pelas mesmas razoes, 2n? deve apresentar uma quan-

tidade impar pra expoente do 2, revelando uma contradi¢ao que torna impossivel a
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igualdade, estabelecendo a existéncia de segmentos incomensuraveis e explicitando
a insuficiéncia dos inteiros e racionais para medir todos os segmentos de reta.

Segundo Lima et al. (2016) a maneira mais simples de descrever o conjunto dos
numeros reais é como corpo ordenado completo. As propriedades de corpo ordenado
também se fazem presente no conjunto dos niimeros racionais, sendo a propriedade
de completeza sua unica distin¢ao para R, dessa forma a complementaridade entre
Q (racionais) e Iy (irracionais) é o que faz da reta o modelo geométrico do conjunto
R dos niimeros reais.

De fato, seja uma reta e donde tomamos o ponto O para determinar duas semir-
retas: a direita de O definimos o ponto A que sera o sentido positivo da reta e de
modo que OA serd o segmento unitario. Seja X um ponto qualquer da reta, se X
estd a direita de O serd a abcissa de um nimero positivo e se estiver a esquerda sera
a abcissa de um numero negativo. Dai temos duas possibilidades: se X é tal que
OX = mw e OA = nw para algum segmento w, entdo X é a abcissa de um nimero
racional - particularmente se n = 1, X é a abcissa de um inteiro, caso contrario OX
é um segmento incomensuravel com OA e portanto X é a abcissa de um ntimero
irracional, e disso temos a correspondéncia biunivoca entre pontos da reta e niimeros

reais®.

Figura 2.2: Reta real

1
| N
1

o
Pl

(S Ly ]

Fonte: Lima et. al, 2016

Por fim devemos alertar que o uso do termo “incomensuravel” exprimindo a
ideia de quantidade muito grande é absolutamente inadequado e deve ser evitado!
Incomensurabilidade é uma relacao entre duas grandezas, portanto nao pode ser
usado como sinonimo de incontavel ou imenso, nestes casos é preferivel utilizar
imensuravel ou imenso pois nada é incomensuravel a menos de ser comparado com

outra grandeza de mesma espécie.

3Essa caracterizacio de R foi o que permitiu grandes avancos na matemdtica do século XVI

dando origem a geometria analitica e uma fundamentacao mais rigorosa do calculo.
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2.4 Irracionalidade de radicais

A exemplo de como mostramos a irracionalidade de v/2, podemos provar a irra-

cionalidade de /p com p primo e do produto de primos distintos:

Proposigao 2.16. Se p ¢ primo, entao \/p € irracional e se q ¢ um inteiro que ndao

possui qualquer fator p, entao /pq € irracional.

Demonstracao. Suponhamos que tal afirmacao seja falsa, assim devem existir m,n € Z,

coprimos, tais que — = ,/p. Assim,
n

2
m
(—) :p:>m2:pn2
n

Novamente temos uma contradicao com o Teorema 2.4, donde esperamos somente
expoentes pares na decomposicao de m?, enquanto que em pn? notamos que o expo-
ente do fator p serd inevitavelmente impar. Analogamente, se % = /pq entrariamos
novamente em contradigao por conta dos expoentes distintos sobre pg em cada lado

da igualdade, pois

Corolario 2.17. \/p + ,/q € irracional se p ou q sao primos distintos.

Demonstragao. Afirmar que /p + /g é racional implicaria na racionalidade de
(VP + \/5)2, mas desenvolvendo o produto chegamos a p + ¢,/p.q¢ que nao é ra-

cional. ]

Diante desses resultados, ampliamos os recursos para argumentar sobre a irraci-

onalidade dos ntiimeros.

Exemplo 2.18. A irracionalidade de v/6 segue da Proposicao 2.16, enquanto que o
Corolério 2.17 nos diz que V2 + /3 como irracional.

n
Com os mesmos argumentos, podemos generalizar a irracionalidade de /H Di
i=1

onde os p; sao todos primos distintos e consequentemente de todos as raizes quadra-

das nao-exatas.

Exemplo 2.19. VA8 = 4v/3 €Tz e V120 = 2v/5-3 -2 € I.

29



O préximo Teorema permite-nos atingir o maior grau de generalidade quanto
a irracionalidade de radicais e para demonstra-lo em sua totalidade, precisamos

relembrar a definicao da operacao de radiciagao.

Definicao 2.20. Seja n > 2 e a > 0, definimos:
Va=re 2" =a

Desta definicao, podemos destacar uma equivaléncia entre radicais e poténcias
de expoente fraciondrio. Com efeito, ¥/a™ = x é equivalente a 2" = a™. Por outro
lado, sabemos que para todo nimero real: a= = y é o mesmo que < a™ = y".
Comparando as duas igualdades vemos que 2" = y™ implica x = y.

Dada essa equivaléncia entre radicais e expoentes fracionarios e o Teorema 2.23,
podemos facilmente estabelecer como irracional toda poténcia cujo expoente fra-
cionério na forma irredutivel nao seja inteiro. Assim podemos manusear as propri-

edades dos radicais em analogia ao que fazemos com as poténcias.

Exemplo 2.21. v/27 = v/33 = 31

wiN

=20v2%2-32-5

W
ot
ot

W=

Exemplo 2.22. v/28.32.54 =22.25.3

Teorema 2.23. Seja P um conjunto finito de primos distintos. Sao irracionais

0s numeros {/p* com (m,n) =1 e com p; € P, para todo 1 natural e

(a,m) =1 para ao menos um «;.

Demonstracao. Observar que se n|m, entdo pela definigdo 2.20, /pI* = pz% é na
verdade uma poténcia inteira de p;. Suponhamos /p; = %, com (a,b) = 1, entao
pib™ = @™, mas como (a,b) = 1, estes dois nimeros nao tem fatores primos em
comum, o que nos permite ver quantidades distintas de fatores primos p; em cada

lado da igualdade, contrariando o Teorema 2.4, assim {/p; é irracional. Com os

mesmos argumentos, analisando as expressoes

a
n/p;’n — Z <:>p:nbn — an7

concluimos uma contradi¢cao com Teorema 2.4 o que nos permite atestar a irracio-
nalidade desses radicais (dados os p; distintos e pelo menos um dos «; nado multiplos
do indice). O
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2.5 Logaritmos de base inteira

Os logaritmos tém grande relevancia desde que revolucionaram a matemaética
na época de sua invencao. Nesta secao, vamos nos ater a estabelecer critérios de
irracionalidade para logaritmos cuja base é um niumero inteiro. Relembremos a

definicao da operacao de logaritmacgao:

Definicao 2.24. Dado um numero real positivo a, indicamos seu logaritmo na base

beR—{0,1} por logya =z <= V" = a.

Lema 2.25. Sejam a e b inteiros com b > 2. Se as decomposi¢coes em primos de a ou

b apresentarem pelo menos um fator incomum, entao log, a € um nimero irracional.

Demonstrag¢ao. Supondo por contradicao que existem inteiros m e n # 0, tais que
m

log, a = —, temos b™ = a", mas pelo Teorema 2.4, tal igualdade s6 é valida se a e b,
n

possuirem exatamente os mesmos fatores primos, o que contradiz nossa hipotese. [

Teorema 2.26. Sejam os inteiros a > 0 e b = pipy...p, onde pis sdo primos
distintos para todo 1 <1 < r, o numero log,a € racional, se e somente se, a = b?,

onde q € um numero inteiro nao-negativo.

m
Demonstra¢ao. Suponhamos que existem inteiros m e n # 0, de modo que log, a = —
n

I

entdao o Lema 2.25 nos diz que a = p{'pd* ... p¥. Pela defini¢ao de logaritmagao te-
mos entao
b =a=b"=a" =

pipy ...t =pipy " =
(pp2-..p)" = (P1'PS ... pI)" =
ngL=ngs = ... =ng, =m —
G =4q2= ... =(r-

Logo, a = pI'p® .. .p& = (p1p2...p,)? = b%. A reciproca segue de forma imediata.

De fato, se a = b9, onde ¢ é um inteiro positivo ou zero, entao log, a = log, a? = q. [J

No Ensino Médio, os logaritmos mais usais, tradicionalmente, sao de base 10,

chamados de logaritmos decimais cuja base costuma ser omitida na escrita da base.

Corolario 2.27. Os numeros loga sdo irracionais, para a € Z, exceto quando a €

uma poténcia de 10.

61



Demonstragao. Basta observar que qualquer poténcia de 10 é da forma (2-5)?, onde
p € Z. O

Exemplo 2.28. Sao irracionais os nimeros log 2,log 21, log 5 + log 3 = log 15

No exemplo a seguir, veremos como as propriedades operatorias dos logaritmos,

podem ampliar o critério oferecido pelo Teorema 2.26.

Exemplo 2.29.

= log 15 — log 10 =
= log 15 — 1.

Do exemplo anterior 2.28, temos log 15 € I, portanto log 15—1 também é irracional,

ja que tem a mesma parte decimal.

O argumento usado no exemplo 2.29 pode ser empregado sempre que pelo menos
um dos termos da fracao ¢ divisor de alguma poténcia de 10, mas interessante seria
apresentar um argumento mais abrangente sobre a irracionalidade de nimeros da

m . .
forma —. Pois vejamos!
n

~ , m . . .
Proposicao 2.30. Os numeros da forma log, — sao irracionais, quando (m,n) = 1
n
en? #bP.

. m p . .
Demonstra¢ao. Suponhamos que log, — = =, e vamos analisar dois casos separada-
n q
mente.

Primeiro com p > 0, temos

pm
bs = — = Vn? = mi.
n
Para p < 0, temos
P m _
bi = — = bnT=m?=— n? =mib?.
n

Mas como supomos (m,n) = 1, o Teorema 2.4 garante a impossibilidade dessas
igualdades, ja que teriamos quantidades distintas de fatores primos em ambos os
lados da igualdade. A tnica excecao ocorre no segundo caso, quando temos m = 1

e n? uma poténcia de b. O

Na secao a 2.6 veremos em exemplos como as propriedades operatérias dos loga-
ritmos podem ampliar os critérios dados pelos teoremas dessa secao e na segao 2.8
vamos completar os critérios de irracionalidade dos logaritmos de ntimeros reais de

base inteira no Teorema 2.45.
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2.6 Propriedades do fechamento

De posse dessas duas amplas classes de irracionais, vamos agora analisar algumas
propriedades operatérias envolvendo ntimeros racionais e irracionais que nos permi-
tirao caracterizar alebricamente o conjunto. Muitos dos fatos que veremos aqui serao

sustentados por raciocinio indireto (prova por absurdo ou contraexemplo).

Definicao 2.31. Dizemos que um conjunto K é fechado em relagao a uma operacao
quando aplicando essa operacao a dois elementos quaisquer desse conjunto o resul-

tado é um terceiro elemento de K.

Exemplo 2.32. O conjunto dos nimeros pares é fechado em relagao a adicao e
a multiplicacao, ja o conjunto de poténcias inteiras e positivas de 2 é fechado em
relacao a multiplicagdo, mas nao em relagao a adicao. De fato, sendo m,n € N,
2m + 2n = 2(m +n), 2m - 2n = 4,(m,n) e 2™ - 2" = 2™ mas com um simples
exemplo mostramos o nao fechamento da adigdo no conjunto das poténcias de 2:

22 4 23 = 12 # 2", qualquer que seja n natural.

Os axiomas de Peano, que constroem indutivamente o conjunto dos ntmeros
naturais e definem as operagoes de adicao e multiplicagao nesse conjunto, garantem
o fechamento dessas operacoes entre os inteiros, fato que usaremos na demonstragao

do teorema a seguir:

Teorema 2.33. O conjunto Q dos niumeros racionais € fechado para a adicdo e
multiplicagao.

. . . o a m a m an +mb

Demonstracdo. Sejam os racionais — e —. Sabemos que — + — = ——
b n b n nb

a m an

2 dado que a, b, m e n sao inteiros, estamos certo de que os numeradores
n n

e denominadores em ambos os casos sao inteiros, donde decorre o fechamento das

duas operacoes em Q. O

Teorema 2.34. Sao vdlidas as sequintes propriedades operatorias envolvendo nimeros

IrTacionaLs:
1. A soma entre um nimero racional e um nimero irracional € irracional.
2. O produto entre um racional nao-nulo e um irracional € irracional.

3. Sao irracionais o oposto aditivo e o inverso multiplicativo de um irracional.
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a
Demonstracao. As demonstragoes seguem por absurdo. Sejam 7 € Qe x € Iy tais

a m , m a ) .

que — +x = —, mas assim x = — — —. Dado que a diferenca entre racionais
b n n b

pode ser entendida como soma do primeiro com o oposto do segundo entramos em

contradicao com o Teorema 2.33 que nos diria ser x um racional. Analogamente,

a

m ~ m . . . 1es ~
se 7 T= entdao © = — seria racional. A veracidade da ultima afirmacao
n an

do Teorema decorre que o caso contrario nos levaria a pensar em numeros que sao

irracionais e racionais ao mesmo tempo:

—r =

O

Exemplo 2.35. O ntimero ¢ = , conhecido como nimero de ouro € irracio-

nal.

De posse do Teorema 2.34, somos capazes de fabricar exemplos de irracionais a
partir de qualquer racional e observar que as operagoes no conjunto dos numeros

irracionais, em geral, nao tem fechamento.

1. A soma de ntimeros irracionais pode ser racional ou irracional:
e m+1)+3—7m)=4€Q
e 54+3m)+(2—-b6m)=T7-2r€clg
e log8 + log (é) =0e€Q
e log3 +log7=log2l €Iy

2. O produto de ntimeros irracionais pode ser racional ou irracional:

e 2v/3-499=24€Q
o V5. =3 cly
log1000 3

l0g501000 = =
* 1090 log 50 log 50

elg

O fato da definicao de nimero irracional carregar uma negagao intrinseca, faz
os irracionais serem identificados por aquilo que eles nao sao, alias foi com uma
percepgao assim que Liouville (1809 - 1882) fez surgir uma importante classe de
irracionais conforme veremos mais a frente, porém esta mesma caracteristica muitas

vezes ¢ um dificultador para provar propriedades relevantes a estes nimeros.
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2.7 Razoes trigonométricas

Entre as razoes trigonométricas, ha uma grande quantidade de niimeros irracio-
nais. Podemos usar algumas identidades trigonométricas como critério de verificagao

da irracionalidade. Vejamos:

Proposicao 2.36. Se cosx for racional, entao cos3x também serd racional.

Demonstracao. De fato, pela férmula cos(a + b) = cosacosb — senasenb com
a = 2x e b = x, obtemos cos3z = cos(2z)cosx — sen(2x)senx, aplicando as
2 2

identidades cos(2x) = cos®z — sen®z e sen(2x) = 2sen x cos x, obtemos finalmente
cos3x = 4cos®x — 3cosx deixa bem evidente que a racionalidade de cosx incorre

na racionalidade de cos 3x. O
De forma equivalente, a Proposi¢ao 2.36 conta-nos que cos 3z € Iz implica cosz € Ig.

Proposicao 2.37. Se x € tal que cos2x € irracional, entdo cosx,sen x,tg x sdo

também irracionais.

Demonstrag¢ao. Supondo que cos x é racional, consequentemente seriam também ra-
cionais cos?x e 2cos?x — 1, mas isso implicaria cos2x racional contradizendo a
hipétese. Lembrando que cos2z = 1 — 2sen’z, analogamente concluimos a irracio-

2

nalidade de senz. Dado que tgz ¢ racional, também sec? x = 1+ tg?z seria racional,

mas como sec? x - cos? x = 1, esta suposicao nos leva a

cos(2z) = cos® z — sen’x

cos(2z) = cos®(z) — (1 — cos®x)
cos(2x) = 2cos’z — 1
coste — cos(2x) + 1’
2
contradizendo a hipdtese. O

Vamos aliar as manipulacoes de identidades trigonométricas com um resultado

conhecido na Algebra como teste das raizes racionais das equagoes polinomiais.

Teorema 2.38. Seja a; € 7Z para todo i € {0,...n}, a equacao
An " + an 12"+ .+ a4+ ag =0,

, . , . . . , P
s6 admite como raizes racionais as fragoes irredutiveis = onde plag e q|a,.
q
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Demonstracao.

n n—1
an(]—9> +an1(£) ++a1(]—9>+a020
q q q

anp" + 1P g+ . apg”  +apg =0
planp™ t + a1 p" 2+ .+ a1 = —apq”

Se p 1 ¢, jA que s@o coprimos, entdo p 1 ¢" portanto plag. Por outro lado, como
n—2 n—2 n—1\ __ n
qan1p" "+ ...+ arq" " +aq") = —anp”,
pelas mesmas razoes, concluimos que ¢la,. ]

Devemos observar que o Teorema 2.38 nao garante a existéncia das raizes, con-
tudo indica a quais condicoes a ocorréncia destas esta submetida. Olhando dessa

forma ele pode ser visto como um recurso para provar a irracionalidade de ntimeros.

1
Exemplo 2.39. O nimero cos 25° é irracional. Dado que cos 150° = cos2- 75°:—§,

podemos escrever como 4 - cos?75° —1 = 0. De acordo com o Teorema 2.38, tal

. . . I . 1
equacao na incognita cos75° admitiria como raizes racionais apenas {iﬁ’ii ,

mas nenhuma dessas verifica a equagao logo, cos 75° é irracional, assim como cos 25°

conforme o Teorema 2.36.

1
Exemplo 2.40. Dado que cos60° = cos3 - 20°= 5 de cos 3z = 4cos®r — 3 cos,

obtemos 8 - cos®20°—6 - cos 20°—1 = 0, cujas tinicas rafzes racionais possiveis sao

1 1 1
{:|:§7 :l:Z’ :I:g } Por inspecao, vemos que nenhuma desses valores satisfaz a equagao,

logo novamente pelo Teorema 2.36, cos 20° ¢ irracional.

De posse de todos esses resultados, podemos concluir a irracionalidade de uma
infinidade de razoes trigonométricas. De fato, sendo cos20° irracional, ao aplicar
recursivamente a ideia do Teorema 2.37, percebemos que o seno, o cosseno e a

tangente dos angulos da forma on com n inteiro serao todas irracionais.

2.8 Numeros algébricos e transcendentes

Na secao anterior, trouxemos as equagoes polinomiais como ferramentas para
provar a irracionalidade de razoes trigonométricas. No contexto das equagoes, temos
ainda uma interessante teoria que propoe uma outra separagao dos nuimeros reais

que nao em racionais e irracionais: numeros algébricos X nuimeros transcendentes.
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Definicao 2.41. O numero real que satisfaz uma equacao
apx™ + ap 12" .+ az+ag=0

em que todos os coeficientes sao inteiros é chamado de algébrico. Os ntimeros que

nao sao algébricos sao ditos transcendentes.
Teorema 2.42. Todo niumero racional € algébrico.

a
Demonstracao. Basta observar que qualquer nimero da forma 7 comaeb#0

inteiros é raiz da equacao bx —a = 0. O

Segue entdo que todo nimero transcendente (nao-algébrico) é irracional. Os
exemplos mais famosos de niimeros transcendentes sao as constantes de Euler, de Li-
ouville, , 2V2 ¢ 08 logaritmos decimais de niimeros racionais que nao sejam poténcias
de 10. Enquanto a transcendéncia dos trés primeiros é conhecida desde o século XIX,
os ultimos sé foram comprovados na década de 30 do século XX apds esforgos de
monta de matematicos admiraveis. Contudo nem todo nimero irracional é trans-

cendente!

Exemplo 2.43. a = {/p™ satisfaz a equacgao 2" —p™ = 0, portanto todos os radicais

aritméticos sao algébricos.

Exemplo 2.44. ¢ = 1+2\/g é raiz da equacao 22 —x — 1 = 0, de modo que ¢ é

algébrico.

Teorema 2.45. x = log,t € irracional, quando b > 1 ¢é inteiro et > 0 € transcen-

dente.

Demonstragcao. Por contradi¢ao, suponha log,t = %, assim temos b» = t, ou
equivalentemente b™ = t". Uma vez que t é transcendente, entao t" também é, para
verificar, veja que t" for raiz da equacao algébrica a,z" +a,_ 12" 4. . . +ax+ag = 0,
entao t é raiz da equacao a,x™" + a,_12™" " + ...+ ax" + ag = 0. Por outro como
b é inteiro, b™ é algébrico, donde concluimos uma contradicao com a igualdade
b = t". O]

Existem portanto, duas formas de pensar na composicao dos nimeros reais:
racional x irracional, algébrico x transcendente. Um numero real que é racional ele
¢ algébrico, um numero real irracional pode ser algébrico ou transcendente, assim

todos os nimeros transcendentes sao irracionais. Veja a Figura 2.3.
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Particao dos reais: racionais X irracionais, algébricos X transcendentes

Figura 2.3:

Numeros
algébricos

Numeros
racionais

Numeros

Numeros
irracionais

5

Nameros reais

Numeros
algébricos

Ndmeros
racionais

-
N

Numeros
franscendentes

Nuameros
irracionais

transcendentes

Fonte: o autor, 2020

A teoria dos numeros transcendentes é relativamente recente, o termo trans-
cendente foi atribuido pelo matematico Leonhard Euler (1707-1783) que descreveu
esses nimeros como capazes de transcender as operacoes algébricas. Naquele mo-
mento nao havia qualquer exemplo de um nimero desse tipo, mas certamente os
matematicos previram sua existéncia o que finalmente se confirmou a partir da teoria
dos numeros algébricos desenvolvida nos trabalhos de Gauss (1777-1855) e Galois
(1811-1832). Embora os resultados relevantes sejam recentes, a teoria dos nimeros
algébricos e transcendentes tem raizes profundas em outros problemas mais antigos:
hoje por exemplo, sabe-se que os trés problemas classicos, em geral, nao tem solugao
porque sao inconstrutiveis com os instrumentos euclidianos, os niimeros necessarios
a solucdo. Dois deles v/2 e cos20° sao inconstrutiveis por serem algébricos de grau
3 (solugbes algébricas de equagoes ciibicas) e 7 por ser transcendente conforme o
teorema das construgoes geométricas enunciado em Niven (2012)%.

O primeiro exemplo formal de niimero transcendente surgiu em 1844, quando Jo-
seph Liouville verificou uma propriedade satisfeita por todos os niimeros algébricos
e tratou de formular um nimero que nao apresentasse tal propriedade. A tarefa
de demonstrar a transcéndencia de um nimero costuma ser muito complicada o
que explica a existéncia de muitas conjecturas ainda em aberto, além de requisitar
recursos que estao além dos objetivos da matematica da educacao basica, estando
portanto alheio ao interesse maior desse trabalho. Contudo a partir da préxima
Secao nos dedicaremos a demonstrar a irracionalidade dos mais notaveis irracio-
nais transcendentes, acreditando ser pertinente ao repertorio de conhecimento do

professor.

4Teorema das construcdes geométricas: Comecando com um segmento de comprimento unitério,
qualquer comprimento que possa ser construido com régua e compasso ¢ um numero algébrico de

grau 2".
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Paradoxalmente se sabe que a quantidade de transcendentes é maior, pois este
conjunto é nao enumeravel. De fato alguns niimeros algébricos sao racionais e outros
irracionais, mas todos os transcendentes sao irracionais, isso destaca o conjunto
Ig por ter uma cardinalidade maior do que os demais subconjuntos de reais (com
excecao dos intervalos). Daremos uma demonstra¢io desse fato, omitindo alguns
resultados prévios sobre enumerabilidade para nao desviar do foco sobre os niimeros
irracionais. Para uma leitura mais pormenorizada sugerimos a leitura do Capitulo
1 de Lima (2016).

Definicao 2.46. Dizemos que X é um conjunto enumeravel quando € finito ou existe

uma bijecao f: N — X, f entao é dita uma enumeracao ou contagem de X.

Lembrando que uma funcao de dominio natural é dita uma sequéncia, esta de-

finicao diz na pratica que podemos ordenar os elementos de X em sequéncia.

Exemplo 2.47. O conjunto P dos nimeros naturais pares e I dos imapares sao
enumeraveis como evidenciam as bijegoes f : N — P, tal que f(n) = 2n e g :

N — I com g(n) =2n+ 1.

Exemplo 2.48. O conjunto Z dos nimeros inteiros é enumeravel, pois f : N — 7Z

dado por

|
0|3

se n é par

flx) =

i
L

se n é impar

lQ|

é bijetiva.

Observe que, para efeitos de contagem, quando nos referimos a N estamos des-
considerando o zero como numero natural. O procedimento descrito no exemplo

2.49 ficou conhecido como diagonalizacao de Cantor e esta descrito na figura 2.4:

Figura 2.4: Passeio de Cantor pelas fragdes
Ulo- 12 13 o 14 15 > 16 ..

Ve / / / Ve
2/1 2/2 2/3 2/4 2/5 2/6 ..
L7 ' 7 7
3/1 3/2 3/3 3/4 3/5 3/6 ..
Ve / /
4/1 4/2 4/3 4/4 4/5 4/6 ..
L/ 7

5/1 5/2 5/3 5/4 5/5 5/6 ..

Fonte: Wikibook, 2020
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Exemplo 2.49. O conjunto Q dos niimeros racionais é enumeravel. Para ver isto
basta observar que na figura 2.4, conseguimos organizar nas linhas e em ordem
crescente todas as fragoes de naturais com um denominador especifico: na primeira
linha aparecem todos as fracoes de denominador 1, isto é naturais, na segunda as
fracoes de denominador 2, na terceira os de denominador 3 e assim por diante.
Procedendo desta forma, todo ntimero racional positivo claramente ird aparecer
nessa formagao. Podemos excluir os nimeros que ja apareceram e acrescentar o
zero e os opostos obtendo a sequéncia infinita (0, —rq, 71,72, —T9,....) que contém

todos os racionais de fato.

Exemplo 2.50. Sabendo que a uniao de conjuntos enumeraveis ¢ um conjunto
enumeravel e que R é nao enumeravel, presume-se que os irracionais sao nao enu-
meraveis. Com efeito, se o intervalo (0,1) fosse enumerdvel, poderiamos escrever

esses numeros em sequéncia como indica a organizagao abaixo:
p1 = 0,ana12a13 . ..

p2 = 0, as1aa93 . ..

p3 = 0, as1aszaszs . ..

onde p; é um nimero escrito como fragdo decimal infinita de forma tinica (conforme
vimos na secdo 2.2) e cada simbolo a;; é um dos nove digitos do sistema de nu-
meragao, mas o numero 0, bybebs ... com by # ay1, bs # ase, by # azz que certamente
estd nesse intervalo escapa dessa oganizacao. Com uma multiplicacao conveniente,
podemos encontrar nimeros como este por todos os intervalos da reta. Portanto R
é nao enumeravel, existem numeros irracionais e eles formam também um conjunto

nao enumeravel.

Cantor, no entanto, foi muito além ao demonstrar que um subconjunto bem mais

amplo de R é nao enumeravel conforme mostramos a seguir.
Teorema 2.51. O conjunto dos nimeros algébricos é enumerdvel.

Demonstracao. Seja ap,x™ + an_12" '+ ... +ay = 0 onde a; = 0 é inteiro para todo
i € N. A altura da equacgao algébrica é o nimero h = |a,| + |an—1| + ... + |ao| + n.
A altura de uma equacgao é, portanto, um inteiro positivo logo para cada altura
especifica existe um nimero finito de equagoes que por sua vez, o Teorema Fun-

damental da Algebra garante haver no maximo n raizes reais, logo o conjunto de
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raizes de todas as equagoes de uma dada altura é um conjunto enumeravel. Como
o préprio conjunto dos inteiros é enumeravel podemos configurar o conjunto dos
nimeros algébricos como a uniao enumeravel do conjunto de equagoes dada a sua

altura, concluindo, portanto que o conjunto dos algébricos é enumeravel. O

Com o Teorema 2.51, damos conta de perceber que existe o conjunto nao enu-

meravel dos numeros transcendentes.

2.9 Constante de Liouville

No exemplo 2.14, comentamos que as fragoes decimais podem aproximar nimeros
racionais e irracionais com um erro inferior a 10~". Muitas vezes fragoes com outros

denominadores constituem uma aproximacao muito melhor. Por exemplo, - esta

) , . 31 314 . ) .
mais proximo de w do que 10 e 100° Entao como podemos obter aproximacoes

racionais melhores sem que o denominador seja necessariamente poténcia de 107
. C oA . . m .
Niven (2012)° apresenta como resultado a existéncia de infinitos — tais que
n

—1 m 1
<z

_ _ — < —’
\/Snz n \/5n2

sendo /5 a constante que fornece a melhor aproximacao possivel desse tipo. O

. . ~ P . . . ...m
autor cita ainda que em geral, nao é possivel obter infinitos racionais — com erro
n

1
inferior a — capazes de aproximar um nimero real z qualquer. No entanto, existe
n
P . . . . . ...m
uma classe de nimeros reais que podem ser aproximados por infinitos racionais —
n

a menos de % para p arbitrariamente grande.

Tendo essa propriedade em vista, Liouville foi o primeiro a exibir um desses
nimeros, o que na verdade corresponde ao primeiro registro historico dos niimeros
transcendentes na matematica. Este niimero que apresentamos na defini¢ao a seguir
foi batizado como contante de Liouville. A partir dai, temos a classe dos niimeros
de Liouville, que é formada por todos os niimeros reais transcendentes que podem
ser aproximados tao bem quanto se queira. Vale detacar que, embora todo nimero
de Liouville seja transcendente, existem numeros transcendentes que nao sao de

Liouville como e e 7.

5No capitulo 6, o referido autor demonstra vérios resultados a repeito do grau de precisdo com
que se pode aproximar um numero irracional qualquer, mas o resultado que tratamos em especial

aqui surge na Secdo 6.6 do texto.
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Definicao 2.52. Chamamos de constante de Liouville, o niimero real

o0
Z 10~* = 0, 1100010000000000000...
k=1
A representacao decimal da constante de Liouville dd-se da seguinte forma: os
digitos 1 ocupam as casas decimais referentes a n! com n natural, enquanto as demais
casas sao preenchidas por zero.
O Teorema 2.53, nos mostra que a irracionalidade desse niimero repousa precisa-
mente na impossibilidade de aproximar um racional por qin, onde ¢ e n 820 nUmMeros

positivos arbitrarios.
Teorema 2.53. Sel € um numero de Liouville, entdo € irracional.

Demonstragao. Vamos supor, por contradi¢ao, que exista um [ = ¢, que seja de

Liouville. Dado que o conjunto dos nimeros inteiros ¢é ilimitado, para algum n

a 1
positivo é possivel que 2°~1 > b. Como [ é Liouville, entdao 0 < |- — p —.
q q"
Levando em conta a 12 parte da desigualdade temos:
a
‘——2‘ >0 = |ag — bp|> 0,
b q
a p .
mas como  — = # 0 temos aqg — bp # 0, portanto |aqg — bp|> 1. Assim,
q
@a_p|_juazbpl 1
b ¢ bg |~ bg
n—1 n—1 n—1 1 1 1 ’
Como 2 >beq>1=¢q > 2" segue — > > —. Concluimos
bq 2n—1q qn
entao que, |l — ]—?’ > —. Contradigao! Logo todo niimero de Liouville ¢ irracional.
q q"
[

2.10 A constante de Euler

n

Num curso de céalculo aprendemos que a sequéncia a,, = (1 + %) ¢ convergente.

De fato, para todo n > 1 vemos que a sequéncia é estritamente crescente e fazendo

o desenvolvimento binomial de Newton veremos que:

1\" nn—1) n(n—1)(n—2) n!
1+—-) =1+1 e
< * n) LR 2In? * 3In3 * nlnn
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n(n—1) n(n—1)(n—2) n!

Dado que sao positivas maiores que 1, podemos
n

n? n3 T nln
escrever
<141 L L L
ap, <1+ +§+§+"'ﬁ
. - 1 1
Por indugao podemos ver que 2" < (n+ 1)! para n > 1 de modo que m < o
n ! n
Logo
cirrese iy Ly 1
a, st tat T o
Ora,

NS U SR L —1+§n: R
2 722 28 T ol T L2

Donde resulta que 2 < a,, < 3. Pelo Teorema De Bolzano-Weierstrassa, sabemos que

toda sequéncia mondétona e limitada converge, chegamos a definicao da constante
de Euler.

Defini¢ao 2.54. O nimero e ¢ o limite da sequéncia a, = (1+ )"

xX
Prova-se ainda que lim (1 + —) = e, a importancia disto no calculo estd na
T—>r00 €T

peculiar propriedade de que funcoes ke® sao suas préprias derivadas. O simbolo e,
possivelmente foi cunhado por Euler em deferéncia a inicial da palavra exponencial.
A despeito do que ocorre no Ensino Superior, a constante e praticamente nao é men-
cionada ou utilizada na matematica do ensino béasico em decorréncia da predile¢ao
da base 10 para as poténcias e logaritmos que habitualmente entram na resolugao
de problemas nessa fase.

Poder-se-ia dizer que o niimero e nao tem fins praticos interessantes ou é muito
dificil até para o Ensino Médio, mas Almeida (2018) explica como modelos envol-
vendo perdas e juros continuos a partir de um capital C' a uma taxa percentual ¢
em um periodo de tempo t pode servir de motivagao para adentrar o niimero e no
Ensino Médio. De fato, ao fim de um primeiro periodo do investimento teremos
um rendimento em juros de % e o capital tornar-se-ia C' 4 iC' = C(1 +14). Dessa
forma apds t perfodos destes, o capital transforma-se em C(1 + 7)*. Tomando a n-

ésima fragao desse periodo, o mesmo capital C'; empregado a mesma taxa de juros,

devera render % de juros transformando o capital em C' + % =C(1+ % e de
forma semelhante ao que fizemos anteriormente o capital resultante no final de n
periodos a C' (1 + %) . Naturalmente, o investidor desejard que seus juros sejam
capitalizados continuamente (incorporados ao capital a cada instante). Assim, para

it\" :
um tempo t referido na mesma unidade da taxa lim C' (1 + —) = (C.e',
n
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No intuito de demonstrar a irracionalidade de e, faremos uso do contetdo do
lema 2.55. Uma demonstracao desse fato pode ser encontrada em Lages (2016) -
optamos por omiti-la aqui para nao nos desviarmos do objetivo principal.

. — 1
Lema 2.55. Usando a série de Taylor com x = 1, temos e = Z =
= nl
Teorema 2.56. A constante e ¢é irracional
€T

Demonstragao. Seja S(x) = Z — uma fungao que associa a cada x natural a soma

—~ n!
o0
das z primeiras parcelas da série Z E Observemos que a expressao
n=0
T = x!
n=x+1 n=0
E ainda que,
x! 1

ntz+D) (@+)(@+2). (z+n)(@+n+1)
Dado que n! < (z+1)(x +2)...(x +n) e z < (xr +n+ 1), temos
x! - 1
(n+z+1)!  nlz
=1 e
Dest do zle —21S(z) < » ——, de fi 0 <zle—zlS(x) < —.
este modo xle — z!5(x) nzzox“!, e forma que xle — x!S(x) "

Suponhamos por absurdo que e = b onde p e ¢ sdo naturais e coprimos. Assim,
q

|
0< o x!S(x) < P Substituindo = = pq na desigualdade, chegamos a
q qTr

0< ()l (pg)!S(pq) < q—12

Pelos calculos feitos antes da Definicao 2.54, verificamos que 3 < e < 2, sabemos

que se p,q ¢ {0,1}, entdo o nimero pq é superior a ambos os fatores, o que faz de

(rg)'p _ (pg)lpg—1)...q(¢—=1)...1p

q q
um numero inteiro.
Agora vejamos que
pq
11 1 1
(pq)! —:(pq)!(—+—+—+...+—)

“— nl o 1! 2 (pq)!

também é um inteiro. Ora, isto quer dizer que existe um inteiro r, tal que 0 <r < —
q

o que é uma contradi¢ao. Logo e é um nimero irracional. O]
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2.11 O numero 7

O numero 7 talvez seja o mais famoso dos irracionais. Registros de seu emprego
em célculos que envolvem regioes circulares remetem ao antigo Egito de mais de
5000 anos atrds e até mesmo a Biblia Sagrada, segundo Figueiredo (2011, p.13).
Conhecido como a constante que resulta da razao entre o perimetro e diametro do

, . . T - C e
circulo, foi denotado pela fragao 5 que sao as iniciais destas palavras em grego, sendo

a notacao definitiva 7 = % cunhada por Euler no século XVIII. A demonstracao
original da irracionalidade do m dada por Lambert (1728 - 1777) é razoavelmente
complicada, porém levando em conta a relevancia que este niimero tem para profes-
sor, é necessario conhecer uma prova desse fato, daremos aqui uma demonstragao
proposta por Niven (1915 - 1999) cujos argumentos mais complexos demandam ape-

nas um conhecimento de indugao matematica e calculo integral.

Lema 2.57. (Teorema do confronto) Selimx,, = limy, = L e z, € tal que x, < z, < y,

entao lim z,, = L.

Demonstracao. Com efeito, se limx, = L, entao existe ny tal que n > n; implica
L+e < x, < L—e¢, damesma forma se limy, = L existe, entao ha ns tal que n > no
implica L + € < y, < L — € para algum real ¢ > 0. Tomando ny = max {ny,ny}

teremos L+ € < x, < 2z, <y, < L —e€. O

Lema 2.58. Dada a sequéncia (I,,) cujo termo geral é

INE]

1 O\
]”:H g(z—t> cos tdt

e r natural, entao (I,,) >0 e limr"1, = 0.

i "
Demonstragao. Ora, f(t) = (Z — t2> cost é uma funcao par, podemos escrever

2 % 2 n 2
I, = — T2 cos tdt, dado que T _p > 0ecost >0em |0, 71 entdo
n! Jo 4 4 2

f(t) > 0 para todo t € [0, g] donde segue que I,, > 0 para todo n natural.

Assim seja r € N, temos

3 (72 n
|r I, |= r”]ng/ (——t2> dt
0 4
n z 2\ "
P N .
- nl 4
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=7
n!
Desta forma,
(7“7r2 ) " (7“7r2 ) "
4 4
—r——_t— <0, < Tt
n! n!
Aplicando o Lema 2.57, concluimos que lim r"I,, = 0. O]

Lema 2.59. Para todo inteiro nio negativo, I, = P,(7?), onde P, é um polinomio

de grau menor ou itgual a n com coeficientes inteiros.

Demonstracao. Fagamos indugao sobre n! O caso n = 0:

]0:/2 Costdt:2/2czostdt:2.
- 0

us
3
Logo Iy é um polindomio de grau zero em 72. Para o caso n = 1, usando integracao

4

s 2 2
I = /—’2' (% — tQ) costdt = (WZ — t2) sent

Calculando as integrais definidas, teremos I; = 4 que é um polinomio de coeficientes

por partes com u = = t2> e dv = costdt, teremos

™

3
+ / tsentdt.

us
2

[N
M

T
2

inteiros e grau menor igual a 1.
Sendo assim, dado m > 1 fixo, podemos supor que a proposicao é verdadeira

para todo 0 < 7 < m. Assim teremos,

1 > (72 9 m
L1 = m /ﬁ (Z —1 ) cos tdt.
2

Aplicando a integracao por partes,

u = (%2 — t2) " — du = (%2 — t2>m(m +1)(—2t)

dv = costdt — v = sent,

¥

ficamos com

jus

1 w2 .2 t2
e\ et

e m
+2(m+1)/ t(z—ﬁ) sentdt},
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calculando a integral definida, na primeira parcela da expressao anterior, ficamos
com:

m [2(m +1) /22 t(%2 - t2) msen tdt] =

9 2 m
:—/275 T _2) sentdt.

Novamente aplicando a integracao por partes na integral definida:

7T2 m 7T2 m ﬂ_Q m—1
u:t(Z —t2> — du = (Z —t2) —2mt2<— —t2) dt

4

dv =sentdt — v = — cost

7'('2 m+1
cost <Z — t2> sen tdt,

M

9 T
m! J_

T
3
obtemos

VB

9 2 m % 2 m 2
%[—t(z —t2) costw+/_ﬂcost<%—t2> —2t2m(%—t2)dt1
2 2

Sendo —t% = <’T—2 -

2
7 tQ) — 7, podemos reescrever [, 1 como

[NIE]

=B [ ) on( (5 -0)-5) (5]

4

2 2 ™ O\ mm ml
—%{/_;cost{@mjtl)(z—t) ~ (Z_t) ]dt}
4 9 s 2 m 2 Z 2 m

_ T (T ) costdt — ——— ’ —t*) costdt
ml Jo= \ 4 (m—1)! -

= (4m +2) 1, — ™11

A hipétese de inducao nos diz que

3

m—1
Ly = Po(1?) = am (7)™ + @t (T 4+ a1 (72) +ag = (7)™ 4+ Y ai(7?)’
i=0
e
m—1
L1 = Qu-1(7?) = by (7)™ 4 b o (m)" 2 A bym by = Y by(r?)’



com a;j,b; € Z para todo j € {0,...,m} e todoi € {0,...,m — 1}. Entao,

Ierl = (4m + Q)Im — 7T2[m71

m—1 m—1
= (4m + 2)[am (7)™ + D a;(7?)] = 7Y bi(w?)
=0 =0
m—1 m—1
= [(4m + 2)ap)(7*)m + > [(4m + 2)a;]( b (7)™ 4 (4m + 2)ag
i=0 =0
[(4m + 2)ay, — by—1] +Zb’ 1 + (4m + 2)ay
m—1
[(4m + 2)ay, — )"+ [(4m + 2)a; — i) (72 + (4m + 2)ag = Ry (7%)
=1

onde

Roi1(t) = [(4m + 2)am — b1 Jt™ 4 [(4m + 2) a1 — bn_o]t™ 1 4+ ...+
+[(4m + 2)ag — b — 1]t* + [(4m + 2)a; — bo]t + (4m + 2)ag

¢ um polindomio com coeficientes inteiros de grau maximo m+1. A proposicao entao

é verdadeira para qualquer natural. O
Teorema 2.60. 7 ¢ um numero irracional.

Demonstrag¢ao. Suponhamos por absurdo que 7 é racional. Sejam a e b inteiros tais

a a
que 72 = 7 segue entao do Lema 2.59 que b" P, <5 = b"1, para todo inteiro nao

negativo. Seja entao {z,}, > 0 tal que z,, = b"P, % , com I, >0 e P, de coefici-
entes inteiros com grau maximo n, em consequéncia do Lema 2.58, lim b"[, = 0, o
que faz de {z,},~, uma sequéncia de inteiros positivos tal que lim x,, = 0, o que nos
coloca em contradicao com o Teorema do Confronto. Por tltimo, e mais simples, se
7 € racional, o Teorema 2.34 diz que % também o, é assim como o produto %-H =7

é irracional. Contradicao! Portanto m € irracional. m

2.12 O numero de ouro

H& muito tempo ja se sabe que o niimero de ouro tem fortes ligacoes com nossa
apreciacao estética e por isso estd presente em diversas manifestagoes artisticas como

pintura, escultura e arquitetura. Relata-se que os gregos, possivelmente tenham
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tido contato com o nimero de ouro a partir da figura dos pentagramas que eram
comuns entre os povos do Oriente Médio Antigo com os quais os gregos estabeleciam
relagdes de intercambio cultural. O pentagrama é uma figura formada a partir de
um pentagono regular cujas diagonais se intersectam de forma que a razao entre os
comprimentos da diagonal e do maior segmento da secao estao para a razao entre
os comprimentos determinados pela secao da diagonal.

Traduzindo o que foi dito por ultimo em notacao moderna, sejam d e = 0s com-
primentos da diagonal e do maior segmento definido pela secao, respectivamente,

em notacgao moderna temos

d
=7 sr’=dld-12)e2* +dv—d*=0.
r d—=x

1+

Resolvendo tal equagao encontramos como raiz positiva x =

Daqui podemos ver em detalhes que ¢ de fato é algébrico, como discutido no
exemplo 2.41 e claramente ¢ irracional, j& que é o quocientre entre a soma de um
racional e um irracional por um racional, conforme o exemplo 2.20.

Os gregos tratavam com bastante deferéncia essa forma de seccionar segmentos,
referida de forma particular como se¢ao, tamanho era o seu apreco estético. O templo
do Partenon na Grécia foi eregido por Fidias (480 - 430 a.C.) entre 450 a.C e 430 a.
C. e teria feito uso dessa proporcao em sua fachada retangular. Para obtermos um
retangulo que respeite tais proporcoes a partir de um quadrado ABCD, podemos
fixar a ponta seca do compasso sobre o ponto médio M do lado AB e com abertura
MC tragar um arco de circunferéncia que intersecte o prolongamento do lado AB,
digamos num ponto F, dai basta prolongarmos o lado C'D e baixar a perpendicular a

esse lado na direcao de E e o retangulo obtido ¢ tal que a razao entre o comprimento

+V5
2

e a largura é aproximadamente ~ 1,618.

Figura 2.5: Proporgao durea no Partenon

Tz, s i : T

Fonte: LGA Cursos Arquitetura, 2019
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O termo seccao aurea surgiria apenas 2000 anos depois de Euclides, a partir
de Johannes Kepler (1571 - 1630). Enquanto que a designagao pela letra grega ¢
ocorreria apenas no século, XX a partir do matematico americano Mark Barr (1871
- 1950) que escolheu este simbolo em referéncia ao escultor Fidias.

A sequéncia (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...), visualizada quando tentamos dar solucdo
ao famoso problema proposto pelo Liber Abaci de Fibonaccci do século XIII, tem

interessantes ligacoes com o niimero de ouro.

“um homem poe um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados
por um muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse
par em um ano, se supostamente, todo més cada par d4 a luz um novo
par, que é fértil a partir do segundo més? (PISA, apud. Marques, 2013,

p.11).”

Que faca uso de nimeros irracionais, a formula do termo geral de uma sequéncia
de nimeros naturais, é algo no minimo surpreendente. Vejamos este fato na pro-

posicao a seguir.

Proposicao 2.61. O termo geral da sequéncia de Fibonacci é

)

Demonstracao. Primeiro devemos observar que a sequéncia de Fibonacci é uma

recursao linear de segunda ordem definida como f; = fo=1e f, = fo1 + fa2 A

2

equacao caracteristica® associada a tal recorréncia é r* —r — 1 = 0, cujas raizes sao

1+v5  1-+5
2

€ 7o
2

r= . Assim,

1 +2\/5>"+C2(1 — \/5)”

fn:CI( 5

Aplicando as condigoes iniciais f; = fo = 1, obtemos as equagoes:

—Cy — Cy+ C1V5 — CyV/5 =2 (2.7)
6Cy — 250, + 6C, + 250, = 4 (2.8)

. . : 1 :
que sao satisfeitas simultaneamente quando Cy = Cy = ﬁ’ assim provamos que
L [/1+V5\" (1-+5\"
V5 2 2 ’

6Ver Morgado e Carvalho (2015 p. 76-84)

fn:
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Investigando a sequéncia de Fibonacci, Kepler demonstrou que a razao entre

dois termos consecutivos convergia para o nimero de ouro. Vejamos na proposi¢ao

a seguir:

Proposigao 2.62. Sejar, = @, temos limr, = ¢.

n

Demonstragcao. De antemao, vamos admitir que r,, ¢ uma sequéncia convergente e

seja x = lim f}“, das defini¢oes recursivas de f,, e r,, obtemos
x = lim —fn oot =lim1+ —fn*l
fn [
1
=1+ lim .
In
fn—l
Assim,
1
r=1+1lm— <=
Tn
1
r=1+4+- <=
x
2 —x—1=0,
o 1+/5 1-/5
cujas rafzes s80 71 = —— e Iy = ———, Vemos que 2 < 0, mas r, > 0 sempre,
1 5
entao r = +2\/— = ¢. O
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Capitulo 3

Na historia

3.1 No periodo pré-helénico

Normalmente, a historia da origem dos ntmeros é associada com processos de
subsistencia que foram se complexificando a mesma medida que as organizagoes
humanas foram avancando em termos de tecnologia. E perceptivel que tal associacao
se estende a propria historia da matematica como um todo.

Eves (2004) assim descreve as necessidades matematicas dos povos que habita-
vam a regiao entre os rios Tigre e Eufrates que viria a ser designada por Meso-
potamia:

Com a drenagem de pantanos, o controle de inundagoes e a irrigacao
era possivel transformar as terras ao longo desses rios em regioes agri-
cultaveis ricas. Projetos extensivos dessa natureza nao s6 serviram para
ligar localidades anteriormente separadas, como também a engenharia, o
financiamento e a administracao desses projetos, e os propdsitos que os
motivaram requeriam o desenvolvimento de consideravel tecnologia e da
matematica concomitantemente. Assim, pode-se dizer que a matematica
primitiva originou-se em certas dreas do Oriente Antigo primordialmente
como uma ciéncia pratica para assistir a atividades ligadas a agricultura
e a engenharia. Essas atividades requeriam o calculo de um calendério
utilizavel, o desenvolvimento de um sistema de pesos e medidas para ser
empregado na colheita, armazenamento e distribuicao de alimentos, a
criacao de métodos de agrimensura para a construgao de canais e reser-
vatérios e para dividir a terra e a instituicao de praticas financeiras e
comerciais para o lancamento e a arrecadacao de taxas e para propdsitos

mercantis. (EVES, p. 57, 2004)

A prépria escrita antiga pode ter sido um produto dos processos de contagem,
esta tese foi apresentada nos anos 90 por Denise Schamandt-Besserat que observou
a descoberta constante em escavagoes de pequenos objetos de argila em formatos
diversos que ficaram conhecidos como tokens provavelmente utilizados como regis-

tros de bens da agricultura e na fase urbana de manufaturados. Os tokens tinham
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formatos distintos, pois a depender do que se pretendia contar usava-se um ou outro
formato (os principais eram de cones, esferas, cilindros e discos), posteriormente
passou-se a armazenar os tokens dentro de um invélucro oco de formato esférico
feito de argila, como os tokens ficariam inacessiveis a vista dentro do recipiente,
fazia-se a marcacao da quantidade do conteuido dali de dentro com o token na argila
ainda umida o que daria origem a escrita cuneiforme, com o tempo os tokens seriam
substituidos por estiletes e os recipientes circulares por tdbuas de argila. Para um
melhor detalhamento desse processo consultar Roque e Carvalho (2012).

Existe uma tendéncia de apontar toda a matemética pré-helénical como essen-
cialmente empirica ou indutiva. Essa apreciacao esta em conformidade com os pre-
ceitos da filosofia grega e sua predilecao aos aspectos logico e formal ressaltando
tais caracteristicas das quais nossa pratica matemaética atual é herdeira. As relacoes
das civilizacoes mais antigas com a matematica estao ligadas ao préprio processo de
formacao, por isso a énfase inicial foi dada em torno da aritmética e mensuragao,
mas com o avanco das atividades administrativas surgiu um grupo social que detinha
o conhecimento sobre os processos de impressao na argila e seria responsavel por
transmitir esse conhecimento aos jovens, futuros componentes dessa elite intelectual:
o escriba. Esse mesmo trago pedagdgico determinou uma tendéncia no sentido da
abstracao e de se estudar uma ciéncia por ela mesma.

Alids no que diz respeito ao préprio processo de contagem, temos uma crescente,
no sentido de abstracao, pois a principio o que se fazia era relacionar quantidades
com objetos especificos para depois atribuir um mesmo simbolo para quantidades
iguais de objetos diferentes. Sobre isso Roque e Carvalho (2012) diz que contar é
concreto, mas usar um mesmo nimero para expressar quantidades iguais de coisas
distintas é um procedimento abstrato.

Um passo mais além veio com a utilizacao do sistema posicional de base 60 pelos
babilonios?, onde uma pequena quantidade de simbolos consegue representar uma
diversidade de niimeros, sendo que o mesmo simbolo representa niimeros diferentes
a depender da disposicao na escrita. A predilecao pela base 60 provavelmente se

deu por conta da pratica da astronomia, mas uma coincidéncia agradavel da escolha

1o termo é admitido como o gentil para as pessoas que habitavam as cidades estado da Grécia

Antiga.
2Segundo Boyer (1996) esta designacdo costumeiramente dada para as civilizacoes da antiga

Mesopotamia faz referéncia a cidade da Babilonia como centro cultural da regiao, ainda que esta
tenha sido palco do surgimento e subjugagao de uma sucessao de impérios que sob a mao de
Sargao I (2276 - 2221 a.C.) estabeleceu uma unificacdo e absor¢ao pelos invasores da cultura

suméria inclusive a escrita cuneiforme.
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Figura 3.1: Sistema sexagesimal de numeragao babilonico
¥ F 11 4«7 21 ¥ 31 (Q.? 41 fq(? 51
fr 2 {7y 12 Hyy 22 I 32 -Qn' a2 (Q(w 52
fi7 s {13 AT 23 7 33 <r o3 &7 s3
W4 @i (T 24 €4 @ a0 W
Ws Wis APz €Fss s W
WHes Wie “Wx €«Fse P R s
T Wy € €7 GFa &F
Fe WHis €T 4T <F s «F -
;o 19 “F 2 €FH»w EFo <HF o
{10 H 20 4 30 Q 40 Q( 50

Fonte: Wikipedia, 2020

dessa base vai para a aritmética ja que os reciprocos dos divisores proprios de 60
{1,2,3,5,6,10,12,15,20,30} tem desenvolvimentos decimais finitos nessa base.

Para Boyer (1996), a escolha da base 60 ocorreu de forma consciente para satisfa-
zer de maneira mais facil necessidades relacionadas com medidas, pois como o fato
exposto no paragrafo anterior deixa claro, uma grandeza de 60 unidades tem até
dez subdivisoes possiveis. Na verdade o que pode ter ocorrido foi uma combinacgao
das bases seis e dez, o que fica evidente ja que a cada dez nimeros os simbolos se
repetem também. Seja como for o sistema sexagesimal teve uma duragao longa e
temos vestigios do seu emprego até hoje nas unidades de medida de tempo e angulos
planos.

Tabletes de argila antigos indicam que os babilonios efetuavam adigoes e sub-
tragoes de forma simples e andlogas ao que fazemos na base 10, nesse sentido os
tabletes funcionavam como as nossas tabuadas modernas e facilitavam bastante o
trabalho dos escribas com relagao a multiplicacao inclusive porque a divisao era feita
por meio do produto do dividendo pelo inverso multiplicativo. Assim para calcular

a divisao de m por n seria verificado no tablete o resultado de m x —, esse proce-
n

dimento era ainda mais importante quando — tinha uma desenvolvimento decimal
n
infinito na base 60.
Além das operacoes fundamentais, os babilonios calculavam poténcias e raizes.

A andlise do YBC 72433 sugere que os escribas babilonios conheciam a relacao entre

3Yale Babylonian Collection, tabelete de argila onde encontramos uma lista de constantes
numeéricas que sugerem ser este um artefato de referéncia e consulta para varios tipos de pro-

blemas.
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o lado e a diagonal do quadrado indicando é = pelo valor (1,24;51;10)0) que na
nossa notagao decimal converte-se em 1,414212962962, fornecendo uma aproximagao
para v/2 com cinco algarismos corretos.

Tal grau de precisao, ja nesta remota época, leva-nos a questionar como os ba-
bilonios lidavam com esse tipo de raizes, que hoje sabemos ser niimeros irracionais.
Segundo Katz (1998) apud. Roque e Carvalho (2012), o procedimento para encon-
trar vk era proveniente de um raciocinio geométrico, conforme podemos perceber

analisando a Figura 3.2.

Figura 3.2: Célculo geométrico de /2

: vk s
° o—e
a b
E F
o —0
® o—=o
A H

Fonte: Roque, 2012

Calcular vk corresponde a identificar o lado do quadrado de 4rea k. Determi-
namos os pontos F e G sobre os lados de AICD de modo que GDEF seja um
quadrado de lado a. Sendo GC = b, podemos obter a area k do quadrado maior
somando as areas dos quadrados EFGD e HIJF e dos retangulos AHFE e FJCG,
o que nos da

k=a®>+ab+ab+b* = k= (a+b)°

Disso chegamos a k —a? = b2+ 2ab, basta agora observarmos que a? estd mais
proximo de k, quanto menor for b. Assim para um valor suficientemente pequeno,

b? é desprezivel entdo ficamos com

k —a?
b~
2a
De modo que
k— 2
VE=a+-—2
2a



De forma mais simplificada, tal método consiste em identificar qual o menor
acréscimo que devemos fazer no lado de um quadrado cuja area é conhecida e origi-
nalmente se aproxima por falta do nimero k.

Este processo assimila-se ao método iterativo empregado para resolver equagoes
do tipo 22 — a = 0, conhecido como método de Newton, que em nossa notacao

moderna traduz-se como a férmula recursiva:

1 N k
ane1 = =la+—|.
175 a

Plimpton 322% é sem divida uma tdbua com revelacoes notéveis sobre a ma-
tematica pré-helénica. Esta tabua apresenta trés colunas com caracteres numeéricos
que correspondem numa mesma linha (a excegao de quatro deles conforme a figura
3.3 indica) a hipotenusa e um cateto de triangulos retangulos de lados inteiros. Para
pesquisadores da atualidade, este registro pode significar que os babilonios tinham

alguma familiaridade com o que conhecemos hoje por Teorema de Pitagoras.

Figura 3.3: Tdbua de Plimpton: transcri¢io moderna e orignal

168 1
4825 (118221) 2
66459 3

Fonte: Eves, 2004

Se procedermos o calculo do outro cateto dos triangulos retangulos sugeridos
em Plimpton, encontramos ternos pitagéricos primitivos (com exce¢ao de apenas
dois, 0o 11 e o 15). Um terno pitagérico é um conjunto de trés nimeros inteiros
positivos (a,b,¢) que se correspondem aos trés lados de um tridngulo retangulo
satisfazendo a relacao a? + b? = ¢?, dizemos que esse terno é primitivo quando o
m.d.c. dos trés nimeros é 1. Os gregos, muitos séculos depois, viriam a provar
que todo terno pitagoérico primitivo admite a seguinte parametrizacao: a = 2u,

2 _ .2

b=u?—v%ec=u?+v?onde u,v sdo inteiros coprimos com um par e outro impar
b

e u > v. Aparentemente os babilonios tinham alguma consciéncia da representacao

4T4bua da Colecao G.A. Plimpton da Universidade de Coltimbia catalogada sobre o niimero
322.
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paramétrica dos ternos e talvez essa observacao tenha surgido das tabuas usadas
para multiplicacao e divisao, uma vez que todos os valores u e v sao chamados de

regulares, isto €, seus inversos tem representacao decimal finita em base 60.

Figura 3.4: Ternos pitagéricos em Plimpton
|

a b c —1 s
120 119 169 s 2
3456 3367 4825 : 64 27
4800 4601 G649 ' 75 32
13500 12709 18541 125 54
72 G5 o7 9 4
360 319 481 20 .
2700 2291 3341 54 25
Q60 799 1249 3z 15
Goo 481 769 25 12
G480 4961 8161 81 40
60 45 75 2 1
2400 1679 2029 48 25
240 161 289 15 8
2700 1771 3229 | 50 27

a0 56 106 | 9 5

Fonte: Eves, 2004

E valido ressaltar que nao ha qualquer vestigio de demonstracao desses fatos. A
relacao entre os babilonios e sua matematica era muito mais procedimental. Um
outro exemplo interessante disso é a relagao desses povos com o que hoje chamamos
de m e o cdlculo da area de um circulo. O costume era tomar a décima segunda

parte do quadrado do comprimento da cirucnferéncia correspondente. Ora

S S? S?
T—%:A—TFXHﬁA—Eﬁ
5

Considerando m = 3 chegamos a A = 1o

Daqui vemos que para os babilonios, o m nao era entendido como uma constante
de proporcionalidade entre elementos métricos do circulo como hoje fazemos, mas
como um comando verbal para uma operagao de multiplicacao.

As fontes do conhecimento matematico egipcio s@o mais escassas uma vez que
os registros foram feitos em pergaminhos de papiros, e resistiram menos a acao do
tempo do que os tabletes de argila da Mesopotamia. O mais famoso documento
matematico do Egito antigo é o papiro de Moscou onde ha alguns relatos de pro-

blemas envolvendo geometria o que em termos de Egito antigo significava o calculo

5 ’ . . . ./ ~ .
°Convém ressaltar aqui a vantagem da base sexigaseimal ja que % tem representagao decimal

finita enquanto que na base dez sua representagao é infinita.
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de comprimentos, areas e volumes similarmente ao que acontecia na Babilonia. No
problema 50 temos o seguinte texto: “a area de um campo circular cuja medida do
diametro é nove unidades de comprimento é a mesma area de um quadrado cuja
medida dos lados é oito unidades de comprimento.”

Em notagao moderna isso nos da:

2

Outro registro da ocorréncia de irracionais no antigo Egito esta na construcao

9\ 2
ﬂ(—) =8 x 8 & 7= 3,1604.

das piramides. Observa-se que a piramide do faraé Quéops é uma piramide aurea.
Diz-se que uma piramide de base quadrada é aurea quando a razao entre o dobro
da sua altura e o lado da base corresponde a /¢ ~ 1,272.... A grande piramide
(piramide de Quéops) tem altura 146,59 m e a lateral da sua base tem 230,3 m.

Executando os calculos:
2 x 230, 3

146, 59

O curioso deste fato é o nivel de precisao com os quais os elementos dessa cons-

~1,272....

trucao, que remonta 4500 anos, relaciona-se ao nimero de ouro, apesar dos instru-
mentos de medida. Este mesmo fato repete-se ainda na piramide de Quéfren com
altura 65,00 m e comprimento da lateral da base 143,50, mas com menor precisao,
o que levou estudiosos do Egito antigo a discussoes se tais construgoes teriam sido
planejadas a partir do nimero ¢, investigacao ainda inconclusiva.

H4 ainda outros registros que levam a crer que os babilonios e os egipcios apro-
ximavam 7 através da igualdade das razoes entre os perimetros e areas de poligonos
circunscritos e sua circunferéncia. Tudo isso nos faz perceber que esses povos ja

percebiam a existéncia dos nimeros irracionais ainda que de forma empirica.

3.2 “Na crise dos incomensuraveis”’

Na Grécia, as discussoes em torno da matematica tomam um outro formato
devido ao estilo de vida na pdlis. O cidadao no exercicio da sua cidadania, no
mundo grego antigo, tinha assegurado o direito ao debate publico e a discussao das
controvérsias. A valorizagao da habilidade de persuasao impulsionou a predile¢ao
pela racionalidade e deslocou o modelo geométrico das medidas dos povos antigos
para um que privilegiava a geometria em sua esséncia.

Platao em sua dialética faz criticas a esse método de producao consagrando a

filosofia como 1nico meio eficaz de alcancar a distin¢ao entre as ideias particulares
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das verdades puras e universais, estabelecendo assim a oposicao entre razao e opiniao,
devotando a matematica o carater da disciplina do abstrato por exceléncia, onde
Aristételes inaugura o rigor da demonstracao pautada em sua logica, que julgava a
validade a partir de uma cadeia de conclusoes o que esta muito bem representado
nos trabalhos de Eudoxo, Hipécrates e Euclides.

Os gregos Tales de Mileto e Pitdgoras de Samos sao as figuras mais antigas
associadas com descobertas matematicas especificas e ao mesmo tempo sua producao
esta envolta em nebulosidade ja que os relatos de seus feitos sempre se dao por fontes
indiretas posteriores. Muita matematica ja havia sido produzida e executada sobre
um outro aspecto pelas sociedades do vale do Crescente Fértil® com tendéncias mais
aplicadas a problemas especificos. Mileto e Samos, de onde Tales e Pitdgoras eram
originarios, localizavam-se no extremo leste da bacia do Mediterraneo, proximos dos
centros culturais do conhecimento da época (Egito e Babilonia) - conforme mostra
a Figura 3.5, essa proximidade privilegiada permitiu-lhes adquirir e aprimorar os

conhecimentos desses povos sobre astronomia e matematica.

Figura 3.5: Colonias Gregas no Oriente Préximo na Antiguidade

O Mediterraneo Oriental nos tempos classicos
1. Roma 8. Atenas 15. Mileto
2. Siracusa 9. Estagira 16. Bizancio b
3. Eléia 10. Abdera 17. Rodes .l:l
4. Crotona 11. Delos 18. Cnido
5. Tarento 12. Quio 19. Perga {
6. Elis 13. Samos 20. Alexandria |
7. Cirene 14, Pérgamo 21. Siena !
b

Fonte: Eves, 2004

60 Crescente Fértil é considerado por muitos o berco da civilizacdo. Cortado pelos rios Tigre,
Eufrates, Nilo e Jordao a regiao tem o formato de uma lua crescente, o que lhe d4 nome, em suas
terras propicias para a agricultura viu o florescer das civilizagoes mesopotamicas, egipcia, israelita,
persa e fenicia. Atualmente abriga territérios da Palestina, Jordania, Israel, Libano, Kuwait e

Chipre e partes do Egito, da Siria, do Ira e da Turquia.
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Absorver elementos de outra cultura e amplia-los dentro de sua perspectiva pa-
rece ter sido uma vocagao dos sabios gregos como a histéria demonstra. Quanto aos
nimeros irracionais, sob esse aspecto, podemos observar que a utilizacao particular
de suas aproximacoes, obtidas por processos manuais e empiricos para problemas
numéricos especificos foi substituido pela analise da consisténcia das grandezas in-
comensuraveis.

Uma evidéncia da conexao dos conhecimentos entre as civilizagoes do Oriente
Antigo e a Grécia pode estar no simbolo da escola pitagdrica: o pentagono estrelado
ou pentagrama que ja era uma figura presente na arte babilonia de acordo com
tabletes e vasos que remetem a 3200 a.C. onde a figura aparece entalhada. Esta
figura é construida a partir das diagonais de um pentagono regular que se intersectam
de modo que a medida do comprimento da diagonal esta para a maior parte assim
como a maior parte estd para a menor. Os pontos determinados pelas intersecoes
das diagonais constituem um novo pentagono regular no centro da figura original o
que nos sugere, pelo menos em tese, que temos a possibilidade, de replicar a figura

original indefinidamente procedendo infinitamente.

Figura 3.6: Pentdgono estrelado

Fonte: Roque e Carvalho

Euclides, em seu livro IV dos elementos, denomina esse processo de dividir um
segmento em média e extrema razao, mas os gregos tinham tanto apreco por esse
procedimento que designavam esse processo simplesmente por seccao como se qui-
sessem dizer que essa era a forma adequada de particionar um segmento de reta.

Algumas versoes argumentam que a descoberta da incomensurabilidade teria
ocorrido por meio dessa figura, possivelmente por Hipaso de Metaponto no século
V a.C. no processo de criar uma série de pentagonos e pentagramas encaixados
indefinidamente com tamanhos cada vez menores, o que pode ser usado para provar

que o lado e a diagonal do pentdgono nao admitem uma unidade comum, isto é
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nao sao comensuraveis, uma vez que admitindo uma unidade para mensurar ambas,
por menor que ela seja, sempre podemos repetir o processo, obtendo um pentagono
com diagonais e lados menores que a unidade estabelecida. Assim teria sido V5 a
expor a existéncia da incomensurabilidade e ndo v/2 como afirmam as versées mais
tradicionais que refutam veementemente essa tese, alegando que elas exigiam mais
conhecimento geométrico do que os gregos dispunham a época.”

O que todas as narrativas nao contestam é o fato da descoberta ter-se dado no
seio da escola pitagorica. E comum dentro da narrativa tradicional, depararmo-nos
com o relato de um escandalo logico que tal descoberta teria desatado e ocasionado
uma crise dentro da matematica da época. Os argumentos que sustentam essa versao
e 0s que se opoem a ela, levam em conta que a escola pitagérica, mais do que um
grupo de matematicos, compunha-se como uma seita adepta a visoes esotéricas e
misticas sobre o papel dos niimeros na explicagao do cosmos ao contrario dos demais
filosofos da época que estabeleciam os elementos fisicos como a causa de tudo.

O nimero um, diziam eles, é o gerador dos niimeros e o nimero da razao;
o dois é o primeiro nimero par, ou feminino, o nimero da opiniao; trés é
o primeiro niimero masculino verdadeiro, o da harmonia, sendo composto
de unidade e diversidade; quatro é o nimero da justica ou retribuicao
indicando o ajuste de contas; cinco é o nimero do casamento, uniao dos
primeiros nimeros verdadeiros feminino e masculino; e seis é o ntimero
da criacao; o sete representava os astros errantes visiveis e conhecidos
da época que vieram a dar nome os dias da semana; e por fim o dez
era o nimero do universo representando a soma de todas as possiveis
dimensoes geométricas. (BOYER, p.36, 1996)

A maéaxima “tudo é numero” pode parecer um tanto chistosa do nosso ponto
de vista atual pela contradicao que carrega com o fato de que para os pitagoricos

8 recebiam o status de nimero, sendo as fracoes nao um ente

apenas os naturais
unico existente por si s6, mas uma relacao entre inteiros. A aritmética dos inteiros
era, portanto, estabelecida por meio da manipulacao de certas configuracoes das
bolinhas que representavam esses niimeros, chamados de figurados.

Segundo Roque e Carvalho (2012), informagoes como “todo nimero quadrado é
obtido por meio da soma de dois triangulares consecutivos” eram obtidas de forma
visual. Assim nos dias de hoje ha uma discussao quanto ao Teorema de Pitagoras
ter sido desenvolvido de fato por Pitdgoras ou qualquer um de seus discipulos, o
que pelo costume da época, iria render-lhe os créditos de igual maneira. Como ja

mencionamos na secao 3.1, os babilonios ja tinham conhecimento sobre as triplas

"Para o leitor interessado na tese menos tradicional, que a descoberta da incomensurabilidade

teria se dado a partir da proporcao aurea do pentagrama, consultar von Fritz, 1945.
8Nesse aspecto o Oriente antigo se sobressai: no Egito, além dos naturais, o dominio dos niimeros

incluia as fragoes unitarias e na Babilonia, todo corpo das fracoes racionais da base 60.
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Figura 3.7: Ntumeros pitagéricos figurados
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Fonte: Roque, 2012

pitagéricas evidenciando que esta relacao ja era conhecida possivelmente desde o
século XVIII a.C. De qualquer forma o certo é que o Teorema de Pitagoras dentro

da escola pitagérica nao teve tratamento geométrico.

Figura 3.8: Gnomons utilizados na aritmética pitagérica
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Fonte: Roque, 2012

Ea partir desse fato que pretendemos lancar mao dos questionamentos sobre a
suposicao do trauma da descoberta dos incomensuraveis na versao mais tradicional
uma vez que o nimero v/2 teria sido produzido pela aplicacao do teorema no célculo
da diagonal do quadrado. A concepcao pitagorica previa que existissem dois inteiros
cuja razao resultasse em tal niimero, mas com esta suposigao os pitagéricos chegavam
inevitavelmente a um paradoxo sobre a paridade desses inteiros.

O escandalo atribui-se ao impasse que teria acometido os pitagdricos: ou estavam
eles diante de uma entidade que fugia a suas explicacoes pois nao era um nimero
inteiro e tampouco se exprimia pela razao de outros inteiros ou seriam as suas
crencas que estariam equivocadas. As lendas a favor dessa versao contam que Hipaso

de Mataponto, a quem se atribui a descoberta, foi jogado ao mar por ter tido o
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atrevimento de produzir algo no Universo que seria inexplicavel pela logica dos
nimeros, outras versoes contam que ele foi expulso da seita e ainda em vida teve
seu tumulo erigido como indicativo de que estava morto por tamanha blasfémia.
Segundo Gongalves e Possani (2009), a tese que defende o escandalo conta com
autores da Antiguidade, que fazem deferéncia ao fato. A figura de Pitagoras como
matemdtico chega a nés por meio de Proclo (485 d.C.) que lhe faz referéncia por
meio de um escrito de histéria da geometria devida a Eudemo (320 a.C.) cujo texto
original nao se tem noticia, mas se supoe que Proclo tinha uma cépia deste quando

fez a citacao.

“E apds esses, Pitdgoras transformou a filosofia sobre ela [a geometria]
em um esquema de educacao liberal, procurando os principios dela a par-
tir do alto e perseguindo os teoremas de um modo imaterial e intelectual;
e ele descobriu entao tanto o assunto dos irracionais como a construcao
dos esquemas césmicos [isto é, os sblidos regulares]” (PROCLO apud.
GONCALVES e POSSANTI, p.17-18, 2009)

Jamblico (330 a.C) é um outro autor que faz mengao aos fatos, dizendo que seria
Hipaso de Metaponto (470 a.C) um usurpador da fama da descoberta da incomen-
surabilidade na ocasiao de uma investigagao geométrica sobre o dodecaedro regular,
comunicando esta descoberta a pessoas comuns, consideradas indignas da revelagao
o que se constitufa como crime contra a seita e justificaria sua terrivel punicao -
afogamento ou ostracismo. Temos ainda Papus de Alexandria que faz mencao aos

fatos, mas interpreta a punicao de forma conotativa.

“Essa ciéncia (ou conhecimento) teve sua origem na seita (ou escola) de
Pitdgoras, mas passou por um importante desenvolvimento nas maos do
ateniense, Teeteto]...]. De fato, a seita (ou escola) de Pitdgoras foi de
tal forma afetada por sua reveréncia por essas coisas que uma historia
tornou-se corrente nela, a saber, aquele que primeiro desvendou o co-
nhecimento de inexprimiveis ou irracionais e o divulgou entre a massa
de gente comum pereceu por afogamento; o que é mais provavelmente
uma parabola pela qual eles procuraram expressar sua convicgao de que,
primeiro, é melhor esconder todo inexprimivel, ou irracional ou incon-
cebivel no universo e, segundo, a alma que por erro ou descuido desvela
ou revela qualquer coisa dessa natureza que esteja nela ou neste mundo,
vaga (por isso) aqui e ali no mar da nao-identidade (isto é, carecendo de
toda similaridade de qualidade ou acidente), imersa no fluxo do vir-a-
ser e do deixar-de-ser, onde nao hé padréo de medida.” (PAPUS apud.
GONCALVES e POSSANTI, p. 18, 2009)

Por fim temos Oscar Beker que em seus estudos aponta para uma sequéncia de
proposicoes do livro IX de Euclides referentes a paridades dos inteiros que aparen-
tavam vir de uma tradicao mais antiga e mais simples que os demais livros e seriam,
portanto, uma sistematizagao 16gico-dedutiva da aritmética pitagérica. Com isso ele

sustenta que o pitagorismo teria conhecimento suficiente para elaborar a prova por
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absurdo da incomensurabilidade entre o lado e a diagonal do quadrado como anun-
ciada por Aristételes, sendo tal prova a afronta a sua doutrina primeira de explicar
tudo por meio de inteiros.

O primeiro argumento a ir contra a versao do escandalo logico sustenta-se no fato
de as fontes que fazem referéncia a Pitdgoras serem sempre posteriores e algumas
bem posteriores: enquanto as descobertas sao alocadas ao século V a.C., bem como
a existéncia de Pitdgoras, os escritos de Jamblico localizam-se cerca de oitocentos
anos depois ao passo que o relato de Proclo, fonte mais segura em defesa de Pitagoras
como matematico segundo Gongalves e Possani (2009), estd praticamente mil anos
a frente. Suspeita-se que hajam interpolagoes anacronisticas e mal entendidos por
conta de gregos posteriores. Nao havia por exemplo, razao para Eudemo, enquanto
destacado discipulo de Aristoteles, referir-se a matematica de Pitdgoras por meio
dos termos imaterial e intelectual enquanto seu mestre distinguia os pitagoricos
dos verdadeiros matematicos porque esses ultimos aplicavam suas proposicoes a
corpos. Outra contestacao nessa linha é de que o texto de Proclo parece mais
uma reformulacao de Jamblico no De communi mathematica scientia quando este se
refere a pureza, sutileza e exatidao do método de Pitdgoras e a como sua matematica
purifica a alma e a conduz para os mais altos principios e para o reino do ser puro
e imaterial dando sentido ao uso dos termos imaterial e intelectual por parte de
Proclo.

De acordo com Gongalves e Possani (2009) ja é um consenso dos historiadores
da matemaética e da filosofia gregas que Proclo interpolou o texto de Jamblico no de
Eudemo, porque originalmente este falava pouco ou nada de Pitdgoras, colocando
em xeque a ideia de que seria verdadeiramente um matematico ou uma invencao de
neopitagdricos como Jamblico (que viveu 800 anos depois de seu mestre).

Os textos de Jamblico nao sao claros em diversos aspectos! Nao se sabe se Hipaso
teria sido o unico delator da descoberta dos alogos - inexprimivel ou aratos - nao
tendo razao ou se haveria outros. Também nao se consegue obter qualquer ligacao
entre a construcao do dodecaedro e o problema da incomensurabilidade o que para
um neopitagérico como ele seria de maxima importancia elucidar. Atualmente existe
também a suspeita de que os pitagéricos conhecessem o dodecaedro apenas de forma
empirica e nunca chegaram a construi-lo. Essa teoria é levantada por Eva Sachs e
se apoia em evideéncias arqueoldgicas: existéncia de dodecaedros de bronze ja nos
séculos IX ao VI a.C.

Os préprios pitagoricos nao deixaram escritos, possivelmente apoiados na ideia

que suas descobertas ficariam retidas na meméria daqueles que merecessem tomar
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conhecimento delas como Plutarco, o historiador, traz em seu relato. Alids Plutarco
que é anterior a Jamblico e seu contemporaneo, Papus de Alexandria, nao apresen-
tam qualquer mencao a uma crise entre incomensurabilidade e a teoria pitagérica
de que tudo é nimero, além de dar uma interpretagao alegérica as punigoes sofridas
pelos delatores dos feitos dentro da seita.

Outro ponto levantado contra a crise dos incomensuraveis é o fato dos autores
nao fazem uma ligacao clara do contraste entre a incomensurabilidade e a filosofia
de que tudo é numero. Para Gongalves e Possani (2009), isso exigiria a conexao
de trés requisitos por parte dos pitagdricos: a oposicao entre pares e impares o
que é um consenso entre os historiadores, uma aritmética capaz de demonstrar
teoremas sobre pares e impares e aqui ja nao hé mais consenso pois sabe-se que
a aritmética no pitagorismo nao tinha um tratamento légico-dedutivo e por fim
uma prova da incomensurabilidade que recorra a pares e impares, o que Burkert
(1962) apud. Gongalves e Possani (2009) aponta como impossivel no seu trabalho
de reprodugao com seixos das provas indutivas e pictéricas tipicas do pitagorismo
que recorria aos padroes visuais para dispor as pedrinhas e representar os nimeros.
Como representariam a? = 2b%?

Uma prova por reducao ao absurdo, presente em manuscritos do livro X dos
Elementos de Euclides, atribuida a Aristoteles mostra que ele tinha conhecimento
de que a suposicao da comensurabilidade entre o lado e a diagonal do quadrado
conduzem a contradicao de niimeros pares serem iguais a numeros impares. Para
o pitagorismo, isto nao seria essencialmente uma contradi¢ao, ja que o niimero um,
a unidade, ¢ ao mesmo tempo par e impar, portanto da suposta demonstragao
por absurdo poderia simplesmente levar a conclusao que cada nimero é feito de
unidades e carrega dentro de si, o par e o impar. De qualquer forma ele nao faz
qualquer mencao a crise dos incomensuraveis dentro do pitagorismo, ainda que lhes
dedique uma forte critica em sua Metafisica.

Diante de uma conexao tao duvidosa entre a filosofia pitagoérica e a descoberta
da incomensurabilidade, colocamos em xeque o vislumbre das grandezas incomen-
suraveis no seio do pitagorismo. Nao ha sequer certeza da relacao entre o Teorema
de Pitagoras e a descoberta dos irracionais visto que os babilonios e chineses co-
nheciam o Teorema, mas nao chegaram nos irracionais. O mais palpavel é que na
Grécia tenha ocorrido o mesmo e a incomensurabilidade tenha sido abordada pri-
mordialmente como um problema da Geometria livre sem essa carga filoséfica que
lhe atribuem, ja que o grau de sofisticacao deste tema nao permitiria surpreender

ninguém que nao fosse suficientemente instruido em matematica.
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Muito provavelmente tenhamos sustentado a visao a favor da versao “descoberta
dentro da aritmética pitagdrica” baseado no espanto que nés, fruto de uma ma-
tematica mais recente, sentimos com a existéncia de grandezas incomensuraveis que
é absolutamente contraintuitiva: como nao imaginar que duas grandezas fisicas sem-
pre terao uma unidade em comum? De modo que a crise dos incomensuraveis é muito
mais um processo anacronico da historiografia que se deu quando os intérpretes fi-
zeram a leitura dos personagens e fatos historicos nao nos termos destes, mas nos

seus proprios.

3.2.1 Antifairese e proporcgoes de Eudoxo, as evidéncias de

uma nao-crise

Gongalves e Possani (2009) indicam que a geometria grega dispunha de uma
ferramenta que lhes permitiria lidar com a incomensurabilidade sem crise alguma.
A etimologia da palavra antifairese remete ao grego antigo anti-hypo-hairesis que
significa literalmente subtracao reciproca. A antifairese permite definir e comparar
razoes sem a necessidade dos conceitos de niimero racional, fracao ou relacao de pro-
porcoes. O procedimento era empregado na aritmética do século V a.C., segundo
o peripatético De lineis insecabilibus atribuido a Aritoteles. Alguns estudiosos afir-
mam que por tras dos livros II e X dos Elementos haveria um interesse de estudar
a antifairese de razoes quadraticas.

Em se tratando ainda dos Elementos, no livro X, a versao aritmética da antifai-
rese fica conhecida como lema de Euclides estabelecendo um paralelo entre coprimos
e incomensuraveis. Nas palavras de Roque e Carvalho (2012), o objetivo deste vo-
lume da obra de Euclides seria distinguir nimeros que tém uma boa antifairese
dos que tém uma mé& antifairese, o que basicamente significa verificar quando o
procedimento mdc de dois ntumeros é diferente de 1. No caso geométrico, duas
grandezas estariam na mesma razao quando possuem a mesma antifairese, isto quer
dizer que ambas poderiam ser medidas com uma unidade comum, enquanto que se
as diferencas nao terminam nunca, isto é o processo é nao finito, as grandezas sao
incomensuraveis.

Vamos empregar esse procedimento para concluir a incomensurabilidade entre a
diagonal e o lado do quadrado.

Seja um quadrado ABC D, tomemos um ponto B; sobre a diagonal AC' tal que
B1C' = AB. Sobre B; baixemos uma perpendicular a AC' definindo C' na intersecao

entre o lado AB e esta perpendicular. Tracamos C; Dy e AD; paralelas a AB; e B1C
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Figura 3.9: Antifairese

Fonte: o autor, 2020

respectivamente, definindo o ponto D7 na intersecao destas duas retas. Observe que
de fato temos um qudrado, pois AB; L B;C; por construcao, AD; é paralelo a
BC; entao AD, L AB; e como D{C; é paralelo a AB; podemos concluir que os
dois ultimos angulos determinados por esses segmentos sao retos também.

O triangulo AB;C é isésceles de base ACY, pois sendo AC' diagonal de ABCD,
B{AC, = 45° assim temos AC1B; = C1AD; = AC1D; = 45° o que acarreta na
congruéncia dos triangulos AB;C; e AD;C; pelo caso LAA, (lado/angulo/angulo
oposto), garantindo a igualdade dos quatro lados.

Fizemos BC' = B;C logo BC B é isésceles com B;BC = CB;B, mas sendo

assim Bélc’l = (', B1 B pois ambos sao complementos de um angulo reto. Assim,

AB, = AC — BiC=AC - AB
ACy =AB—-BCy, =AB - B,Cy =AB—-AB,=AB - AC+ AB=2AB - AC

Senso assim, supondo o segmento AP como unidade de medida, se AB e AC sao
comensuraveis em relacao a AP, AB; e AC também serao.

Repetindo indefinidamente o processo podemos tornar essas quantidades ainda
menores, até o ponto de obter um quadrado de lado AB, e diagonal AC, cujos
comprimentos serao menores que AP por menor que esta seja. Assim a escolha de
AP e a suposicao de AB e AC comensuraveis nos leva a AB, < AC, < AP de
modo que se diminuissemos a unidade de medida AP ainda seria possivel construir
algum quadrado cujas dimensoes fossem inferiores a AP, portanto somos levados a
concluir que AB e AC' sao incomensuraveis.

Enquanto existe uma discussao para verificar a ocorréncia ou nao de uma crise
dos fundamentos do pitagorismo, nao resta duvida que essa descoberta ocasionou um

cisma entre o tratamento das grandezas e o universo dos niumeros de forma definitiva
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ou em termos mais atuais a separacao entre aritmética e geometria. Como acon-
tece em geral na matemaética, o problema dos incomensuréaveis motivou descobertas
interessantes e novos desenvolvimentos.

A existéncia de grandezas incomensuraveis demandava uma teoria de razoes e
proporcoes que fosse além da igualdade de ntimeros, uma vez que esta nao era
suficiente para explicar os fatos envolvendo incomensuraveis, ja que a razao de in-
comensuraveis nao podia estar associada a razao de suas medidas.

Nos Elementos de Euclides encontramos uma teoria das proporgoes devida ao
platonico Eudoxo capaz de sobrepor a ideia da razao de grandezas pela razao de
nuameros e dissolver a mixérdia que os incomensuraveis traziam a tona. Na verdade,
encontramos varias definicoes de razao nos Elementos de Euclides e isso se deve
principalmente ao fato de que ao contrario do que erroneamente se fala sobre essa
ser um tratado unicamente de geometria, na verdade ela estabelece a estrutura
légico dedutivo minima (ao ver de Euclides) da geometria plana (livros I a VI),
espacial (livros XI a XIII) e teoria dos nimeros (livros VII a IX) sempre fazendo
um tratamento separado dos nimeros e das grandezas.

No livro VII (contexto aritmético) encontramos a defini¢do a : b :: ¢ : d (lé-se a
estd para b assim como c estd para d) enunciado como segue: “as areas dos retangulos
ad e be se equivalem” o que corresponde na nossa notagao atual a % = c% < ad = be.
Porém essa definicao vale apenas para segmentos comensuraveis.

No livro V encontramos um conjunto de quatro definicoes que dao fundamento
a teoria das proporcoes de Eudoxo. A primeira estabelece razao como relacao de
tamanho de duas grandezas do mesmo tipo, isto faz referéncia a homogeneidade
das grandezas, ja que no contexto grego, o manejo de segmentos de reta se dava
somente entre segmentos de reta, dreas entre dreas e assim por diante de modo que
a natureza das grandezas deve ser observada. A segunda diz que duas grandezas
possuem uma mesma razao entre elas se podem ultrapassar-se mutuamente quando
multiplicadas o que equivale em nossa notacao a I3m,n € 7Z tais que ma > nb, assim
fica estabelecido um critério operatério para determinar se duas grandezas possuem
uma razao.

A terceira defini¢cao traz um critério para comparar duas razoes entre grandezas.
Em linguagem atual, traduz-se como: as grandezas homogéneas a, b, ¢, d sao propor-
cionais, se e somente se, para todo par de inteiros positivos m e n temos um dos

casos abaixo:

e se ma < nb entdo mec < nd.
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e se ma = nb entao mc = nd.
e se ma > nb entao mc > nd.

Esta definicao nos diz que um conjunto de grandezas esta em proporcao quando
a primeira e a terceira sao expandidas ou contraidas pelos mesmos inteiros da mesma

forma que a segunda e a quarta. Vejamos um exemplo:

1 V2

Tomando os nimeros a = 1,b = V/2,¢ = 3 ed= - Ao multiplicar a e ¢
por 7 e b e d por 5 observamos que 7a < bb assim como 7c¢ < 5d. Se procedemos
analogamente utilizando os inteiros 2 e 3, percebemos que 2b < 3a bem como 2d <

3c. Vejamos a Figura 3.10:

Figura 3.10: Proporgoes e grandezas incomensuraveis

|

%

2b=2v2 =2,82..

Fonte: Roque, 2015

Assim Eudoxo introduziu uma nocao de razao de grandezas puramente geométrica
e distinta da razao entre ntimeros, de modo que a segunda é um caso particular
da primeira (sempre que as grandezas forem comensurdveis). Por fim na ultima
definicao é estabelecido que grandezas que estao na mesma razao sao chamadas
proporcionais.

Segundo Roque e Carvalho (2012), alguns historiadores acreditam que a defini¢ao
eudoxiana de proporcao teria inspirado Dedekind a elaborar a teoria dos cortes. De
fato, podemos observar que a definicao de Eudoxo produz um corte de racionais, mas
nao ha registros de que Dedekind tenha obtido seus resultados a partir de Eudoxo.

Reescrevendo os itens I e III da ideia de Eudoxo, segundo uma interpretacao
moderna, podemos vislumbrar conexoes entre Eudoxo e Dedekind. Sejam m e n

a c

inteiros e — = — em que a, b, ¢ e d sao nimeros quaisquer, temos:

b d
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Por I entendemos que existem infinitos racionais — simultaneamente a esquerda
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de 7 e de p e por Il pensamos nos racionais — a direita de 7 e de 7 Pela
m

proporcionalidade de 4 e de < sabemos que nao ha qualquer racional entre os dois
b | |

o que nos leva a concluir que 7 produz um corte que é tinico e serve para Dedekind

definir os nimeros reais, o que seria feito cerca de 2000 anos depois.

O livro X dos Elementos faz um tratamento sistematico dos segmentos inco-
mensuraveis, sendo o mais volumoso com 115 proposicoes, tratando basicamente de
radicais quadraticos, equagoes quadraticas cujas raizes necessitavam de andlise de
comensurabilidade e o que veriamos hoje como técnicas de racionalizacao de deno-
minadores para expressoes do tipo a + Vb e = Vb. Segundo Boyer (1996), esse
livro foi o mais admirado até o advento da &dlgebra moderna baseado no emprego
da algebra geométrica dos gregos que parece ter sido o recurso acessivel na falta
do conceito de niimero real para obter um maior grau de generalidade. Contudo o
proprio Euclides enxergava seu livro dentro da geometria, quando as proposicoes 2
e 3 deste livro repetem o que esta posto nas duas primeiras proposicoes do livro VII
sobre a aplicacao do algoritmo de Euclides para nimeros inteiros, mas transpondo

para o contexto das grandezas.

3.3 Nos trés problemas classicos da antiguidade e

seus desdobramentos modernos

H&4 mais algumas ocorréncias de ntimeros irracionais na matematica grega que
merecem lugar nesse relato. Comecamos pelas discussoes que podem ter servido
de matéria-prima para o décimo volume do Elementos de Euclides entre Teodoro
de Cirene (470 a.C) e seu discipulo Teaetetus de Atenas(417 - 369 a.C), relata-
das por Platao, de quem ambos gozavam de estima. Mestre e discipulo discutiam
distingoes entre grandezas incomensuraveis com o comprimento e com o quadrado.
Para exemplificar essa distincdo vejamos que v/2 e /3 sdo incomensurdveis com

o comprimento mas seus quadrados sao comensuraveis. Entretanto niimeros como

\/ 1++v3e \/ 2 4+ /3 s@o incomensuraveis tanto com o comprimento quanto com o

quadrado.
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Segundo Eves (2004), em 425 a.C. Teodoro ampliou a lista dos irracionais conhe-
cidos ao construir os segmentos v/3, v/5, V6, V7, V8,10, v11,v/12,1/13,/14, /15
e V17 e demonstrar sua irracionalidade. Nao se sabe ao certo que método utilizou:
algumas versoes contam que teria sido a espiral de triangulos retangulos com um
vértice comum sendo o primeiro o triangulo retangulo isdsceles, outras versoes in-
dicam que Teodoro teria obtido \/n como cateto de um tridngulo retangulo onde
a hipotenusa seria n + 1 e o outro cateto n — 1. Também nao se sabe por quais
razoes suas construcoes pararam em v/17. Quanto a demonstracdo da irracionali-
dade destes, a suposicao é que tenha seguido aquela atribuida a Aristételes e que
foi interpolada posteriormente nos Elementos.

Este trabalho de Teodoro vem a reforgar a percepcao do gosto que os gregos ti-
nham por sua algebra geométrica. Dentro desse rol temos os trés problemas classicos
da Antiguidade: duplicacao do cubo, quadratura do circulo e trisseccao do angulo.
Objetivamente, nao se sabe ao certo quando ou quem os teria formulado, mas o fato
¢ que entre lendas e verdades, a busca da solucao para esses trés problemas esti-
mularam a curiosidade e a ambicao de matematicos ao longo de séculos e milénios,
contribuindo de forma tao significativa para a evolucao da matematica que se torna
impraticavel mensurar com exatidao todos os desdobramentos em técnicas, novos
conhecimentos e inclusive areas do saber que surgiram em razao dessa busca. Hoje
ja se sabe que dentro dos limites estabelecidos, as construcgoes solicitadas pelos trés
problemas sao impossiveis e a conexao desta impossibilidade com nimeros irracio-
nais sao no minimo intrigantes.

Contam lendas antigas que o povo da cidade de Atenas, afligido por uma praga,
teria recorrido ao oraculo de Delos, dedicado ao deus Apolo, para que os deuses
interviessem ao seu favor extirpando a peste. Como resposta, o oraculo havia deter-
minado que os atenienses construissem um altar para Apolo preservando sua forma
cubica original, mas dobrando o volume. Foi feita uma tentativa frustrada que re-
sultou em um cubo com oito vezes o volume do original o que consequentemente
nao freou o alastramento da epidemia que continuou a fazer vitimas.

Esta histéria fantastica nos remete a origem do problema a duplicagao do cubo
que propunha a construgao de um cubo cujo volume fosse o dobro do volume de
um cubo dado a priori, mas a construgao sé poderia fazer uso de uma régua sem
graduagao e um compasso (instrumentos euclidianos). A principio parece tratar-se
de um problema de geometria plana! Teremos encontrado a solucao do problema
quando pudermos construir um segmento de medida /2.

Os gregos detinham conhecimento sobre um problema bastante similar e aparen-
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temente mais simples: duplicar o quadrado. Dado um quadrado ABC'D, podemos
tragar a sua diagonal BD e a partir dela construir um quadrado de lado BD. Seja
EF | BD de modo que BD = EF. E facil perceber que BDEF tem o dobro da
area de ABC'D. Assim dado um quadrado de lado a é possivel encontrar um outro
quadrado de lado b = av/2 cuja érea seja o dobro da drea do primeiro, sendo b a

medida da diagonal do quadrado original. Veja a figura 3.11:

Figura 3.11: Duplicagio do quadrado
A

B

E

Fonte: o autor, 2020

Note que esta construcao é possivel, porque o segmento de medida v/2 é construti-
vel. Provavelmente os gregos pensaram em uma solugao analoga para o problema da
duplicagao do cubo. Diz-se que Arquitas de Tarento (428 a.C. a 347a.C.) teria dado
uma solucgao tridimensional a partir de um cone circular reto, um cilindro e um toro
cujas superficies encontram-se determinando o segmento /2. O que impressiona
aqui é a maneira como Arquitas deu essa solucdo sem nenhuma geometria analitica
na época. Hipdcrates (440 a.C.) teria atacado o problema por meio das médias
proporcionais reduzindo o problema a construir a aresta do cubo como /2. Mas
tal segmento é construtivel? Os algebristas notaveis do século XIX descobriram que
nao.

E certo que alguns matematicos ainda persistem incanséaveis na busca de solugoes,
ignorando o fato da impossibilidade de obter as mesmas ja ter sido demonstrada.
Talvez pelo fato de ser possivel obter uma solucao aproximada e geral dentro de
alguns contextos. Por exemplo: é possivel trissectar qualquer angulo se a régua
estiver graduada. Sendo a régua nao graduada, ainda podemos trissectar os angulos
reto e raso, construindo um triangulo equildtero e o angulo de 135° por meio de
um quadrado. Ainda na antiguidade, Arquimedes forneceu a trisseccao do angulo
por meio de propriedades da espiral. Possivelmente sao esses casos particulares de

solucao que mantém as esperancas dos matematicos incautos em alcangar a solugao
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geral do problema.

O jovem Evariste Galois, nascido em 1811, foi um génio precoce. Com apenas
22 anos deixou registrado resultados de monta para o desenvolvimento da algebra
no século XX. Estudando a solucao de equagoes por radicais determinou critérios
para a possibilidade das construgoes com régua e compasso além de complementar
e enriquecer a teoria dos numeros algébricos iniciada por Gauss que ocuparia um
lugar central dentro da teoria dos nimeros e que hoje se vé como uma das mais
belas e profundas da matematica.

O problema da duplicacao do cubo recai numa equacao do tipo z® — 2 = 0 cuja
raiz nao é construtivel ja que esta ¢ um nimero algébrico de grau 3, o Teorema das
Construgoes Geométricas (adaptado da teoria de Galois) nos contard que somente
nimeros algébricos cujo grau é uma poténcia de 2 podem ser construidos a partir
de segmentos unitarios. Portanto o teorema das construgoes geométricas traduz
a construtibilidade na tarefa de encontrar uma equacao de grau 2" e coeficientes
inteiros.

Assim com o objetivo de trissectar o angulo de 60°, devemos ser capazes de cons-
truir o angulo de 20° a partir do segmento unitario, o que nos levaria a necessidade
de construir um segmento de tamanho cos 20°. Vejamos pois um triangulo retangulo
ABC, reto em B, cujo angulo em A seja de 60° tal que AB = 1. Devemos, portanto,
definir o ponto D no cateto BC de forma que BAD = 20°, isto requer a construgao
do segmento AD que corresponde a sec 20°. Da reciprocidade entre cos 20° e sec 20°
podemos afirmar que s6 seria possivel construir o segundo se pudermos construir o

primeiro. No exemplo 2.40, fazendo x = 20°, vimos que cos 20° é irracional e uma

1
das solugoes da equacao cos 3z = 4 cos® x — 3cosw. Lembrando que cos 60° = 3¢
fazendo cos x = y, obtemos

1 3 3
§:4y — 3y < 8y> — 6y —1=0,

uma equacao polinomial de grau 3, cujas raizes nao podem ser obtidas por cons-
trucoes euclidianas de acordo com o Teorema das Construgoes Geométricas.

Dos trés problemas da antiguidade, a quadratura do circulo sem duvida é o mais
famoso e igualmente o mais dificil de provar sua impossibilidade. Pelo menos assim
o foi para os gregos que durante muitos séculos acreditaram que o problema de
construir um quadrado de area igual ao circulo tomando a medida do raio como
unidade de comprimento e utilizando apenas régua nao graduada e compasso era
apenas muito dificil e nao impossivel. Vejamos que tal forma impoe ao circulo uma

drea de 7 unidades, portanto o quadrado desejado deveria ter lado /. E um fato
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muito bem conhecido na teoria das construcoes geométricas que se pode construir o
segmento de comprimento x? a partir dos segmentos de comprimento 1 e x. Desta
forma construir o segmento /7 implicaria em poder construir o segmento m, mas
este nimero nao é solucao de qualquer equacao algébrica, isto é, 7 é dito um nimero
transcendente (que nao é algébrico) e do teorema das construgoes geométricas, temos
a garantia a impossibilidade de tal construcao e a insolubilidade do problema.

O problema da quadratura pode ser entendido como a génese do método de
exaustao devido a Eudoxo de Cnido (408-355 a.C.) e Arquimedes (287-212 a.C.)
que daria origem ao calculo integral. A partir desse método a distin¢cao entre boa
aproximacao e exatidao do pensamento acentua-se. Eves (2004) faz constar que os
chineses davam % = 3, 1415929, enquanto os hindus empiricamente determinavam
% < 7 < /10. No Egito antigo, como ja ressaltamos, consta no papiro de Rhind
um problema que nos da % como aproximacao de 7.

A primeira tentativa de calcular o valor de 7 partiu da comparacao dos perimetros
dos hexdgonos regulares inscrito e circunscrito de uma circunferéncia unitaria por
Arquimedes ainda na Grécia antiga. Conhecidas as formulas de duplicacao dos
perimetros do par inscrito e circunscrito de poligonos regulares, os cédlculos pude-
ram avangar: em 1593 o holandés Adrien van Roomen conseguiu 15 casas decimais
corretas a partir de um poligono de 23° lados, ven Ceulen melhorou esse resultado
obtendo 30 casas decimais corretas usando um poligono de 22 lados em 1621 e em
1630 tivemos a ultima tentativa relevante do célculo pelo método dos perimetros
obtendo uma aproximagao com 39 casas corretas. Dai para frente ha registros de
aproximacoes feitas por fragoes continuas no século XVII e por séries de Gregory e
relacoes trigonométricas nos séculos seguintes.

A partir do século XX, a tarefa de calcular aproximacoes do 7 passaram para
os computadores. Numa primeira tentativa, em 1949 o ENIAC obteve 2037 casas
decimais corretas em 1973 ja eram um milhao de casas corretas a partir de um CDC
7600. O calculo de um ntmero muito extenso de casas decimais de 7 é importante
na computacao tanto para desenvolver sistemas de programacao como para testes
do funcionamento de computador novo.

Nao podemos deixar de citar a demonstracao da irracionalidade de 7 feita por
Lambert em 1767 de 72 por Legendre em 1794. Para uma leitura curiosa e surpre-
endente de ocorréncias do m ao longo da histéria dos quais citamos apenas alguns
recomendamos A cronologia m em Eves (2004) p. 141-148.

Por tudo que foi visto aqui nao podemos deixar de associar problemas de cons-

trugao geométrica com a teoria dos ntimeros algébricos e transcendentes que comeca
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a se desenvolver em meados do século XVIII e segue fascinando matematicos. Sa-
bemos que existem os niimeros transcendentes e que todos eles sao irracionais (mas

nem todo irracional é transcendente) mas provar que um determinado nimero é

[eN

trascendente costuma ser bastante complicado. A primeira demonstracao que e
transcendente deve-se a Hermite (1822-1901) em 1873, a demonstragao da trans-
cendéncia de 7 ocorreu em 1882 por Lindemann(1852-1839). Sabe-se que nimeros

da forma a®

com a algébrico diferente de 0 ou 1 e b irracional é um ntimero irracional
algébrico. Tal resultado foi obtido por Alexsander Osipovich Gelfond (1906-1968)
em 1934 trinta anos depois que Hilbert lancou o problema da verificacao da trans-
cendéncia de \/5\/§ que ficou conhecido como numero de Hilbert mas um niumero

como 7" é uma questao em aberto.

3.4 Na trigonometria e nos logaritmos

E curioso observar que mesmo as fungoes trigonométricas admitindo valores irra-
cionais na maioria dos casos notaveis, a histéria da trigonometria nao é associada a
numeros irracionais. Faremos aqui uma breve explanacao de como originalmente a
tabela de senos, cujas aproximagoes encontramos nas tabelas atuais e empregamos
amplamente nos problemas modernos, foi obtida a partir da trigonometria grega da
antiguidade.

A trigonometria é uma criacao grega destinada as necessidades da astronomia,
navegacao e cartografia que remonta os antigos conhecimentos dos babilonios. Re-
cebeu contribuicoes de vérios povos dentre eles hindus e mulgumanos. Seus estudos
iniciais levavam em conta triangulos esféricos, o que de qualquer forma pressupunha
conhecimentos da trigonometria plana. Os gregos acreditavam que a Terra era uma
esfera envolta por outra de diametro muito maior onde ficavam as estrelas fixas cujo
movimento era consequéncia da rotacao da esfera celeste e os corpos errantes, cha-
mados de planetas, o que incluia o Sol e a Lua vagueavam em movimento uniforme
sobre a superficie da esfera.

Para obter relacoes entre angulos e segmentos os gregos trabalhavam com cordas
de circunferéncia. Eles a dividiam em 360 partes denominadas grau e ao optar pelo
antigo sistema sexagesimal babilonio poderiam executar calculos com mais facilidade
do que sua tradicao original envolvendo multiplos e submultiplos do angulo reto. Na
figura 3.12 temos uma nocao de como os gregos procediam seu calculo com cordas

e como podemos relacionar a corda com o seno de um angulo.
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Admitindo o raio como 60 (unidade do sistema sexagesimal) temos:

A 1 AB 1
sena = ¢ =_. & = EocordaAB.

0OA 2 OA

. 1
Figura 3.12: sena = mcordaAB

Fonte: o autor, 2020

O Almagesto de Ptolomeu (90 - 168) é considerado a obra prima da antiguidade
com relagao ao assunto. Seu objetivo era descrever matematicamente o funciona-
mento do sistema solar, estreando e estabelecendo a teoria do geocentrismo que s6
seria contestado no século XV. Chegando até nds por interferéncias arabes como
seu proprio titulo sugere, encontramos nele uma tabela de cordas devidas a Hiparco
de Niceia (190 a.C a 120 a.C.) das quais nossas tabelas trigonométricas modernas
descendem.

J& eram conhecidos os comprimentos das cordas referentes aos angulos centrais
72° e 60°, que correspondem aos angulos centrais do pentagono e do hexagono regu-
lar, figurais de bastante interesse desde outras épocas. A partir disso Hiparco teria
utilizado o teorema dos quadilateros inscritiveis de Ptolomeu em um quadrilatero
cujo maior lado fosse o diametro do circulo trigonométrico para obter a corda da
diferenca de dois arcos conhecidos. Na Figura 3.13 podemos ver o teorema de Pto-
lomeu para quadilateros inscritiveis e em 3.14 como Hiparco teria procedido para
obter seus resultados.

Sejam os arcos AB = «a, AC = e AD o diamtero do circulo, entdao temos
AC =cordafp e BD = corda(180°—f), a corda do seu suplemento bem como

AB = cordaa e BD = corda (180°—«), a corda do seu suplemento. Dalf,

120 x BC = AC x BD — AB x CD

120corda (8 — «) = corda (f)corda (180 — «) — corda («v)corda (180 — 3).
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Figura 3.13: Teorema de Ptolomeu para quadrados inscritiveis

Teorema de Ptolomeu

AB x CD + AD x BC = AC x BD

Fonte: o autor, 2020

Figura 3.14: Teorema da corda da diferenca

Fonte: o autor, 2020

Similarmente se pode obter procedimentos para o calculo da corda metade e da
corda soma de dois arcos o que permitiu a Hiparco construir uma tabela dos senos
dos arcos de 0° até 90° com incrementos de 15”7, o que lhe permitiu resolver varios
problemas de astronomia, calculo de sombras e fazer resolucao de triangulos.

Esta abordagem da astronomia por meio da trigonometria permaneceu em des-
taque até o Renascimento quando seu desenvolvimento viu-se acelerado por conta
da necessidade de velocidade e precisao nos calculos para os mapas e obtencao de
rotas. Segundo essa mesma necessidade, surgiram os logaritmos com sua mara-
vilhosa capacidade de converter multiplicagoes e divisoes em adigoes e subtracoes
respectivamente. Para calculos extremamente complexos como aqueles advindos da
astronomia, da navegacao e das atividades comerciais que estavam ganhando cada
vez mais forga, esta possibilidade significou o aumento da precisao ja que os eventuais

erros cometidos pelo volume de contas poderia ser menor.
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Figura 3.15: Régua logaritmica

log 2 = 0.30
log 3 = 0.48
log 4 = 0.60
log 5 = 0.70
log 6 = 0.78
log 7 = 0.B5
log 8 = 0.90
log 9 = 0.85
log 10 = 1.00
1 2 3 4 5 B 78910

Fonte: Eves, 2004

John Napier (1550-1617) tinha conhecimento do método da prostaférese, que a
partir de férmulas tirgonométricas, podia reduzir longas multiplicacoes e divisoes a
somas e diferencas. E provavel que sua invencao tenha sido influenciada por esse
método antigo, mas o que de fato alicercou sua visao dos logaritmos foi a asso-
ciacdo entre os termos de uma progressao geométrica (b,b?,...,b™,...) e aritmética
(1,2,...,m,...) - ver Figura 3.15.

Napier percebeu que escolhendo ~ 1 teria suficiente proximidade dos termos
em progressao para que por meio de interpolagoes preenchesse as lacunas entre as
correspondéncias anteriores. Assim, Napier tomou b = 1 — 107 = 0,9999999 e para
evitar os decimais multiplicava cada poténcia por 107. O logaritmo neperiano de N,

era o numero L tal que

L
N=107(1- = (3.1)
107

O tratamento computacional no desenvolvimento dos seus calculos justifica muito

bem as escolhas de Napier. Veja que por 3.1 se N = 107, temos L = 0 e para

1
N = (1 — 1—07>: 9999999, virtualmente temos L = 1. Ainda em 3.1, podemos

observar que, dividindo N e L por 107, obtemos um sistema de logaritmos de base’

9Vale ressaltar que originalmente em seus trabalhos, Napier nio utilizou o conceito de base de

um logaritmo.
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Napier desenvolveu sua teoria durante 20 anos e publicou sua abordagem em 1614
num texto intitulado Mirifici logarithmorum canonis descriptio, algo como Descrigao
da Maravilhosa Lei dos Logaritmos. De acordo com Eves (2004), o impacto positivo
foi tanto que toda a Europa rapidamente adotou a invencao e o notavel astronomo
frances Laplace afirmou que os logaritmos duplicaram a vida dos astronomos dimi-
nuindo seu penoso trabalho com os calculos.

No ano seguinte a publicagdo de Napier, Henry Briggs (1562 - 1631) apés reco-
nhecer a genialidade da invencao de Napier sugeriu que as tabuas fossem refeitas,
levando em conta que o logaritmo de 1 fosse zero e o logaritmo de 10 fosse uma
poténcia conveniente o que veio a dar origem aos logaritmos decimais dos dias de
hoje. Esses logaritmos tem uma vantagem computacional ja que nosso sistema de
numeracao ¢ decimal. Briggs passou dez anos desenvolvendo sua ideia e publicou
em Arithmetica logarithmica uma tdbua com os logaritmos comuns dos niimeros 1 a
20000 e de 90000 a 100000 com quatorze casas decimais algo que s6 veio ser superado
entre 1924 e 1949 com publicacoes de tabuas de logaritmos com vinte casas decimais
pela ocasiao do tricentenario da descoberta dos logaritmos.

Por fim temos a invencao das réguas de cédlculo logaritmicas retas em que as
distancias entre os nimeros sdo proporcionais aos logaritmos indicados. Eves (2004)
explica que esse instrumento operava com um par de ponteiros como se fosse um com-
passo fazendo deslizar duas escalas uma ao longo da outra efetuando multiplicagoes
e divisoes pela adicao e subtracao dos segmentos da escala e que veio recebendo
aprimoramentos nos séculos seguintes e hoje diante das calculadoras e computado-
res cada vez mais modernos cairam totalmente em desuso figurando como pecas de

museu.

3.5 Na historia recente

As narrativas em historia da matematica dao um salto gigantesco entre o século
[T a.C. quando viveu Euclides e o século XV d.C. quando a Europa volta a desen-
volver matematica. Este periodo envolve o processo de dominacao islamica marcado
por praticas sociais e técnicas que levaram a investigacoes tedricas e o pensamento

cientifico explicando a pratica.

109



Os autores indicam que a exemplo do que havia nas culturas da antiguidade
oriental, a matemaética volta a se restringir ao tripé pragmatismo X recreacao X
pedagogia, adequando-se as regides comerciais do antigo Império Romano, agora
sob dominio do Isla. Exemplo disso é o desenvolvimento da matemaética italiana a
partir de Fibonacci (1170 - 1250) e seu Liber Abaci destinado as chamadas escolas
de abaco, dai o nome livro do dbaco, instituicoes com o objetivo de se ensinar
matematica pratica: calculo com numerais indianos, regra de trés, juros simples e
compostos e o método da falsa posicao para jovens.

O Liber Abaci apresentou uma algebra desconhecida dos europeus com notacoes
de extrema utilidade como os algarismos hindu-arabicos, sistema posicional de nu-
meragao e fragoes, adquirida por Fibonacci em suas viagens comerciais pela bacia
Mediterranea. O aclamado problema dos coelhos de Fibonacci, que daria visibili-
dade a uma das sequéncias mais instigantes ao pensamento humano, especialmente
depois de serem verificadas relagoes com o ntimero de ouro e sua presenca em diver-
sos padroes de fenomenos naturais, também surge nesse contexto. Devemos registrar
que o termo “sequéncia de Fibonacci” foi cunhado apenas no século XIX bem como
uma férmula geradora dos termos dessa sequéncia, devido a Binet (1786-1856).

Nesse meio tempo, a sequéncia de Fibonacci foi apropriada pela arte, arquitetura
e até mesmo por ramos das ciéncias naturais para explicar padroes de crescimento

na natureza como a filotaxia.

Figura 3.16: Retangulo dureo nas Artes

Fonte: o autor, 2020

Quando a matematica na Europa retorna o seu olhar novamente a problemas
mais abstratos, gerais e de consisténcia chegamos ao século XVI com uma &algebra
que nao dispunha de uma notacao universal. Os simbolos eram introduzidos e assi-
milados num ritmo vagaroso. Nessa época Christoff Rudolff (1499 - 1545) introduz

o simbolo 4/ em 1525 em alusao a abreviacao da letra r, inicial da palavra raiz, o
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que permitiria escrever radicais em geral.

As equagoes algébricas eram particularizadas pelos coeficientes numéricos (nao
havia uma representagao geral para estes) e tratada em casos dentre os quais nega-
tivos sequer eram admitidos. Sem duvidas estes fatos contribuiram para o atraso no
processo de teorias de resolucao de equagoes por férmulas. Viéte (1540 -1603) deu
importantes contribui¢oes na universalizacao das notagoes algébricas quando desen-
volvia seus estudos de equacoes ctibicas e quarticas. Chama atencao que a essa
época notacoes que se traduziriam na atualidade como v/v/108 + 10 — v/+/108 — 10
demonstram nenhum desconforto com o uso e emprego de féormulas de solugoes que
envolvem numeros irracionais a ponto de sentirmos que esses niimeros passam sem
nenhum destaque pelo periodo.

Viéte chegou a empregar trigonometria na resolucao de equacoes cubicas a exem-
plo do que fizemos na se¢ao anterior com o problema da trisseccao do angulo. Ele
e matematicos como Bombelli (1526 - 1572), Cardano (1501 - 1576) e Tartaglia
(1499 - 1557) dedicaram-se a descobrir solugoes por radicais de equagoes ctbicas,
quarticas e quinticas, mas séculos depois seriam dois génios precoces de morte igual-
mente precoce, Niels Henrik Abel (1802 - 1828) e Evariste Galois (1811 - 1832) que
estabeleceriam a impossibilidade de resolver equacoes gerais quinticas por meio de
radicais.

Muitos dos resultados nao publicados de Galois vieram a publico anos depois
apds o empenho de outros grandes matematicos como Joseph Liouville que publicou
varios de seus manuscritos e memérias e possivelmente se beneficiou destes para
dar suas contribuicoes a recém-nascida teoria dos nimeros algébricos iniciada pelos
trabalhos de Gauss e desenvolvida por Kummer (1810-1893), Kronnecker (1823 -
1891) e Dedekind. Liouville foi o primeiro a provar que existem nimeros irracionais

o0
transcendentes definindo pela série Z 1077 o que hoje chamamos de constante de

Jj=1
Liouville. De 14 para cd, ja se sabe que todo niimero de Liouville é um nimero

transcendente, mas o contrario nao é verdade. Como discutimos na Secao 2.8 a
teoria dos nimeros algébricos e transcendentes é das mais belas e profundas dentro
da matematica atual e um campo de pesquisa promissor com muitos problemas
ainda em aberto.

Devemos ressaltar também a ocorréncia de irracionais na teoria das probabilida-
des nos trabalhos de De Moivre (1667-1754) e Conde de Buffon (1707 - 1788) e o

0

problema das agulhas estreando a probabilidade geométrica!® e o problema das car-

10Recomendamos a leitura “Ntmeros irracionais” de LIMA (2016), conforme referéncias.

111



tas mal enderegadas que Nicolaus Bernoulli (1687 - 1759) propos a Euler que além de
resolvé-lo brilhantemente com o que ficaria conhecido como teoria das Permutagées
n

cadticas ainda mostrou que esse ntiimero é o inteiro mais préximo de —*!.

Leonhard Euler é o autor de varias das notacoes que usamos hoje c%mo e para a
base dos logaritmos naturais e 7 para a razao entre o comprimento e o diametro de
um circulo além de muitas outras que nao estao diretamente ligadas ao histérico dos
nimeros irracionais, mas sao de amplo uso. Os logaritmos naturais foram descritos
pela primeira vez por Nikolaus Mercator (1629-1687), mas foi Euler quem por volta
de 1730 estabeleceu a exponencial e o logaritmo como inversos. A Euler também
se deve a férmula ™ + 1 = 0 que relaciona de forma simples e bela ntimeros cuja
existéncia sempre foi relacionada a grandes evolugoes da matematica.

Dedekind interessou-se pelos irracionais quando ministrava aulas de célculo. O
pensamento corrente a sua época era que a continuidade dos pontos sobre uma reta
vinha da densidade, mas os racionais tem a propriedade de densidade e no entanto
nao formam um continuo. Indagando sobre esse fato, Dedekind fez a conclusao
contraria! Nao seria a ligacao dos pontos no segmento, mas sim a divisao deste em
duas partes por um ponto, o que deu origem a sua teoria dos cortes que permitiu

formar um continum de nimeros reais. Nas palavras de Boyer:

Em qualquer divisao dos pontos do segmento em duas classes tais que
cada ponto pertence a uma e somente uma, e tal que todo ponto numa
classe esta a esquerda de todo ponto da outra, existe um e sé6 um ponto
que realiza a divisdo [...] expresso aritmeticamente, isso significa que
para toda divisao dos numeros racionais em duas classes A e B existe
um e um s6 nimero real que produz essa Schinitt ou corte de Dedekind.
Se A tem um maior nimero, ou se B contém um menor nimero, o corte
define um ndmero racional; mas se A nao tem um maior elemento e B nao
tem um menor, entdo o corte define um ndmero irracional. (BOYER,
p-390, 2004)

A geometria ajudou, mas foi excluida da defnicao aritmética formal na busca
pelo rigor e com isso a ideia de corte substituiu a grandeza geométrica que ocupava
espagco relevante na analise.

Observa-se que Dedekind hesitou num primeiro momento a publicar seus pensa-
mentos, os quais se referia como uma observagao trivial capaz de revelar o segredo da
continuidade. Outro que se enveredou na busca por sanar os imbréglios do continuo
e do infinito foi Cantor que seguiu um caminho radicalmente distinto do seu contem-
poraneo e amigo Dedekind com quem trocava correspondéncias e em certa ocasiao

escreveu “Eu vejo isso, mas nao acredito” tao paradoxais eram os resultados obtidos.

HUPara este sugerimos “As permutacdes cadticas respondem: qual a probabilidade da brincadeira

de amigo oculto dar certo?” de Almeida, 2016.
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Os primeiros interesses de Cantor eram referentes a teoria dos niimeros, equacoes
indeterminadas e séries trigonométricas esta tultima o conduzindo a Analise o que
resultou em sua bela teoria de abordagem dos ntumeros irracionais a partir de
sequéncias convergentes e uma teoria dos numeros transfinitos, dando um trata-
mento ao infinito com certo grau de analogia a aritmética dos niimeros finitos o que
o langou para a construgao de sua obra prima: a teoria dos conjuntos de Cantor.

A teoria dos conjuntos de Cantor permitiu um avango magnifico nas teorias ma-
tematicas no final do século XIX, introduzindo mais clareza, generalidade e rigor
em varios dominios da matematica além de novas possibilidades de demonstragoes.
Um dos primeiros resultados dessa teoria, bastante surpreendente, estabelece o con-
junto dos racionais como enumeravel o que nao condiz com a intui¢ao por conta da
propriedade da densidade. A partir dai Cantor propos-se a gerar uma hierarquia de
conjuntos infinitos e isso da origem a sua aritmética dos transfinitos.

Cantor prova ainda que o conjunto dos niimeros algébricos é também enumeravel
(Teorema 2.51), mas d4 uma prova indireta e muito questionada de que o intervalo
(0,1) contém uma quantidade nado enumeravel de elementos. O método utilizado
ficou conhecido por diagonalizacao de Cantor, supondo que o intervalo é enumeravel
podemos organizar uma sequéncia com todos os numeros do intervalo e observar
que dessa disposi¢ao é possivel obter um nimero que ainda nao apareceu na nossa
lista, concluindo, portanto que a hipotese inicial estd equivocada. Em termos muito
simplificados, o que Cantor faz é construir um ntimero irracional que nao esta na lista
a priori, mas ele vai bem além e estabelece a existéncia dos nimeros transcendentes
(ver detalhes no exemplo 2.50).

Desde entao a teoria dos conjuntos de Cantor propoe duas subdivisoes dentro
dos nimeros reais: racionais X irracionais e algébricos X transcendentes. Em cada
caso temos o conjunto dos nimeros reais como a uniao disjunta de ambas as classes
de modo que a nao enumerabilidade de R decorre da nao enumerabilidade dos irra-
cionais na primeira e dos transcendentes na segunda. Curiosamente, a despeito de
conhecermos bem menos exemplos de transcendentes, quase todos os reais sao deste

tipo e, portanto, irracionais (ver Figura 2.3).
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Capitulo 4

Numa proposta de intervencao

pedagodgica

4.1 Algumas consideracoes sobre livros didaticos

atuais

Conforme discutimos na nossa revisao de literatura, os livros didaticos sao res-
ponsaveis por subsidiar boa parte do trabalho docente no ensino basico. Diante
das dificuldades enfrentadas pelos professores desde sua formacao, a abordagem e as
tarefas propostas nos livros didaticos se sobressaem ao nortear o processo de trans-
posicao didatica, chegando a ser muitas vezes o principal recurso para consulta de
professores e alunos de forma que é oportuno observar e refletir sobre este importante
recurso didatico dentro da andlise do problema dessa pesquisa.

Em suas investigacoes, Felix (2018), Santos (2013), Pommer e Pommer (2012) e
Souto (2010) nos dao acesso a uma consistente anélise de colegoes de livros didaticos
tradicionais na educacao bésica brasileira quanto a abordagem dos irracionais. Os
referidos autores analisam a conceituacao, conexao entre os temas tratados, ade-
quacao das figuras, exemplos, tarefas e intermediacao pedagdgica entre esses objetos.
Embora as metodologias adotadas por cada um sejam ligeiramente diferentes, as ob-
servacoes feitas ao fim, sao particularmente similares: a apresentacao dos nimeros
irracionais geralmente se constitui em situacoes pragmaticas e ou empiricas envol-
vendo a aproximagao de resultados sem maiores explicacoes.

Em Souto (2010) encontramos o maior volume de colegoes analisadas (9 com-
ponentes do ensino fundamental e 5 do ensino médio) a partir de quatro pontos

(definicao, representagao, tarefas e abordagem histérica). No item defini¢ao, o autor
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avalia como as defini¢oes dos objetos matematicos colaboram na tarefa de concei-
tualizacao, o que em sua visao é algo mais amplo e delicado, envolvendo o item das
representagoes. Para Souto (2010) é importante destacar que os objetos matemaéticos
se distinguem de suas representacoes e registros que podem ser verbais, simbdlicos
ou geométricos, mas que sem estas nao ha sintese de saber matematico, sendo ne-
cessaria a coordenacao de dois registros distintos, ao menos, para a compreensao de
um conteido. Para Souto (2010) a abordagem histérica é a oportunidade de contex-
tualizar o tema de forma interna a matematica ou externa no pertinente ao contexto
socio-cultural da época. Desta forma se avalia se a mencao histérica apresenta-se
deslocada da teoria e que serve apenas como informacao adicional, dando énfase a
datas e nomes ou ajuda a problematizar enriquecendo a teoria e fundamentando
técnicas, verificando também se essa abordagem se dé no decorrer do texto ou em
anexos e apendices.

Souto (2010) destaca as tarefas como fonte de interagao e colaboragao entre pro-
fessores e alunos que estabelece os padroes praticos de ensino. Nesse sentido separa
os exercicios que valorizam procedimentos e padroes de memoria prévia daqueles
que se centram na construcao do conceito e exploragao de multiplas representacoes
e explicagao de raciocinio, promovendo dominio de conceitos. Dentro desses gru-
pos, Souto (2010) enumera ainda as atividades mais frequentes no tratamento dos
irracionais, conforme os objetivos da tarefa: classificatérios (verdadeiro x falso, per-
tinéncia, racional x), encontrar fragdo geratriz, obter irracionais entre outros dois,
calcular aproximagoes, sequenciar irracionais, representar nimeros na reta real, es-
tudo de intervalos numéricos.

A partir destes critérios, Souto (2010) faz um levantamento numérico levando
em conta toda variedade comportada pelos itens apresentada nas obras exibindo-as
em matrizes, conduzindo assim uma analise quantitativa-qualitativa que permite ver
com bastante clareza os dados pesquisados.

Ao invés de apresentar uma nova andlise dos mesmos livros que Souto (2010)
ja tem inclusas em seu trabalho, preferimos apropriamo-nos de sua metodologia
para analisar as atuais cole¢oes aprovadas pelo programa nacional do livro didatico
(PNLD) para fazer um levantamento das potencialidades e pontos onde hé neces-
sidade de uma complementacao pedagogica segundo nossas referéncias para assim
conceber uma proposta de intervencao pedagdgica que sirva de subsidio para o pro-
fessor ressignificar esse contetido em sua pratica.

A colegao “A Conquista da Matematica” adotada dentro do programa PNLD
(Programa Nacional do Livro Didético) para o periodo 2020-2024 da editora FTD
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estd em sua quarta edicao. Os numeros irracionais sao tratados nos volumes refe-
rentes aos oitavo e nono anos. No volume do oitavo ano, o conjunto dos nimeros
racionais é retomado com vistas, nas palavras do autor no manual do professor, para
que o aluno possa explorar o conjuntos dos irracionais e dos reais estando essa pro-
gressao fundamentalmente associada a compreensao dos demais conjuntos numéricos
ja vistos pelos alunos. Os niimeros racionais sao entao apresentados em situagoes co-
tidianas que enfatizem a inclusao de N e Z por Q. O autor afirma que todo racional
é o resultado da divisao de dois nimeros inteiros. A reta numérica é utilizada como
instrumento para estabelecer a comparagao de racionais e os algoritmos das quatro
operacoes para racionais na forma fracionaria e decimal sao sistematizados, mas nao
justificados e seguidos de uma bateria de exercicios que visivelmente se propoe a
promover a assimilacao desses algoritmos. Temos uma abordagem de porcentagens
num contexto altamente voltado para a matematica financeira para entao o texto
abordar as dizimas periddicas e suas fragoes geratrizes entre exemplos, exercicios re-
solvidos e exercicios propostos similares aos resolvidos, havendo uma secao ao final
do capitulo propondo-se a investigar a distincao entre decimais exatos e periddicos
usando calculadora e uma secao de exercicios retomando os estudos da unidade.

O segundo capitulo do 8° ano pretende introduzir os ntimeros reais juntamente
com o tema potenciacao e raizes. Os ntimeros irracionais sao apresentados por meio
de exemplos que contrastam expansoes decimais periddicas e aperidédicas sem muita
conexao com o que foi feito anteriormente no capitulo. Por defini¢ao, diz-se que
numero irracional é todo nimero cuja representacao decimal é sempre infinita e
nao periédica e que nao pode ser representada na forma % com a e b inteiros e
b # 0. Segue-se como atividade trés exercicios classificatérios e o autor apresenta
o conjunto dos nimeros reais como reuniao dos racionais e irracionais e as regras
de fechamento das quatro operagoes dando uma ideia de gradagao para induzir ao
raciocinio da inclusao dos naturais pelos inteiros, dos inteiros pelos racionais e por
fim dos racionais pelos reais propondo mais uma série de atividades sendo quatro
classificatorios e trés de ordenamento. Outra série de exercicios é proposta na se¢ao
retomando o que aprendeu com uma miscelanea de exercicios referentes aos assuntos
do capitulo praticamente encerrando o tema neste volume. Nao detectamos mengao
ao termo irracional ou o uso desses nimeros em exemplos nos demais capitulos,
exceto na apresentacao de m como nimero irracional que aproxima a razao entre
comprimento e diametro de qualquer circunferéncia. Neste momento também surge
a férmula da area do circulo e todos os exercicios propostos pedem para utilizar
T =3, 14.
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O tema é retomado no primeiro capitulo do volume seguinte, entitulado “A
geometria e a descoberta do numero irracional” que usa a relacao do Teorema de
Pitagoras de modo particular no triangulo retangulo isésceles para produzir radicais
aritméticos. A abordagem é contextualizada com o calculo aproximado de radicais e
localizacao de irracionais na reta pelo transporte de medidas de segmentos de retas
que correspondem as hipotenusas dos triangulos e que tem medidas irracionais.
Temos quatro exercicios que simulam os procedimentos apresentados no texto e na
sequéncia o nimero 7 é retomado aos moldes do que foi feito no volume anterior e
acompanhado de seis exercicios. Repete-se também a sistematizacao dos nimeros
reais conforme a abordagem do livro anterior e trés exercicios bastante similares e a
discussao se envereda para a potenciacao de nimeros reais onde as bases em geral
sao inteiras ou racionais e os expoentes passam dos naturais aos inteiros e por fim
racionais.

Na sequéncia nao ha mais mencoes aos irracionais. O capitulo seguinte trata
de radicais aritméticos sem fazer qualquer conexao com os nimeros irracionais. O
foco é dado na algebra das operacoes em meio a uma quantidade exorbitante de
exercicios operacionais e até repetitivos em certo ponto. A potenciagao com expo-
entes racionais que poderia ser um elo entre os dois elementos e um facilitador da
aquisicao, pelo aluno, dos mecanismos das operagoes com os radicais é apresentado
ao final do capitulo sem fazer essa conexao. Na unidade 5, o autor comeca a in-
troduzir a geometria da semelhanca por meio das ideias de razao e proporcao de
segmentos. A distingao entre segmentos comensuraveis e incomensuraveis é feita,
mas nao aprofundada ou contextualizada na histéria ao invés disso o texto des-
via para as escalas como aplicacao ttil desse conhecimento e os quatro exercicios
propostos tratam apenas de segmentos comensuraveis.

A partir da unidade 7 que trata do teorema de Pitdgoras, agora de forma
abrangente, e de relagdoes métricas entre circunferéncias e figuras poligonais regula-
res, exemplos e exercicios com numeros irracionais tornam-se mais frequentes nos
capitulos da unidade seguinte que trata de fungoes eles voltam a passar desaperce-
bidos.

A colegao “Contato” adotada dentro do programa PNLEM (Programa Nacional
do Livro Didético do Ensino Médio) no periodo 2018-2020 da editora FTD estd em
sua primeira edicao. O tema “numeros irracionais” aparece dentro do capitulo 1,
que trata de conjuntos, no tépico conjuntos numéricos. Ao todo nove paginas desse
volume de dedicam a este topico e se propoem a retomar e aprofundar conceitos

relacionados aos conjuntos N, Z, QQ, Iz, R que ja foram estudados nos anos anteriores.
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Os numeros racionais sao evocados a partir do problema da medida, a definicao
apresentada é a simbodlica e muitos exemplos de decimais exatos e periddicos sao
mostrados bem como é mencionada a inclusao dos inteiros nos racionais e sao citados
os subconjuntos. Temos um grupo de exercicios resolvidos destinados a mostrar
como determinar a fracao geratriz de um niimero racional e na sequéncia um outro
grupo de atividades com 11 questoes propostas das quais trés sao classificatorios,
dois de linguagem de conjuntos, trés de ordenagao, trés de conversao entre as formas
fracionaria e decimal e percentual.

Os numeros irracionais surgem apods esse grupo de exercicios. Sao apresentados
como um complemento dos racionais quanto ao problema de medir e sua descoberta
atribuida aos pitagéricos com mencao ao caso da diagonal do quadrado. E dito que
a representacao decimal de v/2 possui infinitas casas decimais nao-periédicas e desta
forma nao admite ser escrito como fragao de inteiros. As calculadoras e computado-
res sao evocados para obter as expansoes decimais com casas aproximadas. Raizes
quadradas de numeros nao quadrados perfeitos e ciibicas de nao cubos perfeitos e
o m sao empregados como exemplos e tem sua representacao decimal aproximada
exibida. A seguir, a ideia de ordenamento é ilustrada numa figura que representa
parte da reta real e o conjunto dos ntimeros reais ¢ imediatamente apresentado como
um conjunto infinito e ordenado que resulta da reuniao de racionais e irracionais.

Na sequéncia temos uma nova secao de atividades. Em dois desses exercicios
usa-se o Teorema de Pitagoras como instrumento para obter as medidas das di-
agonais de retangulos: um desses exercicios pede a classificagdo do resultado em
racional e irracional enquanto no outro a finalidade é construir segmentos de reta
cujo comprimento é dado por ntiimeros irracionais, mas nada ¢é dito sobre incomen-
surabilidade. Das demais atividades duas dizem respeito ao calculo aproximado com
radicais e uma delas utiliza o método de Herao e o uso da calculadora como forma
de verificacao do método. H4a ainda uma atividade sobre ordenamento, linguagem
de conjuntos, construcao de exemplos sobre o nao fechamento dos irracionais para o
produto, um desafio retirado do ENEM relacionando fracoes e musica e uma questao
contextualizada envolvendo a sequéncia de Fibonacci e obtencao do niimero de ouro:
o enunciado explica como obter novos termos da sequéncia a partir do terceiro e que
a razao de qualquer termo pelo imediatamente anterior sao valores aproximados
para ¢. Apds enunciar estas propriedades, a questao pede para explicar porque ¢
nao pode ser escrito na forma % e para obter trés aproximacoes para ¢ expandindo
a sequencia de Fibonacci.

Dai para frente temos exemplos isolados do calculo de valor numérico de funcoes
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envolvendo radicais aritméticos. A maior concentracao ocorre a partir do trata-
mento das fungoes exponencial e logaritmo, contudo nao registramos nem mesmo
nos capitulos referentes a estes temas, mencgao ao niimero e ou ao fato de que niimeros
da forma loga onde a nao é poténcia de 10 sao irracionais. Existe um exercicio de-
safio associando a construcao do retangulo dureo ao ntmero de ouro na unidade
sobre funcgoes quadraticas. Chamamos a atencao para o fato de que a continui-
dade dos graficos ¢é tratada de forma absolutamente natural ainda que nao se faca
mencao a ideia de densidade dos racionais ou irracionais dentro dos reais. A partir
do capitulo 9 os autores iniciam o tratamento da geometria com a trigonometria
do triangulo retangulo. Nao ha mencao a comensurabilidade de dois segmentos, os
irracionais cumprem um papel de ferramenta, aparecendo como medidas de razoes
trigonométricas dos angulos notdveis ou do lado de algum poligono. A tabela tri-
gonométrica apresenta aproximagoes dos seno, cosseno e tangente dos angulos cujas
medidas inteiras vao de 1° a 89° para a resolucao de problemas, apenas no manual do
professor se faz uma indicacao de que o professor deve explicar que estes valores se
tratam de aproximagoes de niimeros irracionais. Os volumes seguintes, em esséncia,
seguem essa forma.

Aplicando o crivo formulado por Souto (2010) concluimos que as duas colegdes
utilizam exemplos como fontes de conceituagao, abusam de exercicios que valorizam
a mecanizacao de memorias prévias e trazem pouquissima contextualizagao histérica
ao invés de usar essa contextualizagao para formular conceitos de forma aprofundada
ao estabelecer relacoes internas e externas na matematica como da comensurabili-
dade e irracionalidade favorecendo a diversidade de registros e coordenacao entre

elas. Apresentamos a seguir nossa alternativa de complementagcao.

4.2 Aula 1l - Comensurabilidade, irracionais e cons-
trucoes geométricas

O objetivo geral da Atividade 1 é discutir a nogao de comensurabilidade concreta-
mente a exemplo de como faziam os antigos gregos, mostrando como se pode medir
pares de segmentos usando uma unidade de medida comum para os dois (muitas
vezes) um dos préprios segmentos) mas que ha pares de segmentos em que isso é im-
possivel. A partir dai podemos introduzir o contraste entre os conceitos de niimero
racional e irracional associando concepcoes algébricas e geométricas e favorecendo

uma compreensao aprofundada.
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Pensamos em sugerir estas atividades conforme elas nos foram sugeridas em
Santos (2013), fazendo uso dos instrumentos tradicionais de desenho geométrico
(compasso, régua nao graduada e esquadros), contudo o professor deve estar alerta
quanto aos contratempos que podem surgir no desenvolvimento das tarefas: difi-
culdades dos alunos no manuseio correto dos instrumentos e até mesmo limitagoes
fisicas dos aparelhos. Alternativamente, para dirimir esses problemas o professor
pode optar por conduzir a atividade com pedagos de barbante para simular os seg-
mentos e fazer o transporte de medida de forma ainda mais eficaz ou até mesmo
executa-la no ambiente do software Geogebra onde é possivel movimentar segmentos
de comprimento fixos previamente dados. Contudo esses pormenores que oferecem
potenciais dificuldades devem ser mencionados mesmo na execucao adaptada das
aulas ja que contribuiram de forma singular no desenvolvimento dos problemas re-
lativos a comensurabilidade.

A primeira etapa desta sequéncia dedicar-se-ia de forma mais incisiva a mostrar
as possibilidades de verificar que dois segmentos sao comensuraveis. A esséncia dessa
atividade esta no significado do ato de medir assim é conveniente o professor fazer
um recorte da evolugao dessa nogao ao longo do tempo ressaltando o papel de uma
unidade de medida padrao adequada.

A segunda etapa apresenta um método de construcao geométrica para obter
um segmento de reta qualquer a partir de um segmento originalmente dado. Tal
método tem sua execucao e generalidade apoiada sobre o teorema fundamental da
semelhanca, dessa forma o professor pode estabelecer mais uma vez uma conexao
entre ideias algébricas e geométricas. Apds elucidar o método e seu funcionamento,
propomos duas construgoes que podem ser executadas a partir da mediatriz de um
segmento e do transporte de medida com compasso e a iteracao do processo de
construcao o que permite ao aluno concluir que todos os segmentos representados
por numeros racionais sao comensuraveis.

A terceira etapa é um complemento a primeira. Apresentamos pares de segmen-
tos comensuraveis, em particular o comprimento e o diametro da circunferéncia cuja
razao é o numero w. Ao propor que o experimento seja feito sobre distintos objetos
pretendemos que o aluno verifique a incomensurabilidade destes pares de segmen-
tos apesar dos possiveis tamanhos. Esta etapa pode estabelecer uma conexao com
as representacoes decimais que serao discutidas na proxima secao de atividades, o
professor pode solicitar que o aluno obtenha os valores das medidas e execute as
razoes para verificar o que seriam as aproximagoes de w. Com isso substituimos o

empirismo que tradicionalmente permeia a abordagem de apresentacao da irraciona-
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lidade de 7 pela sua representacao como relacao de dois segmentos incomensuraveis
o que por definicao faz dele um irracional.

Na quarta etapa trabalhamos com uma outra classe de irracionais: os radicais
aritméticos. Como dissemos no capitulo anterior, existem fortes evidéncias de que
o Teorema de Pitagoras nao tenha de fato qualquer relacao com a descoberta dos
incomensuraveis mas pode ser um excelente recurso para ressignificar o conceito por
detras desses numeros além de que essa abordagem conjunta propoe a retomada
do carater geométrico do Teorema cujo conteido vem sendo reduzido pela presenca
massiva de exercicios essencialmente algébricos. O Teorema de Pitagoras coleciona
mais de trezentas demonstracoes e para este momento sugerimos aquelas que apelem
fortemente para conceitos geométricos uma vez que estabelecem compreensao do fato
de forma mais simplificada sem a necessidade de apelar para fatos complementares

que nos desviariam o foco dos niimeros irracionais.

Figura 4.1: “Demonstracdes geométricas” do Teorema de Pitdgoras

a b b a
C a b =
S al o |2 -2
- a 1T
| a
\ b{BGe= bh b b
a b 4 b
S/ k¥
a? + b? = C?

Fonte: Google, 2020

Estando esclarecido o contetido do Teorema de Pitagoras, vamos utiliza-lo como
ferramenta para localizar os niimeros irracionais da forma ,/p onde p é primo. Vimos
que os numeros irracionais correspondem a segmentos de reta incomensuraveis com
a unidade, portanto nao podemos localiza-lo na reta como fazemos com os racionais.
Utilizando o Teorema de Pitagoras para obter segmentos de reta que correspondam
a esses numeros e o compasso para fazer o transporte dessas medidas somos capazes
de localizar esses nimeros na reta real.

Esta atividade pode ser associada a ludicidade das artes graficas, produzindo

motivacao como combustivel para o aprendizado.
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Fonte: Google, 2020

4.3 Aula 2 - Representacao decimal de niimeros

racionails e irracionais

O objetivo da Atividade 2 é caracterizar os ntimeros irracionais quanto a sua
representacao decimal infinita e nao-periddica. Cada etapa dessa sequéncia gira em
torno de uma situacao onde o aluno é direcionado a verificar condigoes que estabe-
lecem a aperiodicidade de uma representacao decimal. Desta forma trabalhamos as
duas defini¢oes de nimeros irracionais coordenando ideias representativas diferentes
do mesmo objeto o que favorece o aprendizado conforme Souto (2010).

Para inicio da primeira etapa, sugerimos que o professor retome a definicao
de numero racional e os métodos de conversao entre as representacoes decimal e
fraciondria de um racional onde o aluno podera relembrar a definicao de fracao de
inteiros e o papel dos fatores no denominador. Vejamos nos paragrafos a seguir,
como os itens da primeira etapa da atividade 2 exploram o tema dentro da teoria
das probabilidades de um evento ocorrer dado um epsaco amostral finito.

Os itens “a” e “b” tratam de fazer o aluno observar sobre quais condigoes a
divisao de dois inteiros resulta num outro inteiro ou num fracionario maior ou menor
que um, relembrar as técnicas de conversao entre as formas fracionaria juntamente
com a andlise do que é ser “ser mais ou menos provavel”.

O item “c¢” gira em torno da percepgao das condigbes sobre as quais a divisao
entre inteiros é decimal exato ou dizima peridédica. Enquanto que o item “d” destina-
se a perceber que é impossivel a divisao de dois inteiros ser irracional e sendo este
um evento impossivel associado a probabilidade zero.

Os questionamentos seguintes ampliam o problema incluindo a reposigao das fi-
chas sorteadas e a ampliagao da numeracao das fichas até 20 e pretendem ampliar
a percepcao dos alunos quanto aos mecanismos do calculo das probabilidades. Fa-

zendo as comparagcoes dos resultados item a item, o professor terd a oportunidade
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de formalizar a ideia de que as decomposi¢oes em primos no denominador sao de-
terminantes para as mudancas nas respostas. Podemos perceber que o problema
fica cada vez mais complicado a medida que expandimos a quantidade de niimeros
primos incluidos na numeracao das fichas pois os resultados dependerao do rastreio
desses nimeros. Este pode ser o momento mais conveniente para o professor discutir
os Teoremas sobre representacao decimal apresentadas no capitulo 2.

Na segunda etapa apresentamos a constante de Champernowne, cuja repre-
sentacao decimal é visivelmente construida pela sucessao dos numeros naturais,

(1)

conclusao a ser retirada no item “a”. No item “b” o aluno devera aprofundar-se
no padrao de formacao indicado no item “a” e constituir um método eficaz para
prever os digitos da expansao decimal, dessa forma espera-se que os alunos perce-
bam que diferente do que acontece com as dizimas periddicas, quanto maior a ordem
da posicao do digito pedido mais dificil é prever que algarismo é esse. Este fato pode
ser usado para principiar a conclusao de que este nimero € irracional como se pede
em “c”. Propomos um exercicio similar com o ntimero 1,101001000. .. para fixar as
ideias da discussao.

A terceira etapa pode ser iniciada da retomada da terceira etapa da atividade
anterior. Esperamos que os alunos percebam que o valor do quociente entre o com-
primento e o diametro de todas as circunferéncias gira em torno de 3,14 que é co-
mumente estabelecido como valor aproximado da constante 7. O uso da calculadora
nesse momento ¢ indicado como potencializador no sentido de acelerar o processo do
calculo e permitir que a experiéncia se concentre na andlise dos resultados e seja am-
pliada analisando mais casos. Ainda nessa etapa, propomos uma segunda pesquisa
que pretende investigar a distribuicao irregular de digitos na infinita expansao deci-
mal de 7 que pode ser visualizada na pagina https://www.atractor.pt/mat/fromPI/
Plsearch.html. Ao inserir um bloco de até oito digitos consecutivos no buscador da
pagina, podemos ver o nimero de ocorréncias desse bloco dentro de um limite de
observagao que considera no minimo 1000 e no méaximo 2147483000 casas decimais
(podemos ajustar esse limite de observagdes conforme nosso interesse) além de po-
der visualizar de qualquer uma dessas ocorréncias. Dessa forma, entre os resultados
que obtiver em comparacao com os de seus colegas, o aluno devera perceber que
aumentando o limite de observagao o niimero de ocorréncias se distribuem de forma
totalmente irregular levando a concluir que 7 é efetivamente irracional.

Estamos cientes de que essa é ainda uma observacao empirica, contudo uma
demonstracao da irracionalidade de 7 é tao complicada e inapropriada nesse mo-

mento escolar que vemos nessa proposta um referencial adequado e mais profundo
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do que geralmente se faz nas apresentacoes de m nos livros didaticos. O fato é que o
aluno nao tem acesso aos conhecimentos necesséarios para compreender ou fazer uma
demonstracao efetiva da irracionalidade de m mas essa atividade visa que ele consti-
tua uma argumentagao satisfatoria e embasada no conceito ao invés de meramente

observar.

4.4 Aula 3 - Operacoes envolvendo niimeros irra-
cionais; Leis de fechamento e demonstracao

de resultados

Acreditamos que as duas atividades anteriores dao conta de apresentar os niimeros
irracionais conceitualmente de forma satisfatéria a nivel do nono ano do Ensino Fun-
damental. Indo pelo caminho normalmente adotado para outras espécies numéricas,
temos o tratamento das operagoes aritméticas e suas propriedades. Propomos agora
nesta terceira aula, algo similar para os niimeros irracionais e que nao costuma vir
nos livros didaticos: um detalhamento do funcionamento das operagoes em I.

Conforme indicamos no Capitulo 2, ha autores que cogitam a omissao do tra-
tamento dos irracionais argumentando sobre a dificuldade conceitual e os poucos
resultados praticos de tratar essa espécie numeérica, contudo isso inevitavelmente
abre uma lacuna no conhecimento dos alunos. Paralelamente assinalamos que a
demonstracao de fatos e propriedades matematicas vem desaparecendo do ensino
basico sob os mesmos argumentos. Gragas a isso a disciplina vem sendo desenvol-
vida como um corpo de técnicas e procedimentos.

Dadas essas circunstancias vimos oportunidade para aproveitar as caracteristicas
das demonstracoes usuais sobre os conceitos e operacoes envolvendo niimeros irra-
cionais de acordo com o alerta feito por Schwarzenberger e Tall (1978) trazendo de
volta o espirito argumentativo e a demonstragao como objeto de consolidacao de
propriedades e fatos para o ensino basico conforme PCN, desta forma temos a opor-
tunidade de apontar caminhos alternativos para dois problemas da educacao basica
cujas solugoes se complementam no sentido de dirimir as dificuldades impostas por
um e por outro.

Para que isso se dé, o professor mais do que nunca deverd assumir o papel de
mediador para conduzir as etapas das demonstracoes que compoem as atividades.
Geralmente as demonstragoes de irracionalidade sucedem por reducao ao absurdo ou

construcao de contraexemplos, algo esperado haja visto que a defini¢ao de irracional
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estd ligada a negacao de uma condicao de existéncia.

Um pequeno texto introdutério explicando a distincao entre a demonstracao
direta e a demonstracao por absurdo, com énfase nessa tultima, foi anexada no
enunciado da primeira etapa com o intuito de tornar bastante acessivel aos alunos
da faixa etaria indicada a execucao da proposta. Exemplificamos os dois estilos de
demonstracao nos apropriando da transposicao da linguagem quotidiana a algébrica
que se espera que os alunos tenham contato desde o 7° ano do Ensino Fundamental
conforme PCN e BNCC.

A principio propomos a demonstracio da irracionalidade de /2 partindo da
construcao de uma igualdade algébrica que retrata a suposicao da negacao da tese,
fazendo uso de argumentos e fatos gerais que podem ser observados no préprio desen-
volvimento da demonstragao, como a paridade de um inteiro ser condi¢ao necessaria
e suficiente para que o seu quadrado também o seja, chegasse a conclusao de que
ambos os termos de uma fracdo que representasse em /2 deveriam ser pares ou
equivalentemente perceber que a igualdade obtida em III é contraditéria dadas as
quantidades de fatores dois em cada membro sendo isto o que nos permite concluir
a irracionalidade de v/2.

A forma como as demonstragoes propostas foram fragmentadas para o aluno
preencher focam em mostrar aos alunos as agoes e os elementos de destaque de uma
demonstracao: conjecturacao (hipdtese), argumentagao (fatos matematicos gerais e
conhecidos), conclusao (tese). O professor pode estimular demonstragoes anédlogas
para o aluno assimilar essa estruturacao que além dos conhecimentos acerca dos
irracionais traz reflexoes sobre a estrutura do raciocinio légico, verdadeira matéria
da matematica.

As préximas demonstracoes indicadas sao feitas pela elaboracao de contraexem-
plos o que pede ao aluno criatividade dentro de suas observagoes (competéncia pre-
vista pela BNCC). E preciso deixar claro que o exemplo nao serve para provar que
vale, mas ¢ util para provar que nao vale. Os radicais aritméticos, classe de irraci-
onais mais estudada no Ensino Fundamental, pode ser amplamente explorada aqui,
porém o professor do Ensino Médio poderia propor atividades similares a essas com
logaritmos e niimeros trigonométricos.

A segunda etapa dessa atividade traz a discussao da ideia de fechamento de
um conjunto, resgatando o sentido dessa nocao como algo que se estabelece intrin-
secamente com relacao a forma como a operacao aplicada sobre elementos de um
conjunto produz ainda elementos do conjunto, assim mostramos exemplos particu-

lares restritos que permitem assimilar melhor o funcionamento dessa ideia e vamos
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em direcao a conjuntos numéricos mais gerais abrindo espaco para a discussao da
ampliacao até o ponto de ruptura entre racionais e irracionais. O fechamento dos
inteiros e a definicao de racionais farao o papel de conhecimento matematico prévio
que juntamente com a manipulacao algébrica subsidiarao a possibilidade de con-
cluir que os racionais sao fechados para as quatro operagoes fundamentais. De posse
dessa informacao, o aluno poderda mostrar, com a técnica de redugao ao absurdo,
que somas e produtos entre racionais e irracionais sao irracionais. Este movimento
mimetiza a sintese e evolucao do saber matematico: levantamento de hipdteses,
apropriacao e uso de conhecimentos matematicos validados teis, conclusao, gene-
ralizacao e aplicacao. E importante que dentro desse processo o professor deixe claro
que nao ha linearidade, portanto devemos valorizar as tentativas dos alunos e nao
censurar seus erros mas utiliza-los como potencializadores da percepcao do porqué
da estratégia ser considerada um equivoco e como chegar a estratégia correta.

Essa aula nao se propoe a substituir o tratamento dos radicais aritméticos como
propostos pela BNCC e PCN para o 9° ano do Ensino Fundamental mas permitem
que o assunto seja tratado de forma qualitativa e ampla abrindo espago para mais
confrontos com registros distintos, representacao algébrica e associacao de defini¢oes
abrindo espaco para um processo de contorno de obstaculos didaticos que favorecerao
o aprendizado. Outra sugestao viavel dentro desta situacao é mostrar a equivaléncia
entre os radicais e as poténcias de base positiva e expoente fracionario das quais o
aluno poder-se-ia apropriar das propriedades operatoérias destas para estabelecer as
propriedades operatoérias daqueles optando pelo uso de uma ou outra representacao

conforme a conveniéncia.

4.5 Aula 4 - Calculo de aproximacoes

Essa sequéncia propoe-se a investigar a oposi¢ao entre aproximado e exato dentro
da matemadtica, algo que costuma instigar e causar inseguranca entre os alunos
sobre quando e como esta tudo bem utilizar aproximagcoes para fazer calculos. Os
nimeros irracionais sao uma boa fonte para este debate ja que nosso acesso a eles
como recursos computacionais é essencialmente dado por aproximacoes racionais
conforme Pommer (2012).

Este é o momento oportuno para enfatizar que nao vivemos num mundo ideal
onde nossas operagoes e problemas matematicos lidam apenas com ntimeros inteiros,
decimais finitos ou fragoes bem ajustadas como os livros, por excesso de exemplos,

pretendem nos fazem crer. Qualquer medida abrange intrinsecamente algum erro
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decorrente de limitagoes fisicas do processo de medir que podem ser relativos aos
instrumentos utilizados ou a quem executa o processo de medicao. Portanto o
resultado de uma medida é sempre uma aproximagao cuja lisura depende do grau
de certeza ou precisao que podemos ter mediante a técnica executada e a ordem
de grandeza do que se pretende medir. Fica entao explicito que o problema a ser
resolvido é o que define como devemos refinar uma aproximagao para minimizar a
incerteza e a propagacgao de erros.

A inseguranga dos alunos advém de expressoes como “adote m = 3,147, “use
V2 = 1,47, “considere /3 = 1,73”, frequentemente usados em exercicios de livros
didaticos e exames como o ENEM onde o simbolo = é empregado como abuso de
notacao quando pretende dizer que para aquela situacao é suficiente tomar o irracio-
nal como aquele valor e nao que é de fato igual aquele valor. As sociedades antigas ja
lidavam com aproximacoes na era pré-crista conforme o capitulo 3. Buscamos neste
fato uma sequéncia de atividades que possibilitasse o aluno entender na pratica o
que significa refinar uma aproximacao com métodos iterativos capazes de fornecer
resultados cada vez melhores, instruindo na direcao desse julgamento.

A primeira etapa gira em torno de discutir a finalidade das aproximacgoes quanto
a calculos consecutivos. A atividade pode ser realizada com apoio no desenho
geométrico mas pode atingir maior grau de eficicia com o software Geogebra. A
ideia da atividade é empregar o algoritmo babilonico para o calculo aproximado de
raizes quadradas (a calculadora deve ser utilizada substituindo o cdlculo manual para
potencializar o protagonismo da andlise). Para cada itera¢ao proponha a construgao
do quadrilatero retangulo cujas medidas dos lados sejam os nimeros sugeridos no
passo-a-passo, estimule o aluno a fazer os calculos intermediarios com a forma fra-
cionaria, discutindo como esse procedimento tende a minimizar a propagacao do erro
até que se chegue a um ponto onde seja interessante parar o processo. Sedimentado
este conhecimento, o professor pode instigar o aluno como aplicar as novas ideias

para calculos do estilo V5,

Figura 4.3: Célculo aproximado de v/5 e 4reas

Areade PTSR=5 Areade KLON =5 Areade EFJH=5 | 9= 167 Areade ABCD=5 1

5=223 k=214 - A B
P |K |, & " 5
‘ =3

=224 =233

Fonte: o autor, 2020

Esta etapa se conclui com um questionamento sobre a racionalizagao, outro ponto
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de instabilidade para os alunos: quando racionalizar? Para qué? As respostas para

essa discussao podem surgir naturalmente quando se propoe o célculo manual das

V2 1
formas decimais - e — que sao indiscutivelmente o mesmo niimero mas o calculo

2
manual da aproximag?u\)/; muito mais suave (e confidvel) no primeiro caso.

A segunda etapa da aula pode se conectar de forma particular as 1% e 2% etapa
da aula 3 onde se discutiu as operagoes com numeros irracionais, mas agora com
o intento de contornar obstaculos didédticos que surgem aqui como heranca da ex-
periéncia do pensamento operacional dos demais conjuntos conforme apresentado
em Corbo (2012). Aqui as observagdes restringem-se aos radicais aritméticos uma
vez que a sugestao ambienta-se no nono ano, mas é possivel para o professor do
Ensino Médio fazer discussoes similares envolvendo os logaritmos e os nimeros tri-
gonométricos neste mesmo segmento de Ensino. Novamente fazendo uso da calcu-

ladora, os alunos deverao usar as discrepancias entre as aproximagoes para observar

que:
o Va+Vb#Va+0b o Va—Vb#Va—1b

As duas sentencas a seguir por outro lado podem ser comprovadas com proprie-

dades de potenciagao:

e Va-vb=vab

4.6 Aula 5 - Mais construcoes geométricas - quando
algo é impossivel de fazer por causa de algum

numero irracional

Esta udltima aula foi inspirada no trabalho de Mézer (2013) e pode ser proposta
numa perspectiva avaliativa pois complementa bem tudo o que ja foi feito até aqui
ao retomar as defini¢coes de racional e irracional, construcoes geométricas e ideias
relativas ao fechamento em Q e Iy e fazé-lo numa forma qualitativa abordando fatos
interessantes da geometria que tem sua impossibilidade de ocorrer em decorréncia
de algum numero ser irracional.

A execugao demandara muitos conhecimentos prévios: classificacao de triangulos

quanto a medida dos lados e medidas dos angulos, Teorema de Pitagoras, calculo de
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areas de figuras planas, coordenadas no plano cartesiano e no plano isométrico. Por-
tanto € interessante que o professor faca uma revisao desses tépicos, especialmente
sobre quais condigoes definimos um determinado tipo de triangulo pois a atividade
desenvolve-se fundamentalmente dentro dessas informacoes.

Sugerimos mais uma vez o ambiente Geogebra para realizacao dessas atividades,
uma vez que ele fornece janelas com as duas malhas, mas neste caso ela pode se
tornar até mais significativa se executada no geoplano onde os alunos devem inter-
pretar cada pino como um ponto do plano de coordenadas inteiras. A atividade
comecara com a tentativa de construir sete espécies de triangulos na malha, o pro-
fessor deve deixar claro que é preciso estar atento para a possibilidade de existéncia
para a construgao evitando enviesamentos no sentido de obter resultados erroneas
no esforco de conseguir fazer a construcao ou mesmo a frustragao de nao obter algu-
mas das construgoes cujo detalhamento da atividade nos mostrara depois o porqué
da impossibilidade.

Apés preencher a primeira tabela com os resultados obtidos, as duas questoes
que surgem tém suas respostas diretamente ligadas as peculiaridades do tipo de
triangulo. O professor pode estimular a criatividade do aluno e sua visao de espaco
sugerindo o uso dos eixos como suporte para construgao e as translagoes de figuras.
As conclusoes vao para o papel! E hora de confronta-las, refuté-las ou confirma-las.
As demonstragoes funcionam como na aula 3: supoe-se por absurdo o contrario do
que se pretende demonstrar, assim neste primeiro momento supomos que é possivel
existir um triangulo equildtero de coordenadas inteiras. Utilizamos entao os conhe-
cimentos ja consolidados como ferramentas: fechamento dos inteiros para a soma e
o produto, férmulas do calculo das areas de triangulos e retangulos, manipulagoes
algébricas e chegamos numa igualdade que nao pode acontecer o que nos leva a
conclusao da impossibilidade da construcao. Podemos propor uma generalizagao do
raciocinio explorado nessa etapa, tentando generalizar o problema para o uso de
coordenadas exclusivamente racionais.

Trocando o plano de trabalho para a malha isométrica os procedimentos sao
analogos. E importante que o professor ressalte que todo ponto da malha isométrica

22
triangulo isésceles cujos pontos sejam vértices do plano, impossibilidade advinda do

1
tem coordenadas (— ) . Agora a impossibilidade recai sobre a construcao de um

3
fechamento do conjunto dos niimeros da forma > quanto a soma. Apropriando-
nos desse fato podemos verificar a impossibilidade da construgao do quadrado na

mesma malha ja que supor o contrario implica admitir a possibilidade de construir
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um triangulo retangulo isésceles sobre a malha.
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Consideracoes finais

Originalmente, esse trabalho pensou em discutir os nimeros irracionais no con-
texto da resolugao de problemas que recaissem em equacoes algébricas e nao-algébricas
cujas solugoes pudessem ser encontradas usando recursos tecnologicos e explorassem
métodos numéricos. O objetivo seria destacar o emprego e a relevancia dos nimeros
irracionais, no entanto ao nos debrucarmos em estudos para constituir e respaldar
nosso aporte tedrico em referéncias cientificas, verificamos que ainda havia muito por
ser esclarecido antes de chegarmos a um trabalho de carater mais aplicado conforme
o previsto.

A pesquisa em educacao matematica sobre nimeros irracionais é relativamente
recente, alids os mesmos numeros irracionais tem uma existéncia milenar, mas uma
sistematizacao com menos de dois séculos. Ora se um conhecimento nao é amplo e
de acesso irrestrito, temos ai a primeira barreira para um processo de transposi¢ao
didatica satisfatoria. Surgem as deficiéncias na formacao do professor que nao fazem
uma articulacao adequada entre os saberes matematicos, pedagdgico e escolar, dando
maior projegao sempre ao primeiro conforme Broetto (2016) e Klein (1932) e os livros
didaticos, utilizados para suprir as caréncias, fornecem abordagens superficiais que
nao dao subsidio adequado para o trabalho docente.

Deslocamos, entao, nosso objetivo para constituir um material acessivel a pro-
fessores e alunos, capaz de romper com o ciclo retroalimentativo denominado por
Klein (1932) como dupla ruptura. As atividades propostas foram pensadas tomando
as representacgoes conceituais como ponto de partida e problematizando aquilo que
ja é conhecido. Vimos a possibilidade de trazer as demonstracoes importantes como
alternativa aos excessivos exercicios classificatorios, estimulando a clareza em pro-
fundidade das defini¢bes, a retomada do raciocinio logico e as habilidades de in-
vestigacao, curiosidade e argumentacao em lugar de exercicios paradigmaticos e
técnicos. Nesse sentido, a tecnologia aparece como acessorio potencializador, ao
qual recorremos para abrir espago a andlise de fatos, dados e a elaboracao conjectu-

ras, generalizacoes e conclusoes contundentes.
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A pesquisa historica fez importantes ampliagoes no nosso conhecimento tanto
de forma técnica quanto sobre a evolugao epistemoldgica a respeito do tema. De-
dicamos um capitulo inteiro ao tratamento da evolugao histérica e epistemoldgica
do tema, minimizando os vacuos da historiografia e tentando estabelecer uma con-
tinuidade que permitisse melhor assimilagao na leitura (algo icomum em materiais
que discorrem sobre o tema). Reconhecemos a histéria como metodologia destacada
no ensino e na pratica docente ja que ¢é possivel utilizar relagoes entre a sintese do
saber dentro do processo histérico e na sala de aula que favorecem o aprendizado,
sendo um esforgo 1til para o professor conhecer o contexto histérico do que pretende

ensinar.

A histéria ndo é apenas um recurso para ensinar alunos, mas também
integra a formagao de professores uma vez que permite aos docentes
vislumbrar as dificuldades e prever os possiveis obstaculos que irao in-
surgir no processo, podendo ser utilizada inclusive como referencial para
se refletir o curriculo de ensino. A atividade matemaética nao é exclusi-
vamente a demonstragido de teoremas. Para Roque (2013, p. 20) bons
matematicos conhecem pelo menos a histéria do seu campo de traba-
lho, o que lhes possibilita resolver problemas com novas ideias além de
teorias estabelecidas; resolver problemas importantes exige um conheci-
mento maior que o restrito a uma drea especifica. (Almeida, 2015, p.
58)

Em decorréncia do fechamento das escolas pelo decreto estadual do dia 17 de
margo de 2020 como medida preventiva a pandemia de Covid-19 no estado da
Bahia, nao tivemos condicoes de aplicar nossa proposta nas turmas do 9° ano do
Colégio Polivalente de Conceicao do Coité conforme o planejamento do trabalho.
A verificacao na pratica do que podemos alcancar com a aplicacdo da sequéncia
de ensino é o nosso préximo passo. Pretendemos aplicar as atividades e aprimorar
a proposta a partir das impressoes e contribuicoes dos alunos bem como expandir
a proposta em direcao a uma abordagem mais concernente a temas proprios do
Ensino Médio fazendo uso da histéria da matematica e tecnologias digitais: loga-
ritmos e nimeros trigonométricos na histéria das grandes navegacoes, construgoes
geométricas e equacoes algébricas, propriedades de densidade e completude, pes-
quisa de raizes de equacoes algébricas: racionais, demonstragao da irracionalidade
dos numeros trigonométricos, métodos numéricos para obtencao de solugoes nao
analiticas (este que era a principio um objetivo final do trabalho deve ser conciliado
com uma discussao sobre a ressignificacao de topicos de calculo diferencial e integral
inclusive no ensino médio conforme discussoes em Almeida (2015) e (2018))

Acreditamos ter cumprido a missao ao trazer uma contribuicao para o trabalho

docente no ensino basico, fruto direto do conhecimento adquirido nas disciplinas do
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curso do PROFMAT. Mostramos que é possivel trabalhar com os irracionais sem a
necessidade de recorrer a uma axiomatica extremamente formal e rigorosa, tampouco
é necessario estabelecer a compreensao absoluta dos racionais como pré-requisito
para estudar os irracionais até porque as experimentagoes com o funcionamento
operatorio das demais espécies numéricas é tao distinto que costuma ser uma fonte
de obstaculos didaticos. Alids o grau de sofisticacao e dificuldade conceitual dos
irracionais que parecem tao pouco praticos sao os pretextos dados para justificar a
pouca atencao dada a esse topico da matematica e cogitar seu abandono definitivo.

Nos dias de hoje, nao raramente o professor de matematica se vé compelido a
convencer seus alunos sobre a necessidade e importancia de se estudar matemaética
(embora nao seja sua prerrogativa ter todas as respostas e justificativas). Enquanto
para alguns a matematica escolar deve centrar-se em oferecer dominio das operagoes
fundamentais e trato de aspectos quantitativos em problemas mais elementares rela-
cionados com os desafios didrios (algo como o que esté proposto para o atual Ensino
Fundamental), outros contentar-se-8o com a visao simplista de que os temas da ma-
tematica apresentados até o fim do Ensino Médio devem dedicar-se a desenvolver
raciocinio logico dos estudantes.

O ensino de matematica serve para ampliar os horizontes culturais. Nao faltam
pesquisas para comprovar o quanto estudos de temas préprios da matematica ex-
plicaram fenomenos e viabilizaram avancos em areas como astronomia, aeronautica,
quimica, biologia molecular e engenharia genética, tecnologia e até mesmo na musica
e nas artes visuais. Estudar matematica exige de nés a competéncia légica, mais
sobressalente nos registros formais, mas também intuicao, criatividade, imaginagao,
analogia, generalizagao, sintese, organizacao, avaliacao e etecetera, portanto o en-
sino de matematica se justifica pelas diversas faculdades intelectuais e possibilidade
do conhecer o mundo em que vivemos com mais detalhamento. A matematica é um
patrimonio cognitivo da humanidade e todas as civilizagoes que existiram ao redor
do nosso planeta ao longo das eras desenvolveram-na em algum nivel: quanto maior
o grau de desenvolvimento almejado, maiores as relacoes que esta sociedade mantém
com a matematica.

Depois de tudo que pudemos investigar, refletir e apresentar podemos afirmar
que tal proposta nao tem espaco sob a égide do que esta posto nos PCN do Ensino
Médio: o saber matematico, cientifico e tecnolégico contribuem para o exercicio da
cidadania e nao sao uma prerrogativa de cientistas. Os irracionais fundamentam
fatos matematicos curiosos e importantes e isso é suficiente para justificar sua per-

maneéncia nos estudos da educagao basica e os esforcos que aqui depreendemos para
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tornar este saber acessivel e significativo.
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Apeéendice A

Irracionais no Ensino fundamental
pela BNCC

Série Unidade Objeto de Competéncia
escolar tematica conhecimento
Medida do (EFOTMA33) Estabelecer o ndmero w como a razdo entre a medida de uma
compnmento da circunferéncia e seu didmetro, para compreender e resolver problemas,
7% ano Geometria circunferéncia inclusive os de natureza histérica.
Area do circulo e (EF08MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de area
Gr:tndn_azas comprimentc.: de. U3 de i etricas, utiizando expressbes de calculoe de area
e medidas circunferéncia e figuras geome ' P
(quadrilateros, tridngulos e circulos), em situagtes como determinar medida
de temrenos.
8% ano Potenciacio e (EF08MAD2) Resolver e elaborar problemas usando a relacdo entre
Niimeros radiciagdo potenciagdo e radiciagdo, para representar uma raiz como poténcia de
expoente fracionario.
Mecessidade dos (EF09MADT) Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de comprimento,
ndmeros reais para existem segmentos de reta cujo comprnmento ndo & expresso por nimero
medir qualguer racional (como as medidas de diagonais de um poligono e alturas de um
segmento de reta tridngulo.
Nameros irracionais: | (EF09MADZ) Reconhecer um nimero irracional como um ndmero real cuja
9° ano Nimeros reconhecimento e representacdo decimal & infinita e ndo periddica, e estimar a localizacdo de
localizacdo de alguns | alguns deles na reta numérica
na reta numerca
Poténcias com (EF09MAD3) Efetuar calculos com nimeros reais, inclusive poténcias com
expoentes negativos e | expoentes fracionarios.
fracionarios
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Apendice B
Atividade 1

Atividade 1 - Segmentos comensuraveis X segmentos incomensuraveis; Numeros
racionais X nimeros irracionais.
12 etapa:

Verifique se o segmento C'D cabe um ntimero inteiro de vezes em AB:

Figura B.1:

Fonte: Santos, 2013

Expresse a medida de AB em fungao de C'D:

Verifique se o segmento E'F' cabe um numero inteiro de vezes em AB:

Expresse a medida de AB em funcao de EF":

Verifique se o segmento C'D cabe um ntimero inteiro de vezes em AB:

Expresse a medida de AB em funcgao de C'D:
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Figura B.2:

Fonte: Santos, 2013

Figura B.3:

Fonte: Santos, 2013

22 etapa:
Veja como podemos construir um segmento de reta que tem medida @ a partir

de um segmento C'D dado.

e Trace uma reta C'X tal que o angulo entre C'D e C'X seja inferior a 90°;

e Tome o compasso com uma abertura que seja possivel demarcar trés pontos

em C'X que definam segmentos congruentes entre si.

e Trace uma reta ligando o ponto D ao ponto mais distante de C', no segmento
C'X, obtido no passo anterior. Utilize o par de esquadros e trace outros dois
segmentos a partir dos pontos restantes sobre C'X de modo que essas retas

sejam paralelas ao que tem extremidade D em CD.

Observe que os trés segmentos tracados por ultimo determinam trés triangulos
semelhantes entre si que tem semelhanca garantida pelo teorema fundamental da
semelhanca. Assim sendo, os segmentos definidos sobre C'D sao congruentes entre

si e tem medida % . Utilize o compasso com abertura igual a um desses segmentos

cD
3

Utilize essas ideias e construa um segmento cuja medida corresponda a E’CTD e

e marque dois pontos consecutivos a D. Esse tltimo segmento tem medida

4CD.

9
32 etapa:
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Com um pedaco de barbante, faca a medida de objetos cuja superficie ou lateral
seja circular. A seguir, transporte a medida desse comprimento para um segmento
de reta desenhado por vocé. Utilize a abertura do compasso igual ao diametro da
circunferéncia que foi mensurada e verifique se existe uma unidade em comum entre
esses dois segmentos.

42 etapa:

A diagonal de um quadrado é o segmento de reta que une dois vértices opostos.
Note que a diagonal de um quadrado sempre esta oposta a um angulo reto, deter-
minando com os dois lados que formam esse angulo reto um triangulo retangulo.
Aplique o teorema de Pitadgoras num quadrado de medida 1 e determine a medida
da diagonal.

Utilize o resultado que vocé obteve no item anterior e construa um segmento de
reta que tenha por medida v/2. Se construirmos um triangulo retangulo de catetos
1 e v/2, qual serd a medida da hipotenusa?

Como poderfamos construir um tridangulo retangulo para obter /5 como medida

da hipotenusa?
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Apéndice C
Atividade 2

Atividade 2 - Representacao decimal de niimeros racionais e irracionais

12 etapa:

Coloca-se numa caixa fichas numeradas de 1 a 10 e se sorteiam duas fichas
consecutivamente para formar uma fracao, onde a primeira ficha sorteada sera o
numerador e a segunda ficha o denominador. Nesse contexto verifique os itens a

seguir:
1. Qual a probabilidade de fragao obtida representar um nimero inteiro?

2. O que é mais provavel? Que a fracao obtida seja um nimero maior ou menor

que 17

3. O que é mais provavel? A fragao obtida tenha representacao decimal finita ou

infinita e periédica?
4. Qual a probabilidade de obtermos um ntmero irracional?

Verifique o que mudaria nos itens anteriores caso fizéssemos a reposicao da primeira
ficha sorteada antes de sortear a segunda.

Repita todo o experimento anterior, levando em conta que a caixa contém fichas
numeradas de 1 a 20.

22 etapa:

Analise o nimero a seguir 0,123456789101112131415... ele tem uma particula-
ridade muito interessante que o distingue e, portanto, é chamado de constante de

Champernowne.

1. Voce consegue indicar o padrao de formagao da parte decimal desse niimero?

Escreva as préximas dez casas decimais desse nimero.
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2. Voceé conseguiria prever qual seria o 99° digito da expansao decimal? E o 500°7

3. No seu entendimento, a constante de Champernowne é um nimero racional

ou irracional?

Outro nimero bem interessante é 1,1010010001... verifique um padrao de formacao
da expansao decimal e complete-o até a 21* casa decimal. Vocé consegue identificar
o nimero da 50 posicao? Esse nuimero seria racional ou irracional?

32 etapa:

Com um pedaco de barbante, faca a medida de objetos cuja superficie ou a lateral
seja circular. A seguir, represente esse comprimento por meio de um segmento de
reta e mega com uma régua o comprimento do barbante que equivale a circunferéncia.
A seguir, obtenha o comprimento do didametro da mesma circunferéncia. Repita esse
procedimento para os mais variados objetos circulares que vocé conseguir e preencha

a tabela de trés colunas como abaixo:

Comprimento da Diametro da Razao
circunferéncia (C) circunferéncia (D) comprimento/didmetro
(A

D

O que vocé observa em relagao aos resultados da terceira coluna?

Forme um ntimero concatenando os digitos consecutivos que formam a data de
hoje, a data do seu aniversario, se vocé tiver CPF e RG pode fazer o mesmo com
o numero desses documentos e o seu numero de telefone. A seguir acesse o site
https://www.atractor.pt/mat/fromPI/Plsearch.html. Nele vocé podera verificar a
ocorréncia desses nimeros na expansao decimal de m. Preencha a tabela com as
informagoes que vocé encontrar e compare os resultados que vocé obteve com os de
seu colega. Voceé diria que 7 é um ntumero racional ou irracional? Justifique sua

resposta com os resultados que vocé e seus colegas obtiveram.

Numero pesquisado Casas decimais Numero de ocorréncias
consideradas
1000
1000000
2000000
4000000
2147483000
1000
1000000
2000000
4000000
2147483000
1000
1000000
2000000
4000000
2147483000
1000
1000000
2000000
4000000
2147483000
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Apeéendice D
Atividade 3

Atividade 3 - Operacoes envolvendo numeros irracionais; Leis de fechamento e
demonstragoes dos resultados.

12 etapa:

Em matematica, diferente de outras areas do saber, os fatos e as verdades nao
sao postos por experimentacao. O processo que valida uma verdade matematica
chama-se demonstracao, ele consiste em verificar se a condigao dada como suficiente
garante o fato sob certo grau de generalidade. Para entendermos melhor, “a soma
de dois ntimeros pares ¢ um numero par’ é uma proposicao verdadeira, mas nao
podemos sustentar esse valor 16gico pelo fato de 4 e 6 serem nuimeros pares e sua
soma, que € 10, também ser par. Esta nao seria uma demonstracao, mas uma
ilustracao do que se afirmou. Também nao é questao de usar outros exemplos, pois
até al terfamos uma colecao de ilustracoes do fato, mas que nao sao capazes de
garantir que a caracteristica de dois nimeros serem pares garante que sua soma seja
par. Por outro lado, sabendo que todo ntimero par é multiplo de dois, podemos
dizer que esses nimeros sempre sao da forma 2m onde m é inteiro. Entao sendo 2m
e 2n pares quaisquer, teremos como soma 2m + 2n = 2(m + n) e como m e n sao
inteiros (até para que nossa suposicao faga completo sentido), o nimero 2(m + n)
é claramente par. Feito! A proposicao tem sua validade demonstrada ja que dada
a condicao das parcelas serem pares, verificamos que o resultado também é par.
Esse método de demonstragao é o direto, nele testamos a condi¢ao enunciada a
principio como hipdtese e esse teste nos leva a concluir justamente o que havia sido
afirmado ao fim do enunciado da proposicao e que chamamos de tese. Nem sempre
as demonstragoes seguem o método direto ou sao tao simples, isso depende muito do
que se quer provar. No caso dos nimeros irracionais, uma técnica de demonstragao,

em geral, é muito util: a demonstracao indireta ou por absurdo. Ela consiste em
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supor o contrario do que diz a tese da proposicao e como resultado chegar a uma
conclusao absurda ou contraditéria. Uma vez que a suposicao do contrario leva a
algo que nao pode ser, resta a essa proposicao ser verdadeira. Em se tratando de
nimeros irracionais, as demonstragoes por absurdo sao muito eficientes e bastante
comuns! Vejamos.

O nimero v/2 corresponde a medida da diagonal de um quadrado de lado 1 u.c.
Veja como podemos comprovar que o nimero v/2 é irracional. Primeiro vamos supor

a
que existem a e b inteiros tais que (a,b) =1 e ~ = /2:

b

1. Escreva uma igualdade equivalente a anterior em que o radical seja eliminado

no segundo membro:
2. Se o nimero a? é par, o que podemos concluir sobre a?

3. Podemos dizer que qualquer nimero par ¢ da forma 2m, sendo m um niimero
inteiro. Justifique essa informacao. Admita que m = 22 e substitua na igual-

dade obtida no item para obter uma nova equacao.

4. Levando em conta a equagao obtida em 3 e a conclusao em 2, qual a conclusao

que se pode tirar sobre o nimero b?

a
5. Qual a conclusao final que podemos tirar sobre E?

O ndmero v/3 corresponde a diagonal de um cubo de aresta 1 u.c. Verifique!
Utilize o mesmo passo a passo anterior para provar que V/3 é irracional.

Outra forma de atestar fatos em matematica é com o chamado contraexemplo.
Esse tipo de demonstragao consiste em desmentir uma declaragao, dando um exem-
plo contraditorio ao que se afirma. Por exemplo, podemos atestar que a afirmacgao
“se o produto de dois nimeros é par, entao ambos os niimeros sao pares” ¢ falsa, pois
2-3 =6 é¢ um exemplo particular, dentre muitos que podemos citar. Este raciocinio
para julgar a falsidade é véalido, pois o exemplo que fabricamos contradiz a indicagao
da paridade dos fatores como condicao suficiente para a paridade do produto. A
mesma linha de raciocinio nao valeria para provar ser verdadeira a afirmacao “se o
produto de dois nimeros é impar entao os fatores sao impares” pois por mais que
possamos fabricar inimeros exemplos particulares que confirmem essa verdade nada
nos garante que para algum caso particular, que nao foi pensado, a condicao sufi-
ciente enunciada nao va ser contradita. Neste caso, podemos e devemos comprovar

da forma mais geral possivel esta afirmagcao, basta multiplicar 2m + 1 por 2n + 1,
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formas genéricas de um inteiro impar, o resultado serd um terceiro niimero inteiro
desta mesma forma, o que confirma a proposicao. Conclusao: em matematica, para
provar que algo é falso, construir exemplos é uma boa estratégia, mas para tentar
provar que algo é verdadeiro nao vale!

Tente provar com algum contraexemplo as seguintes afirmagoes:

1. A razao entre dois inteiros ¢ um numero inteiro.

2. A soma de dois nuimeros irracionais ¢ um ntmero irracional.

3. O produto de dois niimeros irracionais é um nimero irracional.

4. O produto de um ntmero racional por um nimero irracional é irracional.
5. A razao entre dois ntimeros irracionais distintos é um ntmero irracional.

22 etapa:

Dizemos que um conjunto é fechado para uma operagao, quando tomados dois
elementos do conjunto e aplicando o procedimento da operacao, o resultado é também
um elemento do conjunto. Analise os quadros a seguir: No quadro 1, temos todas
as somas possiveis do conjunto K = {—1,0, 1}, o que nos permite ver que ndao é um

conjunto fechado para a soma.

+ - 1 0 1
-1 -2 -1 0
0 - 1 1
1 0 1 2

No quadro 2, temos todos os possiveis produtos do conjunto K = {—1,0,1}, o

que nos permite ver que é um conjunto fechado para o produto.

X -1 0 1
-1 1 0 -1
0 0 0 0
1 -1 0 1

O conjunto dos nimeros naturais é fechado para a adi¢gao e para a multiplicacao,
mas nao é para a subtracao. Dé um exemplo de dois niimeros naturais cuja diferenca
nao é natural. Com os numeros inteiros temos o fechamento da adicao, subtracao e

multiplicagao, mas nao para a divisao. Mostre que a divisao de dois inteiros pode
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nao ser um numero inteiro. Agora, vamos demonstrar que os racionais sao fechados
para a soma e para a multiplicacdo. Sabemos que um nimero é racional quando
pode ser escrito na forma de fragao de dois inteiros. Suponha a, b, ¢ e d inteiros com

b e d nao-nulos. Efetue as operagoes:

+

> e
Ul o
S e
QUl o
Sl
ISH Y
Sl S
Ul o

Observando os resultados, qual conclusao tiramos sobre o fechamento dos racio-
nais para a soma, subtracao, multiplicacao e divisao?
. : a
Vamos ver o que acontece se somarmos um numero racional da forma 7 com o

irracional x:

. . a
1. Escreva uma igualdade que represente a suposi¢ao da soma de x com 7 ser

um numero racional:
2. Isole o x na igualdade escrita no passo anterior:

3. O segundo membro da igualdade representa um ntimero racional ou irracional?

Por qué?

4. Qual a sua conclusao, levando em conta os passos anteriores sobre a frase: “A
soma de um numero racional e um numero irracional é racional”. Por qué?
De que forma poderfamos reescrever a proposicao e obter uma informagao

verdadeira.

Com o mesmo passo-a-passo, mostre o que acontece quando multiplicamos um
nimero racional nao-nulo por um irracional. Qual a importancia do termo ‘nao-nulo’
referindo-se a racional?

Desafio:

Mostre que v/6 é irracional utilizando o método de reducéo ao absurdo como fez
para v/2 e v/3:

Utilize as leis do fechamento que investigamos na atividade e a irracionalidade
de V6 para concluir que V2 + /3 é também irracional. Utilize a técnica de redugao
ao absurdo com o resultado de (\/5 + \/3)2:
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Apeéendice E

Atividade 4

Atividade 4 - Aproximacoes

12 etapa:

Vejamos como calcular aproximacoes para /5 utilizando a dreas de figuras
geométricas. Sabemos que a area de um retangulo é dada pelo produto das me-
didas da base e da altura, temos que a area do retangulo a seguir é 5u.a. Calcule
a média m das medidas dos dois lados e construa um novo retangulo tendo como

medida da base esse nimero e a altura como o racional %:

Figura E.1: Area do retangulo ABCD

Areade ABCD=5 1

5

Fonte: o autor, 2020

Para fazer essa construcao no Geogebra, clique na terceira janela da esquerda
para a direita e selecione a opgao segmento de comprimento fixo. Marque o ponto
na janela de visualizacao e indique o valor desejado para a base. Selecione um
dos pontos que definiu o segmento anterior e repita o procedimento para obter um
segmento que correspondera a altura. Deste ultimo, segmento repita o procedimento
para obter outro segmento equivalente a base e por ltimo obtenha um segmento
equivalente a altura. Se necessario, mova os segmentos para que surja a forma do
retangulo, vocé pode construir uma reta auxiliar perpendicular a um dos segmentos
obtidos, passando por um ponto fora dos segmentos, com isso para podera ajustar

corretamente os segmentos para obter angulos retos, de fato. Selecione a opgao
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poligono na quinta janela da esquerda para a direita e marque os quatro pontos
visiveis definindo o retangulo. Desmarque os réotulos que nomeiam os segmentos
e na oitava janela da esquerda para a direita selecione distancia, comprimento e
perimetro, clique sobre uma base e uma altura do retangulo para ver as medidas
aproximadas dos segmentos. Nesta mesma janela selecione drea e clique sobre o
retangulo. Reitere esse processo algumas vezes e preencha a tabela a seguir, inserindo

em cada linha os dados obtidos a cada passo:

Base Altura Meédia
5 1

O que vocé observa no aspecto das figuras a medida que vai fazendo mais cons-
trugoes?

Por que é mais conveniente usar a forma fracionaria dos nimeros no campo de
entrada da medida do segmento? O que vocé observa comparando as fragdes com
os resultados obtidos na calculadora e exibidas no software?

De que maneira vocé utilizaria os nimeros obtidos v/5 para calcular uma ex-
pressao como V57

Utilize o método visto anteriormente para valores aproximados até a casa dos

milésimos:
1. V10 2. V21 3. V38 4. /52

E comum ao nos depararmos fragoes em que o denominador seja um numero
irracional eliminar retirar a irracionalidade, obtendo uma nova fragao equivalente em
que o novo numerador é irracional. Esse processo é conhecido como racionalizagao

de denominadores. Faca calculos manualmente para encontrar os valores de -5 ©

1 .
—— com precisao de milésimos. Qual das duas formas vocé acha melhor para fazer

V2
esse calculo?
22 etapa

Usando uma calculadora, copie e complete a tabela abaixo:

1. Compare os resultados das colunas I e II. Que relacao existe entre eles? Enun-

cie uma regra geral com a sua conclusao:

2. Compare os resultados das colunas III e IV. Que relacao existe entre eles?

Enuncie uma regra geral com a sua conclusao:
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| Il ] 1\ \ VI VII VI

a b |Va+vb| Ya+b |Va—+b | va-b|Vab| Vab | Va \[E

N b
3 2
5 3
17 10
49 34
135 | 121

3. Compare os resultados obtidos nas colunas V e VI e nas colunas VII e VIII. O
que se pode afirmar sobre elas? Essas conclusoes ainda serao validas se a ou

b forem iguais a zero? O que muda em suas conclusoes se a = 07 E se b = 07
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Apeéendice F

Atividade 5

Atividade 5 - Mais construcoes geométricas: quando algo é impossivel de fazer por
causa de algum irracional.
12 etapa:

Utilize a malha quadriculada do Geogebra para construir os triangulos a seguir:

e Triangulo retangulo isosceles

e Triangulo retangulo escaleno

e Triangulo acutangulo isdésceles
e Triangulo acutangulo escaleno
e Triangulo obtusangulo isosceles
e Triangulo obtusangulo escaleno
e Triangulo equildtero

Preencha a tabela a seguir com as coordenadas de cada vértice e as medidas dos
lados dos triangulos que vocé conseguiu construir:

E possivel montar um triangulo retangulo com uma hipotenusa na horizontal?
Em caso afirmativo, dé um exemplo escrevendo as coordenadas dos vértices do
triangulo. Em caso negativo, justifique!

E possivel montar um triangulo isésceles com uma base nao horizontal? Em caso
afirmativo, dé um exemplo escrevendo as coordenadas dos vértices do triangulo. Em

caso negativo, justifique!
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/ Veértice A | Vértice B | Vértice C | Lado AB | Lado AC | Lado BC

Retangulo
isosceles

Retangulo
escaleno

Acutangulo
istsceles

Acuténgulo
escaleno

Obtusdngulo
isosceles

Obtusangulo
escaleno

Equilatero

E possivel montar um triangulo equilatero com coordenadas inteiras? Em caso
afirmativo, dé um exemplo escrevendo as coordenadas dos vértices do triangulo. Em
caso negativo, justifique!

Vamos demonstrar que é impossivel construir um triangulo equilatero de coor-
denadas inteiras. Considere na figura a seguir o retangulo BDEF de lados a e b e

o triangulo equilatero ABC' de lado a:

1. Suponha que todos os vértices do retangulo sejam de coordenadas inteiras. O

que se pode concluir sobre as medidas dos lados do retangulo?

2. Determine a area do retangulo utilizando linguagem algébrica para a medida

dos lados:

3. Levado em conta que a area do retangulo pode ser obtida pela soma da area do
triangulo equilatero com os triangulos retangulos adjacentes, utilize novamente

linguagem algébrica para definir uma expressao para essa soma:

4. Ositens b e cindicam expressoes algébricas distintas para um mesmo elemento,
a area do retangulo BDEF'. A igualdade entre as duas expressoes é possivel?

Justifique:
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Figura F.1:

L=

Fonte: o autor, 2020

5. Escreva sua conclusao sobre a possibilidade de construir um triangulo retangulo

equilatero com coordenadas inteiras:

Utilize o raciocinio anterior e discuta a possibilidade de construir um triangulo
equilatero com coordenadas racionais?

Agora habilite a malha isométrica no Geogebra: clique com o botao direito do
mouse sobre a janela, selecione a opcao ‘janela de visualizacao‘e em seguida clique
sobre a opcao malha. V& até tipo de malha e selecione a opgao isométrica. Tente
fazer as construcoes, anteriormente feitas na malha quadrada. Tente organizar as
informagoes numa tabela semelhante a que foi preenchida pelas construgoes anteri-
ores.

Vamos demonstrar que nao da para construir um triangulo retangulo isésceles
cujos vértices sejam pontos da malha isométrica:

Suponha que na figura a seguir, o triangulo ABC seja isésceles e retangulo de

base a e o retangulo BDEF' tenha lados c e d:

1. Determine a area do retangulo BDEF' usando simbolismo algébrico:

2. Indique uma expressao algébrica que represente a area de BDFEF' como soma
da area do triangulo retangulo isésceles ABC' e dos demais tridangulos adja-

centes:
3. E possivel a igualdade entre as expressoes indicadas nos itens a e b? Justifique:

4. Escreva sua conclusao sobre a possibilidade de construir um triangulo retangulo

isosceles na malha isométrica.
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./ Vértice A | Vértice B | Vértice C | Lado AB | Lado AC | Lado BC

Retangulo
isosceles

Retangulo
escaleno

Acutangulo
isosceles

Acutangulo
escaleno

Obtusangulo
isosceles

Obtusangulo
escaleno

Equilatero

5. Utilize sua conclusao sobre a construgao do triangulo retangulo isésceles para

argumentar sobre a possibilidade de construir um quadrado de vértices nos
pontos dessa malha:
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