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Resumo

Nosso trabalho tem como principal objetivo o estudo das caracterizacoes do ntimero e e
suas propriedades fundamentais. Exibimos trés definicoes de e e mostramos as conexoes
entre elas. Com isso pudemos mostrar que e é irracional e também desenvolver um método
de calculo de suas casas decimais, sendo este ultimo nosso principal resultado. A demons-
tragao de que e é irracional tem como pré-requisito o estudo de poténcias de niimeros
irracionais, de aritmética basica e da fungao exponencial e*. J& o método de célculo das
casas decimais de e exige conhecimento das propriedades fundamentais do conjunto dos
numeros reais (desigualdades, valor absoluto, completude e no¢oes de limite), o estudo
de sequéncias monoétonas, progressoes e séries geométricas e da teoria de representagao

decimal de um niimero real qualquer.

Palavras-chave: Numero e; Aproximacoes decimais de e; Poténcias de Numeros

Reais; Exponenciais; Numeros Irracionais.
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Abstract

Our main objective is to study the characterizations of the number e and its fundamental
properties. We display three definitions of e and show the connections between them.
With this we were able to show that it is irrational and also develop a method of calcula-
ting their decimal places, the latter being our main result. The proof of that e is irrational
requires the study of powers of irrational numbers, basic arithmetic and exponential func-
tion as well. The method of calculating decimal places of e requires knowledge of the
fundamental properties of the set of real numbers (inequalities, absolute value, comple-
teness and limit notions), the study of monotones sequences, progressions and geometric

series and the theory of decimal representation of any real number.

Key words : Number e; Decimal approximations of e; Real Number Powers; Expo-

nentials; Irrational numbers.
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Introducao

Conhecer as propriedades basicas dos nimeros, na nossa opiniao, é peca fundamental na
formacao de um bom professor de matematica. Nesse sentido, nosso trabalho tem como

alvo o estudo de um importante e pouco conhecido niimero: o nimero e.

Esse ntimero surge a partir de estudo do logaritmo natural, o In, inventado pelo
matematico escocés John Napier (1.550 - 1671). Ao criar o logaritmo (ao publicar o livro
"Uma Descri¢ao do Maravilhoso Canon de Logaritmos”, de 1.914) Napier deparou-se com
rudimentos da constante que posteriormente ficou conhecida principalmente como niimero
de Euler e designada pela letra e, em homenagem ao grande matematico Leonard Euler

(1.707 - 1783). O namero e é a base do logaritmo natural.

Na verdade foi Jacob Bernoulli quem primeiro descreveu essa constante ao calcular

o limite lim,, (1 + 1)".

Em nosso trabalho estudamos algumas propriedades do nimero e. Nosso principal
objetivo é fazer todas as suas caracterizacoes possiveis, visto que nos textos que consul-
tamos, ficamos com a impressao de estarem incompletos em relagao a isso, como veremos

no capitulo 4.

Além de tentar tornar o mais claro possivel as propriedades de e, propomos um
método de calculo das casas decimais da aproximacao decimal de e usando um método
classico muito eficiente em se tratando de nameros do tipo v/2, v/3, etc (nameros algébri-

cos), mas aparentemente pouco efetivo no caso de niimeros como o e e o 7, por exemplo.

E importante ressaltar a grande escassez de material bibliogréifico dedicado a essa
tarefa: a unica referéncia encontrada por nés que faz mencao a um método de obtencao
da aproximagao decimal de e por racionais foi a de A. Caminha [2], onde ele indica através
de uma sequéncia de exercicios como encontrar a aproximagao com cinco casas decimais,

mas nao responde por que aquelas sao de fato as cinco primeiras casas decimais de e.
Nossa dissertacao esté dividida em quatro capitulos, sendo o primeiro esta introdu-
¢ao.
O Capitulo 2 é dedicado ao embasamento teorico. Nele tratamos primeiramente (de

modo resumido) do conjunto R dos niimeros reais, comecando com os racionais; falamos

do corpo (R, +, %) e suas propriedades fundamentais, exibimos a defini¢do de ordem em



R e suas propriedades, intervalos, definimos supremo e infimo e enunciamos o axioma do
completamento para concluir que R é completo. Depois, (Sec¢ao 2.2) definimos sequéncias,
limites de sequéncias, P.A.’s, P.G.’s, sequéncias monétonas. Na secao seguinte, a 2.3,
falamos sobre niimeros algébricos e nimeros transcendentes. Na Secao 2.4 discorremos
sobre as séries geométricas. Na secao 2.5 mostramos que todo niimero real possui uma
representacao decimal infinita tnica. Finalizamos o capitulo com o estudo das poténcias
de numeros reais com expoentes reais, onde ressaltamos o fato de que o dominio desse
assunto requer conhecimento de sequéncias mondtonas. O objetivo é definir a funcao a”,

com a > 0 e x € R, para no capitulo seguinte definir e*, z € R.

No Capitulo 3 exibimos trés definicoes de e e suas propriedades. Primeiro fizemos
uma definigdo geomeétrica de e (a partir do logaritmo natural), o que nos possibilita entao
definir a funcao ¢*,x € R. Em seguida, definimos a fungao exponencial exp : R — R
dada por

+oo 5

expla) = 30

e provamos o seguinte importante resultado:
i (14 1) = exp(1) (1)
n1—1>noo n N exp '

Em seguida provamos que

1 n
e= lim <1+—) ; (2)
n—m—o0 n

para entao concluir que

e = exp(1) (3)
ou seja,
11 1 =1

€:1+1+5+§+”'+E+"':;H (4)

O capitulo é finalizado com a prova de que

exp(z) = €*, para todo x € R. (5)

No ultimo capitulo usamos a caracterizacao (4) de e para provarmos que o mesmo
é irracional e em seguida fizemos nosso principal resultado: nao somente exibimos um
método de encontrar as casas decimais de e, como também mostramos que essas sao de

fato suas casas decimais, sem usar de antemao o conhecimento das mesmas.




Esse trabalho teve como base um manuscrito do meu orientador (Professor Roger
Peres de Moura); comunicacdo pessoal. Para elaboragao do capitulo 2 foram consultadas
as referéncias [5], [7], [6] e [1]. Para o capitulo 3 consultamos as referéncias [6], [5], [2] e
[8]. Ja para o capitulo 4, consultamos [1], [2],[3], [4], [5]. [8] e [6]-




Capitulo 1

Preliminares

1.1 O Conjunto dos Niimeros Reais

O conjunto dos nimeros Racionais surge do fato do conjunto dos niimeros inteiros
zZ=A..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}

nao ser fechado em relagao a divisao, ou seja, nem sempre a divisao entre dois niimeros
inteiros resulta num ntmero inteiro.Os tinicos niimeros inteiros que tém inverso multipli-
cativo sao o-1 e o 1.

A divisao de numeros inteiros quando o dividendo nao é multiplo do divisor, pode

1 3 2

gerar fracoes do tipo 3,7, 3, ..., ou seja, 3 com b # 1 e mdc(a,b) =1.

Falando de modo nao rigoroso, o conjunto dos ntimeros racionais é obtido adicionando-

se ao conjunto Z dos ntmeros inteiros todas as fracoes nao inteiras.

Definicao 1.1.1 Dizemos que um niumero € racional quando ele pode ser representado

a . . . . .
na forma 7 onde a,b € Z. Denotamos o conjunto dos nimeros racionais por Q. Assim

a
@:{E | a,beZ e b#0}.

Estudando Geometria elementar descobre-se rapidamente que, por exemplo, existem tri-

angulos retangulos com catetos naturais cujas hipotenusas nao sao racionais. Vejamos

dois exemplo.

Exemplo 1 Considere o tridngulo retingulo cujos dois catetos tém medida 1.
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Pelo Teorema de Pitagoras temos que z? = 12 + 1%, ou seja, 12 = 2. Mas esse x ¢
&
consequentemente, a seria par, digamos a—2-m. Disto resultaria 2-b*=4-m?, e portanto,

Q, pois, supondo x=4%, com a,b € N e mdc(a,b) =1, teriamos, Z—§:2. Daf a?=2 - 1?, e

b*=2 - m?. Portanto, b também seria par, digamos b=2-n, n € N. Neste caso, mdc(a, b)

> 2, 0 que ¢ um absurdo. Portanto esse niimero x nao é racional.

Exemplo 2 Considere o triangulo retingulo cujos dois catetos sao, respectivamente 1 e
2.

De fato, se x pudesse ser escrito como
a
z =y, com mdc(a,b) =1

, entdo a’=5 - b2. Consequentemente, a=>b - k, para algum K € N. Dai, b>=5- k2%, e dai, b

também seria miltiplo de 5, o que é uma contradicao.

Os exemplos acima mostram que o conjunto @Q dos nimeros racionais nao é fechado

para a radiciacao.

Apesar de ser um conjunto infinito e entre quaisquer dois racionais existirem infinitos
racionais, o conjunto Q nao é fechado para a operacao de radiciacao, e portanto, € um

conjunto numérico incompleto.

Os ntiimeros x entre dois racionais que nao sao racionais sao chamados de niimeros

1rracionais.
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Nao é nosso proposito nesse trabalho preencher as lacunas de Q. Essa ampliacao de

Q que é completa é o que chamamos de conjunto dos niimeros reais, denotado por R.

Definicao 1.1.2 O conjunto R dos nimeros reais € o conjunto numérico que satisfaz os

sequintes ariomas.

Axioma 1. R € munido de uma operacao bindria de adicao, denotada por +, ou

seja, se x,y € R entao x +y € R. Além disso, a adi¢ao €

1.1 Associativa
(x+y)+z=z+(y+2),Vax,yzecR.
1.2 Comutativa
r+y=y+ax,VaryeclR.
1.3 FEuxiste um elemento neutro
r+0=z,VzrelR
1.4 Todo nimero real tem (um tunico) inverso aditivo, ou seja
Para todo x € R existe y € R tal que x +y = 0.

Esse nimero y é denotado por -z.

Axioma 2. R ¢ munido de uma operacao bindria chamada de multiplicacao, deno-
tada por (-), ou seja, se x,y € R entao x -y € R. Tal operagio é

2.1 Associativa
(x-y)-z=z-(y-2),¥VxyzeR.
2.2 Comutativa
r-y=y-x,vVaryelR.
2.3 Possui um elemento neutro (elemento identidade)
r-1l=1-z=z,VrekR

2.4 Todo nimero real nao-nulo possut um inverso multiplicativo, ou seja
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VeeR—-{0},3yeR—{0} tal que -y = 1.
Esse elemento y é denotado por x1.
2.5 Distributividade da multiplicacao em relagao a adi¢ao
r-(y+z)=x-y+x-zVr,y,z € R.
E muito fdcil provar que
x-0=0,VzreR.
De fato,
z-0=2-(0+0)=z-0+x-0.
ou seja,
z-0=2-0+2-0.
Dai seque que,
z-0=0.

Vamos agora mostrar, de modo resumido, como o conjunto R é munido de uma

ordem.

Axioma 3: FExiste um subconjunto P de R chamado conjunto dos nimeros reais

positivos, que satisfaz
(P1) Para quaisquer z,y € R, x +ye€ P ex-y € P.
(P2) Dado x € R, oux € P oux =0 ou —x € P.
Dai seque que R=(—P)|J{0} J P, onde

—P={xeR/—xe€ P}
Também tem-se
sexe Peye —P, entaox-y € —P.

Definicao 1.1.3 Dados x,y € R, dizemos que x < y se, e somente se, y —x € P ou

x=1y.

Proposicao 1.1.4 A relacao < é uma ordem sobre R. Além disso, Vx,y,z € R valem
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. r<y=zc+z<y+z.

1w r<y<z=uxc-2<y-z2.

Definicao 1.1.5 Defini¢ao: Sejam x,y € R. Dizemos que
(i) © € negativo quando -z € positivo.
(i1) © <y significa y —x € P. (y-x € positivo).
(1i1)x >y significa que y < x.

(iv) x >y significa que x —y € P.
Definigao 1.1.6 Seja x € R. O wvalor absoluto de x, indicado por |x|, é definido por

x, sex >0
] =
—z, sex <O.

Alternativamente tem-se
|z| = max{x, —x}.
Valem as seguintes propriedades:
Propriedade 1 Seja ¢ > 0. Entao
|z| < e se, e somente se, —e < x < €.
Além disso,
|z| < e se, e somente se,—e < x < €.
Propriedade 2 = < |z|,Vz € R.
Propriedade 3 |z +y| < |z| + |y|,Vz,y € R.
Propriedade 4 |z -y| = |z| - |y, Vz,y € R.
A demonstragao das propriedades acima é encontrada em qualquer livro de analise.

Definigao 1.1.7 Dizemos que um conjunto I C R € um intervalo quando para quaisquer

a,b,x € R, tem-se
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abelea<zr<b=xecl.

Sejam a,b € R tais que a < b. Segue da definicao acima que qualquer intervalo de R é de
uma das seguintes formas.
[a,b] = {zr € R/a <z < b};
(a,b) ={z € R/a < x < b}.
[a,b) = {z € R/a <z < b};
(a,b] = {z € R/a <z < b}.
[

a,+o0) ={r € R/a <x < 4o0};

(a,+00) ={z € R/a <z < +o0}.
(—o00,b] ={z € R/ — 00 <z < b};
(—00,b) ={r € R/ — 00 < x < b}.
(—o0,4+00) =R e

[a,a] = {a}. (intervalo degenerado)

Agora falta apenas um axioma para fechar o completamento de Q. Antes vamos
enunciar algumas definicoes.
Definicao 1.1.8 Seja X # @ um subconjunto de R. Dizemos que

(1) X € limitado superiormente quando existe a € R tal que v < a,Vzr € X.

(i) X € limitado inferiormente quando existe um b € R tal que b < z,Vz € X.

(i11) X é limitado quando existe um R € R tal que |z|] < R,V € X.

Qualquer numero a € R que satisfaz (i) é chamado de limite (ou cota) superior de
X.

Qualquer nimero b € R que satisfaz (ii) é chamado de limite (ou cota) inferior de
X.
Definicao 1.1.9 Seja X # @ um subconjunto de R.

(i) Um nimero real s é dito ser o supremo de X quando s é a menor das cotas

superiores de X, ou seja, quando satisfaz
(S1) v < s,Vx € X (s € cota superior).

(52) x < a,VYx € X = s <a (s € amenor das cotas superiores).

Notacgao : s = supX.

(ii) Um ntimero real m é dito ser o infimo de X, denotado por infX, quando m é

a maior das cotas inferiores de X, ou seja
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(M1) m < z,V 2 € X (m é cota inferior).

(M2) b<z,VzeX=0<m(méamaior das cotas inferiores).
Notagao : m = inf X

Alternativamente a (S2) temos

(S2') Ve >0, Jz € X tal que s —e < x.

Alternativamente a (M2) temos

(M2') Ve >0, 3oz € X tal que z < b+e¢.

Observacao 1 Note que o infimo de um conjunto X, quando existe, € unico.

Exemplo 3 sup(0,1) = sup[0,1] =1 e inf(0,1) = inf[0,1] = 0.

1 1
Sup{ﬁ | nGN}zl e inf{ﬁ | nEN}:O

Eis o ultimo axioma:

Exemplo 4

Axioma do Completamento: Todo subconjunto nao vazio de R limitado superi-

ormente tem supremo.

Com esse axioma pode-se provar que

Proposicao 1.1.10 Todo subconjunto nao vazio de R limitado inferiormente tem infimo.

Demonstra¢ao: Veja o Teorema 5.4 em [6].

Para uma leitura detalhada desse assunto, sugerimos as referéncias [6],[2] e [5].

1.2 Sequéncias Monoétonas

Vamos primeiro definir sequéncias.

Definicao 1.2.1 Seja X um conjunto. Uma sequéncia de elementos de X € qualquer

funcao de N em X, ou seja, com N como dominio e X como contradominio.

No nosso trabalho as sequéncias serao de nimeros reais, isto é, X = R.

Notacao: A imagem de um niimero n € N por uma sequéncia

z:N—R

10
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é denotada por z,, em vez de x(n). A sequéncia completa é denotada por (zy, z, ..., p, ...)

ou ainda por (), .y ou simplesmente por (z,). As vezes a sequéncia é denotada apenas

1 1

, - A p 1
por seu n-ésimo termo. Por exemplo, a sequéncia (1, 2r s E) serd denotada por .

Exemplo 5 Sao exemplos de sequéncias:
(a) (1,0,0,0,...)
(b) ((_1)” + 1>n€N:(O’ 17 07 17 07 17 )

As vezes, sequéncias sao definidas recursivamente.

Exemplo 6 A sequéncia (x,) de termos r1 = a, Tpi1 = T, + 71, onde r € fizo, € conhe-
cida como progressao aritmética (P.A.). Uma P.A. é uma sequéncia em que o0s termos

sucessivos diferem por uma constante fiza, a razao.
Exemplo 7 A sequéncia (x,) cujos termos satisfazem a regra
X1 =, Tpi1 =7+ Ty, VN > 1,

onde r é uma constante fiza, é denominada de progressao geométrica (P.G.) de razio

As PA’s e as PG’s sao exemplos muito importantes de sequéncias e amplamente

aplicadas.

n+1

Considere a sequéncia ( p

)neN. Seus cinco primeiros termos sao

B | Qo
S
= | Ot
)

Tl o

Ja para n=100, n=101 e n=102 seus termos sao, respectivamente;

101 102 103
1007 1017 102

Observacao 2 Veja que os termos da sequéncia acima vao ficando cada vez mais prozi-

mos de 1 a medida que n cresce.

11
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Por exemplo

103 102 1 N 1
102 102 102 102°
Dali,
103 - 1
102 1027

Definigao 1.2.2 Seja (z,) sequéncia de nimeros reais. Dizemos que (x,) tem limite
(converge para) L € R quando, para todo € > 0 existe ng = ng (¢) € N tal que |z, — L| <

g, para todo n > ny.

Notagao: lim z, = L.

n—o0

n+1

Exemplo 8 A sequéncia ( ) tem limite 1.
neN
De fato, dado € > 0

n+1
n

n

1 1
—1l=1+--1
n

1
Como € > 0 e N € ilimitado superiormente, 3 ng € N tal que 0 < — < € e dai,
No

< 8,V7’L > ng.

n n - ng

’ 1 1
—1l==<=

1
Logo, lim i

n—0o0 n

=1.

Para nao fugirmos muito do nosso tema, vamos omitir aqui muitas propriedades dos limites
de sequéncias. Isso nao causa prejuizo, porque podem ser consultadas em qualquer livro

de andlise 1 ou até mesmo de calculo.

Passemos as sequéncias mondétonas.

Definicao 1.2.3 Seja (z,) uma sequéncia real. Dizemos que (x,) €
(i) Crescente quando x,, < ,1,Yn € N.
(ii) Decrescente quando x,,1 < x,, Vn € N.
Em ambos os casos acima dizemos que (x,) € uma sequéncia mondtona.
(iit) Se x, < Tpy1, Vn € N, dizemos que (x,,) € estritamente crescente.

(iv) Se Tpi1 < Tp, V0 € N, dizemos que (z,,) € estritamente decrescente.

12
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Observacao 3 Toda sequéncia crescente € limitada inferiormente. E toda sequéncia de-

crescente € limitada superiormente.

Proposicao 1.2.4 Uma sequéncia mondtona (z,) € convergente se, e somente se, € li-

mitada.

Demonstracio: (=) E imediato, porque toda sequéncia convergente é limitada.

(<) Seja (z,) uma sequéncia limitada e seja X = {z, € N} o conjunto dos seus
pontos, isto é, sua imagem. Como X é por hipotese limitado, existe b = sup X e a = inf X.
Suponhamos, sem perda de generalidades, (z,) decrescente. Dado € > 0, existe ng € N

tal que a < z,, < a+¢e. Dai,
a—e<a<z,<a+e Vn > ng;
ou seja,
|z, —a| < e, VYn > ny.
Logo, lim z, = a = inf X.
n—oo
Quando (z,) é crescente, prova-se que
lim z, =b= supX.
n—oo

Proposicao 1.2.5 Sejar € R. Se |r| < 1, entao lim r" = 0.

n—oo

Demonstragao: Vamos dividir em dois casos.

1. Suponha 0 <7 < 1. Entdo (r"), .y ¢ uma sequéncia monoétona limita. Dai, pela

proposi¢ao anterior ("), .y € convergente.

. T n n+1 . PO : n+l __
Seja L = nh_)rgor . como (r"*) _y € subsequéncia dela, segue que lim r = L.

n—oo
Dai,

L=1lmr"'=1limr-r"=7rlimr"=r-L.
n—oo n—oo n—oo

Tendo que L = rL segue que L(r — 1) = 0.
Como |r| < 1 segue que r— # 0 e portanto da igualdade L(r — 1) = 0 segue que
L=0.

2. Suponha —1 < r < 0. Entdao 0 < —r < 1 e portanto, lim (—r)" = 0. Dal,

n—o0

A, = i, (T =0

pois ((—1)"), ey € uma sequéncia limitada.

Com isso, temos em maos o que precisivamos sobre sequéncias para o nosso estudo

do ntimero e.
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1.3 Numeros Algébricos e Transcendentes

Veremos aqui que os numeros reais, além de racionais e irracionais, também podem ser
divididos em algébricos e transcendentes. No capitulo dedicado ao estudo do niimero e,

provaremos que ele é irracional.

Definigao 1.3.1 Dizemos que um nimero real v é algébrico quando ele é solugao (raiz)

de uma equagao polinomial da forma

ant" + an_ 12" P+ .+ az+ap = 0; (1.1)
onde ag, @1, ...,0n_1,0p € 7.
Qualquer ntimero nao algébrico é dito transcendente.

Exemplo 9 Todo nimero racional € algébrico. De fato, se r = ¢, com a,b € Z, (b # 0),
entao r € raiz da equacao
b-x—a=0. (1.2)

Veremos posteriormente que determinar a representagao decimal (ou uma boa aproxi-
magao decimal) de um namero algébrico pode ser trabalhoso, mas nao dificil, porque
segue um método padronizado. Ja para nimeros transcendentes, a tarefa ¢ bem mais

complicada.

A prova da existéncia de nimeros transcendentes foi primeiramente feita por G.

Cantor. Para vé-la, sugerimos as referéncias [4] (Captulo 4) e [8] (Captulo 7).
A demonstracgao é feita do seguinte modo:
1. Prova-se que o conjunto dos ntimeros algébricos é enumeravel.

2. Prova-se que R é nao enumeravel. Desse fato, segue que existem nimeros trans-
cendentes, pois caso contrario, R seria enumeravel. Assim, o conjunto dos niimeros trans-

cendentes é bem mais amplo que o dos algébricos.

O matemaético J. Lionville publicou em 1851 um critério que permite exibir alguns

tipos de ntimeros transcendentes. (Veja o capitulo 7 de [4] e o capitulo 5 de [8]).

1.4 Séries Geométricas

Vamos precisar do conceito de séries para estudar a irracionalidade de e, e, principalmente
a representacao decimal de e, porque a representacao decimal infinita de qualquer niimero

real é na verdade a soma de uma série geométrica, como veremos.

14
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Definigao 1.4.1 Seja (a,), .y wma sequéncia de nimeros reais. Uma soma parcial de

ordem n dessa sequéncia, denotada por S, €

Sn:al—l—az—l—...—i—an:Zak.
n=1

Chamamos de série determinada por (a,),, oy & sequéncia (S,),, .y de suas somas parciais.

Por um abuso de notacdo, a sequéncia (.5,) e seu limite sdo indicados pelo mesmo

simbolo

o
g Q.

n=1

Cada (a,) é chamado n-ésimo termo da série. Cada S, = a; + ... + a,, além de

n-ésima soma parcial, também é chamada de n-ésima soma reduzida da série.

[e.e]

Definicao 1.4.2 A série E an € convergente quando a sequéncia (Sy), oy de suas redu-
. n:1 .
zidas converge para algum nimero s € R, ou seja;

lim S, =s.
n—-oQo

Caso contrdrio, a série é divergente.
Exemplo 10 Um dos mais importantes exemplos de série € aquela com termo geral on

oo
. 1 . 4 . .
ou seja, E o Sua importancia decorre do fato de o quociente do n-ésimo termo pelo
n=1

1 1 1
antecessor ser constante igual a —, ou seja, a4, = =-a,_1,Yn > 2. Além disso, Z — =1,
2 2 — 2n

ou seja, seu limite € igual a 1.

Esse exemplo ilustra um tipo muito especial de série: aquele cujos termos diferem uns dos

outros por poténcias de uma constante positiva fixa.

o0

Definicao 1.4.3 Uma série E a, para a qual existe um r € Rt tal que a4 = 7 -
n:1 . . ~ .
a,, para todo n > 1 € chamada de série geométrica de razao r. Nesse caso veja que o

termo geral € dado por

a, = ar™.

Desta forma temos

Zar”. (1.3)
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Teorema 1.4.4 Dada a série geométrica (1.3), é vdlido o sequinte critério de convergén-

cia.
(i) Se |r| < 1, entao ela converge e seu limite € 1.

(i1) se |r| > 1, entao ela é divergente.

Demonstracao: Inicialmente veja que

Sy —1Sy=a+ar+ar*+--+ar"

2

—ar —ar* — - —ar" —ar™t!

=a—ar".

Portanto, obtemos

—
" 1—r
Logo
oo
a-(1—rrtt
Za-r”: lim ( )
ot n—s00 1—r
- a a
Za-r”: — - lim 7"t
— 1—r 1—7r n—oo
- a
n __
Portanto, se |r| < 1,2&-7“ =T

n=1

Caso |r| > 1 temos que a sequéncia r" diverge, e portanto a série sera divergente.

Lema 1.4.5 Seja b > 1 um nidmero natural e seja (ay), oy uma sequéncia de nimeros

naturais onde 0 < a,, < b,Vn € N. Entao a série
o0
Qp,
b

n=1

€ convergente.

Demonstracao: Por hipotese, para cada n € N,

a, _b—1
— <
br bn

Dai,

) . 00 b 0o
Sy bnl —(b—1>2(bln> =1,
n=1 n=1

Pela proposicao 1.2.5.
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1.5 A Representacao Decimal de um Niuimero Real Qual-

quer

Vamos nesta se¢ao mostrar que todo ntimero real possui uma representagao decimal e que,
quando infinita, tal representacao é tnica. De fato, veremos que todo ntimero real possui

uma tunica representacao decimal infinita.

Exemplo 11 O nidmero 1 jd estd na forma decimal e essa é logicamente uma represen-

tacao decimal finita do mesmo. Agora, observe que, pelo Lema 1.4.5, série ZW €
n=1
1 1
convergente. Como — = —, tem-se
—~ 10" 9
=~ 9 = 1 1
—=9. —=9.—-=1.
107 Z 107 9
n=1 n=1
ou seja
=~ 9
215 =1
n=1 0
Portanto
1= 0 + ) + ) +..1=0,94+0,09+0,009 + ... = 0,999
=0t tiet-1=0 , , . =0,

€ também uma representacao decimal do nimero 1.E esta € inica, como veremos abaizo.

Segue do Lema 1.4.5 que, dado qualquer a € N, a série

converge para um « € R*. Usando a notagao

ai a2 Qp,
=0,a;, —= =0,0ay,..,

== = = = 0,00...0ay,

107 ——

n—1
onde cada n-ésima posicao a direita da virgula é chamada de n-ésima casa decimal Pode-
mos escrever

= a,ais...ay,... (1.4)
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Definicao 1.5.1 O nimero a,aias...a,... chama-se representacao decimal de o € RT. Se
eriste um k € N tal que, a, = 0,Vn > k, dizemos que a representacao decimal de o é

finita. Caso contrdrio, a representacao decimal € infinita.

Usando o exemplo 11, podemos mostrar que todo niimero natural, e consequente-

mente todo nimero inteiro, possui uma representacao decimal infinita. Por exemplo
2=14+1=140,999... =1,999....
Agora dado a > 2 natural, de fato temos que
a=a—14+1=a—-140,999... = (a—1),999...
e disso segue o resultado.

Do Lema 1.4.5 também segue que toda série da forma Z To’ com a, € N;0 <

< 9, converge para um real « € [0, 1] e chamamos seu hmlte de
0,a1as...ay...

Esse limite ¢ tnico (lembre-se da unicidade do limite). Agora vamos a reciproca
desse resultado.

Teorema 1.5.2 Seja o € (0,1) wm nimero real. Entao existe uma, e somente uma,

sequéncia (ay), oy com a, € N e0 < a, <9,Vn € N, tal que

e a,
:ZW’

n=1

ou seja, a = 0,a,as...ay,... € tal representacao de o € unica.

Demonstracao: A demonstracao usa fortemente os principais conceitos de analise 1,

mas precisa ser cuidadosamente estudada por todos que pretendem ensinar matematica,
porque ensina um método bastante eficaz na determinagao das casas decimais de um
ntmero real algébrico. Para niimeros transcendentes, ela d4 uma pista, mas nao é eficaz,
porque cada caso é diferente.

ai+1
10

Sejam oy = L e B =
alzmax{k‘/% <a,0<k< 9}.

Entao
o La< ﬁl- (15)

Se a = aq, entao o = 0,a; e o processo finaliza. Caso contréario, tome
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onde

aQ:maX{k i‘—é+% <a,0<k< 9}.

Entao
ay L a< 62. (16)
Se o = an, entao a = 0, ajan e a prova finaliza. Caso contrario, repete-se o proce-
dimento.

Se existir um n € N para o qual
a=qa, =0,a1as...ay,

entdo a prova finaliza nesse passo. Caso contrario, considere as sequéncias (o,),cy ©

(Bn)pen definidas recursivamente a partir de 1.5 e 1.6. Por construcao,

ay < Bn,Vn € N.

L

Dado € > 0, sabemos que existe um ng € N, tal que < g, para todo n > ny.

) 10m
Dali,
n—1 n
a; a, +1 a; an + 1 an 1
n — On = s - — = - = — < &.
fomon=2 ;" om0 T T1m 10m 1om - ©
7=1 7=1
Como a,, < a < (,,Vn € N, tem-se que
a—a, < &,Yn > ng.
Portanto,

a — ay| < e,Yn > ny.
Disso concluimos que:

lim «, = a, ou seja:
n—aoo

a=0,a1as...a,...

Agora vejamos a unicidade.

Seja a € (0,1). Se a admite uma representacdo decimal finita, digamos a =
0,aias...ay, escreva
a=0,aas... (a —1)+0,0...01 . (1.7)

k dgitos

Vimos no Exemplo 11 que: 1 = 0,999.... Dai, dividindo 1 por 10* obtemos
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0, 0...01 =0,0...0009999...
=~ —

k dgitos k dgitos

Assim, por (1.7) podemos concluir que

a = 0,a1as... (a — 1)9999...,

que é uma representacao decimal finita de «.
Portanto, todo a € (0, 1) possui uma representacao decimal infinita, digamos,

a=0,a1as...a,... (1.8)

Por exemplo, para a = 0,27, tem-se o = 0,26999....
Suponhamos que o a de (1.8) possua uma outra representacao decimal infinita que

nao aquela de (1.8). Sendo assim, existe pelo menos um algarismo dessa tal representacao
que difere daquela em (1.8), digamos

a = O7 a1a2...an,1bnbn+1, (19)

com b, # a,. Suponhamos, sem perda de generalidades, que b, < a,. Entao

(1.8) — (1.9) = Gasbu  Sntizbnir 4 5 ),

o que é um absurdo. Isso conclui a prova.

Corolario 1.5.3 Seja x € R. Entao existe um tinico a € N e uma unica sequéncia

(an),ey onde a, € N e 0 < a, <9 para todo n € N, tal que

oo
1. x=a+ Z Ton =~ a, a1as...ay..., se x > 0.
n=1
= a
2. x=— <a + Z#) = —a,a10s...ay..., e x < 0.
n=1

Demonstracao: Dado z > 0, tome a = [z], onde [z]=max{m € N/m < z}, é o maior

natural menor ou igual a x.Entao

r=a+ «,onde a € (0,1).

Dai, pelo Teorema 1.5.2, existe uma tnica sequéncia (ay), oy, com a, € Ne 0 <
a, <9, tal que,

a=0,aas...a,...,
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Logo,
r=a+o=aaa...ay...

2. Se x < 0, entao pelo item 1, existem um tnico a € N e uma tnica sequéncia

(an),ens com a, € Ne 0 < a, <9, tal que
—T = a,0102...0y...
Dai,
T = —a,a10s...0y,...

Cada a; da representacao acima chama-se j-ésima casa decimal de x, e 0 nimero a
é a parte inteira de.

Exemplo 12 Determinemos a representacao decimal de /3 até a terceira casa decimal.
Sea €N ea® <3, entdo a =1, pois 2> = 4. Logo, [V3] =1el<V3 <2

Particionando o intervalo [1,2] em 10 subintervalos de mesmo comprimento, obte-

mos a particao

1 2 9
P=2114—1+— . 14+—¢.
{ TR TI M +10}

Observemos que (1, 7)2 =2,8 ¢ (1,8)2 = 3,24. Logo,
1,7< V3 <1,8 e assim, a; = 7.

Particionando o intervalo [1,7;1,8] em 10 subintervalos de mesmo comprimento,

obtemos a particao

77T 1 72 79
JJD S INRRS | S A S A
{ T T TR TV TIEA R T +'102}

Observemos que (1,73)° = 2,9929 e (1,74)* = 3,0276. Logo,
1,73 < /3 < 1,74 e consequéntemente, a, = 3.

Particionando o intervalo [1,73;1,74] em 10 subintervalos de mesmo comprimento,

obtemos a particao

P = 1+l+i 1+l+i+i 1+l+i+i
B 10 10277 10 102 1037770 10 102 103 f°
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Observemos que (1,732)% = 2,999824 e (1,733)* = 3,003289. Logo,
1,732 < /3 < 1,733 e consequentemente, as = 2.

Portanto, uma aprozimacio em trés casas decimais para /3 € 1,732. Logo,

V3 =1,732...

1.6 Poténcias com Expoentes Reais

Precisaremos do logaritmo natural para definir o nimero e.

Definicao 1.6.1 Seja a € R. Definimos
(i) a' = a.
(ii) a"™ = a-a",Yn € Nyn > 1.
Se a # 0, definimos

1
(iii)a® =1 ea ™ =—,VneN,n>1.
an

Dessa definigao seguem as leis das poténcias inteiras. Dados a,b € R*, tem-se,

1) a™t =a™-a",Vm,n € Z.

(
(2 o=~ nez
a” _a ,n € Z.
3) (a-b)" =a™-b",VYn € Z.
(4) (a™)" = a™"™ ¥Ym,n € Z.
(5) Se 0 < a < b, entdo a™ < b",Vn € N*.
(6) Sen <mea>1,entdo a” < a™,Vn,m € Z.

Lema 1.6.2 Sea € R,a >0 en € N*, entao existe um inico niumero real b > 0 tal que

b" = a.

Demonstracao: Veja o Teorema 7.5 em [4].

Dado um a € R,a > 0, o tinico nimero real b > 0 tal que b” = a é chamado de raiz
n-ésima de a e é denotado por an, ou ainda {/a, ou seja, b = /a = an.
Corolario 1.6.3 Sea € R en € N € impar, entao existe um unico b € R tal que b™ = a.

Demonstra¢ao: Aplicando o Lema 1.6.2 em |a|, segue que existe (um tnico) ¢ € R

tal que ¢" = |a|. Dai, se a > 0 entdao ¢” = a e segue o resultado. Se a < 0, tome b = —c.

Entao, 0" = —c" = a, e novamente temos o resultado.
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Agora estamos prontos para enunciar a definicao de a”, onde a € R e r € Q.

Defini¢do 1.6.4 Sejam a € Rt e n € N. Definimos an como sendo o b € R tal que
1
b" =a. Sea € R en € N é impar, definimos a» como sendo o nimero b € N tal que

b" = a.

Dados a € R e n € N, definimos

IS

I
Q
:\H|"‘

desde que an # 0 e esteja bem definido.

Dadosa € Rer="L ¢ Q com mdc(p, q) = 1, definimos
q

quando esta bem definido.
As mesmas leis das poténcias inteiras (1) - (6) valem para poténcias racionais.
Vamos finalizar a se¢ao com a caracterizacao de expoentes de niimeros reais.

Vamos fazer uso do critério de convergéncia de sequéncias monotonas (Proposigao

1.2.4). O objetivo é definir a”, onde a > 0 e z sdo reais (podendo ser irracional).

Vamos ilustrar com um exemplo: vimos que uma aproximacio racional para /3
com trés casas decimais é 1,732. Dai, pelas propriedades de sequéncias monoétonas, é de

se esperar que a sequéncia
1 91,7 91,732
(21,207 201520 .
converge para 2‘/5, pois trata-se de uma sequéncia mono6tona limitada.

Definicao 1.6.5 Dados a > 0 e z reais, definimos a® como sendo lim a'™, onde (1)
n—roo

€ uma sequéncia crescente de numeros racionais tal que lim r, = x.
n——ao0

neN

O Teorema 1.5.2 e seu corolario 1.5.3 garantem a existéncia de uma tal sequéncia.
No caso geral, basta construir uma sequéncia da seguinte forma: como entre dois nimeros

reais sempre existe um racional, tome

r—1<nr<ux,

max{rl,x—%} <re <,

e, procedendo indutivamente, apds r,, tome um racional r,, 11, tal que
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1
max{?"n,:r; — n_-l—l} <Tpt1 < .
Entéo (ry),cy ¢ uma sequéncia crescente e, como
r—t<r, <z
n n )

passando ao limite quando n tende a 400, obtemos lim r, = x.
n—aoo

Portanto, sempre existe uma sequéncia crescente (rn)nGN que converge a x. Isso
valida a definicao
a®* = lim a™,se,a> 1,z €R. (1.10)

n—aoo

onde (r,) é uma sequéncia crescente com lim 7, = x. Agora, se 0 < a < 1lez € R,
n—oo

o = <2>_ (1.11)

O valor de a” independe da escolha da sequéncia crescente (r,),.y (Veja o Lema
17.3 em [6]).

definimos

No caso de x € Q, basta considerar a sequéncia constante (x,z,x,...). Portanto a

definicao acima é consistente com a de expoentes racionais.

Para finalizar, as leis de poténcias (expoentes) reais sao similares as poténcias raci-

onais. Dados a,b € R*, valem
(i) a®t¥ = a” - a¥,Vz,y € R.
(i) (a®)¥ = a®¥,Va,y € R.
(iii) (a-b)" =a® - b*,Vz € R.
(iv) a™* = i,VmGR.
(v) < ) =(a- b)) =a* (b71)" =a® b %, Vo € R.
(vi) Sea > 1 ez <y, entdo a® < av.
(vii) Se0 < a < 1lex <y, entdo a¥ < a®.
(viii) Se z > 0 e a < b, entdo a® < b".
(ix) Se x < 0 e a < b, entao b* < a®.

Todas essas propriedades sao automaticamente validas para as poténcias do niimero

e. E isso sera crucial para alcancar nossos objetivos nesse trabalho.
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Definicoes e Propriedades de e

2.1 Definicao de ¢

A definicao mais simples de e é a seguinte.

Definigao 2.1.1 Chamamos de e ao valor do nimero real maior que 1 para o qual a drea

da regiao hachurada abaizo, entre o eizo x com x > 1 e o grdfico da func¢dao f(x) = —, €
x

tgual a 1:

s regiao de area = 1
05

Figura 1

Esse nimero existe, porque estd univocamente relacionado a regiao acima.

A area de uma regiao entre 1 e um z > 1 é delimitada pelo eixo das abscissas e o

grafico da funcao f(t) = % ¢ chamada logaritmo natural de x e é denotada por In x.
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(Regiao A(z), denotada por Inzx)

Alz)=Inz

Figura2

Neste caso, Ine = 1.

No calculo 1 aprende-se que o calculo dessa area é feito por meio de integracao.

T dt
lnx:/ —,x>1
1t

Tal integral pode ser calculada para todo z > 0. Mas nao vamos explorar o logari-
timo natural, nao pretendemos nos aprofundar sobre esse tema nesse trabalho. Apenas
listaremos suas propriedades quando formos usa-las.

Tdt
Podemos estimar a area da regiao A(z) sem realizar o calculo da integral / e
1

]
|
/:
I FLLS S
2

Por exemplo, da figura 2 vemos facilmente que

n2 <1 (2.1)

Definido o ntimero e, podemos usar as propriedades de poténcias com expoentes

reais para definir a funcao e*,x € R (Veja a se¢ao 2.6). A fungio e*,z € R satisfaz as
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propriedades (i) a (ix) da se¢do 2.6. Em particular e”, z € R, ¢ uma fungio estritamente

crescente.

A funcao logaritimo natural possui as seguintes propriedades fundamentais, as quais

sdo estabelecidas nos cursos de célculo e/ou analise 1.

(P1) A fungao Inz é estritamente crescente, continua e diferenciavel, definida em

(0, +00) e com valores em R.
(P2)Inl=0elne=1.
(P3) In(z-y) =Inz +1ny,Vz,y € (0, +00).
(P4) In < ) Inz —Iny,Ve,y € (0,4+00).
(P3)
)

P5) Dado r € R,In (z") = r - Inxz,Vx € (0, +00).
(P6) lim Inz=+occe lim Inz=+oo.
z—0t n—>+00

Para ver as demonstracoes dessas propriedades sugerimos as referéncias [3] e [4].

2.2 A Funcao Exponencial

A definicdo do numero e feita na secao 2.1 nos permite apenas saber de sua existén-
cia, nao nos ajuda muito a explorar suas propriedades. Nesta se¢cao vamos exibir uma

caracterizacao de e muito mais vantajosa para explorar suas propriedades.

Definicao 2.2.1 Para cada v € R definamos

o0 n

exp(z) = Z % (2.2)

n=o

Usando o teste da razao de convergéncia absoluta de séries (Veja o Teorema 2.6.6
em [6] ou o Teorema 2, pagina 581 de [2]) vemos que exp(z) converge absolutamente,
Ve € R.

Vejamos as principais propriedades de exp(z).

(P1) Para cada z,y € R, vale

exp(z) - exp(y)

Il
[
=%
e N—
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(P2) Segue diretamente de 2.2 que

exp(0) = 1. (2.4)
(P3) De (P1) (P2) tem-se que, para cada = € R,

exp(z) - exp(—z) = exp(x — x) = exp(0) = 1.

Consequentemente,

1
exp(—z) = M,Vx € R. (2.5)

Antes de apresentar um dos principais resultados posto em nossa dissertacao, pre-
cisamos do seguinte lema, feito em [4].
Lema 2.2.2 Sejam a,b € R tais que 0 < a < b. Entao

bn+1 _ an+1

—— < (n+1)-b" (2.6)

Demonstracao: De fato, como 0 < a < b, tem-se

bn+l . CLn—H

; =V 4a- "'+ 04+ .+ b+ a
—Qa

<H" b HDE T LT = (n 1) - D" (2.7)
A desigualdade 2.6 do Lema 2.2.2 pode ser reescrita da seguinte forma:

i b— (n+1)-(b—a)] < a™. (2.8)

Agora estamos prontos para enunciar o resultado. Sua demonstracao foi extraida
de [6].

1 n

Teorema 2.2.3 A sequéncia ((1 + —>) € crescente e limitada, e portanto, converge
n neN

para um nimero o € RT,

Demonstracao: Escolhendo a =1+

1
e b =1+ 1 na desigualdade 2.8, obtemos:
n+1 "

(T+3)" < (1+ #1)"“ ,Wn € N.

n

nen © crescente.

Isso prova que ((1+ 1))

Usando a mesma desigualdade 2.8, escolhendo agoraa=1eb=1+ %, obtemos
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(1+4)" <2
dai,
(14 L) <4

1 n , N .
Como ((1 + 5))neN é uma sequéncia crescente, tem-se

2

I+H"<(1+4)" <4Vn>1

n

Logo, essa sequéncia é crescente e limitada. Portanto, pela Proposicao 1.2.4 ((1 + %))neN

é convergente.

Teorema 2.2.4 a = exp(1l), ou seja,

1 n
lim (1 + —) = exp(1).
n—s00 n

2

\" "1
Demonstracao: Sejama, = 1+ —| e S, = Z —,n > 1. Ja sabemos que (a,) é
n prd k!

uma sequéncia convergente. Chamemos

a = lim a,.
n—oo
Sabemos também que
exp(l) = lim S,.

n—o0

Devemos provar que
a= lim S,. (2.9)

n—oo

Pela formula do binémio de Newton,

)

Entao temos
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Como (ay,) e (S,) sdo convergentes segue que
lim a, < lim S,. (2.10)

n—oo n—oo

Por outro lado, dados n e 0 < k < n tem-se

1 1 1 1 2 k—1
> —(1-2= e — (122 —Z)... (1= _ .
an > 1414 o (1 n>+ + (1 n) (1 n) <1 - ) (2.11)

Fixando k € N e fazendo n — 400 na desigualdade (2.11) obtemos

1 1
lima,>14+1+—=+--4+—=5. (2.12)
n—00 2! k!

Como a desigualdade (2.12) vale para todo k € N, segue que

lim a, > lim S = exp(1). (2.13)
k—o0

n—oo

Das desigualdades (2.10) e (2.13) concluimos que

lim a, = lim S, = exp(1).
n—oo n—oo
Agora apresentamos um resultado crucial na caracterizacao do nimero e. Nao es-

quecamos que.
In(e) = 1. (2.14)

1 n
Teorema 2.2.5 ¢ = lim (1 + —) = Q.
n

n—aoQ

1 1
Demonstracao: Pondo x = 1+ — na figura 2, vimos que a area A (1 + —) ¢ menor
n n

que a area da regiao retangular R; de base entre xr1 =1 e z = 1+ — e altura igual a 1
n

(veja Figura 3).

30



Capitulo 2. Definicdes e Propriedades de e

Figura 3
Ou seja,
o que equivale a desigualdade
(2.15)
Figura 4
. . 1
Do mesmo modo, observando as figuras 4, podemos inferir que A (Ry) < A (1 + —) ,
n
de A(Ry) = (141 -1). " L Em outras pal
onde = ——1]- = . Em outras palavras
2 n n+1 n+1 patavras,
1 1
<In({1l+-]. 2.16
n+1 " < N n> (2.16)
Juntando as desigualdades (2.15) e (2.16), vemos que
1 1 1
<In <1+—) < —. (2.17)
n+1 n n
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Multiplicando por n as desigualdades em (2.17) e usando a propriedade (P5) do
logaritmo natural, obtemos

1 n
<l (1 + —) <1 (2.18)
n+1 n

Passando ao limite quando n — 400 em (2.18) obtemos

1 n
1< lim In <1 + —) < 1. (2.19)
n—aoo n
Logo,
1 n
lim In (1 + —> =1 (2.20)
n—aoo n

Lembrando que In(e) = 1 (veja 2.14) e que a funcdo In(z) é continua (veja a propri-

(i (14 1)) = i

Dai, como a fung¢ao In(z) também é bijetora, segue que:

. 1\"
lim (1 + —) = e,
n—-»00 n

edade (P1)) segue que.

Ccomo queriamos provar.

Corolario 2.2.6 ¢ = exp(1), ou seja,

o0

11 1 1
e:1+1+5+§+”'+5+"'225' (2.21)

n=0

Demonstracao: De fato, essa identidade é consequéncia do Teorema 2.2.4 e do Teo-

rema 2.2.5.

O Corolario 2.2.6 exibe uma caracterizacao bem mais operacional que aquela do

inicio do capitulo. Agora temos em maos trés defini¢oes de e: aquela da Definicao 2.1.1,

1 n
e = lim (1 + —) .
n—-o0 n

Vamos finalizar essa se¢do mostrando que as fungoes exp(z) e e coincidem, e dai,

a do Corolario 2.2.6 e

possuem as mesmas propriedades.

Teorema 2.2.7 Vale a igualdade exp(x) = €®, para todo x € R.
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Demonstracao: Pela propriedade (P1) da fungao exp(z) e o corolario 2.2.6, temos,
Vn > 2.

e"=¢-e-..-g=exp(l)-exp(l) .. exp(l) = exp(n). (2.22)

n vezes

~~
n vezes

Pela Propriedade (P3), identidade 2.5, temos:

1 1
e'=— = = exp(—n),Vn > 1. (2.23)
en expn

Agora, dado r = % € Q(n > 0), segue de (2.5), (2.22) e (2.23) que:

(expr)” =exp(r) - ... -exp(r) = exp(n-r) =e"",

S

N~
n vezes

e dai,

SRS

T

expr = (e"")n =e.

Portanto,

expr=-¢€",Vr € Q. (2.24)

Agora, seja o € R. Sabemos que existe uma sequéncia crescente (), .y de nimeros

racionais tal que lim r, = a (veja a secdo 1.5).
n—oo

Dai, pelas propriedades da fungao e® e da funcao exp(z), temos.

e* = lim e™ = lim exp(r,) = exp ( lim rn> = exp(a).

Logo,

e* =exp(a), para todo a € R.

Assim, a funcao e® possui as seguintes propriedades.
(1) A fungao e” é estritamente crescente.

(2) lim e*=+4oc0e lim e” =0, Dom(e*) = (0,+00).

n——+00 n—>-r —0oo
00 "
(3) e = Zm,Vx eR.
n=0
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(4) A funcao e” é continua e diferenciavel para todo = € R.

(5) e"T¥ = e - e¥, Va,y € R.
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Capitulo 3

Irracionalidade e CAlculo das Casas

Decimais do Namero e

Neste capitulo vamos mostrar que e é irracional e vamos exibir um método de encontrar

sua aproximacao decimal.

3.1 Irracionalidade de e
Teorema 3.1.1 e é irracional.

Demonstragao: Suponhamos, por contradicao, que e é irracional. Isto significa que

e= ﬁ, onde k,m € N e mde(k,m) = 1.
m

Vimos na secao 2.2, Corolario 2.2.6, que

<1 1 1 1
GZ;H:1+HE+§+"'+H+'” (3.1)

Dai segue que

N | =1
D DR Dl (3.2
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Agora observemos que

I U S
nl (m+1)! " (m+1)

n=m-+1

:%(mil—'—(m—kl)l(m—l—Z)—'—”')

< ! ! + ! + = +
m!\m+1 (m+1)2 (m+1)>

Como E —— — é uma série geométrica de razao ] el <

<1
o I , segue

do Teorema 2 2 5 que

oo _—

1
L= (3.3)
m —|—1 1 m

i=1 -

Substituindo 3.3 na estimativa, obtemos
o0

1 1
2w

n=m+1

(3.4)

3|~

Agora,substituindo 3.4 em 3.2, obtemos
k 1 1 1
0< —— — < — - —. 3.5
2 Sl m (3:5)
Entao, multiplicando 3.5 por m!, obtemos

Eoe=1 1

Observemos que

m
— = Z = =k- -1 = Z ﬁ' ‘= a € Z, o que é uma contradicao, pois
terfamos por 3 6 que 0<a<l1. Logoe enlrgamonal
A demonstragao que fizemos acima encontra-se na referéncia D. G. Figueiredo [4].
Nao sabemos se a mesma ¢ originalmente de sua autoria. Na referéncia A. Caminha [2]
h& uma demonstragio ligeiramente diferente, mas de natureza analoga (veja o Teorema
5.21 em [2]).
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Outro modo de se provar que e é irracional é provando sua transcendéncia, porque
se um nimero é transcendente, entao ele é irracional. Mas provar que um ntimero é trans-
cendente geralmente envolve ferramentas matematicas bem mais avancadas que aquelas
empregadas em nosso trabalho, o qual é voltado para professores e estudantes do ensino

médio que gostam de matematica.

Na referéncia [4] tem um capitulo dedicado & demonstragio da transcendéncia de e.
O autor convida o leitor a fazé-la através de uma sequéncia de exercicios. Para realiza-los
é preciso conhecimento bésico de polinomios, derivadas (inclusive o Teorema do Valor
Médio).

3.2 CAlculo das Aproximacgoes Decimais do Numero e

Nosso principal objetivo aqui nao ¢ somente encontrar aproximagoes decimais de e, mas
também mostrar um método de prova de que essas sao de fato as aproximacoes decimais
de e. Por que isso? Porque em alguns livros de analise 1 e de teoria dos niimeros,
sao exibidas aproximacoes decimais de e, ou mesmo um método para encontra-las, mas
porque ja sabem de antemao que sao aproximacoes. Por exemplo, se vocé substituir n
por 100,1000,10000, 1000000 e 10000000 no termo geral da sequéncia

(GO

vocé encontrarda, respectivamente.
2,7...,2,71..., 2,718..., 2,7182..., 2,71828...,

indicando que as n-1 casas decimais do nimero

1\
1+ — .
(1 5)

sao as n — 1 primeiras casas da representacao decimal de e. Mas concluimos isso porque

sabemos de antemao quais sao essas casas decimais.

Nesse mesmo sentido A. Caminha em [2] indica um método de encontrar a aproxi-

magao decimal de e com cinco casas decimais (veja o problema 2.1, pagina 348 de [2]).

Na referéncia [6], pagina 30, exemplos 12 e 13, E. Lima mostra que 2 < e < 3 e
exibe a aproximagao 2,7182 para e, mas nao ensina como encontra-la e nem indica um

método para isso.

Ja na referéncia (6], os autores provam que 2 < e < 4 (depois, num exercicio indicam

como provar que e < 3) e depois informam como provar que e ~ 2, 71828182..., mas nao
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indicam um método de encontrar as aproximagoes decimais (veja [6], Teorema 16.6, a

pagina 52 e o exercicio 16.6, pagina 54).

Por fim, em |4], capitulo 6, sdo apresentados alguns métodos de aproximagao de irra-
cionais por racionais e seu grau de precisao, mas nao indica nenhum método de obtencgao

da aproximacao decimal de um ntimero irracional.

1 n
Vamos aqui empregar o Teorema 1.5.2 junto com as sequéncias ((1 + —) ) e
n neN

+1
1\" . . . . .
(1 + — para determinar as aproximacgoes decimais de e provando que estas sao de
n

fato as aproximacoes a esquerda de e.

Lema 3.2.1 Sejam a,b € R tais que 0 < a < b.

bn—i—l _ an—l—l
Entao . (n+1)-a",Vn>1.
—a
Demonstracao:
bn+1 _ an—i—l

—a

+--+a ' a+a"=(n+1)-a", como queriamos mostrar.
Lema 3.2.2 Dado n > 1, vale.
1\"* 1" 11
1+ = >(1+——) (14 +— .
n n+1 n+1 n

1
e b = 1+ — no Lema anterior 3.2.1, obtemos:
n+1 n

Demonstracao: Tomando a = 1+

n n+1

1 n+1 1 n+1 (n+1) 1 n
S 14— — (1 >—-—. (1
( +n> ( +n+1) nx*(n+1) ( +n+1>
1 n+1 1 1 n 1 n+1
@(1+—) >—~(1+—) +(1+ )
n n n+1 n-+1
& 1+1n+1> 1+ Ly 1+1+1
n n+1 n "t
Lema 3.2.3 Para todo natural n > 1, vale.

1+1nl+1+1>1+1n+2 (3.7)
n+1 n+1 n n+1 ’ '
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Demonstracao: De fato

Temos que

1
n+2+—->n+2
n

Logo
-(n2—1—2n+1) >n+2

S|

Assim podemos escrever

1
“(n+1)*>n+2
n

0 que equivale a
1 n+2 1 1
- > = i 3.8
n (n+1)2 n+1+(n+1)2 (3:8)

Somando 1 + n a ambos os lados da desigualdade (3.8) concluimos
n
1y —— oy 2
n+1l n n+1 (n+1)2
ou seja
1+ ! + ! > |1+ LY (3.9)
n+1l n n+1/) '
2
1
s 1+ +—-> 1+ . (3.10)
n+1l n n+1

1 n
Dai, multiplicando ambos os lados da desigualdade 3.10 por (1 + ?) , obtemos
n
a desigualdade 3.7.

Teorema 3.2.4 A sequéncia

€ decrescente e converge para e.

Demonstracao: Dado n > 1 tem-se, do Lema 3.2.2 que

1\ 1 \" 1 1
1+ - > (14 1+ +=).
n n-+1 n+1 n

Ja o Lema 3.2.3 nos diz que

1 \" 1 1 1 \"t?
1+ 1+ +—)> (14 :
n+1 n—+1 n n+1
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Logo, por transitividade,

1 n+1 1 n+2
(1—|——> >(1+ ) ,Vn > 1.
n n+1

1 n+1
Portanto, a sequéncia ((1 + —) > é decrescente.
n

neN

1\" 1
Consideremos as sequéncias ((1 + —) ) e ((1 + —)) . Sabemos que
n neN "/ / nen

1\" 1
lim (1 + —) =ee lim (1 + —) =1.
n—->» 00 n n—:oo n

Entao ambas as sequéncias convergem. Logo,

' 1 n+1 ' 1 n . 1 )
lim {1+ — = lim {14+ —) - lim |1+ — | = e, como querfamos demons-
n n

n—>oo n—>oo n n—»o0
trar.

Por fim, estamos prontos para demonstrar nosso principal teorema.
Teorema 3.2.5 ¢=2,7182...

Demonstragao: Vamos usar o algoritmo da demonstracao do Teorema 1.5.2 junto

(C)(0D), e

neN

com as sequeéncias.

que serao usadas na delimitacao das casas decimais.

Pelo Corolario 2.2.6 e pelo Teorema 3.2.4 deduzimos facilmente que:

2<e<3. (3.12)

Neste caso, [e] = 2 e podemos entdo escrever (aqui [z] é a parte inteira de z):
e =2,a1a203...0y,... (3.13)

onde cada a, € N;0 < a, <9 e,

k
alzmax{k/0§k§9 e 2—1—1—0§e},
= k/0< k<9 ap @y koo

ay = max <k< e TR

aq Qo k
a3:max{/€/0§k§9 € 2—|—1—O+1—02—|—1—03§6},

40



Capitulo 3. Irracionalidade e Calculo das Casas Decimais do Nimero e

n—1
; k
an:max{k:/OSk:SQ e 2+Z%+W§6}’
j=1

Entdo a; = 7, pois escolhendo n=80 nas sequéncias em (3.11) vemos que

2+k<2+7< 1+1 80< < 1+1 81<2+8k 0 6
— — — e — —,k=0,..,0.
10 10 80 80 10’ T

Para descobrir a; tomamos n = 1000. De fato,

7 1 1001 7 92
2+1—O+1—02<6<<1+m> <2—|—1—0+1—02.eobV1amente,

7 k
2,72<24+ —+ — =3,...,9.
12 < —|—10+102,Vk: 3,..,9

az = 8, pois para n=5000:

7 1 ] 1 5000
24 —+—+-——< (1+—) <e.

10 102 103 5000
e
1\ 500 - 1 9
e<(1+m) <2+1—0+1—02+1—03.
a4 = 2, pois para n—=10000:
7 1 3 9 100000
2+1_0+1_()2+1_O3+1_04<(1+100000) <e.
e
7 1 N 3 1 100001
2+1_0+1_02+1_O3+1_04>(1+100000) > e.
as = 8, pois para n = 1000000 = 10° temos:
el < () <
10 102 103 10*  10° 106
e

7T 1 8 2 9 10°41
R LS ( PR > e.
TR TR T T TiE ( +106) ‘

ag = 1, pois para n = 107 temos:

2+7+1+8+2+8+1<1+1107<
—t =+t =+ =+ =+ —= — e.
10 © 102 103 " 10% 105 ' 106 107
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2+ ! + ! + s + 2 + s + 2 > |1+ Ly >
—F =t =t =+ =+ — — e.
10 102 102 10* 10> 106 107

E assim sucessivamente. Portanto,

e~ 2,718281....

Observacao 4 Acreditamos que a aproximacao decimal de 8 a 12 casas para e que aparece

nas calculadoras cientificas quando acionamos a tecla "e"ji vem gravado na memdria

do equipamento, assim como a aprorimacao de m. Mas notamos que usando um valor
n

bem grande em | 1+ ﬁ) obtemos uma aprorimacao decimal de e com um bom niumero

de casas, mas nao sabemos a relacao entre n e o numero de casas decimais exatas na

aprorimacao de e. Por exemplo, para n poténcias de 10, temos

Para n = 106

1 106
(1 + 1—06) ~ 2. 71828 0469319

5 exatas
Para n = 107, temos
1 107
(1 + 1—07> ~ 2, 718281692544

6 exatas

Para n = 10%, temos

1 108
(1 + 1—08) ~ 2,7182818 14867

7 exatas
Para n = 10%, temos
1\ 10
(1 + 1—09) ~ 2 715828382 7099

O mesmo ocorre para n = 102,103, 10%, 10°. Isto sugere que cada nimero

1 o"
14— > 9
(+10n) =5

fornece n-1 casas decimais da aproximagao decimal de e. Mas nao sabemos provar
essa afirmacao e nem a encontramos na literatura que tivemos acesso até o presente
momento. Ficamos por aqui. Pelo visto ainda temos muito o que aprender sobre esse

magnifico nimero.
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