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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar os Teoremas de Ponto Fixo de Banach, Brouwer
e Schauder, mediante suas respectivas demonstragoes bem como aplica¢oes interessantes
de tais teoremas. Esses teoremas tratam da existéncia e unicidade de pontos fixos de apli-
cagoes A: M —> M, em que A e M satisfazem certas hipoteses. Tais teoremas fornecem
ferramentas matematicas para se demonstrar outros teoremas importantes na matematica
bem como originar métodos para resolver equagoes integrais e equagoes diferenciais. Além
disso, o conceito de ponto fixo serd abordado de uma maneira intuitiva para que o mesmo
possa ser ensinado aos alunos do Ensino Fundamental e Médio, por meio de atividades

propostas e aplicagoes a Geometria Fractal e ao buscador Google.

Palavras-chave: Ponto Fixo, Banach, Brouwer, Schauder.



ABSTRACT

The aim of this is to study the three Fixed Point Theorems, i.e., Banach, Brouwer and
Schauder, by means of their respective proofs as well as their interesting applications to
several areas. Such theorems deal with existence and uniqueness of fixed point of some
applications A : M — M, where A and M satisfy suitable hypotheses. Such fixed point
theorems provide mathematical tools in order to prove other interesting results and also
to generate methods to solve integral and differential equations. Additionally, the concept
of fixed point will be carefully adapted in order to be able to be taught in the Middle
and also in the High School by applying some activities containing applications to Fractal

Geometry and also to be Google Search.

Keywords: Fixed point, Banach, Brouwer, Schauder.



Figura 3.1
Figura 3.2
Figura 3.3
Figura 3.4
Figura 3.5
Figura 3.6
Figura 3.7
Figura 4.1
Figura 4.2
Figura 4.3
Figura 4.4
Figura 4.5
Figura 5.1
Figura 5.2
Figura 5.3
Figura 5.4
Figura 5.5
Figura 5.6
Figura 5.7
Figura 5.8
Figura 5.9
Figura 5.10
Figura 5.11
Figura 5.12
Figura 5.13
Figura 5.14
Figura 5.15

LISTA DE FIGURAS

Métrica Euclidiana em R? ... .. ... ... ... ... ... . . 14
Métrica da soma em R? ... ... .. . 16
Meétrica do maximo em R? . ... ... .. ... ... . 16
Tabuleiro de xadrez ...... ... .. 16
a ponto interior e b ponto de fronteira ............. ... ... 18
Fungao continua ... 23
Fungao nao continua ......... ... 23
Efeito Droste ... .. 27
Ponto fixo de uma fungao diferenciavel ........... ... ... ..o 30
Folha amassada - Teorema de Brouwer no R? .......................... 34
Aplicacao R ... 35
Contraexemplos .. ... 35
Pontos pertencentes ao grafico da funcao f ............... ... ... ..., 41
Grafico da fungao f(z) =22 4+ 32— 8 ..ot 42
Pontos fixos da fungao f ... 43
Distancia entre os pontos fixos da fungao f ............. ... ... ... 44
Funcao Raiz Quadrada a =29 > 1 ... ... i 45
Fungao Raiz Quadrada a =2 <1 ... .o i 45
Grafico da fungao f: [0,1] = [—1,1] oo 46
g1 ()| < L 47
Processo de iteracao de ¢i(@) ... 48
Triangulo de Sierpinski .......... . 50
Transformagao geométrica T7 ... ...t 52
Transformagoes geométricas To € T3 ..o 53
S = () e 53
Diagrama 1 ... ... 55
Diagrama 2 ... ... 59



Tabela 5.1
Tabela 5.2
Tabela 5.3
Tabela 5.4
Tabela 5.5
Tabela 5.4

LISTA DE TABELAS

[teracao de g1 ..o 47
Iteragao de go para xo =1 ... 49
Iteracao de g para xg = 0.5 .. ... 50
Tteragao O .. ..o 55
Tteragao 1 .. ..o 56
[teragao 2 ... 57



SUMARIO

1 INTRODUGCAO . . .« o ot i et e e e e e e e e e e e e

2 BIOGRAFTIA . . . e e e e e e e
2.1 STEFAN BANACH (1892-1945) Ce
2.2 LUITZEN EGBERTUS JAN BROUWER (1881-1966) .
2.3 JULIUSZ PAWEL SCHAUDER (1899-1943) .
3 CONCEITOS . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e
3.1 ESPACO METRICO .
3.2 ESPACO VETORIAL.
3.3 ESPACO NORMADO.
3.4 ESPACO DE BANACH .
4 TEOREMAS DE PONTO FIXO . ... ... ... ... ...
4.1 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH .
4.1.1 Efeito Droste. Ce
4.1.2 Teorema do Ponto Fixo de Banach
4.1.3 Aplicagoes para Equagoes Diferenciais . :
4.2 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BROUWER .
4.2.1 Ponto Fixo de Brouwer em R? ¢ R? .
4.2.2 Ponto Fixo de Brouwer :
4.3 TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER .
4.3.1 Aplicagoes Compactas . Co
4.3.2 Teorema do Ponto Fixo de Schauder.
4.3.3 Aplicagoes em Equagoes Integrais .
5 APLICACOES DO TEOREMA DE PONTO FIXO . .........
5.1 APLICACOES NO ENSINO MEDIO .

5.1.1 Ponto Fixo de uma fungao .

5.1.2 Ponto Fixo da funcao raiz quadrada .

5.1.3 Processo Iterativo. .
5.2 PONTO FIXO E A GEOMETRIA FRACTAL .
5.3 PONTO FIXO E O BUSCADOR DO GOOGLE

6 CONSIDERACOES FINAIS . . . . . .t i ittt et e
REFERENCIAS . . . ottt et e e e e e e e e e e

APENDICE A



10

1 INTRODUCAO

Diversos problemas em Matemética se reduzem a encontrar pontos fixos de alguma
aplicacao, ou seja, encontrar solugoes para sistemas lineares, equagoes diferenciais ordi-
narias e equagoes integrais. Assim, tornam-se importantes as condi¢oes que garantam a
existéncia de pontos fixos. Neste trabalho abordaremos os trés Teoremas de Ponto Fixo:
Brouwer (1912), Banach (1920) e Schauder (1930).

No Capitulo 2 apresentaremos as biografias de Stefan Banach, Luitzen Egbertus Jan
Brouwer e Juliusz Pawel Schauder e suas contribui¢oes na area da Matematica.

No Capitulo 3 introduziremos conceitos basicos para compreensao dos teoremas, pro-
posigoes e propriedades que serao abordadas ao longo deste trabalho.

No Capitulo 4 evidenciaremos os teoremas de ponto fixo e suas aplicagbes. O Teo-
rema do Ponto Fixo de Banach, também conhecido como Principio da Contracao, é um
resultado sobre espacos métricos, fonte de teoremas e com muitas aplicacoes em espa-
¢os normados, por exemplo, o Teorema de Picard. A demonstracao de tal teorema é
construtiva, a qual nos fornece aproximagoes sucessivas para o ponto fixo, em que o erro
para tais aproximagoes torna-se menor a cada iteragao. O Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer garante que toda aplicagao continua em um subconjunto compacto, convexo e
nao-vazio de um espaco vetorial normado de dimensao finita, possui um ponto fixo. Uma
aplicagao importante do Teorema do Valor Intermedidrio é na demonstragao de um caso
particular do Teorema do Ponto fixo de Brouwer. Geralmente, esse teorema é enunciado
considerando-se a bola unitaria fechada do R™ ao invés de um conjunto compacto e con-
vexo. Em 1909, L. E. J. Brouwer obteve tal resultado para n = 3 e, em 1910, o caso geral
foi demonstrado por J. Hadamard e, posteriormente em 1912, por Brouwer. Com algumas
adaptagoes para espacos de Banach de dimensao infinita, obtemos o Teorema do Ponto
Fixo de Schauder, o qual também possui muitas aplicagoes para encontrar solucoes para
equacoes integrais e equacoes diferenciais ordinarias.

No Capitulo 5 abordaremos exemplos contextualizados para os anos finais do Ensino
Fundamental e Ensino Médio, os quais aplica-se o ponto fixo aos conteudos pertencentes
ao curriculo de cada ciclo, auxiliando professores que tenham interesse de abordar tal
tema em sala de aula. Os contetidos estao relacionados a Geometria, como as sucessivas
transformacoes geométricas nos fornecendo a ideia de fractais; raizes aproximadas de
fungoes polinomiais, enriquecendo a interpretagao de dominio, contradominio, imagem e
graficos de uma funcao. Além disso, o ponto fixo nos possubilita evidenciar a importancia
do estudo sobre matrizes, mais especificamente, a multiplicagao de matrizes, o qual nos
fornecera aplicagoes ao PageRanke algorimo.

Por fim, concluiremos o trabalho apresentando as consideracoes finais.
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2 BIOGRAFIA

Neste capitulo, apresentamos as biografias de Stefan Banach, Luitzen Egbertus Jan
Brouwer e Juliusz Pawel Schauder destacando suas respectivas carreiras académicas e

suas principais publicagoes.

2.1 STEFAN BANACH (1892-1945)

Stefan Banach nasceu no dia 30 de margo de 1892 na Cracdvia, Polénia. O primeiro
nome foi dado pelo seu pai Stefan Greczek e o segundo nome por sua mae Katarzyna
Banach, a qual Stefan Banach nao chegou a conhecer. Banach foi criado por seus famili-
ares. Durante o colegial Banach e seu amigo Witold Wilkosz se destacavam pela rapidez
e interesse em solucionar problemas matematicos. Assim que concluiram o colegial, em
1910, ambos queriam cursar Matematica, mas pensando que nao haveria nada de novo a
ser descoberto nesta area, acabaram optando por outros cursos, a saber, Banach foi cursar
Engenharia e Witold idiomas orientais. O pai de Banach nao apoiava seus estudos, entao
sentindo-se sozinho, Banach deixou a Cracovia e foi para Lvov (atual Lviv, Ucrania), onde
matriculou-se na Faculdade de Engenharia da Universidade Técnica de Lvov. Sem apoio
financeiro, ele comegou a dar aulas particulares, o que o possibilitou a concluir o curso,
em 1914. Por nao estar preparado para trabalhar no servigo militar durante a Primeira
Guerra Mundial por problemas de visao, Banach foi lecionar em escolas locais e trabalhar
na construc¢ao de estradas. A grande mudanga na vida de Banach foi em 1916, quando
ele conhece Steinhaus e esse lhe apresentou um problema que, até aquele momento, nao
havia tido nenhum resultado satisfatorio. Dentre alguns dias Banach conseguiu um con-
traexemplo para a teoria de Steinhaus e, assim, passaram a pesquisar e escrever juntos.
Apos esse encontro, Banach comegou a pesquisar e escrever importantes documentos ma-
tematicos em ritmo acelerado. Banach é considerado o pai da analise funcional recebendo
varias homenagens como o Espaco Normado Completo, também conhecido como Espaco
de Banach, além de um dos principais teoremas de ponto fixo abordado neste trabalho.

Banach faleceu em Lvov em 31 de agosto de 1945 com cancer no pulmao.

2.2 LUITZEN EGBERTUS JAN BROUWER (1881-1966)

Luitzen Egbertus Jan Brouwer nasceu em 27 de fevereiro de 1881, Overschie, Holanda.
Brouwer estudou Matematica na Universidade de Amsterda de 1897 a 1904. Brouwer é
considerado o pai fundador da Topologia devido aos seus importantes trabalhos desen-
volvidos nessa area. Em conexao com as pesquisas de Hilbert, ele descobriu um de seus
primeiros Teoremas de Ponto Fixo, os quais, mais tarde, tornaram-se teorias importan-
tes no ramo da Matemética para o desenvolvimento de outros ramos dela, como, por

exemplo, equagoes diferenciais e teoria dos jogos. Entre outras teorias publicadas por
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Brouwer, estao: o teorema da traducao plana, invariancia da dimensao de uma variedade
sob continuas transformagoes invertiveis, publicagoes sobre teoria dos conjuntos, teoria
da medida e teoria das func¢oes. Além disso, no periodo de 1909 a 1951, Brouwer lecionou

na Universidade de Amsterda. Brouwer faleceu em 2 de dezembro de 1966, Blaricum.

2.3 JULIUSZ PAWEL SCHAUDER (1899-1943)

Juliusz Pawel Schauder era de familia judia e nasceu em 21 de setembro de 1899
em Lvov (atual Lviv, Ucrania). No ano 1917, Schauder formou-se no ensino médio e,
dois anos depois, ingressou na Universidade Jan Kazimierz em Lvov. Em 1924, Schauder
obteve o titulo de doutor com a tese A teoria da medida de superficie. Além de lecionar
em escolas secundarias, Schauder também trabalhou em uma empresa de seguros. Com
a publicagao do artigo Contribuigcoes para a teoria de mapeamentos continuos em espacos
funcionais, ele passou a lecionar na Universidade de Lvov em 1928.

A principal conquista de Schauder consistiu em adaptar os principais resultados da
Topologia para espagos de Banach, por exemplo, o Teorema de Ponto Fixo, publicado
em 1930. Com o auxilio de uma bolsa de estudos, em 1933, Schauder foi para Paris
pesquisar juntamente com Jean Leray onde, em 1934, publicaram juntos um dos trabalhos
mais importantes sobre Topologia e equacgoes diferenciais parciais. Quatro anos depois,
eles receberam o prémio Grand Prix Internationaux de Mathématiques Malaxa por esse
trabalho. Durante sua carreira, publicou 33 obras importantes para a Matematica a qual
teve fim com o inicio da Segunda Guerra Mundial, onde Schauder, por ser judeu, foi

assassinado em 1943 pelo exército alemao.
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3 CONCEITOS

Neste capitulo, serao apresentados conceitos béasicos para compreensao dos teoremas,
proposicoes e propriedades que serao abordadas ao longo deste trabalho, usando os tra-
balhos de Zeidler [1] e de Elon [3].

3.1 ESPACO METRICO

Em espagos métricos pode-se calcular a distancia entre dois elementos, enquanto em
espagos vetoriais pode-se somar elementos e multiplicar um elemento por um escalar. O

ambiente em que é possivel fazer tudo isso, é o ambiente dos espacos vetoriais normados.

Defini¢ao 3.1 Dado um conjunto M # 0, seja d : M x M — R, e indiquemos por
d(x,y) a imagem de um par (x,y) € M x M, por meio da fun¢ao d. Dizemos que d é

uma métrica sobre M se as sequintes condicoes se verificam para quaisquer x,y,z € M:
(M) d(z,y) =0 <=z =y;

(MZ) d(x7 y) = d(ywr);

(M) d(z,y) < d(z,2) +d(2,y).

A condicao (Ms) é conhecida como desigualdade triangular, tendo origem no fato de
que o comprimento de um dos lados de um triangulo é menor que soma do comprimento
dos outros dois, no plano euclidiano. Cada imagem d(z,y) recebe o nome de distincia de

xay.
Definicao 3.2 Um espago métrico é um par (M,d), em que d é uma métrica sobre M.

A nogao de espago métrico foi introduzida em 1906 por Maurice Fréchet e desenvolvida
e batizada por Felix Hausdorff em 1914.

Como vimos anteriormente, em espacos métricos podemos medir a distancia entre
seus elementos. Tais elementos podem ser: nimeros, pontos, vetores, matrizes, fungoes,

conjuntos, entre outros. Vejamos alguns exemplos de espacos métricos.

Exemplo 3.3 A reta R, ou seja, o conjunto R dos ntmeros reais, é um exemplo in-
teressante de espaco métrico. A distancia entre dois pontos z,y € R é definida por

d(z,y) = |z — y|. De fato, essas propriedades de valor absoluto de ntumeros reais segue:
(My) d(z,y) =z —y[ 20 e dlz,y) =z —y|=0=r-y=0=r=y;

(My) d(x,y) = |z —y| =y — 2| = d(y, x);

(Ms) d(z,y) = |z -yl = |o =2+ 2 —y| < |z — 2]+ |z —y| = d(z, 2) + d(z,y).
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O valor absoluto de niimeros reais ¢ denominada métrica usual da reta. Outra métrica
utilizada é a métrica euclidiana que pode ser facilmente compreendida, pois provém da
formula para a distancia entre dois pontos no plano a partir da analise do triangulo

retangulo, veja a Figura 3.1, que prova-se usando o Teorema de Pitagoras.

Figura 3.1: Métrica Euclidiana em R?

Y2

*a

Fonte: A autora

Em R2, podemos pensar na distancia euclidiana entre dois pontos como sendo o com-

primento do segmento que os une, ou seja,

d(z,y) = V(21 — 11)? + (22 — 32)2,

em que r = (x1,22) e y = (y1,y2). Notemos que as condigbes sao satisfeitas uma vez
que a distancia entre dois pontos é sempre nao negativa e somente nula quando estamos
medindo a distancia de um ponto a ele mesmo. Além disso, a distancia de z a y é igual
a distancia de y a x, pois ela é simétrica. Por fim, a desigualdade triangular, onde o
segmento de x a y é menor ou igual a soma dos segmentos de z a z e z a y.

Vejamos a generalizacao do Espaco Fuclidiano para dimensao n:

Exemplo 3.4 Espacgo Euclidiano R”. Um elemento do espago R™ é denotado por x =
(x1,29, ...,x,), em que x; é um numero real. Além da métrica euclidiana apresentada
anteriormente, temos mais duas métricas usualmente utilizadas em R", a saber, a métrica

da soma (ou angulo reto) e a métrica do maximo. Sejam os pontos x = (z1, %2, -+ ,Z,) €

Y= (?Jl,y%"' )yn) do R".

1. Métrica euclidiana (métrica usual):

d:R"xR" — R,

n 1/2
d(z,y) = (21— 11)? + (22— 12)> + ..+ (20 — Yn)? = [Z(% - yi)2] ; (3.1)

=1
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2. Métrica da soma:
dy :R" xR" — R,
di(w,y) = o1 — il loe — gl + oo+ —gal = S lei—wls (32)
i=1
3. Métrica do méaximo:
dy : R" xR" — R,
dy(z,y) = max{|xy — w1, |22 — ya|, ..., |Tn — Yn|} = max |z; — y;l. (3.3)

1<i<n

Para uma ilustracao geométrica dessas medidas de distancias, utilizaremos o espaco R?.
A métrica Euclidiana, veja a Figura 3.1, conforme dito anteriormente, é a distancia entre
dois pontos do plano (em coordenadas cartesianas), ou seja, a distancia em linha reta.
A métrica da soma, veja a Figura 3.2, também conhecida como Métrica Metropolitana,
associa-se a planta de uma cidade cujas ruas sao retas paralelas aos eixos coordenados
r =0ey = 0. Essa métrica também pode ser chamada de Manhattan, devido a um
problema envolvendo o percurso a ser realizado por um carro entre dois pontos da cidade,
a qual as ruas da ilha sao em sua maioria quadriculadas. Isto ocorre devido as redes
de transporte na forma de grades retangulares em muitas cidades americanas e também
em cidades brasileiras. Sendo assim, a métrica mais adequada para medir distancias de
deslocamentos é a métrica da soma. Por fim, a métrica do méximo, veja a Figura 3.3,
também conhecida como Distancia de Chebyshev ou distancia do tabuleiro de xadrez,
pois representa o movimento do rei no xadrez. Perceba que no jogo de xadrez, o rei pode
deslocar-se somente uma posicao em cada jogada, sendo nas direcoes horizontais, verticais
e nas diagonais. Temos que a quantidade de movimentos necessarios para que o rei se
desloque de uma posicao a outra ¢ igual a maior distancia em uma dimensao. Na Figura
3.4, ilustramos a situacao em que o rei se desloca da posicao f6 para cl. Note que a
quantidade necessaria de movimentos é dada pela métrica do maximo. Essas ideias foram

adaptadas dos contetdos publicados em ([16], [17]).

Proposicao 3.5 Sejam d,d, e dy definidas no Exemplo 3.4. Quaisquer que sejam x,y €
R™, tem-se que:
d2($,y) S d([E,y) S d1<l’,y) S ndg(fﬁ,y)

Devido a estas desigualdades, dizemos que essas métricas sao equivalentes.

Demonstragao:  Na primeira desigualdade, temos: ds(x,y) = |z, — y,| para um certo
r(1 < r < n). Dai

da(2,y) = |z, — yr| = /(2 — y,)? < d(z,y).
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Figura 3.2: Métrica da soma em R?

x2 A
Vs y
x2
X
xl yl xl

Fonte: A autora

Figura 3.3: Métrica do maximo em R?

XA

¥, ¥

1 yl xl

Fonte: A autora

Figura 3.4: Tabuleiro de xadrez

N W R 0000 N
N W R O N

Fonte: [16]
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A segunda desigualdade, prova-se notando que:

(xl_y1)2+"'+(xn_yn)2
< (=) + 4 (T —yn)? + 207 — ]2 — o + -

2|xn—1 - yn—1||xn - yn|>

[d(z, )]’

+

dz,y) = V(@ =)+ + (T — yn)?
Ve —y)?2+ .

‘xl _y1| +oee A+ ‘xn _yn‘ = d1($7y>‘

IN

+ (xn - yn)Q +...+ 2’3711—1 - yn—len - yn‘

Na terceira desigualdade devemos supor que |z, — y,.| = max{|z1 — v1],. .., |Tn — ¥n|},

entao

21 — | <|zp =y, oo |20 — ynl <zr — y4

para um certo r (1 <r <n) e dai

di(z,y) = o1 — 1]+ ... + |20 — yal < nlzy — yp| = nda(z, ).

O conceito de bola desempenha um papel fundamental na teoria dos espacos métricos.

Vejamos as defini¢oes de bola aberta e bola fechada:

Defini¢ao 3.6 Seja a um ponto no espago métrico M = (M,d) e r > 0 um nimero real.
A bola aberta de centro a e raior > 0 € o conjunto B(a;r) dos pontos de M cuja distancia

ao ponto a € menor do que r, ou seja,
B(a;r) ={z € M; d(x,a) <r}.

Defini¢ao 3.7 A bola fechada de centro a e raio v é o conjunto Bla;r], cujos pontos de

M estao a uma distancia menor do que ou iqual a v do ponto a, ou seja,
Bla;r] = {x € M;d(z,a) < r}.

Apresentaremos agora as nogoes de ponto interior e fronteira de um conjunto X contido

no espago métrico M.

Definicao 3.8 Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto a € X diz-se
um ponto interior a X quando € centro de uma bola aberta contida em X, ou seja, quando
existe v > 0 tal que d(x,a) <r =z € X, veja a Figura 3.5. Denota-se o interior de X

em M ao conjunto int X formado pelos pontos interiores a X.
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Figura 3.5: a ponto interior e b ponto de fronteira

acintX ¢ b eodX

Fonte: [3]

Defini¢ao 3.9 Seja M = (M,d) o espago métrico e X C M. A fronteira de X, denotado
0X, € o conjunto dos pontos b € M tal que a bola aberta centrada em b contém pelo menos

um ponto de X e um ponto do complementar M — X.

Definicao 3.10 Um subconjunto A de um espag¢o métrico M diz-se aberto em M quando
todos seus pontos sao interiores, isto é, int A = A. Assim, A C M ¢ aberto se, e somente

se, A(NOA =0. O subconjunto A de M chama-se fechado se, e somente se, o conjunto
M — A é aberto.

3.2 ESPACO VETORIAL

O Espaco Vetorial é o ambiente onde pode-se somar e multiplicar seus elementos por
escalar. A seguir definiremos espaco vetorial e consequentemente subespacgo vetorial.
Neste trabalho usaremos o simbolo K para denotarmos o corpo R dos ntimeros reais

ou o corpo C dos nimeros complexos, conforme a notagao da péagina 4 em [1].

Definicao 3.11 Um espaco vetorial sobre K é um conjunto V', cujos elementos sao cha-
mados genericamente de vetores, sobre o qual estao definidas duas operagoes para todo
ryezeVeaefekK:

e Soma entre vetores, que satisfaz:
(1) Associatividade: x + (y + 2) = (v +y) + 2;
(2) Comutatividade: © +y =1y + x;
(3) Elemento neutro: existe 0 € V' de modo que 0 + x = x;
(4) Inverso aditivo: para todo x € V, existe (—x) € V' de maneira que x + (—x) = 0.

o Multiplicagdo de escalar por vetor, que satisfaz:
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(5) Associatividade da multiplica¢io por escalar: (af)r = a(fz);
(6) Distributiva: (o + p)x = ax + Px;

(7) Distributiva: a(x +y) = ax + ay;

(8) FElemento neutro da multiplica¢do: lx = x.

E comum mostrarmos que um subespaco ¢ espaco vetorial, utilizando as propriedades
da definicao a seguir, ao invés de provarmos as oito propriedades apresentadas na Defini¢cao
3.11.

Definicao 3.12 Um espaco X € dito subespaco wvetorial do espaco vetorial V', se sa-

tisfaz as sequintes propriedades:
(1) X nao € vazio;
(13) Para todo x1,x9 € X, entao 1 + x9 € X;

(1ii) Sex € X ea €K entio azx € X.

Exemplo 3.13 Seja X = K", onde n € N, tal que o conjunto X consiste em todas as

n-uplas ¢ = (x1, 22, ...,x,) com x; € K para todo i € N. Definimos

r4+y=(r1,22, ..., %) + Y1, Y2,- - Yn) = (®1 + Y1, T2+ Y2, - -, T + Yn)
a(xy, Tay ... xy) = (@1, aXa, ..., QXy).

Exemplo 3.14 Seja C [a, b] o conjunto de todas as fungoes continuas no intervalo fechado
[a, b],
f:la,b] — R

em que —o00 < a < b < oo. Para f,g € Cla,b] e « € R, Ca,b] torna-se um espago

vetorial com as seguintes operacoes

(f +9)(z) = f(z) +g(x)

(af)(z) =af(x),Vr € [a,b].

A soma de fungoes continuas resulta em uma fungao continua e o produto de escalar por

uma func¢ao continua resulta em funcao continua, ou seja,

f+geCla,b]
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af € Cla,b).

Assim, C'[a, b] é um espago vetorial real.

3.3 ESPACO NORMADO

Como dito anteriormente, em espagos métricos podemos calcular a distancia entre dois
de seus elementos, enquanto em espagos vetoriais somamos e multiplicamos por escalar
seus elementos. Veremos agora que em espacos vetoriais normados podemos fazer tudo

1SS0.

Defini¢ao 3.15 Seja E um espago vetorial. Uma norma em E é uma fungao || - | :
E — R, que associa a cada vetor x € E o nimero real ||z||, denominado norma de x,

que satisfaz as sequintes condigoes:

(N1) ||z|]| >0, Vo € E e ||z =0 <= 2 = 0;
(N2) ||la-z|| = || - ||=]|, para todo escalar o e todo x € E;

(V3) Nz +yll < llzll + [lyll, pare quaisquer z,y € E.

Um espaco vetorial munido de uma norma serd denominado de espago vetorial nor-

mado ou simplesmente espaco normado.

Definicao 3.16 Uma sequéncia em um conjunto X € uma aplicagao f: N — X, que a

cada nimero natural n associa um f(n) = x,, denominado de n-ésimo termo da sequéncia.

A seguir, apresentamos a definicao de limite e convergéncia de uma sequéncia, além

de algumas propriedades:

Definicao 3.17 Seja (x,) uma sequéncia no espago vetorial normado (X, || - ||). Diz-se
que o limite da sequéncia (x,) € o ponto x € X quando, para todo € > 0 dado arbitraria-
mente, pode-se obter ng € N tal que n > ng = ||z, — z|| < €. Diz-se que essa sequéncia
converge para v € X, e escreve-se

lim z, =2 <= lim |z, — x| =0.
n—aoo n——oo

A convergéncia significa que a distancia ||x,, — z|| entre os pontos x,, e x converge para

zero quando n tende ao infinito.

Proposicao 3.18 Seja X um espaco normado sobre K. Sejam x,,yn, v,y € X e ap,a €

K para todo n € N. Entao temos:
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(1) O limite x € unico;

(13) Se x, — = quando n — oo, entdo a sequéncia (x,) € limitada, isto €, existe um

nimero r > 0 tal que ||x,|| < r para todo n;

(1ii) Se x,, — x quando n — oo, entdao

[n]] — llzll, 7 — oo;

(iv) Se x, — = ey, —> y quando n — 00, entao

Ty + Yn —> T+ Y, N —> 0;

(v) Sex, — z e, — a,n — 00, entdo
Qp Ty — T, N — 00.
Demonstracao:
(1) Seja x, — x e x, — y quando n — oo. Entao,
=yl = I(z = 2n) + (20 = Y| < Iz = znll + [l2n — y[| — 0, quando n — oo.

Portanto ||z — y|| = 0, ou seja, x = y.

(71) Seja x,, — = quando n — oo. Assim, a sequéncia real (||z,, — z||) é limitada, isto

¢, existe um namero L tal que ||z, — z|| < L, Vn. Entao,
[zl = llen — 2+ zf| < flon — 2] + 2]} < L+ [l2]], vn.
(1ii) Seja x, — x, quando n — oco. Entao,
[lzll = llzll| < llz = =] — 0, quando n — oc.
(iv) Se x, — x e y, —> y quando n — co. Entao,
[(@ntyn)=(@+y)|| = [[(zn=2)+(n=y) || < ll2n—2[+]ya—yll — 0, quando n — oo.

(v) Se z, — x e o, — a quando n — oo. Entao,

|ty —az| = [[(an — @)z, + oz, — )|

< lem = @)zl + ez, — )|
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< lan = al - flzn]l + |af - flzn — 2]
<

|, — | -+ |af - ||z, — x]| — 0, quando n — .

Uma sequéncia importante é a sequéncia de Cauchy. Intuitivamente, os termos da
sequéncia ficam cada vez mais proximos uns dos outros quando o indice n tende para o
infinito. Note que na definicao de convergéncia os termos da sequéncia tornam-se cada

vez mais proximos de um determinado ponto. A seguir, apresentamos a defini¢cao formal:

Defini¢ao 3.19 Uma sequéncia (x,) em um espag¢o normado X é denominada sequéncia

de Cauchy se, e somente se, para cada € > 0, existir um nimero ngy(€) tal que
V n,m > ng(e) = ||z, — x| <e.

Quando os termos de uma sequéncia aproximam-se de um ponto fixo, obviamente os

termos aproximam-se uns dos outros.

Proposicao 3.20 Se X € um espaco vetorial normado entdo toda sequéncia convergente

€ sequénicia de Cauchy.

Demonstracao: Se x, — = quando n — oo entao, pela Proposicao 3.18, tem-se que

|lznl] — ||z]], n — o0, isto &, para cada € > 0, existe um namero ngy tal que
€
o — ol < 5

para todo n > ng(e).

Isso implica que

€ €
|20 = 2]l = [[(2n = 2) + (2 = 2) | < ll2n =2l +lz —anl < 5+ 5 =€

para todo n,m > ng(e).

Exemplo 3.21 Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Considere a sequéncia de

nimeros racionais x,, dada por: x1 =1, z9 =1 — %, r3=1— % + %, T, =1— % + % +

oot (2;2: Sabemos que limx, = 7, ou seja, z, converge em R. Pela Proposicao 3.20,

segue-se que a sequéncia (x,) é de Cauchy no espago Q, mas nao é convergente em Q pois

T¢R

Os teoremas de ponto fixo, os quais enunciaremos no proximo capitulo, garantem a
existéncia de pelo menos um ponto fixo, desde que algumas hipoteses sejam satisfeitas.
Sendo assim, definiremos conceitos como fung¢oes continuas, conjunto convexo e conjunto

compacto, pois os mesmos serao hipoteses do Teorema de Ponto Fixo de Brouwer.
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Definicao 3.22 Uma aplicacio A : M — Y definida no conjunto M C Y, diz-se

continua no ponto a € M, se para todo € > 0 dado arbitrariamente, existe 6 > 0 tal que
reM, |z —a|| <d=||A(x) — Aa)|| < e.
Diz-se que A: M — Y € continua quando A for continua em todos os pontos a € M.

Se uma aplicagao nao é continua, diz-se que tal aplicacao é descontinua.
Quando Y =R e f: M — R, temos a definicao de func¢oes continuas e fungoes nao

continuas.

Exemplo 3.23 A seguir, apresentamos um exemplo de funcao continua, veja a Figura

3.6 e um exemplo de fungao nao continua, veja a Figura 3.7.

Figura 3.6: Fungao continua

Fonte: A autora

Figura 3.7: Fungao nao continua

V

Fonte: A autora

Intuitivamente, a convexidade de um conjunto M significa que dados dois pontos z e

y pertencentes a M, o segmento formado por estes pontos também pertencem a M.
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Definicao 3.24 Seja X espacgo vetorial normado. O conjunto M no espaco vetorial X é

denominado convexo se, e somente se
Ve, y e M e 0<a<l = ar+(1—-—a)ye M.

Definigao 3.25 Seja M um subconjunto no espago vetorial normado X. A func¢do f :

M — R € denominada convexa se, e somente se

flaz+ (1 —a)y) < af(x)+ (1 —a)f(y),
para todo x,y € M e todo 0 < a < 1.

A teoria de Conjuntos Compactos é de grande importancia na Matematica, pois de-
sempenha um papel fundamental em espacos métricos e topoldgicos, em anélise real e em

analise funcional. Vejamos
Definicao 3.26 Seja M um conjunto no espago vetorial normado X . Entao:

e M ¢ denominado conjunto relativamente compacto se, e somente se, cada
sequéncia (x,) em M possui uma subsequéncia convergente x, — x quando

ng — 00;

e M € denominado conjunto compacto se, e somente se, cada sequéncia (z,) em M

possui uma subsequéncia convergente x,, — =, quando ny — oo, tal que x € M;

o M ¢ denominado limitado se, e somente se, existe um numero r > 0 tal que

|z|| <, para todo x € M.

3.4 ESPACO DE BANACH

Vimos anteriormente, as defini¢oes de sequéncias limitadas e sequéncias convergentes,
e em especial, a sequéncia de Cauchy. Tais defini¢oes serao importantes para o estudo do
espaco de Banach.

Diz-se que o espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy em M é
convergente. Quando temos essa mesma propriedade da sequéncia de Cauchy, no espago

vetorial normado, denominamos espago de Banach. Vejamos a préxima definicao:

Definicao 3.27 (Espaco de Banach) Seja (X, || - ||) um espaco vetorial normado sobre
K. Dizemos que X é um espago de Banach se toda sequéncia de Cauchy em X converge

para um elemento de X.

Portanto, Espacos de Banach também sao conhecidos como espago normado completo.
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Embora a sequéncia de nameros racionais (x,) apresentada no Exemplo 3.21 seja uma
sequéncia de Cauchy a mesma nao converge em Q, portanto o espaco Q@ dos nimeros
racionais nao é um espaco de Banach. Por outro lado, os espacos R e C sao espago de

Banach.

Corolario 3.28 O espaco R™ € espago de Banach.
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4 TEOREMAS DE PONTO FIXO

Encontrar os pontos fixos de fungoes significa encontrar as solu¢oes de uma determi-
nada equagao, ou seja, encontrar um ponto x pertencente ao dominio da funcao f tal que
f(z) = x; essa tarefa nem sempre é facil de se executar. Uma pergunta natural que surge
no processo é: toda funcao admite um ponto fixo? Se tal ponto existe, ele é tinico? Em
alguns casos, necessitamos de ferramentas matemaéticas para encontrar tal solugao ou um
numero que seja aproximado, de preferéncia, com o menor erro possivel.

Um ponto fixo de uma aplicacao F' : M — M de um conjunto M nele mesmo é

um elemento z € M, tal que
F(z) ==, (4.1)

isto ¢, a imagem de x por F' coincide com .

Neste capitulo, nos concentramos em encontrar pontos fixos nao somente de fungoes,
mas de aplicagoes no espaco de Banach. Para esse fim, apresentaremos as ferramentas
necessarias para a compreensao desse tipo de espago além de enunciar os teoremas de
ponto fixo de Banach, Brouwer e Schauder. Na Matemaética exploramos diversos espagos

cada qual com suas propriedades e relevancias.

4.1 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

O Teorema de Ponto Fixo de Banach ou teorema da contracao é um dos teoremas
de existéncia e unicidade de pontos fixos de uma aplicacao e isto também nos fornece
um processo de construgao para melhorar a aproximacao do ponto fixo. Esse processo é

denominado iteracao.

4.1.1 Efeito Droste

Para melhor compreensao sobre o conceito de ponto fixo, observe a Figura 4.1, em que
se apresenta o efeito Droste. O efeito Droste é um efeito que permite visualizar a imagem
original reduzida na prépria imagem. O nome deste efeito originou-se do nome da marca
do cacau em p6 chamado Droste, o qual era comercializado em 1904. A imagem mostra
uma enfermeira segurando a mesma embalagem que, por sua vez, mostra a enfermeira
segurando a embalagem, e assim por diante. A cada ponto da imagem original pode-
mos associar um ponto correspondente na embalagem. Por exemplo, se associamos um
ponto P como sendo o olho direito da enfermeira, notamos que na embalagem contém o
ponto P; correspondente ao olho direito. Porém, o olho direito pertencente a embalagem
possui um ponto P» correspondente na imagem da embalagem, e assim sucessivamente.
Logo, podemos associar uma fungéo a esse processo da seguinte maneira: P, = F(F),
P, = F(P), ..., P,y1 = F(P,). Independentemente do ponto inicial que escolhermos,

seja o olho direito, olho esquerdo ou queixo como sendo o ponto inicial, os pontos es-
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tao convergindo para um tnico ponto. Essa ideia nos fornece o conceito de sequéncia
convergente. Em relacao a essa imagem podemos dizer que a partir de um determinado
momento, mesmo usando a ferramenta do zoom, observamos um nimero finito de pontos,
ou seja, nao sera possivel distinguir os pontos, pois eles estao sobrepostos. Visualmente,
a distancia entre esses pontos parece ficar cada vez menor a cada imagem reduzida que
observamos. Mas serd que para qualquer funcao isso ocorreria? A resposta é nao. Neste
caso, isso acontece porque a funcao F' é uma contracao, ou seja, a imagem da fungao F' é
menor que seu dominio. Geometricamente isto significa que a distancia entre dois pontos
quaisquer do dominio P e () serda maior que a distancia de seus pontos correspondentes
F(P) e F(Q). Fazendo esse processo sucessivamente teremos a ideia de iteragao e tal

ponto encontrado serd o ponto fixo. As ideias e a imagem foram adaptadas de [18] e
[19].

Figura 4.1: Efeito Droste

4.1.2 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Defini¢ao 4.1 Seja M = (M,d) um espago métrico. Uma aplicagio F : M — M é
chamada de contragao em M se existe um nimero real positivo k < 1 tal que, para todo
x,y e M

d(F(z), F(y)) < kd(z,y).

Teorema 4.2 Seja X um espago de Banach sobre K. Se ) # M C X é um conjunto
fechado e a aplicagao F : M — M é k-contrativa, isto é, existe k, 0 < k < 1, tal que
|F(z) — Fy)|| < kl|lx —yl||, Yz,y € M, entiao valem as sequintes afirmagoes:
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(1) Ezisténcia e unicidade de ponto fixo, ou seja, existe um unico x € M, tal que

F(z) =z
(7i) Convergéncia do método de iteracao, isto é, para cada xy € M, a sequéncia (z,)
dada por x,.1 = F(x,),n=0,1,2,..., converge para a unica solu¢io x da equa¢ao
F(z) =x;
(1ii) Estimativas de erro: ¥ n=0,1,2,..., sao vdlidas
n
o — 2l < ey — o (4:2)
e
n
s — 2l < o s — (4.3
(iv) Razdo de convergéncia: ¥ n=0,1,2,... tem-se que ||x,11 — x| < k|z, — z]|.

A primeira estimativa de erro, Equagao (4.2), também chamada de estimativa de erro
a priori, pode ser usada no comego de um calculo para estimar o ntmero de passos
necesséarios para obter uma dada precisdo. A segunda estimativa de erro, Equacao (4.3),
chamada de estimativa de erro posteriori, pode ser usada para estagios intermediarios ou
no final do célculo.

Demonstragao: Para provar (i) e (ii) separamos em dois passos: primeiramente mostra-

remos que x, ¢ sequéncia de Cauchy. Seja n = 0,1,2,...; por hipétese F' é k-contrativa,
entao
|1 =zl = [[F(2n) = F(zn-)]
< kllzn — 2nall

RIE(zn) = F(zn-)ll

S k2||xn71 - .’L’n,gH
Sejam n = 0,1,2,... e m = 1,2,.... Somando-se e subtraindo-se os termos x,1,
Tpi2y -, Tnim—1 €, em seguida, utilizando-se a desigualdade triangular, tem-se
Hxn - anrmH = H('xn - xn+1) + (xn+1 - xn+2) +...+ (xn+m71 - mn+m)”

N

< lwn = 21|l + 1T = Zagall + oo [ Tnpme1 = Togml|-
Como

[en =zl < K"{lan = o],

[nt1 = Togall < K"l — o]
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Hxn+mfl - anrmH < knﬁnil”*xl - xOHa
Segue—se que

|70 = Togmll = 20 — 2ol + |01 — ol + -+ [ Toim—1 — Togml|

< (KR MY ||l — 2]

Colocando k™ em evidéncia e fazendo algumas comparagoes, obtém-se
1+ k+E 4. +E" D <E'(1+k+E+...).

Por hipotese 0 < k < 1, pois F' é k-contrativa, logo a série converge. Utilizando-se a

G 1
formula da soma de uma série geométrica (1 +k + k% +...) = Z k" = T tem-se
n=0

n

[0 = Zniml| < 21 = o[-

—1—k

Novamente, pelo fato que 0 < k < 1, tomando-se o limite de £ — 0 quando n —> oo,
segue-se que a sequéncia (x,) é de Cauchy. Por hipdtese, X é espago de Banach, donde a
sequéncia (x,) é convergente, ou seja, x, — x quando n — 00.

O segundo passo é mostrar que o limite = é a solugdo da Equagao original (4.1). Seja
rg € M e xy = F(xp); como F(M) C M, obtém-se x; € M. Por indugao, segue-se que
x, € M, Vn € N. Como M ¢é fechado, x € M, donde F(z) € M. Novamente, como F é
k-contrativa, tomando-se o limite tem-se que lim ||F(z,)—F(z)| < lm k|z,—z| = 0.
Como z,1 = F(x,) tem-se que x = F(x). T T

Além disso, devemos provar a unicidade do ponto fixo x. Para isso, suponha que

F(z) =z e F(y) =y, com x e y € M; entdo

[l =yl = [1F(z) = F(y)l| < klle =yl

Como 0 < k < 1, isto implica ||z — y|| = 0, donde z = y.
Provaremos agora, o Item (7i7). Estimativa de erro a priori. Tomando-se m — 0o na
desigualdade ||z, — Tpim|| < lli—k|]x1 — xo|| e sabendo-se que a norma ¢ continua, segue-se

que
n

1—k

Estimativa de erro a posteriori. Sejam n =0,1,2,...em =1,2,.... Observamos que

||'I’Vl_x||S ||x1—x0||,Vn:0,1,2,....

||1‘n+1 - $n+m+1|| < ||$n+1 - 95n+2|| + ||iUn+2 - $n+3H
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+...+ Hxn-km - $n+m+1H

< (k+E+. o+ B2, — 2]

Tomando m — co tem-se que ||z 11 — z|| < £ |2y — Tpia])-

O Item (iv) é imediato; basta notar que ||z,+1 — z|| = ||F(x,) — F(2)|| < k||z, — z|.

Exemplo 4.3 Seja —c0 < a < b < 00. Se F': [a,b] — [a,b] é uma funcdo diferenciavel,
tal que |F'(x)| < k < 1, para todo z € [a,b] e k fixo, entdo a equagao

F(z) ==z, z € [a,b],

tem unica solugdo. De fato, basta aplicar o Teorema 4.2 com M = [a,b], X = R e a
norma ||z|| = |z|. Esta solugao corresponde ao ponto de interse¢ao entre o grafico de F e

a funcao identidade I(z) = x, veja a Figura 4.2.

Figura 4.2: Ponto fixo de uma fungao diferencidvel

-3

Fonte: A autora

4.1.3 Aplicacoes para Equagoes Diferenciais

Algumas equagoes originam de modelagens mateméticas que descrevem, por exemplo,
algum fendmeno da fisica. Nesses casos, espera-se que existam solugoes e que as mesmas
sejam tnicas.

Como dito anteriormente o Teorema do Ponto Fixo de Banach é fonte de teoremas de
existéncia e unicidade para equacoes diferenciais e integrais.

Dado o problema de valor inicial v'(x) = f(x,u),u(zo) = ug, com hipoteses adequadas
sobre f, pode-se usar o Teorema do Ponto Fixo de Banach para mostrar que tal problema

de valor inicial tem tnica solu¢do (Teorema de Picard).
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Consideremos uma equacao diferencial ordinaria de 1° ordem para resolvermos o se-

guinte problema de valor inicial, o PVI:

y(wo) = Yo

A Equacao (4.4) nos fornece infinitas solugdes, mas como muitos problemas que envol-
vem equagoes diferenciais descrevem algum fenémeno da fisica, entao é necessario garantir
a existéncia e unicidade de tais solugoes.

O problema de valor inicial nos garante uma solugao local, ou seja, tal solucao deve
passar por um ponto inicial. Enunciaremos o Teorema da Existéncia e Unicidade de

Picard e usaremos o Teorema de Ponto Fixo de Banach para prova-lo.

Teorema 4.4 Seja f uma fungao continua no retdngulo R, em que
R={(z,y)lrzo—a<z<zo+taey —b<y<y+b}
e f limitada em R, isto ¢,

|f(x,y)] < ¢ Y(z,y) € R. (4.5)

Suponha que f seja lipschitziana em relagdo a sequnda varidvel em R, ou seja, existe

uma constante real k, tal que, para quaisquer (z,v1), (x,y2) € R, tem-se

|f(x,y1)—f(x,y2)| <k|y1_y2|' (46)

Entao o problema do valor inicial possui solugao unica e tal solugao pertence ao in-

tervalo J = [xg — a, kg + @, em que o < min {a, g, %}

Demonstragao: Seja C'(J) o espago métrico de todas as fungoes reais continuas definidas

no intervalo J munido com a métrica

d(g, h) = max|g(x) — h(z)].

zeJ

Sabemos que o espago C'(J) é completo (toda sequéncia de Cauchy converge para um
elemento do conjunto) pois J é um intervalo fechado.

Seja C* um subespago de C'(J) consistindo de todas as fungoes y € C'(J) que satisfazem

ly(z) — o < ca.

Sabemos que o subespago C* é fechado em C(J), o qual é completo, donde C* também

é completo, a demonstracao desse resultado pode ser encontrado pagina 30 da referéncia
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[2]. Por integracao, provaremos que a Equacao (4.4) pode ser escrita como y = F(y), em

que F': C* — C* é definida por
Fly(e)) =w+ [ F(s.u(o)ds (@)
z0

De fato, F' esta definida para todo y € C*. Por hipotese ca < bse y € C*, entao s € J
e (s,y(s)) € R, e a integral em (4.7) existe pois f é continua em R. Para que F seja uma

aplicacao de C* em C*, usaremos as Equagoes (4.7) e (4.5), obtendo
(@) — sl = | [ (s,(5))ds] < el = ] < ca. (1)
xo
Mostraremos agora que F' é uma contra¢ao em C*. Pela Equagao (4.6),

Fly() - Fe@)| = | [ (o) — s, t(s))ds
< [o — o] mackly(s) — 1(5)]

< kad(y,t).
Como a tltima expressao nao depende de z, pode-se tomar o maximo obtendo
d(F(y), F(t)) < pd(y,t),  onde  f=ka.

Como = ka < 1, segue-se que F' é uma contragao em C*; o Teorema 4.2 implica que
F possui um tinico ponto fixo y € C*, ou seja, uma fungao continua y em J, satisfazendo

y = T(y). Substituindo em (4.7), segue-se que

y@wz/fﬂaM®w& (4.9)

Como (s,y(t)) € R e f é continua, y(x) é diferenciavel e satisfaz o problema de valor

inicial. Isso conclui a demonstracao.

42  TEOREMA DO PONTO FIXO DE BROUWER

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é um teorema muito interessante. Este assegura
que toda aplicagao continua em um subconjunto compacto, convexo e nao vazio de um
espaco vetorial normado de dimensao finita, possui pelo menos um ponto fixo.

Neste trabalho consideraremos, para cada n > 1,

Bn(a’;r) = {:C = (xl,ﬁl}'Q,.rg,. ..,$n> € Rn : ”fL'H S 1}’
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a bola unitaria fechada do espago R” munida com a norma ||z|| = \/2} + 23 + ... + 22.

Enunciaremos defini¢oes e conceitos titeis para o entendimento desse teorema ilustrando-
os para funcgoes f: R — R.

Uma aplicagao importante do Teorema do Valor Intermediério esta na demonstragao
de um caso particular do Teorema do Ponto fixo de Brouwer, dado a seguir. De maneira
intuitiva, é facil pensarmos que se f(a) < k < f(b), se a fungdo for continua, esta
interceptara a reta y = k em algum ponto, ou seja, existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = k. Esse

conceito foi estudado e provado analiticamente, pela primeira vez, por Bolzano em 1817.

Teorema 4.5 Sejam a,b € R, a < b. Se a fungao f : [a,b] — [f(a), f(D)] € continua e
fla) < k < f(b), entao existe ¢ € [a,b], tal que f(c) = k.

A demostragao do Teorema 4.5 pode ser encontrada na pagina 137 em |[3].

Teorema 4.6 (de Brouwer, n=1) Dada uma fun¢ao continua f : [a,b] — [a,b], existe
¢ € [a,b], tal que f(c) =c.

Demonstragao:  Suponha que f(a) # a e f(b) # b. Além disso, seja g : [a,b] — R
dada por g(z) = x — f(x). Por hipotese, como = e f(x) sdo continuas, g(x) é continua,
sabemos que a soma de fungoes continuas é continua. Além disso, g(a) = a — f(a) < 0
e g(b) =b— f(b) > 0. Pelo Teorema do Valor intermediario existe um ¢ € [a, b], tal que
g(c) =c— f(c) =0, uma vez que g(a) < 0 < g(b). Portanto f(c) = c.

4.2.1 Ponto Fixo de Brouwer em R? e R3

No plano R? a bola aberta B(0;1) ¢ o interior de um circulo de centro (0,0) e raio
1, ou o interior de um quadrado de centro (0,0) e lado de comprimento 2, paralelos aos
eixos. Esses casos variam de acordo com as métricas que escolhemos.

Uma ilustracao curiosa para o caso em duas dimensoes, é o fato de considerarmos
duas folhas idénticas e numeradas, veja Figura 4.3. Uma das folhas deve ser amassada,
de modo que nao sofra rasgaduras e colocada sobre a outra folha. Pelo Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer, temos que pelo menos um dos pontos da folha amassada esta direta-
mente acima do ponto correspondente da outra folha. A folha nao amassada representa o
dominio enquanto a folha amassada representa a imagem, pois sofreu uma aplicacdo (ato

de amassar) sobre ela.

Teorema 4.7 (de Brouwer, n=2). Toda a aplicagio continua A : B> —s B?, tem pelo

menos um ponto fizo em B2.

No espago R3, a bola aberta B(0, 1) ¢ a esfera aberta (sem o bordo) de centro (0,0, 0)
e raio 1. Uma ilustracao para o entendimento deste caso, e, supostamente, é considerado

como a origem de tal teorema, é o fato de Brouwer, enquanto mexia uma xicara de café,



34

Figura 4.3: Folha amassada - Teorema de Brouwer no R?

Fonte: [7]

observou que, ao misturar seu café, existia pelo menos uma particula que nao estava em
movimento ou que voltava ao seu lugar de origem.

As ideias desses exemplos, o Teorema 4.7 e a Figura 4.3 foram baseadas nos trabalhos
de Albuquerque [7] e Su [11].

4.2.2 Ponto Fixo de Brouwer

Teorema 4.8 A aplicagao continua A : M — M possui no minimo um ponto fizo, em

que M # () é compacto e convero, em um espago vetorial normado de dimensao finita
sobre K.

Demonstracao: Apresentaremos apenas uma demonstracao intuitiva deste teorema, uma
vez que uma demonstragao rigorosa nao faz parte do escopo deste trabalho.

Seja M uma bola fechada em R?, e seja A : M — M uma aplicacao continua.

Suponha que A : M — M nao possua ponto fixo, isto é, A(u) # u for all u € M.
Entao podemos construir um operador R : M — OM da seguinte forma. Para cada
u € M, considere o segmento reto direcionado do ponto A(u) passando por u até a
interse¢ao com o bordo M, dado pelo ponto R(u). Obviamente, a aplicagdo definida
¢ uma retracdo, ou seja, R é continua e R(u) = u, Yu € OM. Intuitivamente, tal
retragao nao existe, o que é uma contradicao. Uma demonstracao rigorosa de que essa
retragao nao existe é totalmente nao trivial e, devido a isso, nao a apresentaremos aqui.
A demonstracao desse fato e a Figura 4.4 podem ser encontradas na péagina 55 de [1].

Um resultado imediato do teorema anterior é dado na sequéncia.

Corolario 4.9 A aplicacao continua B : X — X possui no minimo um ponto fixo, em
que X € um subconjunto de um espaco vetorial normado homeomorfo a um conjunto M

como considerado no Teorema 4.8.

A defini¢ao de homeomorfia pode ser encontrada na pagina 28 da referéncia [1].
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Demonstracao: Seja C': M — X um homeomorfismo. Entao a aplicagao
CloBoC M-S x B x M (4.10)

¢ continua. Pelo Teorema 4.8, existe um ponto fixo u de A = C~1o B o O, isto &,
C~YB(Cu)) = u, u € M. Tomando-se v = C'(u) o resultado segue.

Figura 4.4: Aplicagao R

R(u)

Fonte: [1]

Figura 4.5: Contraexemplos

Fonte: [1]

Contraexemplos 4.10 As hip6teses do Teorema de Ponto Fixo de Brouwer sao essen-
ciais para a existéncia de pelo menos um ponto fixo. Apresentamos, a seguir, um contra-

exemplo para cada uma das hipoteses.

(1) Observemos o caso em que o conjunto, definido por M = [0, 1], seja compacto e
convexo. A aplicagdo A : M — M conforme a Figura 4.5 (a) ndo é continua,

portanto a aplicagao A nao possui ponto fixo.

(i7) Seja o conjunto M = R e a aplicagao continua A : M — M definida por A(u) =
u + 1. Notamos nesse caso, que a aplicacao f é continua e M é convexo. Como o

conjunto M nao é compacto, entao a aplicacao A nao possui ponto fixo.
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(77i) Seja um anel fechado, conforme a Figura 4.5 (b). Entao a rotagdo A: M — M do
anel em volta do centro nao possui ponto fixo. Embora a aplicacao A seja continua

e M seja compacto, M nao é convexo, donde o Teorema de Brouwer nao ¢ valido.

Os contraexemplos e a Figura 4.5 podem ser encontrados na pagina 56 da referéncia

[1].
4.3 TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Esse Teorema foi provado por Schauder em 1930. Se a dimensao de um espago de
Banach for finita, entao tal teorema coincide com o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer
(Teorema 4.8).

4.3.1 Aplicacoes Compactas

Uma das condigoes necessarias para que o Teorema do Ponto Fixo de Schauder garanta
a existéncia de pelo menos um ponto fixo é de que a aplicagao seja compacta. Vejamos a

seguinte defini¢ao:

Definigao 4.11 Sejam X e Y espagos normado sobre K . Entao a aplicacio A : M C
X — Y € denominada aplicagao compacta se, e somente se, A € continua e A transforma

conjuntos limitados em conjuntos relativamente compacto.

Utilizaremos as seguintes notagoes: seja M um subespago do espaco vetorial X sobre
K, entao

span(M) = menor subespaco vetorial de X contendo M;
co(M) = menor subconjunto convexo de X contendo M.

A proposicao a seguir serd uma ferramenta para a demonstragao do Teorema do Ponto
Fixo de Schauder.

Proposigao 4.12 (Teorema das aprozimagoes para Aplicagoes Compactas) Seja A : M C
X — Y wma aplicacao compacta, onde X eY sao espacos de Banach sobre K, e M um
subespago limitado e nao vazio de X. Entao, para cadan = 1,2, ... existe uma aplicagao

continua A, : M — 'Y, tal que

sup [|A(u) — An(u)]| <

ueM

S|

e dim(span(A,(M))) < oo,

bem como, An(M) C co(A(M)).

A demonstracao da Proposi¢ao 4.12 pode ser encontrada na péagina 41 da referéncia

1.
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4.3.2 Teorema do Ponto Fixo de Schauder

Teorema 4.13 Seja A uma aplicagcao compacta e M um subconjunto limitado, fechado,
convexo e nao-vazio do espaco de Banach X sobre K. Entao A : M — M possui pelo

menos um ponto fixo.

Demonstracao: Seja ug € M. Substituindo u por u — uy se necessario, assumimos que
0 € M. Pela Proposicao 4.12, segue que para cada n = 1,2, ..., existe um subespaco de
dimensao finita X,, de X e uma aplicacao continua A, : M — X,,, tal que

|Au) — A,(w)|| < =, VYueM. (4.11)

S|

Definimos M, = X,, N M. Entao, M, é um subconjunto de X,,, limitado, fechado e
convexo com 0 € M, e A, (M) C co(A(M)) C M, visto que M é convexo.
Pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer 4.8, a aplicacao A, : M,, — M,,, tem um

ponto fixo, isto é,
Ap(uy) = Uy, uy, € My, Vn=12,.... (4.12)

Pela Equagao (4.11), temos

IA() — ] < =, Yn=1,2,.... (4.13)

3|

Como M,, € M,V n, e M élimitado, segue-se que a sequéncia (u,) também é limitada.
A compacidade da aplicaggo A : M — M implica que existe uma subsequéncia, agora

denotada por (u,), tal que, quando n — oo, segue-se
A(uy,) — .

Pela Equacao (4.13), [|v — || < v — A(un) ||+ || A(tn) — tn|| — 0 quando n — oo.
Portanto, u, — v quando n — oo. Visto que A(u,) € M para todo n e o conjunto M
é fechado, obtemos que v € M. Finalmente, como a aplicagdo é A : M — M é continua,

obtem-se A(v) = v, v € M, como requerido.

4.3.3 Aplicacoes em Equacoes Integrais

Pode-se mostrar utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Schauder que a equagao

integral dada a seguir possui solucao:

N
8

N
=

b
u(z) = )\/ F(z,y,u(y))dy, a (4.14)

emque —co<a<b<ooeeR.
Para qualquer r > 0, defina Q = {(z,y,u) € R®: z,y € [a, V], |u] < r}.



38

Enunciaremos o Teorema de Arzela-Ascoli, pois tal teorema sera ttil para provar que

a aplicacao A : M — M, a qual definiremos posteriormente, é compacta.

Teorema 4.14 Seja X = Cla,b] com a norma definida por ||u| = max lu(z)| e

—o00 < a<b<oo. Dado o conjunto M C X, tal que:
(i) M ¢€ limitado, isto é,||u|| < r para todo u € M e qualquer r > 0;
(1) M € equicontinuo, isto €, por defini¢ao, para cada € > 0, existe um § > 0 tal que
lz—yl<deue M = |u(zr)—uly)| <e
Entao, M é um subconjunto de X relativamente compacto.

A demonstra¢ao do Teorema 4.14 pode ser encontrada na pagina 35 da referéncia [1].
A proposigao a seguir, garante que a Equacdo (4.14) possui solu¢do desde que todas

as hipoteses do Teorema 4.13 sejam satisfeitas.

Proposicao 4.15 Suponha que sejam vdlidas as sequintes condicoes:
(a) a fungao F : QQ — R € continua;

(b) definimos (b — a)u = ( ma)XQ|F(x,y,u)|. Seja dado A\ um nimero real tal que
T,y,u)<
Al <7

(¢) o conjunto X = C'[a,b] e M ={u e X = ||Ju|| <r}.
Entao, a Equagao (4.14) possui pelo menos uma solu¢ao em M.

Demonstracao: Definimos a aplicagao

b
Aw(@) =2 [ Flay.uty)dy, Vo € o] (415)
Entao a Equacao (4.14) corresponde ao problema de ponto fixo
u=A(u), ue M. (4.16)

Para satisfazer as hipoteses do Teorema 4.13, mostremos que a aplicacago A : M — X,
é compacta. Notemos que a funcao F' é uniformemente continua, pois F' é continua em
um subconjunto compacto, nao vazio (). Isto implica que, para cada ¢ > 0, existe um
0 > 0 tal que

|F(z,y,u) — F(2,y,v)| <, (4.17)



39

para todo (x,y,u),(z,y,v) € Q em que |z — z| + |u —v| <& .

A aplicagdo A : M — X é continua. De fato, se u € M, entao a fung¢ao u = [a, b] —
R ¢ continua, e |u(x)| < r para todo y € [a,b]. Pontanto, a fungdo A(u) : [a,b] — R
também é continua. Seja u,v € M. Entao

lu = vl = max Ju(y) — v(y)| <4

implica

JAG@) — A@)]| = max

a<z<b

[ 1) - Floy o)y < 0 - a)e

Portanto A : M — X é continua.

Mostremos agora, que a aplicacao A : M — X é compacta. Por hipotese M é
um conjunto limitado, portanto basta mostrar que o conjunto A(M) é relativamente
compacto. Pelo Teorema 4.14, é equivalente mostrar que o conjunto A(M) é limitado e

equicontinuo. A(M) é limitado, pois para todo u € M,

JAQ@)] = max

alz<b

alz<b

[ Plaguw)ds] < (b~ @) max [P, u(y)].

Além disso, o conjunto A(M) é equicontinuo. Seja |x — z| < d e x,z € [a,b]. Entao

pela Equagao (4.17), temos

Alu(e)) = Alul2) < | [ 1P g u() = Fev. ulu)ldy] < 6 - e

para todo u € M.
Sendo assim, a aplicagao A : M — M é compacta. Para cada u € M,

[A(w)]| < |A] max

a<z<b

b
|l uto)ay] < A < (4.15)

Consequentemente A(M) C M. Assim, o Teorema de Ponto Fixo de Schauder nos

garante que a Equacdo (4.16) possui solugao.
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5 APLICACOES DO TEOREMA DE PONTO FIXO

Apesar de ja termos visto algumas aplicacoes do teorema do ponto fixo no estudo da
existéncia e unicidade de solugoes de equagoes diferenciais, Subsecao 4.1.3, e equacoes
integrais, Subsecao 4.3.3, neste capitulo no dedicamos a outras aplicacoes que servem
como motivagao ao estudo da teoria do ponto fixo, como por exemplo, as aplicagdoes no

Ensino Médio, na Geometria Fractal e nos buscadores do Google.

5.1 APLICACOES NO ENSINO MEDIO

No Ensino Médio, na area de Matematica e suas Tecnologias, os estu-
dantes devem utilizar conceitos, procedimentos e estratégias nao apenas
para resolver problemas, mas também para formula-los, descrever dados,
selecionar modelos matematicos e desenvolver o pensamento computaci-
onal, por meio da utilizagao de diferentes recursos da area.|9]

Segundo as competéncias e habilidades direcionadas ao Ensino Médio o aluno deve
ser capaz de modelar e resolver problemas que envolvam variaveis socioecondmicas ou
tecnico-cientificas, usando representagoes algébricas. Uma das habilidades citadas na Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) é: resolver e elaborar problemas cujos modelos sdo
as fungoes polinomiais de 1° e 2° graus, em contextos diversos, incluindo ou nao tecnologias
digitais (EM13MAT302).[9]

O Ensino de fungoes no Ensino Médio é pautado em conhecer as caracteristicas das
fungoes reais, conhecer o comportamento das fung¢oes no plano cartesiano, bem como seus
dominios e imagens, ou seja, condi¢oes de existéncia para que essas fungoes estejam bem
definidas. Assim, compreender essa caracteristica (continuidade) de uma fun¢ao, mesmo
que intuitivamente, é importante para que o aluno saiba da existéncia de fungoes “bem
comportadas". Além disso, conceitos sobre fungao identidade - ou bissetriz dos quadrantes
fmpares (12 e 3°), fungao composta, raizes de fungdao polinomial com grau menor que 2,
também sao abordados no Ensino Médio. Tais conceitos sao bases para a compreensao da
aplicagao F'(z) = x, pois o Teorema de Ponto Fixo em particular € uma fungao polinomial,
tal que f(x) = x.

E interessante observar que o Teorema do Valor Intermediario é de facil compreenséao
e pode ser abordado no Ensino Médio para determinar as raizes de uma determinada

funcao.

5.1.1 Ponto Fixo de uma funcao

Notamos que exames de ingresso no Ensino Superior abordam questoes envolvendo
Pontos Fixos de fungoes polinomiais. A questao a seguir, foi proposta no vestibular da

Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia, referenciada em |[§].

Exemplo 5.1 Questao 44, UESB
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Ponto fixo do grafico de uma funcao f, de R em R, é aquele cuja ordenada é igual
a sua propria abscissa. Sabe-se que uma fungao quadratica f(z), tal que f(1) = —4,
f(0) = =8 e f(—1) = —10, possui dois pontos fixos. De acordo com essas informagoes,

pode-se afirmar que a distancia, em u.c., entre os pontos fixos da funcao f(z) é igual a:
(01) 3v2
(02) 442
(03) 5v/2
(04) 6v2
(05) 7v2

Resolucao: Por hipotese sabe-se que a funcao é uma funcao quadratica dada por
f(z) = a-2°+b-x+ c, para quaisquer a, b e ¢ pertencentes a R e os pontos (1, —4),

(0, —8) e (—1,—10) pertencem a func¢ao, veja a Figura 5.1.

Figura 5.1: Pontos pertencentes ao gréfico da funcio f

(1,-4)
4] @

-6

-2¢ (0,-8)

(-1,-10) ‘@0

Fonte: A autora

Com essas informagoes, temos o seguinte sistema:

a-1>+b-1+c=—4,
a-024b-0+c= -8,
a-(=1)*+0b-(—1)+c=—10.

Da segunda equagao temos ¢ = —8, substituindo na primeira e terceira equagao, temos:

a+b—8=—4,
a —b—8=-10.
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Utilizando o método da soma das equagoes para a resolucao de sistemas, obtemos:

2-a—16=-14
2-a=-14+16
2-a=2

a=1

Substituindo a = 1 na primeira equacao, obtemos:

1+b—8=—4
b—7=—4
b=—4+7
b=3

Figura 5.2: Gréfico da fungao f(z) = 22 + 3z — 8

10

-8 -1%6 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 4 6 8 10 12 14 16 18

(-1,-10)

Fonte: A autora

Portanto, a fungao é dada por f(z) = 2% + 3z — 8, veja a Figura 5.2. Por hipotese,
a funcao possui dois pontos fixos, entao devemos encontrar os valores x; e xy, tais que
f(z1) = x1 e f(za) = x9. Logo, basta calcular f(x) = z, ou seja, a intersegao dos gréficos
das fungoes f e a funcao identidade, veja a Figura 5.3, ou ainda, as raizes da funcao g
dada por g(z) = f(x) — x, isto ¢, g(x) = (2* + 3x — 8) — x. Portanto,

g(r) =0
224 2% —8=0
| ar/Poai(E)

r = 21
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x:—’QiQ‘/%
r=
.171:—4
ZL‘QZQ

Figura 5.3: Pontos fixos da funcao f
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-8
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Fonte: A autora

Portanto, os valores —4 e 2 sao pontos fixos da funcao f, de fato:

f(—=4) = (—4)?+3(-4)—-8=16—-12—8 = f(—4) = —4,
f2) = 22+3-2-8=4+6-8= f(2)=2.

Consequentemente, a distancia entre os pontos (2,2) e (—4,—4) pode ser calculada
utilizando-se o Teorema de Pitagoras ou a férmula da distancia entre dois pontos a qual

¢ consequéncia do mesmo, logo:

(T — 21)? + (y2 — 11)?
((=4) = 2)> + ((—4) — 2)?
(=67 + (-0

I
S S

V36
= 6V2

S Y
|

A Figura 5.4 representa a distancia entre os pontos fixos.

Portanto, a distancia, em u.c., entre os pontos fixos da funcio f(z) é igual a d = 6v/2.
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Figura 5.4: Distancia entre os pontos fixos da fungio f

(2,2)

-2

Fonte: A autora

5.1.2 Ponto Fixo da funcao raiz quadrada

O efeito Droste apresentado na Secao 4.1.1 pode ser aplicado em fung¢oes matematicas.
Por exemplo, encontrar o ponto fixo da fun¢ao raiz quadrada de um nimero real.

Fagamos os seguintes experimentos:

Experimento 1: escolha um ntmero real positivo e extraia a sua raiz quadrada com o
auxilio de uma calculadora. Depois extraia a raiz quadrada do resultado obtido, e assim,
sucessivamente. Apos algumas repetigoes, vocé ird observar que tal niimero aproxima-se
de 1 a cada iteracao. Isso ocorre pois o ponto fixo da raiz quadrada é o ntumero 1.

Experimento 2: com o uso software Geogebra, digite no campo de entrada a funcao raiz
quadrada dada por f(z) = 22. Novamente no campo de entrada, crie o primeiro ponto
digitando A = (a, f(a)). O comando deslizante, dado por a, sera criado automaticamente
e representard o valor inicial escolhido zy da funcao f e abscissa do primeiro ponto da
sequéncia. O segundo ponto serda o ponto B = (f(a), f(f(a))), o terceiro ponto serd o
ponto C' = (f(f(a)), f(f(f(a)))) e assim sucessivamente. Observe a sequéncia de pontos
aproximando-se do numero 1. Veja a Figura 5.5 sea = 2o > 1 ea Figura 5.6 se a = ¢ < 1.
Note que mesmo que alteremos o valor inicial, a sequéncia continua convergindo para o
nimero 1.

A Figura 5.4 representa a distancia entre os pontos fixos.

5.1.3 Processo Iterativo

O processo iterativo pode ser muito eficaz no caso em que desejamos encontar pelo

menos uma raiz real de uma fungao. O exemplo a seguir é um exercicio enunciado na
péagina 305 de [2].



Figura 5.5: Fungao Raiz Quadrada, a = 29 > 1
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() = » =N

*®
A = (a.f(a))

- (42

B = (f(a).f(f(a)))

— (2, 1.41)

C = (f(f(a)). f(f(f(a))])

— (141, 1.19)

B = (f(F(F@N). FIF(F(FR)IN)

— (1.19, 1.09)

E = (FIF(F(FG@), F(FCFCF(F(2))))))

— (1.09, 1.04)

o= (F(RF(F(F(@)DD), FCECRCRCECRG@NDN) ‘
— (104, 1.02) .

25

05

(4.2

(2,141)

(1.41,1.19)
(119, 1.09)
(1.09,1.04)

(1.04,1.02)

Fonte: A autora

Figura 5.6: Funcio Raiz Quadrada, a = xo < 1

A DD OO LN
) = %t =l

SO

A = (a,f(a))

— (0.1, 0.32)

B = (f(a).f(f(a)))

— (0.32, 0.56)

C = (f(f(2)),f(f(f(2))))

— (0.56, 0.75)

D = (f(f(f(a))).f(f(f(f(a)))))

— (0.75, 0.87)

E = (f(F(F(f(2)))). FFCE(F(F(2))))))

— (0.87, 0.93)

F = (HARREENN), RN

— (0.93, 0.96) -

a=2
—

&

(0.93, 0.96)

(0.87,0.93)
(0775, 0.87)

7
(0456, 0.75)
(0.32, 0.56)

047032

05 1 15 2 25 3 35 4 45

Fonte: A autora

Exemplo 5.2 Considere o processo iterativo para resolver f(r) =23+ x — 1= 0.

Analisando os possiveis intervalos para que f tenha uma raiz real, notamos que a raiz

pertence ao intervalo [0, 1], pois f(0)

—1<0e f(1) =1> 0, pelo Teorema do Valor

Intermediario (Teorema 4.6) temos que z* € [0, 1], tal que f(z*) = 0, veja a Figura 5.7.

Para saber o momento em que deve-se parar as iteragoes, escolhe-se um certo x* tal que

f(x*) < 0,1 e, para descobrir se tal z* é suficientemente bom, basta substitui-lo na funcao

£l
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Figura 5.7: Grafico da funcao f:[0,1] — [-1,1]

1.1

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06/ 08 1 12 14 16 18 2

Fonte: A autora

19 passo. Encontremos as possiveis fungoes de iteragao g(x) = x.

e fx)=23+2—-1=0 = 2(2?+1)-1=0 = 2=~

x4+1"°
Logo g1(z) = =;

e fx)=24+2-1=0 = z=1-—2%
Logo ¢a(z) = 1 — 2%

e fla)=242-1=0 = z(2?+1)-1=0 = 22 +1=1 = 22=1-1
Logo g3(x) = £4/% — 1.

Faremos primeiramente para ¢;(z) = A condigao suficiente para a convergén-

1
241"
cia de g é que g seja continuamente diferenciavel e |gj(z)| < 1, para todo = € [0,1].

Verifiquemos:
2z

@2+ 1)2

Analisando para os pontos dos extremos [0, 1], temos que

5] = | oy 17

2-0 2.1 2 1
"0)] = ——— =0 D=5 =5 =7
191(0)] 1 € |91(1)] (1Z+1)2 22 2

Mas isso ndo é suficiente para provar que |gj(z)| < 1. Vamos analisar o maximo de

g1(x) calculando as raizes de g7 (x), ou seja, g{(x) = 0. Verifiquemos:

’7‘ 622 — 2 ‘7 622 —2
(x241)3
Portanto,
622 — 2 1
" :0:}—:0:} ::l: —

Como vimos, ¢;(x) assume o valor maximo, no intervalo [0,1], em x ~ 0,58, logo
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91(0,58) ~ 0,65 < 1. Logo a fungao de iteracao g;(z) = satisfaz a condicdo |g(z)] <

1
241
1, veja a Figura 5.8.

Figura 5.8: |gi(z)| < 1

hix)=1

08

06

04

02

Fonte: A autora

Escolhendo zy = 1 e realizando 4 passos, temos o seguinte grafico, veja a Figura 5.9 e
a Tabela 5.1.

Figura 5.9: Processo de iteracio de g (z)

02

0.1

24 =03 -02 -01 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15

Fonte: A autora
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Tabela 5.1: Tteracdo de ¢;

B | g1(2:) = xiga | fleip) =2° + 2 — 1] [f(zi)] ]
0|1 0,5 —0,375 0,375
110,5 0,8 0,312 0,312
210,8 0,609... —0,163... 0,163...
310,609...0,728. .. 0,116. .. 0,116 ..
410,728...10,652... —0,068... 0,068...

Fonte: A autora

Para 2 = 0, temos
1 _1_05
12+1 2 77

Para que possamos verificar a qualidade da solugao, substituimos o valor encontrado

LL’0:1 —

em f(x), assim temos

31 3
(_) +§_1:_§:>\—0,375|:0,375.

Para + = 1, temos

1 1 4 0.8
) L2+1 5 7

Substituindo o valor encontrado em f(z), temos

(4)3+4 1—39 — (0,312| = 0,312
5 5 125 ’ T

Para ¢+ = 2, temos

1
—5 ~ 0,60975609756.

4
= - = — =
275 G2t1 4

Substituindo o valor encontrado em f(z), temos

(25)3+25 g Her | — 0, 16353506188| = 0, 16353506188
41 41 T 68921 ’ - '

Para ¢ = 3, temos

25 1 1681

= — > =
ST (B2 1 2306

~ 0, 7289679098.

Substituindo o valor encontrado em f(z), temos

1681\3 1681 1426581741
( ) — |0, 1163372389| = 0, 1163372389.

2306 i 2306 12262463616
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Para ¢+ = 4, temos

1681 1 5317636

= = =
2306 (4381)2 +1 8143397

~ 0,6529997248.

Lyq

Substituindo o valor encontrado em f(z), temos

<5317636>3 5317636 37021963118096871993
8143397 8143397 540028677420051831773

= | — 0,0685555502| = 0, 0685555502.

Portanto, x5 = ¢1(x4) ~ 0,6529997248 é uma aproximacao para a raiz real da fungao
f(r) =23 +2—1, com f(x5) <0, 1.
A segunda funcao de iteracao ¢ dada por ga(x) = 1 — 3. Notemos que a derivada de

|g5(z)| ¢ dada por | — 32?|. Analisando para os pontos extremos [0, 1], temos que
GO =1-3-01=0<1 e lgM)=]-81%=]-8]=3>1

Como a condigao |gy| < 1 nao é satisfeita, isto significa que tal func¢do g» nao atende as
hipoteses que garantem a convergéncia. De fato, mostremos o que acontece quando a
condicao nao é satisfeita. Tomando como valor inicial o = 1, notamos que a sequéncia

gerada fica alternando entre os valores 0 e 1 e nao se aproxima da raiz desejada, veja a
Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Iteracdo de go para xo = 1

i [ @i [ go(ws) = @i | flaign) = 2"+ — 1 [ [f(zi1)] |
0|1 10 1 1
110 |1 3 3

Fonte: A autora

Se tomarmos o valor inicial zy = 0,5, a sequéncia gerada também nao ira convergir.
Aqui vemos a importancia de que a funcao de iteracao seja convergente, veja a Tabela
5.3.

Tabela 5.3: Iteracdo de g, para zo = 0,5

e | go(@:) = i | flein) =2 + 2 — 1| [f(zipn)] |
0]0,5 0,875 0,544 ... 0,544 ...
110,875 0,330... —0,633... 0,633...
210,330...10,964... 0,859... 0,859...

Fonte: A autora
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Analogamente para a fungao de iteragao gs(x) = + % — 1, temos que a condicao

|¢'(z)] < 1 nao é satisfeita e portanto a funcdo de iteragdo gz nao é convergente.

5.2 PONTO FIXO E A GEOMETRIA FRACTAL

Os fractais sao objetos compostos por partes que assemelham-se ao objeto como um
todo. Os padroes da figura inteira sao repetidos em cada parte a partir de inimeras
repeticoes e transformacoes geométricas. A palavra "fractal" vem do adjetivo em latim
fractus, que significa fracionar, quebrar, gerar fragmentos irregulares. Tal estudo teve
inicio em 1975, pelo matematico francés Benoit Mandelbrot. A Geometria Fractal descreve
diversos comportamentos na natureza e pode ser aplicada em diversas areas, tais como:
Ciéncia, Arte e Tecnologia. Geralmente é gerado por uma fun¢ao, a qual iterada repetidas
vezes fornece-nos a imagem do fractal idéntica a inicial. Esse processo iterativo remete-nos
ao conceito de ponto fixo de uma funcao.

Os conceitos a seguir foram adaptadas dos trabalhos de [12], [15] e [18]. Se analisarmos
o Tridngulo de Sierpinski, veja a Figura 5.10, veremos que & medida que aproximamos a

imagem, uma nova imagem idéntica a primeira é formada.

Figura 5.10: Triangulo de Sierpinski

A4
v'v VVV
v v

VVV VVV
VV v v
v vVv v'v AAAA

Fonte: A autora

v

Seja S a imagem do Triangulo de Sierpinski. Note que a imagem pode ser reconstruida

com a composicao de trés transformagoes geométricas:

e T: a partir do vértice inferior esquerdo, reduzimos pela metade as medidas dos

lados da imagem:;
e T, transladamos a imagem a direita de forma que suas bases sejam adjacentes;

e T35 transladamos novamente a imagem, de forma que a base da nova imagem seja

adjacente ao topo das duas imagens anteriores.
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Chamaremos de F' o processo que realiza as trés transformacoes citadas acima:
F=TUT,UTs.

Mesmo apos realizar tal processo, observamos que a nova imagem gerada é idéntica
a inicial, ou seja, F'(S) = S. Isso significa que a imagem do Tridngulo de Sierpinsk é o
ponto fixo da transformagao geométrica F'.

E se pensarmos no processo inverso? Partindo de um triangulo inicial, ou uma outra fi-
gura geométrica qualquer, fazendo algumas transformacoes geométricas, a saber, simetria
de translagao e a homotetia, repetidas vezes construiremos o Tridngulo de Sierpinski.

Essa ideia de construir um fractal a partir de intimeras iteragoes é muito utilizada para
a compressao de imagens. Imagine se nosso computador precisasse guardar em sua memo-
ria as imagens reais? Para que isso fosse possivel, precisariamos de uma memoria muito
grande para esse computador. Foi entao que surgiu a ideia de compressao de imagens.
Existem muitos procedimentos para a compressao de imagens digitais, mas o mais conhe-
cido é o JPEG. Essa técnica de construir figuras através da repetigao, fazendo inimeras
transformacoes geométricas, foi introduzida pelo matematico Michael Barnsley, a qual foi
chamada de sistemas de fungoes iteradas. Construiremos o Triangulo de Sierpinski (ou
tapete de Sierpinski) utilizando essa ideia.

Optamos por realizar tal construcao de forma simplificada, pois tal construgao pode ser
aplicada nos anos finais do Ensino Fundamental, uma vez que transformagoes geométricas,
plano cartesiano e conceitos basicos sobre fractais fazem partem do curriculo. Dessa forma,
além de explorarmos contetidos essenciais, também exploraremos uma area da Matematica
considerada exclusiva para Ensino Superior, a saber, Teorema do Ponto Fixo.

O exemplo a seguir pode ser realizado em turmas, a partir, do 7° ano do Ensino
Fundamental, utilizando folha quadriculada ou o software Geogebra. Para obter-se um
resultado satisfatorio, sugere-se realizar, no minimo, quatro vezes a transformacao F, a

qual definiremos a seguir.

Exemplo 5.3 Seja o quadrado ABCD, onde A = (0,0), B = (1,0), C = (1,1), D =
(0,1). Construa o Triangulo de Sierpinski seguindo as orientagoes.

A primeira transformac@o geométrica serd uma homotetia com fator %, ou seja, uma
reducao pela metade das medidas dos lados, veja a Figura 5.11. Neste caso, basta multi-

plicarmos todas as coordenadas dos pontos por % Apobs esse processo, obtemos:

Ti(A) = A1 = (0,0),
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D,=(0,05)

C,=(05,05)

Fonte: A autora

A segunda transformacao geométrica serd a simetria de translacao de % unidade a
direita, ou seja, devemos adicionar % unidade na coordenada das abscissas de todos os

pontos, veja a Figura 5.12(c). Assim, obtemos:

Y O Y

| —

1

e}

Y

= (1.5).
11
Ty(Dy) = Dy = (—, —).
»(D1) 2 55
A terceira transformacdo geométrica ser4 novamente a simetria de translacao de %,

porém agora queremos transladar }L unidade a direita e % unidade a cima, ou seja, devemos

adicionar }1 unidade na coordenada das abscissas e adicionar % unidade na coordenada

das ordenadas de todos os pontos, veja a Figura 5.12(d). Assim, obtemos

(41) = A,
Tg(Bl) BQ
(C1) = Cs

N —

- - (32).

o -5 — (3.3)

1) = 0y = (3.1),

Ty(Dy) = Dy = (}l 1).

Chamaremos novamente de F' o processo que realiza as trés transformagoes citadas



53

Figura 5.12: Transformagoes geométricas Ty e T

D, =(05,05) C,=(1,05)

o5 o5 o7 o8 o8 T T
A,=05,0 8,=01.0)

Fonte: A autora

acima, ou seja,

F:T1UT2UT3.

Figura 5.13: S = F(9)

(d)S3 (e) S4

()Ss (8)Se (h)S | (f)—Sg

Fonte: A autora

Note que na primeira transformagao a imagem gerada, nao lembra em nada o Triangulo
de Sierpinsk, mas se repetirmos intimeras vezes a transformacao F', observamos que que
a partir da nona iteracao F° nossos olhos nao conseguem distinguir alguns detalhes, nos
fazendo acreditar que a imagem, veja a Figura 5.13 (j), é o Triangulo de Sierpinsk. Assim,

concluimos o exemplo.

Se continuarmos o processo até a F2°, ou F?°, dependendo das dimensoes dessa ima-

gem, nada ird mudar. Isto significa que o computador pode ser programado para fazer
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quantas iteracoes forem necessarias, sem que precise armazenar inimeras informacoes e
sempre apresentar um 6timo resultado final. Seja S,, uma sequéncia de imagens geradas a
partir das iteracoes F', onde Sy é a imagem inicial. Neste caso, utilizamos o quadrado por
ser a forma de um pizel, mas independente da imagem inicial, apés o processo iterativo
de F' o resultado seria o mesmo. Isso acontece, porque a funcao de iteracao F' converge

para o Triangulo de Sierpinsk. Assim temos que S é o ponto fixo de F', ou seja
F(S)=2S.

5.3 PONTO FIXO E O BUSCADOR DO GOOGLE

Vocé ja parou para pensar como os buscadores sao capazes de lhe fornecer em pou-
cos minutos um determinado assunto pesquisado na internet? A maioria dos buscadores
classificam os resultados pela busca por paginas que possuem as palavras ou frases di-
gitadas. O algoritmo desses buscadores é chamado de Matching. O algoritmo Matching
classifica as paginas de acordo com o contetido das paginas ou a proximidade das palavras
pesquisadas.

Mas qual o diferencial do buscador do Google? O Google possui um algoritmo para
classificar os resultados da pesquisa chamado algoritmo PageRank. Tudo comegou quando
L. Page, S. Brin, R. Motwani e T. Winograd, pesquisadores da Universidade de Stanford,
na Califérnia, nos Estados Unidos, propuseram um algoritmo para classificar as paginas na
web, levando em consideragao a relevancia desse site. No entanto, quem fundou a empresa
Google foram Sergey Brin e Larry Page, em 1998. A relevancia de um determinado site
era determida pelo nimero de péginas e pela importancia dessas paginas. Apoés diversas
sugestoes, optaram por escolher Google, uma brincadeira com a palavra "googol”, termo
matematico para designar o nimero representado pelo digito 1 seguido de cem digitos 0.
A inovacao de Page e Brin foi perceber que era possivel usar a estrutura da web para
determinar a relevancia das paginas, pois tais paginas na internet sao conectadas por
hyperlinks (ou apenas links). Assim as paginas sao como nés de um grafo direcionado e
os links sao como as arestas.

Suponha que vocé deseje pesquisar como fazer um bom café. Em um primeiro momento
o buscador do Google fara uma selecao de todas as péaginas que contém a palavra café.
No segundo momento, ele precisara ranquear essas paginas de acordo com sua relevancia.
A ideia é simples: a quantidade de links que chegam e que saem de uma pégina devem
dizer alguma coisa sobre a relevancia dela, ou seja, o algoritmo atribui uma nota para a
pagina, a qual diz o quao importante ela é.

Enquanto outros buscadores classificam as paginas de acordo com a quantidade de
contetudo, o PageRank leva em consideracao nao somente a quantidade, mas a qualidade

desses contetidos. Foi essa ideia que garantiu o sucesso do Google. A relevancia de uma
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pagina é dada pela relevancia das outras paginas que indicam a primeira, dividida pelo
numero de links que saem delas. O processo de repeticao pode ser associado ao processo de
iteragao. Isso é necessario para que as notas sejam atualizadas, isto €, os valores obtidos
em cada iteracao convergem para os valores desejados de PageRank. Tais conceitos e
exemplos foram adaptados dos trabalhos de [10], [12] e os videos citados em [14].

Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 5.4 Sejam A, B, C, D e E paginas chamadas de nos, as quais sao interligadas
pelas arestas, ou seja, pelos links. Chamaremos de PR a relevancia das paginas. Assim
temos que PR(A), PR(B), PR(C), PR(D) e PR(F) indicam a relevancia das paginas
A, B, C, D e E, respectivamente, veja a Figura 5.14. Para descobrir a importancia de
cada pagina o algoritmo PageRank repete uma quantidade n de vezes. Como vimos

anteriormente, o processo de repeticao pode ser associado ao processo de iteragao.

Figura 5.14: Diagrama 1

. B
C
E- D

Fonte: A autora

Iteragao 0: Inicialmente, todas as paginas possuem a mesma nota PageRank, ou seja,

na iteracao 0 a relevancia das paginas sao iguais, veja a Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Tteracao 0

’ Pagina \ Iteracao 0 \ Iteragao 1 \ Iteragao 2 \ PageRank \ Classificacao ‘

T
- ;
> ;
C ;
= ;
E 5
Fonte: A autora
Iteragao 1:

PageRank da pdgina A: Analisando a pagina A, observamos que apenas a pagina C
indica a pagina A. Devemos lembrar que a relevancia de uma pagina é dada pela relevancia

das outras paginas que indicam a primeira, dividida pelo niimero de links que saem delas.
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Entao a relevancia da pagina A é a importancia inicial da pagina C dividida pelo nimero

de links que saem de C, portanto
PRy(C) _ 3

PRi(A)= ————~2 =3 )

1(4) 3 315

PageRank da pagina B: Analisando a pagina B, observamos que as paginas A e C
indicam a pagina B, assim temos

_ PRy(A) | PRy(C)

1 1
PR{(B) = _5.5_ %
1(B) R 373

PageRank da pagina C: Analisando a pagina C, observamos que as paginas A, D e E

indicam a pagina C, logo

PRy(C) = PHolA) | PR(D) | PR(E) _ %

3 2 1

1 1
545
+2+1

Lo o=

PageRank da pdgina D: Analisando a pagina D, observamos que as péaginas B e C
indicam a péagina D, logo
_ PRy(B) A PRy(C)

1 1
PRy(D) = _3.5_%
Ri(D) R 173

PageRank da pdgina E: Analisando a péagina E, observamos que as paginas A e D
indicam a pagina E, logo
_ PRy(A) | PRy(D)

1 1
PR,(E) = _5.5_2
1(F) 3 T 9 379

A Tabela 5.5 apresenta os valores com as fragoes equivalentes para facilitar a compagao

das fragoes.

Tabela 5.5: Iteracdo 1

’ Péagina \ Iteracao 0 \ [teracao 1 \ Iteracao 2 \ PageRank \ Classificacao ‘

| O| Q| ™| =
(ST ST S T S e ST
B o[~ B

Fonte: A autora

Iteracao 2: Seguindo a mesma ideia da iteragao 1, porém agora levando em conside-

racao a relevancia das paginas obtidas na iteracao 1, obtemos:



PageRank da pdgina A:

PR(C) & 11
PRy(A =30 —
PageRank da pdgina B:
PR(A)  PR(C) = 5 13
PRy(B) = =154 30 _
R (B) 3 3 373 90
PageRank da pagina C"
PRi(A) PR(D) PR(E) + + = 1
P — — =9 =2 2y —
(C) 3 2 1 5 T2 T T
PageRank da pagina D:
PRy(B) PRy(C) + &% 2 11
PRy(D) = =15 4 30 _ = 4 =
R>(D) 1 3 IR
PageRank da pagina E:
PRy(A) PR(D) + = 1 4
PRy(E) = L5 - 4 =
2(F) 3 2 3 70 T30

Assim obtemos os seguintes valores na Iteragao 2, veja a Tabela 5.6.

Tabela 5.6: Iteracio 2

+3O—|-

23
90

14
90

5 29

30 90

’ Péagina \ Iteracao 0 \ Iteracao 1 \ Iteracao 2 \ PageRank \ Classificacao ‘

1 2 11 o
g
C i i 2 0,322... 1°

1 3 9 SFE 5
D 1 = = 0,255... 2
E = = = 0,155. .. 3°

Fonte: A autora
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Comparando as notas de PageRank podemos dizer que a pagina mais relevante é a

pagina C (isto significa que ela seria a primeira colocada); em segundo lugar a péagina

D, e, assim sucessivamente. Poderiamos repetir esse processo inimeras vezes. O que nos

diz quantas vezes devemos iterar é a quantidade de paginas que citam um determinado

conteudo.

Reescrevendo o Exemplo 5.4, seja v o vetor que representa as notas de PageRank na

iteracao 0 e M a matriz que representa a conectividade dos links de saida, assim obtemos
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002100
1L gloo
|1 1
M=|1 00 11
1
01100
1 1
3 00 3 0]

Portanto para calcular as notas de PageRank das quatros paginas, fazemos algumas
iteragoes da matriz M, ou seja, elevamos a matriz M a uma determinada poténcia. Por
exemplo, para calcular vy, que representa as notas de PageRank na iteracao 2, calculamos

M? e multiplicamos por v.

1 1 1 11
0 0 3 00 003 00 s 00 ¢ 3
1 1 1 1 1 101 1
3 U3 000 15 05 000 15 05 53
2|1 1 1 1 |1 1 15 1
M—50051 3 00 5 1l=1]3 5 7 5 0
1 1 4 1 01 1
0135 00 01 3 00 £ 0 3 & 3
L 1 1 1 15
3 0030 [5 0030 [0 3 5 00]
Assim temos que
M1 1 17 T[17 117
5 0.0 5 3] |3 %
19 11 1| |1 13
9 9 6 3 5 90
2
S IR R R RINH
49 1 1 1| |1 2
9 3 6 3 5 90
1 5 1 14
10 3 5 0 0] [&] 55

Novamente a pagina C é a pagina que possui a maior nota entre as demais.

A partir da t-ézima iteracao, ou seja, a matriz M?, com t suficientemente grande, os
valores da matriz sao constantes. As defini¢bes e teoremas citados no Apéndice A nos
garante que, se encontrarmos um autovetor v da matriz de transicao M associado ao

autovalor 1 e nesse caso temos M (v) = v, ou seja,

0 0 % 0 0 x x
3 0100 y y
% 0 0 % 1 z| = |z
0 1 % 0 0 w w
_% 0 0 % 0] k] | k|

onde x = PR(A), y = PR(B), == PR(C), w = PR(D) e k = PR(E).
Isso significa, que para encontrarmos as notas de PageRank, temos duas opgoes: faze-
mos algumas iteragoes da matriz M e multiplicamos por v*, assim obteremos a matriz v;

e a segunda encontramos a matriz v, que é o ponto fixo da matriz M.
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Optamos por realizar um segundo exemplo sobre o PageRank, afim de, servir como
uma atividade a ser proposta para as turmas do Ensino Médio (22 série e 3* série). Tal
exemplo, demanda conhecimentos sobre matrizes, multiplicacao de matrizes e sistemas
lineares. Portanto, aplicar tais conhecimentos a este exemplo, pode servir de estimulo
para fixacao do conteiido sobre matrizes e a descoberta sobre o conceito de ponto fixo.

Usaremos a ideia de que desejamos fazer um delicioso café, citada anteriormente.

Exemplo 5.5 Suponha que vocé deseje pesquisar como fazer um bom café. Em um
primeiro momento o buscador do Google fara uma selecao de todas as paginas que contém
a palavra café. Suponhamos que de todas as paginas disponiveis, apenas as paginas A,

B e C contém a palavra café. Inicialmente observamos que ambas as paginas possuem a
1
3
), onde x, y e z representam respectivamente

mesma chance de serem acessadas pelo navegador, ou seja, Utilizando a notacao de

111
3733
a nota de PageRank das péginas A, B e C. No segundo momento, precisaremos ranquear

vetor, escreveremos v* = (x,y,2) = (

essas paginas de acordo com sua relevancia. Mas como podemos ranquea-las de forma
que o navegador encontre a pagina desejada o mais rapido possivel? A ideia é analisar a
relacao que existe entre as paginas e escrever uma matriz para representar suas respectivas

relevancias.

Figura 5.15: Diagrama 2

A B

C

Fonte: A autora

Mas como escrever essa matriz? Como temos 3 paginas, entao teremos uma matriz
quadrada 3z3.

1° Passo: analisar as paginas que indicam a pagina A, ou seja, os termos aii, as €
a3, veja a Figura 5.15. Note que a pagina A nao possui autolink, ou seja, a pagina A nao
indica ela mesma, sendo assim temos a;; = 0. A péagina B indica somente a pagina A,
sendo assim sua importancia é integralmente associada a A, logo a3 = % = 1. A pégina

C indica A, mas também indica B, sendo assim a importancia de C é compartilhada com
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as paginas A e B, portanto a3 = %

N ) NI

2° Passo: analisar as paginas que indicam a pagina B, ou seja, os termos as, ags € a3,
veja a Figura 5.15. Note que a pagina A indica a pagina B, e também indica a pagina C,
entao sua importancia é compartilhada com as duas paginas, portanto as; = %, a pagina
B, nao possui autolink, entao ass = 0. A pagina C indica a pagina B e também a pagina

A, logo ags = 3.

N0 NI= O
~ NI N

3° Passo: analisar as paginas que indicam a pagina B, ou seja, os termos as, ass € ass,
veja a Figura 5.15. Note que a pagina C recebe indicacao da pagina A, porém a pagina
A também compartilha sua importancia com a pagina B, entao az; = % A péagina B nao

indica a pagina C entao, azy = 0. A pagina C também nao possui autolinks, portanto

a33 = 0.
1
0 2
1 1
2 2
1
5 0
Portanto temos as seguintes matrizes:
0 1 3
_ |1 1
M= |3 51|
1
5 0
1
3
* _ |1
vi= 131,
1
3
T
v= |y

Para encontrarmos o ranqueamento das péaginas, temos duas opg¢oes onde a primeira
devemos fazer pelo menos duas iteracoes da matriz M e multiplicarmos por v*, assim
obteremos o vetor v com as notas de PageRank, e a segunda encontrarmos o vetor v, que

é o ponto fixo da matriz M. Vejamos:
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12 método: Fazemos duas iteracoes da matriz M e multiplicarmos por v*, assim

obteremos o vetor v com as notas de PageRank, ou seja,
M?* - v* = 0.

Multiplicando a matriz M por ela mesma, obtemos

1 1 3 1
0 2 0 2 4 0 2
2 _ |1 1 1 1] — |1 1 1
M* = 2 2 2 21 7 |4 2 4
1 1 1 1
2 0 2 0 0 2 4
Portanto
3 0 1 1 5
4 2 3 12
2 % _ |1 1 1 1] — | 4
M= -v" = 4 2 4 3 |12
1 1 1 3
0 2 4 3 12

Logo x = 0,416..., y = 0,333... e 2 = 0,25. Portanto, as paginas serao ranqueadas
da seguinte forma: péagina A, pagina B e pagina C.

22 método: Usar o conceito de ponto fixo da matriz M, ou seja,

M-v=w

1
0 5 x T
1 1 _
2 2 —|Y
1
b} 0 z

O sistema linear que representa a forma matricial é dado por:

Escrevendo as variaveis y e z em funcao de z, temos y = %x ez = %x, ou ainda,

8

X

D= o

X

O sistema linear possui solugoes possiveis porém elas sao infinitas, mas esse nao é um
problema, visto que nosso interesse baseia-se apenas no ranqueamento das paginas. Sendo

assim, podemos colocar a variavel = em evidéncia e considerarmos apenas as constantes



do vetor. Considerando x = k, teremos

NI= W =

Analisando os resultados, obtemos a mesma classificacao do 1° método.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram abordados alguns conceitos, resultados e técnicas de demonstra-
¢ao utilizadas em Analise Funcional. Mais precisamente, estudamos os Teoremas de Ponto
Fixo e quais as aplicagoes dos mesmos na Matemaética em diferentes ramos da Anélise.
Verificamos que tais teoremas sao alicerces fundamentais para se demonstrar teoremas de
existéncia e unicidade de equagoes diferenciais ordinarias bem como sao utilizados para a
resolucao de equagoes integrais. Tais resultados, revelam a importancia de suas aplicacoes
em diversos ramos da Matematica.

Os exemplos contextualizados mostram que é possivel abordar alguns conceitos bésicos
sobre ponto fixo nos anos finais do Ensino Fundamental bem como no Ensino Médio. Com
o objetivo de descobrir, por exemplo, como o buscador do Google faz a classificacao das
péaginas desejadas, ou como as transformacoes geométricas sao utilizadas na compressao
de imagens, é possivel estimular os alunos a aprender conceitos mateméticos importantes,
os quais seriam abordados somente no Ensino Superior.

Acreditamos e desejamos que este trabalho seja fonte inspiradora para novas pesqui-
sas, além de fornecer novas abordagens de aplicacoes dos Teoremas do Ponto Fixo tanto
no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio. Além disso, espera-se que tais conheci-
mentos antecipados possam motivar, de alguma forma, alunos que possuam interesse em

cursar Matemética.
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APENDICE A

MATRIZ ESTOCASTICA

Definicao 6.1 Uma matriz quadrada é chamada de matriz estocdstica quando todos os
seus elementos sao numeros reais nao negativos e a soma dos elementos em cada coluna

€ sempre 1qual a 1.

Teorema 6.2 Seja A = (a;j) wma matriz estocdstica de ordem m. Entio A™ com n

inteiro positivo, também € matriz estocdstica.

Definicao 6.3 Seja A uma matriz estocdstica e n um inteiro positivo. Se todos elementos
de A" sao estritamente positivos, entdo a matriz A € chamada de matriz estocdstica

reqular.

Defini¢ao 6.4 (Ponto fixzo de uma Matriz Estocdstica Regular) Seja A uma matriz qua-
drada e v € R um vetor nao nulo. O vetor v serd chamado de autovetor da matriz A se

existir um A € R tal que

A(v) = Aw.

Note que se A =1, temos

A(v) = v,
ou seja, v € o ponto firo da matriz A.
Teorema 6.5 Seja A uma matriz quadrada e n um inteiro positivo. Se v € um autove-

tor da matriz A associado ao autovalor \, entdao v € um autovetor de A™ associado ao

autovalor \".

Corolario 6.6 Seja v um ponto fixo da matriz A, ou seja, A(v) = v. Se tomarmos A = 1,
o teorema anterior nos garante que A"(v) = v, ou seja, v € ponto fixo da matriz A", onde

n € um inteiro positivo.
Teorema 6.7 Toda matriz estocdstica A tem pelo menos um ponto fixo.

Teorema 6.8 Seja v um ponto firo da matriz A e seja k € R, tal que x # 0 , entdo o

vetor kv € um ponto fizo da matriz A.



