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RESUMO

O objetivo deste estudo foi apresentar as transformacoes geométricas, especificamente
translacao, rotagao, escala, espelhamento e homotetia, e, com isso, apresentar funcoes do
Software GeoGebra dando énfase na construcao grafica e animagao de objetos geométricos.
Objetiva-se também pesquisar estudos tedricos sobre o ensino de transformagcoes geométricas
utilizando o software GeoGebra, enfatizando suas contribui¢oes, bem como propor uma
sequéncia de atividades para o ensino de translagao, rotagao, escala e espelhamento pelo
uso do o GeoGebra como recurso didatico. Esse software vem sendo utilizado como ferra-
menta metodoldgica para despertar o interesse do educando e visa ao ensino e aprendizagem
de modo significativo. Nesse contexto varios autores tém buscado ressaltar a importancia
da aproximacao das tecnologias da informacao e comunicagao (TICs) no ambiente escolar
como meio facilitador do processo ensino/aprendizagem. Assim tem-se como questao de in-
vestigacao neste trabalho: “Quais as vantagens e limites do uso do GeoGebra no ensino e
aprendizagem das transformacoes geométricas?”. Para tanto, foi utilizado como métodologia
a pesquisa qualitativa de cunho bibliografico, sendo levantado o referencial tedrico sobre o uso
do software GeoGebra no ensino de geometria o que pode tornar o ensino mais dinamico e
atrativo. A partir da andlise bibliografica, foi possivel perceber a importancia de se usarem as
tecnologias em sala de aula, como o GeoGebra, o qual vem se tornando um dos softwares de
geometria dinamica bastante usado com a finalidade de tornar o ensino-aprendizagem mais
significativo na vida do aluno. Por meio de todo o estudo realizado e da sequéncia didatica
apresentada, foi possivel avaliar que o uso do referido é de grande importancia no ensino da

geometria.

Palavras-chave: Tecnologias de Informacao e Comunicacao. Sequéncia Didatica. Geo-

metria. Transformacoes Geométricas.



ABSTRACT

This research aimed to introduce geometrical transformations, specially, translation, rotation,
scale, mirroring and homothety, and, this way, presents GeoGebra software functions with
emphasis on graphic and animation building of geometrical objects. Moreover, it focus on
researching theoretical studies about geometrical transformations teaching using GeoGebra
software, emphasizing its contributions, as well as it proposes a sequence of activities for the
teaching of translation, rotation, scale and mirroring using GeoGebra as a didatic resource.
This software has been used as a methodological tool to get and rise student attention and it
aims to be a meaningful way of teaching and learning. In this context, several authors have
been seeking to highlight the importance of approximating information and communication
technologies (ICTs) at school environment as a way of favoring teaching and learning process.
Thus, the investigation question in this study is: “What are the advantages and limits of
using GeoGebra in the teaching and learning of geometrical transformations?”. In order to do
it, as methodology, a qualitative research on bibliographic database was used, the theoretical
reference was risen about the use of GeoGebra software in the teaching of geometry that
can make the teaching more dynamic and attractive. Henceforth bibliographical analysis, it
was possible to realize the importance of using technologies in class, for example, GeoGebra,
which has become a software of dynamic geometry widely used and aims to make the teaching
and learning process more meaningful in the student life. Through the whole study done and
the shown didatic sequence, it was possible to evaluate that the use of the referred software
is very important in the geometry teaching.

Keywords: Information and Communication Technologies. Didatic Sequence. Geome-

try. Geometrical Tansformations.
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Introducao

A educacao passa por diversas mudancas a todo instante, portanto, muitos contetudos
foram reorganizados e inseridos segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), o que
ocasionou novas prioridades e necessidades nos curriculos de matematica, principalmente
educacao basica.

Nesse cenario de mudangas curriculares, a matemaética e seu ensino nao podem ficar
“atados” somente a procedimentos metodologicos que nao se interligam com a realidade
atual da educacgao referente a construcao de conceitos, conhecimentos e informagcoes entre
outros processos que auxiliam na melhora de aprendizagem do educando.

Entende-se que, nesse ambiente de continuas mudangas no curriculo, um ponto a ressaltar
é o papel do professor na sala de aula, o qual deixa de ser o detentor tnico do saber e
passa a ser o mediador, cuja funcao é desenvolver e ampliar conhecimentos, instigar novas
aprendizagens, ouvir e interagir com os alunos para entendé-los e auxilia-los no processo de
ensino-aprendizagem (MARSCHALL; FIOREZE, 2015)[42].

De acordo com Marschall e Fioreze (2015), para ensinar e aprender matematica, os educa-
dores, atualmente, buscam novos procedimentos educacionais como softwares educativos que
podem ser incorporados como recursos pedagdgicos. Essas sao ferramentas para o ensino de
matematica, facilitadores da aprendizagem que promovem o desenvolvimento de habilidades
e estimula a construgao de novos conhecimentos (MARSCHALL; FIOREZE, 2015)[42].

Com base nisso, o uso de softwares como qualquer técnica didética, deve sempre privi-
legiar os objetivos tracados, tomando o cuidado para que seu uso nao seja feito de forma
incorreta, pois corre-se o riso de tornar-se uma ferramenta obsoleta e sem adequacao dentro
do processo de ensino e aprendizagem (CYSNEIROS, 1999)[15]. Ademais, deve-se fazer uso
de uma didatica e metodologia que sejam expressivas, a fim de promover um ensino de forma
construtiva e prazerosa (MARSCHALL; FIOREZE, 2015)[42].

Outro fator importante que em muito tem influenciado no uso das Tecnologias Digitais

de Informagao e Comunicagao (doravente TDIC), em especial, o software GeoGebra nas
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escolas é a realidade vivida na atualidade, por conta do necessario distanciamento e/ou
isolamento social necessarios para se combater a propagacao do SARS-CoV-2, causador da
doenca COVID-19. Assim, devido a pandemia, os hébitos, as rotinas e os modos de viver
foram alterados, situacao nao diferente dos profissionais da area da educacao.

O distanciamento e/ou o isolamento social esta fazendo escolas e universidades reverem
suas estruturas, conceitos, perspectivas e metodologias de ensino, principalmente as questoes
que tangem as tecnologias digitais de comunicagao e informagao.

Nessa perspectiva, enquanto mestrando do Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (PROFMAT), ansiava por desenvolver um trabalho que envolvesse as tec-
nologias digitais e os conceitos mateméaticos. Nesse sentido, optei por trabalhar com os
objetos geométricos, especificamente as transformacoes geométricas. O PROFMAT visa
qualificar professores da Educacao Basica com énfase no aprofundamento de conceitos ma-
tematicos especificos, assim procurou-se aprofundar um estudo tedrico acerca das trans-
formagoes geométricas.

Sobre as TDICs, Ribeiro, Castro e Regattieri (2007)[53] defendem a atual importancia e a
necessidade de integracao das tecnologias nas praticas pedagogicas, em especial as tecnologias
digitais da informagcao e comunicagao, considerando que elas estao cada vez mais presentes no
cotidiano, essencialmente para os jovens, e que sua aplicacao na educagao, no trabalho e em
outros contextos relevantes, é uma competéncia basica a ser propiciada pelos educadores no
conjunto do curriculo escolar e das disciplinas. Assim, na educacgao, as Tecnologias Digitais
da Comunicagao e Informagao (TDCI) precisam ser utilizadas, de modo consciente, para que
se reorientem os processos de descobertas, relagdes, valores e comportamentos (KENSKI,
2007)[39].

Nesse contexto tecnoldgico, a educacao ganha novos rumos, e a escola, forca para atender
aos novos objetivos do ensino. O uso de diferentes meios tecnoldgicos é indispensavel para o
desenvolvimento da educagao. E preciso entender como as TDICs podem auxiliar o processo
educativo. Como tecnologia educacional se entende o conjunto de procedimentos ou técnicas
que intentam auxiliar os processos de ensino e de aprendizagem servindo-se de diferentes
meios de instrumentalizacao, simbdlicos ou organizadores e de suas transformacoes culturais
(KENSKI 2008)[40].

Allan (2020)[3] destaca que nao se pode esperar a adaptacdo repentinamente a estes
novos tempos. Sabe-se dos intimeros problemas de conexao a Internet, mas o contexto con-
temporaneo é um momento para reinventar e criar entusiasmo de testar o uso de ferramentas
tecnoldgicas ja disponiveis para estruturar alternativas no formato de educacao a distancia.

Para Filho (2011)[5], a utilizagao de softwares, como estratégia educacional trard ou-
tro tipo de interacao aluno e professor, o que pode vir a tornar o ensino a distancia mais

interessante, principalmente em se tratando das transformacoes geométricas.
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No que diz respeito a este trabalho, tem-se como questao de investigagao, “Quais as
vantagens e limites do uso do GeoGebra no ensino e aprendizagem das transformagoes
geométricas?”

Os estudos das transformacoes geométricas na educagao contemplam alguns métodos
de ensino que podem ajudar o educando compreender a sua diversidade, bem como sua
relevancia para a aprendizagem de praticas e de objetos geométricos.

Entre os diversos métodos utilizados para esse fim, ha praticas que englobam o uso de
softwares para a interpretacao de conceitos e objetos geométricos. Assim, no presente traba-
lho, serd utilizado o software GeoGebra.

O GeoGebra é um recurso dinamico para a aprendizagem da Geometria, pois esse software
permite ao aluno elaborar e desenvolver atividades que poderao aprimorar seus conhecimentos
matematicos. No caso deste trabalho mais especificamente, os geométricos, visto que ele
auxilia na compreensao de propriedades e na visualizacao dos objetos que sao manipulados.

Santos, Silva e Moura (2014) evidenciam que o mais interessante desse software é sua
possibilidade de visualizar a representacao de objetos e, se, por ventura, houver erros, o
aluno poderd tentar percebé-los de mais facilmente (SANTOS; SILVA; MOURA, 2014)[21].

Outro aspecto importante a ser destacado sobre o software GeoGebra é que, pela mani-
pulagao da figura ou a alteragao de seu tamanho, sendo observadas suas propriedades em
sua elaboracao e construcao, a representacao da figura nao se modifica, ou seja, ela nao se
deforma e permanece com as propriedades iniciais da sua construgao (MARSCHALL; FIO-
REZE, 2015)[58].

Nesse contexto, o presente trabalho discorrera sobre a importancia do uso do software
GeoGebra no ensino das transformacgoes geométricas, o que pode vir a contribuir para com
a melhoria do ensino e aprendizagem desses conceitos.

De acordo com Hespanhol et al. (2016)[34], uma relevancia social se deve ao fato de que o
professor precisa estabelecer conexoes entre os contetidos escolares e a extensa rede de saberes
que muitos alunos ja dominam. Portanto a utilizacao do computador é favoravel tendo como
contexto a era digital, buscando-se com o envolvimento de tecnologias, uma compreensao da
ciéncia no meio social em que o aluno estd inserido.

Sobre a relevancia académica, acredita-se que este recurso seja um facilitador de ensino e
aprendizagem da geometria, buscando construir e fundamentar seus conceitos, através de ati-
vidades planejadas. O software GeoGebra pode ser utilizado como ferramenta metodolégica
para despertar o interesse do aprendiz visando um ensino e aprendizagem significativo desse
conteido. Com uma visualizacao dinamica de objetos no plano e no espaco, o estudante
encontra uma nova forma de estudar Matematica, o que gera grande interesse em busca do
conhecimento matematico.

A escolha do tema em questao tem especial relevancia pessoal para mim, visto que, por
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ser professor atuante na rede publica do estado de Goids e estar em busca de melhorias nas
formas de ensinar as transformagoes geométricas, vislumbro as dificuldade de aprendizagem
dos objetos geométricos, o que gera a necessidade de amplicar discussoes nesse campo.

Nesse sentido, além de aprofundar os estudos das transformacoes geométricas e, poste-
riormente, elaborar-se-4 a sequéncia didatica para ensinar tais conceitos de transformacoes
geométricas. Para tanto, sera utilizado o GeoGebra. A sequéncia didatica configura-se-&
como uma proposta para que, futuramente, os professores da educacao basica possam aplicar
em sala de aula, contudo, saliente-se que ela nao sera aplicada ou desenvolvida neste trabalho.
Essa opcao deve-se ao tempo para a conclusao do PROFMAT.

Para Pais (2008)[50], a sequéncia didatica é constituida por um determinado nimero de
aulas planejadas e analisadas previamente tendo como alvo a observacao das situagoes de
aprendizagem, envolvendo os conceitos previstos.

Para Vaz e Jesus (2014)[25], por usa vez, o professor cria uma sequéncia didatica com o
intuito de mostrar situacoes de onde e quando pode ser utilizado o software, aumentando o
interesse dos alunos, permitindo novos valores, verificando a dificuldade de aprendizagem de
determinados contetudos, oportunizando situagoes propicias a aprendizagem.

A partir disso, criou-se uma proposta de sequéncia didatica envolvendo aplicacao de
matrizes e suas propriedades, por meio de transformagoes geométricas, especificamente a
translacao, a rotagao, o espelhamento e a homotetia. As atividades foram planejadas de
modo que o professor pudesse trabalhar conjuntamente ou separadamente esses conceitos,
ou seja, por exemplo, o professor pode optar por utilizar as atividades da transformagcao de
translacao e nao utilizar as de rotacao.

A intencao é que seja uma proposta pedagogica de ensino para cada uma das trans-
formagoes sem a intencao de sequenciamento ou “costurar” as quatros transformagcoes, mas
dar liberdade para o professor optar por trabalhar todas ou algumas delas. Por isso, as
atividades sao separadas, para facilitar sua identificacao.

Desse modo, o objetivo do trabalho é aprofundar as discussoes tedricas acerca das trans-
formagoes geométricas e seu ensino por meio do software GeoGebra e propor atividades para
serem desenvolvidas por professores da educacao basica.

Em se tratando da metodologia adotada, esta ¢ uma pesquisa qualitativa de cunho bibli-
ografico. Para tanto, estudar-se-ao as transformacoes e serd elaborada a sequéncia didatica.

Estruturalmente, o trabalho esta dividido em quatro capitulos. No capitulo um, discutir-
se-a0 as bases para construcao do tema, a importancia do uso de tecnologias como mediacao
do ensino e aprendizagem e a metodologia escolhida para a construgao de uma sequéncia
didatica que seja 1util na aplicacao de matrizes e suas propriedades, correlacionadas com geo-
metria. No capitulo dois, sera apresentada a metodologia e a sequéncia didatica. No capitulo

tres, serd dada uma explicagao sobre as transformacoes geométricas. Por fim, finalizar-se-a
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com a sequencia didéatica, na qual traremos uma possibilidade de aplicar as propriedades de

matrizes, ligadas a Algebra, com as transformagoes geométricas pelo uso do GeoGebra.
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Capitulo 1

Inicio da construcao do tema

Este capitulo discorrera sobre como o trabalho se insere adequadamente nos objetivos
do mestrado profissional de matemética (PROFMAT), abordando a importancia do uso de
tecnologias como mediacao do ensino e aprendizagem e a metodologia escolhida para a cons-
trucao de uma sequéncia didatica que seja 1til na aplicacao de matrizes e suas propriedades,
por meio de transformacoes geométricas.

Dé-se o nome de “transformacao geométrica’a mudanca de um objeto qualquer de um
lugar para outro local, ou seja, ¢ o movimento da antiga posicao para a nova posicao. Em
Matemadtica transformacoes sao as leis de associacao que transformam pontos do plano em
outros pontos do plano (MEDEIROS, 2012)[44]. Nessa definigdo, a reflexdao, a rotagao, a
translacao, a dilatacao, a homotetia sao alguns exemplos de transformacoes geométricas.

Costa (2012)[13] descreve que as transformagoes geométricas fazem parte da histéria da
humanidade ha muito tempo, antes mesmo do que se possa imaginar. Por exemplo, a ceramica
chinesa remonta ao periodo Neolitico (3000 a.C.), e, nela, pode-se notar a presenga do uso
de transformagoes geométricas na sua decoracao. Outro exemplo encontra-se na Sibéria, na
ornamentacao do tapete Pazyryk, datado do século V a.C., no qual se obeservaram padroes
geométricos e simetrias.

A utilizacao de softwares educativos é um recurso psicopedagogico interativo, integrado
aos curriculos escolares desde a educacao infantil e, por isso, fazem-se necessarios estudos
sobre a sua utilizagao e se ela ocorre de forma satisfatéria (SCATTONE; MASINI, 2007)[60].

Os softwares de geometria dinamica sao softwares que permitem ao professor tornar as
aulas de geometria mais atrativas, e através deles, mostrar as propriedades geométricas, as
construcoes geométricas que seriam dificeis de serem apresentados com certa qualidade por
meio quadro e do giz. De acordo com Gravina (1996)[32] esses softwares podem ser entendidos
como:

Sao ferramentas de construgao: desenhos de objetos e configuragoes geomé-
tricas sao feitos a partir das propriedades que os definem. Através de deslo-
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camentos aplicados aos elementos que compde o desenho, este se transforma,
mantendo as relacoes geométricas que caracterizam a situacdo. Assim, para
um dado objeto ou propriedade, temos associada uma colecao de “dese-
nhos em movimento”, e os invariantes que ai correspondem as propriedades
geométricas intrinsecas ao problema. E este é o recurso didatico importante
oferecido: a variedade de desenhos estabelece harmonia entre os aspectos
conceituais e figurais; configuracoes geométricas classicas passam a ter mul-
tiplicidade de representagoes; propriedades geométricas sao descobertas a
partir dos invariantes no movimento (GRAVINA, 1996, p. 6)[32].

Segundo Borges Neto, Cunha e Lima (2001)[48] com o software GeoGebra, o professor
poderd abordar assuntos simples e, com a utilizacao de suas ferramentas que abordam co-
nhecimentos mais complexos, pode melhorar a compreensao do aluno em vérios campos da

matematica.

1.1 Experiéncia docente

A situagao gerada pelo COVID-19 trouxe a tona, também, de forma bastante notavel, a
necessidade de formagao docente para este “reinventar da escola”. Com isso, uma vez posta,
parece incontornavel, a necessidade de finalmente inverter a chave das praticas pedagogicas,
promovendo um ensino ativo - cuja expressao, apesar de repisada, nao encontra aplicabilidade
efetiva na maior parte dos sistemas educativos - tornando, a pedagogia, usudria ativa e
indutora das tecnologias.

Dessarte, o ano de 2020 confrontou a docéncia com suas dificuldades em estabelecer novas
metodologias de ensino. Tais mudancas devem ser menos traumaticas, desde que tenham por
objetivo estabelecer conexao com cada educando que é apresentado a cada ciclo didatico.

No entanto, nota-se que pouco ou quase nenhum esforco é realizado de fato para a adogao
de softwares educacionais nos varios niveis do ensino nacional. Outro fato marcante é a
necessidade de metodologias que extrapolem os métodos tradicionais de ensino, logo, tal
necessidade advém de um cenario de pandemia que trouxe consigo varios desafios para o
ensino. O principal deles é, obviamente, o ensino remoto e a necessidade de prender a
atengao dos estudantes, fazendo com que eles se apropriem dos contetudos lecionados (SILVA;

FILHO, 2020)[17].

1.1.1 Busca por conhecimento

Em se tratando da relevancia deste tema, justifica-se sua escolha uma vez que o au-
tor deste trabalho é aluno do curso de mestrado do Programa de Pés-Graduacao Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional-Profmat pela Universidade Federal de Jatal,
graduado em Matematica pela Universidade de Rio Verde-GO (UNIRV), e pés-graduado em
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Matematica e Estatistica pela mesma instituicao, atua como professor efetivo de matematica
da rede estadual de educacao de Goias, em Rio Verde e trabalha no Colégio Estadual Mar-
tins Borges (CEMB). Com base nesse curriculo e com a experiéncia em sala de aula, entao,
percebeu a necessidade de inovagao na dinamica de ensino entre professor e aluno, e também
a necessidade dos educandos de poderem aprender e conhecer novas formas de entender o

conteudo.

1.1.2 Integracao entre temas

A abordagem aqui encaminhada estd, construida sobre as bases acima mencionadas e
assentada nas regras da LDB (BRASIL, 1996)[11], BNCC (BRASIL, 2017)[10] e de outros
documentos que podem contribuir na correlacao entre algebra e geometria mediadas pela
tecnologia.

Na educacao matemética, as Tecnologias Digitais de Informagao e Comunicacao (TDICs)
foram inicialmente introduzidas para dinamizar e aumentar o interesse e a busca do co-
nhecimento por parte do aluno. Assim os educadores matematicos reconhecem nas TDICs,
quando selecionadas e utilizadas adequadamente, um potente recurso didatico para criar
novas relacoes entre o aprendiz e o objeto do conhecimento, podendo até mesmo, serem
usadas como mecanismo de luta contra o insucesso escolar, motivando os alunos, permitindo-
lhes revelar melhor seus talentos, além de facilitar o acesso as informagdes (SANTOS; NE-
VES; TOGURA, 2016)[5§].

Diante desses aspectos, entende-se que as TDICs vém a contribuir para o ensino de
matematica, posto que, o uso de computadores na sala de aula (softwares e apps) podem

oferecer uma grande contribuicao ao ensino-aprendizagem, a medida que:
e reforcam o papel da linguagem grafica e de novas formas de representagao;
e relativizam a importancia do célculo;
e permitem a manipulacao simbdlica.

O presente estudo trata-se de uma pesquisa qualitativa, de cunho bibliografico. Minayo

(2003, p. 16-18)[45] aponta que a pesquisa qualitativa:

E o0 caminho do pensamento a ser seguido. Ocupa um lugar central na teoria
e trata-se basicamente do conjunto de técnicas a ser adotada para construir
uma realidade. A pesquisa é assim, a atividade bésica da ciéncia na sua
construgao da realidade. A pesquisa qualitativa, no entanto, trata-se de
uma atividade da ciéncia, que visa a construcao da realidade, mas que se
preocupa , com as ciéncias sociais em um nivel de realidade que nao pode
ser quantificado, trabalhando com o universo de crengas, valores, significados
e outros construto profundos das relacées que nao podem ser reduzidos a
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operacionalizacao de varidveis. O pesquisador torna o principal foco para
o alcance do produto quanto ao que sistematiza e oferece as condigoes das
técnicas e andlise dos dados que sao referenciados.

Portanto, o qualitativo engloba a ideia do subjetivo, passivel de expor sensagoes e opinioes.
O significado atribuido a essa concepcao de pesquisa também engloba nogoes a respeito de
percepgoes de diferengas e semelhangas de aspectos comparaveis de experiéncias (BICUDO,
2004)[8].

1.2 TDICE TIC

A evolucao tecnoldgica nao se restringe somente a utilizacao de novos produtos ou equi-
pamentos, ela reflete também em comportamentos. A partir dessa constatacao, a ampliacao
e o uso de determinadas tecnologias se sobressaem a cultura existente, e transformam o com-
portamento individual e coletivo (KENSKI, 2012)[40]. Essas mudangas se refletem também

no vocabulario da sociedade, conforme aponta Ponte (2000, p. 3)[40]:

Temos aqui um problema de terminologia. Durante muitos anos falava-
se apenas no computador. Depois, com a proeminéncia que os periféricos
comecaram a ter (impressoras, plotters, scanners, etc.) comecgou a falar-
se em novas tecnologias de informagao (NTI). Com a associagdo entre in-
formatica em telecomunicacoes generalizou-se o termo tecnologias de in-
formagao e comunicagao (TIC).

Atualmente, surge, entao, um novo conceito: Tecnologias Digitais de Informacao e Co-
municacao (TDIC), que se diferencia das Tecnologias de Informagao e Comunicagao (TIC)
pela aplicagao de elementos digitais (FONTANA; CORDENONSI, 2015)[29].

Maia e Barreto (2012)[41] citam que, embora se reconheca que os termos TIC e TDIC
tenham uma pequena distingao conceitual, vém sendo utilizados como sinonimos na literatura
acerca do assunto.

O conceito de TIC é utilizado para expressar a convergéncia entre a informatica e as
telecomunicagoes, agrupando ferramentas computacionais e meios tele comunicativos como:
radio, televisdo, video e Internet, facilitando a difusao das informagdes (MISKULIN et al.,
2006; CARDOSO, 2011; LEITE, 2014a; 2015)[23].

Ja as TDIC englobam, ainda, uma tecnologia mais avancada: a digital. Por meio dela,
é possivel processar qualquer informacao, o que provocou mudancas radicais na vida das
pessoas, principalmente no que se refere a comunicacao instantanea e busca por informagoes
(KENSKI, 2012)[40].

Para melhor compreender as distingoes entre TIC e TDIC, é possivel fazer uma com-

paragao entre as diferentes lousas disponiveis atualmente: a lousa analdgica e a digital. Um
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quadro negro (lousa analdgica) é uma tecnologia, é uma TIC, ji a lousa digital é uma TDIC,
pois ela, por meio da tecnologia digital, permite a navegacao na Internet, além do acesso a um
banco de dados repletos de software educacionais (FONTANA; CORDENONSI, 2015)[29].

A partir dessas diferencas conceituais, optou-se por usar na redacao deste trabalho a sigla
TIC.

Barbosa, Sanches e Souza (2011)[7] declaram que as Tecnologias da Informagao e Comu-
nicagao (TICs) se constituem em um dos principais agentes de transformacao da sociedade,
uma vez que elas podem modicar o cotidiano do individuo e consequentemente seu meio de
producao, influenciando a aprendizagem.

De acordo com Castells (2003)[12], citado por Castilho (2014, p.8) . “o surgimento dessas
tecnologias é caracterizado pelo seu alcance global, pela integracao de todos os meios de
comunicag¢ao e pela interatividade que estd mudando e mudara para sempre nossa cultura”.

Assim sendo, entende-se que o uso das TICs, inseridas nas praticas pedagdgicas recentes,
torna-se um meio tecnolégico que auxilia na formagao do ser humano (ALBERTIN; MOURA,
1994)[2]. Outrossim, inseri-las em sala de aula é uma tendéncia definida por vérios tedricos,
pois como afirma Castilho (2014), constitui-se em uma fonte de influéncia que gera novos
paradigmas educacionais vigentes.

A tecnologia integra o conjunto dos principios, métodos, instrumentos e processos ci-
entificamente determinados, que se aplicam a atividade de vigéncia para novos principios
que identifiquem as particularidades, quanto ao uso da tecnologia. Muitas vezes é deparada
pelos professores como um desafio que ao longo de sua interacao torna-se 1til para o de-
senvolvimento das atividades do homem. Também se refere as aplicagoes das descobertas
da ciéncia aos objetivos da vida pratica. De fato, a ciéncia exerceu importante papel para
o desenvolvimento tecnolégico, mas nem toda tecnologia depende da ciéncia (OLIVEIRA,
2007)[49].

Conforme as tecnologias sao introduzidas pelos professores na sua aula, a
qual vai criando novas formas de expressao na explanacao dos conteudos. A
dinamica e as potencialidades que os recursos oferecem permitem ao docente
superar a prevaléncia da pedagogia da transmissao. Neste movimento, ele
propoe desdobramentos, arquiteta situacoes de aprendizagem, cria ressig-
nificagoes sobre a pratica. Estimula que cada participante faga o mesmo,
criando a possibilidade de co-professorar a aquisicao de seu préprio conhe-
cimento (KENSKI, 2011, p. 102)[40].

Nesse entendimento, nota-se que o estimulo e o incentivo para a adaptacao das tecnologias
de cada um permite construir e valorizar cada recompensa das atividades que os envolve e,

ao longo das atividades, sejam fundamentadas em cada relacao do homem com o seu meio.

As novas tecnologias trazem consigo muitas facilidades, mas também intro-
duzem novas exigéncias e competéncias no paradigma educacional, impondo
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adaptagoes (OLIVEIRA, 2007). Adaptagoes dificeis de superar, novos desa-
fios, seja na formagao inicial ou continuada do professor, que no momento
atual ocorrem de forma lenta, conforme revela Valente (1993), se comparada
com as mudancas em outros segmentos da sociedade que sao incomparavel-

mente rapidas e que afetam diretamente o comportamento (OLIVEIRA,
2007, p. 15)[49).

Isto posto, as tecnologias na educagao, por meio do uso dos recursos disponiveis (data
show, computadores, celulares, dentre outros) auxiliam ao professor na pratica de uma me-
todologia que pode incentivar e estimular o educando na sala de aula. Vem proporcionar o
rompimento dos paradigmas, elevando a participacao e a construcao do homem em relacao ao
desenvolvimento como acao de um conhecimento que faz a diferenca na prética da cidadania.

Diante desses novos contextos, o professor necessita estar preparado para os desafios
de uma educacao que faz a diferenca em relacao a ciéncia e o que de fato coopera, bem
como aprimora a sistematizacao dos principais elos, quanto ao que facilita e orienta para a
construcao de valores junto ao que é mantido como melhoria das atividades que sao envolvidas
(OLIVEIRA, 2007)[49].

Assim, entao, cada vez mais inseridas no cotidiano das pessoas tais tecnologias, podendo
portanto facionarem como instrumento metodoldgico eficazes no processo do desenvolvi-
mento da aprendizagem. De acordo com Kawamura (1990, p. 14)[38] “procurar relacionar a
educacao com as inovagoes tecnologicas e o processo de trabalho remetendo a necessidade de
situad-la no contexto amplo das relagoes sociais”.

Ao longo da histéria da educacao, a tecnologia tende a favorecer mudancas no processo
de cidadania, utilizada como um instrumento facilitador, para a interacao do homem em seu
meio.

Assim sendo, a tecnologia vem auxiliar e estabelecer novas conquistas e demonstracoes
do que de fato considera relevante. A participacao do educando, mediante sua vivéncia,
contexto social e formas que ao longo da histéria possibilitam e facilitam as construgoes de um
sujeito, permite atender as diversas variaveis envolvidas na construgao de uma aprendizagem
com maior interatividade. Permite também favorecer e atribuir as fontes de riquezas, que
asseguram e permitem indagar e manifestar, possibilitando as melhorias do grupo, a fim de
contribuir para a formacao de um cidadao que faz parte de um processo histérico, na acao
de desenvolvimento do homem.

O contexto social, portanto, é o que vem a acrescentar e contribuir com as varias diretrizes
e fontes de recursos que possibilitem as vantagens e busca do que de fato acrescenta e a
possibilita fazer a diferenca junto ao que compreende e salienta para as atividades de uma
diversidade, em relacao ao que é vivenciado por parte do homem.

Para Kawamura (1990, p. 33)[38],
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Na area da educagao é significativa a proposta da “educagao para todos”, no
contexto do discurso “tudo pelo social” (governo Sarney), contando com as
inovagoes tecnoldgicas principalmente educativas. Dentre as metas, destaca-
se o aproveitamento dos recursos da industria cultural e da informatica.

Nesse cenario, a educacao, como apontamento para o que constroi, associa a tecnolo-
gia, como parte do processo desenvolvimento do desempenho do educando, em toda sua
formacao, o que propicia novas praticas, contribuindo para seu reconhecimento na sociedade.
Além disso, a educacao também referencia a teoria e a pratica no conhecimento, e, conse-
quentemente, orienta a acao do homem, ou seja, a pesquisa é o ponto de conquista do ser
humano, no meio em que esta inserido.

Para a educagao, a informagao torna-se necessaria porque visa superar todas as dificul-
dades advindas da ideia do saber consolidado, sendo que o professor deve auxiliar o aluno a
desenvolver sua criatividade e habilidades que assegurem a formalizacao do saber, segundo
com o que é vivenciado na sociedade.

Para Valle, Mattos, Costa (2013, p. 59)[14], “o educador precisa fazer interagoes com
o conhecimento cientifico e o conhecimento pedagogico, utilizando as melhores estratégias
ensino para motivar o aluno, permitindo que ele compreenda a importancia das tecnologias
da informacao e comunicacao e suas utilizagoes”.

De acordo com Arruda (2004)[6], a insergao da tecnologia no ambiente da sala de aula
para a pratica da aprendizagem exige que se tenha o conhecimento das praticas relacionadas
quanto a diversidade e as inferéncias dos resultados vivenciados por parte do homem.

Por sua vez, Arruda (2004)[6] destaca que, o docente, ao desenvolver as habilidades de
reflexao e autorreflexao no aluno e em si proprio, compreende essas dimensoes para os valores
que assiste e faz parte do envolvimento e das diversas formalidades e atendimento ao que se
tem como didética e a facilidade do homem no seu meio.

Considerando esse contexto, é possivel entao concluir que os recursos tecnoldgicos para
o professor sao uma ferramenta de grande utilidade para atribuir formas que fazem parte
de um processo de contextualizacao e mediacao das varias oportunidades, do que assegura e
tende a referenciar compor a sua exploracao.

A tecnologia na educacao estd presente no cotidiano, proporcionado o uso de modernos
recursos didaticos promovendo melhorias no processo ensino e aprendizagem. Diante de tudo
isso, ¢ inevitavel reconhecer a importancia das inovacoes tecnolégicas no contexto educacional,
posto que ela propicia aos professores, uma nova forma de ensinar e aprender, integrando
valores e competéncias nas atividades educacionais.

Nesse ambito, como ressalta Padilha (2014)[16], para ter uma inser¢ao das Tecnologias de

Informagao e Comunicagao no contexto escolar, torna-se importante o comprometimento dos
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professores, além de uma formacao especifica sobre as TICs enquanto recursos educacionais
que torna a aprendizagem mais significativa.

Porto (2006, p. 45)[52] evidencia que as TICs tém potencial educativo, mas é necessério
compreender “alguns elementos que pertencem a essas novas tecnologias: rapidez, recepgao
individualizada, interatividade e participacao, hipertextualidade, realidade virtual e digita-
lizagao/ideologia” .

Recepcao individualizada: As tecnologias poem a disposi¢ao do usudrio amplo conjunto
de informagoes/conhecimentos/linguagens em tempos velozes e com potencialidades incal-
culaveis, disponibilizando, a cada um que com elas se relacione, diferentes possibilidades e
ritmos de agao (PORTO, 2006)[52].

Assim, entende-se por interatividade e participacao uma relacao interativa com os meios,
0 que permite ao usudrio assumir o papel de sujeito (PORTO, 2006)[52]. Para Gutiérrez
Martin (2002)[33], os novos sistemas multimidias sdo quase humanos, pois possibilitam uma
relacao proxima de didlogo e comunicacgao exclusiva dos individuos.

Quanto a hipertextualidade, entende-se que o texto virtual permite associacoes, mixagens,
e faz com que o usuario tenha diferentes opgoes de escolha, situagao que poe o sujeito em
busca da complexidade de informagoes/caminhos que, na maioria dos processos escolares,
nao é usual (PORTO, 2006)[52].

Como se nota, & complexidade do mundo moderno nao esta presente nos ensinamentos
da sala de aula. As relacoes de causa e efeito, o encadeamento linear seriado dos curriculos
escolares nao da conta, por exemplo, de situagoes vividas pelos jovens em contato com outros
jovens e/ou em situagbes do dia a dia de incertezas, acertos, erros, medos, entre outros
aspectos (PORTO, 2006)[52].

Em se tratando do conceito de realidade virtual, este é compreendido como o tempo
virtual o qual se impoe ao espaco real, desse modo, como a imagem impoe-se sobre o objeto
e o virtual impoe-se ao atual, o individuo interage com a realidade das imagens, criando
elementos proprios para entender a situagao virtual, significa-la e interagir com ela (PORTO,
2006). Para Lévy (2000, p. 47)[59], o virtual é o que existe em poténcia, e ndo em ato.
Enquanto a realidade pressupoe uma efetivagao material, uma presenca tangivel, o virtual é
um “passe de méagica misterioso”; contudo, o virtual nao se opoe ao real, sao apenas “dois
modos diferentes da realidade”.

Além disso, a realidade virtual prazerosa tem um pequeno lugar pedagdgico, principal-
mente nos primeiros anos escolares, com a fantasia das histérias vividas/contadas; entretanto,
na continuidade da vida escolar sao mais trabalhados textos formais, distantes das emocoes,
dos desejos e do conhecimento informal do cotidiano (PORTO, 2006)[52].

A partir de tais consideragoes, entendemos que o prazer na aprendizagem pode ser obtido

com modernas tecnologias, como o videogame e a Internet, assim como com tecnologias mais
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tradicionais, como a leitura e escrita de textos, desde que respondam aos anseios imaginarios
dos estudantes e propiciem vivéncias significativas e criativas para eles (PORTO, 2006)[52].

No que concerne ao conceito de digitalizagao/ideologia, faz-se referéncia ao fato de que
os meios/tecnologias tém diferentes linguagens que lhes permitem se inter-relacionar com
outras linguagens. Com especificidades préprias — imagens, narrativas, sons e movimentos—,
o meio chega ao receptor com fortes apelos de seducao, contribuindo para que o usuario crie
c6digos de entendimento e se envolva com as mensagens nele divulgadas. Todavia, hd uma
significativa distancia entre o criador/produtor do meio e o usuédrio (PORTO, 2006)[52].

A escola, assim, possibilita que os alunos, “agentes sociais por natureza, mergulhem
na realidade das imagens/mensagens, procurando, primeiramente, compreendé-las pelas ex-
periéncias, para depois proceder ao distanciamento reflexivo e pensar sobre elas” (PORTO,
2000, p. 130)[52).

Com essas reflexoes sobre o potencial educativo das tecnologias, verifica-se que a escola e
os meios tecnolégicos de comunicacao e informagao caminham em paralelo. Ambos retratam
a realidade e cotidiano; apresentam valores, conceitos e atitudes presentes na realidade em
geral, que sao absorvidos sob diferentes matizes. Os meios sao de livre escolha, regem-se pela
logica do mercado, contribuem para a criacao e reproducao da ideologia dominante, sendo,
porém, atraentes e socialmente legitimados; a outra, a escola, é impositiva e, de certa forma,
sem atrativos, mas é socialmente legitimadora do saber, do conhecimento, reproduzindo a
ideologia dominante (PORTO, 2000).

O GeoGebra entra nesse contexto como um software desenvolvido para que a apren-
dizagem do educando seja sistematizada, e acompanhe as praticas e diretrizes, oferecendo
oportunidades variadas de aprendizagem dinamica, o que facilita as varias abordagens que
compoem o desenvolvimento de uma aprendizagem com significado.

Assim, entende-se que os usos adequados de softwares matematicos podem proporcionar
um ambiente, espaco, favoravel e motivador para o ensino e aprendizagem de alguns conceitos
mateméticos (BRANDT; MANTORFANO, 2017)[9].

Nesse sentido, como alternativa para o ensino de construgoes geométricas planas, Brandt e
Mantorfano (2017)[9] declaram que o uso de Software GeoGebra podera enriquecer o ambiente

de aprendizagem, bem como contribuir para com a aprendizagem matematica dos alunos.

1.3  Software Educativo

A matematica nas escolas ainda é vista como algo fragmentado, com ensinos mecanizados,
descontextualizados, com base em memorizacao, levantando uma barreira quanto ao real

objetivo do ensino, proporcionar situacoes concretas de como essa disciplina pode ser utilizada
no cotidiano (ROCHA; RAMOS; BRASIL, 2019)[54].
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A inclusao da Informaética aplicada a Educagao tem sido um fator preponderante no
dominio educacional, proporcionando aos professores expandir os métodos de ensino e, aos
alunos, ampliar as chances de aprendizagem (ROCHA; RAMOS; BRASIL, 2019)[54].

Com isso, o emprego do computador como aliado aos métodos de ensino e aprendizagem
tornou-se essencial na vida de todos. De acordo com os estudos, as criancas desde pequenas
ja possuem uma habilidade notavel no manejo das tecnologias, e a partir dai as propostas
escolares podem incluir essas tecnologias nas salas de aula, em forma de jogos educacionais
e pelo emprego de softwares, englobando as diversas areas do conhecimento (TEDERKE;
FORTES; SILVEIRA, 2016)[63].

O que caracteriza um software educativo de outros recursos é o fato de ele distinguir
0s erros com uma opiniao imediata e viabilizar a reorganizacao da acao dos educandos.
Ele possibilita que as informacoes sejam comparadas e organizadas. Além disso, favorece
a capacidade de concentracao e atencao; a interpretacao das ordens e regras; o raciocinio
légico e, a percepcao visual e auditiva por meio de som, imagem e animagao (SCATTONE;
MASINT, 2007)[60].

Além disso, ao interagirem com os softwares, os educandos serao incitados ao desafio
de fazerem a analise dos dados apresentados, de levantarem hipdteses e de estabelecerem
estratégias de agao, ocorrendo assim o fenomeno educativo (SCATTONE; MASINI, 2007)[60].

Mostra-se assim a necessidade de se formar professores com foco tanto no conteido como
nas praticas pedagégicas, para que desenvolva habilidades para dar possibilidades para a
construcao de conhecimentos pelos alunos. Desse modo, o professor, durante sua formacao,
precisa vivenciar metodologias que colaborem posteriormente com o contetido e com as es-
tratégias para o ensino (LOPES; D’AMBROSIO, 2015) [22].

Para tanto, os professores precisam compreender que o processo de construcao do co-
nhecimento nessa nova realidade acontece quando se integra criticamente a tecnologia da
informacgao no processo educativo, no qual o computador, como recurso pedagdgico, nao pos-
sui autonomia para conclusao do processo ensino-aprendizagem, mas o que se pretende é que
uma incorporagao do computador nas aulas de matematica de maneira auxiliar e instigar
os alunos a se apropriarem das significagoes e conceitos estudados pelo uso da ferramenta
computacional (MIRANDA; BLAUDARES, 2007)[26].

No entanto, as dificuldades apresentadas por alunos em relagao ao conteido da geometria
podem estar relacionadas a desarticulacao de métodos didaticos com o contetdo a ser explo-
rado. Nesse sentido, acredita-se que o software GeoGebra possa ser um recurso que auxilie
no ensino da matematica.

Como ¢ sabido, a utilizacao do computador é favoravel neste momento de ensino remoto
imerso em uma era digital, assim busca-se, com o envolvimento de tecnologias, uma com-

preensao da ciéncia no meio social em que o aluno esta inserido. Espera-se, entao, que esse
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recurso seja um facilitar do ensino e da aprendizagem da geometria, buscando construir e fun-
damentar seus conceitos, através de atividades planejadas realizadas utilizando-se o software
GeoGebra (HESPANHOL et al., 2016)[34].

Esse software foi desenvolvido por Markus Horenwarter, da Universidade de Salzburg,
para estudos de diversas areas da matemadtica e, principalmente, da geometria, destacada
neste artigo (HOHENWARTER; LAVICZA, 2009)[36]. O GeoGebra estd disponivel para
download, é gratuito, de facil acesso e entendimento. Configura-se como um recurso que

favoreceu a percepcao grafica das figuras estudadas e a investigacao dos conceitos que a
compoem (HESPANHOL et al., 2016)[34].

1.4 O GeoGebra no ensino de matematica

A insercao das tecnologias no ambiente escolar pode ser vista como uma consequéncia na-
tural da prépria conformacao da sociedade, permeada por um fluxo constante de informagoes
e artefatos que instigam os sujeitos a buscarem o acesso cada vez maior aos recursos tec-
nolégicos disponiveis. Tal realidade interfere diretamente na forma de atuacao do professor
(POLLI; FIGUEIREDO, 2017)[20].

Os docentes podem usar as novas tecnologias no processo de ensino e aprendizagem como
ferramentas tecnoldgicas, dessa forma, os softwares educacionais sao poderosas ferramentas,
com as quais o professor podera tornar suas aulas em um ambiente no qual o aluno torna-
se um ser ativo no processo de aprendizagem enquanto o professor passa a ter o papel de
orientador e motivador (ALVES, 2017)[4].

Com base nisso, a escolha, por parte do professor, de um determinado software como
ferramenta educacional é de fundamental importancia para o desenvolvimento do trabalho
a ser efetuado com seus alunos, pois, de acordo com Tajra (2001)[24] a escolha e utilizacao
de um software esta relacionado a percepcao que o professor possui em associar a tecnologia
envolvida nele ao seu planejamento educacional.

O estimulo ao educando, por meio do software, ¢ uma pratica que a atividade de ma-
tematica procura desenvolver e aprimorar, para que o estudante seja estimulado a questionar,
o que faz parte das atividades matematicas, posto que é preciso identificar as relacoes em
cada situagao de dominio das metodologias aplicadas (VALENTE, 1993)[64].

Portanto, o software viabiliza a analise e o estudo do objeto matematico, em especial, o
geométrico, visto que possibilita apreender, desenvolver e verificar as mudancas de compor-
tamento e de posicao de cada objeto.

Quanto a essas possibilidades, GeoGebra possibilita a exploracao de diversos objetos
geométricos e algébricos, pois é um software de mateméatica que trabalha de modo dinamico

utilizando em uma tunica interface grafica a exploragao da geometria e da algebra.
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Com a exploracao do GeoGebra, o professor pode promover a aprendizagem do aluno para
que este possa construir o conhecimento dentro de um ambiente que o desafie e o motive para
a exploracao, a reflexao, a depuracao de ideias e a descoberta. Antes de propor um plano, que
devera ser resultado de um trabalho cooperativo, dos que estao envolvidos na aprendizagem,
o professor precisa conhecer as potencialidades de seus alunos e suas experiéncias anteriores
(VALENTE, 1993) [64].

Conforme destaca Valente (1993, p. 19)[64]

O professor com uma atitude critico reflexiva, diante de sua pratica traba-
lha em parceria com os alunos na construgao cooperativa do conhecimento,
promove-lhes a fala e o questionamento e considera o conhecimento sobre a
realidade que o aluno traz para construir um saber cientifico que continue
a ter significado. Para tanto, é preciso desafiar os alunos em um nivel de
pensamento superior ao trabalhado no treinamento de habilidades e incité-
los a aprender. As agdes do professor sdo para despertar a curiosidade, a
davida, a pergunta, a investigagao e a criagao, num ambiente em que, além
de ensinar, o professor aprende, e o aluno, além de aprender, ensina.

Isto posto, o ensino, por meio das transformacoes, é fator inerente as varias construcoes
do ambiente da sala de aula, estabelece e menciona as diversas formalidades e apreensao
do reconhecimento de cada proposicao nas experiéncias para um estudo de ferramentas pe-
dagogicas.

As transformacoes de atividades possiveis no GeoGebra permitem ao aluno realizar re-
flexoes e possibilidades de enriquecer o exercicio, criar padroes geométricos interessantes e
acrescentam na aprendizagem do educando as formalidades e relacoes que de fato acres-
centam e operam com aplicagoes de cursos e outras atividades que garantem a aplicacao e
importancia na sua exploracao (FROTA, 2012)[30].

Por meio da exploracao do GeoGebra, o educando possui a oportunidade de visualizar e
desmistificar o que envolve a sua praticidade e mudancas em relagao ao que oportuniza uma
aprendizagem com o que faz parte das mudanca, em relagao a exploracao do software, o qual
possibilita de modo enriquecedor a sua contribuicao de modo dinamico e eficaz, na cons-
trucao da aprendizagem que estimula e incentiva o educando na interpretacao das atividades
matematicas.

Nesse contexto, o GeoGebra é um software de matematica que possibilita a construcao
e a exploracao de diversos objetos geométricos e algébricos. Permite ao professor, enquanto
mediador, criar situagoes, que despertem a curiosidade dos alunos, verificando a apreensao
do conhecimento de determinados contetidos e oportunizando situagoes propicias a aprendi-
zagem.

O software possui uma interface, que possibilita uma visualizacao extraordinaria, estimu-
lando ao aluno investigar, examinar e procurar caminhos, que possam ajuda-lo a compreender

a definicao de determinados contetidos e resolver situacoes problemas.
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A informaética possibilita ao ensino da matematica, uma atitude de experimentacao. Por-
tanto, os recursos disponibilizados a partir da tecnologia, como os softwares educacionais,
instigam a participagao dos alunos, a tomada de decisao, o levantamento conjecturas e ana-
logias em um processo de ensino/aprendizagem.

Dentre as TICs para a area da matematica, o que vem tomando espago atualmente é
software GeoGebra, pois ajuda a construir uma matematica dinamica para se utilizar em
sala de aula, ja que reine geometria, dlgebra e cdlculo (FERREIRA, 2010) [2§].

Criado por Markus Hohenwarter, [35] o GeoGebra é um software livre sendo lancada a
sua primeira versao em 2001, a partir de um projeto em sua dissertacao de mestrado. Com
a progressao de suas pesquisas, ele alcancou premiacoes e alguns patrocinios em academias
e instituicoes de ciéncias internacionais. Inclusive ganhou o prémio de software educacional
Alemao (ARREBOLA, S/D).

O referido software abrange tépicos Matematicos, e é classificado como livre e dinamico.
Livre, por permitir sua reproducao ou download sem a necessidade de obtencao de registros,
sob forma de pagamento prévio ou pré-determinado. Dinamico, por possuir uma plataforma
que unifica o sistema de geometria dinamico (DGS) com o sistema de computagao algébrico
(CAS) (SILVA, 2016)[22].

Com esse utilitario, é possivel criar paginas interativas na web com applets integrados —
também chamadas de paginas dinamicas de trabalho — as quais podem ser acessadas com
qualquer navegador de Internet que suporte o Java. FEssas péaginas de trabalho sao total-
mente independentes do proprio programa. Portanto, é uma ferramenta util para se criar
contetido para autoaprendizagem (e-learning), e os chamados Objetos de Aprendizagem (AO)
(RIBEIRO, 2016)[19].

Com tais exploracoes, a acao metodoldgica explorando o GeoGebra tende a interagir, pos-
sibilitar o que configura os conceitos do campo da matematica e sua importancia para a apren-
dizagem. Com ele é possivel produzir construcoes graficas usando o menu, o qual contém fer-
ramentas que permitem construir objetos geométricos, como: ponto, reta, poligono, circulo,
angulo, retas paralelas e perpendiculares, entre outros. As propriedades, que definem essas
figuras permitem a sua manipulacao direta.

O software GeoGebra, é programa configurado a partir de propriedades ma-
temadticas, constituido com a finalidade da universalizacao do conhecimento
no ambiente escolar. E um aplicativo dindmico que faz a jungao de conceitos
de geometria e de algebra em uma interface gréafica, que promove a cons-

trugdo de vdrios conceitos no campo matematico [12] (FERREIRA, 2010, p.
3)[28].

O GeoGebra como software para a pratica da exploracao das atividades em matematica
acrescenta e possibilita a diversidade quanto ao meio que envolve e tende a favorece novas

formas de interacoes e identificacao dos movimentos que caracterizem as mudancas e praticas
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do que considera e fomenta a participacao de cada um ao longo da histéria, bem como a
atuacao, quanto ao meio que perpassa o seu desenvolvimento e participacao na sociedade
(FERREIRA, 2010)[28].

A principal vantagem desse software é a possibilidade de manusear os objetos apds a
sua construcao, que vao além do quadro, giz, pois o educando verifica suas propriedades e
desenvolvimento ao longo da histéria da humanidade.

Com isso, o dispositivo explorado no ambiente da sala de aula tende a instigar a par-
ticipacao dos alunos, os quais tomam as experimentacgoes como recurso de um processo de
aprendizagem que disponibiliza o uso da tecnologia e a praticidade de cada um quanto ao que
demonstra as varidveis para o processo de aprendizagem com maior assimilacao do educando.

A concepcao sistematica da interpretacao, identificacao dos valores e outras analises re-
ferentes vem acrescentar e apontar o que considera como pratica o manuseio do educando,
com o software para melhor acompanhamento e desenvolvimento das atividades propostas.

Ademais, o GeoGebra na matemadtica possui como objetivo a relacao da dinamica dos
valores que agregam e faz parte da andlise e desenvolvimento das fungoes do primeiro grau,
das fungoes quadraticas e alguns topicos de geometria plana, nos quais pode-se explorar
conceitos tais como: coeficiente angular e linear, observacao dos esbocos dos graficos, o
comportamento das funcoes, pontos de méximo e minimo, vértice da parabola, raizes da
funcao, intervalos, concavidade da parabola e parametros. Na geometria, permite visualizar
os poligonos regulares, quadrilateros, circunferéncias.

Portanto, é um sistema operacional que estimula a atratividade para o reconhecimento
do homem e de suas agoes como o que conceitua e faz parte do desenvolvimento e agoes do
homem quanto ao que relaciona as demonstracoes na pratica e facilidades das interpretagoes
para melhor compreensao do educando, ou seja, a permissao das visualizacoes do que envolve
a sua interpretacao (FERREIRA, 2010) [2§].

Na percepcao das transformacoes, o educando identifica os valores da mudancga e o que ao
longo da historia propicia os valores e relacoes de cada um com o seu universo e proposicoes
do que valoriza e tende a compor as medidas que sao valorizadas para a aprendizagem. O
que pode ser visualizado na figura 1 (NOTARE; BASSO; 2013, p.73).

Além disso, permite-se visualizar melhor os objetos geométricos, o que o torna um facili-
tador no ensino de transformacoes geométricas, uma vez que permite a observacao de cada
figura antes e depois de cada transformacao.

Outrossim, o GeoGebra pode auxiliar na aproximacao entre, as disciplinas de matematica
e computacao, o que promove um processo interdisciplinar, propiciando a construgao de novos
conceitos. Também pode transformar as fungoes para a melhor compreensao do educando e
sua demonstragao quanto ao que é vivenciado, além de permitir atribuir, e compor aponta-

mentos, isto é, facilita-se a interpretacao do educando.
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Figura 1 — Interface do GeoGebra, apresentado por Notare e Basso (2013)
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Fonte: NOTARE; BASSO:; 2013, p.73

Tecnicamente, o GeoGebra é um software de distribuicao livre de acordo com os termos
da GNU (General Public License), que se baseia na liberdade de execugao para qualquer
propésito; liberdade de modificagao do programa para adaptacao as necessidades; liberdade
de redistribuir cépias de formas gratuitas ou mediante pagamentos; e liberdade de distribuir
versoes modificadas (SABINO; KON; 2009)[57]. Por exemplo, segundo Oliveira (2014)[49],
o programa possuia 11 janelas na barra de ferramentas, em versoes antigas, mas, apds atua-
lizagoes, foi agregada mais uma janela, com o intuito de inserir e manipular textos e imagens.
Sendo o Campo de Entrada a principal ferramenta para desenvolver trabalhos que envolvem
conteudos algébricos, permite-se construir graficos de funcoes e fazer calculos de grandezas
matematica, através de comandos pré-estabelecidos.

Segundo os autores Sabino e Kon (2009), o GeoGebra produz uma dimensao que extrapola
o plano de visao e imaginario proposto pela educagao tradicional, que se baseia no quadro/giz
e nos livros-textos, visto que ele proporciona, a partir de seus recursos, a ideia de movimento
correspondente a acao dos coeficientes das fungoes, desse modo, o aluno pode observar o
efeito grafico e algébrico.

A proposta do uso do GeoGebra no ensino de matematica vem crescendo a cada dia,
por ser um programa com interface bastante simples e intuitiva, entao se torna adequado a
usuarios com ou sem conhecimentos em informética. Na realidade, que o ponto fundamental
de sua utilizacao é o conhecimento matematico.

Pereira (2012)[51] fez uma pesquisa investigativa utilizando o GeoGebra e alega:

O trabalho com as tarefas geométricas mediadas pelo software GeoGebra foi

primordial para a consolidagao de alguns conceitos ligados a circunferéncia,
por exemplo. Os alunos tiveram a oportunidade de validar suas hipdteses,



Capitulo 1. Inicio da constru¢do do tema 35

conjecturar sobre possiveis caminhos para a solugao das tarefas e discutir de
forma colaborativa suas solucoes encontradas. A relacao entre as conjecturas
levantadas no transcorrer da pesquisa, evidenciou a recorréncia dos alunos
as tarefas anteriores ou a conceitos percebidos durante as plendrias, para
dar continuidade a solugao de uma tarefa nova a qual se debrugavam. A uti-
lizagao do recurso “arrastar” disponivel no software GeoGebra possibilitou
aos alunos, desenvolver uma autonomia para experimentar e validar as suas
conjecturas. Contribuiu, também, para revisar os conceitos de triangulos,
circunferéncia, bissetriz de um angulo, mediatriz de um segmento e retas pa-
ralelas, quando os mesmos apresentavam-se como conceitos necessario para
o transcorrer das solugoes propostas (PERREIRA, 2012, p. 98)[51].

Costa (2017)[I4] desenvolveu um projeto utilizando o GeoGebra no ensino de matematica
voltada para o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio), com a finalidade de comprovar
que a utilizagao do software realmente torna o ensino mais significativo. Isso foi comprovado
em seu trabalho, com a demonstracao através de questionarios, feitos tanto pelos alunos
quanto pelos professores participantes da pesquisa, mostrando-se que, quando o conteudo
matematico é apresentado de forma dinamica com o auxilio do GeoGebra, a aprendizagem
se torna mais significativa.

Ainda, segunda Costa (2017)[14], o uso do GeoGebra em sala de aula é uma maneira
diferente da tradicional de se ensinar e aprender, e professor e aluno podem, por meio dele,
tornar o processo ensino-aprendizagem com mais qualidade.

De acordo com sua tese de mestrado, Luz (2016)[61] comprovou, pelo estudo da correlagao
linear entre as notas de uma turma que fez uso do software GeoGebra com outra que nao fez
uso para aprendizagem do mesmo conteido. A pesquisa mostrou, com base nos resultados,
a existéncia de uma relagao entre o processo de ensino-aprendizagem e a usabilidade do
GeoGebra.

S& (2014)[56], por sua vez apresentou em sua tese de mestrado o resultado de sua pesquisa
realizada através de um questionario feito pelo endereco eletronico “www.survio.com”com
uma consulta a professores de Matematica das redes ptublica e privada sobre a utilizacao do
GeoGebra em sala, cujo objetivo era verificar junto aos professores da educacao bésica se eles
utilizavam o GeoGebra referido programa em suas praticas de ensino. A pesquisa teve como
resultado importante que a maioria das respostas foram favoraveis ao uso do GeoGebra,
confirmando sua utilidade para o ensino e aprendizagem na producao e utilizacao de um
material didatico que pudesse ser trabalhado em sala de aula.

O uso do GeoGebra no ensino das transformacoes geométricas, portanto, é de muita valia,
pois faz com que os alunos consigam visualizar essas transformacoes, situacao geradora de
maior interesse pelo assunto e, consequentemente, melhoramento das notas.

Como o software Geogebra, é um aplicativo dinamico que faz a jungao de conceitos de
geometria e de dlgebra em uma interface grafica, promove a construcao de varios conceitos no

campo matematico. Portanto, comprometidos com essa modalidade, ensino de matemaética e
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tecnologia, nota-se uma condicao favoravel a aprendizagem porque o referido problema via-
biliza a visualizacao concreta dos conteidos e, nesse caso, permite poder ver no efeito grafico
das fungoes e da geometria plana, uma forma de representacao que contribui fortemente para

a compreensao e incorporacgao dos conceitos matematicos.
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Capitulo 2
Metodologia

A metodologia que subsidia esta pesquisa é a qualitativa, com foco no estudo bibliografico
na perspectiva de Gil (2000)[31].

De acordo com o diciondrio Houaiss (2001)[65], a etimologia do termo qualitativo esta
ligada ao sentido de qualidade, da natureza das coisas. J4 em Abbanano (2000), o termo

qualitativo se refere a:

Qualquer determinagao de um objeto. Como determinagao qualquer, a qua-
lidade distingue-se da propriedade, que, em seu significado especifico, in-
dica a qualidade, que caracteriza ou individualiza o préprio objeto, sendo,
portanto, prépria dele. A nocao de qualidade é bastante extensa e de dificil
reducdo a um unico conceito. Pode-se dizer que a tarefa de definir o que é
qualidade nos remete a caracterizagao de uma familia de conceitos, a qual
tem em comum a fungao de responder & pergunta “qual?”. (ABBAGNANO,
2000, p. 816, grifos do autor)[I].

Acerca do estudo bibliogréfico, acredita-se que é importante por proporcionar um melhor
desenvolvimento do pensamento cientifico e de conhecimentos tedricos. Dessa forma, esta
pesquisa bibliografica foi feita baseando-se em teses e em dissertagoes encontradas no banco
de teses da CAPES, CNPQ, SBM e SBEM, em artigos de periddicos e em livros relacionados
ao tema. Essa selecao se deu pelas palavras-chave e pela leitura atenciosa dos resumos.

A partir disso, criou-se uma sequéncia didatica como sugestao para os professores de-
senvolverem em sala de aula. Cabe ressaltar que essa proposta nao sera aplicada por esta
pesquisa, configurando-se, como uma proposicao de trabalho que podera ser futuramente
utilizada por aqueles que se interessarem. Os resultados observados pelo uso do GeoGebra,
tém a ver, com mudanca de metodologia, o que sera abordado na proxima secao.

No que se refere a estrutura deste trabalho, serao abordadas no capitulo trés as trans-
formacoes geométricas a partir de operacoes com matrizes e, no capitulo quatro, finalizar-se
com a sequéncia didatica, em que se trara a possibilidade de ampliar as propriedades de

matrizes, ligadas a Algebra, com as transformagoes geométricas com o uso do GeoGebra.
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Para tal, dar-se-4 a conhecer a literatura basica sobre as transformacoes geométricas
que abordam os movimentos rigidos e deformacoes. Os critérios para a selecao dessa revisao
literaria foram: textos-que de facil acesso e que contemplem conceitos e objetos matematicos,

bem como os aspectos educacional e/ou computacional.

2.1 Sequéncia didatica

A sequéncia didatica consiste em definir e explorar as atividades que s@o definidas por

um conjunto encadeado de passos e etapas ligadas entre si, de modo que a aprendizagem se
torne mais clara e objetiva [47](NASCIMENTO, 2009).

esse dispositivo diddtico contribui para uma conscientizacdo a mecessidade
de repensar o ensino e a aprendizagem de modo que ultrapasse as fontes de
rompimentos de paradigmas e torne eficaz para o que favorece o educando
em todo processo sistemdtico de desempenho e valores das situagoes que sao
referéncias para a melhoria da aprendizagem junto ao meio que se encontra
(NASCIMENTO, 2009, p. 68).

Com isso, a sequéncia didatica propicia as diversas formas e interpretacoes para a apren-
dizagem, o que possibilita relacionar as informacgoes durante a aprendizagem, que esta sendo
vivenciada. O trabalho com sequéncia didatica, por isso, pressupoe a elaboracao de um con-
junto de atividades pedagogicas ligadas entre si, planejadas para ensinar com organizacao
e, consequentemente, oferecer ao educando a linguagem que faca parte do seu cotidiano, so-
cial, cognitivo em diferentes formas, como instrumento para a melhoria de sua capacidade
de compreensao do contetdo que é apresentado. [27] (DOLZ, NOVERRAZ SCHNEUWLY,
2004).

As sequéncias didaticas exploradas na educacao e na matematica como um material de
riquezas que explora as caracteristicas, que sao propostas nas atividades, contribuindo para
o aperfeicoamento de novas formas de interpretacao e exploracao do conteido quanto ao que
associa na efetividade de seus valores e relagoes com o universo.

[37] Marcuschi (2011) aponta um outro aspecto fundamental no trabalho com sequéncia
didatica: a criagao de situagoes com contextos, que permitam reproduzir em grandes linhas
e no detalhe a situacao concreta, ou seja, as varias formas de visualizar e agregar os valores
de um sujeito capaz de interagir com o seu meio.

As situacoes que sao desenvolvidas até o processo final acrescentam bem como orientam na
disseminacao de horizontes, tornando possivel o aprimoramento e a relevancia do que atende
a produgao, neste contexto, as figuras geométricas, as quais neste caso sao visualizadas em
varias dimensoes.

Além disso, uma metodologia diferenciada é ponto de referéncia e acréscimo das atividades

que rompe o tradicional para a associacao do educando com o seu universo.
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Segundo [46] Moretto (2001), para o educando que explora uma sequéncia didatica a partir
dos recursos do GeoGebra, pode ser que ele consiga descrever os objetos, independentemente
do contexto do observador, pois, nesse processo, a aprendizagem é desencadeada pelo uso
das experiéncias, utilizando objetos visiveis, palpaveis ou sensitivos.

Essas experiéncias fazem com que o aluno interaja com o objeto de conhecimento e cons-
trua seu pensamento em um processo continuo. Afirma-se, entao, que o professor trabalha
com o aluno fazendo que ele deixe de ser um mero receptor e passe a ser um ativo elaborador,
um sujeito do conhecimento, isto é, ele assume o papel de mediador, isto é, facilitador do
processo de aprendizagem. Sua presenca e atitude nesta linha ¢ indispensavel.

A sequéncia didatica aqui proposta, procura-se basear no principio de que o aluno esta
em constante desenvolvimento, cuja atividade é uma condi¢ao para seu crescimento fisico e
intelectual. Portanto é fundamental que exista a participacao ativa do aluno no espaco que
o professor reserva para as descobertas do educando.

Nesse sentido, ao elaborar de sequéncia diddtica em matemaética apoiada na tecnologia
para se “ensinar objetos geométricos”, visou-se promover acoes e dar oportunidades para a
aprendizagem desse conhecimento a partir da utilizagao do GeoGebra.

A sequéncia didatica explorando o GeoGebra pode ser um dos componentes fundamen-
tais que facilita a compreensao do educando, no caso deste trabalho, a compreensao das
transformacoes geométricas a partir das operacoes com matrizes pelo uso do GeoGeobra.

A utilizagao desse software na matematica exige preparo do contetido, acao dos profes-
sores e o conhecimento da tecnologia. Com isso, o GeoGebra pode facilitar ao educando
descobrir as transformagoes que vao sendo vivenciadas e articuladas durante as construcoes,
bem como tem a possibilidade de visualizar o objeto construido, o que pode vir a auxiliar no
aprofundamento conceitual.

Existe uma forte possibilidade de trabalhar a questao da construcao do saber, uma vez
que, com esse software pode-se inverter o processo de ensino aprendizagem, passando de um
modelo baseado na informagao, para um modelo que permite ao aluno jogar o jogo, isto
é, construir o saber, por meio da possibilidade de experimentar, conjecturar, formalizar e
generalizar a matematica, permitindo que o professor trabalhe com o aluno, uma tendéncia
moderna da “Educagao Matemaética” [35] (Hohewarter, 2012).

Isso posto, esse software, permite a exploracao de objetos matematicos consistindo em
integrar a geometria com a algebra.

A solucao das situagoes vivenciadas se da por meio de agOes e praticas, que acrescen-
tam possibilidades de investigacao para a proposta de aprendizagem das transformacoes
geométricas.

Para a pratica docente, a sequéncia didatica favorece a construcao do que tende a aprender

a aprendizagem e o reconhecimento do educando.
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Por fim, entende-se que cabe ao professor explicar a importancia de se estudarem as trans-
formacgoes geométricas por meio do GeoGebra. Nesse sentido, é proposta deste trabalho é
elaborar uma sequéncia didatica e nao desenvolvé-la, visto que o intento primoridal é mostrar
uma sequéncia possivel que, adotada pelos mestres em sala de aula, poderd potencializar as

possibilidades de aprendizagem.
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Capitulo 3

Bases matematicas

3.1 Matrizes

Matrizes sao organizagoes de informagoes numéricas em uma tabela retangular formada
por linhas e colunas.

Esse formato de organizagao facilita que se possam efetuar vérios calculos simultaneos
com as informagcoes contidas na matriz.

Toda matriz tem a ordem m x n (leia-se: m por n, com m e n € N*), onde m é o niimero
de linhas e n o nimero de colunas.

Apresentamos duas maneiras de se representar uma matriz, que sao:

e Entre colchetes: [ ]

e Entre parénteses: ()

Essas s@o as mais comuns de serem encontradas na literatura, onde (a;;) = A, com ¢ o
endereco da linha e j, o endereco da coluna.

Exemplos:

o A_ 1 40
-2 5 3

oA:140
-2 5 3
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Por exemplo, as; = —2, a3 = 0.

A matriz genérica A, serda dada por :

ai; a2 aiz - Qip
ag1 Qg2 A23 -+ Q2p
A= la3 azx azz -+ az,
Am1 Am2 Am3 - Qpp

3.1.1 Operacdes com matrizes

Neste subtopico, discorre-se sobre os algoritmos de trés operacoes com matriz.

3.1.1.1 Adicdo

A adicao de duas matrizes, A = (a;;) e B = (b;;), de mesma ordem, serd dada pelo

algoritmo
S = (sij) = (ay) + (bij)-
Veja-se que S terda a mesma ordem de A e B

Exemplo:

Sejam A e B duas matrizes de mesma ordem 3 x 2. A matriz S = A+ B, serd dada por:

2 7 =2
4l ,B=|-1 0 (3.1)
6 3 —6

A:

(S B

147 24+(-2)
A+B=1[3+(-1) 4+0 (3.2)
5+3 64 (—6)

S = (3.3)

co N 0o
S =~ O

3.1.1.2 Subtracdo

A subtracao de duas matrizes, A = (a;;) e B = (b;;), de mesma ordem, serd dada pelo

algoritmo
T = (s45) = (aij) — (bi;).

Veja-se que T terd a mesma ordem de A e B
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Exemplo:

1-7 2-(-2)
A-B=1{3-(-1) 4-0 (3.4)
5—3 6—(—0)

—6 4
T=1|4 4 (3.5)
2 12

3.1.1.3 Multiplicacdo

A multiplicagdo de matrizes nao é tao trivial quanto a adicao e subtracao delas. Seu
algoritmo serd dado por M = (m;;) com

n

mij = E Qipby;

p=1
Observe-se que, para se efetuar o algoritmo a matriz A, deve-se ter o mesmo numero de
colunas que o nimero de linhas da matriz B e que a matriz multiplicacao tera a ordem igual

ao numero de linhas de A pelo nimero de colunas de B. Veja-se a figura que esquematiza a

operacgao.
Arﬂxn-B Xr mer
Exemplo:
1 3
0 2 4
2[ =|-2 4 (3.6)
1 35
2x3 0 4
3x2

|0 142 (=2) 440 03422444
1-143-(=2)+5-0 1-343-2+5-4

2x2

—4 20
(3.8)
-5 29

2x2
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3.2 Transformacdes geométricas no Plano

Como foi citado anteriormente, o PROFMAT preza pela solidez do conhecimento tedrico.

Neste tépico, apresenta-se uma explicagao sobre as transformacoes geométricas.

3.2.1 Definicao Geral

Definigao 3.2.1. Chamamos de transformacoes lineares os movimentos (no plano) de modo

que
T =
P — P
com P,P' €

Para Costa[l3] e Rodrigues (2012, p. 30)[55], as transformagoes geométricas tornam-se
aplicacoes bijetivas entre figuras geométricas, partindo de uma figura original, no mesmo
plano ou em planos diferentes, formando uma figura geometricamente semelhante ou igual a

primeira figura apresentada. Este trabalho procurara se ater as transformacoes no plano.

Definicao 3.2.2. Chamamos de transformagoes lineares os movimentos de modo que

/
T — T

P — P

comPemeP ecn

As interpretacgoes das transformacoes auxiliam na compreensao do seu significado e me-
lhoria da aprendizagem, uma vez que aponta os reais valores, aproximando o educando no
seu processo de contextualizagdo do que representa o significado da matematica [55] (RO-
DRIGUES, 2012).

Nas atividades de interpretacao, o docente é o mediador que possui as relagoes de enten-
dimento no processo de construcao dos elementos que aproxima cada fator quanto a contex-
tualizagao das variadas formas de interpretacoes da geometria.

Com o uso do software, o norteamento dos estudos de transformacoes sao relacionados
a varios principios, que facilitam e atendem, quanto as transformagoes geométricas e desen-
volvendo a percepcao de que toda transformacao geométrica euclidiana é uma funcao, cujo
dominio nao é numérico. Mais do que isso, os alunos terao oportunidade de estabelecer as
relacoes entre: Algebra, Céleulo e Geometria. Stormowski (2008, p.44), [62] em busca de

uma definicao sobre transformagoes geométricas, declara:
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[...] nfo parece existir na literatura uma definigdo clara e de consenso do
que seja uma transformacao geométrica. Diante disto optamos por nao
enunciar uma definicdo, e usar o termo transformagdo geométrica em um
sentido mais amplo e nao muito rigido. Neste contexto, vamos entender que
transformagoes geométricas sao aquelas bijegoes entre regices do plano que,
de alguma maneira, tem um sentido geométrico, tais como as translagoes,
rotagdes, simetrias, homotetias e cisalhamentos.” (STORMOWSKI, 2008,
p.44)[62]

As deformacoes, em geral, sao estudadas apenas em topologia, mas para este trabalho,
serd feito um breve estudo destas, uma vez que, os estudos sobre este topico sao extensos e
bem complexos.

As transformagoes geométricas sao muito importantes para a computagao grafica por
terem diversas formas de aplicagdo, como: permitir alterar, modelar e manipular objetos
pela tela do computador [43](GATTASS, 2017).

A transformacao geométrica no plano é uma aplicacao bijetora do conjunto de pontos
do plano sobre si mesmo. As principais transformagoes no plano euclidiano sao as reflexdes
translacoes, rotagoes, reflexdes centrais e homotetia. A imagem de uma figura por uma
transformacao geométrica é o conjunto de pontos que sao imagens de pontos de figuras
pela transformacao [4](ALVES, 2004). Barbosa (2013)[7] afirma que “as transformagoes
geométricas se apresentam como recurso ideal para dar significado geométrico as matrizes e as
suas operacoes, conteudo que, em geral, é estudado de forma bastante mecanica, privilegiando
os métodos algébricos” (BARBOSA, 2013, p.19).

A aplicacao de recursos que atenda as necessidades do educando é essencial para que se
traga ao educando um estudo da pratica do que é vivenciado em seu cotidiano de modo a

relacionar as diversas formas de como alcancar as medidas geométricas.

O estudo das transformacoes isométricas (transformacoes do plano euclidi-
ano que conservam comprimentos, angulos e ordem de pontos alinhados)
é um excelente ponto de partida para a construcao das nocoes de con-
gruéncia. As principais isometrias sdo: reflexdo numa reta (ou simetria
axial), translacdo, rotagao, reflexdo num ponto (ou simetria central), identi-
dade. Desse modo as transformacoes que conservam propriedades métricas
podem servir de apoio nao apenas para o desenvolvimento do conceito de
congruéncia de figuras planas, mas também para a compreensao das propri-
edades destas.(BRASIL,201p.124) [11]

Portanto, o professor aplica a melhor forma que permite seu desenvolvimento e acompa-
nhamento nas diversas acoes com a exploragao dos devidos recursos que permitem atender e
oferecer as condic¢oes de reconhecimento e atendimento de cada um quanto ao que faz parte
da percepcao do educando em suas mudancas e atenuagoes do que € vivenciado e operacio-

nalizado nas transposicoes geométricas.
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A projecao de como consolidar e atribuir os valores do que ocupa e oferece as condigoes de
manifestacao e relagao das situagoes de projecoes oferece a pratica e ajuste do que considera
essencial nas transformagoes geométricas.

As projegoes por meio de fontes especificas atendem e enumeram uma pratica de valo-
rizagao e acompanhamento de toda configuracao da pratica docente para um melhor apri-
moramento da geometria quanto ao que é vivenciado por parte do educando.

Nesse contexto, as tecnologias vém para somar, atribuir e constituir novos horizontes
quanto ao que permite agregar e aponta o que de fato é considerado a base e a dinamica das
varias oportunidades, para a associacao do homem com o seu meio

As transformagoes (lineares ou nao) aplicadas dentro do plano euclidiano sao chamadas
de transformagoes geométricas no plano, pois transformam objetos no plano. No proximo

topico, estudam-se as transformacoes de reflexao, dilatacao, contracao, escala e rotacao.

3.3 Descricao

A partir de agora, sera estabelecida definicao e a correlagao das transformacoes geométricas

que serao trabalhadas na sequéncia didatica.

3.3.1 Translacao

Na busca de uma ideia intuitiva de translagao, pensa-se na alteracao de algum movel. E
muito comum nos lares, fazer a alteracao de moveis, trocando-os de lugar, por se achar que
naquele momento outra disposicao da mobilia seja mais conveniente.

Se o movimento dos méveis nao apresentar nenhum giro, pode-se dizer que foi realizado
um movimento de translagdo. Assim sendo, translacdo como movimento ocorre quando um
objeto sofre uma alteragao em sua posicao inicial. Nesse movimento ha um deslocamento
seguindo uma direcao e sentido.

A transformacao de translacao envolve as diferentes formas do que é construida pela
funcao com as transformacoes pelos lados opostos.

Conforme destaca [I8] Silva (2014), “Seja AB um segmento orientado, no plano 7 ou
no espago E. Orientado significa que a ordem em que os extremos sao citados é relevante:

primeiro A, e depois B”.

EF — F

Definicao 3.3.1. A translacao de P determinada por AB € a transformacdo T = P P
}_>

de modo que
Tp+ TAB

Yp + YaB

P =
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Uma translacao é, portanto, uma transformacao geométrica, em que os segmentos ori-
entados dados pelos pontos de uma figura com os seus respetivos transformados possuem a
mesma dire¢ao, o mesmo sentido e estao a mesma distancia.

Se transladar o ponto W = (z,y), pelo segmento orientado AB, ele terd novas coor-
denadas, W' = (2/,9'). Podem-se determinar as coordenadas do ponto W’ em fungao das
coordenadas do ponto W. Dessa forma, o segmento orientado W' tem a mesma diregao,

sentido de AB, além disso, W e W' estao a mesma distancia que A de B.

Figura 2 — Ponto W

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Considerando as coordenadas do ponto W = (z,y) e do ponto W' = (2/,y') na forma
T x

de matrizes coluna ( ) e ( /), respectivamente, é possivel determinar as coordenadas do
Y Y

ponto W’ por meio de soma de matrizes. Conhecendo a, referente ao deslocamento horizontal

a
do ponto W, e b, referente ao deslocamento vertical do ponto W, tem-se a matriz coluna (b) .

Dessa forma, as coordenadas do ponto W’ = (z/,y’) sdao dadas pela equagao 3.11.

;[T &\ opo W — r+a ;) x
W —(y)—i—(b),lg w <y+b>—>W (y') (3.9)
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W' = (2) + <3> ,logo W' = (2+3> — W = (5) (3.10)
2 3 2+3 5

Uma propriedade importante da translagao enuncia a seguir.

Figura 3 — Translagao de Segmento

-1

-2

-3

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Proposicao 3.3.1. Uma translagao pelo segmento orientado TT' = (x4, y;) transforma o
segmento de reta AB no segmento de reta A'B’, tal que A'B’ tem o mesmo comprimento e €

paralelo a AB.

Para provar essa propriedade, primeiro vai ser utilizada a férmula da distancia entre dois
pontos. A titulo de recordagao remetemo-nos ao assunto do livro de matematica do Ensino
Médio, Contexto Aplicagoes, volume 3 (LUIZ ROBERTO, 2016).

Para determinar a distancia entre dois pontos no plano cartesiano, é necessario realizar
a andlise, tanto no sentido do eixo das abscissas (x), quanto no do eixo das ordenadas (y).
Confira:

Nota-se que, na distancia entre o ponto A e B existe uma variagao, tanto no eixo x,
quanto no eixo y, logo, a distancia entre os pontos deve ser dada em funcao dessas variacoes.
Observe que, para calcular a distancia entre o ponto A = (24, y,) € B = (xp, y) basta aplicar

o Teorema de Pitagoras, ja que a figura é um triangulo retangulo. Logo:

a® =b* + (3.11)
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Figura 4 — Distancia entre dois pontos no plano cartesiano

Yo = Ya

©

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

(daB)? = (x6 — 2a)? + (Y — ¥a)® (3.12)

dap = v (Tp — 7a)2 + (Yp — Ya)? (3.13)

Prova 1. Seja um segmento de reta AB com A = (z4,Ya) € B = (xp,yp). Pela translagdo pelo

segmento orientado TT', A serd transformado no segmento de reta A’B’ e as coordenadas

dos pontos A" e B' sio A" = (x4 + x4, Yo +y1) € B' = (xp + 24, yp + Ut)-

dA'B) = ((ma+x) — (@5 +20)%+ (Yo +ye) — (0 + 1)) =
= V(@ — )%+ (Yo — 1)?
— d(A B)

Prova 2. A inclinacao m de um segmento € dada pela razao da variagao entre suas ordenadas

pelas suas abscissas.

Yo + U — (Yo + )

map = =
xp+ 2y — (T4 + )
_ Yo — Ya
Tp — Ty

= MaB
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E possivel ver na ﬁguraos vértices do ponto A(1, —4), B(4,—1),A'(—=4,1) e B'(—1,4),
logo, substituindo na férmula, é comprovavel que a distancia do ponto AB tem que ser igual

a distancia de A’B’. Se isso ocorrer, esta provado que esses segmentos sao congruentes.

dap = /(25 — 22)2 + (Y — Ya)? (3.14)
dap = /(1 =4 + (-4 +1)? (3.15)
dap = \/(=3)? + (-3)? (3.16)

dap =V9+9 (3.17)

dap=V2-9 (3.18)

dap = 3V2 (3.19)

A = (h = 2+ (4 — vh)? (3.20)
dap = /(=4 +1)2 4+ (1 — 4)2 (3.21)
dyp = V/(=3)?+ (=3)? (3.22)

dap =V9+9 (323)
dag =V2-9 (3.24)

dap =3V2 (3.25)

Para provar que os segmentos AB e A’B’ sdao paralelos, é necessario provar que eles
possuem a mesma inclinagao, em relacao ao eixo das abscissas por meio do célculo dos seus
respectivos coeficientes angulares.Cabe lembrar que o coeficiente angular de um segmento de
reta AB | A(Zq,Ya)eB(xy, yp) é dada por Myp = P~ Y

Tp — Lg
reta A’B’ .

, com a inclinagao do segmento de
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De acordo com a figura , tém-se os vértices A(1, —4), B(4,—1), A'(—4,1), B'(—1,4), logo:

Yo — Ya

Myp = 22 (3.26)
b~ 4a
144
Myp = —— (3.27)
3
Map =% (3.28)
Map =1 (3.29)
Mg = 22— (3.30)
v — La’
4-1
Myp = = (3.31)
3
Myp = g (332)
Map =1 (3.33)

Pela definigao, duas retas r e s, no plano sao paralelas (r//s) se, e somente se, ambas
forem verticais, ou se seus coeficientes angulares forem iguais. Com isso, conclui-se que os
segmentos AB e A'B’ sao paralelos, pois seus coeficientes angulares sao iguais mag = marpr.

Na figura 5, apresenta-se a translacao dos segmentos de reta PA e PB em 10 unidades
para a esquerda e 2 unidades para cima. Dados: P = (3,3),A = (7,1), B = (7,5). O ponto
P’ serd o transladado do ponto P, o ponto A’ serd o transladado do ponto A e o ponto B’
serd o transladado do ponto B.

Para fazer essa translagao, deve-se deslocar 10 unidades para esquerda e 2 unidades para
cima, com isso a = —10 e b = 2 e, em seguida, fazer a soma das matrizes onde a primeira

linha recebe os valores da abscissa (x) e a segunda linha os valores da ordenada (y), entao:

Ponto A’ :

s <$>—|—<a>,logo s (x—l—a) (3.34)
Y b y+0b

, 7\ (-0 , (7-10

A—<1>—|—< 5 ),logoA—<1+2> (3.35)
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Figura 5 — Translacdo do segmentos de reta PA e PB

12

-8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 10

-2

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

A= (;3> (3.36)

Ponto B’ :

B = <x>+<a> logo B' = (xHL) (3:37)
Y b y+0b
, (7 [-10 , (7-10
B<5>+<2>,10g03<5+2> (3.38)
, (3
B_<7> (3.39)

P <x>+<a>,logo P (m—l—a) (3.40)
Y b y+b

N —10 , (3-10

P—<3>+< 5 ),logoP_<3+2) (3.41)
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, (-7
P_<5> (3.42)

Apos ser realizada a soma das matrizes, deve-se localizar os pares ordenados no plano

cartesiano, e, na sequéncia, ligar os pontos, logo, o segmento de retas PA e PB formam o
angulo APB , pois possuem P em comum. Da mesma forma, se procedo aos pontos translada-
dos P’A’ e P'B’ | pois possuem o ponto P’ em comum. Assim, pela definicdo da propriedade
de translacao, pode-se concluir que APB ¢ APB' sio congruentes, pois o segmento PA é
paralelo a P’A’ e o segmento PB é paralelo ao segmento P'B’.

Para transladar um poligono P = A;A;--- A, pelo segmento orientado T' = (t1,1s), a

matriz da transformagcao serd dada por

e P
p— LA LA, LA X 1 U 1 (3.43)
Ya, YA, 0 YA, log ta -+ 1o
Exemplo. Vamos transladar o triangulo D = AABC pelo segmento orientado T'(8, —2),
sendo A(0,2), B(3,6) e C(4,2) seus vértices

4 11 12
p|(?3 O (3.44)
2 6 2 -2 =2 =2 0 4 0
Veja-se a figura [0]

Figura 6 — Translagao do triangulo

>
Q

O
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
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Outro exemplo. Dado um quadrado @ = ABCD, cujos vértices sao A(7,—-3), B(7,—6),
C(4,-6), D(4,—3) e o segmento orientado dado por 7'(—10,6)

o - 7 7 4 4 . ~10 -10 —-10 =10\ [ -3 -3 -6 —6
~\ -3 -6 -6 -3 6 6 6 6 )/ \' 3 0 o0 3

(3.45)

Figura 7 — Translagdo do quadrado ABCD

o

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

3.3.2 Rotacao

Conforme destaca Wagner (1993)[66], “Fixa um ponto O no plano 7 agora orientado
(como a tradi¢do recomenda, o sentido positivo é o anti-hordrio). Dado um angulo «, a
rotacao de centro O e amplitude « é a transformacao que a cada ponto A do plano 7 associa
o ponto A’ = Ra(A) de forma que se tenha A'O = AO, AOA' = « e o sentido de A para A’
(em torno de O), positivo”.

Enquanto transformagao geométrica, a rotacao estabelece as seguintes propriedades:

e em um rotacao, um segmento de reta é transformado em um segmento de reta congru-

ente;

e um angulo é transformado em um angulo congruente e o centro de rotagao mantém-se

fixo.
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O ponto A foi deslocado em relacao a origem no plano, fazendo com que ele descreva
uma arco 6 graus no sentido anti-horario, assim o arco tera como centro a origem. Quando o
ponto A sofre esse tipo de deslocamento, diz-se que A sofreu uma rotagao de um angulo 6 de
graus no sentido anti-hordrio em torno da origem. Dessa forma, A’ terd novas coordenadas,

como A’ = (z},y,), onde a situagdo pode ser observada na figura g

Figura 8 — Arcos descrito pelo ponto A

" .
a, z

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Dado um ponto A(z,,y,), o ponto A'(z!,y.) ¢é obtido pela rotagdo de A por um angulo 6
no sentido anti-horario em torno na origem, para isso se deve fazer a multiplicacao de matriz
por matriz em que a matriz de rotacao é fixa e, vai ser utilizada sempre que se deseja fazer a
rotacao no sentido anti-horario. Para uma melhor compreensao do texto, é importante que

o leitor esteja familiarizado com algumas nogoes basicas de trigonometria, tal que:

T cosf —send Tq

“) = X (3.46)
A senfl  cos6 Ya

Para mais facilmente entender a matriz de rotacao, sera apresentada abaixo a demons-
tragao da formula do seno da soma de arco e o cosseno da soma de arco, baseada no livro de
matemética do Ensino Médio, Contexto e Aplicagbes, volume 2 (DANTE, 2016).

Dado um ponto A = (x,, ¥,), seja a o menor angulo formado entre o eixo (x) e 0 segmento
PA , sendo P = (0,0). Aplicando ao ponto A uma rotacdo de um angulo 6, no sentido anti-
horéario, em torno da origem, obtemos o ponto A" = (x/,%.), que, por sua vez, forma um

angulo de a + 0 com o eixo (x), como evidenciado na figura o]
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Figura 9 — Rotagao no ponto A

!
7 S

T xr
Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
De acordo com a definicao de distancia entre dois pontos que ja foi mencionada anteri-

ormente, na transformacao de translacao envolvendo a rotacao, tem-se a distancia de A a

origem P dada por:

dap = \/(% — )2 + (Yo — Yp)? (3.47)

dap = /(22 — 0)2 + (ya — 0)?,

(3.48)
logo a distancia do ponto A ao ponto P é
dap =V (24)? + (ya)?. (3.49)
Sendo dap = +/(24)? + (va)? , a distancia de A a origem P, entdo calcula-se o seno e o

cosseno do angulo a no triangulo retangulo formado pelos pontos P, A e (z,0).
Contudo, para tanto, é preciso recordar as formulas, que permitem calcular seno e cosseno
de qualquer angulo no triangulo retangulo, como pode ser observado na figura [10]

Cateto Opost
senq = —rct0 ZPOSTO (3.50)

Hipotenusa
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Figura 10 — Triangulo Retangulo

P
c.a @

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

co
sena = i (3.51)
teto Adj t
cos o — Ca 6.0 ljacente (3.52)
Hipotenusa
CA
cos o = Tip (3.53)

Calculando o valor de seno, em relagao ao angulo a, tem-se que o cateto oposto corres-
ponde ao valor de y, e a hipotenusa corresponde a distancia do ponto P ao ponto A, onde
dap = \/(2a)? + (ya)?, entao:

sena = —2— (3.54)
dap

y
(a)® + (¥a)? (3.55)

aplicando a regra de tres simples, tem-se

sena =

y =sena - \/(x4)? + (Ya)? (3.56)
Para calcular o cosseno em relagao ao angulo «, o cateto adjacente corresponde ao valor
de z, e a hipotenusa corresponde dap = \/(x,)? + (ya)?, entao:
x
cos = — (3.57)

dap
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T

(a)® + (¥a)? (3.58)

aplicando a regra de trés simples, tem-se

cosa =

r=cosa-\/(Ta)?+ (Ya)? (3.59)

A rotacao nao altera o comprimento do segmento, entdao dpa = +/(24)? + (Ya)? , é 0
comprimento PA’, calculando o seno e o cosseno do angulo « + 6 no triangulo formado por
P, A" e (2/,0) e utilizando as igualdades trigonométricas como seno da soma de arcos e o
cosseno da soma de arcos.

Férmula

Seno da Soma
(3.60)
sen(a + b) = sena - cos b + senb - cos a

Cosseno da Soma
(3.61)

cos (a 4+ b) = cosa - cosb — sena - senb

Figura 11 — Angulo a + 0

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

O célculo do seno e do cosseno do angulo « + 6 no triangulo formado por P, A" e (2/,0),
pode ser visto na figura |11}, assim, tem-se:
Férmula do sen(a + 6)
cO

sen(a + 0) = Hip (3.62)
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Ya
(a)? + (Ya)? (3.63)

aplicando a regra de trés simples, vai-se obter a seguinte equacao

sen(a+0) =

/
y, =sen(a+6) - v/ (2,)* + (¥a)?
(0 +0) /@ + () 6
aplicando a férmula do seno da soma, tem-se que:

Y =V (24)? 4+ (ya)? - sena - cos 0 + \/(x4)% + (y4)? - senf - cos a (3.65)

Férmula do cos (o + 6)

CA
0) = — 3.66
cos (o +0) Hip (3.66)
x/
cos(a+6) = “
(a)? + (Ya)? (3.67)
aplicando a regra de trés simples, vai-se obter a equagao
zl = cos(a+0) \/(2)?+ (ya)?
(@+6) VP + (w) 0
aplicando a féormula do seno da soma, tem-se que:
=/ (2a)? + (Ya)? - cosa - cos @ — \/(x4)% + (ya)? - sena - senf (3.69)
Substituindo as equagcoes e nas equagcoes e conclui-se que:
! =1y - cos B + xsend (3.70)
z, = x cosf — ysenf (3.71)

De forma geral, a rotacao, em sua forma matricial dar-se-a4 como a seguir:

x cosf) —send Tq
A senfl  cos6 Ya

Desse modo, conclui-se a demonstracao e a definicao da transformacao de rotacao da

matriz de um angulo € em torno da origem, em relacao ao sentido anti-horario.
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cosf —senf
A matriz definida por é chamada matriz de rotagao.
senfl  cosf

Observa-se que a matriz de rotacao sé depende do angulo e nao do ponto a ser rotacionado,
por isso, para rotacionar, em torno da origem, um poligono ou qualquer outra estrutura
definida por pontos e segmentos de reta, basta efetuar a multiplicacao entre a matriz de
rotacao e a matriz do poligono.

Para rotacionar, em torno da origem, um poligono ou qualquer outra estrutura definida
por pontos e segmentos de reta, basta efetuar a multiplicacao entre a matriz de rotagao e a
matriz do poligono.

A seguir, tem-se um poligono com os seguintes vértices A(2,2), B(6,2),C(6,3), D(4,3),
E(4,5) e F(2,5), no qual se aplicard um movimento de rota¢ao de 90° em torno da origem.
Para isso, deve-se registrar todos os vértices na forma de matricial e fazer a multiplicacao de
matriz por matriz.

Aplicando a transformacao de rotagao de 90° no poligono H de vértices A(2,2), B(6,2),
C(6,3), D(4,3), E(4,5) e F(2,5), em torno da origem no sentido anti-horario, logo os vértices
deverao ser colocados na forma de matriz coluna, na qual os valores de = serao localizados
na primeira linha, e os valores de y na segunda linha.

Depois de ter organizado os vértices em forma de matriz coluna, deve-se efetuar a multi-

cosf —sen@)

plicacao pela matriz de rotagao
senf  cosf

A tabela abaixo possui os valores de seno e cosseno dos arcos notaveis, para substituir na

matriz, e, em seguida fazer a multiplicacao para obter as coordenadas do poligono rotacio-

nado.
x [0 ]90° | 180° | 270° | 360°
senx | 0| 1 0 -1 0
cosx | 1] O -1 0 1
90° —sen90°
Fazendo a substituicao H' = o sen , tem-se que:
sen90°  cos 90°
0 —1 2 6 6 4 4 2 e .
"= X , agora deve-se efetuar a multiplicacao de matrizes, de
1 0 223355

acordo com a definicao de multiplicacao de matriz por matriz.

0—-2 0—2 0—3 0—3 0—5 0—5
H’:( ) (3.73)

240 240 640 64+0 440 2+0

[ -2 -2 -3 -3 -5 -5 (3.74)
2 2 6 6 4 2 '
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Os vértices do poligono rotacionado H' sao A'(—2,2), B'(-2,2),C'(-3,6), D'(—3,6),
E'(=5,4), e F'(—5,2). Tendo as coordenadas dos vértices do poligono H e H', faz-se ne-
cessario localizar os pontos no plano cartesiano, de preferéncia em papel quadriculado e, em
seguida, ligar os pontos para formar os poligonos H e H'.

Na figura apresenta-se o poligono H que sofreu a transformagao de rotacao de 90°,

em torno da origem no sentido anti-horario.

Figura 12 — Poligono Rotacionado

-5 4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Nesse exemplo, o poligono A sofreu uma rotacao de 180° no sentido anti-horario em torno
da origem (0,0), dando origem a figura poligono C , que pode ser vista na figura .
Os vértices da figura A sao: (1,1),(4,3),(4,2) e (5,1) e os vértices da figura C sao:
(—1,—-1),(—4,-3),(—4,—2) e (=5, —1). As matrizes associadas a cada uma dessas figuras
1 4 4 5 -1 —4 —4 -5
sao:A = eC =
1 3 21 -1 -3 -2 -1
Indica-se a rotacao que leva A em C por: A — C| ou seja
1 4 4 5 -1 —4 —4 -5
— .
1 3 21 -1 -3 -2 -1

Nesse caso, obtemos a matriz associada a figura C multiplicando a matriz associada

R . -1 0 , cos 180° —senl80°
a figura A pela matriz , que é correspondente a , fa-
0 -1 senl80°  cos 180°
o~ .. -1 0
zendo a substituicao do seno e cosseno dos arcos notaveis, tem-se: C' = X

0 -1
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Figura 13 — Rotagao em torno da origem

4

-4

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

1 4 45 —-1+0 —44+0 —44+0 —5+0 - .
= , entao, pode-se concluir o valor de

1321 0—1 0-3 0-2 0-1
1 -4 —4 -5

O =
1 -3 -2 -1

Nesse exemplo, foi aplicada a transformacao de rotacao de 270° no sentido anti-horario
nos vértices da figura A = (1,1),(5,1), (4,2) e (4,3). O objetivo aqui é apenas encontrar os

vértices da figura rotacionada, logo deve-se construir equacao matricial.
s cosfl —senf e (3.75)
senfl  cos@ Y
[ s 270° —sen270° " 1 4 4 4 (3.76)
sen270°  cos270° 112 3
Substituindo os valores do seno e cosseno:

1 1 4 4 4
a— % )« (3.77)
-1 0 1 1 2 3

A,_<o+1 0+1 0+2 0+4>

(3.78)
~140 —5+0 —440 —4+0
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11 2 4
- ( ) 570
-1 -5 —4 -4

Os vértices sao A’= (1,-1), (1-5), (2,-4) e (4,-4).

Para montar os pares ordenados, os valores da primeira linha sao os valores de z, e o valores

da segunda linha correspondem aos valores de y. Assim, os vértices da figura rotacionada
A= (1,-1),(1 =5),(2,—4) e (4,—4).

Sabe-se que um ponto ) = (x,y), ap6s sofrer uma rotacao de um angulo de # graus em
torno da origem, é transformado no ponto @)’ de coordenadas (z’,%’). Se a rotacao ocorre no
sentido anti-horério, as coordenadas do ponto )’ podem ser determinadas por multiplicacao
cosf) —senf

senfl  cos@
Entretanto, uma rotacao pode ocorrer tanto no sentido anti-horario, quanto no sentido

de matrizes pela equacao (

horario, e, dessa forma, precisa-se saber como determinar as coordenadas de um ponto apds
uma rotagao em torno da origem também no sentido horario.

As transformagoes de rotacao foram definidas no sentido anti-horario. Para obter uma
rotacao no sentido horario, portanto, basta redefinir a matriz de transformacao por sua
transposta. Esse fato decorre da funcao seno ser impar, e a funcao cosseno ser par, ou seja,
sen—f = —senf e cos —0 = cos . Assim, aplicando um angulo negativo, —f , para a rotacao

ser no sentido horario, a transformacao de rotacao fica sendo:
x!\ [cos—60 —sen—0 x
X (3.80)
A sen—0  cos —0 Y
xh cosf send x
X (3.81)
A —senfl cosf Y

Desse modo, conclui-se a defini¢ao da transformagao de rotagao da matriz de um angulo

cos sen@)

f em torno da origem, em relagao ao sentido horario. A matriz definida por p 9
—senf cos

¢ chamada matriz de rotacao.

Verifica-se que a matriz de rotacao sé depende do angulo 8 e nao do ponto a ser rotacio-
nado.

No exemplo a seguir, sera realizada uma transformacao de rotacao de 180° na figura Z em
torno da origem no sentido horario, que pode ser observado na figura 18. Os vértices da figura
Z = (—1,2),(-3,2),(=5,1),(—4,1). Para fazer o movimento rotacional, primeiramente
se deve localizar os pares ordenados no plano cartesiano, de preferéncia em uma malha

quadriculada.
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Depois de se localizarem os pares ordenados no plano cartesiano, ligam-se os pontos em
ordem, para formar a figura. Agora, para descobrir as coordenadas da figura rotacionada,

deve-se montar a equagao matricial e, em seguida, efetuar-se a multiplicacao.

x! cosf send T
= X (3.82)
A —senfl cosf Yy

g [ cos 180°  senl80° (3.83)
~ \ —sen180° cos 180° .

~1 ~1 -3 -5 —4
7' = 0 & 50 (3.84)
0 —1 2 2 1 14

140 4340 4+54+0 +4+0
g (FLH0 4340 4540 4+ (3.85)
0-2 0-2 0-1 0-4
+1 +3 +5 +4
7' = (_2 S _4) (3.86)

Assim, obtiveram-se as coordenadas de Z' = (1,-2),(3 — 2),(5,—1),(4,—4). Agora,
marcam-se os pares ordenados no mesmo plano cartesiano do poligono Z, liguando os pontos
em ordem, para formar o poligono Z’, como na figura (14|

De modo geral, para se obter uma rotacao de 8 graus no sentido anti-horario em torno da
a b ¢ d

efgh’

o cosf) —senf a b ¢ d
basta efetuar a multiplicagao: X , €, para se obter uma
senf  cosf e f g h

rotagdo de # graus no sentido horario, em torno da origem (0, 0), basta multiplicar a matriz

origem (0, 0), de uma figura cuja a matriz associada é dada, por exemplo, por

cosf send
por )
—senfl cos@

Quando rotacionamos um ponto, mudamos a sua posicao fazendo com que ele descreva
um arco de circunferéncia. As rotagoes que utilizam a origem como centro do arco da cir-
cunferéncia descrito por esse ponto sao chamadas de rotagoes em torno da origem. Agora,
analisa-se a rotacao de um determinado ponto arbitrario distinto da origem, que servira de
referéncia para a rotagao. Esse ponto arbitrario serd chamado de Aj.

Todavia, é preciso adaptar esse tipo de rotagao fazendo com que o problema recaia em uma
rotagdo em torno da origem e, assim, pode-se rotacionar o ponto A a partir das equagoes
ja conhecidas para rotagoes, em torno da origem. Dessa forma, Ag serd transladado para
origem.

Como ponto Ay é distinto da origem, sendo A’(2’,y') a imagem do ponto A(zx,y) apds

uma rotacao de um angulo de 6 graus em torno do ponto Ag(xg, yo), deve-se fazer o seguinte:
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Figura 14 — Rotagao em torno da origem

5
D
4
/
A—2
B
C 1
180°
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-1
-2
-3
4

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

e Transladar o ponto A e o ponto Ay pela matriz translacao (
—Yo

Zo
. Dessa forma, o

ponto Aq serd transladado para a origem.

O ponto A serd transformado por essa translagdo no ponto P = (a, b). Apés a translagao,

rotacionar o ponto A em torno da origem obtendo o ponto P’(a’,b’) e obter as coordenadas
x

do ponto A’ transladando o ponto P’ pela matriz translacao ( 0) .

Yo
Apés esse procedimento, o ponto A’ passa a ser a imagem do ponto A pela rotacdo em

x

torno de Ay. A translacao final de fato deve ocorrer a partir da matriz 0 , pois ela desfaz
Yo

a translacao feita inicialmente.

Na figura[15] o tridngulo retangulo com os vértices A(—4,3), B(—4,1) e C(—2,1), sofreu
uma rotacao de 180° em torno do ponto D, no sentido anti-horario. Assim, obteve-se o
triangulo retangulo com os seguintes vértices A’(8,1), B'(8,3) e C'(6, 3).

Como o triangulo retangulo sofreu uma rotagao de 180° em torno do ponto D(2,2), no
sentido anti-horario, deve- se transladar o ponto D para origem, para fazer isso é necessario

colocar o vértice em matriz coluna e fazer a adicao pela matriz oposta.
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Figura 15 — Rotacao em torno do ponto D

5

N}
]

6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-1

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

2 —2 0 0
D+ Dy — (2> + ( 2) = (0), logo o ponto D serd transformado no ponto O = (O)

que é a origem.
Por essa translacao, as coordenadas do triangulo retangulo Q serao transformadas no

ponto A da seguinte maneira:

A=Q+ Dy (3.87)

A= <_4 - _2) + <_2 - _2> (3.88)
3 1 1 -2 -2 =2
As transformagoes efetuadas de forma separada sao uma tarefa cansativa. Entretanto,
existe uma forma de representar as trés transformagoes utilizando apenas uma matriz.
Assim, deve-se ampliar as coordenadas do ponto Dy, pois a soma de matrizes pela definicao
—6 —6 —4
-1 -1/
Agora vai ser realizada a transformacao de rotacao no ponto A sob um angulo de 180°

tem que possuir a mesma ordem, assim, tem-se

no sentido anti-horario, e, em seguida, vai ser efetuada a soma com o ponto D para obter o

triangulo retangulo Q)'. A rotacao se d4 pela origem, entao se pode usar a equacao mencionada
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anteriormente.

O = cost) —send A+ D
senf  cos®

180° —senl180° -6 -6 —4
o sen X +D (3.89)
senl80° cos 180° 1 -1 -1
-1 0 -6 —6 —4 2 2 2
Q = X +
0 -1 1 -1 -1 2 2 2

Agora, deve-se efetuar a multiplicacao de matriz linha vezes coluna e depois fazer a soma
com o vértice D. Como as coordenadas do ponto D(2,2) e o triangulo retangulo Q possuem

trés vértices, deve-se ampliar esse par ordenado, assim, tem-se:

+6+0 +6+0 +4+0 2 2 2

= + 3.90
@ 0—1 0+1 041 2 2 2 (3.90)
6 +6 +4 2 2 2
Q = B (3.91)
-1 41 +1 2 2 2
8 8 6
= 3.92
@=1, 45, (3.92)

Dessa forma, obtiveram-se as novas coordenadas do triangulo retangulo (), apés a rotacao
em torno do ponto D, com os seguintes vértices: A’(8,1), B'(8,3) e C'(6, 3).

Para fazer a rotagao no sentido anti-horario ou horario de um determinado ponto que nao
seja a origem, faz-se necesséario transladar esse ponto para origem, para que se torne uma
rotacao em torno da origem. Para fazer isso, é necessario colocar o vértice em matriz coluna

e fazer a adicao pela matriz oposta.

3.3.3 Reflexao

E uma transformacao geométrica do ponto, da reta, do plano ou do espaco que “es-
pelha’todos os pontos em relagao, respectivamente, a um ponto, uma reta ou um plano,

transformando o ponto, a reta ou o plano num outro, que lhe é simétrico em relagao ao eixo
dado.

“Uma transformacao de reflexdo do ponto, da reta, do plano ou do espago
consiste em espelhar um objeto em relacao a uma reta. Mais precisamente
uma reflexao no plano é uma simetria ortogonal em relagao a uma reta,
chamada de eixo de simetria. As transformagoes de reflexao, diferentemente
das demais transformagoes geométricas, sao evolutivas, ou seja, uma trans-
formagao de reflexdo e sua inversa sdo iguais” .Pereira (2017, p. 30)[51].
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Seja uma reta no plano II. A reflexao em torno da reta r é a funcao Rr : II — I, definida
por: Rg(X) = X, para todo seja X € g e, para X ¢ g, Rg(X) = X’ é tal que a mediatriz do
segmento X X’ é a reta g. Em outras palavras, seja W o pé da perpendicular baixada de X

sobre g. Entao W é o ponto médio do segmento X X"’.

Figura 16 — Reflexdao em torno da reta g

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Para aplicar algumas transformacoes de reflexdo no plano, R : R? x R?, devem-se seguir

0s seguintes passos.

01
e Reflexdo em torno do eixo x, logo R, (z,y) = (1 0) X (x)
Y

-1 0
e Reflexdo em torno do eixo y, logo R, (z,y) = ( 0 1) X <I>
Y

0 1
e Reflexdo em torno de y = =, logo R,—, = (z,y) = <1 O) X <x>
Y

Para mostrar que reflexao é uma isometria, demonstrar-se-ao os trés casos mencionados
anteriormente. Observe-se o diagrama da figura na qual a figura A sofreu uma reflexao
em relacdo ao eixo y dando origem a figura A’

Assim, conforme a figura[L7] sao os vértices da figura A = (—3,2), (—4,4), (=2,7) e (—8,4)
e os vértices da figura A" = (3,2), (4,4),(2,7),(8,4). Desse modo, a partir das coordenadas

do vértice, podem-se construir as matrizes associadas as figuras A e A’
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Figura 17 — Reflexao em relacao ao eixo y

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-1

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

-3 —4 -2 =8 4 2
A: 5 A/ — 3 8 .
2 4 7 A4 2 47 4
- P : -3 -4 -2 -8
A reflexdo que leva A em A’ é indicada por: A — A", ou seja, ( 5 ) —

4 7 4

3 4 28
<2 L7 oa) nesse caso a reflexao ocorreu em relacao ao eixo y. Para obter a matriz de A’

-1 0
, deve-se multiplicar a matriz de A pela matriz < 0 1) , ou seja:

1 3 4 -2 —
I B IV i (3.93)
0 1 2 4 7 4

A — +3+0 +4+0 +24+0 +8+0
0+2 0+4 0+7 044

4 2
w3 ® (3.95)
2 4 7 4

No segundo caso, a reflexao do poligono A vai ocorrer em relagao ao eixo x, obtendo o

(3.94)

poligono H, como descrito na figura [18|
Vértices da figura A = (—6,4), (—6,2),(—3,2),(—4,3),(—2,3) e (—=2,4) e os vértices da
figura H (=6, —4), (=6, —2), (=3, —=2), (-4, —-3), (-2, —-3)

ciadas a essas figuras sao:

Al (6 6 3 -4 -2 -2\ (-6 -6 -3 —4 -2 -2
\4 2 2 3 3 4 \—4 2 2 3 _3 4

e (—2,—4), logo as matrizes asso-
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Figura 18 — Reflexao em relagao ao eixo x

A

- N

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 2 J1H-0 1 2

-1
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Fonte: ITmagem elaborada pelo autor (2019)

A reflexdo que leva A em H é indicada por:
—6 —6 -3 —4 -2 —2) 6 —6 -3 —4 —2 -2
—H

4 2 2 3 3 4 “l4 2 2 3 3 4
Nesse caso a reflexao em relagao ao eixo z, pode-se obter a matriz de H multiplicando a

A — H,ouseja, A = <

1 0
matriz A pela matriz (O 1), logo:

10 6 —6 -3 —4 —2 -2
H= x (3.96)

0 -1 4 2 2 3 3 4
l{_<—6+0—ﬁ+ﬂ 340 —4+40 —2+0—a+0>

(3.97)
0—4 0-2 0—2 0—-3 0-3 0-—-4

—6 -6 —3 —4 —2 —2
"o (3.98)
—4 -2 -2 -3 -3 -4

No terceiro caso, sera aplicada a transformagao de reflexao em torno da reta y = x sobre o
poligono V. As coordenadas dos vértices do poligono V sdo A(9,4), B(9,1),C(13,1), D(13,4)

e E(11,7). Para obter as coordenadas dos vértices do poligono V', deve-se montar a matriz

0
V' e efetuar a multiplicagao pela matriz ( "k entao:

0 1 9 9 13 13 11
V' = x (3.99)
10 411 4 7
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— (3.100)
940 940 1340 13+0 11+0

P (3.101)
“\9 9 13 13 11 '

Assim, as coordenadas do vértice da figura V’, apds a transformacao de reflexao sao
A'(4,9), B'(1,9),C"(4,9),D'(4,13) e E'(7,1). Para visualizar essa transformacao, basta lo-

calizar os pares ordenados da figura V e V' no mesmo plano cartesiano, de preferéncia em

v’ <0+4 0+1 041 044 0+7>

folha de papel quadriculado, liguando os pontos em ordem para formar a figura Ve V.

Uma reflexdao em torno da reta y = x é a transformacao que reflete cada ponto do plano
em torno da reta y = x, que, por sua vez, faz o papel de espelho, ou seja, os pontos cujas
coordenadas sao (z,y) da figura original transformarao nos pontos (y,x) do novo poligono,
sendo vistos na figura 19|

Figura 19 — Transformagao de reflexao da figura V para V’

13 ct D"

Figura \/' E

Fgura V

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

A reflexao em relacdo a um ponto é o mesmo proceder, que simetria de rotacao de 180°.
Esse movimento, em que um objeto gira em torno de um ponto, chama- se rotacao. Na
simetria de rotacao a figura toda gira em torno de um ponto que pode estar na figura ou fora
dela, e cada ponto da figura percorre um angulo com vértice nesse ponto.

Para entender melhor essa defini¢ao, na figura [20| observa-se a transformagao de reflexao
no sentido anti-hordrio a 180° em um poligono P com as seguintes coordenadas de vértice

A(3,2),B(3,5),C(9,5),D(9,3), E(7,3), F(7,2),G(5,3) e H(5,2), em torno de ponto I, e
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poligono P’ com as seguintes coordenadas de vértice A'(—1,4), B'(—-1,1),C"(-7,1), D'(-7,3),
E'(=5,3), F'(=5,4),G"(=3,3) e H'(=3,4).

Figura 20 — Transformagao de reflexdo em torno do ponto I

7-

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-1

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

A reflexao em relagao a um ponto é a o mesmo proceceder, que simetria de rotagao, qual

pode ocorrer no sentido anti-horario ou no sentido horario. Se a rotacao for em torno da

) L i cos@ —senf L
origem, deve-se efetuar a multiplicacao pela matriz , onde # é o angulo de
senfl  cost

rotacao.
Nao obstante, se a transformacao de reflexao for em torno da origem no sentido horario

o ) cosf)  send
deve-se efetuar a multiplicagao pela matriz
—senfl cosf

Contudo, se o ponto nao estiver na origem, assim como ja foi mencionado anteriormente,
faz-se necessario transladar esse ponto para origem, tornando-se uma rotacao em torno da
origem.

Primeiramente, é necessario transladar o ponto I para origem. Para isso, basta efetuar a

soma com a sua matriz oposta, que vai ser 7, logo:

O=1+7
1 —1 3.102
0 = + —+ 0 = 0 ( )
3 -3 0

Na sequeéncia, é preciso montar a matriz com as coordenadas do poligono P, e, em seguida,
somar com a matriz oposta, que foi chamada de Z, entao:
P+ Z, nesse caso, a ordem da matriz P é 2 x 7 e a matriz Z é 2 x 1. No entanto, para que

haja soma de matrizes, elas devem possuir a mesma ordem, portanto, nesse caso se devem
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ampliar os valores de Z.

3399775 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
P+Z= +
2553323 -1 -1 -3 -3 -3 -3 -3

2 2886 6 4
P+Z=
~12200 -1 0

(3.103)

Agora, é preciso aplicar a transformagao rotacional de 180° em torno do ponto I no
sentido anti-horario. Assim, deve-se multiplicar a matriz de rotagdo com o resultado da

matriz anterior, assim:

, cosf) —send 2 2886 6 4
P = X + 1 (3.104)
senf  cos® -1 2 2 00 -1 0
180° —senl80° 2 2 8 8 6 6 4
senl80° cos 180° -1 2 2 00 -1 0

s (710 (2 2886 6 4)_ (-2 -2 -8 -8 6 6 —
0 -1 ~1 2200 —-10 1 =2 -2 0 0 1 0
(3.106)

Para finalizar, é necessario as coordenadas do vértice do poligono P’. Para tanto, deve-se

efetuar a soma com as coordenadas do ponto I, logo:

-2 -2 -8 -8 -6 -6 —4 1
P = + (3.107)
1 -2 =2 0 0 1 0 3
2X7 2x1
-2 -2 -8 -8 -6 -6 —4 1111111
P = + (3.108)
1 -2 =2 0 0 1 0 33 3 3 3 3 3
2x7 2x7
-1 -1 -7 -7 -5 =5 -3
P = (3.109)
4 1 1 3 3 4 3

Observe-se novamente que, para efetuar a soma das matrizes, teve-se que ampliar as
coordenadas do ponto I, para que elas ficassem com a mesma ordem, e dessa forma, obtivessem
as novas coordenadas do poligono de reflexao.

Na figura 21} é possivel observar a transformacao de reflexao no sentido horario de 180°
em um poligono V com as seguintes coordenadas de vértice A(2,5), B(2,2),C(4,3), D(6,2)
e E(6,5), em torno de ponto F, e o poligono V' com as seguintes coordenadas de vértice
A'(14,1), B'(14,4),C"(12,3), D'(10,4) e E'(10,1). Assim, se a transformacdo de reflexdo
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Figura 21 — Transformacao de reflexao em torno do ponto F

8

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

for em torno da origem no sentido horario, deve-se efetuar a multiplicacao pela matriz

( cosf send

—senfl cosf
Contudo, se o ponto nao estiver na origem, faz-se necesséario transladar esse ponto para

origem, para a que se torne uma rotacao em torno da origem. Para fazer isso é necessario
colocar o vértice em matriz coluna e fazer a adicao pela matriz oposta.
Nesse caso, é preciso transladar o ponto F'(8,3) para origem. Para tanto, deve-se efetuar

a soma com a sua matriz oposta que vai ser Z, logo:

O=F+Z

(- ()=o)

Depois deve-se construir a matriz com as coordenadas do poligono V, e em seguida somar

com a matriz oposta, que foi chamada de Z, entao:

V+Z (3.111)

Nesse caso, a ordem da matriz V é 2 X 5 e a matriz Z é 2 x 1, mas, afim de que haja a

soma de matrizes, elas devem possuir a mesma ordem. Assim, devem-se ampliar os valores

de 7.
2 2 46 6 -8 -8 -8 -8 -8
V4+Z-= + (3.112)
5 2 3 2 5 -3 -3 -3 -3 -3
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—6 —6 —4 -2 -2
V4 Z= (3.113)
2 -1 0 -1 +2

Agora, aplica-se a transformacao rotacional de 180° em torno do ponto F no sentido

horario. Nesse caso, deve-se multiplicar a matriz de rotacao com o resultado da matriz

V + Z, assim:
0 0 -6 -6 —4 -2 -2
Vo= T ST v F (3.114)
—senfl cos 2 -1 0 -1 42
180° 180° -6 —6 —4 —2 -2
vi= [ sett x +F (3.115)
—senl80° cos 180° 2 -1 0 -1 42

v -1 0 y —6 —6 —4 —2 —2\ [46 +6 +4 +2 +2 (3.116)
0 -1 2 -1 0 -1 +2 —2 41 0 +1 -2 '

Para finalizar, determinam-se as coordenadas do vértice do poligono V', ou seja, deve-se

efetuar a soma com as coordenadas do ponto F' em sua forma ampliada, logo:

6 6 4 2 2 8 8 8 8 8
v’:<+ 6 4 +) +( ) a7y
2 41 0 +1 -2/ \33333)
14 14 12 10 10
V= (3.118)
1 4 3 4 1

De modo geral, para se obter a reflexao em relacao ao eixo y de uma figura cuja a matriz
a b ¢ d

. -1 0
, deve-se efetuar a multiplicacao: X
e f g h 0 -1

associada é dada, por exemplo, (

a b ¢ d
e f g h)
Por outro lado, para se obter a reflexao em relacao ao eixo x de uma figura cuja a

a b cde f

matriz associada é dada, por exemplo, ), basta efetuar a multiplicacao:

h i 3 k
1 0 o[ b ¢ d e f
0 —1 g h i j k1)
Agora, para se obter a reflexdo em torno da reta y = x de uma figura cuja a ma-
a b c d e
triz associada é dada, por exemplo - ch , basta efetuar a multiplicacao:
g vt

10Xabcdef
0 1 g h i j k 1)
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O termo reflexao muitas vezes é apresentado a partir de uma interpretagao que envolve
o reflexo de um espelho, e, por isso, muitas vezes é chamado de espelhamento. Geometri-
camente existem dois tipos de reflexdes: a reflexao em relacao a um ponto e a reflexdo em

relagao a uma reta.

3.3.4 Homotetia

Atualmente, com o avango da tecnologia, uma atividade que ganha cada vez mais im-
portancia é a manipulacao de imagens, tais como: alteracoes em sua cor, luminosidade, con-
traste, dentre outras. Um tipo de manipulacao que se destaca é a alteracao nas dimensoes de
uma imagem ampliando ou reduzindo o seu tamanho original. No presente texto, pretende-se
abordar escala definida como uma alteracao realizada nas dimensoes de uma imagem, a qual
nominar-se-a “processo de transformacao de escala”.

A dilatacao é um tipo de transformacao geométrica de escala, que altera o tamanho
da figura, mas mantém as caracteristicas principais, como forma e os angulos, ou seja, é a
ampliacao ou a reducao de distancias e areas a partir de um ponto fixo.

Nas transformacoes de escala, tem-se que os escalares S, e S, sao ntiimeros reais positivos.
Assim, quando eles variam no intervalo (0, 1), temos um redugao da dimensao correspondente,
e, se S, e §, forem maiores que 1 haverd um aumento.

Caso o fator seja igual a 1, a imagem nao sofre nenhuma alteragao em relacao ao eixo
correspondente ao fator de escala. Destaca-se que fatores de escala menores que 0 nao serao
abordados neste estudo.

Nem todas as transformagoes geométricas preservam distancias como foram apresentadas
até o presente momento. Acompanhe-se o caso a seguir:

Considerando a mudanga de escala de um ponto P(z,y) em relagdo a origem e, usando

um fator multiplicativo S, para a coordenada x, bem como um fator multiplicativo S, para a

Sa

coordenada y. Ter-se-a4 a matriz A = e a matriz P = , com isso, encontra-se
Sy Yy
H=AxP.

Desse modo, as coordenadas do vértice da figura, apds sofrerem uma transformacao de

escala, serao dadas pela equacao:

x’ S, 0 x
=" X (3.119)

Y 0 95 Y
Nas transformacoes de escala em que S, = S,, as deformacoes na imagem ocorrem de
forma idéntica em relacao aos eixos ordenados O, e O,. A imagem que recebe esse tipo de

transformacao tem as suas medidas modificadas de forma proporcional. A essa transformacao



Capitulo 3. Bases matemdticas

7

de escala damos o nome de expansao ou contracao uniforme, isso pode ser observado na regiao

triangular A a seguir na figura

Figura 22 — Figura triangular

-1 0 1 2 3 4 5

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Pode-se aplicar transformagcao escala a todos os pontos P(z,y), onde essa figura foi au-

mentada em 100% nas diregoes dos eixos O, e O,, para isso, foi preciso multiplicar por 2.

Assim, tem-se S, =2 e S, = 2, e os vértices da figura A = (2,2),(2,6) e (6,2) que pode ser

verificado geometricamente na figura 23], logo:
S, 0
G = x A
0 Sy
2 2 2
G = 0 X 0
0 2 2 6 2

<4+0 440 12+0>

0+4 0+12 0+4

4 4 12
G:
(b )

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

Na figura [23] é possivel observar a transformacao escalar de fator 2 no poligono A que,

e assim, gerou o poligono G, é possivel perceber as matrizes associadas as figuras A =
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Figura 23 — Transformagao escalar fator 2

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

2 6 2 4 12 4
(6,2), enquanto da figura G = (4,4), (4,12) e (12,4).

Nesse ambito, pode surgir o seguinte questionamento: qual é a relagao entre a area da

2 26 4 4 12
< ) = , isso significa que os vértices da figura A = (2,2),(2,6) e

figura inicial A e a area da figura transformada G?

Para responder a essa questao, calcular-se-a a area S de cada triangulo, lembrando que

bx h

g —
2

° AreadeA:4>2<4:8

oAreadeG:8>2<8:32

Entao, pode-se concluir que a area da figura transformada G é 4 vezes maior que da figura
A. Também se pode provar que a figura A e a figura transformada G sdo semelhantes.

Verifica-se que, nas duas transformacoes, as alteracoes nas dimensoes do triangulo re-
tangular foram proporcionais, resultando em uma igualdade entre as razoes de segmentos

correspondentes do triangulo retangulo original e do triangulo retangulo transformado, como
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AB A'B 4 8
por exemplo — = —— — - = — = 1. Dessa forma, concluimos que os triangulos A e G
AC  ACY 4 8

sao semelhantes.

Nas transformacoes de homotetia (escala) em que S, = S,, as deformages na imagem
ocorrem de forma idéntica, em relacao aos eixos ordenados O, e O,. A imagem que recebe
esse tipo de transformacao tem as suas medidas modificadas de forma proporcional. Con-
tudo, podem ocorrer transformagoes de escala a que se dd4 o nome de expansao ou contracao
uniforme.

Para melhor compreensao de transformacao escalar em que S, = Sy, vai ser aplicada uma
transformagao escalar que varia no intervalo (0, 1). Assim, tem-se uma redugao da dimensao
correspondente.

Na figura tem-se uma figura D que sofreu uma transformacao escalar, onde ela di-
minuiu 50% nas diregoes dos eixos O, e O,. Para isso ocorrer, foi preciso multiplicar por
0,5.

Assim, tem-se S, = 0,5 e S, = 0,5, no qual seus vértices D = (6,0), (6,2), (8,3), (10, 2)
(10,0) e F = (3,0),(3,1),(4,2),(5,1) e (5,0).

Figura 24 — Transformagao escalar fator 0,5

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

6 6 8 10 10
As matrizes associadas as figuras F e D anteriores sao: D = ( ) e F'=

024 2 0
33 455
, logo, tem-se:
01210

F = S 0 x D (3.124)
0 S,
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S, 0 6 6 8 10 10
F= x (3.125)
08,/ \o24 2 0
0,5 0 6 68 10 10
F=(" x (3.126)
0 05/ \024 2 0
4
po (334005 (3.127)
01210

Nas transformacoes de escala em que S, = S, as deformacoes na imagem ocorrem de
forma idéntica em relagao aos eixos ordenados O, e O,.

A imagem que recebe esse tipo de transformagao tem as suas medidas modificadas de
forma proporcional. Entretanto, podem ocorrer transformacoes de escala em que S, # S,.

Agora, analisar-se-ao as transformacoes de escala quando S, # S, em relagao a origem.

e A transformagao de escala com relagao a coordenada x é definida por S, : S,(z,y) =

o0 X o , sendo 0 € R*.
01 Y

e A transformacao de escala com relacao a coordenada y é definida por S, : Sy(z,y) =

1
0 w7 , sendo 0 € R*.
0 6 Y

No exemplo a seguir, sera aplicada a transformacao de escala em relagao ao eixo x, para
S, = 2, em relagao ao uma figura P com os seguintes vértices A(2,5), B(2,1),C(6,1), D(6,2),
E(3,2) e F(3,5). Para tanto, precisa-se aplicar a transformacao de escala, e, assim, montar
a equacao matricial para, em seguida, fazer a multiplicacao de matrizes, de modo que a nova

figura vai ser chamada de P’, entao:

0 0
P = < [ (3.128)
01 Y
2 0 2266 3 3
P = x (3.129)
0 1 511225
4412 12 6 6
P’:( > (3.130)

51 1 2 25
Assim, as coordenadas do poligono transformado P’ sao A'(4,5), B'(4,1),C"(12,1), D'(12, 2)

,E'(6,2) e F'(6,5). Para verificar o poligono transformado, devem-se localizar os pares or-
denados de P e P’ no plano cartesiano, pode-se utilizar uma malha quadriculada, e ligar os

pontos para formar as figuras P e P’, como pode ser visto na figura
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Figura 25 — Transformacao escalar de P para P’

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Nesse tipo de transformacao escalar somente os valores da coordenada x sofreram a trans-
formagao enquanto as coordenadas de y permaneceram sem alteragoes.

No entanto, pode ocorrer o contrario, ser aplicada a transformagao escalar somente nos
valores da coordenada y, enquanto as coordenadas de x permanecem sem alteragoes, como
visto no exemplo da figura [26]

No exemplo da figura foi aplicada uma transformagao escalar no triangulo T com os
seguintes vértices A(—1,0), B(0,1) e C(1,0) em relacdo ao eixo y, para S, = 3.

Assim, aplicando a transformacao de escala, tem-se a equagao matricial e, em seguida,

deve-se fazer a multiplicacdo de matrizes, e a nova figura serd chamada de 7", entdo:

Sy(@,y) = (é g) X (‘;) (3.131)
T = (1 O) X <_1 0 1) (3.132)
03 0 10

~1 0 1
T = (3.133)
0 30

Desse modo, os vértices do poligono 7" transformado é A’(—1,0), B'(0,3) e C’(1,0). Na
figura pode-se conferir como ficou essa transformacao escalar do poligono 1" para T".

Na figura [26] somente os valores da coordenada y sofreram a transformagio escalar,
enquanto as coordenadas de x permaneceram sem alteracoes. Todos os exemplos mencionados
anteriormente, de transformacoes escalares para S, = S, e S, # S, foram aplicados em torno

da origem.
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Figura 26 — Transformacao escalar de T para T’

B'(0,3)

A(-1,0) A c(1.0)  A(-10) C'(1.0)

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

A transformacao de escala é geralmente aplicada tendo a origem como ponto de referéncia,
porém, pode-se determinar um ponto arbitrario distinto da origem que servira de referéncia
para a transformagao escalar.

Caso isso ocorra, deve-se transladar esse ponto arbitrario para a origem, de maneira que
o problema recaia em uma transformagao de escala em relagao a origem.

Sendo Ay = (xo,%0), ponto distinto da origem e, o ponto de referéncia para a trans-

formacao de escala, os seguintes procedimentos devem ser tomados:

—x
e Transladar os pontos (z,y) que pertencem & imagem pela matriz translacao ( 0).
—Yo
Dessa forma, Aj sera transladado para a origem.

e Aplicar a transformacao de escala em relacao a origem e, depois, transladar os pontos
o

Yo

(x,y) que pertencem & imagem pela matriz translacao

Para compreender melhor a transformacao escalar, em relacao a um ponto arbitrario,
aplica-se a transformagao escalar no triangulo K, que possui os seguintes vértices A(2, 1), B(4, 3)
e C'(6,1), em torno do ponto D(8,3).

Deve-se transladar o ponto D para origem, para fazer isso é preciso montar as matrizes

em forma de coluna e fazer a adigao pela matriz oposta.

O:D+D0

00
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0
Logo, o ponto D foi transladado para a origem e, sera transformado no ponto O = (O)

que ¢é a origem.
Por essa translacao, as coordenadas do triangulo K serao transformadas no ponto A, onde
os vértices K devem ser colocados em forma de coluna.

Em seguida, deve-se fazer a adicao com a matriz oposta da seguinte maneira:

A=K+ Dy

Para fazer a adicao de K com a matriz oposta Dy, deve-se ampliar as coordenadas do

ponto Dy, pois a soma de matrizes, por definicao, tem que possuir a mesma ordem, assim,

2 46 -8 —8 -8
A= + (3.135)
131 -3 -3 -3

—6 —4 -2
A:(_2 ) _2> (3.136)

Agora se aplica a transformacao escalar, com fator 2 nas direcoes dos eixos O, e O, no

tem-se:

triangulo K, como ja foi mencionado anteriormente, para S, = S, em torno da origem.
Em seguida, deve-se fazer a soma de cada vértice, com as coordenadas do ponto D(8,3),

para obter as coordenadas do triangulo transformado, que serd chamado de K’.

S, 0
K' = x A+ D (3.137)
0 S,

. (2 o) . (—6 —4 —2>+<8 8 8) (3138)
0 2 2 0 -2 3 3 3
K' = <_12 8 _4>+<8 i 8) (3.139)
4 0 -4 3 3 3

—4 0 4
K = (3.140)
-1 3 —1

Assim, apés aplicacao da transformagao escalar no triangulo K, obteve-se o triangulo K’
com as seguintes coordenadas A’(—4,—1), B’(0,3) e C’(4,—1). Desse modo, na figura 27,

pode-se observar como era a figura K antes e como ficou apds a sua transformacao.
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Figura 27 — Transformagao escalar em relacao ao ponto D

-5 -4

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Dessa maneira, obtiveram-se as novas coordenadas do triangulo K’, apds transformagao
escalar em torno do ponto D. Portanto, sempre que se desejar fazer uma transformacao
escalar, de um ponto qualquer que nao seja a origem, deve-se sempre transladar o ponto para

origem e seguir os passos ja descritos no texto anteriormente.
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Capitulo 4
Atividades da sequéncia didatica

A partir de agora, trazemos uma possibilidade de aplicar as propriedades de matrizes,

ligadas a Algebra, com as transformagoes geométricas com o uso do GeoGegra.

4.1 Atividade 01

4.1.1 Translacao

Aplicacao de soma e diferenca de matrizes utilizando transformacoes geométricas e os

recursos do GeoGebra.

4.1.2 Objetivos

Compreender e aplicar transformagoes geométricas a partir de um ponto no plano.

Translagao é uma isometria, ou seja, uma figura desliza em um plano, em linha reta, em
qualquer direcao sem girar. Com isso, os pontos se movem em linhas paralelas formando
a imagem da figura original, no qual todos os pontos da figura obtida por translacao sao
equidistantes da figura original.

Nesta atividade, o objetivo é formalizar a definicao de translacao e visualizar a construgao
das figuras geométricas no software bem como perceber a translagao da figura construida.

Assim, inicialmente abrir-se-a4 o GeoGebra. Depois, deve-se buscar na parte superior,
nas barras de ferramentas, a ferramenta poligono. Em seguida, escolhe-se um poligono e

colocam-se suas coordenadas, como pode ser observado na figura [28] a seguir.
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4.1.3 Aplicacdo

Para apresentacao dessa transformacao geométrica, foi utilizado o poligono quadrado

como exemplo trazido na figura [28]

Figura 28 — Ferramenta Poligono

ﬂ GeoGebra Classic

k[ L~ @) O)[ 4N =24
D o .2 E _ b Poligono —_
+ Entrada.. I:} Poligono Regular D

b Poligono Rigido 1

I)I Poligono Semideformavel |

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Abre-se, entdo, um quadrado de vértices A = (1,1), B=(1,2), C = (2,1). D = (2,2)

Figura 29 — Quadrado

{2 GeoGebra Classic
2 Al AR oo 4N = ¢
E] A # 3 = ||
Q© A=(1) :
3
@ B=(12
o poll = Poligono(B, A, 4) : i 8 o
- 1
o f : Segmento(B, A, poll) : 1 .
=1
+ Entrada...
v] 1 2

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
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Depois, busca-se no GeoGebra o comando “Transladar”, este pode ser utilizado como um
3 )
vetor para orientar o caminho da translagao.
Cria-se, entdo, um vetor “u”qualquer, tal como: u = (—1,1), para indicar a dire¢cao em

que o poligono sera transladado.

Figura 30 — Ferramenta poligono Transladar

€} GeoGebra Classic

R~ BI04
Al 8 =N

A=(11)

T ]

B=(L2)

poll = Poligona(B, A, 4)

® o o =

- 1

f : Segmento(B, A, poll)

O

— 1

u = Vetor({—1, 1))
° -0

Vetor = ((-1,1)) X

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
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Em seguida, utiliza-se a ferramenta “Transladar”ou o comando na caixa de entrada.

Figura 31 — Translacao por um vetor

€Y Janela 3D - GeoGebra

B A7 D004 N e

O i (1* ]‘] :l' X Reflexdio em Relagdo a uma Reta |
® e- (1, 2) .*" Reflexiio em Relac3o a um Ponto
l‘l 3
o poll = Poligono(B, A, 4) o ™\ INVErs<o
- 1 é. Rotagido em Torno de um Ponto
o f : Segmento(B, A,pcll) "; Translagdo por um Vetor | |
= 1 -:'- Homotetia

[T

u = Vetor((—1,1))

°

poll’ = Transladar(poll, u)

- 1

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Depois disso, no GeoGebra, deve-ser abrir a janela de grafico para visualizar o poligono,
que foi transladado, como visto na figura [32], a seguir.

Neste momento, o professor pode aproveitar e mostrar que o vetor u(—1, 1), representa o
deslocamento ao longo do eixo x e y, em que o eixo x deslocou —1 unidade para a esquerda
na horizontal e 1 unidade no eixo y para cima na vertical. Para obter o poligono transladado

por matriz, deve-se somar a matriz do vetor u com cada uma das coordenadas do poligonol.

. 112 2 -1
Poligonol = u= (4.1)
1 21 2 1

Para obter o poligono transladado, precisa-se efetuar a soma com a matriz do vetor u,

mas antes de efetuar a soma, é preciso ampliar as coordenadas da matriz u para que ambas
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Figura 32 — Translacao por um vetor - Quadrado
35
3
tl pol 1"
B
2 ©
s pol1
A
\ 1
u 05
5 1 05 0 05 1 15 25
05
Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
fiquem com a mesma ordem de formacao.
Poligonol + u
122l -1 -1 -1 - (4.2)
1 2 1 2 11 1 1
0011
Poligonol’ = [ ] (4.3)

2 3 2 3

Logo, as coordenadas do poligono transladado sao A’(0,2), B'(0,3), C'(1,2) e D'(1,3).

Para finalizar a atividade, o professor pode complementar, observando que, ao movimentar

o vetor u, as coordenadas de translacao serao alteradas e, consequentemente, as coordenadas

do poligono transladado.
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Atividade 1.1

a) A regido poligonol sofreu uma translagdo dando origem a regido poligonol’. Para
concluir essa atividade, considere os pares ordenados A = (0,2), B = (3,6) e C'(4,2), depois
localize-os e marque-os no plano cartesiano.

Apés isso, construa segmentos de reta para unir os pontos e formar uma figura e, em

seguida, faca a translacao da figura geométrica utilizando o vetor

b) Em um novo arquivo do GeoGebra, utilize as ferramentas “Ponto”, “Vetor”, “Poligono”e

o comando “Transladar’no campo “Entrada’para:

e Criar um poligono qualquer;
e Criar um vetor u ;
e Faca a translagao do poligono pelo vetor w.

e Apés transladar o poligono, arraste o vetor u e descreva como se comporta o poligono

transladado.

4.2 Atividade 02

421 Homotetia

Atividade de aplicagao de produto entre matrizes utilizando transformacoes geométricas

com os recursos do GeoGebra.

4.2.2 Objetivos

Compreender e aplicar e explorar a transformagao de dilatagao de homotetia.

Nesta atividade, o objetivo é mostrar que homotetia consiste na ampliacao ou na reducao
de distancia de areas a partir de um ponto fixo. Para exemplificar, pode-se utilizar qualquer

poligono que ha na ferramenta do poligono do GeoGebra.

4.2.3 Aplicacao

Nesse caso, utilizar-se-a a ferramenta poligono: triangulo. Em seguida, colocar-se-ao as

suas coordenadas, como constado na figura [33]
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Figura 33 — Ferramenta poligono

Q GeoGebra Classic
&AL elo)4 N =@
D — )| ¥ E | 1>- Poligono |

+ Entrada... Q Poligono Regular

D- Poligono Rigido

b Poligono Semideformével | |

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Neste exemplo, construiu-se um triangulo de vértices : A = (4,12), B = (2,8),C = (6,8),
figura

Figura 34 — Triangulo

1 Fadiorbus Maras
iElﬂf'j,—I} ol +1IF I

El &£ o j Sy

A dls g
_ i

@ a-wy L 2

@ B-(28) i

@ cC-(sg i e : b
1 = Polligonci i, B, C} i

o o e

gl | - . L

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
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Depois da construcao do triangulo, deve-se “dilatar”a figura. A dilatacao consiste em au-
mentar o tamanho dos lados do poligono mantendo suas proporgoes. Utiliza-se a ferramenta
“Homotetia”, como apresentado na figura

A homotetia é um tipo de transformacao geométrica que altera o tamanho de uma figura,
mas mantém as caracteristicas principais, como a forma e os angulos, ou seja, é a ampliagao

ou a reducao de distancias e areas, a partir de um ponto fixo.

Figura 35 — Ferramenta poligono Homotetia

L A M

N‘ x Reflexdo em Relagdo a uma Reta

[ ] -
+* Reflexdo em Relagdo a um Ponto
| -
' .\ Inversdo

| J;-‘- « Rotagdo em Torno de um Ponto

0// Translagdo por um Vetor

k.®

- Homotetia

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Neste exemplo, dilata-se o triangulo, por um fator de 2, como na figura 37| a seguir:
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Figura 36 — Fator de Dilatagao

i
=

]
\

10

: Homotetia

| Fator

e ] |
| [

’I""I""I""T'"'l""{"':

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Figura 37 — Figura Dilatada

AL

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
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Tem-se aqui a dilatacao por um fator de 2, ou ainda, a contracao no fator 0,5, como na
figura

Figura 38 — Figura Contraida

=4

2

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Note-se que, a direita, o objeto estd contraido por um fator de 0,5.

Segue uma sugestao de atividade para o professor desenvolver em sala de aula com os
alunos.

Atividade 2.1

a) A figura P possui os seguintes pares ordenados A(0,0), B(2,0), C(0,2); D(2;2) e
E(1,3). Localize e marque esses pares no plano cartesiano. Em seguida, ligue os pontos
para formar uma figura e, depois, faga a transformacao da dilatagao e contragao dessa figura

geométrica do plano cartesiano utilizando o fator 4. Explore, investigue e responda.

e Qual é a area da figura P?
e Qual é a area da figura transformada pelo fator 47
e Qual é a relacao da area da figura inicial B e a area da figura transformada?

e O que ocorreu com a figura P apds a transformacao?

b) Em um novo arquivo do GeoGebra, utilize as ferramentas “Ponto”, “Poligono”, e o

comando “Homotetia”’no campo “Entrada”para:
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e Criar um poligono qualquer;
e Faga a transformacao de dilatacao do poligono pelo fator 0,25.

Agora, explore, investigue e responda.

e O que ocorreu com a figura apés a transformagao?

Qual é a relagao da area da figura inicial e a area da figura transformada?

e Quais sao as matrizes associadas as figuras: inicial e a transformada.

Verifique se a matriz associada a figura transformada pode ser obtida multiplicando-se
0,25 0

a matriz associada a figura inicial por
0 0,25

4.3 Atividade 03

4.3.1 Rotacao

Outra atividade utilizando transformagcoes geométricas para aplicar multiplicacao de ma-

trizes.

4.3.2 Objetivos

Compreender e aplicar o comando rotacao em um objeto.

Nesta atividade, o objetivo é que se compreenda o processo de rotacao, o que é rotacionar
um objeto ao redor de um ponto mantendo suas caracteristicas originais. Para fazer essa
demonstragao, constréi-se um poligono e utiliza-se a ferramenta de rotacao para poder aplicar

a rotacao em torno de um ponto qualquer no plano.

4.3.3 Aplicacao

Primeiramente abre-se a ferramenta “poligono”para criar um poligono e, em seguida,
colocam-se as suas coordenadas.

Para iniciar a explicagao, sugere-se utilizar a opcao “poligono regular’e informar ao Ge-
oGebra o nimero de vértices do poligono, selecionando apenas o ponto inicial, como mostra
a figura (39|

Assim, ap6s selecionar a ferramenta “poligono regular”, informa-se ao GeoGebra a quan-

tidade de vértices. No exemplo, a seguir, utilizou-se um total de 5 e usaram-se as coordenadas
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Figura 39 — Ferramentas Poligonos

€2 GeoGebra Classic
%[ LA () 0lo)4 [N =) 4
DH il | D> poligono ” =

+ Entrada... [} Poligono Regular | [ ]

b' Poligono Semideformavel

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

iniciais (0,4) para o ponto inicial A, resultando em um pentdgono, como observado na figura
40

Figura 40 — Poligono Regular - Pentagono

8

-~

——1

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
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Para aplicar a rotagao em relagao a um plano, usa-se a ferramenta “rotacao em torno de

um ponto”, como pode ser observado na figura

Figura 41 — Ferramenta Rotagao em torno de um ponto

'n N Reflexdo em Relagdo a uma Reta

. L
+* Reflexdo em Relagdo a um Ponto

®
d o
.\ Inversdo | mA

i .
e« Rotagdo em Torno de um Ponto

' -;v(. Translagdo por um Vetor

ke )
.* Homotetia
[

4 -3 —‘2 -1 0 “l 2 3 4 5

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Seleciona-se a ferramenta “rotacao”em torno de um ponto. Neste, faz-se uma rotacao do

poligono em 90° no sentido anti-horario, como na figura 42

Figura 42 — Condigao de Rotagao

T

E

6
5 /\

Rotag&o em Torno de um Ponto

Angulo

[ng ] !

@ sentido anti-horério () sentido horério

m Cancelar

l ERSEE] 1
Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Apés informar o angulo de rotacao e clicar no botao “Ok”, o GeoGebra gera a imagem
rotacionada como evidenciada na figura 43|
Pode-se alterar o angulo de rotacao, como por exemplo, aplicar uma rotacao de 180° no

sentido anti-horario. Nesse sentido, tem-se a figura rotacionada, tal como pode ser visto na

figura
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Figura 43 — Figura Rotacionada

1 F 1 L ] L i i i 12 1

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Figura 44 — Rotagao em 180°

8

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
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A seguir, dar-se-4 uma sugestao de atividade para ser realizada com os alunos.

Atividade 3.1

a) Considere a figura P com as coordenadas A = (5,1), B = (4,2),C = (4,3)e D = (1,1).
Depois, localize-as e marque-as no plano cartesiano. Apéds, ligue os pontos para formar uma
figura e, em seguida, faca a transformacao de rotagao de 180 no sentido anti-horario em torno

da origem (0,0) dessa figura geométrica no plano. Agora:
e Obtenha as matrizes associadas a cada uma dessas figuras.
e Verifique se a matriz associada a figura transformada pode ser obtida pelo produto
cos 180 —senl80 " 5 4 4 1
senl80  cos 180 1 2 31
b) Em um novo arquivo do GeoGebra, utilize as ferramentas “Ponto”, “Poligono”, e o

comando “Rotacao”em torno de um ponto no campo “Entrada”. Neste instante:

11 4 4
1 331

Coloque os pares ordenados da matriz A = ( ) no plano cartesiano e ligue

os pontos em ordem para forma uma figura.

Na matriz A, aplique uma rotagao de 90°, no sentido anti-horario, em torno da origem.

e Escreva a matriz associada a figura transformada.

Verifique se a matriz associada a figura transformada pode ser obtida multiplicando-se
cos 90 —sen90)

a matriz associada a figura inicial por
sen90  cos 90

4.4 Atividade 4

441 Reflexdo

Esta, é mais uma aplicagao da multiplicacao de matrizes. Utilizar-se-ao os mesmos re-

Cursos.

4.4.2 Objetivos

Compreender e aplicar o comando de reflexao em um objeto

Nesta atividade, o objetivo é mostrar que reflexao é a transformagao geométrica do ponto,
da reta, do plano ou espaco que se “espelha” todos os pontos em relagao, ao eixo de reflexao

ou também conhecido como eixo de simetria.
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4.4.3 Aplicacao

Para fazer esse exemplo, constréi-se um pentagono e mostra-se como sera a aplicacao de
uma reflexao do objeto em torno de um ponto qualquer no plano.

Nesse momento, o professor pode perguntar a classe, como criar um poligono.

Apéds o questionamento, é possivel demonstrar como construir um poligono no GeoGebra
a partir da utilizagao da ferramente poligono, como na figura [45] e, em seguida, colocam-se

as suas coordenadas:

Figura 45 — Ferramenta Poligono

INEIEA
> poligono

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

A seguir, pode-se levantar a questao: “qual poligono vamos criar?” Entao os alunos podem
escolher o poligono.

Contudo, para facilitar a criacao de objetos, sugere-se, na explicacao, utilizar a opgao
poligono regular e informar ao GeoGebra o niimero de vértices do poligono selecionado, bem

como as coordenadas do ponto inicial, como mostra a figura

Figura 46 — Poligono Regular

#@ ONSIPA AN 4
> Poligono i

ix0 D Poligono Regular

D‘ Poligono Rigido

.04 b- Poligono Semideformavel |

—
L4
-
L]

iono(A, B, 5)

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
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Pode-se ainda propor aos estudantes: “agora devemos colocar as coordenadas nos vértices
desse poligono. Como fazer isso?”
Assim, ao informar, nesse exemplo, o nimero 3 como total de vértices, e usar as coor-

denadas (2,5) para o ponto inicial A, o que resulta é em um triangulo, como observado na
figura 7]

Figura 47 — Poligono Regular Triangulo

3

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Para aplicar a reflexao em relacao a uma reta, usa-se a ferramenta reflexao em relacao a
uma reta, como mostra a figura

Depois, seleciona-se a ferramenta rotagao em torno de uma reta, mas para isso cria-se
também, uma reta usando o comando “ferramenta reta”, tal como evidenciado na figura [49;

Em seguida, selecionam-se dois pontos para a criacao de uma reta no plano, neste exemplo,
selecionaram-se D(2,8) e E(4,8), que pode ser observado na figura

Tendo-se criado o poligono desejado juntamente com uma reta, aplica-se o comando
reflexdo em relagdo a uma reta. Primeiramente, seleciona-se, o poligono e, em seguida, a
reta, como mostra a figura [51}

Apéds, o GeoGebra constréi a figura solicitada.

A seguir, teremos uma atividade em que se pode construir um poligono a partir da

transformacao da reflexao.
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Figura 48 — Ferramenta Reflex@o

ﬁj:: +]

~

'r\'_ x Reflexdo em Relagdo a uma Reta

,0- Reflexdo em Relagdo a um Ponto

1 x Inversdo

|-
| e Rotagio em Torno de um Ponto

-; Translagdo por um Vetor

3_-. Homotetia

N

Bl

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Figura 49 — Ferramenta Reta

ra Classic

t/ Reta

As .~ Segmento

B = .5’ Segmento com Comprimento Fixo
pell /Semirreta

—_ g Caminho Poligonal

f : ..-". Vetor

— .; Vetor a Partir de um Ponto

[

AL B ©]|O)][ 4|2 4

Entrada

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
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Figura 50 — Reta

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)

Figura 51 — Reta

=
]

Fonte: Imagem elaborada pelo autor (2019)
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Atividade 4.1

a) Considere a figura R com as coordenadas A = (—3,2), B = (—4,4), C = (=2,7) e
D = (—8,4). Localize-as e marque-as no plano cartesiano. Apdés, ligue os pontos para formar
uma figura, e, em seguida, aplique a reflexao em relacao ao eixo y dessa figura geométrica no

plano e, por fim:

e Escreva a matriz associada a cada uma dessas figuras.

-1 0
e Verifique se a matriz associada a figura refletida pode ser obtida pelo produto ( 0 1) X

-3 -4 -2 =8
2 4 7 4

b) Em um novo arquivo do GeoGebra utilize as ferramentas “Ponto”, “Poligono”, e o

comando “Reflexao”em relagao a uma reta no campo “Entrada”. Nesse instante:

-1 -3 -5 —4
2 2 1 4
e ligue os pontos em ordem para forma uma figura.

Coloque os pares ordenados da matriz D = ( ) no plano cartesiano

Na matriz D, aplique uma reflexao em relagao ao eixo x.

e Escreva a matriz associada a figura transformada.

Verifique se a matriz associada a figura transformada pode ser obtida multiplicando-se

. . . o 10
a matriz associada a figura inicial por 0 1
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Consideracoes Finais

Os professores e alunos tém a oportunidade de fazerem investigacoes dos conteidos de
geometria de forma agil e mais eficiente, pois o movimento das figuras favorece a visualizagao
das propriedades no software GeoGebra.

Contudo, vale destacar que podem ser encontradas varias limitacoes para o uso do soft-
ware, sendo elas: falta de conhecimento em informética tanto do aluno como do professor,
laboratério de informadtica nao disponivel na escola ou o aluno nao ter computador, em-
pecilhos para aprendizagem. Neste trabalho, criou-se uma sequéncia didatica que nao foi
desenvolvida em sala de aula com os alunos, funcionando, apenas como apresentacao de uma
proposta didatica para que os professores possam utilizd-la em sala de aula.

O software GeoGebra traz diferentes funcionalidades, além de possuir uma aparéncia
e linguagem amigéavel, de forma que se permita o autodidatismo de suas ferramentas. A
sequéncia de atividades propostas também incentiva o aprendizado continuo do aluno.

De um modo geral, nas pesquisas bibliograficas levantadas como referencial tedrico,
argumenta-se que a utilizacao do GeoGebra nas aulas sobre geometria, as tornaram mais
dinamicas e interessantes, o que pode provocar nos alunos um interesse em aprender os con-
ceitos matematicos, principalmente aqueles que eles ainda possuem dificuldades em entender.

As transformacoes geométricas no plano sao importantes para a computacao grafica pelo
fato de permitirem modificar, modelar e manipular objetos pela tela do computador. Com
isso, as interpretacoes das transformagoes dos objetos auxiliam na compreensao do seu signi-
ficado, e na melhoria da aprendizagem, uma vez que distingue os reais valores, aproximando o
educando no seu processo de contextualizacao do que representa o significado na matematica.

Além disso, foi possivel verificar que as transformagcoes geométricas, necessitam de estudos
académicos pelo pequeno numero de dissertagoes e teses encontradas (no Brasil), e, até por
isso, possivelmente este tema seja pouco inserido no cotidiano escolar.

Outrossim, o uso de recursos tecnolégicos no ambito escolar, como o GeoGebra, permite

aos professores mediarem o processo ensino/aprendizagem de forma mais enriquecedora, mo-
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tivando o aluno a ter mais interesse e vontade de aprender de maneira intuitiva e contextu-
alizada.

Por fim, pesando em uma perspectiva futurista, o avanco das TICs e o desenvolvimento
cada vez mais aprimorado do GeoGebra permitirao futuras novas abordagens deste trabalho,
tornando-o aberto a olhares inovadores e ao desenvolvimento de diferentes metodologias
que possam contribuir para o enriquecimento das praticas pedagogicas e melhorar o ensino-

aprendizado da matematica.
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