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RESUMO

O presente trabalho teve inicio nas inquietaces do professor pesquisador em suas atuacdes
como professor de Célculo e professor do Ensino Médio. Incomodado com os altos indices
de reprovacdo e evasdo em turmas de Calculo, passou a refletir sobre o que poderia ser feito
no Ensino Bésico e que pudesse minimizar essas dificuldades. A pesquisa foi desenvolvida
com alunos do 1° ano do Ensino Médio, e o objetivo foi analisar o desenvolvimento do ensino
de funcdes reais de uma varidvel real por meio de uma sequéncia didatica, em que se destaca
o carater variacional das funcdes em contrapartida a abordagem estatica atual no campo da
teoria de conjuntos. E uma pesquisa de natureza qualitativa e os procedimentos
metodoldgicos utilizados foram a observacdo participante, questionarios e andlise
documental. O desenvolvimento das atividades foi alicergado pelo software GeoGebra e
verificou-se que essa ferramenta favoreceu a visualizacdo dos graficos das funcdes e ajudou
0 aluno a desenvolver uma intuicdo do carater variacional das fungdes, possibilitando uma
abordagem dinamica desse conteddo que, muitas vezes, é esquecida. Destacamos aqui a
importancia da continuidade de pesquisas com tal tema, visto a sua relevancia na Educacao
Basica, a fim de estabelecermos um dialogo com a etapa de Ensino Superior, minimizando
0s impactos da transi¢cdo entre os niveis de ensino, e de promovermos uma melhor
interpretacdo do mundo.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Ensino-Aprendizagem. Fungdo. Sequéncia Didética.



ABSTRACT

The present work made a start on the restless concerns of the researcher professor with his
activities as a Calculus teacher as well as a High School teacher. Bothered by the high failure
and dropout rates in Calculus classes, he started to reflect what could be done in Basic
Education and what could minimize these difficulties. The research was developed with High
School freshmen and the objective was to analyse the development of teaching real functions
of a real variable through a didactic sequence where the variational character of the functions
stands out in contrast to the current static approach in the field of set theory. It is a qualitative
research and the methodological procedures used were participant observation,
questionnaires and documentary analysis. The development of the activities was supported
by the GeoGebra software and it was found that this tool favored the visualization of the
function graphs and helped the student develop an intuition of the variational character of the
functions, enabling a dynamic approach to this content that is often overlooked. We must
highlight here the importance of continuing research on this topic, given its relevance in Basic
Education, in order to establish a dialogue with the Higher Education stage, minimizing the
impacts of the transition between levels of education and promoting a better interpretation of
the world.

Keywords: Mathematics Education. Teaching-Learning. Function. Didactic sequence
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1 INTRODUCAO

A Matematica tem se mostrado um grande desafio para os estudantes, motivando
intensos debates e estudos. Na maioria das vezes, 0s conceitos matematicos sao ensinados de
forma abstrata, e a sua ligacdo com o mundo real é omitida ou, até mesmo, excluida. Como
consequéncia, os alunos ndo conseguem identificar a Matematica como um conhecimento
fundamental na compreensdo do mundo, o que possivelmente causa um desinteresse por tal
disciplina.

Atualmente, sou professor da rede privada de Ensino em Montes Claros — MG, onde
atuo como professor, no Ensino Médio e Pré-Vestibular. Graduei-me em Matemaética-
Licenciatura, em 2006, na Universidade Estadual de Montes Claros — UNIMONTES. Desde
entdo, venho atuando principalmente no Ensino Médio, mas trabalhei também como
professor do Ensino Fundamental e Superior. No Ensino Superior, fui tutor presencial dos
cursos de Quimica-Licenciatura e Matematica-Licenciatura na modalidade ensino a distancia
- EAD, da Universidade Federal de Minas Gerais no campus de Montes Claros de 2008 a
2010. Atuei também nos cursos de Engenharias como professor de Fundamentos de Célculo
e Célculo I, na Faculdade de Ciéncia e Tecnologia de Montes Claros - FACIT, no periodo de
2012 a 2013.

Em minha atuacdo como professor de Calculo!, percebi uma alta taxa de reprovagéo
nessa disciplina e comecei a fazer algumas indagacdes sobre a origem de tal problema.
Estaria o problema no Ensino Bésico? E uma caracteristica do ensino de Calculo apenas no
nosso pais? O que tem sido feito para minimizar tal situacao?

O baixo rendimento dos estudantes em Matematica ndo é uma caracteristica apenas
da Educacéo Bésica e se estende por todos os niveis de Ensino, visto que a compreensdo de
conceitos basicos € um pré-requisito para que se possa entender conceitos mais complexos.

O Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes (Pisa)> ¢ um dos maiores
estudos realizados através de uma avaliacdo em larga escala sobre educagdo no mundo®. Ao

realizarmos uma busca no site do INEP?, a fim de entendermos um pouco mais sobre esse

! Salvo excegdes, estaremos nos referindo a disciplina Calculo Diferencial e Integral de fungdes reais.

2 Tradugéo de Programme for International Student Assessment.

3 Disponivel em: http://portal.inep.gov.br/artigo/-/asset_publisher/B4AQV9zFY7Bv/content/pisa-2018-revela-
baixo-desempenho-escolar-em-leitura-matematica-e-ciencias-no-brasil/21206. Acesso em: 15 fev. 2020.

4 Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.
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estudo, notamos que ele é desenvolvido a cada trés anos pela Organizacao para a Cooperacao
e Desenvolvimento Econdmico (OCDE) e faz um estudo internacional e comparativo sobre
o desempenho dos estudantes na faixa etaria dos quinze anos, avaliando os conhecimentos e
habilidades de modo comparativo com estudantes de outros paises em trés dominios:
Matematica, Ciéncias e Leitura®. Além disso, avalia dominios chamados inovadores, que s&o:
Resolucéo de Problemas, Letramento Financeiro, Competéncia Global. (BRASIL, 2020).

Em 2018, o Pisa mostrou que os alunos do Brasil possuem uma baixa proficiéncia em
leitura, Matematica e Ciéncias quando comparados com o0s demais 78 paises que
participaram dessa edicdo da avaliacdo. Ademais, podemos destacar que os estudantes
brasileiros estdo entre os 10 piores avaliados em Matemética em tal estudo, sendo que dois
tercos deles sabem menos que o basico em Matematica.

Poderiamos entdo inferir que esse desempenho ruim se refletiria em uma alta taxa de
reprovacdo em inumeros cursos e disciplinas no Ensino Superior em uma mesma proporcao.
Contudo, percebemos que a magnitude do nimero de reprovacdes em Calculo é mais
expressiva se comparada com a maioria das demais disciplinas.

Diante do alto indice de reprovacdo em turmas de Calculo, disciplina presente em
diversos cursos superiores como Matematica, Engenharias, Fisica, Quimica, Biologia,
Economia, entre outros, constatamos uma producdo crescente de trabalhos cuja finalidade é
discutir o ensino e a aprendizagem de contetdos de Célculo, apresentando estratégias e
ferramentas para minimizar tal problema. E, nesse contexto, um dos grandes entraves
verificados € o ensino de funcBes. Apresentamos nesta pesquisa uma sequéncia didatica que
possui como tema principal o ensino de fungdes reais e, mais especificamente, as taxas de
ariacdo de funcdes reais. Entendemos estar proporcionando o ensino de fungdes de uma
forma dindmica, em contrapartida a maneira estatica que geralmente é ensinada nas escolas,
na tentativa de fornecer aos alunos da Educacdo Bésica importantes ferramentas muitas
vezes, abandonadas em sua formacéo basica.

Buscamos, com a nossa pesquisa, atender as demandas da Lei de Diretrizes e Bases
da Educacdo Nacional (LDB) de 1996, no seu artigo 22 (BRASIL, 1996), quando diz ser
dever da Educacdo Bésica subsidiar, em todos os aspectos, a entrada dos estudantes na vida
adulta e ajuda-los a escolher o rumo que quiserem de forma digna. Apresentaremos aos
alunos conceitos que consideramos essenciais para a continuidade dos estudos e, até mesmo,

para uma melhor compreensdo do mundo em que vivemos.

SDisponivel em: http://portal.inep.gov.br/artigo/-/asset_publisher/B4AQV9zFY7Bv/content/pisa-2018-revela-
baixo-desempenho-escolar-em-leitura-matematica-e-ciencias-no-brasil/21206. Acesso em: 15 fev. 2020.
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Cabral (1998) apud Rezende (2003a) revela a grande dificuldade por parte dos
estudantes em resolver problemas de taxas relacionadas e de otimizagdo por néo
compreenderem as quantidades variaveis que estdo envolvidas ou a relacdo funcional entre
elas. Ainda cita uma resposta frequente dos alunos: “O dificil mesmo € encontrar a fungao!”
(p. 153-154). Nesse sentido, percebemos a dificuldade em lidar com situacdes do dia a dia
por parte dos estudantes e associa-las a modelos matematicos, como as fungdes que, na
maioria das vezes, ndo passam de um emaranhado de letras e nimeros na cabeca dos alunos.

Rezende (2003b) faz um mapeamento de cinco macro espacos das dificuldades de
aprendizagem de natureza epistemolodgica a partir do entrelagamento de fatos historicos e
pedagogicos tendo como pano de fundo as “[...] dualidades essenciais e 0s mapas conceituais
do Calculo” (p. 401) que, segundo ele, sdo: discreto/continuo, finito/infinito,
permanéncia/variabilidade, local/global e sistematizacao/construcéo.

Entendemos que esta dissertacdo se enquadra no macro espago da
permanéncia/variabilidade, pois aborda o ensino e aprendizagem de fungdes reais através das
taxas de variacdo, enfatizando o carater dindmico de func6es. Caraca (1989) apud Bortolossi
et al. (2011) destaca a importancia de entendermos o conceito de funcéo, saber que a variacdo
de uma grandeza depende da variacdo da outra, 0 que é incompleto se ndo compreendermos
como ela ocorre, para podermos, entdo, quantificar esse processo.

Assim, este trabalho tem por objetivo geral analisar o desenvolvimento do ensino de
funces reais de uma variavel real por meio de uma sequéncia didatica onde destaca em que
se destaca o caréater variacional das funcgdes.

Destacaremos algumas funcdes, especificamente as fungdes constantes, polinomiais
(com énfase em quadraticas e afins) e as fungdes dadas por mais de uma sentenca, através do
seu carater variacional, em contrapartida a maneira estatica usual e presente na maioria dos
livros didaticos atuais. Esperamos também contribuir para um entendimento, ainda que de
forma intuitiva e inicial, dos conceitos de continuidade, limites laterais, associacdo da
monotonia a inclinacdo da reta tangente ao grafico de fungdes reais de variavel real, pontos
de maximo e minimo, densidade dos nimeros racionais e irracionais nos reais, dentre outros.

Esperamos, assim, contribuir para a continuidade dos estudos ao apresentarmos
conceitos pouco abordados ou, até mesmo, ignorados na Educacdo Baésica, associados ao
ensino de funcdo, mas presentes no Ensino Superior, como € o caso do carater variacional
das fungdes. Dessa forma, pretendemos favorecer o entendimento de fungéo dos alunos,

diminuindo a divergéncia entre sua abordagem na Educacéo Basica e no Ensino Superior.
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Para orientarmos os leitores na compreenséo deste trabalho, o texto foi organizado
em 06 capitulos, dentre eles esta introducao.

No capitulo seguinte, Capitulo 2, trazemos as discussdes relacionadas ao alto indice
de reprovacdes em Calculo, destacando os trabalhos de Rezende (2003b) e Bortolossi et al.
(2011), que propdem uma abordagem na Educacdo Bésica para minimizar a alta taxa de
reprovacdo e evasdo em Caélculo, tendo como foco o ensino dindmico de fungdes.
Encerramos o capitulo apresentando um breve relato do desenvolvimento historico do
conceito de funcdo. Nesse percurso, encontramos o trabalho de Pagani (2016) que investiga
0 ensino de conteudos de Célculo na Educacéo Profissional Técnica de Nivel Médio.

Sao apresentados, no Capitulo 3, os conceitos matematicos sobre funcdes que
julgamos essenciais para a compreensdo deste trabalho em um sentido mais amplo, e 0
contexto de nossa pesquisa, bem como a metodologia utilizada, aparecem no Capitulo 4. As
andlises das respostas dos alunos as atividades propostas na sequéncia didatica e ao
questionario sdo relatadas no Capitulo 5. No Capitulo 6, encerramos com as Consideracdes

Finais, que trazem uma reflexdo do trabalho realizado e perspectivas para futuras pesquisas.
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2 O ENSINO-APRENDIZAGEM DE CALCULO E FUNCOES REAIS:
UMA BREVE REVISAO TEORICA

Neste Capitulo, iremos apresentar os fundamentos teoricos para o desenvolvimento
de nossa pesquisa. Eles servirdo como direcionamento para nossa interpretacéo e analise dos
dados. Iniciaremos com as dificuldades de ensino-aprendizagem do Calculo e relacionaremos
com o ensino de funcdes reais. Na sequéncia, iremos apresentar um breve relato da histéria
do conceito de funcdo e encerraremos o capitulo com o ensino-aprendizagem de funcdes

reais na Educacéo Bésica.

2.1 As Dificuldades no Ensino-Aprendizagem de Célculo: um panorama

Muitos sdo os trabalhos que debatem os altos indices de reprovacao nas turmas de
Caélculo. Nesse ambito, podemos destacar os trabalhos de Rezende (2003a), Barufi (1999) e
Pereira (2009). Rezende (2003a) relata que o alto indice de ndo aprovacdo em Célculo na
Universidade Federal Fluminense (UFF), instituicdo em que lecionou entre os anos de 1996
e 2000, variava, nesse periodo, entre 45% e 95%. Em seu trabalho, Barufi (1999) verificou
que, em 1995, a taxa de ndo aprovacao na disciplina de Célculo no Instituto Militar de
Engenharia (IME) variou entre 43,8% e 66,9%, e Pereira (2009) expde a situacao dos alunos
da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ) no ano de 2005, onde, no primeiro
semestre, o indice de ndo aprovacdo nos cursos de Calculo 1° foi de 42% e, no segundo
semestre desse mesmo ano, o indice subiu para 48%.

Oliveira e Raad (2012) concluem que

Apesar da existéncia de bons livros didaticos, de boas préaticas pedagdgicas,
de diferentes iniciativas no sentido de diminuir o insucesso dos estudantes
em Calculo: oferecimento de monitorias, revisdo de conteldos de
Matemaética basica, diminuigdo do rigor e valorizagdo de aspectos intuitivos
e aplicativos, ainda assim a reprovacdo persiste, permanece como um
problema cronico, uma verdadeira tradicdo (OLIVEIRA; RAAD, 2012, p.
11).

Quais seriam as causas de tamanho insucesso no Ensino de Calculo? Seria um

problema de falta de base dos alunos ou estratégias de ensino inadequadas? Ou deveriamos

& Geralmente, o ensino de Calculo é dividido em trés partes, Célculo I, Il e I11.

17



entender como algo aceitavel e caracteristico do préprio Célculo? Atualmente os resultados
mudaram? Seria uma tipicidade do Célculo no Brasil?

Esses sdo questionamentos que sempre carreguei na minha atuacdo como professor
de Matematica da Educacédo Basica e Superior. Na minha atuacdo como tutor presencial dos
cursos de Matematica e Quimica na modalidade licenciatura — EAD da Universidade Federal
de Minas Gerais (UFMG) no periodo de 2008 a 2010, no polo de Montes Claros-MG,
acompanhei os académicos em disciplinas como Fundamentos de Matematica Elementar. A
ementa dessa disciplina consistia de uma revisao de alguns conceitos estudados na Educagéo
Basica e considerados essenciais na compreensdo dos conteudos do Célculo, tais como o
ensino de funcgdes, trigonometria, produtos notaveis e fatoracdo, geometria analitica, entre
outros. O Ensino de Calculo era dividido em seis etapas, compreendendo 0s conteldos:
diferenciacdo e integracdo de funcbes de uma ou mais varidveis. Atuei também como
professor das disciplinas de Célculo | e Pré-Célculo da Faculdade de Ciéncia e Tecnologia
de Montes Claros (FACIT) no periodo de 2012 a 2013, onde os conteudos da disciplina de
Pré-Calculo incluiam nocdes de fatoracdo e produtos notaveis, funcdes e trigonometria. Ja
no curso de Calculo I, eram abordados os conceitos de limite, derivada e integral de funcdes
reais de uma variavel real. Observei que o indice de ndo aprovacao nas turmas de Célculo |
era consideravel, proximo de 35%.

O Ensino de Calculo é fracionado das mais diversas formas em instituicdes superiores
no Brasil, de modo a adequar a carga horaria e demandas exigidas no curso. Uma das
maneiras em que essa divisao € feita é a sua separacdo em trés modulos:

- Calculo I, em que se estuda limites, derivadas e integrais de funcGes reais de uma
variavel real;

- Calculo 11, podendo destacar o calculo de integrais em intervalos ilimitados ou em
fungdes descontinuas, representacdo de funcdo através de séries, limite e derivadas de
funcbes de duas ou mais varidveis, calculo do comprimento de curvas parametrizadas,
méaximos e minimos de funcdes reais de variaveis reais, integrais improprias, sequéncias e
séries, estudo de curvas no plano, dentre outros topicos;

- Célculo 111, que geralmente aborda fungdes de vérias varidveis com énfase em
teorias de integracgdo, integrais multiplas, dentre outros assuntos.

Essa preocupacédo e inquietacdo com a ndo compreensdo das “ideias” do Calculo,
tendo como consequéncia uma alta taxa de reprovacdo, ndo é uma especificidade das
universidades brasileiras, mas uma preocupacéo global. Rezende (2003a) cita os trabalhos

na area das ciéncias cognitivas de David Tall, cuja linha de pesquisa aborda as dificuldades
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na aprendizagem dos conceitos basicos de Célculo, sendo um dos principais articuladores da
area de pesquisa intilulada Pensamento Matematico Avancado. De acordo com Ferreira e
Piermatei (2013), ha mais de quatro décadas, David Orme Tall é professor emérito de
Pensamento Matematico Avancado e investiga principalmente o processo de ensino e
aprendizagem no Ensino Superior com destaque para o Célculo Diferencial e Integral,
focalizando sua pesquisa na psicologia cognitiva, adentrando na Educagdo Matematica.
Podemos citar também os trabalhos de Anna Sierpinska, da Universidade Concordia
(Canadd), e James Robert Leitzel, da Universidade Duke (Estados Unidos), como autores
estrangeiros com trabalhos frequentes sobre o ensino de Célculo.

O fracasso do ensino de Célculo, ndo somente no Brasil mas em todo mundo, fez
surgir o Calculus Reform, movimento em prol do ensino de Calculo, iniciado na década de
1980, cuja principal ideia propagada era o uso da tecnologia, isto &, softwares computacionais
e calculadoras gréficas e o ensino via regra dos trés, ou seja, todos 0s problemas deveriam
ser abordados de forma numeérica, geométrica e analitica, mostrando a aplicabilidade do
Caélculo e uma baixa exigéncia algébrica dos alunos (REZENDE, 2003a).

Nos dias atuais, ainda se nota essa preocupacdo com o ensino de Calculo. Nesse
contexto, Masola et al. (2016) realizam um mapeamento das publicacdes do XI ENEM,
Encontro Nacional de Educacdo Matematica, e ratificam essa informacdo citando os
trabalhos de “[...] Pilato (2013), Rehfeldt, Giongo e Quartieri (2013), Breunig e Nehring
(2013), Rosa Costa (2013), Lima (2013), Oliveira, Guimardes e Andrade (2013), Cury
(2013), Almeida (2013), Luz e Santos (2013), Costa, Pergher e Cabrera (2013) e Dorr
(2013)” (p. 4). Todos esses trabalhos foram apresentados no XI ENEM e tém como foco o
Ensino de Calculo Diferencial e Integral.

Pagani e Allevato (2014) apresentam um mapeamento de algumas dissertacdes e teses
produzidas no Brasil e que abordam o ensino de Calculo Diferencial e Integral. Elas
verificaram que a alta taxa de reprovagdo nos cursos iniciais de Célculo constituem a
principal motivagdo para realizagéo dos trabalhos analisados.

A fim de analisarmos como as pesquisas referentes ao ensino de taxas de variagdo de
funcgdes reais vém sendo desenvolvidas no contexto do PROFMAT, Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional, e quais caminhos elas tém tomado, foi feita uma pesquisa
das dissertacGes presentes no repositorio do PROFMAT em outubro de 2019. Ao realizar a
busca pela frase “Taxas de Variacdo de FungOes Reais”, nenhum trabalho foi encontrado.
Posteriormente, foi feita a pesquisa, ainda no repositério do PROFMAT, com titulo

“Variacao”, em que foram constatados cinco trabalhos. Pela leitura dos resumos, verificamos
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nesses trabalhos uma proposta para o ensino de derivada na Educacdo Basica com um menor
rigor se comparado ao Ensino Superior, aplicacdes na agropecuéaria de problemas de
otimizacdo, estudo das variacdes de precos de produtos negociados na bolsa, estudo de
funcbes com o software GeoGebra e uma proposta para o ensino de fungbes exponenciais e
logaritmicas associado as progressdes aritméticas e geométricas no dominio discreto, mas
nenhuma apresentando uma proposta para o ensino dindmico de funcGes, ou seja, por meio
de suas taxas de variacdo. Finalmente, com a busca pelo termo “derivada”, vinte e seis
dissertacdes foram destacadas e, pela leitura dos resumos, percebemos que esses trabalhos
propunham para os estudantes da Educacdo Bésica o ensino de forma intuitiva de conceitos
associados a derivada. Vale ressaltar que todos os trabalhos constituem dissertacdes de
mestrado, que devem apresentar um produto para melhoria da Educacdo Basica como um
todo, exigéncia do PROFMAT e de todos os mestrados profissionais.

Quando analisamos a Tabela 1, fica notdrio que a preocupacdo com tal tema ainda
persiste e, ano a ano, vem motivando novos trabalhos no contexto do PROFMAT.

Tabela 1- Ano de publicacéo das dissertacdes analisadas

Ano | Numero de Dissertaces Publicadas
2013 6

2014
2015
2016
2017
2018
2019
Total 26

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).
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Na Tabela 2, observamos que as dissertacbes de mestrado do PROFMAT, cuja
temética aborda conceitos associados ao ensino de Calculo com foco na Educagéo Bésica,
constituem-se uma preocupacao em ambito nacional, sendo assim motivadoras de inumeros

trabalhos e em diversas instituicdes de ensino do nosso pais, representadas por suas siglas.
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Tabela 2 - Origem das dissertacdes do PROFMAT que abordam derivada até outubro
de 2019
Origem \ Numero de Dissertagdes Observadas
USP 1
UFMT
UDESC
UESB
UTFPR
UFCA
UFPI
UFJF
UFERSA
unB
UFC
UERJ
UFS
UNIVASF
UFPB
UFPA
UNESP
UNIFAP
UNICAMP
Total 26
Fonte: Elaborado pelos autores (2020).
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Aproximadamente 88,5% desses trabalhos sdo de natureza tedrica e ndo validados em
sala de aula, como observaremos na Tabela 3. Talvez uma justificativa para tal concentracéo
de trabalhos em que a parte empirica ndo se faz presente seja o tempo que 0s mestrandos do
PROFMAT disp6em para a construcdo de sua dissertacdo, uma vez que sua producdo se
intensifica somente apdés o exame de qualificacdo, que ocorre no penultimo semestre do

Ccurso.

Tabela 3 - Tipo de Pesquisa: Tedrica ou Tedrica Empirica

Categoria Numero de Dissertacoes
De Natureza Teorica 23
De Natureza Teorica Empirica 3
Total 26

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Esses trabalhos pesquisados sdo voltados para a Educacdo Basica e fazem uso de
estudos dirigidos, softwares, utilizacdo do contexto histérico, sequéncias didaticas, dentre
outras ferramentas pedagdgicas.

Segundo Avila (1991), o ensino de Calculo ja se fez presente na Educacio Basica,

mais precisamente na terceira série do antigo curso Cientifico. O antigo curso Cientifico foi



criado pelas Leis Orgéanicas de Ensino em 1942, pelo entdo Ministro Gustavo Capanema, que

regulamentou o Ensino Industrial” e o Ensino Secundario®.

[...] o ensino ficou composto, neste periodo, por cinco anos de curso
primério, quatro de curso ginasial e trés de colegial, podendo ser na
modalidade classico ou cientifico. O ensino colegial perdeu o seu carater
propedéutico, de preparatorio para o ensino superior, € passou a preocupar-
se mais com a formacao geral. (PILETTI, 1996, p. 90)

Desde 1943, o ensino de derivadas de funcGes reais e aplicacdes, problemas de
maximos e minimos, além de outros topicos, como polindmios de Taylor, fazia parte do
programa. No final da decada de 1950 e comec¢o da decada de 1960, com o advento do
movimento que se intitulava Movimento da Matemética Moderna, topicos como Geometria
e o préprio Célculo perderam espaco no Ensino Bésico. Esse movimento pregava uma grande
énfase na utilizacdo de linguagens de conjuntos e uma apresentacdo extremamente formal
das diferentes partes da Matemética. Com isso, o Célculo demandava um maior tempo em
sua apresentacdo, pois seria necessario fazer antes um estudo detalhado dos nimeros reais.

De acordo com Leme (2006), o Movimento da Matematica Moderna teve seu inicio
na decada de 1960 no Brasil e também no exterior, e tentava aproximar a Matematica da
Escola Basica com a Matematica produzida por pesquisadores.

Retomando algumas indagacdes, refletimos: estaria o problema do alto indice de
reprovacdes em Calculo na Educacdo Bésica? Existe alguma relacdo com o ensino de
funcdes?

Essas indagacdes nos conduziram ao tema dessa dissertacdo. Com o intuito de
buscarmos respostas a esses questionamentos, fizemos uma retomada das ideias que
ajudaram e motivaram o surgimento do conceito de funcdo. Além disso, verificamos a
importancia de se compreender as taxas de variacao entre duas grandezas e observamos a sua
participacdo na construcdo do conceito de fungdo. O carater dindmico das fungdes se
estabelece como tema central desse trabalho em contrapartida a forma estatica com x e y que
as fungdes vém sendo definidas atualmente.

Em sua tese de doutorado, Rezende (2003b) afirma que algumas solugdes “normais”

(p. 33) aparecem do ponto de vista pedagogico, tais como as famosas listas de exercicios, 0

7 Era o ramo de ensino, de grau secundario, destinado a preparacdo profissional dos trabalhadores da indUstria
e das atividades artesanais, e ainda dos trabalhadores dos transportes, das comunicagdes e da pesca.

8 Era composto um primeiro ciclo de quatro anos de duracdo, denominado Ginasial, e um segundo ciclo de
trés anos, atuais Ensino Fundamental 11 e Ensino Médio, respectivamente.

22



23

uso de computadores ou ainda a criagdo de cursos que antecedem o Célculo | nas faculdades,
com a missdo de eliminar os problemas que ndo foram superados na Educacdo Bésica. J& no
ambito da pesquisa, destacam-se os trabalhos relacionados a utilizacdo do computador como
uma ferramenta de mediacédo pedagogica e as pesquisas no ambito das ciéncias cognitivas e
ainda algumas poucas pesquisas que conduzem o ensino-aprendizagem de conteddos do
Célculo no ambito da Educagdo Basica. Nessa etapa de ensino, em sua tese de doutorado,
Pagani (2016) investiga o ensino aprendizagem de derivada no Ensino Médio técnico através
da resolucéo de problemas.

Cumpre salientar que vivemos em um mundo onde as tecnologias digitais estéo
presentes em quase todas as atividades de nossa sociedade, seja nas formas de se comunicar,
na sistematizacédo e organizacgéo dos dados, no comércio, na agricultura ou no que diz respeito
a interacdo entre pessoas. Entende-se 0 momento em que vivemos como um momento de

cultura digital:

[...] um ecossistema complexo onde reina a interdependéncia entre 0 macro-
sistema tecnoldgico (a rede de maquinas interligadas) e o micro-sistema
social (a dindmica dos usuarios), construindo-se pela disseminagdo de
informacdo, pelo fluxo de dados e pelas relagbes sociais ai criadas
(LEMOS, 2002 apud FLORES; LIMA; MULLER, 2018, p. 24).

Esse momento de cultura digital prevé relacBes distintas entre o sujeito e a
informacao bem como entre os sujeitos. O homem influenciando a tecnologia e a tecnologia
influenciando o homem (FLORES; LIMA; MULLER, 2018). Ainda de acordo com eles, era
de se esperar que a Educacdo ndo ficasse de fora dessa cultura digital, visto que é formada
por pessoas pertencentes a uma sociedade caracterizada pela cultura digital. E o computador
se posiciona como grande ferramenta nessa introducdo das tecnologias também no ensino.

Paula et al. (2015), ao falarem sobre a utilizacdo do computador no ensino de Célculo,

destacam o aspecto conservador do sistema escolar e a resisténcia do professor a mudancas:

[...] a éarea de ferramentas computacionais € promissora e vem sendo
claramente explorada. Apesar de se tratar de uma vasta &rea de pesquisa
com potencialidades em produgdes cientificas, preliminarmente nota-se
que a sociedade moderna esta definida e estruturada pela tecnologia, mas o
sistema escolar ainda se encontra tradicionalmente conservador, isto é,
isentando essa influéncia. Ficou claro nas pesquisas outra limitacdo em que
o professor ainda resiste a mudancas, adotar uma postura de orientador da
construgdo do conhecimento em substituicdo a metodologia do doador da
transmisséo do saber (PAULA et al., 2015, p. 9).



Nesse sentido, os computadores tém-se mostrado uma importante ferramenta de apoio

ao ensino do Calculo. Villareal (1999) destaca que

Dentre as multiplas potencialidades que o computador oferece para a
Educacdo Matemaética, poder-se-ia dizer que o processo de visualizagéo por
ela favorecido ocupa um lugar privilegiado. Ao mesmo tempo, a
importancia da visualizacdo no ensino, aprendizagem e constru¢do dos
conceitos de Célculo é indicada como fundamental por muitos autores.
Assim, a visualizagdo se transforma em um denominador nas pesquisas que
relacionam Célculo e computadores (VILLAREAL, 1999, p. 43).

Diante dessa utilizagdo cada vez maior do computador como aliado no ensino de
Célculo, Rezende (2003b) destaca o perigo de se “modernizar a ignorancia” (p. 34), isto €, 0
erro de percepcdo quanto aos reais problemas no ensino de Célculo. Para ele, é necessario
primeiro definir o que se quer do Célculo e qual serd o seu papel para, entdo, definir a
contribuigdo dos computadores.

Dessa maneira, enfatizamos as potencialidades do uso de computadores diante de
uma infinidade de softwares gratuitos utilizados nas investigacde e na construcdo de
conceitos matematicos em ambientes virtuais, mas também vale evidenciar a importancia do
professor como interlocutor do conhecimento.

Na minha experiéncia como professor de turmas de Pré-Célculo e Célculo, observei
que a tentativa de se criar um curso antecessor ao Calculo, que, em algumas instituicdes, é
chamado Pré-Célculo, Fundamentos de Matematica ou Calculo Zero, tem demonstrado ser
uma alternativa, mesmo que ainda ndo tenha apresentado resultados muito significativos. Nos
cursos de Pré-Calculo, como dito anteriormente, sdo apresentados alguns conceitos
matematicos basicos como fatoracao, produtos notaveis, funcdes, trigonometria, entre outros.
Rezende (2003b) nota que a alta taxa de reprovacdo em Célculo | persiste mesmo apds a
criagdo da turma de Matematica Basica da UFF ¢ destaca que “as nogdes de Calculo tém
muito mais a ver com noc¢des de infinito, de infinitésimos, de varidveis, do que com fatoragao
de polinémios, relagdes trigonométricas, célculos algébricos, etc” (p. 36).

De acordo com Barreto (1995), o fracasso do Célculo esta ligado a pessoa do aluno,
com uma formacdo insuficiente na Educagdo Basica, sem habitos de estudo e com pouca
capacidade critica. Ela também acredita estar ligado a pessoa do professor, sendo ele o
responsavel por conduzir o processo de aprendizagem com praticas pedagodgicas

inadequadas. Nesse sentido ela afirma que
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[...] as causas sdo muitas e jA bem conhecidas, principalmente a ma
formacdo adquirida durante o 1° e 2° graus, de onde recebemos um grande
contingente de alunos passivos, dependentes, sem dominio de conceitos
basicos, com pouca capacidade critica, sem héabitos de estudar e
consequentemente, bastante inseguros (BARRETO, 1995, p. 4-5).

Contudo, concordamos com Rezende (2003a), no que tange a ideia de que grande
parte das dificuldades, no ensino-aprendizagem de Calculo, sdo de natureza epistemoldgica

e ndo oriundas da pessoa do professor ou dos alunos. Nesse viés, ele afirma que

[...] grande parte das dificuldades de aprendizagem no ensino de Calculo é
essencialmente de natureza epistemoldgica. Pode-se dizer ainda mais: as
raizes do problema estdo além dos métodos e das técnicas, sendo inclusive
anteriores ao proprio espaco-tempo local do ensino de Calculo (REZENDE
2003a, p. 4)

Em seu trabalho, Rezende realiza um mapeamento e descreve 0s obstaculos
epistemoldgicos encontrados no processo historico de construcdo do Calculo, a partir de um
entrelacamento de fatos pedagdgicos e entraves encontrados na evolucdo histérica das ideias
bésicas e procedimentos do proprio Célculo. Sua experiéncia profissional como professor da
Educacdo Superior, e mais especificamente de Calculo, ajudou-o a observar de perto as
dificuldades dos estudantes em tal disciplina. A partir disso, ele dividiu as dificuldades de
natureza epistemoldgica em cinco macro espagos que, de acordo com ele, sdo identificados
pelas dualidades fundamentais do Calculo: sistematizacdo/construcdo; discreto/continuo;
permanéncia/variabilidade; finito/infinito; local/global. Ele ainda destaca que

[...] pdde-se perceber, em esséncia, um Unico lugar matriz das dificuldades
de aprendizagem de natureza epistemoldgica do Ensino de Calculo: o da
omissao/evitacdo das ideias béasicas e dos problemas construtores do
Calculo no Ensino de Matematica em sentido amplo (REZENDE, 2003b,
p. 10).

No entanto, o que sdo obstaculos epistemoldgicos? Qual a sua origem? De acordo
com Rocha, obstaculos epistemoldgicos sdo entraves ou barreiras encontradas no processo

do conhecimento cientifico. Ele ainda relata que



O conceito de obstaculo epistemoldgico é justificado por Bachelard ao
dizer que “quando se procuram as condi¢des psicologicas do progresso da
ciéncia, logo se chega a convicgdo de que é em termos de obstaculos que o
problema do conhecimento cientifico deve ser colocado”. Conforme aponta
Bachelard, tais obstaculos, ndo sdo decorrentes da complexidade ou
fugacidade dos fendmenos, nem das limitacGes de nossos sentidos. Eles se
encontram no proprio ato de conhecer, fundamentado na ideia pré-
concebida. (ROCHA, 2013, p. 4).

Tendo como base o mapeamento das dificuldades de natureza epistemoldgica no
ensino do Calculo realizado por Rezende, verifica-se que elas possuem, em sua origem, a
“omissdo/evitacdo” (Rezende, 20034, p. 12) das ideias basicas e dos problemas construtores
do Célculo no ensino de Matemaética em sentido amplo.

Ressaltamos que 0 nosso objetivo aqui terd como foco o ensino de funcdes reais de
uma variavel real, através das taxas de variacdo, privilegiando sempre o seu carater dinamico
e, dessa forma, entendemos que nosso trabalho se insere no macro espaco da
permanéncia/variabilidade.

Em Matematica, destacamos a grande importancia das ideias de funcdo para uma
compreensdo do mundo em que vivemos, por exemplo, entender como duas grandezas se
relacionam e como variam, uma em termos da outra.

A apresentacdo do conceito de funcdo, em algumas situacdes, realca um obstaculo
epistemoldgico, pois, quando desenvolvida de forma estatica e sem ligacdo com o mundo
real, impede a “[...] nocdo de interdependéncia entre quantidades variaveis, tdo essencial para
o desenvolvimento do Calculo” (REZENDE, 20033, p. 6). Segundo Bortolossi et al. (2011),
0 conceito de funcdo tem se mostrado, em pesquisas na area, um dos principais obstaculos
epistemoldgicos no ensino de Célculo e afirmam que o conceito de funcéo é trabalhado, na
maioria das vezes, de forma estatica, ou seja, por sua regra em contraposicdo a forma
dindmica pela qual deve ser apresentada tal tema, a variabilidade de uma grandeza y em
termos de outra x.

Rezende (2006) apud Bortolossi et al. (2011) diz que

[...] ao realizar um mapeamento de como os topicos de fungdes afim,
quadrética, exponencial e logaritmica, sdo desenvolvidos em alguns dos
principais livros didaticos nacionais do ensino basico de Matemadtica,
constata a predominancia de uma abordagem algébrica e estatica do
conceito de fungdo. Fala-se, por exemplo, em injetividade ou
sobrejetividade, mas ndo em crescimento ou decrescimento da fungéo, ou
melhor, em quanto e como cresce/decresce o valor de uma fungdo em
relacéo a sua variavel (REZENDE, 2006 apud BORTOLOSSI et al., 2011,
p. 2, grifos nossos).
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Podemos dizer, entdo, concordando com as ideias apresentadas por Rezende (2003a)
e Bortolossi et al. (2011), que essa maneira estatica em que é apresentado o conceito de
funcéo na Educacao Baésica distancia os alunos da representacdo dindmica de funcéo, a qual
teve um papel fundamental na construcdo do conceito de derivada a partir da taxa média de
variagdo de funcao.

Esperamos, com este trabalho, vislumbrar forma de proporcionar aos alunos uma
melhor compreensao das varidveis do problema, “o que varia e em funcao de que varia”
(REZENDE, 2003a, p. 6) e ainda como ocorre essa vari¢cdo. Desse modo, atendemos as

orientacdes dos PCNSs:

[...] cabe a Mateméatica do Ensino Médio apresentar ao aluno o
conhecimento de novas informagdes e instrumentos necessarios para que
seja possivel a ele continuar aprendendo. Saber aprender é a condicéo
bésica para prosseguir aperfeicoando-se ao longo da vida. Sem duvida, cabe
a todas as areas do Ensino Médio auxiliar no desenvolvimento da
autonomia e da capacidade de pesquisa, para que cada aluno possa confiar
em seu proprio conhecimento (BRASIL, 2000, p. 41).

Exibiremos uma sequéncia didatica que terd como objetivo principal apresentar e
analisar um estudo do conceito de funcéo, privilegiando seu carater dindmico e as suas taxas
de variacdo, tendo com aliado o software GeoGebra.

Nessa sequéncia didatica que sera voltada para a Educacdo Basica, mais precisamente
para o primeiro ano do Ensino Médio, exploraremos funcgdes e as suas caracteristicas quanto
a variabilidade, problemas de méximos e minimos, relacéo entre a inclinacdo da reta tangente
e a monotonia de funcdes, aplicacbes na Fisica, nocGes intuitivas de continuidade, densidade
dos nimeros racionais e irracionais nos reais, proporcionalidade, limites e derivadas de
algumas funcdes reais; alguns desses conceitos apenas de forma intuitiva.

Podemos destacar softwares utilizados na pratica docente pelos professores da
Educacdo Bésica e Superior, tais como GeoGebra, Matlab, C.a.R (régua e compasso),
Geoplan, Cinderella e Winplot. A nossa escolha pelo GeoGebra se deve a sua interface

dindmica que relaciona os aspectos algébricos e geométricos. Além disso, o

GeoGebra é um software gratuito, com premiagdes internacionais pela sua
contribui¢cdo no estudo da Matematica. Criado pelo Prof. Dr. Markus
Hohenwarter da Flérida Atlantic University, em 2001, o0 GeoGebra é um
software de Matemética dindmica para ser utilizado em escolas de
Educacéo Basica e no Ensino Superior, que retine Geometria, Algebra e
Calculo (COMETTI, 2016, p. 6 — grifo do autor).
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O GeoGebra se apresenta, nesse contexto, como uma ferramenta didatica que visa
melhorar o ensino e aprendizagem em Matematica. Bortolossi et al. (2011) destaca que, no
GeoGebra, podemos criar pontos sobre o grafico de fungdes e, ainda mais, mové-los de modo
que ainda permanecam sobre o grafico da funcdo. As coordenadas desses pontos podem ser
recuperadas e ainda utilizadas para criacdo de outros elementos geométricos e permite que
as funcdes sejam estudadas de forma algébrica, gréafica e numérica, possibilitando o estudo
de caracteristicas locais da funcdo, como taxas de variacdo média e instantanea. Podemos
definir as funcbes por parametros que podem receber um carater dindmico com a utilizacéo
de controles deslizantes (ferramenta que permite causar variacbes em objetos de forma
manual ou automatica, podendo assumir também a funcdo de uma variavel) e, desse modo,
visualizarmos o crescimento, concavidade, extremos e outras caracteristicas da funcéo.

Em seguida, apresentaremos um breve relato histérico do desenvolvimento dos
conceitos matematicos que motivaram o estudo das funcbes. Destacaremos o surgimento da
ideia de funcdo no campo das variagGes entre grandezas e o que motivou a defini¢do atual no

contexto conjuntista, como vemos nos livros didaticos atuais.

2.2 Um Breve Relato do Desenvolvimento Histérico do Conceito de Funcéao

Os esforcos de rigorizacao e formalizacdo na Matematica Moderna foram, em grande
parte, motivados pelo surgimento do Calculo Infinitesimal e as grandes discussbes que
envolviam a autenticidade de seus procedimentos nos séculos XVII e XVIII, quando tais
temas passaram a fazer parte do campo da Anélise Matematica (ROQUE, 2012).

Podemos entender que a histdria da Analise ou Calculo Infinitesimal contribuiu, de
forma significativa, para transformacdes que culminaram na Matemaética tal como a que
temos nos dias atuais, construida principalmente nos séculos XIX e nos primeiros anos do
século XX. Abordaremos, ainda que de forma breve, por nao ser o objetivo principal de nosso
trabalho, como o conceito de funcdo surge nesse periodo, por entender ser uma boa
contribuicdo, e destacaremos como sua motivacdo esta intimamente ligada ao Calculo
infinitesimal e as suas transformac@es na formulagdo do rigor matematico.

A maneira como o conceito de funcéo é apresentado atualmente nos remete, quase
que instantaneamente, a curva que a representa e a sua expressao analitica. Podemos
imaginar, também, uma correspondéncia ou uma tabela entre elementos do dominio e as suas

respectivas imagens.

28



Considerando essa ultima forma de visualizar as funces, seria possivel dizer que o0s
babildnicos e os egipcios ja faziam uso da ideia de funcédo, por apresentarem, em suas tabelas,
uma correspondéncia entre um numero e o resultado de operacdes que continham esse
numero, fato que conduz a algumas afirmacGes de que as nogbes de funcdo possuem sua
origem na Matematica antiga.

Do ponto de vista histdrico, ndo existe vantagem alguma em considerar o surgimento
do conceito de funcdo na matematica antiga com os babil6nicos e egipcios e ainda
destacamos que um componente fundamental do conceito de fungéo era ausente até entdo, a
variacdo (ROQUE, 2012).

Para representarmos uma funcdo por meio de uma expressao, fazemos uso de
variaveis, cujo conceito s6 veio a ser formalizado no século XIX, motivado pela Fisica-
Matematica e a representacdo simbdlica de quantidades desconhecidas, proposta
inicialmente por Viete, e que veio a ser desenvolvida no século XVII.

Durante o século XVII, notamos algumas transformacdes ocorridas na Matematica.
Em particular, o surgimento e o aprimoramento de linguagens simbolicas e a forma de lidar
com as curvas. Pierre de Fermat e René Descartes estdo no coracao dessa mudanca, propondo
algumas transformacdes que ajudaram a dar origem a nossa atual Geometria Analitica. Esses
métodos analiticos propostos permitiram a representacao de quantidades desconhecidas por
simbolos e, portanto, manipularmos esse com as mesmas regras que usamos ao operar com
as quantidades conhecidas.

Esse programa analitico transformou a Anélise em um sinénimo de Algebra
simbolica, entendida como uma teoria de equac@es. Leibniz, a fim de incorporar seu Célculo
nessa nova concepcao, passou a nomea-lo de Anélise dos indivisiveis e infinitos, dessa forma
seu objetivo era mostrar que novos métodos se faziam necessarios para estudar as relacdes
entre as grandezas que ndo eram passiveis de serem abordadas com a Algebra ordinaria, por
exemplo, a relagdo entre uma curva e a sua reta normal ou a sua reta tangente em cada ponto.

Dessa forma, Roque afirma que

Entrava-se, portanto, em um novo dominio da relagdo entre quantidades, o
que, como veremos, contribuira para o surgimento da ideia de fungdo como
relagdo entre quantidades. Na verdade, nesse contexto, a equagao deixava
de ser algo que devia expressar uma relacdo algébrica dada entre
quantidades e passava a ser um modo de invengéo (modus inveniendi). Em
outras palavras, passava a ser um meio para encontrar uma quantidade a
partir de outras, incluindo-se ai as novas relagbes transcendentes que
interessavam ndo somente a Matematica, mas também a fisica, uma vez que
o infinito esta presente na natureza (ROQUE, 2012, p. 331).
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Com isso, a equacdo perdia seu papel de relacdo algébrica entre quantidades e passava
a representar um modo de encontrar quantidades a partir de outras. Essas novas técnicas de
solucdo e curvas, propostas por Leibniz, também tinham como objetivo abordar problemas
fisicos na analise.

Em 1684, Leibniz faz uso da palavra “funcdo” em um artigo para apontar a relacéo
de uma grandeza com respeito a uma figura, no caso a tangente.

A Fisica pos-Galileu foi, em grande parte, responsavel pelo estudo das variacGes por
meio de leis matematicas. O conceito de variacdo de uma funcdo foi evidente em seus
trabalhos e se fez presente a ideia de fungdo como uma relacdo entre duas grandezas que
variam.

Nas obras de Leibniz e Newton, ndo temos uma definicdo para funcdo, mesmo
sabendo que ambos pesquisaram diversas relagdes funcionais. Diante dessa auséncia de uma
definicdo para tal tema, surge, pela primeira vez, uma definicdo para fungéo, presente em
uma correspondéncia de Leibniz para Johann Bernoulli, que, no fim do século XVII, ja
empregava tal palavra.

O século XIX ¢ conhecido como “aidade do rigor” e podemos dizer que a Matematica
adquiriu o formato como o que conhecemos nos dias atuais. Um dos entraves encontrados
para tal desenvolvimento foi encontrado na concepcao de nimero como quantidade e sua
superacdo resultou na transformacdo da Matematica em “Matematica pura”. Agora, ela
passava a se desvincular da Fisica.

Impera, no inicio do século XX, uma abordagem conjuntista, 0 que motiva a
redefinicdo dos conceitos centrais em Matematica a luz dessa nova 6tica. Podemos evidenciar
que Dirichlet®, Riemann®® e Dedekind™! contribuiram para a difusdo do conceito de funcio e
apresentaram as primeiras ideias de que fungdo pode ser relacionada a 6tica dos conjuntos.

Nos trabalhos de Dirichlet sobre séries de Fourier, mais precisamente em seu primeiro
artigo de 1829, ele aborda problemas associados a continuidade das fungdes estudadas por
Cauchy e Fourier, ainda que nao se tenha definido o conceito de fungcdo. Em uma nova verséo

do mesmo texto que veio a ser publicada em 1837, aparece a definicéo:

9 Dirichlet nasceu em Duren, cidade alema no ano de 1805. Foi o sucessor de Gauss, mestre a quem admirava.
E considerado o pai do conceito de funcéo. Seu trabalho mais celebrado esta associado a séries de Fourier, que
0 motivou a generalizar o conceito de fungdo (EVES, 1995).

10 Riemann nasceu em 1826, em uma aldeia Hanover, na Alemanha. Exerceu uma influéncia profunda em
varios ramos da Matematica, como Geometria e teoria das funcées (EVES, 1995).

11 Dedekind nasceu em 1831, na cidade de Braunschweig na Alemanha. Contribui de forma significativa na
investigacao sobre a natureza do ndmero e da fungdo (BOYER, 1974).
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Sejam a e b dois nimeros fixos e x uma quantidade varidvel que recebe
sucessivamente todos os valores entre a e b. Se a cada x corresponde um
Unico vy, finito, de maneira que, quando X se move continuamente no
intervalo entre a e b, y = f(x) também varia progressivamente, entdo y é dita
uma fungdo continua de x nesse intervalo. Para isso, ndo é obrigatorio, em
absoluto, nem que y dependa de x de acordo com uma mesma e Unica lei,
nem mesmo que seja representada por uma relacdo expressa por meio de
operages Matematicas (DIRICHLET, 1837, p. 135-136 apud ROQUE,
2012, p. 426).

Logo, podemos dizer que as expressdes analiticas do século XVIII, compostas por
operacdes aritméticas simples, foram, por muitos anos, o foco de estudo da Analise
Matematica, mas, no decorrer do tempo, outras propriedades se destacaram e surgiram
classes de funcdes a partir de novos problemas. E possivel destacar as funcdes continuas,
descontinuas em pontos isolados univocas, diferenciaveis, dentre outras. Essas propriedades
ndo dependiam da existéncia de uma forma analitica para representacdo da funcédo, que foi a
grande diferenca entre a concepcdo caracteristica da Analise do século XVIII e a teoria de
funcgdes que teve inicio no século XIX.

Dirichlet foi um dos precursores do ponto de vista conceitual que se tornou um grande
estimulo para a abordagem conjuntista da Matematica, reforcada por outros matematicos
como Riemann e Dedekind. Essa nova visdo que comegava a ser empregada propagava que
0s novos objetos matematicos deviam ser definidos por suas caracteristicas internas, sendo
essas 0 principio da teoria e, assim, ndo dependendo mais de representacdes externas, abrindo
espaco para a Matematica pura.

Com a publicacgdo do livro Eléments des mathématiques: les structures
fondamentales de [’analyse (Elementos de Matematica: as estruturas fundamentais da
analise) por Nicolas Bourbaki, a imagem da Matemética como um saber axiomatizado e
tendo como base as nogdes de conjunto passa a ser popularizada, com o objetivo de elaborar
livros de Matematica atualizados e que pudessem servir como referéncia para pesquisas de
estudantes. Bourbaki (pseudénimo de um grupo de matematicos franceses dos anos de 1930)

propde a seguinte defini¢do para fungéo:

Sejam E e F dois conjuntos, que podem ser distintos ou ndo. Uma relacao
entre um elemento variavel x de E e um elemento varidvel y de f é dita
uma relagdo funcional se, para todo x pertencente a E, existe um Unico y
pertencente a f que possui a relagdo dada com x. Damos 0 nome funcéo a
operacdo que associa, desse modo, a todo elemento x pertencente a E, 0
elemento y pertencente a f que possui a relacdo dada com x; y serd dito o
valor da funcédo no elemento x ( ROQUE, 2012, p. 439).
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Essa definicdo inicial ainda foi reformulada e funcéo passou a ser definida como um
subconjunto do produto cartesiano de dois conjuntos, eliminando todas as ligacGes com as
ideias originais de funcdo associadas a variagdo, ou seja, & nocao de variavel. As ideias
iniciais de funcdo, associadas a variagdo, e essa nova definicdo conjuntista passam a ser
inconciliaveis.

Na escola, na maioria das vezes, aprendemos e ensinamos a definicdo formal de
funcéo que foi proposta por Bourbaki, uma abordagem conjuntista e estatica que em nada
favorece uma associacdo a ideia dindmica de funcao, amplamente presente em situacdes do
nosso cotidiano e nos problemas que abordam situacdes contextualizadas. Essa divergéncia
entre 0 ensino estatico e o ensino dindmico de fungdes é uma das motivaces do nosso

trabalho.

2.3 O Ensino de Funcdes

Segundo Barreto (2008), o conceito de funcdo pode ser considerado um dos mais
importantes da Matematica. Rezende (2003b) ressalta que o conceito de funcdo é uma das
principais invengdes que desabrocharam a partir do desenvolvimento do Célculo e o seu
surgimento esta intimamente ligado a ideia de variabilidade, ou seja, surge de forma implicita
de uma relacdo funcional entre quantidades varidveis de grandezas.

De modo a compreendermos as orientacdes atuais no ensino de funcées, recorremos
a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), um documento orientador que apresenta as
aprendizagens essenciais que devem ser asseguradas aos alunos em cada etapa da Educacéo
Basica, de modo que sejam garantida as aprendizagens basicas e seu desenvolvimento de
acordo com o Plano Nacional de Educacdo (PNE). Logo, em sua competéncia 1 (um),
encontramos a habilidade

(EM13MAT101) Interpretar situacfes econdmicas, sociais e das Ciéncias
da Natureza que envolvem a varia¢do de duas grandezas, pela analise dos
graficos das funcles representadas e das taxas de variagdo com ou sem
apoio de tecnologias digitais (BRASIL, 2018, p. 525, grifos nossos).

Dessa forma, pela indicacdo das andlises das taxas de variacdo e uso de tecnologias
digitais no ensino de fungdes, encontramos na BNCC um grande incentivo para o

desenvolvimento do nosso trabalho.
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Percebermos um distanciamento da abordagem dindmica do estudo de fungdes, em
que € deixado de lado o estudo das relagdes entre as variacdes entre grandezas. Notamos uma
grande énfase em expressdes algébricas que exprimem as leis das fungdes, tomando-as como
base para definicdo e demais estudos. Essa abordagem distancia o aluno de um
posicionamento critico e reflexivo, também distanciando-o de uma formacéo cientifica, pois
essa pratica impede uma melhor interpretacdo de situacfes das Ciéncias da Natureza e
Humanas.

No inicio do século XX, como apresentamos na se¢do anterior, o conceito de funcéo
passou a ser definido no campo da Teoria de Conjuntos, tal como é apresentado nos livros
didaticos e que foge a motivacdo histérica de seu surgimento no campo da variabilidade.
Podemos entéo dizer que a nogédo de funcdo, individualizada como objeto de estudo corrente,

é mais recente. Nesse sentido, Bortolossi destaca que

[...] o conceito de fungdo “evoluiu” no processo historico de construgio do
conhecimento matematico: sai, gradativamente, do ambito do Calculo,
enquanto relacdo entre quantidades varidveis, para o &mbito da Teoria dos
Conjuntos. Tal definicdo apareceu tdo somente no inicio do século XX e,
historicamente, pouco contribuiu para o desenvolvimento do conhecimento
matematico em sentido amplo, principalmente se tomarmos como
referéncia aquele usualmente ensinado na educagao basica (BORTOLOSSI
etal., 2011, p. 77).

Ao estudar funcgdes, o aluno passa a dominar uma linguagem amplamente utilizada
nas ciéncias, podendo relacionar grandezas, modelar situacdes presentes no seu dia a dia e,
de uma forma geral, entender melhor o mundo em que vive ao associar as fungdes com
diversos fendmenos naturais presentes no cotidiano.

O estudo dos fendmenos naturais e as variacdes quantitativas presentes neles foi um
dos grandes pilares para a construcdo do conceito de funcdo (BORTOLOSSI et al., 2011).
Porém, notamos na Educacdo Basica um distanciamento dessa motivacdo historica no
surgimento do conceito de fun¢do no campo da variabilidade e uma aproximagédo de uma
abordagem estatica, restringindo a uma associagdo entre as variaveis x e y e 0s seus valores.

Nesse contexto, o ensino de funcdo vem evidenciando obstaculos epistemoldgicos.
Por exemplo, Rezende (2003b) destaca a abordagem estatica de fungdo como um dos
incentivadores de obstaculos epistemologicos, e Sierpinska (1992) evidencia dezesseis
obstaculos epistemoldgicos na construgdo das ideias de funcgéo.

Vamos enunciar, no Quadro 1, quatro obstaculos epistemoldgicos dentre os apontados

por Sierpinska e que foram percebidos nas respostas dadas pelos alunos as perguntas
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propostas nas atividades. Por ndo ser o objetivo principal do trabalho, ndo serdo apresentados
todos os obstaculos epistemoldgicos enunciados por Sierpinska, ainda que fosse possivel
destacar outros na analise das respostas dos alunos as atividades propostas na sequéncia

didatica.

Quadro 1- Obstaculos epistemoldgicos apontados por Sierpinska (1992).

Obst4culos Traducéo dos Autores Verséo Original
Mathematics is not
concerned with pratical
problems.

A heterogeneous

A Matematica ndo se preocupa com

Obstaculo 1 L
problemas praticos.

Obstaculo 6 | Uma concepcéo heterogénea de numero. _
conception of number.

) Proporcédo é um tipo privilegiado de Proportion is a privileged
Obstaculo 9 ) ) _
relagéo. kind of relationship.

3 Strong belief in the power
] Forte crenca no poder das operagdes em _
Obstaculo 10 . o of formal operations on
expressoes algébricas.

algebraic expressions.

Fonte: Sierpinska, 1992 (adaptado).

Na conteporaneidade, o ensino de funcdo, caracterizado pelo amplo destaque de
modelos algébricos, estd no caminho inverso do surgimento historico das ideias do Calculo.
Bortolossi et al. (2011) afirma que esse modelo estatico de apresentar as fun¢fes em nada
contribuiu para a solucdo do problema histérico da variabilidade no Calculo. Ele ainda
contribui efetivamente para um dos maiores obstaculos epistemoldgicos, a nocdo de
interdependéncia entre as quantidades variaveis, essencial ao Calculo.

Se considerarmos a Matematica no contexto escolar, tendo em vista as aplicacGes, 0
conceito de “funcdo” pode ser compreendida como o estudo de problemas que retratam a
quantificacdo e a variacdo de fendbmenos. Ainda nesse contexto, uma variavel passa a
representar os valores do dominio de uma fungdo, o que leva ao surgimento da nogdo de
variavel dependente e variavel independente (BARRETO, 2008).

Reafirmamos aqui a importancia de trazermos a tona o carater dindmico do estudo de
fungdes, uma vez que a abordagem conjuntista e estatica, com amplo destaque as expressoes
algébricas que representam as funcdes, dificultam ao aluno relacionar ou aplicar o que se
aprende em outras ciéncias ou na prépria Matematica. Percebemos, além disso, que essa

abordagem vem sendo apresentada pela maioria dos livros didaticos e professores, conforme



destaca Bortolossi et al. (2011). Nesse prisma, a utilizacdo de tecnologias busca minimizar
tal problema, em especial o uso de softwares de Matemética dindmica, como o GeoGebra, se
mostra uma boa escolha.

No proximo capitulo, destacaremos conceitos matematicos importantes para a
compreensédo deste trabalho e que, de forma direta ou indireta, surgem na execugdo da
sequéncia didatica apresentada.
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3 UM ESTUDO SOBRE FUNCOES

Iniciaremos, neste capitulo, o estudo de conjuntos, dentre eles alguns numéricos
classicos, tais como 0s naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais. Vamos definir alguns

tipos especiais de funcdes e conceitos do Calculo que surgem na execucao desse trabalho.

3.1 Conjuntos - Nocdes Basicas

A Matematica como conhecemos possui muitos dos seus conceitos formalizados na
linguagem de conjuntos. Intuitivamente, conjunto € uma colecdo de objetos ndo ordenados
gue possuem uma caracteristica comum. Por exemplo, quando mencionamos a palavra
“professores”, podemos entender como um conjunto de pessoas que trabalham ministrando
aulas, e cada professor € um elemento desse conjunto. Quando todos os elementos de um
conjunto A qualquer pertencem a um outro conjunto B, diz-se, entdo, que A é um
subconjunto de B, A c B. Poderiamos dizer, desse modo, que o conjunto dos professores
de Matematica formam um subconjunto do conjunto formado por todos os professores. Na
proxima secdo, traremos conjuntos numéricos que sdo cole¢des de “numeros” com certas
caracteristicas.

A apari¢do dos numeros pode ser associada ao surgimento da ideia de conjuntos.
Nesse sentido,

O surgimento dos ndmeros naturais — uma das criacBes mais Uteis do
pensamento humano e um dos alicerces da Matematica — pode ser visto
como consequéncia da nogdo de conjuntos. Dizem alguns historiadores que,
h& muitos séculos atras, antes de existir a contagem, os pastores usavam um
saquinho de pedras para ndo perderem as ovelhas. Quando levavam as
ovelhas para pastar, para cada ovelha que passava guardavam uma
pedrinha. Na hora de recolher as ovelhas, para cada ovelha que voltava ao
curral, retiravam uma pedrinha. Se, no final, ndo sobrasse nenhuma pedra
no saquinho, eles podiam se assegurar de que nenhuma ovelha se perdeu
(FAJARDO, 2017, p. 5).

Assim, os pastores faziam uma correspondéncia um a um entre os elementos dos dois
conjuntos, pedras no saquinho e ovelhas, de modo que cada pedra era associada a uma ovelha

e vice-versa, e, dessa forma, os dois conjuntos possuiam a mesma quantidade de elementos.
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Com o passar dos anos, notaram que ndo havia necessidade de se usar pedras e surgiu

0 conceito abstrato de nimero, mais especificamente os nimeros naturais.

3.2 Conjuntos Numeéricos

N&o conseguimos imaginar viver em uma sociedade sem fazermos uso da ideia de
contagem. Esse problema foi solucionado com a utilizagcdo dos nimeros naturais. Segundo
Caraca (1998), os numeros naturais se formaram lentamente pela préatica diaria de contagens.
O conjunto dos numeros naturais é denotado por N = {0,1, 2, 3, 4, ...}.

A criacdo do zero € bem recente e data dos primeiros séculos da era cristd. A
motivacdo do seu surgimento esta ligada as exigéncias da numeracao escrita.

Domingues (1991) esclarece que a introdugdo na Matematica dos nimeros negativos
foi motivada pelo comércio para indicar débitos, e 0s primeiros registros aparecem nos
trabalhos do matematico e astronomo hindu Brahmagupta. Essa manifestacdo do conjunto
dos numeros naturais, incluindo também os numeros negativos, forma o conjunto dos
nameros inteiros, Z={..., -2,-1,0,1, 2, ..}.

A existéncia de nimeros negativos foi de dificil aceitacdo e sua origem esta ligada as
necessidades da Matematica, mais especificamente as manipulacdes algébricas, por exemplo,

na resolucdo de equacGes do segundo grau.

Figura 1 - Representagdo geométrica dos numeros inteiros

o

—4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4
Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

A nocdo de medir estd intimamente ligada a ideia de comparar, estabelecer uma
unidade de medida fixa e dizer quantas unidades dessas séo suficientes para encontrarmos o
total da grandeza que estamos medindo. Na maioria das vezes, ndo conseguimos obter
guantidades inteiras da unidade e fazemos uso de partes da unidade para representar a
quantidade procurada. Dessa forma, surge uma necessidade de se buscar nimeros que
representem a quantidade de uma grandeza a partir de uma unidade fixada.

A ideia de medir era trabalhada pelos matematicos gregos, fazendo-se uso do conceito
de grandezas comensuraveis, que podem ser entendidas como grandezas “medidas

simultaneamente”, usando-se uma mesma unidade. Na prética, dados segmentos PQ e RS

38



39

com comprimentos PQ e RS, Se conseguirmos inteiros a e b e um segmento de medida €D
tais que PQ = aCD e RS = bCD, 0s segmentos PQ e RS serdo denominados comensuraveis.
Note que podemos representar a razdo entre as medidas dos segmentos PQ e RS como

um quociente da forma

PQ_aCD_a

RS bCD b’
Ao conjunto formado por todas as fracbes de inteiros damos 0 nome de conjunto

dos nimeros racionais (Q), cuja representacdo é
p
Q ={5:p,q € Z,q + 0}.

Figura 2 - Representacdo geométrica dos numeros racionais

0.3333 ... 2.5

@ ral o

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

As dizimas periddicas, apesar de terem uma representacdo decimal infinita, podem
ser representadas como fragfes de inteiros e, portanto, pertencem ao conjunto dos nimeros
racionais. Esse aspecto pode gerar grande confusdo nos alunos do Ensino Basico, haja vista
que as dizimas quebram a falsa ideia de que os numeros, ao apresentarem infinitos digitos na
representacdo decimal, ndo pertencem aos racionais.

Numa colénia grega localizada ao sul da Italia, chamada Crotona, Pitagoras, que
nasceu em torno de 572 antes de Cristo, criou a Escola Pitagérica, que tinha como objeto de
estudo a Filosofia, a Matematica e as ciéncias naturais. Até entdo, parecia razoavel intuir que,
para quaisquer segmentos, sempre seria possivel obter a, b e CD como na situacdo
apresentada anteriormente. Contudo, acredita-se que 0s gregos, mais precisamente 0s
pitagodricos, descobriram algo perturbador, a existéncia de grandezas incomensuraveis, ou
seja, ndo existiam a, b e CD como na situacdo apresentada anteriormente e,
consequentemente, essas grandezas ndo podiam ser expressas por fracbes de numeros
inteiros.

Vamos mostrar a existéncia de niUmeros incomensuraveis. Para isso, precisaremos do

seguinte resultado que envolve a paridade de nimeros inteiros:



Lema 1: Sejam a e par, entdo, a? é par. De forma analoga, sendo b € Z é impar,
entdo, b? é impar.
Demonstracéo: Se a é um numero par e b € um numero impar, entdo existem inteiros

k, e k, de modo que
a=2k1eb=2k2+1
Assim
a? = (2k,)? = a? = 4k,* = 2(2k,?)
e, portanto a2, um ndmero par, pois 2k, > € Z. De forma analogo,
b? = 2k, + 1)? = b? = 4k,” + 4ky + 1 = 2(2k,” + 2k,) + 1

e, portanto b2, um nimero impar pois (2k22 + 2k2) € Z. ]

Teorema 1: A diagonal de um quadrado é um nimero incomensuravel.

Demonstragao: Vamos mostrar que a razao entre a diagonal e o lado de um quadrado
é incomensuravel. Considere um quadrado PQRS, ilustrado na Figura 3. Pelo Teorema de

Pitagoras, que 2(QR)? = (QS)>.

Figura 3 - Quadrado PQRS
P Q

5 R
Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Suponha, por contradicdo!?, que esses segmentos sejam comensuraveis. Logo,

existem r,s € Z, primos entre si, tais que:

12 A prova por contradicio consiste em admitir como sendo verdadeira a negagdo de certa afirmacao e, sequindo
0 processo de demonstragdo é observado, como consequéncia, uma contradicéo, o que faz a negagdo da hipétese
inicial um absurdo.
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QR r (QR)* (QR)? _ /r\?
05 "5 (@S2 " 2(QR)? )

Entao,

2
r

—:—2:>2r2=52.
2 s

Logo s é um numero par, digamos s = 2k, para algum k € Z. Como
s?2 =2r?2 = 4k? = 2r? = 2k? =1?,

ou seja r é par.
Uma contradi¢do, pois obtemos que r e s sdo pares, mas isso contradiz a hipotese de

. . - ~ R , . ;
serem primos entre si. Portanto, i1SSO mostra que a razao % é incomensuravel.

|

Chamamos de conjunto dos nimeros irracionais (II) o conjunto formado por todos
0s nUmeros incomensuraveis, ou seja, que ndo podem ser representados na forma de fracao
de inteiros.

Existe uma confusdo por parte dos alunos, e até mesmo professores, quanto a
definigdo de racionais. Alguns alunos entendem ndmeros racionais como todos aqueles que
podem ser representados como fragdes. Essa forma de definir os nimeros racionais leva a
aceitacdo dos nimeros v2/3 e 5/%/3 como racionais, 0 que é um absurdo. Por isso, a
importancia de frisarmos que devemos ter uma fracdo de inteiros para que um nimero seja

racional.

Figura 4 - Representacdo geométrica de niUmeros irracionais

3 V5
W2 V2 3 /2
#

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

A unido dos nimeros comensuraveis com 0s ndmeros incomensuraveis consiste no
conjunto dos nimeros reais, denotado por R = Q U 1.

Existe uma correspondéncia um a um entre 0s pontos de uma reta ordenada e 0s
nlmeros reais, isto é, cada numero real pode ser associado a um Unico ponto da reta e vice-

versa. Podemos entender a representacdo geométrica dos nimeros reais como sendo uma



reta. Associamos cada nimero real a um ponto P da reta, chamado coordenada de P, e a reta

é denominada eixo dos nimeros reais, ou simplesmente eixo real.

Figura 5 - Representacdo geométrica dos numeros reais

5 5 .
2 2 03333 V2 25
- -1'-3 - D- —Cr - . - - -

Fonte: Elaborado pelos autores 2020.

Certos conjuntos de numeros reais, denominados intervalos reais, ocorrem
frequentemente no estudo de fungdes e correspondem geometricamente a segmentos de reta,
semirretas e reta. Podemos representar esses intervalos reais de forma algébrica, geométrica

ou, ainda, por uma descri¢do ou sentenca, conforme apresentado no Quadro 2.

Quadro 2- Intervalos reais

Representacdo ~ e .
ngébricg Representacao geométrica Descricgao
<x<
xeRr l%u_ * < b} . o Intervalo fechado de
ﬁ-—
[a, b] extremos a e b.
xeR l%u< x < b} a b Intervalo aberto de
(@ b) O O - extremos a e b.
Intervalo fechado
{xeR|a<x<b} 2 b a esquerda e aberto a
ou [a, b) ¢ ~ > direita de extremos a e
b.
Intervalo fechado
< N N
xeR l%u< x < b} a b a direita e aberto a
M
(a, b] esquerda de extremos a
’ eb.
{x ER|x = a}ou N Intervalo ilimitado
[a, +0) ' o fechado a esquerda.
{xeR|x>a}ou o Intervalo ilimitado
(a, +0) C - aberto & esquerda.
{xeR|x<a}ou é Intervalo ilimitado
(-0, a] ® > fechado a direita.
{xeR|x<a}ou 2 Intervalo ilimitado
(—o,a) ~ - aberto & direita.
R 0u (—co, +o0) - Intervalo ilimitado de
—00 q +00,

Fonte: Elaborado pelos autores 2020.
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No Ensino Baésico, € comum utilizarmos o colchete para indicarmos também
intervalos abertos ou fechados; para o aberto empregamos no sentido oposto ao que
indicamos o intervalo fechado. Por exemplo, o intervalo (a,b) pode ser representado da
forma ]a, b[. Aqui, faremos uso da notagdo presente no Quadro 2.

Definicdo 1: Um conjunto X < R ¢ dito denso nos reais, quando todo intervalo
aberto (a, b) de R contém algum ponto de X.

A reta ndo possui “buracos”. Os racionais e irracionais sdo densos na reta, ou seja,
para quaisquer dois pontos distintos que pegarmos na reta, sempre teremos um numero
racional e também um irracional entre eles. Caso o leitor queira aprofundar no assunto,
sugerimos o livro “Curso de Analise” vol. | de Elon Lages®® (LIMA, 1993)

Segundo Caraca (1998), a suposicdo de que ponto geométrico ndo possui dimensao
nos leva a concluir que, entre dois pontos quaisquer A e B da reta, por mais proximos que
estejam, existirdo sempre infinitos pontos entre eles. A Figura 6 exemplifica bem essa
afirmacdo, apesar dos pontos 1,4 e 1,5 serem “proximos” na reta, COnseguimos encontrar

entre eles nUmeros racionais e nimeros irracionais.

Figura 6- Densidade dos numeros reais

1418 3 1442 5, 15

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Faremos a seguir a demonstracdo da densidade dos niUmeros racionais na reta.

Teorema 2: O conjunto dos niUmeros racionais é denso nos reais.

Demonstracdo: Vamos mostrar que o conjunto dos nimeros racionais € denso nos
reais. Ou seja, queremos mostrar que qualquer intervalo aberto de numeros reais contéem
nUmeros racionais.

Sejam a e b nUmeros reais com a < b. Existem apenas duas possibilidades, 0 € (a, b)
ou0 €& (a,b).

Casol:a<0<b

13 Matematico brasileiro, Elon Lages Lima nasceu em 1929 em Macei6. Pesquisador emérito do IMPA, obteve
os titulos de mestrado e doutorado na Universidade de Chicago. Elon é autor renomado de muitos livros sobre
Matematica, nos diversos niveis de ensino e em diversas areas. Disponivel em: https://impa.br/noticias/morre-
no-rio-o-matematico-elon-lages-lima-ex-diretor-do-impa-a0s-87-anos. Acesso: 03 fev. 2020.



https://impa.br/noticias/morre-no-rio-o-matematico-elon-lages-lima-ex-diretor-do-impa-aos-87-anos
https://impa.br/noticias/morre-no-rio-o-matematico-elon-lages-lima-ex-diretor-do-impa-aos-87-anos
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Como 0 é um ndmero racional, ndo ha o que provar, uma vez que ele é um racional entre a
eb.

Caso2:0<a<b
Consideremos um racional s de modo que s < b — a.

A existéncia de s é garantida, pois basta tomarmos s = 1/n para algumn € N,
de modoquen > 1/(b — a).

Vamos agora definir o conjunto D = {d € N:ds > a}. Seja y 0 menor elemento de
D (esse menor elemento existe, pois os naturais sdo limitados inferiormente por 0). Em
particular, como y € D, temos que sy > a. Afirmamos que sy € (a, b). De fato, caso ndo

pertencesse, teriamos sy > b e, assim,

-Ds<a=>-(-1)s=—a.

Somando as desigualdades sy > b e —(y — 1)s = —a, temos que

sy—(y—1)s>b—a.

Dai segue que s = b — a, 0 que contradiz a nossa hipotese inicial. Portanto, devemos
ter sy < beassimsy € (a,b). Comos € Qe y € N, entdo sy é um racional entre a e b.

Caso3:a<b<0

Perceba que a <b <0=0< —b < —a.Assim, do Caso 2, existe t € (—b, —a)
comt€e€@Q. Logo, te(—b,—a) = -b<t<-asoa<-t<bs —te(ab). Visto

que —t € Q, provamos assim que 0s racionais sdo densos nos reais. [ ]

3.3 Estudo de Funcgdes

Iremos apresentar agora a definicdo de fungdo, uma definicdo conjuntista e estatica,
mas que esta presente na maioria dos livros didaticos atuais. Mais a frente, iremos definir
algumas funcgdes por seu carater variacional.

Definigdo 2: Uma fungéo f é uma lei entre dois conjuntos A e B, em que para cada
elemento x em A faz corresponder exatamente um elemento, chamado f(x), em B.

Escrevemos f: A — B.
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E usual nomearmos fungdes com letras do alfabeto latino e a mais usada ¢ a letra f,
provavelmente por ser a primeira letra da palavra fungéo em diversos idiomas.

Para exemplificar essa definigdo de funcdo, apresentamos abaixo alguns diagramas,

chamados Diagramas de Venn. Eles sdo muito utilizados na representacdo de conjuntos e
funcoes.

Figura 7 - Exemplo de uma fungéo

A B

U‘I-b-mm

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

A Figura 7 exemplifica uma funcdo atendendo a Definigdo; todo elemento do
conjunto A esté associado a um Unico elemento do conjunto B.

Figura 8 - Nao representa uma funcgao

A B
0
0 -2
4 — 2
9 —= 1
4

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Ao observarmos a Figura 8, notamos que existe um elemento do conjunto A associado

a dois elementos do conjunto B, ndo atendendo & Defini¢do 2, de modo que esse diagrama
na representa uma funcgéo.



Figura 9 - Nao representa uma fungéo

A B
0

1 1 — 1
2 = 3
3 —

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Na Figura 9, temos um elemento do conjunto A que ndo estd associado a nenhum
elemento do conjunto B, portanto ndo temos uma funcéo de acordo com a Definicéo 2.

Defini¢éo 3: Considere uma fungéo f: A — B que relaciona dois conjuntos A e B.

- O conjunto de valores que o primeiro conjunto assume é denominado dominio da

funcdo, denotado por D(f) = A.
- O conjunto B é denominado contradominio. Trata-se do conjunto que engloba

todos os valores que a fungdo pode assumir. Nem todos 0s seus elementos precisam estar
relacionados ao dominio para que tenhamos uma funcéo. Denotamos CD(f) = B.

- O conjunto dos elementos do conjunto B, que estdo relacionados a algum elemento
de A, recebe o nome de imagem da funcdo, denotado por Im(f) = {f(a)|a € A}
subconjunto de B.

- Um elemento genérico do dominio é denominado variavel independente, enquanto
um elemento genérico da imagem é denominado variavel dependente.

Na Figura 7, temos o D(f) = {2,3,4,5}, CD(f) ={0,1,2,3,5} e a é Im (f) =
{0,1,2,3).

Apresentaremos agora algumas funcdes presentes nesse trabalho, ainda que de forma
estatica e, posteriormente, retomaremos o estudo de algumas delas, fazendo uso de uma
abordagem mais dinamica, enfatizando o seu caréater variacional. Iremos usar o livro Calculo,
volume 1, de James Stewart (2009) para definirmos essas funcfes e sugerimos a sua leitura

para complementar o estudo sobre os temas apresentados nesta secao.
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Definigdo 4: Vamos definir agora algumas funcées classicas que aparecem em nosso
trabalho.

Uma fungdo f, de dominio real, definida da forma f(x) = kpara cadak € R é
nomeada funcéo constante.

Uma funcdo P: R — R definida por

P(x) = anxn + an_lxn—l + -+ azxz + a1x1 + ay,

em que n € N e cada a; € R é denominada fun¢do polinomial. Se a,, # 0,em que n € 0
maior expoente da variavel x, dizemos que o grau do polindmio é n. Dentre as funcbes
polinomiais, duas se destacam no Ensino Bésico, as fun¢des polinomiais de graus um e dois.

¢ Funcdo polinomial de grau um, ou funcéo afim

P(x) =ax+ b,

em que a, b, sdo coeficientes reais e a # 0.

e Funcdo polinomial de grau dois ou funcéo quadratica,

P(x) = ayx? + a;x + ay,

com a,, a, e a, coeficientes reais e a, # 0.
Vamos destacar também as fungdes racionais e poténcia.

e Uma funcédo da forma
fx) =x",

na qual n é uma constante natural, com dominio real, é chamada funcéo poténcia.

e Dizemos que uma funcédo é racional se ela for a razdo de dois polinémios,

isto é, da forma

P(x)
Q(x)

f&) =



em que P e Q sdo polinémios. O dominio da funcdo racional sdo todos 0s nimeros reais tais

que Q(x) # 0.

Podemos representar as fun¢Ges no plano cartesiano por meio do seu gréafico, cuja

definicdo é apresentada a seguir.
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Definigdo 5: Seja f uma fungdo com dominio A. O grafico de f, denotado G (f), sera
o conjunto de pares ordenados, (x, f(x)), onde x € A.

A Figura 10 exemplifica os gréaficos de funcdes polinomial, poténcia e racional,

comuns no Ensino Superior e na Educacéo Basica.

Figura 10 - Exemplos de gréaficos de fungdes

flx)=aacR

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

3.4 Alguns Conceitos do Calculo

Nesta secdo, iremos apresentar alguns conceitos do Calculo que aparecem nas

discussdes de nosso trabalho, ainda que de forma intuitiva.
Variagdo e Taxa Média de Variagdo de uma Fungéo
Em algumas situacdes em que precisamos de informacdes mais amplas a respeito de

uma determinada funcdo, analisamos subconjuntos do seu dominio, para entender, por

exemplo, como cresce ou decresce a fungao.

¥

flx)=x

y

Fl) = 2
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O Quadro 3 apresenta as notas médias em Matematica dos alunos que prestaram a
prova do ENEM em 2016, 2017, 2018 e 2019.

Quadro 3 - Média dos estudantes em Matematica e suas Tecnologias

Ano 2016 2017 2018 2019

Média em Matematica

. 489,5 518,5 535,5 523,1
e suas Tecnologias

Fonte: Inep (2020)*.

Ao observarmos o Quadro 3, percebemos que a nota média dos alunos que fizeram a
prova no ano 2016 foi de 489,5 pontos e, no ano 2019, subiu para 523,1 pontos. Percebemos
uma variacgdo de 33,6 pontos em um periodo de 3 anos.

Assim, através das informacgdes desse quadro, podemos pensar erroneamente que a
nota cresceu ano a ano em todo esse periodo. Porém, para termos uma informacdo mais
detalhada de tal variacdo, podemos calcular também as variagcGes ano a ano. Notamos, com
tal observacdo, que apenas, no ultimo ano (2019), foi registrada uma queda na nota dos
estudantes quando comparada ao ano anterior. Esse exemplo simples demonstra a
importancia de se compreender bem o conceito de variacao.

Definicéo 6: Seja y = f(x) uma funcgéo real com dominio A. Sea,b e Aea <b,a

variacdo de y correspondente a variacao de x no intervalo [a, b] € definida por:

Ay (lemos delta y) = f(b) — f(a).

A unidade de medida de Ay é a mesma unidade de medida de y.
Exemplo 1: Utilizando o Quadro 3 para exemplificar variacdo, vamos observar as
variagdes na nota média do ENEM pelos estudantes em diferentes intervalos. Para isso,

consideremos que a fungdo f(x) represente a nota média dos alunos no ENEM no ano x.

e 2019e2018
Ay = £(2019) — £(2018) = 523,1 — 535,5 = —12,4.

e 2019e 2017

Ay = £(2019) — £(2017) = 523,1 — 518,5 = 4,6.

14 Disponivel em: <http://www.enem.inep.gov.br>. Acesso em 10 set. 2020.


http://www.enem.inep.gov.br/
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e 2019e 2016
Ay = f(2019) — f(2016) = 523,1 — 489,5 = 33,6.

Ao calcularmos as variaces em intervalos menores de tempo (ano a ano),
conseguimos analisar, de uma forma mais especifica, 0 comportamento da nota média dos
alunos em Matematica no ENEM. Saber que a nota média dos alunos cresceu em um
intervalo de trés anos em nada contribui para entendermos como se deram essas variaces
ano apos ano. Se 0 nosso objetivo fosse entender como essa prova vem sendo percebida pelos
estudantes, seria muito importante saber que a nota média decresceu no ultimo ano para entdo
buscarmos possiveis motivos para tal queda.

A partir das variacdes, podemos definir outras grandezas ao tomarmos quocientes
entre elas chamadas taxas de variacdo. Esses quocientes ddo uma "ideia" de como uma
variagdo se comporta com relacdo a outra. Para entender isso, consideremos um exemplo.

Exemplo 2: Um corpo se desloca em linha reta e sua posi¢ao pode ser descrita pela

funcéo
P(t) =2t2 -3t +2,

em que P(t) representa a posi¢do do corpo (em metros) no instante t (em segundos).
Percebemos que, apds 3 s, 0 corpo se encontra na posi¢do P(3) = 11 m. Por outro
lado, no tempo 5 s, 0 corpo se encontra na posicdo P(5) = 37 m. Portanto, em "média"”, o

COrpo percorreu

37m—11m_26m
5s—3s  2s

=13 m/s.

Contudo, se analisarmos a posi¢do do corpo apos 4 s, podemos ver que ele percorreu
P(4) = 22 m. Ou seja, em 1 s, entre os tempos 3 s e 4 s, ele percorreu 22 — 11 = 11 m,
que é diferente da "média"” de 13 m obtida acima.

Definicdo 7: Seja y = f(x) uma funcéo real como dominio A. Se a,b € A, a taxa

média de variacéo de y correspondente a variacdo de x no intervalo [a, b] é definida por:

By _ fGx) = f(x)

Ax Xy — X1



e a unidade de medida de Ay/Ax é (unidade de medida de y)/(unidade de medida de x).
Assim, na situacdo tratada no Exemplo 2, quando f(t) representa a posi¢do de um

corpo no in,stante t, a taxa média de variacdo da posicdo no tempo recebe 0 nome de
velocidade média. No caso do exemplo, dizemos que a velocidade média do corpo no
intervalo de tempo [3,5] foi 13 m/s.

Visto que a taxa média de variacdo apenas dd uma "ideia" do comportamento das
grandezas, gostariamos de definir a taxa instantanea de variacdo. No caso apresentado no
Exemplo 2, gostariamos de saber a real velocidade do corpo no instante 3 s. O Quadro 4
apresenta a velocidade média do corpo em intervalos de tempo cada vez mais vez mais

proximos do instante 3 s.

Quadro 4 - Velocidade média do corpo em [¢, 3].

AP .
Intervalo s Velocidade
[2,3] w v = 7 m/s
P(3) — P(2,5)
[2,5, 3] W Uy, = 8m/5
P@33)— P29
[2,9; 3] M vy =8,8m/s
3—29
P(3) — P(2,99
[2,99; 3] M v, =898m/s
3—-299

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Se considerarmos intervalos de tempo cada vez menores e que contenham o instante
3 s e calcularmos a velocidade média nesses intervalos, conseguiremos uma melhor
aproximacdo para a velocidade no instante 3 s. Iremos aproximar do instante 3 s tomando
intervalos reais cada vez mais proximos de 3, mas sempre menores que 3 s, e diremos que

estamos fazendo uma aproximacao pela esquerda, conforme observamos no Quadro 4.

Quadro 5 - Velocidade média do corpo em [3,t].

Intervalo % Velocidade
[3,4] w Vg = 11 m/s
4—-3
P(3,5) = P(3)
[3; 3,5] 353 vg =10m/s
P(3,1) - P(3)
[3; 3.1] 313 v; =9,2m/s
P(3,01) — P(3
[3; 3,01] PBOD = PB) vg =9,02m/s
3,01 —3

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).
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De forma analoga, também iremos aproximar de 3 por valores maiores e cada vez
mais proximos de 3 e diremos que estamos fazendo uma aproximacao pela direita, como
podemos observar no Quadro 5.

Percebe-se que ao aproximar do instante 3 s, o limite inferior do intervalo, as
velocidades médias parecem tender a 9 m/s.

A medida que o tamanho do intervalo vai se aproximando de zero, a velocidade média
se estabiliza em torno de 9 m/s, e chamamos esse processo de calculo do limite. Assim, de
forma intuitiva, percebemos que podemos encontrar a velocidade média quao proximo de 9
quanto desejarmos, bastando simplesmente tomarmos o tamanho do intervalo cada vez mais
préximo de zero.

Definicéo 8: Escrevemos
lim f(x) =L
x—-a

e dizemos que “o limite de f(x), quando x tende a a, é igual a L” se pudermos tornar 0s
valores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tdo proximos de L quanto quisermos),
tomando x suficiente proximo de a (por ambos os lados de a) mas nédo igual a a.

Na situacdo anterior, diriamos que o instante pode pode ser tdo préximo de 3 quanto
quisermos, para isso basta tomarmos um incremento positivo h suficientemente proximo de

zero. Assim, representamos esse processo da seguinte maneira:

. v3+h)-v(3)
}11_1)1(1) A =9m/s

Isso nos leva a intuir que a velocidade no instante 3 segundos é 9 m/s.
Definigdo 9: A velocidade instantanea de um objeto no instante t € o limite das
velocidades médias do objeto, calculadas em intervalos de tempo cada vez menores,

contendo t.

. . n . v(t+h)—v(t
velocidade instantanea = lim M.
h—0 h

Podemos generalizar a defini¢do anterior para qualquer funcao real, basta lembrarmos
que velocidade média € um caso especial de taxa média de variacao.
Definigdo 10: Seja y = f(x) uma funcdo com dominio D e a € D. A taxa

instantéanea de variacdo de f em a € o limite das taxas médias de variacdo de f em
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intervalos cada vez menores contendo a. E representamos da seguinte maneira a taxa de

variagdo instantanea

Ay fxz) — f (1)
lim — = lim —————~,
Ax-0 Ax  xp-x1 Xy, — X

e a unidade de medida da taxa instantanea de variacao ¢ (unidade de medida de y) / (unidade
de medida de x).
Concluimos da definicdo que, tomando intervalos cada vez menores para X, 0s valores
de f correspondem a uma aproximacao para a taxa média de varia¢do da funcdo em a.
Vamos mostrar agora que o limite da funcdo P(t) = 2t% — 3t + 2, quando t tende a

3, € 9. Devemos calcular o

_ P(3+h)—-P®3)
lim
h—0 h

Temos:
P(3+h)=2(3+h)?>-3B+h)+2=2h*+9h+11eP(3) =11
e, calculando o quociente do limite acima, obtemos

P(3+h)—P(3) 2h*+9h+11 —11 2h*>+9h

= =2
A n A h+9
Assim,
. PB+h)—P@3)
lim =lim2h+9=20+9=9
h—0 h h—0

Por conseguinte, fica mostrado que realmente a velocidade instantanea do corpo no

instante 3 s é, como intuimos, 9 m/s.

53



3.5 Funcdes definidas por seu carater variacional

Nesta secdo iremos apresentar uma outra maneira de definir algumas funcbes que
fazem parte da sequéncia didatica proposta neste trabalho, destacando seu carater variacional.
Essa forma de apresentarmos as fungdes favorece a compreensao e interpretagdo do mundo
ao identificar padrdes variacionais nas relagfes entre duas grandezas. Também obedece a
ordem natural dos conceitos que motivaram o surgimento de tal tema, favorecendo a
superacdo de alguns obstaculos epistemoldgicos, como os citados no Quadro 1 por
Sierpinska.

Os exemplos apresentados a seguir estdo presentes na sequéncia didatica (Apéndice)
e servirdo aos propoésitos desta secdo. Iremos buscar padrdes variacionais para, s6 entao,
construirmos as definicGes de algumas funcdes que apresentarem tais padrdes.

Exemplo 3: Considere que Pedro se desloque x km de dnibus urbano, pagando uma
passagem de R$ 2,85 independentemente da quantidade de quildmetros que percorrer, ou

seja:

Quadro 6 - Valor a ser pago em um deslocamento de x quildbmetros em 6nibus urbano

Deslocamento
(km) 1 2 2,5 3
Preco a ser pago
(RS) 2,85 2,85 2,85 2,85

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Observando o Quadro 6, que o valor a ser pago em um deslocamento de 6nibus urbano
independe do numero de quilémetros percorridos por Pedro, e podemos representar essa

situacdo da seguinte forma:
P(x) = 2,85

em que P representa o valor a ser pago em reais € x 0 nimero de quildmetros.
A taxa média de variagdo, no Exemplo 1, independe da variacdo no deslocamento

(Ax) considerada e serd sempre nula.

AP_2,85—2,85_O_0 sk
A A =x reais/km.



55

A todas essas funces, cuja taxa média de variagdo € nula e possuem dominio real,

denominamos funcéo constante e sdo representadas da seguinte forma:

f(x) =k keR.

Exemplo 4: Considere que dona Terezinha, em sua feira semanal, sempre aproveita
a promogdo das tercas para comprar frutas e verduras, pagando R$ 1,20 por kg. Suponha
também que ela compre R$ 80,00 em produtos de limpeza.

O Quadro 7 mostra o valor a ser pago por dona Terezinha, para diferentes quantidades
de quilogramas comprados de frutas e verduras, adicionado do valor fixo dos produtos de

limpeza.

Quadro 7 - Valor a ser pago na feira semanal de dona Terezinha em uma compra de x
kg de frutas e verduras mais os produtos de limpeza

Compras
1 2 2,5 3
(Kg)
Preco a ser pago pelas frutas e verduras(R$) 1,20 | 2,40 | 3 3,60

Preco a ser pago pelas frutas e verduras mais 0s
produtos de limpeza (R$)
Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

81,20 | 82,40 | 83 | 83,60

Vamos calcular a taxa média de variagdo no preco (P) total para diferentes
variagdes na quantidade de quilogramas (k) de frutas e verduras comprados por dona

Terezinha:

e De1a?2quilogramas
AP P(2)—P(1) R$82,40 — R$81,20
Ak 2-1 1Kg

= 1,2reais/Kg.

e De1a 3quilogramas

AP P(3) —P(1) _ R$ 83,60 — R$ 81,20 _ 240

A _ - = 1,2 reais/Kg.
Ak 3-1 2Kg 7 = L2reais/Kg

e De 2,5a 3 quilogramas



AP _ P(3)—~P(25) _R$B360—R$83 06 . .
M- 3-25 ~ 05Kg o0 nEreais/Kg.

e De uma forma geral, considerando duas quantidades x; e x, de quilogramas

AP P(x;) — P(x;)  1,20x; +80 — (1,20x; +80)  1,20(x; — x1) 120 reais

Ak x2 - x1 xz - x1 x2 - x1

Todas essas funcbes de dominio real, cuja taxa média de variacdo “a” é constante e
diferente de zero, chamamos fungédo afim, ouseja, y = ax+bemquea,b €R, a#0e
a = Ay/Ax.

Exemplo 5: Considere que um grupo de amigos fretou um 6nibus para ir a praia. Ficou
combinado que cada amigo iria pagar R$ 600,00 e mais R$ 10,00 por cada lugar vago no
onibus de dois andares, que possui 76 lugares. A receita da empresa sera o valor pago por
cada amigo multiplicado pelo nimero de pessoas que irdo viajar.

Podemos interpretar a situacdo descrita no Exemplo 5 por meio do Quadro 8. Se
variarmos 0 numero de pessoas que irdo viajar, teremos uma nogdo de como modelar tal

problema. Iremos considerar x, como sendo o nimero de lugares vagos no 6nibus.

Quadro 8 - Receita da empresa em funcdo da quantidade de amigos que irdo viajar

NUmero de pessoas que irdo viajar | Preco da viagem por pessoa | Receita da empresa (R$)
69 670 46230
68 680 46240
67 690 46230
76 — x 600 + 10x (76 — x) (600 + 10x)

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Ao montarmos a funcdo que representa a receita R(x) da empresa em funcdo da

quantidade x de lugares vagos, percebemos que ela pode ser representada pela funcao:

R(x) = (76 — x)(600 + 10x)

ou ainda
R(x) = —10x% + 160x + 45600.
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Vamos analisar o carater variacional da fungdo. Para isso, vamos determinar a taxa
de variacdo instantanea da fungédo assim como fizemos com velocidade instantanea

anteriormente. Ao calcular o limite

. R(x+h)—R(x)
lim
h—0 h

iremos encontrar a func¢do afim —20x + 160.

As funcgdes de dominio real cuja taxa de variagdo instantanea é descrita por meio de
uma func¢do afim sdo chamadas func¢des quadraticas. Essas fungdes podem ser representadas
na forma y = ax? + bx + ¢, em que a,b,c € R ea # 0.Note que a taxa de variago
instantanea dessas funcdes é 2ax + b.

Poderiamos seguir dessa forma, respeitando o carater histérico do surgimento do
estudo de funcgdes, caracterizando-as por seu carater variacional.

Ao definirmos as progressdes aritméticas e progressdes geométricas, conseguiriamos
mostrar 0s aspectos variacionais das funcfes exponenciais e logaritmicas como apresentado
no trabalho de Bortolossi et al. (2011), ficando aqui uma sugestdo ao leitor para

complementar as ideias apresentadas.

3.6 A Reta Tangente

A palavra tangente vem do latim tanges e significa “tocando”. Desse modo, podemos
considerar que uma reta tangente a uma curva é uma reta que toca a curva. Entretanto, essa
reta deve possuir a mesma direcéo e sentido da curva no ponto de contato, chamado ponto

de tangéncia.

Figura 11 - Reta Tangente a Uma Circunferéncia no Ponto T

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).
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Quando consideramos uma circunferéncia, percebemos que a reta tangente sera
aquela que a toca apenas uma vez, como pode ser visto na Figura 11. No entanto, essa maneira
de definirmos retas tangentes nao é aplicada a outros tipos de curvas como a da Figura 12, e

precisaremos definir com mais precisdo esse conceito.

Figura 12 - Exemplo de Reta Tangente a Uma Curva no Ponto T

Fonte: Elaborado pelos autores (2020)

Considere f uma funcdo e p um ponto de seu dominio. E possivel determinar a reta
tangente ao grafico de f no ponto arbitrario (p, f (p)) e encontrar a sua equacao ao discriminar
o0 seu coeficiente angular, ou seja, a tangente do angulo formado pelo gréafico da funcédo e a

parte positiva do eixo das abscissas.

Figura 13 - Inclinagéo da reta secante
1 f
y

2x)

fix}

Fixy= fipl

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Pode-se inferir o coeficiente angular da reta tangente como o limite do coeficiente

angular das retas secantes. Para isso, considere a reta secante que passa pelos pontos de
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coordenadas P = (p, f(p)) e Q = (x, f(x)) representada na Figura 13. Sua inclinacdo ou

coeficiente angular mg pode ser calculado pela expressao

_f@®-f®
S x — p .

A interpretacdo geométrica da taxa média de variacdo de uma funcdo y = f(x),
quando x variaem [a, b], pode ser entendida como a inclinacdo da reta que contém os pontos

A= (a,f(a))eB = (b,f(b)), como ilustrado na Figura 14.

Figura 14 - Reta secante
¥

f(b)

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Figura 15 - Reta tangente

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

A medida que x se aproxima de p, a reta secante tende a reta tangente a funcéo no
ponto P, como pode ser observado na Figura 15.
O coeficiente angular da reta s,, quando x aproxima do ponto p, ird tender ao

coeficiente angular da reta tangente a funcdo nesse ponto. Chamaremos essa inclinacéo da
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reta tangente a funcdo no ponto P = (p, f (p)) de f'(p) (leia: f linha de p). Entdo, podemos

representar a inclinacéo da reta tangente a funcéo f no ponto P como

F(p) = i £ :f(p) [P

xX-p xX—p h—0 h

Note que a igualdade acima é possivel fazendo uso das propriedades dos limites e fica
aqui a sugestdo de leitura para aprofundamento das propriedades dos limites em Guidorizzi
(2013). Perceba também que f'(p) (leia: f linha de p) é apenas uma notagdo para indicarmos
o valor do limite acima e, a medida que x se aproxima de p, a reta s, vai tendendo a reta
tangente.

) Definigdo 11: A reta tangente a fungdo f no ponto P, caso exista f'(p), é dada pela
equacdo

y=—f() = f'(p) (x—p)

Exemplo 6: considere a fungdo y = x?2 e determine:

i) A inclinacdo da reta tangente em um ponto P pertencente ao gréafico da funcgéo;
ii) A equacdo da reta tangente a fungédo no ponto P de abscissa 2.

Solucao:

i) Primeiro calcularemos

fo+h)—f() (@+h)?—p> p®>+2ph+h®>—p> 2ph+h?
h B h B h T h

= 2p + h.

Vamos agora calcular o limite
f'(p) =lim2p + h = 2p.
Desse modo, a inclinagdo da reta tangente ao grafico da funcdo y = x2 sera f'(p) = 2p.
ii) A equacdo da reta tangente ao grafico da funcdo y = x2 no ponto p = 2, sera

dada pela Definic¢ao 11:
y=f@=fP&-p=>y-f2)= f(2) (x-2),



que podemos reescrever como
y—4=4((x-2)
ou ainda,

y = 4x — 4.

Definigdo 12: A derivada de uma funcdo f em um nimero p denotada por f'(p), é

h—-0 h

se o limite existe.

Podemos dizer agora que a inclinacdo do grafico de uma funcdo f em um ponto P =
(p, f()), em que p pertence ao dominio de f sera igual & inclinagdo da reta tangente ao
grafico de f em p que, por sua vez, é igual a derivada de f em p.

Dizemos que uma funcéo f é diferenciavel (ou derivavel) em um p do seu dominio
se f'(p) existir. Uma funcéo f é diferencidvel (ou derivavel) em um intervalo aberto (a, b)
se for diferenciavel em cada ponto desse intervalo.

O conceito de derivada pontual pode ser expandido de forma a definirmos uma nova
funcgéo a partir da derivada em cada ponto.

Definicao 13: Seja y = f(x) uma fun¢do com dominio A. A funcéo derivada de f
é a taxa instantanea de variacdo de f em x, para cada ponto x € A no qual é possivel calcular
essa taxa.

Por questdes historicas, existe mais de uma maneira para denotarmos essa funcéo.
Seja y = f(x) uma funcdo com dominio A, existem duas maneiras principais para
representarmos a fungéo derivada de f:

i) Notacdo de Newton: f'(x);

ii) Notacao de Leibniz: % = :—x [f ()]

Para algumas fungdes, ao aproximarmos por ambos os lados de um ponto do dominio,
temos como limite a propria imagem desse ponto. Tais fungdes sdo denominadas fungoes
continuas.

Definigdo 14: Uma fungéo f é continua em um ponto a se

lim f(x) = f(a).



Note que a Defini¢do 14, implicitamente, necessita que sejam satisfeitas trés
condicdes para a continuidade da fungéo em a:
i) a estd no dominio de f;
ii) lim f(x) existe;
xX—a
iii) lim f(x) = f(a).
X—a
Podemos observar, na Figura 16, um exemplo de funcdo descontinua no ponto x =

2, ndo satisfazendo o item i). A Figura 17 exemplifica uma fungdo que ndo atende o item ii)

para x = 0 e a Figura 18 exemplifica uma funcdo continua em a.

Figura 16 - Exemplo de fungdo descontinua em um ponto

y

Fonte: Stewart (2006, p. 110).

Figura 17 - Exemplo de funcéo descontinua no ponto x = 0

[ ¥4 ]
|

Fonte: Stewart (2006, p. 110).

Figura 18 - Exemplo de funcéo continua no ponto x = a
¥ y = fix)
.f[l) l “_.

tendea T fia) .l

fla). ] __.f"

X

— {1 —

Quando x tende a a

Fonte: Stewart (2006, p. 109).

Definigéo 15:
i) Dizemos que uma funcédo f é crescente em um intervalo I se, para quaisquer a, b

neste intervalo obtiver-se:
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Sea < b entio f(a) < f(b).

ii) Dizemos que uma funcdo f é decrescente em um intervalo I se, para quaisquer
a, b neste intervalo obtiver-se:
Sea < bentio f(a)> f(b).

As funcdes f(x) = 5x e g(x) = x® sdo exemplos de fungdes crescentes em R,
enquanto h(x) = —x e s(x) = —x3 exemplificam funcdes decrescentes em R.

Se uma funcdo f é crescente ou decrescente em um intervalo I, dizemos que ela €
monadtona nesse intervalo.

Vamos apresentar agora uma relacdo entre a taxa média de variacdo de uma funcao
e 0 seu crescimento ou decrescimento. Teremos como pano de fundo, para fazermos essa
relacdo, as definicdes e proposi¢des presentes em Fusaro (2008).

Proposicao 1: Sejay = f(x) uma funcdo com dominio Ae a,b € A.

i) Se f é crescente em [a, b], entdo a taxa média de variacdo de f nesse intervalo €
positiva.

ii) Se f é decrescente em [a, b], entdo a taxa média de variacdo de f nesse intervalo
é negativa.

iii) Se f € constante em [a, b], entdo a taxa média de variacdo de f nesse intervalo €
nula.

Demonstracdo: Iremos demonstrar o item i)

Assumimos que f é crescente no intervalo [a, b]. Vamos mostrar que a taxa de
variacdo de f em [a, b] é positiva.

Sabemos que a taxa média de variacdo de f em [a, b] €:

By Fb)—f(a)
Ax  b—a

Temos a < b, por hipbtese e que f é crescente em [a, b]. Logo da Definicdo 15,
temos que f(a) < f(b).
Portanto,
Ay=fb)—f(a)>0e Ax=b—a>0.
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Assim, i—z > 0 ,0u seja, a taxa de variacdo de f em [a, b] € positiva. ]

Muitos dos resultados que iremos apresentar dependem do Teorema do Valor Médio
e, para sua apresentacao, devemaos primeiro mostrar o seguinte Teorema:

Teorema 3 (Teorema de Rolle): Seja f uma fungdo que satisfaga as seguintes
hipdteses:

i) f écontinuaem um intervalo fechado [a, b].

ii) f édiferencidvel no intervalo aberto (a, b).

iii) f(a) = f(b).

Entdo, existe um numero c em (a, b) tal que f'(c) = 0.

A Figura 19 exemplifica o Teorema de Rolle.

Figura 19 - Teorema de Rolle

fi@)=0

F(E) Jorsaserananasarananana

a c b x

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Teorema 4 (Teorema do Valor Médio): Seja f uma funcdo que satisfaca as seguintes
hipdteses:

i) f écontinuaem um intervalo fechado [a, b].

ii) f édiferenciavel no intervalo aberto (a, b).

Entdo, existe um nimero c em (a, b) tal que

fb) - f(a)

f1(0) = =——

ou, de maneira equivalente,



fb) = f(a) = f'(c)(b - a).

O Teorema do Valor Médio pode ser interpretado geometricamente pela Figura 20.

Figura 20 - Teorema do Valor Médio
}I
f(b)

f(a)
f(c)

a c b X

Fonte: Elaborado pelos autores (2020).

Vamos utilizar agora o Teorema do Valor Médio para provar:

Teorema 5: Se f'(x) = 0 para todo x em um intervalo (a, b), entdo f é constante
em (a, b).

Demonstracdo: Considere x; e x, dois nimeros quaisquer pertencentes ao intervalo
(a,b), sendo x; < x, . Sendo diferenciavel em (a, b), f deve ser diferenciavel em (xq, x;)
e continua em [xq, x,].

Pelo Teorema do Valor Médio aplicado a f no intervalo [x;, x,], obtemos um nimero

ctalquex; <c<x,e

flx2) = f(x1) = f1()(xz = x1).

Como f'(x) = 0 paratodo x, em particular f'(c) = 0. Consequentemente, temos que
f(x) — f(x1) =0, ouseja, f(xy) = f(x1).Logo, f admite 0 mesmo valor em quaisquer
dois pontos do intervalo (a, b), sendo constante nesse intervalo. [
Apresentaremos agora um modo de determinar se uma fungdo é crescente ou
decrescente em um intervalo, para isso, faremos uso da derivada da fungéo e do seu estudo

do sinal. Com esse teste, serd possivel determinar, dentre outras possibilidades, em que a
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funcdo cresce ou decresce, pontos de minimo locais e globais, méximos locais e globais e
assintotas.
Teorema 6 (Teste do Crescente/Decrescente) Seja f uma fungéo diferenciavel no

intervalo .

i) Se f'(x) > 0sobrel,entdo f é crescente em I.

ii) Se f'(x) < 0sobre I, entdo f é decrescente em I.

Demonstracdo: i) Consideremos x; e x, dois nUmeros quaisquer pertencentes a [
tais que (x1,x,) € I. Como f'(x) > 0 e f é diferenciavel em I, pelo Teorema do Valor

Médio, temos existe ¢ em (x4, x,) tal que

fxz) = f(x1) = f(©)(xz — x1).

Temos f'(c) > 0 por hipotese e x, — x; > 0, portanto o lado direito da equagéo é

positivo:

f(xz) = f(x1) > 0= f(x3) > f(xq)

0 que nos mostra que a funcdo f é crescente. ]

O item ii) demonstra-se de forma anéloga.

Iremos apresentar agora, uma relacdo entre a monotonia das funcdes e a sua derivada
a partir dos pontos criticos.

Definigdo 16: Um numero critico de uma funcdo f é um numero ¢ no dominio de
f onde f'(c) ndo existe ou f'(c) = 0.

Teorema 7 (Teste da Derivada Primeira): Sejam f uma funcédo diferenciavel em
um intervalo I e ¢ € I um namero critico de f.
i) Seosinal de f' mudar de positivo para negativo em c, entdo f tem um maximo local em
C.
ii) Se osinal de f' mudar de negativo para positivo em c, entdo f tem um minimo local em
C.
iii) Se o sinal de f' ndo mudar de sinal em c, entdo f ndo tem maximo ou minimo local em

C.
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Essas demonstracOes estdo presentes em Stewart (2006) caso o leitor queira
aprofundar essas discussoes.

Exemplo 7: Determine o intervalo em que a funcdo f(x) = 3x* — 4x3 — 12x2 + 5
é crescente e onde é decrescente.

Temos que f'(x) = 12x3 — 12x% — 24x = 12x(x — 2)(x + 1). Fazendo o teste

crescente/decrescente, obtemos os dados expressos no Quadro 9.

Quadro 9 - Teste da derivada primeira

Intervalo 12x x—=2 x+1 flx) f
x< —1 — — - — decrescente em (—2, —1)
—1=x<0 — — + + crescente em (—1, 0)
O0=<x<2 + - + — decrescente em (0, 2)
x =2 + + + + crescente em (2, =)

Fonte: Stewart (2006, p. 297).

Esses dados estdo de acordo com o gréafico da funcdo f, apresentado na Figura 21.

Figura 21 - Teste crescente/decrescente — Gréafico de f
20

—-30
Fonte: Stewart (2006, p. 297).

No proximo capitulo, apresentamos a metodologia desta pesquisa e, em seguida,
analisamos os dados coletados por meio da implementacdo da sequéncia didatica. Nossas

analises e discussdes estdo fundamentadas nos capitulos dois e trés.
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4 METODOLOGIA E CONTEXTO DA PESQUISA

Uma pesquisa cientifica surge, em geral, das inquietacdes do pesquisador e orienta a
busca por respostas a essas inquietagdes. Pesquisa é a

[...] construcao de conhecimento original, de acordo com certas exigéncias
cientificas. E um trabalho de producdo de conhecimento sistematico, ndo
meramente repetitivo mas produtivo, que faz avancar a éarea do
conhecimento a qual se dedica (GOLDENBERG, 1997, p. 107).

A pesquisa relatada nesta dissertacdo apresenta uma abordagem qualitativa, pois
entendemos que essa abordagem foi a mais adequada para trilharmos os caminhos que
favorecem a busca pela resposta ao nosso objetivo, que foi analisar o desenvolvimento do
ensino de funces reais de uma variavel real por meio de uma sequéncia didatica, na qual se
destaca o carater variacional das fun¢bes em contrapartida a abordagem estética atual no
campo da teoria de conjuntos.

Destacamos o carater dinamico das funcGes e as suas taxas de variacdo, tendo com
aliado o software GeoGebra. Dessa forma, entendemos que isso ajudara o aluno a superar
alguns obstéaculos epistemoldgicos associados a aprendizagem de funcdes.

As pesquisas qualitativas diferem quanto ao método, & sua forma e aos objetivos, mas
podemos enumerar algumas caracteristicas comuns essenciais a todas: ambiente natural
como fonte direta de dados, e o pesquisador como instrumento fundamental, carater
descritivo, os significados que as pessoas ddo as coisas e a sua vida como preocupagdo do
investigador (GODOQY, 1995).

Com relagdo a pesquisa qualitativa, Pagani (2016) destaca que o seu principal
objetivo é buscar a compreensdo dos fenbmenos que se observa de modo a favorecer a sua
interpretacdo e acredita que o conhecimento se (re)constroi constantemente nas relagdes que
sdo estabelecidas entre os sujeitos da pesquisa, sem se preocupar com a representatividade
numérica dos dados, instrumentos estatisticos e regras.

Quando realizamos uma pesquisa de cunho qualitativo, a principal fonte de dados é o
ambiente natural, no qual o investigador é o principal instrumento (BOGDAN; BIKLEN,

1991). Mesmo que sejam utilizados equipamentos de &udio e videos, cabe salientar a
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relevancia das observacdes e interpretagdes realizadas pelo pesquisador de modo a interpretar
coerentemente esses dados.

A fim de responder a pergunta dessa pesquisa, no seu desenvolvimento, utilizamos
videos (gravacdo das aulas), questionarios, notas de campo e a observacdo do professor
pesquisador.

De acordo com Bogdan e Biklen

A investigacdo qualitativa é descritiva. Os dados recolhidos sdo em forma
de palavras ou imagens e ndo de nimeros. Os resultados escritos da
investigacdo contém citacOes feitas com base nos dados para ilustrar e
substanciar a apresentacdo. Os dados incluem transcrigdes de entrevistas,
notas de campo, fotografias, videos, documentos pessoais, memorandos e
outros registos oficiais. Na sua busca de conhecimento, os investigadores
qualitativos ndo reduzem as muitas paginas contendo narrativas e outros
dados a simbolos numéricos. Tentam analisar os dados em toda a sua
riqueza, respeitando, tanto quanto o possivel, a forma em que estes foram
registados ou transcritos (BOGDAN; BIKLEN, 1991, p. 48).

Na nossa pesquisa, podemos destacar os seguintes métodos de coleta de dados
utilizados: videos (gravacao das aulas), questionarios, diéario de bordo e a observagéo.

Para o desenvolvimento deste trabalho, foram aplicadas cinco (5) atividades que
constituiram uma sequéncia didatica.

Teixeira define sequéncia didatica como “uma série de situagdes que se estruturam
ao longo de uma quantidade prefixada de aulas” (TEIXEIRA, 2013, p. 162). J& Zabala,
define sequéncia didatica como

[...] um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a
realizacéo de certos objetivos educacionais, que tém um principio e um fim
conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos” (ZABALA, 1998,
p. 18).

A pesquisa aqui apresentada foi desenvolvida com alunos do 1° ano do Ensino Médio
de uma escola privada na cidade de Montes Claros, MG. Esses estudantes ndo eram alunos
do professor pesquisador no inicio do ano letivo de 2019, mas, a partir do segundo semestre
do mesmo ano, o0 pesquisador assumiu carga horaria de 2 horas/aula semanais com esses
estudantes. Vale salientar que eles ja haviam estudado a definicdo de funcéo, funcdes
constantes, afim, quadrética, injetora, sobrejetora, bijetora, inversa, composta, par e impar no

primeiro semeste deste ano.
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Os alunos foram convidados pelo professor pesquisador, e que a participacao de tais
discentes foi autorizada por meio da assinatura do termo de consentimento (Apéndice). A
sequéncia didatica foi desenvolvida em quatro encontros que ocorreram no contraturno
escolar. Cada aluno ou dupla tinha acesso a um computador com software GeoGebra
instalado. Assim, em cada encontro, a atividade impressa era apresentada aos alunos.

No préximo capitulo, apresentaremos as atividades da sequéncia didatica bem como
suas andlises, que nos permitiram construir os dados que respondessem a questdo aqui

investigada.
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5 ANALISE DAS ATIVIDADES

Apresentamos neste trabalho uma sequéncia didatica associada ao ensino de func¢Ges
reais de uma variavel real, em que destacamos as suas taxas de variacdo, média e instantanea,
relacdo entre a reta tangente e a monotonia de funcdes, bem como a associacao entre a reta
tangente e a taxa de variacdo instantanea, problemas de otimizacdo, limites laterais,
continuidade e derivadas de fungdes reais. Entretanto, vale ressaltar que alguns desses
conceitos séo tratados de forma intuitiva.

Uma vez que as ideias iniciais de funcdo surgem no campo da variabilidade
(REZENDE, 2003b), destacaremos o carater variacional das funcdes e temos por finalidade
apresentar seu estudo de forma dinamica com o auxilio do software GeoGebra.

Buscamos analisar as possibilidades de proporcionar aos alunos aprendizagens
essenciais para a continuidade do conhecimento, trabalho, praticas sociais e principalmente
assegurar o desenvolvimento do conhecimento. Nesse panorama, este trabalho atende as
orientacdes da BNCC, como as de interpretar o mundo em que vivemos através das variacoes
entre duas grandezas, pela analise dos graficos das fungdes e das taxas de varia¢do, com ou
sem 0 apoio das tecnologias digitais (BRASIL, 2018).

A sequéncia didatica apresentada nesse trabalho € composta por seis atividades e foi
realizada em uma escola da rede privada de ensino, na cidade de Montes Claros, Minas
Gerais. Ela foi desenvolvida no contraturno na propria escola, em dias previamente
agendados e solicitados, com duracdo média de 60 minutos cada. Cada atividade continha
um ou dois problemas, e perguntas relativas a esses problemas que aqui chamamos de
questoes.

O Quadro 10 apresenta as atividades e alguns detalhes sobre cada uma delas, a saber
a data, o numero de alunos participantes e a respectiva duracdo. Destacamos, conforme pode
ser verificado, que, no primeiro dia, foram desenvolvidas duas atividades, e que, nos demais

dias, apenas uma atividade foi realizada.
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Quadro 10 - Data, duragéo e quantidade de alunos presentes em cada um dos

encontros
Atividade Data da realizacao NUmero de alunos Duragéo da
participantes Atividade
Atividade | 27/11/2019 11 60 min
Atividade Il 27/11/2019 11 60 min
Atividade I11 28/11/2019 9 60 min
Atividade IV 09/12/2019 8 60 min
Atividade V 12/12/2019 8 60 min
Atividade VI Né&o realizada - -

Fonte: Dados do pesquisador.

Os encontros tiveram inicio no fim do més de novembro de 2019 e se estenderam até
0 inicio do més de dezembro. Por coincidir com o fim do ano letivo e com as provas de
recuperagoes trimestrais e finais, tivemos alguns problemas com as datas dos encontros de
maneira a permitir que os alunos participantes da pesquisa pudessem estudar para suas
respectivas recuperacGes caso necessitassem. Por esse motivo, houve uma variacdo no
namero de alunos presentes nas atividades.

Os alunos que participaram dessa etapa da pesquisa foram convidados pelo professor
pesquisador em sala de aula. Apds a apresentacao do pesquisador e da pesquisa, um total de
11 (onze) alunos se disponibilizaram a participar do estudo. Foram convidados os alunos das
trés turmas do primeiro ano no Ensino Médio, do Colégio HG6, série na qual o autor dessa
pesquisa lecionou apenas nos meses de agosto a novembro no ano de 2019. Antes de iniciar
0S encontros, 0S pais ou responsaveis e 0s alunos assinaram o termo de
consentimento/assentimento. Questionados de forma oral e informalmente sobre o motivo
para tal interesse, foram constatadas respostas como aprender um pouco mais sobre funcéo,
conhecer novos conceitos ou simplesmente ter curiosidade pelo tema apresentado. Todos 0s
estudantes que participaram da pesquisa ja haviam tido contato com os conceitos de funcéo
ao longo do primeiro semestre de 2019. Estudaram funcGes polinomiais de grau um e dois,
funcbes constantes, logaritmicas, exponenciais, modulares, compostas, inversas, dentre
outras. Ao longo do segundo semestre, o autor dessa pesquisa trabalhou contetdos como
trigonometria no tridngulo retdngulo, geometria plana e aritmética, ndo tendo participagéo no
ensino de funcoes.

Em sua maioria, os alunos participantes sdo oriundos da rede privada e apenas dois
concluiram o ensino fundamental (sexto ao nono ano) na rede publica de ensino. Vale
ressaltar também que quatro alunos participantes da pesquisa relataram ndo ter estudado

funcéo ao longo do Ensino Fundamental, todos eles provenientes da rede privada de ensino.



Para manter o0 anonimato, os estudantes que participaram da pesquisa, foram
nomeados de forma aleatoria com as letras do alfabeto de A até K, e suas respostas sdo
indicadas pela mesma letra nas andlises. Os alunos foram separados em duplas para
realizacdo das atividades, sendo que, nos dias em que tivemos quantidades impares de alunos,
um trio era formado, e cada uma dessas duplas ou trios teria de contar com no minimo um
notebook, que deveriam trazer de casa para execugdo das atividades que demandavam sua
utilizacao.

Antes do inicio das atividades propostas na sequéncia didatica, os alunos responderam
a um questionario, de forma andnima, que se encontra no Apéndice 7. Ele serviu como um

ponto de partida para as primeiras discussoes.

Figura 22 - Resposta de um aluno a questédo 6 do Questionario

6) Quais fungdes vocé conhece?

Fonte: Dados do pesquisador.

A Figura 22 exemplifica as respostas predominantes dos alunos ao serem
questionados sobre as funcdes que conheciam. Inferimos, por meio dessas respostas, a énfase
do professor em trabalhar e dar destaque a alguns tipos particulares de funcdes na Educagéo
Basica, enquanto funcdes definidas por mais uma sentenca, polinomiais de grau maior que
dois, racionais e funcBes poténcia, dentre outras, sdo esquecidas ou abordadas de forma
superficial na maioria das vezes. Percebemos, também, que os alunos sé conseguem
caracterizar as funcbes por sua expressdo algébrica e por seu grafico, como mostra a Figura

23 a sequir.

Figura 23 - Resposta de um aluno a questédo 7 do Questionario
7) Escreva o nome do grafico ou as caracteristicas das fungGes que vocé conhece?

Fonte: Dados do pesquisador.

Nessa figura percebemos a associacdo que o aluno consegue fazer entre os gréaficos e

as funcdes que conhece, mas a linguagem utilizada destaca a sua dificuldade em apresentar
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as caracteristicas das fungdes e de seus respectivos graficos ao dizer que a pardbola “comeca
descendo e termina subindo ou o contrario”.

Os primeiros conceitos de funcdo surgem em termos das variagdes entre as grandezas
e, buscando compreender o entendimento que os alunos possuem de tal conceito, foram
indagados, na questdo oito do questionario, sobre o que entendem por variacdo. Quatro
alunos responderam “ndo sei”, e acreditamos que realmente ndo consigam, até esse ponto,
em nada relacionar funcdes com as variacOes, algo contraditorio pela origem histérica e
compreensivel pela abordagem conjuntista atual de funcdes. As demais respostas observadas

remetem as palavras como “mudancas e variar”, como podemos notar na Figura 24.

Figura 24 - Resposta de um aluno a questdo 8 do Questionario

8) O que vocé entende por variacdo?
_..MOJ()(?, Ao AYGQQF\DA 2/ m ”X " £ ‘,4,

Fonte: Dados do pesquisador.

A pergunta de nimero nove indagou os alunos quanto a variagcdo das funcdes
destacadas. Oito alunos disseram nédo saber a variacao de tais fungdes, e outros apresentaram
afirmacdes que julgamos pertinentes com a etapa de ensino que se encontram, como podemos

notar na Figura 25.
Figura 25 - Resposta do aluno A a questao 9 do Questionario
9) Qual a taxa de variagao das fungdes:

a) Constante
muln

b) Afim 4
0 1 3 o, hrhmj‘?

c¢) Quadrética

d) Exponencial

(0 SMILAD 8 Al eta  oald

Fonte: Dados do pesquisador.

Ainda na andlise das respostas presentes nos questionarios, podemos destacar que 0s

alunos, em sua grande maioria (excecdo de um aluno), ndo foram capazes de exemplificar



funces, associadas a situacdes presentes no mundo real, cujas taxas de variagdo sdo nulas,
constantes ou ndo constantes. 1sso nos mostra o distanciamento de tal abordagem no ensino
de funcdes e justifica o nosso trabalho.

Apds a aplicacdo do Questionario, demos inicio a realizacdo das atividades, sem
nenhuma conversa ou aula prévia sobre o tema abordado. Apesar disso, € importante frisar
que a temaética abordada foi objeto de estudo ao longo da série corrente desses alunos.
Somente apos a entrega por todos alunos da atividade, era feita a correcao e discussdo dela.
Nas atividades que contavam com a utilizacdo do GeoGebra, eram apresentados aos alunos
os comandos e ferramentas necessarios a sua execu¢do por meio de um projetor, contando
sempre com o suporte e apoio por parte do professor.

As atividades estdo nos apéndices deste texto. Como ja dissemos anteriormente, cada
uma delas apresenta um ou dois problemas e suas questdes. Faremos, agora, uma analise de

algumas respostas dos alunos as questdes propostas.

5.1 Anélise dos protocolos da Atividade |

Nosso primeiro encontro ocorreu em 27 de novembro de 2019 e contou com a
participacdo de 11 (onze) alunos que se organizaram em duplas e um trio, formados por livre
escolha.

O problema apresentado, na primeira atividade, consiste em um deslocamento
realizado em 6nibus urbano, feito por qualquer pessoa rotineiramente em uma cidade que
dispde de tal servigo.

Os alunos que responderam a essa atividade moram em Montes Claros-MG, onde a
passagem de 6nibus urbano, na data da aplicacdo dessa atividade, era de R$ 2,85. Sdo alunos

da rede privada e ndo possuem muita familiaridade com o transporte publico.

Figura 26 - Resposta dada pelo Aluno B na questéo 2 da Atividade 1.

2) Complete o QUADRO | abaixo, com o valor a ser pago, em reais, por uma pessoa que
se deslocar x km em Montes Claros utilizando um 6nibus urbano.

DESLOCAMENTO DE X KM PREGO A SER PAGO: Y REAIS
0 5 .0
2,99
2.29
2,35
2,35

2,86
QUADRO |

s |wiN|e

O que vocé percebe ao preencher o quadro acima?
' p p

L2 /DUy A Daondbnde o Lcladd

Fonte: Dados do pesquisador.
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Ao responderem a questdo 2, com o valor a ser pago em funcdo do nimero de
quildmetros percorridos no Onibus, com excecdo de quatro alunos, todos preencheram o
quadro corretamente. Notamos que os erros (Figura 26) desses quatro alunos foram os
mesmos e mencionaram que, para um deslocamento de zero quildmetro, o valor a ser pago
também seria zero.

Essa resposta €, até certo ponto, bem aceitavel, tendo em vista que ndo fica claro no
enunciado que todo passageiro, ao entrar no 6nibus, deve pagar sua passagem de imediato.
Questionamentos como esse surgem ao trazermos a Matematica para o dia a dia. Logo, €
importante que o aluno matematize as situagdes cotidianas e entenda que o conceito de
funcdo se faz presente, até mesmo, nas situacdes mais simples por ele vivenciadas, sendo
uma poderosa aliada na compreensao do mundo. Por conseguinte, o aluno tende a superar o
obstaculo epistemologico 1 citado por Sierpinska (1992) e presente no Quadrol, “a
matematica ndo se preocupa com problemas praticos”.

Quando perguntados, ainda na questdo 2 da Atividade I, sobre o que perceberam, a
maioria dos alunos deram respostas coerentes, interpretando a situacdo descrita por meio de
uma fungdo constante, conforme apresentamos na Definicdo 4. “O valor a ser pago ¢
constante em relagdo ao deslocamento”, “trata-se de uma fun¢do constante”, “o valor de a é
zero”. Essa Ultima resposta mostra que o aluno associou a situagdo descrita na atividade com
uma funcdo afim, daformay = ax + b, em que o valor de a é zero. Durante a correcéo, as
discussdes nos levaram & definicdo de funcdo afim (Definigdo 4), e foi esclarecido que em
funcOes desse tipo, 0 a deve ser diferente de zero, ndo sendo a funcdo constante um caso
particular dela.

O aluno D, unico a tentar interpretar a situacdo por seu carater variacional, diz ndo
haver variacdo e, quando questionado sobre o0 seu entendimento de variacao, ele diz se referir

ao valor a ser pago (Figura 27).

Figura 27 - Resposta dada pelo Aluno D na questéo 2 da Atividade I.
O que vocé percebe ao preencher o quadro acima?
&ut m;i £ G\Q mnjvn;;ﬁo

Fonte: Dados do pesquisador.

Esse fato nos revela que é possivel apresentar aos alunos as funcées também por seu

carater variacional e, conforme mencionado anteriormente, a abordagem estatica é a mais
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frequente nos livros didaticos, como percebido por Bortolossi et al. (2011) ao fazer seu
mapeamento.

Os alunos demonstraram familiaridade com a funcdo constante ao citar as
caracteristicas observadas ao responderem a questdo 2 (Figura 27), pois ja estudaram tal
conceito, ainda que de forma estatica por meio de sua lei e sem que fossem exploradas as
caracteristicas variacionais de tal funcao.

Pela andlise das respostas dos alunos, ao serem questionados sobre a possibilidade de
deslocamento negativo e deslocamento irracional na quantidade de quilémetros, o0s
resultados foram um tanto curiosos, merecendo uma analise mais criteriosa.

Ja vimos, na Secdo 3.2, a existéncia de ndmeros incomensuraveis, mas a sua
existéncia ainda parece ser questionada pelos alunos no mundo real, como podemos perceber
na Figura 28 ao ser feita uma associacdo de um nimero irracional a um nimero racional, de

certa forma “proximo” a ele, para garantir a sua existéncia.

Figura 28 - Resposta dada pelo Aluno E na questéo 2 da Atividade I.

2) Seria possivel considerar x=-1km? Ex = J2 km?

Fonte: Dados do pesquisador.

Aqui se percebe que este aluno ndo possui uma concepcao heterogénea de nimero, o
obstaculo epistemolégico 6 mencionado por Sierpinska (1992) e apresentado no Quadro 1.
Eles ndo diferenciam racionais de irracionais e dizem, assim cOmMO OCOrreu N0 Processo
histdrico dos conhecimentos matematicos e que vimos aqui nesse texto, que alguns nimeros
séo inexistentes.

Ainda na Figura 28, é possivel perceber que o aluno E concluiu que néo existe
distancia negativa, 0 que é correto considerando o contexto apresentado pelo problema, mas
justifica erroneamente o fato de ser possivel considerar a distancia percorrida igual a raiz
quadrada de dois quildmetros. E muito provavel que, em alguma situacdo de sua vivéncia
escolar, ele tenha empregado uma aproximacao para raiz quadrada de 2 e, desde entéo, tenha
tomado a aproximagdo como o seu valor, transformando um nimero irracional em racional.

O Aluno D, na Figura 29, diz ndo ser possivel considerar um deslocamento de raiz

quadrada de dois quilébmetros por esse ndo ser um “valor certo”.
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Figura 29 - Resposta dada pelo Aluno D na segunda parte da questédo 2 da Atividade 1.
2) Seria possivel considerar x=-1km? Ex = J2 km?
N2 " i
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Fonte: Dados do pesquisador.

Fica evidenciada uma falha na sua compreensdo de numero incomensuravel ou
irracional, sendo realizada, durante as discussfes, uma retomada do conceito de conjuntos
numeéricos, com um enfoque na sua existéncia em nosso cotidiano. Conforme relatado
anteriormente, houve certa surpresa e “tristeza” dos Pitagoricos ao descobrir que 0s nimeros
irracionais pertencem ao mundo real, e essa surpresa ainda persiste nos dias atuais.

Em ambos os casos, percebemos uma predominancia do discreto na compreensdo dos
alunos, em contrapartida a um mundo repleto de quantidades continuas em que vivemos. O
conceito de funcdo € explorado por meio de suas expressdes algébricas, que em nada
remetem a motivacao historica de tal tema.

A distancia raiz quadrada de dois é dita pelo aluno A, na Figura 30, como uma
“distancia sem fim” e, dessa forma, para ele, ndo podemos considerar esse deslocamento

possivel.

Figura 30 - Resposta dada pelo Aluno A na segunda parte da questdo 2 da Atividade
l.

2) Seria possivel considerar x=-1 km? Ex = J2 km?

Fonte: Dados do pesquisador.

Novamente 0 deslocamento “-1 km” foi interpretado como nao sendo possivel, pois
nédo existe deslocamento negativo, 0 que é uma percepcao razoavel dentro do contexto do
problema.

Ao observar as Figuras 28, 29 e 30, notamos que, para alguns alunos, os numeros
irracionais ndo se fazem presentes no mundo fisico e foram considerados “inexistentes”,
“nlmeros sem fim” e também numeros que “ndo sao certos”, evidenciado assim a existéncia

de um obstaculo epistemoldgico, em particular o Obstaculo 6 citado Sierpinska (1992) e
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presente no Quadro 1. Poderiamos citar a diagonal de um quadrado de lado de medida inteira
como exemplo de um numero irracional presente no nosso cotidiano.

No inicio das correcdes, logo apos a entrega das atividades respondidas pelos alunos,
a questdo 2 se tornou foco de boas discussdes, que foram mediadas pelo professor
pesquisador desta dissertacdo. Dessa maneira, percebi bons questionamentos ali apresentados
e decidi fazer uma pergunta sobre o movimento do onibus: o 0nibus ia percorrendo distancias
reais dando “saltos” de numeros em nameros racionais ou ia percorrendo as distancias de
forma continua? Como a resposta de todos os alunos foi que o 6nibus ndo vai dando
“pulinhos” para os deslocamentos, chegaram a conclusdo de que ele deveria passar também
pelos nimeros irracionais. Sendo assim, o gréafico que descreve tal situacdo deveria ser
continuo, o que provocou uma grande inquietacdo na sala.

A questdo 3, da Atividade I, refere-se a razdo entre as variacdes, do preco e do

deslocamento, no problema que considera o deslocamento em um 6nibus urbano (Figura 31).

Figura 31 - Questdo 3 da Atividade I.

3) Determine a razdo entre a variagao no pre¢o da passagem e a variagao no
deslocamento para os dados no QUADRO Il abaixo.

Fonte: Dados do pesquisador.

Um total de cinco alunos tiveram dificuldades em compreender e responder
corretamente a questao trés (Figura 31), ndo conseguindo determinar a razdo pedida. Durante
as discussdes posteriores a entrega das atividades, notando a falta de familiaridade da maioria
dos estudantes com o conceito de variacao, julguei ser esta uma boa hora para apresenta-lo.

Um aluno disse que a taxa de varia¢do ndo existia na situacao descrita na Atividade
I, por ser nula. Percebe-se que os alunos conhecem os graficos das principais funcgdes, sabem
encontrar raizes, calcular imagens de um elemento do dominio, mas ndo compreendem a

forma como a funcdo varia. Sobre tal problema, Rezende destaca que

[...] desde cedo no ensino bésico de Matematica, é introduzido um viés
algébrico em seu processo de significagdo. No estudo das funges reais a
variavel “x” ¢é assumida tacitamente como a “varidvel independente
universal”. Cabe, entretanto, ressaltar que a ideia de fungdo é estabelecida
aqui, nao no contexto da “variabilidade”, mas, em termos de uma

(34 [

correspondéncia estatica entre os valores das variaveis “x” e “y
(REZENDE, 2003b, p. 5).
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Ainda na questéo trés, pela respostade um aluno, nota-se um avango na compreenséo
do carater variacional das funcgdes, que, independente da variacao de deslocamento, a taxa de
variacdo do preco em funcdo do deslocamento é nula (Figura 32), uma caracteristica
variacional da fungdo constante e que, até entdo, nao haviamos percebido fazer parte dos
conceitos por eles adquiridos. Na sua resposta, o Aluno | demonstra compreender a situagéo
descrita no problema pela taxa de variagao, ainda que ndo tenha dito ser nula.

Figura 32 - Resposta dada pelo Aluno I a questao 3 da Atividade I.

Deslocamento Variagia na prego da passagem por
¥=0kmax=3km E— ____(ﬂ%_medm]
x=0kmax=2km J
¥x=0kmax=1km 5
x=0kmax=05km

x=0kmax=0,01km 5

QUADRO I

O que vocé percebe em relagdo a variagiio no preco da passagem por km, calculads no
e e

CQUADRO II, para diferentes deslocamentos? E quando reduzimos cada vez mais o

deslocamento, aproximando-o de zero? -

m aimene s e mifw :Jmmrff A aminipenn els A
Y I ] 3 T o

Fonte: Dados do pesquisador.

A funcdo que descreve a situacdo da Atividade | na questdo 4 foi entendida
erroneamente por 4 alunos como sendo a funcdo y = 2,85x, como observamos na Figura
33.

Figura 33 - Resposta dada pelo Aluno F na questéo 4 da Atividade I.
4) Determine, por escrito, um modo de calcular o preco a ser pago em um
deslocamento de x km em um énibus da cidade de Montes Claros.
Jn-a.96

Fonte: Dados do pesquisador.

Ao serem questionados sobre o valor a ser pago para diferentes valores de quildmetros
x percorridos, perceberam que o valor a ser pago mudava ao variar a quantidade de
quilémetros, notando, portanto, o erro cometido.

Esse erro evidencia a dificuldade dos alunos em relacionar problemas do mundo real

por meio de fungdes. Tal tema é apresentado na escola inicialmente como um emaranhado
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de regras e expressoes algébricas, para, s6 entdo, o professor apresentar algumas aplicaces
de tal conceito, invertendo a ordem historica de seu surgimento, como vimos na Segao 2.2.
A maioria dos alunos concluiu corretamente que a taxa de variacdo meédia no preco

da funcéo é zero na questdo 7 (Figura 34).

Figura 34 - Resposta dada pelo Aluno | na questio 7 da Atividade 1.
7) Qual seria a taxa de variagdo média no preco ao aproximarmos cada vez mais o
deslocamento de 2 km, mas por distdncias maiores que 2 km? E menores que 2
km?

Xoae do oo cecam = O

Fonte: Dados do pesquisador.

Apenas dois alunos conseguiram responder corretamente as questdes de numero 8 e
9 que tratavam das taxas de variacdo. Apesar de relacionarem bem a taxa média de variacdo
ao nos aproximarmos cada vez mais da distancia de dois quilémetros, a maioria ndo
conseguiu generalizar e fazer a mesma associacdo com os deslocamentos 0, 1, 2,3 4

quilémetros, o que ndo permitiu o acerto dessas questdes.

Figura 35 - Resposta dada pelo Aluno I nas questdes 8 e 9 da Atividade 1.
g) Represente, em um plano cartesiano, os pontos da forma (x, y), em que x
represente o deslocamento e y a taxa média de variagdo no prego ao
aproximarmos cada vez mais dos deslocamentos: 0,1 2, 3 e 4 km.

1 2345

9) Oual seria uma lei para a fungdo acima?
Z 54 il 7 -

 Fonte: Dados do pesquisador.

O Aluno I conseguiu perceber que a taxa de varia¢do da funcdo é nula em qualquer
intervalo; conseguiu associar a funcéo solicitada na questdo 9 a f(x) = 0 e, ainda, relacionar
com o seu grafico (Figura 35).

Como a atividade foi realizada sem nenhuma revisao ou explicagéo, acreditamos que

as respostas do Aluno | indicam que a atividade cumpriu com seus objetivos.



Ao encerrarmos a Atividade | e tendo realizado todas as discussdes, verificamos que
os alunos foram capazes de:

- notar que o preco da passagem de Onibus é invaridvel qualquer que seja o
deslocamento;

- a existéncia de numeros incomensuraveis no cotidiano, bem como a continuidade
dos numeros reais;

- perceber que as taxas média e instantanea de variacdo sao nulas em qualquer que
seja o intervalo na situacdo descrita;

- relacionar a situacdo descrita com a fungdo constante em seu dominio;

- perceber que o grafico formado pelos pontos da forma (x, taxa variacdo de x)
corresponde ao grafico f(x) = 0 em seu dominio.

Durante a correcdo da atividade, logo apds a entrega por parte dos alunos, as
discussdes em sala de aula conduziram a caracterizacao da fungdo constante por meio de seu
caréater variacional. A funcdo que pode ser associada a Atividade | foi reconhecida por possuir
uma taxa de variacao nula e ser constante em seu dominio. Todavia, vale observar o dominio
da funcdo apresentada nessa atividade. De acordo com a Definicéo 4, ela ndo pode ser a
funcdo constante, pois seu dominio ndo é todo o conjunto dos nimeros reais.

A seguir, analisaremos respostas que se referem a Atividade 1.

5.2 Analise dos protocolos da Atividade Il — primeira parte

Ao iniciarmos as analises da Atividade Il, vale apontar novamente que os alunos
pertencem a rede privada de ensino, oriundos da classe média ou classe meédia alta e,
raramente, acompanham seus familiares em feiras ou em idas ao supermercado. A atividade
é composta por duas partes e, na Figura 36, apresentaremos o primeiro problema proposto na
Atividade I1.

Figura 36 - Problema proposto na primeira parte da Atividade 11.
FEIRA SEMANAL DE DONA TEREZINHA

Considere que dona Terezinha, em sua feira semanal, sempre aproveita a

promogéo das tergas para comprar frutas e verduras pagando RS 1,20 por
kg.
Fonte: Dados do pesquisador.
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Notamos que os alunos demonstram uma boa compreensdao dessa realidade, como
observamos na Figura 37, associando corretamente o valor a ser pago em fungéo da
quantidade de quilogramas comprados, possivelmente por ser uma situacdo real e bem
compreensivel. As respostas corretas dos alunos mostram um avango no que tange ao

conceito de variagéo e taxa de variagdo como apresentamos nas figuras que seguem.

Figura 37 - Resposta dada pelo Aluno F na questédo 1 da Atividade I1.
Complete o QUADRO | a seguir, com o valor a ser pago y em fungao

da quantidade x de kg de frutas e verduras comprados por Dona
Terezinhas

Quantldade'&e kg de frutas e Valor a ser pago( em reais) W
verduras comprados por dona
__Terezinha

7500

$120
2,40 ,
R340
R94,£0
RS 6,00
RE1L20
19340 =

Solnlalwin|mo

QUADRO |

1) O que vocé percebe ao observar no QUADRO | os dados que vocé
preencheu?

000 0 povncid do volla o do 12006 Ko odeiamods

Fonte: Dados do pesquisador.

A questdo 1 buscou investigar a percepcao dos alunos quanto a situacdo apresentada
no problema e registrada por eles no QUADRO 1. As Figuras 38, 39, 40 e 41 retratam essas
percepcoes.

A Figura 38 exemplifica uma das grandes dificuldades no ensino de funcdes, enxergar
as quantidades variaveis.

Figura 38 - Resposta do Aluno A na questédo 1 da Atividade I1.
1) O que vocé percebe ao observar no QUADRO | os dados que vocé

preencheu?

yrgd?m._«,g .@“@%9 aoto, Ol pemlo Cane o
%&Lﬁtﬂm_h@na

Fonte: Dados do pesquisador.
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O Aluno A percebe que uma variagdo na quantidade de quilogramas comprados de
frutas e verduras acarreta uma variagéo no preco a ser pago, mas, novamente, notamos pouca
énfase em quantificar essa variagao.

Nas Figuras 39 e 40, percebemos que os alunos notam que uma variagdo na

quantidade de frutas e verduras compradas ira acarretar em uma variagdo no prego a ser pago.

Figura 39 - Resposta dada pelo Aluno H na questéo 1 da Atividade I1.
1) O que vocé percebe ao observar no QUADRO | os dados que vocé

preencheu?
», C-\QA[IIS\G

Fonte: Dados do pesquisador.

4

Figura 40 - Resposta dada pelo Aluno I na questdo 1 da Atividade I1.
1) O que vocé percebe ao observar no QUADRO | os dados que vocé

preencheu?

o @ TEOMeN o coroma o,

Fonte: Dados do pesquisador.

Ainda assim, ndo existe nenhuma preocupacdo em quantificar essa variacao, devido
ao enorme destaque dado as expressdes algébricas que remetem as fungdes e destacam a sua
interpretacdo estatica. Nesse contexto, Rezende (2003b) questiona essa abordagem estéatica e

algébrica no ensino de funcdes e diz que

[...] no mundo de hoje, ndo basta perceber o crescimento/decrescimento de
uma funcdo, mas determinar precisamente 0 quanto esta
crescendo/decrescendo. “A gente ndo quer s6 comida, a gente quer comida,
diversdo e arte. 1sso mesmo, com o0 desenvolvimento das relacdes
econdmicas e sociais, tornando-se estas cada vez mais complexas, faz-se
necessario e urgente uma revisdo e ampliagdo das metas de ‘formagéo
basica para o exercicio pleno da cidadania’. (REZENDE, 2003b, p. 33)

O fato do aluno classificar a fungcdo como crescente ou dizer que o valor aumenta,
como mostrado nas Figuras 39 e 40, ndo permite identificarmos que tipo de fungéo estamos
caracterizando nem investigarmos como se da esse crescimento, o que nos leva a refletir mais
uma vez sobre a abordagem atual do ensino de fungdes.

Na Figura 41, percebemos que o Aluno C ndo apresenta uma boa distin¢éo entre 0s

conceitos de variavel e variagao.



Figura 41 - Resposta dada pelo Aluno C na questé@o 1 da Atividade I1.
1) O que vocé percebe ao observar no QUADRO | os dados que vocé
preencheu?
A stnionel ol cenmilanl
Fonte: Dados do pesquisador.

O protocolo mostra uma confusao sobre tais significados, visto que a resposta correta
seria dizer que a taxa de variacdo é constante. Quando questionado, durante as correcoes, ele
disse que estava se referindo a variagdo, momento em que este conceito foi apresentado.

Outras respostas, como a dada pelo Aluno J, e expressa na Figura 42, ainda na questao

1, mostra um amadurecimento em relacdo ao conceito de funcéo e variacao.

Figura 42 - Resposta dada pelo Aluno J na questéo 1 da Atividade I1.
1) O que vocé percebe ao observar no QUADRO | os dados que vocé

preencheu?
.A,(u_l (2 qJ/ﬂa‘; D path  e0d0 ‘.o/;;,l?zou'/j Aron o r// e dids 4 AYI-
d)‘{.‘u’/))-‘ 2 QINTNOMILs /,myj.umt( el 1T Sy s O A P ©.

Fonte: Dados do pesquisador.

Ele notou as quantidades varidveis ao dizer que o valor a ser pago depende da
quantidade de frutas e verduras comprados, notou que a taxa média de variacdo é constante
e, ainda mais, quantificou essa variacdo. Ainda que ndo tenha sido a percepcdo da maioria,
nota-se um avanco na forma como os alunos comegam a perceber as fungdes.

Durante as discussdes dessa atividade, os alunos concluiram, de forma conjunta, que
0 problema, expresso, nessa primeira parte, € de uma funcgéo crescente, cujo valor a ser pago
varia de acordo com a quantidade de quilogramas comprados, que a variagdo no preco a ser
pago é de R$ 1,20 por quilograma e, sendo assim, constante para cada quilograma
adicionado. Esse resultado é expressivo, pois o professor pesquisador apenas mediou essas
discussoes.

Ao responderem a questdo dois, nota-se um grande amadurecimento dos alunos

guanto ao conceito de grandezas continuas.

Figura 43 - Resposta dada pelo Aluno A na questdo 2 da Atividade I1.
2) Nesse contexto, seria possivel considerar x=-1? £ x =2 ?
-

~

o> ot J WA/ gD, {'U)’)WQ M0 s moaoani2
ge»wj macs mouwg ol «2Ko

Fonte: Dados do pesquisador.
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Percebe-se, pelas respostadas dadas, a compreensdo da ideia de continuidade dos
nUmeros reais, conceito que ja havia sido discutido na Atividade I. Na Figura 43, percebemos,
na resposta do Aluno A, ele se referir a continuidade dos nimeros da reta real. Sendo assim,
ndo existem “furos” ao variar uma quantidade de 0 quilogramas comprados a 2 quilogramas,
entdo a possibilidade de se comprar dois quilogramas permite inferir que faz sentido
considerar v2 quilogramas.

Entendemos que a Atividade | foi facilitadora no entendimento do conceito de taxa
média de variacdo, amplamente abordada em suas questdes. Esse fato foi notado pelo
preenchimento correto por quase todos alunos do QUADRO |1 da Atividade Il, como vemos
na Figura 44, tendo ocorrido apenas alguns erros associados a parte operatdria quando
envolvia nimeros decimais, 0 que motivou, durante a correcdo, uma revisdo de operacdes

com nUmeros racionais.

Figura 44 - Resposta dada pelo Aluno J na questao 3 da Atividade II.

| Quilogramas Taxa Média de Variagio {Variacio
do preco/ variacio dos
quilcgramas)
x=0kga x=1kg gy
x=0kpax=2kg LA
x=0kgax=3kg 13
x=lkgax=5ks 1
x=0kgax=001kg (WIRE
x=0kgax=0,001kg 0.3
QUADRO 1|

Fonte: Dados do pesquisador.

Os alunos, quando perguntados sobre o que foi observado ao preencherem o Quadro
Il da Atividade Il (Figura 44), demonstraram compreensdo do conceito de taxa média de
variacao, outrora distante.

Na Figura 45, o Aluno | percebe que os numeros ali presentes possuem uma taxa
média de variacdo constante, e notamos que o Aluno | ja comeca a interpretar as funcées por

seu carater variacional, ainda que representada em um quadro.

Figura 45 - Resposta dada pelo Aluno I na questéo 3 da Atividade I1.
O que vocé observa, através dos dados que vocé preencheu, no QUADRO

Il acima?

Fonte: Dados do pesquisador.



A medida que avancamos nas atividades da sequéncia didatica, notamos uma
evolugcdo dos alunos na compreensdo dos conceitos de fungédo, seja ao enxergar as
quantidades variaveis ou até mesmo ao quantificar as variacdes. Se pensarmos novamente
nas respostas obtidas atraves dos questionarios, e que a aplicacdo da Atividade Il ocorreu
sem nenhuma discussao prévia sobre os temas abordados, ja é consideravel a diferenca entre
as respostas dadas pelos alunos, indicando que os discentes ja comecam a perceber as
quantidades variaveis a fim de quantificar as variacdes.

Na Figura 46, notamos que o Aluno A, ap0ds preencher corretamente o Quadro II,
percebe as duas quantidades varidveis, nota que a taxa média de variacdo é constante, mas

ndo quantifica essa variagéo.

Figura 46 - Resposta dada pelo Aluno A na questdo 3 da Atividade 1.
O que vocé observa, através dos dados que vocé preencheu, no QUADRO

Il acima?

Lﬁmw_if,— Anladl, :79 Mﬂﬁﬁ Corm 0 oo, UM&ZKS.L,AL
_LHE C{ﬂm@‘cm FWJI}J Pgng .

Fonte: Dados do pesquisador.

O Aluno H, por sua vez, percebe a funcdo formada pelas taxas médias de variagdo em
cada alteracdo de quilograma de frutas e verduras comprados, identificando que € uma funcgéo

constante (Figura 47).

Figura 47 - Resposta dada pelo Aluno H na questéo 3 da Atividade I1.

O que vocé observa, através dos dados que vocé preencheu, no QUADRO

e

Fonte: Dados do pesquisador.

Il acima?

Notamos, por sua resposta, que o carater variacional da funcdo foi o principal
condutor do aluno em sua solugéo. Podemos pensar na fungdo constante, mencionada por
ele, como sendo a funcdo derivada. Sabemos que a derivada de uma funcdo afim é uma
fungéo constante.

Perguntados, na questdo 4, sobre o grafico que representa os pares ordenados da
forma (x, taxa média de variacdo de x); as respostas indicam uma boa compreensdo dos
conceitos que buscamos na atividade. A associagéo dos dados do Quadro 11 da Atividade 11
(Figura 44) a uma funcéo constante, como observamos na Figura 48, e a sua caracterizagao
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por meio do carater variacional, foram consideradas por n6s aspectos bem positivos. Ainda

mais, perceberam o que varia e como varia.

Figura 48 - Resposta dada pelo Aluno K na questéo 4 da Atividade I1.
4) Faga um esbogo dos pontos (x, taxa média de variagdo) obtidos na
questdo anterior com o auxilio do geogebra. Quais as caracteristicas desse
grifico? Qual fungdo representa esse grafico?

Li},hon e - A rad Mﬂhfmté amadis Shas i .—J-r}ﬂ)nr‘fmr"t-. Apa

Vo o -I):-CG. P R TR LY TC o L A YT I SO S Y a7
U |

EETETCEER

Fonte: Dados do pesquisador.

Indagados, na questdo 5, sobre 0 comportamento da taxa média de variagcdo ao nos
aproximarmos cada vez mais de zero, oito dos alunos foram corretos em suas respostas,
dizendo que essa é igual a 1,2 e que ela independe da variacao na quantidade de quilogramas.
A primeira parte da Atividade 11 foi finalizada com a questdo de nimero 6, solicitando que
os alunos representassem uma funcdo que descrevesse tal problema. Seis alunos responderam

corretamente se tratar da funcdo P(x) = 1,2x.

5.3 Analise dos protocolos da resolucédo da Atividade Il — segunda parte

A Atividade Il foi dividida em duas partes. Na Figura 49, apresentamos 0 enunciado
do problema que foi proposto na segunda parte dessa atividade e que motivam 0s

questionamentos que seguem.

Figura 49 - Problema proposto na segunda parte da Atividade I1.
7) Suponha agora que dona Terezinha tenha comprado também itens de
limpeza, totalizando RS 80,00. Preencha o QUADRO Ill abaixo com o valor
a ser pago y para cada quantidade x de kg de frutas e verduras.

Fonte: Dados do pesquisador.
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Os alunos demonstraram um bom entendimento ao preencherem o Quadro Il dessa
atividade (Figura 50), que solicitava ao aluno calcular o valor a ser pago para diferentes
quantidades de quilogramas de frutas e verduras comprados. Podemos destacar a grande
dificuldade dos alunos, de uma forma geral, em compreender e operar com numeros
racionais. Apesar dos nimeros decimais aparecerem, geralmente, no sexto ano do Ensino
Fundamental, as respostas dos alunos indicam que as dificuldades ainda persistem no Ensino
Médio.

Figura 50 - Resposta correta dada pelo Aluno A, ao preencher o Quadro 111 da
segunda parte da Atividade I1.

Quantidade de kg Prego a ser pago em
comprados de frutas e reais
verduras
0 5’-7}03
1 £120
? 2,40
3 8260
0,1 O 12 + fooo
0,01 2ol. 120 y8o,00
0,001 2001 (30 +800e
QUADRO Il :

Fonte: Dados do pesquisador.

A Figura 50 nos mostra que o Aluno A entendeu bem o problema expresso nessa
questdo, conseguiu organizar suas ideias a fim de perceber uma variavel dependente e outra
independente, mas pareceu sentir-se inseguro para realizar os célculos, uma vez que nao
resolveu as operacdes aritméticas apontadas em sua resolucdo. Isso sugere, mais uma vez,
uma dificuldade relacionada ao conjunto numeérico citado anteriormente (racionais). Diante
dessas observacOes, foi feita uma revisdo de operagdes envolvendo ndmeros decimais e
fracionarios.

A maioria dos alunos conseguiu associar a situacdo abordada no problema a funcéo
afim, cuja representacgéo algébrica é da forma y = ax + b. Também, notamos que os alunos
realizaram uma associacdo da situacdo apresentada na primeira parte da atividade e dessa

nova abordagem, como notamos na resposta do Aluno C na Figura 51.
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Figura 51 - Resposta dada pelo Aluno C, na questéo 8 da Atividade I1.
O que vocé observou ao preencher o QUADRO III' ?

4?‘3.:.: ey Ao oce Aloia = B0 nomar Lyrroda aw sxben
]
e K ﬁsiiw‘ﬁ' ﬁ._.\.ir\"u.l._ﬂfu-'e_{;l — !l.‘n?D-‘{ "

Fonte: Dados do pesquisador.

Percebemos, ainda observando a Figura 51, que o Aluno C denomina 0 monémio
1,20x de variavel, sendo que sua intencéo era mostrar que esse novo problema era 0 mesmo
apresentado na primeira parte dessa atividade adicionado um valor constante de R$ 80,00. A
correcdo foi um momento oportuno para desfazermos essa confusao e revisarmos o conceito
de variavel.

Ainda indagados sobre o que observaram ao preencherem o Quadro Ill dessa
atividade (Figura 50), notamos, pela observacdo das respostadas dadas, uma evolucdo dos
alunos em relacdo a compreensdo do conceito de taxa de variacdo de uma funcdo, que era
almejado pelo professor pesquisador desta dissertacdo. Esse amadurecimento pode ser
constatado ao analisarmos as Figuras 52 e 53, que correspondem as respostas dadas pelos
Alunos I e C, respectivamente. Eles perceberam que as taxas de variacdo das fungdes y = ax

e y = ax + b sdo constantes e iguais.

Figura 52 - Resposta dada pelo Aluno I, na questdo 8 da Atividade I1.
O que vocé observou ao preencher o QUADRO 111 ?

= T -
» i i 4

L9
Fonte: Dados do pesquisador.

A Figura 53 exemplifica a compreensdo correta dos alunos sobre a fungéo que modela
a situacdo apresentada no problema. Reconheceram ser uma fungéo afim, com a taxa média
de variagdo constante e, ainda mais, que sua taxa de variacdo independe do valor de b.
Observando as respostas dos demais alunos, foi notéria a compreensdo do conceito de taxa
de variacdo e a percepcao de que, para o problema apresentado na atividade, a taxa de

variagdo é constante.
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Figura 53 - Resposta dada pelo Aluno C, na questéo 8 da Atividade I1.
Complete o QUADRO IV abaixo com a taxa média de variagdo para
compras variando segundo a tabela abaixo:

“Variagéo de kg Taxa média de variagao
X=0ax=1 1 R0

X=0 a x=2 §,R0

X=0 a x=2 4,20

X=1ax=3 3,20

X=lax=15 J,an

X=1lax=1,1 4,290

X=1ax=1,01 1,0

QUADRO IV

O que vocé observa ao preencher o QUADRO IV acima?

d&:ﬁ; ~xa dﬁ -:;-('\-'FE - :% m . 2 ! E LS

anden oo by

Fonte: Dados do pesquisador.

Vale destacar uma grata surpresa que tive no ano seguinte, 2020, a realizacdo desse
trabalho. Fui procurado por um aluno do segundo ano do Ensino Médio e que havia
participado, no ano anterior, dessas atividades. Ele queria me mostrar um problema de Fisica,
mais precisamente de escalas termométricas. Percebeu que as taxas de variacdo eram
constantes e diferentes de zero e, sendo assim, perguntou-me se a fungdo afim que ele havia
encontrado, por meio da taxa média de variacdo, estava correta. Foi uma grata surpresa ele

ter percebido o carater variacional da funcéo e reconhecido ali uma funcéo afim.

5.4 Analise dos protocolos da resolucdo da Atividade 111

Seguimos com a analise do desenvolvimento da Atividade Ill, cujo problema é
apresentado na Figura 54.

Figura 54 - Enuciado do problema proposto na primeira parte da Atividade 111
Considere que um bem sofre uma desvalorizagdo linear chegando a zero em

10 anos. Suponha ainda que seu prego seja R$ 42.000,00 apos 7 anos.
Responda os itens abaixo.

Fonte: Dados do pesquisador.

Nessa atividade, foi feita uma juncdo das ideias de taxa de variacdo, porcentagem,

proporcionalidade e funcdo afim, que se relacionam. Essa atividade contou com a



participacdo de nove alunos que formaram duplas e um trio. Dois alunos do grupo inicial ndo
participaram porque tinham de estudar para a recuperagédo trimestral. Lembremos que os
alunos que participaram dessa atividade ja estudaram funcdo afim e porcentagem, mas de
forma independente.

Portanto, percebe-se que os alunos possuem uma boa compreensdo das ideias de
porcentagem. Talvez, por serem consideradas faceis, as questdes que envolvem porcentagem
em sua resolucdo sejam bem aceitas pelos alunos. Os alunos, muitas vezes, recorrem as
proporcionalidades, momento em que obtemos a resposta tdo comum observada em sala de
aula pelos professores: “fiz por regra de trés”. Aqui, devemos nos atentar a um obstaculo
epistemoldgico mencionado por Sierpinska (1992), o obstaculo 9: tratar propor¢do como um
tipo privilegiado de relacdo. Os alunos buscam proporcdo em “qualquer” problema que
envolva funcéo.

Quando solicitada a construgdo de uma funcéo que representasse a situagao indicada
na atividade, percebemos, nas respostas dos alunos, uma dificuldade em assimilar a variagao
negativa e relaciona-la com a funcéo afim, como podemos observar as respostas dos Alunos

F e G nas Figuras 55 e 56, respectivamente.

Figura 55 - Resposta dada pelo Aluno F, na questéo 5 da Atividade I11.

9) Construa uma fungado que represente essa situagao.
?{ﬂf 14000 > + 140,000

Fonte: Dados do pesquisador.

Notamos, ao observar a Figura 55, que ele consegue apontar o termo independente e
a taxa média de variacdo da funcéo, mas ndo percebeu que a variacdo é negativa e deveria
ser expressa na funcdo. Entretanto, o Aluno G, destacou que existe uma desvalorizacao e ela
deve ser expressa na funcdo, mas erra ao representa-la algebricamente, como mostra a Figura

56 a seguir.

Figura 56 - Resposta dada pelo Aluno G, na questéo 5 da Atividade II1.

5) Construa uma fungdo que represente essa situagao.
P (wl = Moo X 140000

Fonte: Dados do pesquisador.
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Ainda notamos ndo ser um erro isolado, uma duvida que promoveu discussdes em
termos da taxa média de variacao ser negativa e a construcdo da fungdo afim associada a tal
problema.

Podemos entender esses erros ao representar por meio de fungdes as situacdes do
mundo real a partir do obstaculo epistemoldgico 1, citado por Sierpinska (1992) no Quadro
1 dessa dissertagdo. A falta de problemas em sala de aula, a serem modeladas através de
funces e oriundas de situacdes presentes no dia a dia dos alunos, talvez justifique tais erros.

As questdes 6, 7 e 8 da Atividade Il validaram as discussdes feitas anteriormente.
Ainda destacamos o alto indice de acertos nas questdes que buscavam a variagao anual do
bem e o preco do bem novo; mas, em contrapartida, um alto indice de erros na modelagem
das situacGes apresentadas que recaem em funcgdes afins. Verificamos que o aluno
compreende bem a situacdo, entende que ela pode ser expressa por meio de uma funcgéo afim,
mas ainda ndo consegue definir de forma clara a sua lei.

Assim, acreditamos que as taxas de variagdo de funcdes reais e as leis das funcdes
devem ser trabalhadas de forma concomitante, a fim de que esse distanciamento verificado

na atividade seja minimizado.

5.5 Analise dos protocolos da resolucdo da Atividade 1V

Dando continuidade as analises, apresentamos na Figura 57 o problema da Atividade

Figura 57 - Problema apresentado na Atividade IV

EXCURSAQ PARA PRAIA

Considere que um grupo de amigos fretou um énibus para ir 4 praia. Ficou combinado
que cada amigo iria pagar R$600,00 e mais R$10,00 por cada lugar vago no dnibus dois
andares, que possui 76 lugares. A receita da empresa serd o valor pago por cada amigo
multiplicado pelo mimero de pessoas que irdo viajar.

Fonte: Dados do pesquisador.

A funcéo receita foi construida corretamente por 6 alunos, como notamos na resposta
do Aluno E (Figura 58).
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Figura 58 - Resposta do Aluno E na questédo 1 da Atividade IV

1) Considere x o numero de lugares vagos e construa a fungdo receita. Y =(6acmox) 126-x)
Objetivo: Modelar a situag@o problema por meio de uma fungzo quadritica.

Fonte: Dados do pesquisador.

Notamos, mais uma vez, a dificuldade em modelar situagdes por meio de fungdes.
Em uma proxima aplicagdo, sugerimos que a correcdo dos dados representados no Quadro |
dessa atividade (Figura 59), bem como a modelagem de tal problema ocorra ja no inicio da
atividade, a fim de evitarmos que os alunos nédo errem toda a atividade em funcéo de um

equivoco inicial.

Figura 59 - Resposta do Aluno B na questéo 2 da Atividade IV.

2) Determine a fun¢do receita da empresa, para x lugares vagos, dados no QUADRO

abaixo:

Lugares vagos (x) Receita (Y)
0 o'+ 40,0+ 600> foo

2 5 100 o= eal

4 94*ynn i Y 656

6 ‘o™ \40.% baan - b 96

8§ rwlilwos= EAY
10_Jg* 10 40+ ke = drn

12 40"+, 42 44on = kbl

QUADRO I
Fonte: Dados do pesquisador.

O Quadro I dessa atividade, expresso na Figura 59, mostrou-se eficaz em apresentar
0 comportamento da fungdo apenas para os alunos que o preencheram corretamente. Uma
sugestdo, para uma proxima aplicacdo, seria desvincular o Quadro | da funcdo que modela
tal problema. Provavelmente, essa mudanca permitira ao aluno, ainda que de forma intuitiva
e sem que se construa a fun¢do, realizar uma melhor avaliacdo de seu comportamento durante
0 processo de resolucdo do problema.

Notamos, nesse ponto, um obstaculo epistemolodgico citado por Sierpinska (1992), o
obstaculo 10: a crenca no poder das operacdes em expressdes algébricas. A questdo poderia
ser respondida pela simples interpretacdo do problema e um numero finito de operacdes
aritméticas. Porém, os alunos que erraram tentaram primeiro expressar a situagdo por meio
de uma expressao algébrica da funcao, para s6 entéo calcular a receita, como percebemos na
resposta do Aluno B (Figura 59).

A percepcédo de um valor méximo da fungdo, bem como do nimero de pessoas e preco

para tal situacéo, foi respondida de forma apropriada por todos os alunos que preencheram
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corretamente o Quadro | dessa atividade (Figura 59) , como esperavamos. Essa percepgao
pode ser notada na Figura 60, ao interpretarmos a resposta do Aluno C na questéo dois.

Figura 60 - Resposta dada pelo Aluno C na questéo 4 da Atividade 1V.

O que vocé observou a medida que aumenta o nimero de lugares

\'38057 \(L 2eca.do r;u'mmgv obl o ccanocind o cligiaen ofrening
1]

Fonte: Dados do pesquisador.

Problemas como 0s que apresentamos nessa Atividade IV aparecem com frequéncia
em processos seletivos nas questdes que abordam a funcdo polinomial do 2° grau, e, talvez
por isso, sejam 0s mais explorados pelos professores da Educacdo Basica. Provavelmente,
esse motivo, aliado ao Quadro I, seja o responsavel por todos os 6 alunos citados
anteriormente terem também acertado o nimero de pessoas e 0 valor pago por pessoa para
termos a receita maxima.

Para uma melhor compreensdo das questes 6 e 7, seria interessante adicionar um
quadro em cada um desses guestionamentos, induzindo o aluno a realizar de forma intuitiva
aproximacdes, por ambos os lados (por nimeros maiores e também por nimeros menores).
Provavelmente, devido a uma falta de direcionamento nesse sentido aos alunos, apenas uma
dupla chegou a concluséo correta, dizendo que a taxa de variacdo instantanea para a abscissa
do vértice é zero, conforme perguntado na questdo 8. Na Figura 61, notamos a resposta
correta dada pelo Aluno E, quando questionado sobre a taxa de variagdo instantanea no
vértice do grafico que descreve o problema apresentado.

Figura 61 - Resposta dada pelo Aluno E, na questdo 8 da Atividade IV.

8) O que wvocé conclui sobre a taxa de wvariagio instantinea no x
7 .

1

Fonte: Dados do pesquisador.

As questdes que seguem fazem uso do software GeoGebra e os alunos tiveram a ajuda
do professor na compreensdo dos comandos basicos e passos a serem seguidos em cada
questéo.

Inicialmente, os alunos foram apresentados a interface do GeoGebra como mostramos

na Figura 62. Foi bem perceptivel a influéncia positiva do software nesta atividade.
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Figura 62 - Tela inicial do GeoGebra.
o ol IPANNIEIR c

+ A
5

-9 - -7 -5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 5 7 8

Fonte: Dados do pesquisador.

Ao representarem a funcdo com o auxilio do GeoGebra, os alunos puderam observar
seu grafico, criar um ponto pertencente a fungdo e, ap6s isso, desloca-lo com a utilizacdo de
um controle deslizante até que ocupasse a posi¢do do vertice, de abscissa 9, como podemos

observar através da Figura 63 o grafico construido pelo Aluno A.

Figura 63 - Gréfico construido pelo Aluno A solicitado na questao 9 da Atividade V.

o =

Fonte: Dados do pesquisador.

Com auxilio do professor, que fez uso de um projetor, 0s comandos necessarios, para
a execucdo da atividade, eram apresentados. A utilizacdo do GeoGebra permitiu aos alunos
determinarem uma reta tangente ao grafico da funcdo construida, desliza-la pela curva
construida de modo a tangenciar 0s seus pontos e, ainda mais, determinar a funcdo que

representa a reta tangente em qualquer ponto do mesmo, como observamos na Figura 64.



Figura 64 - Gréfico construido pelo Aluno K na questdo 9 da Atividade IV.

ASALBEOD LN o Q

Fonte: Dados do pesquisador.

O software permitiu “dar vida a funcdo”, ao criarmos pontos que se moviam pelo
grafico sem sair dele. Sem divida, € uma excelente alternativa para trabalharmos funcéo de
uma forma dindmica, variando os parametros das func¢des ou, até mesmo, deslocando pontos
e retas tangentes no grafico de funcgdes.

Apbs a construcdo do grafico da funcdo descrita na Atividade 1V, os alunos foram
questionados quanto ao sinal do coeficiente angular da reta tangente a funcdo em diversos
pontos do gréafico. Com auxilio do GeoGebra, os alunos modelaram a fung&o e responderam,
de forma acertada, a questdo.

Outra sugestdo em uma segunda aplicacdo dessas atividades, € a sua separacdo em
duas partes e, s6 apds a correcdo e discussdo da primeira parte, os alunos realizarem a
segunda, que faz uso do GeoGebra. Acreditamos que, assim, haverd um maior
aproveitamento.

Os alunos conseguiram perceber a relacdo entre monotonia da funcéo e o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico da funcdo, como podemos verificar na resposta dada pelo
Aluno G, apresentada na Figura 65. Ele diz que a monotonia e o coeficiente angular possuem
0 mesmo padrédo. As discussdes promovidas pela correcédo da atividade permitiram ao Aluno

~ 9

G esclarecer que o “padrao” por ele notado nos sinais dos coeficientes angulares das retas
tangentes ao grafico da funcdo obedeciam a seguinte regra: no intervalo que a funcéo era
crescente, os coeficientes angulares eram positivos; no intervalo em que a funcgdo era
decrescente, os coeficientes angulares eram negativos. Dessa forma, observamos que ele foi

capaz de relacionar a monotonia com o coeficiente angular da reta tangente.
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Figura 65 - Resposta dada pelo Aluno G, na questdo 11 da Atividade IV.

11) Existe alguma relag@io entre a monotonia de uma fungio ¢ o coeficiente angular da
reta
tangente? )¢

o_n r ~

Fonte: Dados do pesquisador.

Ao completarem o Quadro Il, os alunos preencheram acertadamente com o auxilio
do GeoGebra, sendo esse software um grande facilitador na compreensdo dos conceitos
matematicos propostos.

Observamos também, de acordo com a Figura 66, que os alunos, e em especial o
Aluno K, foram capazes de concluir corretamente que os dados apresentados, no Quadro 1l

dessa atividade, pertencem a uma funcédo afim decrescente.

Figura 66 - Resposta dada pelo Aluno K nas questdes 12 e 13 da Atividade IV.
12) Utilizando o geogebra, determine a inclinagdo da reta tangente ao grifico nos

pontos:

X Inclinagdo da reta tangente
0 30

1 3 S0

2 T 4 U

3 0 LV

4 3 2O

5 J 10

6 oo

QUADRO II

13) Com auxilio do geogebra, construa o grifico com os pontos (x,incinagdo da reta

tangente). Quais as caracteristicas desse grifico?

7 MDA D RN, 0 Ao N Lo ! Ao | ()..II\U_
|
Fonte: Dados do pesquisador.

A justificativa para tal conclusdo foi dada durante os debates em sala e motivada,
segundo ele, pelo fato de a taxa média de variacdo ser constante. Se pensarmos na derivada
da funcéo polinomial de grau dois, notamos a coeréncia de sua resposta, visto que a derivada
de um polindmio de grau dois € um polindbmio de grau um.

Ainda de acordo com essa atividade, percebemos a necessidade de darmos énfase a
situacOes reais ao apresentarmos o conceito de fungdo aos alunos. Notamos que eles

dominam algumas “regras”, como as utilizadas para encontrar raizes, coordenadas do vértice,
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concavidade, formato do gréfico da funcdo, dentre outras, mas sentem dificuldade em
modelar o problema, mesmo que a situagdo proposta seja comum entre as associadas a
funcéo quadratica.

Esperavamos reaplicar essa atividade, com as mudancas aqui mencionadas, no ano
de 2020, mas a pandemia (de proporg¢des mundiais) impediu qualquer tentativa nossa nesse
sentido.

5.6 Andlise dos protocolos da resolucdo da Atividade V

Os alunos que responderam a essa atividade ja trabalharam, em Fisica, 0 movimento
uniformemente variado, conceito relacionado a atividade proposta, determinando a posicao
correta do movel em cada instante sem dificuldade.

Em minha experiéncia profissional, percebo que encontrar a imagem de um certo
elemento do dominio de uma funcdo, o famoso “s6 colocar no lugar de x", seja uma das

principais interpretacdes de funcdo construidas pelos alunos da Educacdo Basica, calcular o

“f

Figura 67 - Resposta dada pelo Aluno G, na questdo 1 da Atividade V.

Considere que um ponto material se mova com movimento uniformemente variado. A fungdo
horaria que descreve sua posicdo no espaco em fungdo do tempo € S(t) = 12+45t+4t? para t>0,
S dado em metros e t em segundos. A partir da situagdo abaixo, faga o que se pede.

1) Preencha a tabela a seguir com a posi¢do do mével em cada instante.

0

1

2

3

4

13

2

33

%!

96

137

Fonte: Dados do pesquisador.

Como podemos perceber pela Figura 67, os alunos ndo encontraram dificuldades ao
calcular a velocidade meédia. A excegdo foi o calculo da velocidade média quando essa
envolvia operagdes com numeros decimais.

Ainda que de forma parcial, mais uma vez notamos a compreensao dos alunos quanto
aos conceitos de crescimento e de decrescimento das fungdes, visto que eles associam
corretamente a monotonia ao sinal do coeficiente angular da reta tangente. Entretanto,
conforme podemos notar na Figura 68 ndo foi possivel avaliar se os alunos compreendem ou
ndo como ocorre essa variacao, se ela é nula, constante ou ndo constante. Respostas como
essas nos levam a conjecturar que na Educacdo Basica essas discussfes em torno do

comportamento variacional de uma fungéo séo pouco exploradas.
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Figura 68 - Resposta dada pelo Aluno G, na questdo 1 da Atividade V.

3} Como vocé interpreta a velocidade média ao tomarmos intervalos de tempo cada vez
mais préximos de
57 (4 [ve i\:.ci‘. clada r\rxﬂfd.'..ﬂ. Tt rvarogn e
Fonte: Dados do pesquisador.

O objetivo proposto na questdo dois ndo foi atingido de forma integral por nenhum
aluno. Eles perceberam que a velocidade média estava aumentando, até perceberam uma
variagdo constante da velocidade nos trés primeiros intervalos, mas nenhum mencionou em
sua resposta o fato da velocidade média “parecer se aproximar” de um certo valor, como

notamos na Figura 69.

Figura 69 - Resposta dada pelo Aluno C, na questao 2 da Atividade V.

2) Determine a velocidade média do mdvel nos instantes: R
,.-ﬁfjf, s
Tempo inicial | t=Dat=5 T=lat=5 T=4at=5 T=45at=5 | T=49at=5
€ tempo final
Velocidade Q% e |,
média 45 23 49 @ﬁﬁﬂ;{;., 44, &
¢

Fonte: Dados do pesquisador.

O GeoGebra mostrou ser, mais vez, uma ferramenta eficaz no estudo das fungdes.
Esse fato foi notado pela facilidade dos alunos em alcancar os objetivos propostos quando
estavam utilizando-o, aumentando ainda a percepc¢ao dos detalhes almejados nessa atividade.
Por exemplo, foi possivel determinar a equacdo de uma reta tangente em um dado ponto do
grafico, como solicitado na questdo 4 (Figura 70). Essa determinacdo, sem o auxilio do
software, seria quase inimaginavel para um aluno do primeiro ano que ainda nédo estudou

formalmente esses conceitos que, em geral, sdo objetos de estudo de cursos de graduacéo.

Figura 70 - Grafico construiglo pelo Alluno J na questdo 4 da Atividade V.

=

&

~ Fonte: Dados do pesquiéador.
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A Figura 71 retrata como a maioria dos alunos conseguiu determinar corretamente a

equacdo da reta tangente ao grafico da funcdo no ponto de abscissa cinco.

Figura 71 - Resposta dada pelo Aluno C, na questéo 2 da Atividade V.

4) Com auxilio do geogebra, determine a equagdo da reta tangente a fungdo posigao S(t),
no ponto 5. O que vocé percebe em relagao ao coeficiente angular da reta tangente no
ponto5? 45X -388 ,.{ Aurrena. + 3

Fonte: Dados do pesquisador.

No entanto, foi somente apos as discussdes que os alunos conseguiram relacionar a
taxa de variacdo instantdnea com a inclinagdo da reta tangente, momento em que surgiu
naturalmente a associacdo com a velocidade instantanea. Ja na Atividade |, introduzimos
indagacOes que conduzem a uma taxa de variacdo instantanea ao questionarmos variagdes
em intervalos cada vez menores. Mas somente durante as corre¢des, 0s alunos conseguiram
relacionar a taxa de variagdo da funcdo posicdo em intervalos cada vez menores com a
velocidade instantanea.

Quando perguntados sobre o significado do grafico formado pelos pontos da
forma (x, coeficiente angular da reta tangente a funcdo no ponto de abscissa x), ndo tivemos
a indicacéo por parte dos alunos de que tal gréafico representasse a velocidade instantanea do
movel em cada instante, mas apontaram que tal funcdo possui taxa média de variacdo
constante e se tratava de uma funcdo afim. Durante as discussfes desta atividade, apos a
interpretacdo da velocidade instantdnea como a taxa de variacdo instantanea da funcao
posicdo, chegaram a conclusdo de que a taxa de variacdo instantanea da funcéo velocidade
seria uma funcdo constante que representava a aceleracao instantanea, como observamos na
Figura 72.

Ao finalizar essa atividade, os alunos concluiram, durante as discuss@es, que a
taxa de variacdo instantanea da fungéo “posicdo” (que era quadratica) gerava uma funcao
afim que representava a velocidade instantanea, e que a taxa de variagdo instantanea da
velocidade seria uma fungdo constante que representaria a aceleracdo instantdnea em um
dado instante. Esses fatos reafirmam a importancia de se trabalhar a Matematica de uma
forma contextualizada, explorando a investigacdo e a modelagem de situacOes cotidianas,

sem esquecer de sua importancia em outras ciéncias.
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Figura 72 - Resposta dada pelo Aluno A, nas questdes 5, 6 e 7 da Atividade V.
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Fonte: Dados do pesquisador.

5.7 Sugestdo de Atividade VI - ndo realizada

A Atividade VI, como mencionado anteriormente, ndo foi aplicada.

Essa atividade fecharia o ciclo planejado pelo qual conseguiriamos avancar por temas
pouco ou, até mesmo, ndo abordados durante o ensino de fungdes na Educacdo Basica, mas
que consideramos importantes em estudos futuros que envolvem fungdes, seja na propria
Matematica, em outras ciéncias ou problemas do cotidiano.

Muitos sdo 0s conceitos que seriam abordados de forma intuitiva ou direta nessa
Atividade VI. Podemos destacar, dentre muitos temas que permeiam a atividade, os conceitos
de fungdes dadas por mais de uma sentenca, dominio de uma funcéo, continuidade de fungdes
reais de uma variavel real, reta tangente ao grafico de uma fungdo em um ponto do seu

dominio, derivada de uma funcédo polinomial de grau dois (ainda que intuitivamente), relacdo
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entre a monotonia de uma funcéo e a inclinagéo da reta tangente, pontos de méaximo e minimo
de uma funcao, limites laterais.

A nossa intencdo era comecar a atividade explorando a construgdo do grafico de uma
funcéo dada por mais de uma sentenca (Figura 73) com auxilio do GeoGebra, por entender
ser essa uma discussao importante e que favorece o ensino-aprendizagem de contetdos de

Célculo desenvolvidos no Ensino Superior.

Figura 73 - Questdo 1 da Atividade VI.
Dada a fungdo abaixo, faga o que se pede.

{ x>l

flx)
I—x—LxSI

1) Com auxflio do geogebra , eshoce o grafico.
Fonte: Dados do pesquisador.
Como essa atividade seria aplicada a alunos que ja haviam estudado o conceito de
funcdo, pretendiamos, a partir do grafico e da questdo 2 (Figura 74), incentivar indagagdes
no que diz respeito a sua continuidade e, nesse momento, gerar uma inquietacdo onde as

indagaces surgissem.

Figura 74 - Questéo 2 da Atividade VI.

2] Todos os nimeros reais estio no dominio da funcio? Se ndo, qual ponto ndo pertence
ao dominio da

fungdo?

r——

Fonte: Dados do pesquisador.

Diferente do que foi proposto na Atividade IV, ao aproximarmos a reta tangente ao
grafico da funcdo pela direita e pela esquerda em um mesmo ponto, esses valores nédo
coincidiam e esperavamos gue os alunos dissessem, ainda na questdes 3 e 4 (Figura 75), ndo
existir a inclinagdo em tal ponto ou que seriam dois valores distintos. Seria um momento para
apresentar, ainda que de forma intuitiva, ideias como limites laterais e continuidade de
funcdes reais de varidveis reais e mostrar que nem sempre temos a reta tangente num ponto
dado. Esse tipo de atividade € relevante, pois traz a tona discussdes importantes de conceitos
formadores do Calculo para a Educacdo Basica, em que os alunos deveriam ter o contato

inicial com tais conceitos matematicos.
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Figura 75 - Questdes 3 e 4 da Atividade VI

3) Determine a inclinacio da reta tangente ao grafico nos pontos:

a)
X -1 0 ] 0.9 0,99 | 0,999 | 0999
Inclinacio
da reta
tangente
QUADRO1I
b)
X 3 2 11511 [1,01]1,001]1.0001
Inclinacio
da reta
tangente
QUADERO II

4) Como seria a reta tangente ao grafico no ponto x= 17

Fonte: Dados do pesquisador.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Iniciamos esse trabalho com o questionamento sobre o alto indice de reprovacéo e
evasdo na disciplina de Calculo. Ademais, verificamos que muitas sdo as pesquisas que
tentam buscar possiveis caminhos para a solucdo de tal problema. Cumpre salientar que isso
ndo é uma caracteristica exclusivamente das universidades brasileiras, e que vem motivando
diversas pesquisas em todo o mundo.

Na busca por respostas que viessem elucidar nossas duvidas, encontramos, na tese de
doutorado de Rezende (2003b), um possivel direcionamento em que acreditamos. Por essa
razdo, adotamos seu trabalho como a principal referéncia ao elaborar esta dissertagéo.
Rezende acredita que a origem de tal fracasso se verifica desde 0 momento em que se comeca
a ensinar Calculo, e que as dificuldades sdo de natureza epistemoldgica. Vale destacar que a
partir de um entrelacamento histérico e pedagogico, ele apontou cinco macro espacgos de
dificuldades de natureza epistemoldgica, em que destacamos o0 macro espaco da
variabilidade/permanéncia.

Rezende evidencia o Ensino Basico como lugar-matriz das dificuldades ligadas as
deficiéncias na aprendizagem de Célculo. Diante dessa verificacdo, destacamos, em nosso
trabalho, a questdo da variabilidade de fungdes. Cabral (1998) apud Rezende (2003b) diz que
alguns dos maiores obstaculos de aprendizagem enfrentados pelos estudantes no curso de
Caélculo sdo os problemas de taxas relacionadas e otimizacdo, destacando a dificuldade de
enxergar as quantidades variaveis envolvidas e a relacdo funcional entre elas.

Nesse contexto, percebemos que a abordagem atual de funcéo, baseada na linguagem
de conjutos, se desprendeu das origens de tal conceito no campo das variacbes entre
grandezas, que é amplamente abordada em processos seletivos e situa¢fes cotidianas.

Desse modo, elaboramos uma proposta para o ensino de fungdes reais de variaveis
reais, com o intuito de ser aplicada no Ensino Médio e, mais precisamente, na primeira serie
deste ciclo. Em seu desenvolvimento, os alunos fizeram uso do software GeoGebra, que se
mostrou, no nosso entendimento, uma 6tima ferramenta para o ensino dindmico de funcGes
reais de variaveis reais, pois o software favoreceu a visualiza¢do dos gréficos das fungdes e
ajudou o aluno a desenvolver uma intuicdo do carater variacional das funcoes.

Nesta pesquisa de abordagem qualitativa, foi elaborada uma sequéncia didatica com
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seis atividades, das quais s6 conseguimos aplicar cinco, por causa do fim do ano letivo de
2019 e da pandemia vivenciada no ano de 2020. As fontes de dados deste estudo foram
questionarios, analise da resolucdo das atividades, e a observacao das aulas.

A validacdo de nossa pesquisa se deu com um grupo de onze alunos, de uma escola
da rede privada de ensino, em Montes Claros — MG, e 0s encontros ocorreram no contraturno
escolar. Vale dizer que os alunos se dividiam em duplas e um trio.

Podemos considerar o resultado satisfatorio. Os estudantes, antes de iniciarmos a
sequéncia didatica, mostraram-se confusos quanto ao conceito de variabilidade e
variabilidade de funcbes. Esse fato foi percebido por meio das respostas apresentadas
inicialmente nos questionarios. Notamos um avango significativo na compreensdo das
funcbes propostas na sequéncia didatica, proporcionada pelo trabalho fundamentado no seu
carater variacional em contrapartida a maneira estatica e usual que a maioria dos livros e
professores vém trabalhando atualmente com um amplo destaque a sua definicdo no campo
da teoria de conjuntos.

Outros conceitos, como continuidade, taxa de variacdo instantanea, reta tangente ao
grafico de uma funcdo e proporcionalidade, foram favorecidos pela realizacéo das atividades,
ampliando, assim, 0s conceitos propostos. As respostas dos alunos também evidenciaram um
predominio da abordagem conjuntista no ensino de funcdes na Educacdo Bésica e um
distanciamento de seu caréater variacional.

Os estudantes se mostraram capazes de entender as fungdes propostas por meio de
seu carater variacional, tanto na execucdo das atividades quanto durante as corregdes. Além
disso, foram adiante e comecaram a perceber o carater variacional das funcbes até mesmo
nas aulas de Fisica. Uma das comprovacdes dessa percepcdo foi verificada no ano seguinte
a aplicacdo da sequéncia didatica. J& no inicio do ano letivo de 2020, uma aluna que
participou do nosso projeto, ao se deparar com um problema de escalas termomeétricas na
Fisica, percebeu que, ao calcular a taxa de variacdo das temperaturas, essa era constante e,
assim sendo, deveria representar uma fungédo afim. Essa aluna queria a confirmagéo de que
seu raciocinio era coerente, 0 que me alegrou bastante. Isso me fez acreditar mais que as
ideias apresentadas neste trabalho podem fazer parte da Educacéo Basica e que contribuirdo
para uma melhoria da compreenséo de funcdes reais de variavel real.

Destacamos aqui a importancia em buscar aperfeicoar sempre o nosso trabalho e,
nesse sentido, a Atividade IV apresenta algumas sugestdes, mencionadas no texto, para que
em uma préxima aplicacdo possamos ter um resultado melhor.

Verificamos também, em trabalhos e pesquisas aqui relatados, criticas a respeito dos
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cursos de Fundamentos de Célculo ou Célculo Zero, oferecidos em algumas instituicdes de
Ensino Superior, que ndo estdo se mostrando eficazes para minimizar o problema de evaséo
e reprovacao em Calculo.

N&o poderia deixar de destacar o papel dos mestrados profissionais. Desde minha
graduacéo, atuei na docéncia, e muitas indagacOes surgiram nessa caminhada, por exemplo,
indagacdes a respeito da origem de determinadas dificuldades de aprendizagem dos alunos
em conteudos especificos, as metodologias e as estratégias de ensino mais adequadas, dentre
outras. Nesse contexto, 0 PROFMAT possibilita que os professores que atuam na Educacgéo
Bésica ampliem os seus conhecimentos matematicos e educacionais, refletindo sobre suas
praticas de ensino. Além disso, essa modalidade de mestrado permite aos alunos continuarem
exercendo a docéncia concomitantemente a realizacdo do curso.

Esperamos poder contribuir para a melhoria do processo de ensino-aprendizagem de
funcdes reais de uma variavel real.

Deixamos aqui uma sugestdo de continuidade para este trabalho: aperfeicoamento da
utilizacdo das mdltiplas ferramentas que o GeoGebra oferece ou, até mesmo, que sejam

exploradas as taxas de variacdo de outras funcdes, como exponenciais e logaritmicas.
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APENDICE 1 - Primeira atividade desenvolvida em sala de aula com os
alunos.

ATIVIDADE |

NOMES:
DATA:

PRECO DA PASSAGEM DE ONIBUS EM FUNCAO DA
QUANTIDADE DE QUILOMETROS PERCORRIDOS

1) Qual o preco da passagem de énibus urbano em Montes Claros?

Complete 0 QUADRO 1 abaixo, com o valor a ser pago, em reais, por uma pessoa

que se deslocar x km em Montes Claros utilizando um 6nibus urbano.

DESLOCAMENTO DE X KM | PRECO A SER PAGO: Y REAIS
0

OB WIN|F-

QUADRO |

O que voceé percebe ao preencher o quadro acima?

2)  Seria possivel considerar x= -1 km? E x = +/2 km?




3) Determine a razéo entre a variagdo no preco da passagem e a variagao no
deslocamento para os dados no QUADRO 11 abaixo.

Variagdo no preco da passagem por

Deslocamento km (em média)

Xx=0kmax=3km
Xx=0kmax=2Kkm
Xx=0kmax=1km
x=0kmax=0,5km
Xx=0kmax=0,01 km

QUADRO I

O que voceé percebe em relagdo a variagdo no preco da passagem por km, calculado
no QUADRO I, para diferentes deslocamentos? E quando reduzimos cada vez mais o

deslocamento, aproximando-o de zero?
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4) Determine, por escrito, um modo de calcular o preco a ser pago em um

deslocamento de x km em um 6nibus da cidade de Montes Claros.

5) Faca um eshoco da situacdo descrita nessa atividade (valor pago em um dnibus

urbano em funcdo do deslocamento) através de um gréfico.

6) Qual o significado da Variagdo no preco da passagem por km calculada no

quadro 11?
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7) Qual seria a taxa de variagdo média no preco ao aproximarmos cada vez

mais o deslocamento de 2 km, mas por distancias maiores que 2 km? E menores que 2 km?

8) Represente, em um plano cartesiano, os pontos da forma (x, y), em que x
represente o deslocamento e, y a taxa média de varia¢do no preco ao aproximarmos cada

vez mais dos deslocamentos: 0,1 2, 3 e 4 km.

9) Qual seria uma lei para a fungio acima?
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APENDICE 2 - Segunda atividade desenvolvida em sala de aula com os
alunos.

ATIVIDADE II

NOMES:
DATA:

FEIRA SEMANAL DE DONA TEREZINHA

Considere que dona Terezinha, em sua feira semanal, sempre aproveita a promogao
das tercas para comprar frutas e verduras pagando R$ 1,20 por kg.

Responda aos itens abaixo com base na feira semanal de dona Terezinha.

Complete 0 QUADRO 1 a seguir, com o valor a ser pago y em funcdo da quantidade

x de kg de frutas e verduras comprados por Dona Terezinha.

Quantidade de kg de frutas e verduras | Valor a ser pago (em reais)
comprados por dona Terezinha

0

~No|obh~wWwN|EF

QUADRO |

1) O que vocé percebe ao observar no QUADRO 1 os dados que vocé preencheu?

2) Nesse contexto, seria possivel considerar x = -1? E x = V272




3) Determine a taxa média de varia¢do no prego a ser pago por dona Terezinha para

compras de:

Quilogramas

Taxa Média de Variacao
(Variacdo do preco/ variacdo dos
quilogramas)

x=0kgax=1Kkg

x=0kgax=2Kkg

x=0kgax=3Kkg

x=1kgax=5kg

x=0kgax=0,01kg

x = 0kgax =0,001kg

QUADRO I
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O que vocé observa, através dos dados que vocé preencheu, no QUADRO Il acima?

4) Faca um esboco dos pontos (x ,taxa média de varia¢do) obtidos na questdo anterior com o
auxilio do GeoGebra. Quais as caracteristicas desse grafico? Qual funcdo representa esse

gréafico?

5) Ao comprarmos quantidades de kg de frutas e verduras cada vez mais proximos de 0 kg,
0 que vocé percebe em relacdo a taxa media de variagdo no prego?

6) Determine um modo (funcéo) de calcular o valor a ser pago (P) para uma compra de x

kg?

7) Suponha agora que dona Terezinha tenha comprado também itens de limpeza, totalizando
R$ 80,00. Preencha 0 QUADRO II1 abaixo com o valor a ser pago y para cada quantidade x

de kg de frutas e verduras.



Quantidade de kg
comprados de frutas e
verduras

Preco a ser pago em reais

0

1

2

3

0,1

0,01

0,001

QUADRO Il

8) Determine um modelo matematico (fungédo) que represente a situacao acima.
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9) O que voceé observou ao preencher o QUADRO I11?

Complete 0 QUADRO IV abaixo com a taxa média de variacdo para compras

variando segundo a tabela abaixo:

Variagdo de kg

Taxa média de variacéo

x=0ax=1

x=0ax =2

x=0ax=2

x=lax=3

x=lax=15

x=lax=11

x=1lax=101

QUADRO IV

10) O que vocé observa ao preencher o QUADRO 1V acima?
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APENDICE 3 - Terceira atividade desenvolvida em sala de aula com os
alunos

ATIVIDADE Il

NOMES:
DATA:

DEPRECIACAO DE UM BEM

Considere que um bem sofre uma desvalorizagéo linear chegando a zero em 10 anos.

Suponha ainda que seu preco seja R$ 42.000,00 apds 7 anos. Responda os itens abaixo.

1) Qual a desvalorizacdo média ao ano em porcentagem?

2) Apds 7 anos, qual o valor do bem em porcentagem se comparado ao seu preco inicial?

3) Qual a desvalorizagcdo média ao ano do bem?

4) Qual era o preco desse bem novo?

5) Construa uma funcéo que represente essa situagéo.
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Suponha agora, que um bem com 6 anos de uso tenha seu preco estimado em R$
72.000,00 e apo6s 11 anos R$ 65.000,00. Responda:

1) Qual a desvalorizacdo média anual?

2) Qual seria o preco desse bem com 15 anos de uso? E novo?

3) Construa uma funcao que represente essa situacgéo.
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APENDICE 4 - Quarta atividade desenvolvida em sala de aula com os
alunos

ATIVIDADE IV

NOMES:
DATA:

EXCURSAO PARA PRAIA

Considere que um grupo de amigos fretou um 6nibus para ir a praia. Ficou combinado
que cada amigo iria pagar R$600,00 e mais R$10,00 por cada lugar vago no énibus dois
andares, que possui 76 lugares. A receita da empresa sera o valor pago por cada amigo

multiplicado pelo nimero de pessoas que irdo viajar.

1) Considere x o numero de lugares vagos e construa a funcao receita.

2) Determine a funcdo receita da empresa, para x lugares vagos, dados no QUADRO I:

Lugares vagos (x) Receita (y)
0
2

4
6
8

1
1

N|O

QUADRO I

O que vocé observou a medida que aumenta o nimero de lugares vagos?
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3) Determine o nimero de pessoas que devem viajar para que a empresa tenha receita
maxima.

4) Qual o preco para receita maxima?

5) Qual a receita méxima?

6) Sendo x,0 nimero de lugares vagos para receita maxima, determine a taxa média de

variacdo da funcéo ao aproximarmos cada vez mais de x,, mas por valores menores que

X,

7) Sendo x,0 nimero de lugares vagos para receita maxima, determine a taxa média de
variagcdo da funcdo ao aproximarmos cada vez mais de x,, mas por valores maiores

que x,.

8) O que vocé conclui sobre a taxa de variagédo instantanea no x, ?
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9) Esboce o gréfico da funcdo com auxilio do GeoGebra e diga em que intervalos a
inclinacdo da reta tangente ao gréfico é positiva, negativa ou nula.

10) Diga em que intervalo a funcéo € crescente, decrescente ou constante.

11) Existe alguma relacdo entre a monotonia (onde a funcdo € crescente, decrescente e
constante) de uma funcdo e o coeficiente angular da reta tangente?

12) Utilizando o GeoGebra, determine a inclinacdo da reta tangente ao grafico nos pontos
dados no QUADRO I1.

Inclinacdo da reta tangente

olgbhlwiNkF[O|X

QUADRO I

13) Com auxilio do GeoGebra, construa o grafico com os pontos (x, inclinagédo da reta
tangente). Quais as caracteristicas desse grafico?
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APENDICE 5 - Quinta atividade desenvolvida em sala de aula com os
alunos

ATIVIDADE V

NOMES:

DATA:

Considere que um ponto material se mova com movimento uniformemente variado.
A funcdo horaria que descreve sua posi¢ao no espaco em funcdo do tempo é
S(t) = 12 + 5t + 4t?
para t > 0, S dado em metros e t em segundos. A partir da situacdo abaixo, faca o que se

pede.

1) Preencha a tabela a seguir com a posi¢cdo do movel em cada instante.

t 0 1 2 3 4 5

2) Determine a velocidade média do movel nos instantes:

Tempo inicial e

- t=0at=5|t=2at=5|t=4at=5|t=45at=5|1t=49at =75
tempo final

Velocidade
média

O que voceé percebeu ao preencher a tabela acima?

3) Como vocé interpreta a velocidade média ao tomarmos intervalos de tempo cada vez
mais proximos de 5?
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4) Com auxilio do GeoGebra, determine a equacgdo da reta tangente a fungéo posicdo S(t),
no ponto 5. O que voceé percebe em relacédo ao coeficiente angular da reta tangente no ponto
5?

5) Utilizando o GeoGebra, complete a tabela abaixo com o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico da funcéo posigédo S(t), nos pontos dados.

t 0 1 2 3 4 5
Inclinagéo
da reta
tangente

O que voceé observa?

6) Represente em um mesmo plano cartesiano os pontos da forma (tempo, inclinacdo da
reta tangente).

7) O que o gréafico da funcgdo anterior representa?

8) No gréfico descrito na questdo anterior, 0 que a taxa média de variacao representa?




APENDICE 6 - Sexta atividade - ndo desenvolvida em sala de aula

ATIVIDADE VI

NOMES:
DATA:

Dada a funcgéo abaixo, faca 0 que se pede.

£ { X%, x>1

-x-1x<1

1) Com auxilio do GeoGebra, esboce o gréfico.

2) Todos os numeros reais estdo no dominio da funcao? Se ndo, qual ponto ndo
pertence ao dominio da funcao?
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3) Determine a inclinagdo da reta tangente ao grafico nos pontos:

a)
X -1 0 | 05 ] 09 |0,99 |0,999 | 0,999
Inclinacdo da
reta tangente
QUADRO I
b)
X 3 |2 15 |11 |1,01 | 1,001 |1,0001
Inclinacdo da
reta tangente
QUADRO I

4) Como seria a reta tangente ao grafico no ponto x = 1?




5)

6)

7)

8)

9)
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Considere a funcdo de dominio e contradominio real f(x) = x2, e responda os itens
abaixo:

Complete a tabela abaixo com a inclinacdo da reta tangente a funcéo f nos pontos:
X -1 -0,5 0 0,5 1 1,5
Inclinagéo
da reta
tangente
QUADRO Il

O que voceé percebe ao preencher a tabela?

Quando a inclinacdo da reta tangente ao grafico muda de sinal , negativo para zero e
posteriormente positivo, o que acontece no grafico?

E se a inclinacdo da reta tangente ao grafico mudar de positivo para negativo?

O que implica no grafico a inclinagdo da reta tangente ser zero?
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APENDICE 7 — Questionario respondido pelos alunos

MINISTERIO DA EDUCACAO
CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE MINAS GERAIS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

4

CEFET-MG

Caro(a) aluno(a),

Sua participacao sera muito importante para o desenvolvimento de minha
pesquisa de mestrado junto ao PROFMAT (Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional) do CEFET-MG.

No texto da dissertacao e demais trabalhos vocé ndo sera identificado.
Muito obrigado!

Pesquisador: Paulo Henrique

QUESTIONARIO

NOME:
SERIE ATUAL:

1) Vocé concluiu o ensino fundamental em uma escola:
( ) publica ( ) privada () federal
2) Vocé ja estudou fungdo?
()sim () néo

em caso afirmativo, responda os itens abaixo:

3) Em que série?
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4) Escreva com as suas palavras o que ¢é fungéo.

5) Quais tipos de fungédo vocé conhece?

6) Dé exemplos de fun¢des citadas no item anterior e esboce os seus graficos.

7) Vocé conhece alguma situacdo do cotidiano que seja necessario conhecer a sua variagdo
uma funcéo?

() sim () nao

se conhece, dé exemplos.

Obrigado por sua atencao!
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APENDICE 8 - Termo de assentimento

MINISTERIO DA EDUCACAO
CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE MINAS GERAIS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

@

CEFET-MG

TERMO DE ASSENTIMENTO

Vocé esta sendo convidado (a) a participar de uma pesquisa com objetivo de tracar o
perfil dos estudantes matriculados na 12 série do ensino médio, do COLEGIO HGS,
MONTES CLAROS-MG a fim de buscar estratégias para a melhoria do ensino e da
aprendizagem em Matematica na Instituicdo e na educacdo matematica como um todo. Tal
pesquisa estd sob a responsabilidade dos professores do Departamento de Matematica do
CEFET-MG, pertencentes ao corpo docente do PROFMAT. Solicitamos sua colaboracédo
para responder as perguntas, como também sua autorizacdo para apresentar os dados dessa
pesquisa em eventos da area de Ensino e Educacdo Matematica, além de publica-los em
revistas cientificas. Salientamos que para utilizacdo dos dados disponibilizados com o
questionario, seu nome serd mantido em sigilo absoluto. Assim, considerando que fui
informado(a) dos objetivos e da relevancia do estudo proposto, de como sera minha
participacdo, dos procedimentos decorrentes deste estudo, declaro o0 meu consentimento em
participar da pesquisa, como também concordo que os dados obtidos na investigacdo sejam
utilizados para fins cientificos (divulgacdo em eventos e publicacdes).

Assinatura do responsavel legal
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APENDICE 9 - Termo de consentimento

MINISTERIO DA EDUCACAO
CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE MINAS GERAIS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

@

CEFET-MG

TERMO DE CONSENTIMENTO

O discente, sob sua responsabilidade, esta sendo convidado a participar de uma
pesquisa com objetivo de tracar o perfil dos estudantes matriculados na 12 série do ensino
médio, do COLEGIO HG6, MONTES CLAROS-MG a fim de buscar estratégias para a
melhoria do ensino e da aprendizagem em Matematica na Instituicdo e na educacdo
matematica como um todo. Para a coleta desses dados, estamos utilizando o instrumento
“questiondrio” que segue anexado e este Termo. A referida pesquisa estd sob a
responsabilidade dos professores do Departamento de Mateméatica do CEFET-MG,
pertencentes ao corpo docente do PROFMAT e esta sendo realizada nas dependéncias do
COLEGIO HGB6, no contra-turno escolar. Solicitamos sua colaboragio para autorizar que o
discente sob sua responsabilidade possa responder as perguntas, como também sua
autorizacdo para que os dados dessa pesquisa possam ser apresentados em eventos da area
de Ensino e Educacdo Matematica e publicados em revistas cientificas. A participacdo nessa
pesquisa é voluntaria e a desisténcia poderd ocorrer em qualquer momento. Salientamos
ainda que os dados pessoais sdo confidenciais e, na publicacdo dos resultados, as informacdes
pessoais ndo serdo divulgadas.

() Autorizo a participacdo na pesquisa
() Né&o autorizo a participagdo na pesquisa

Assinatura



