L
A
PROFMAT
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE FEIRA DE SANTANA

€
ESITIENTBUS

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXATAS

PROFMAT - MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

DISSERTACAO DE MESTRADO

A MATEMATICA FINANCEIRA NO PLANEJAMENTO
DA APOSENTADORIA

Diego Rodrigues de Magalhaes

Orientadora: Prof. Dra. Ana Carla Percontini da Paixao

Feira de Santana
Dezembro de 2020




UNIVERSIDADE ESTADUAL DE FEIRA DE SANTANA

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXATAS

PROFMAT - MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

A MATEMATICA FINANCEIRA NO PLANEJAMENTO
DA APOSENTADORIA

Diego Rodrigues de Magalhaes

Dissertacao apresentada ao Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT do Departamento de Ciéncias Exatas,
UEFS, como requisito parcial para a obtencao do
titulo de Mestre.

Orientadora: Prof. Dra. Ana Carla Percontini da
Paixao

Feira de Santana
Dezembro de 2020



Ficha Catalografica — Biblioteca Central Julieta Carteado

M164m Magalhdes, Diego Rodrigues de
A matematica financeira no planejamento da aposentadoria /

DiegoRodrigues de Magalhaes. —, 2020.
73f.: il

Orientadora: Ana Carla Percontini da Paixao
Dissetagdo (mestrado) — Universidade Estadual de Feira de Santana,
Programa de P6s-Graduacdo Mestrado Profissional em Matematica em

Rede Nacional, 2020.

1. Planejamento financeiro 2. Matematica financeira. 3.
Aposentadoria. |. Paixdo, Ana Carla Percontini da, orient. II.
Universidade Estadual de Feira de Santana. I11. Titulo.

CDU: 51:330

Tatiane Souza Santos - Bibliotecaria CRB5/1634




UNIVERSIDADE ESTADUAL DE FEIRA DE SANTANA A‘A
DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXATAS A‘AA‘A

%H[-;Nﬁ;ﬁ MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL PROFMAT

ATA DA SESSAO PUBLICA DE DEFESA DE DISSERTACAO DO DISCENTE DIEGO

RODRIGUES DE MAGALHAES DO PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM

MATEMATICA EM REDE NACIONAL DA UNIVERSIDADE ESTADUAL DE FEIRA DE
SANTANA

Aos onze dias do més de dezembro de dois mil e vinte as 14:00 horas, ocorreu a defesa
publica nao presencial, através da plataforma Google Meet, link: meet.google.com /rqh-
kigq-ppu, da dissertacdo apresentada sob o titulo “A MATEMATICA FINANCEIRA
NO PLANEJAMENTO DA APOSENTADORIA, do discente Diego Rodri-
gues de Magalhaes, do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional - PROFMAT da Universidade Estadual de Feira de Santana, para obtencao do
titulo de MESTRE. A Banca Examinadora foi composta pelos professores: Ana Carla
Percontini da Paixao (Orientadora, UEFS), Vania Gongalves de Brito dos Santos (UNEB),
Geciara da Silva Carvalho (UEFS) e Jacqueline Costa Cintra (UEFS). A sessao de defesa
constou da apresentacao do trabalho pelo discente e das arguigoes dos examinadores.
Em seguida, a Banca Examinadora se reuniu em sessao secreta para julgamento final do
trabalho e atribuiu o conceito: APROVADO

Sem mais a tratar, foi lavrada a presente ata, que segue assinada pelos membros da Banca

Examinadora e pelo Coordenador Académico Institucional do PROFMAT.
Feira de Santana, 11 de dezembro de 2020.

A'\Afﬂ &-Jx.z,ay P,am.-;g abtwe ol pﬂ.&x Ay
Prof.* Dra. Ana Carla Percontini da Paixao (UEFS)

7 Orientador

Fteer [ B

Prof.* Dra. Vania Gongaljves de Brlto dos Santos (UNEB)

Prof.* Ma. Geciara da Silva Carvalho (UEFS)

PIO'[S Dra. Jacqueline Costa Cintra (UEFS)

Visto do Coordenador:




Dedico essa dissertagao a toda minha familia.
Incentivadores das minhas conquistas.



Agradecimentos

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pes-
soal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001. Nesses anos de
muito estudo e dedicacao ao mestrado, gostaria de agradecer a Deus e toda sua equipe
divina por me abengoar em mais essa conquista. Agradeco a minha orientadora, professora
Ana Carla Percontini, que mesmo com tantas atribuigdes aceitou me conduzir no desen-
volvimento e concretizacao desta dissertagao. A minha esposa Cintia Naiara pelo apoio,
compreensao e paciéncia demonstrada durante o periodo do projeto. Aos meus pais Nilson
e Zélia que mesmo de longe estavam presente com palavras de apoio e oragoes. Aos meus
irmaos Ana Clara e Zenilson que estao sempre me incentivando a estudar. Minha gratidao
aos professores Darlan Oliveira, Jean Barros, Kisnney Almeida, Marcia Braga e Mauricio
Ferreira pelos ensinamentos, referéncias de profissionalismo e dedicacao. Aos meus colegas
Antonio, Carla, Emerson, Evaldo, Fellipe, Gilsania, Joselandio, Manuelito e Sidney pelo
companheirismo e amizade construida ao longo de todos esses anos do curso de mestrado.



“Na matemdtica, nao hd lugar para afirmacdes
verdadeiras até prova em contrdrio.”
Abramo Hefez



Resumo

Envelhecer é um processo natural e esperado, por isso é muito importante estar prepa-
rado financeiramente para essa nova fase da vida. Dados estatisticos apontam para o
aumento da expectativa de vida dos brasileiros e a reducao da proporcao do nimero de
trabalhadores ativos em relacdo ao numero de aposentados. Com o envelhecimento da
populagao, aumentam as incertezas em relagdo aos beneficios dos futuros aposentados.
Dessa forma, é importante planejar alguma forma de complementar a renda futura, de
modo a nao depender exclusivamente da Previdéncia Social para manter o padrao de vida
na aposentadoria. Uma dessas formas é acumular recursos durante o periodo da vida
ativa. Este estudo tem o objetivo de utilizar os contetidos da Matematica Financeira para
auxiliar o aluno na elaboracao de um planejamento financeiro para complementar a renda
no periodo da aposentadoria, destacando o poder de ganho dos juros compostos nos in-
vestimentos de longo prazo. Metodologicamente, trata-se de um estudo descritivo, o qual
a Matematica Financeira é descrita com mais detalhes pela simulacao de uma situagao
real, a qual, uma pessoa, economicamente ativa, busca economizar parte de sua renda no
periodo em que estd na ativa, a fim de complementar o valor de sua aposentadoria. A
fundamentacao tedrica desse trabalho aborda os conceitos das progressoes aritmética e
geométrica na construgao de férmulas referentes a capitalizagao simples e composta, res-
pectivamente. No final desse trabalho, a planilha eletronica é apresentada como forma de
aplicar os conteudos da Matematica Financeira de maneira pratica. Essa proposta pode
estimular o aprendizado dos conteiidos da Matematica Financeira e despertar no aluno
a vontade em criar o seu proprio planejamento financeiro para complementar a renda da
aposentadoria. Espera-se que ao final deste estudo, o aluno perceba que o planejamento
financeiro é de suma importancia na busca dos seus objetivos financeiros.

Palavras-chave: Capitalizagao simples e composta. Matematica Financeira. Planeja-
mento financeiro. Planilha Eletrénica.



Abstract

Aging is a natural and expected process, so it is very important to be financially prepared
for this new phase of life. Statistical data point to an increase in the life expectancy of
Brazilians and a reduction in the proportion of the number of active workers in relation to
the number of retirees. As the population ages, uncertainty about the benefits of future
retirees increases. Thus, it is important to plan some way to supplement future income,
so as not to depend exclusively on Social Security to maintain the standard of living in
retirement. One of these ways is to accumulate resources during the period of active life.
This study aims to use the contents of Financial Mathematics to assist the student in
the preparation of financial planning to supplement income during the retirement period,
highlighting the earning power of compound interest in long-term investments. Methodo-
logically, it is a descriptive study, in which Financial Mathematics is described in more
detail by simulating a real situation, which, a person, economically active, seeks to save
part of his income in the period in which he is active, in order to supplement the value
of your retirement. The theoretical foundation of this work addresses the concepts of
arithmetic and geometric progressions in the construction of formulas referring to simple
and compound capitalization, respectively. At the end of this work, the spreadsheet is
presented as a way to apply the contents of Financial Mathematics in a practical way.
This proposal can stimulate the learning of the contents of Financial Mathematics and
awaken in the student the desire to create his own financial planning to complement the
retirement income. It is expected that at the end of this study, the student will realize
that financial planning is of paramount importance in the pursuit of his financial objectives.

Keywords: Simple and compound capitalization. Financial Mathematics. Financial
planning. Electronic Spreadsheet.
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Introducao

Com base nos dados divulgados anualmente pelo IBGE sobre a expectativa de vida do
brasileiro, estamos passando por um processo de mudanca demogréfica, aumento da ex-
pectativa de vida e reducao da taxa de fecundidade. Comparando as Figuras 1 e 2 é
possivel destacar o estreitamento da base da piramide demografica e o alargamento de seu
topo entre os anos de 1980 e 2015.

Figura 1: Gréfico da populagao brasileira - Ano 1980

dads

Homens Mulheres

» B0
7579
074
6569
60-64
5559
50-54
4549
4044
3539
34
2529
024
1519
10-14
| 59
1 04

10000 8000 E000 4000 2000 o 2000 4000 G000 8000 10000
Milhares.

Fonte: Adaptado IBGE, 2019.

Figura 2: Gréfico da populagao brasileira - Ano 2015
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Devido aos efeitos da reducgao da proporcao da populagao jovem e o aumento gradativo
da populacao com idade avancgada, projeta-se para o ano de 2060 uma populagao com maior
nimero de idosos, conforme exibido na Figura 3.

Figura 3: Gréafico da populacao brasileira - Projecao Ano 2060
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Fonte: Adaptado IBGE, 2019.

O processo de mudanca demografica implica em transformagoes no funcionamento da
Previdéncia Social, uma vez que o regime previdencidrio brasileiro é de “reparti¢cdo”, no
qual, as aposentadorias sao pagas com os valores arrecadados das contribuicoes dos tra-
balhadores na ativa. O aumento do niimero de idosos inativos e do tempo de duracao dos
beneficios recebidos, além da redugao do ntimero de contribuintes, implicam em um sistema
previdenciario com necessidade de readequacao a nova realidade demografica. Com isso,
governos mais liberais transferem os custos para manter esse sistema para os contribuintes,
seja pela reducao do valor dos beneficios ou pelo aumento do tempo de contribuigao.

Dados divulgados em 2019 pela Associagao Brasileira das Entidades dos Mercados Fi-
nanceiro e de Capitais (ANBIMA) e pelo Instituto Datafolha na segunda edi¢ao do Raio
X do Investidor, apontam que 90% dos brasileiros aposentados siao sustentados apenas
pela Previdéncia Social. Além disso, muitos trabalhadores que ainda estdo na ativa per-
manecem ainda pouco preocupados com a aposentadoria. Segundo o Datafolha, 56% dos
futuros aposentados acreditam que o sustento vird da Previdéncia quando chegarem a
terceira idade, 43% ja se conscientizaram que a op¢ao serd continuar trabalhando, contar
com aplicagoes financeiras, com previdéncia privada e com aluguéis de iméveis. Resultados
que demonstram a necessidade de um trabalho de conscientizacao daqueles que pretendem
contar apenas com a Previdéncia Social como fonte de renda no futuro. Essa pesquisa que
também tem por objetivo conhecer os habitos de poupanca e investimento da populagao
brasileira, orienta que todos os futuros aposentados devem refletir sobre a necessidade de
ter uma reserva financeira, a fim de garantir maior tranquilidade nao apenas no futuro,
mas também diante dos imprevistos que podem surgir no dia-a-dia. De acordo com o
Datafolha, o nimero de investidores no Brasil ainda é muito baixo se comparado a outros
paises, talvez por conta da renda dos brasileiros, sendo que, a maior parte da populagao
utiliza toda a renda para o consumo de necessidades bésicas. O estudo da ANBIMA
também aponta que 88% dos brasileiros que investem preferem a poupanca; esse nimero
elevado pode ser explicado porque a poupanca é um investimento facil, seguro e que pode
ser resgatado a qualquer momento. Além da poupanca hd um elenco de produtos para
serem estudados na busca de maximizar ganhos a longo prazo. Uma forma de simular e
comparar os tipos de investimento é utilizando os recursos da Matematica Financeira.
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A Matemdtica Financeira é a drea da matematica que consiste em efetuar calculos di-
recionados & melhor organizacao e controle dos recursos financeiros. Seu principal objetivo
¢ fornecer instrumentos matematicos que permitam a andlise e a comparacao de operagoes
financeiras para a tomada de decis@o. Esse conhecimento é essencial para quem planeja
ter uma renda complementar no futuro, principalmente para os jovens que tem a variavel
tempo a favor, e é por isso que questoes sobre este tema devem ser levantadas durante a
formacao do aluno no Ensino Médio.

Com o objetivo de utilizar os contetidos da Matematica Financeira para auxiliar o
aluno na elaboracdao de um planejamento financeiro para a aposentadoria, iremos calcular
o valor que deve ser poupado mensalmente para acumular um montante que seja suficiente
para garantir uma renda extra durante a fase da aposentadoria. Assim, os contetidos serdao
aplicados ao planejamento financeiro da aposentadoria de um personagem - Manuelito -
rapaz de 30 anos que planeja um complemento para sua renda na fase da aposentadoria.

No Capitulo 1 sao abordados alguns conceitos fundamentais como sequéncias, pro-
gressOes aritméticas e geométricas que servem para conceber algumas férmulas da Ma-
tematica Financeira que estao relacionadas ao crescimento dos montantes capitalizados a
juros simples e juros compostos; também serao abordadas as somas dos termos de uma
progressao geométrica que servirao de base para calcular o montante acumulado em uma
série de investimentos. Ainda no primeiro capitulo é apresentado o Principio da Indugao
Matematica para comprovar a validade de algumas proposigoes e desigualdades especiais.

O Capitulo 2 corresponde a sintese de alguns conceitos da Matemaética Financeira,
dentre eles, a capitalizagdo a juros simples e a capitalizagdo a juros compostos. Nesse
capitulo, também é realizada uma comparacao algébrica do crescimento do montante ca-
pitalizado no regime de juros simples em relagdo ao montante capitalizado no regime de
juros compostos.

No Capitulo 3, um planejamento financeiro é construido em um cendrio sem a in-
cidéncia de juros que, posteriormente, é comparado a outro com rendimentos. No cendrio
com rendimentos é estabelecido uma relacao entre as séries uniformes e a soma dos ter-
mos de uma progressao geométrica. Assim, é possivel construir expressoes que calculam
o valor acumulado necessario para garantir uma renda mensal por determinado periodo,
considerando rendimentos capitalizados a juros compostos.

No Capitulo 4, em um cenario mais real, leva-se em consideragao os efeitos da inflacao
nos investimentos financeiros. Sao abordados alguns temas usuais da Matemaética Finan-
ceira, tais como: indices de inflacao; taxas equivalentes; taxa efetiva e nominal; taxas
acumuladas; taxa média; taxa aparente e real.

Finalmente, no Capitulo 5, as planilhas eletronicas sao apresentadas como recurso
tecnolégico para tornar pratica as atividades da Matematica Financeira. Nesse capitulo
é apresentado o passo-a-passo da programacao de um Planejamento Financeiro com o
calculo dos valores que devem ser poupados para complementar a renda da aposentadoria.

No Apéndice A é demonstrado o Teorema da Desigualdade entre as Médias Aritmética
e Geométrica, um importante teorema que serd aplicado na comparacao algébrica entre
os regimes de capitalizacao simples e composta.



cAPiTULO 1

Conceitos Fundamentais

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos, teoremas e proposicoes que serao apli-
cados ao longo desse trabalho. As equagoes relacionadas a progressdes aritméticas e
geométricas serao aplicadas, respectivamente, no calculo dos montantes em regimes de
capitalizacdo simples e composta. As equacoes relacionadas & soma dos termos de uma
P.G. serdo aplicadas na acumulacao e usufruto de capital. O Principio de Indugdo Ma-
tematica serd utilizado para demonstrar a validade de conjecturas e proposicoes referentes
a numeros naturais. Na ultima se¢ao desse capitulo sao apresentadas algumas desigual-
dades especiais que servem de base para comparar os regimes de capitalizacao simples e
composta.

1.1 Sequéncias Numéricas

Definigao 1.1. Uma sequéncia de nimeros reais, que indicaremos por (ay), ¢ uma fungao
f : N = R que associa cada nimero natural n a um numero real f(n). Para todo n € N,
o valor f(n) serd representado por a, e denominado termo geral da sequéncia.

Podemos dizer que sequéncia é uma lista ordenada de elementos (termos) escritos
na forma a,, onde n é o indice que dd a posicao ou ordem do termo. Na sequéncia
(a1,a2,as, -+ ,an, ), o primeiro termo é indicado por aj, o segundo termo por az, o
terceiro termo por ag e, assim, sucessivamente, o n-ésimo termo por a,,.

Nesta secao nos limitaremos a estudar alguns casos particulares de sequéncias numéricas
como as progressoes aritméticas e geométricas.

1.1.1 Progressao Aritmética (P.A.)

Definigao 1.2. Uma sequéncia (a,,) serda denominada progressao aritmética se cada termo,
a partir do segundo, for obtido pela soma do termo anterior com uma constante chamada
razdo e representada por r € R, ou seja,

Ap41 = Ap + 7.
Proposicao 1.3. Para todo n € N, se (a,) € uma P.A. de razao r, entao

ap=a;+(n—1)-r

13



CAPITULO 1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS 14

Demonstracao. Segue da Definicao 1.2 que dado o primeiro termo da sequéncia ai, ob-
temos o segundo termo as somando-se o primeiro termo a; com a razao r. Da mesma
forma, o terceiro termo as é obtido somando-se o termo as com r. Prosseguindo com esse
raciocinio até o n-ésimo termo a,, da progressao aritmética, temos

ar = ai

a = a1—+r

a3 = ag+r
ap = Qp—1-+T7T.

Somando os termos membro a membro de cada igualdade acima, obtemos
ap+ay+az3+..+an1+a,=a1+ar+r+as+r+..+an_1+r.
Agrupando alguns termos, temos

(a1 +ax+as+...+ap-1)+ap=a1+ (a1 +azs+as+..+ap_1)+ T +r+..+7).
—_—

n—1 parcelas

Cancelando (a1 + a2 + ag + ... + ap,—1) em ambos os lados da igualdade, obtemos

an=a1+(r+r+..+r).
—_—

n—1 parcelas

Logo,
ap=a;1+(n—1)-r (1.1)

O]

A Equagao (1.1) é denominada Fdrmula do Termo Geral de uma Progressao Aritmética.

Observagao 1.4. Muitas vezes é conveniente enumerar os termos de uma progressao
aritmética a partir do termo ag. Fazendo a; = ag + r e substituindo na Equagao (1.1),
obtemos a, = (ap +r) + (n — 1) - r. Dessa forma a Equacao (1.1) se torna

anp =ag+mn-r. (1.2)

1.1.2 Progressao Geométrica (P.G.)

Definigao 1.5. Uma sequéncia (a,,) seré denominada progressao geométrica quando cada
termo, a partir do segundo, é obtido pelo produto do termo anterior por uma constante
chamada razao e representada por g € R, ou seja,

Gn+1 = QGn * (4.

Proposicao 1.6. Para todo n € N, se (a,) € uma P.G. de razio q # 0 e primeiro termo
a1 # 0, entdo a, = a - ¢" .
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Demonstracao. Segue da Definicao 1.5 que dado o primeiro termo da sequéncia ai, ob-
temos o segundo termo as multiplicando o primeiro termo a; pela razao q. Novamente,
obtemos o terceiro termo az multiplicando o segundo termo ao pela razao q. Prosseguindo
com esse raciocinio até o n-ésimo termo a,, da progressao geométrica, temos

ay = ai

az = a1-¢q

a = a2-q
anp = A0ap-1-4g.

Multiplicando os termos membro a membro de cada igualdade acima, obtemos
ay-az-az-...-ap—-1-ap =aj1 a3 +-q-a2-q-...-ap—-1 4.

Agrupando alguns termos, temos

(a1-az-az-...-an-1)-an=(a1-az-az-...-an-1)-a1-(g-q-...-q).
—_——
n—1 fatores
Dividindo ambos os lados da igualdade por (aj - a2 -as - ... - ap—1), temos
an=a1-(q-q-...-q).
————
n—1 fatores
Logo,
an=ay-q"" . (1.3)
O

A Equagao (1.3) é denominada Férmula do Termo Geral de uma Progressao Geométrica.

Observagao 1.7. Muitas vezes é conveniente enumerar os termos de uma progressao
geométrica a partir do termo ag. Fazendo a; = ag - ¢ e substituindo na Equagao (1.3),
obtemos a,, = (ag - q) - ¢" . Dessa forma, a Equacdo (1.3) torna-se

an =ag-q" (1.4)

1.2 Séries Numéricas

Definicao 1.8. Série numérica é a soma dos infinitos termos de uma sequéncia numérica
(ay) representada por

Zan:al+a2+a3+"'+an+‘”

Dada uma série Y a,, sua n-ésima soma parcial é a soma dos n primeiros termos e
denotada por
Sn=a1+as+az+ ...+ an.

Sé faz sentido somar os infinitos termos de uma sequéncia se essa soma convergir para
um determinado valor. Dizemos que uma série Y a,, converge para um numero S, se, e
somente se, para um nimero n suficientemente grande, a soma parcial S, se aproxima de
S o quanto se queira. Neste caso, escrevemos S = > ay,.
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1.2.1 Soma dos n Primeiros Termos de uma Progressao Geométrica

Proposicao 1.9. Seja (ay,) uma progressio geoméltrica de razdo q # 1. Representando

n
. -1
por S, a soma dos n primeiros termos dessa P.G., temos S, = a1 - 4

qg—1 -

Demonstracao. Sendo S,, a soma dos n primeiros termos da P.G., temos a expressao
Sp=a1+az+ ...+ ap_2+ an_1+ an. (1.5)
Multiplicando ambos os lados pela razao ¢, obtemos
¢-Sn=¢q-ar+q-a+..+q an2+q-an-1+q-an.

Pela Definicao 1.5, cada termo de uma P.G. é igual ao produto do termo anterior pela
razao ¢, assim,
q-Sn:a2+a3+...+an_1+an+an+1. (16)

Fazendo a diferenca entre as Equacoes (1.6) e (1.5), obtemos

q-Sn—S, = axtas+..+ap—1+ap+tap1— (a1 +az+...+ap—o+an—1+ay)

= Gpt1 — a1
Utilizando novamente a Defini¢ao 1.5, temos
q-Sn— Sy =ay-q—ai.
Pela Formula do Termo Geral de uma Progressao Geométrica temos
q-Sp—Sp=a1-¢""" - q—ar
Donde,

¢g—1)-S, = a1-¢" —a

= ar-(¢"—1)
Portanto, para g # 1, obtemos
n
—1
Sw=a = (L.7)
O

1.2.2 Soma dos Termos de uma Progressao Geométrica Infinita

Proposicao 1.10. Seja (a,) uma progressao geométrica de razio —1 < q < 1. Represen-

tando por S a soma dos infinitos termos dessa P.G., temos que S = 1%(1.

Demonstragao. A Equacao (1.7) nos permite calcular apenas a soma de uma quantidade
finita de termos de uma Progressio Geométrica. Podemos usar a nocao de limite! para
obter a soma dos termos de uma P.G. infinita, dessa forma, suponha uma P.G. finita, mas
com uma quantidade bem grande de termos, ou seja, n sendo um nimero bem grande.
Nessa situacao, se —1 < g < 1, entao ¢" serd um nimero bem pequeno, que se aproximara

LA nogdo de limite é intuitiva, onde cada nimero n é associado a um nimero f(n) = an e a expressao
lim, o an = L significa que, para indices n suficientemente grandes, os termos a, da sequéncia estao
arbitrariamente préximos do valor L.
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cada vez mais de zero a medida que o valor de n aumenta.

Sendo S é a soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica, para um nimero
n suficientemente grande, a soma parcial S;, se aproximara de S o quanto se queira.

Dessa forma, utilizando a nogao de limite na Equacao (1.7) obtemos

0—1
lim S, =a; - ——,
n—00 q—1
isto é,
S = ) (1.8)

O

Com a aplicagao dos contetudos apresentados teremos uma melhor compreensao das
férmulas da Matemaética Financeira. Ainda sobre os conceitos fundamentais, abordaremos
o Principio de Inducao Matematica para demonstrar a validade de proposic¢oes relativas a
nuameros naturais.

1.3 Principio de Inducao Matematica

Na Matematica, como em outras ciéncias, é muito comum a realizagdo de observagoes,
analogias, inferéncias e a formulagao de conjecturas. Na inducao empirica das ciéncias
naturais, a observacao de alguns casos permite sugerir que a afirmacao é verdadeira. No
entanto, na Matematica, para que um resultado seja validado, mesmo uma quantidade
grande de exemplos nao ¢ suficiente para sua comprovacao. Conforme, descrito por Hefez
(2009, p. 7)

E preciso ter clareza que a Indugdo Matemadtica é diferente da indugao empirica
das ciéncias naturais, em que é comum, apds um certo nimero, necessaria-
mente finito, de experimentos, enunciar leis gerais que governam o fendémeno
em estudo. Essas leis sao tidas como verdades, até prova em contrario. Na ma-
tematica, ndo ha lugar para afirmagoes verdadeiras até prova em contrario. A
Prova por Inducao Matematica trata de estabelecer que determinada sentenga
aberta sobre os naturais é sempre verdadeira.

O Principio da Indugao Matematica é um método de demonstracao e de construgao
de definigoes. Como método de demonstracao serve para comprovar que uma afirmacao
¢é valida para todo numero natural. Esse método consiste em dois passos: mostrar que a
afirmacao é valida para o primeiro nimero natural; em seguida, supor que a afirmacao
vale para um nuimero natural qualquer e provar que ela também vale para o seu sucessor.
Assim, conclui-se que a afirmagao é valida para todo natural.

Hefez (2009) utiliza Conjuntos para validar o Principio de Inducao Matematica, con-
forme proposicao a seguir que serd demonstrada por absurdo.

Proposicao 1.11. Dado um subconjunto S do conjunto dos nimeros naturais N, tal que
1 pertence a S e sempre que um nimero n pertence a S, o numero n+ 1 também pertence
a S, tem-se que S = N,
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Demonstragdo. Supondo por absurdo que S # N, seja A = N — S # (), logo A possui um
menor elemento, seja ng # 1 o menor elemento de A, dessa forma ng— 1 € .S, de acordo a
propriedade de S, temos que (ng — 1) + 1 =ng € S. Absurdo! Portanto S = N.

O

O Principio da Indugao também pode ser enunciado sob a forma de propriedade: Seja
P,, uma propriedade relativa ao n-ésimo nimero natural, entao verificando que

(i) P, é verdadeira.

(ii) Para um ntmero k arbitrario, supondo que Py seja verdadeira, implicar em Py
também verdadeira.

Entao, P, é verdadeira para todo nimero natural n.

Esta propriedade fornece uma das mais poderosas técnicas de demonstracdo em Ma-
temadtica: a demonstragao por indugdo. A verificacdo de que P; é valida costuma ser
chamada de caso base de uma demonstracao por inducgao, enquanto que a suposicao de
que Py é verdadeira implica em Py ; também verdadeira é chamada de passo de inducdo,
ou seja, admite-se a validade do antecedente, ou hipdtese de indugao P e mostra-se que
daf decorre a validade do consequente ou tese Pj1.

O Principio de Inducao Matematica é muito utilizado para demonstrar a validade
de conjecturas e proposicoes referentes a nimeros naturais. Faremos sua aplicacao em
algumas proposicoes ao longo desse trabalho, tais como nas demonstracoes das proposigoes
na proxima segao.

1.4 Algumas Desigualdades Especiais

As proposigoes apresentadas nesta se¢do sao utilizadas para comparar algebricamente os
regimes de capitalizacdo simples e composta. Inicialmente, definimos média aritmética
e média geométrica, em seguida apresentamos o Teorema da Desigualdade das Médias
Aritmética e Geométrica e a Desigualdade de Bernoulli com uma extensao para os nimeros
racionais.

Definigao 1.12. Média aritmética é o valor A correspondente a uma sequéncia de nimeros
reais x1, Z9,..., T, tal que

ri+rot ..+, =(A+A+...+A)=n-A

n termos

Assim,
T+ X2+ ...+ Xy

n

A=

Definicao 1.13. Média geométrica é o valor G correspondente a uma sequéncia de
numeros reais i, xo, ..., Tp tal que
x1-x9 xy=(G-G-...-G) =G".
~—_———

n fatores

Assim,

G=Yx1 29 ...  Tp-
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Podemos estabelecer uma comparacao entre as médias aritmética e geométrica de uma
sequéncia pelo teorema a seguir.

Teorema 1.14. (Teorema da Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica). Se
T1,T2,..., Ty SA0 NUMeEros Teais positivos, entdo a média aritmética desses n niumeros €
mator que ou igual a sua média geométrica.

No Apéndice A segue a demonstracao desse importante teorema.

Na proposicao a seguir é apresentada a Desigualdade de Bernoulli, uma importante
propriedade em relagao aos nimeros naturais, a qual utilizaremos para comparar algebri-
camente os regimes de capitalizacao simples e composta.

Proposicao 1.15. (Desigualdade de Bernoulli) Seja n um nimero natural, vale a desi-
gualdade (1 +4)" > 1+1i-n, para todo i > —1.

Demonstracao. Para provar a validade da Desigualdade de Bernoulli utilizaremos o Princi-
pio da Inducao Matematica.

Seja P, a proposigao (1 +14)" > 1+1i-n.

(i) Pi: (144t =1414-1,logo P é verdadeira.

(ii) Suponhamos que P, é verdadeira, ou seja: (14 )" > 1+1i-n.
Como ¢ > —1 entao (1 + i) > 0 e multiplicando ambos os lados da desigualdade de
P, por (1+ 1), obtemos

(1 i)+ (1+i-n)-(141)
l+i+i-n4n-i?

l+i-(n+1)+n-i2>1+i-(n+1).

AVAR VARV

A tltima desigualdade ¢é vélida, pois n -2 > 0. Assim, (1 +i)"t' > 14i-(n+1).
Dessa forma temos que P, verdadeira implica em P, também verdadeira.

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, concluimos que para todo ntmero
natural n temos (14 ¢)" > 1+i-n.
O

Uma vez comprovada a Desigualdade de Bernoulli para todos os ntimeros naturais, va-
mos verificar que o sinal da desigualdade se inverte quando substituimos o nimero natural
n por um numero racional r, tal que, 0 < r < 1.

Proposicao 1.16. Seja r um nimero racional, tal que, 0 < r < 1. Vale a desigualdade
(1+4)" <1+47i-r, para todo i > —1.

Demonstracdo. Uma vez que r é um numero racional, tal que, 0 < r < 1, existem a e b
inteiros positivos, tais que r = § onde a < b. Considere a sequéncia de niimeros reais

L1, 1,144,144, 1+
~—

b—a termos a termos
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Pela Definicao 1.12, a média aritmética dos niimeros que formam essa sequéncia é

(b—a)-1+a-(1+i) b—d+d+i-a
b N b
Por outro lado, pela Definigao 1.13, a sua média geométrica é

A:

—l+i-z=1+i-r

G= /100 . (1+i)e =Y (1+i)=1+3)b =(1+i)".
Pelo Teorema 1.14, temos que G < A e assim obtemos o resultado
(149" <1+i-r
O

Aproveitando esse resultado, vamos estender a validade da Desigualdade de Bernoulli
(Proposicao 1.15) para todo nimero racional r, tal que r > 1.

Proposicao 1.17. (Extensao da Desigualdade de Bernoulli) Seja r um nimero racional
tal que v > 1. Vale a desigualdade (1 + z)" > 1+ z-r, para todo z > —1.

Demonstragao. Utilizando a Proposicao 1.16 temos que
N . a a .
(1+4)e» §1+z-g,onde0<g<1612—1.

Fazendo uma mudanca de varidvel, tome i = z -
ser reescrita da seguinte forma

b\ b b
<1+z-> <1+z-2.2
a a b

b\ b
<1—|—z-> <1+z.
a

Elevando ambos os lados da desigualdade a g > 1, temos

ISEIS

. Dessa forma, a desigualdade pode

ou seja,

b
1422 <(1+2)a.
a

Reescrevendo a expressao temos

b
(1+2)e >1+z2 - (1.9)
a
Note que provamos a validade da desigualdade para um nimero racional r = g > 1,
entretanto, essa validade tem a condicao ¢ > —1, ou seja, z - 2 > —1, o que implica que
z > —%. Assim, a Desigualdade (1.9) foi provada para a condi¢do z > —¢ > —1. Também
vamos provar a validade dessa desigualdade para todo z > —1.

Analisando —% > z > —1, temos

(i) z > —1, assim, 14+ 2z > 0. Elevando ambos os lados dessa ultima desigualdade a g > 1,
obtemos

(1+2)a > 0. (1.10)
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a b

(ii) =% > 2z, multiplicando ambos os lados dessa desigualdade por ; > 0 obtemos a

desigualdade —1 > z - £, o0 que implica

a’

b
0>1+z-—. (1.11)
a

Perceba que, por (1.10) e (1.11), temos que
b b
(I4+2z)a>0>142-—.
a
Dessa forma, a Desigualdade (1.9) continua valida para —¢ >z > —1.

Portanto (14 2)" > 1+ z-r é valida para todo nimero 7 racional, tal que r > 1 e todo
z>—1.
U

No préximo capitulo, utilizaremos as proposicoes apresentadas nesta se¢ao para com-
parar algebricamente os regimes de capitalizagao simples e composta em relacao a periodos
fraciondrios.



CAPITULO 2

Os Juros e os Regimes de Capitalizacao

O objetivo deste capitulo é explanar os conceitos de capitalizagdo a juros simples e a ju-
ros compostos, como também realizar uma andlise algébrica do crescimento do montante
capitalizado no regime de juros simples em relagao ao montante capitalizado no regime de
juros compostos. Nesse sentido, iniciamos com a defini¢ao dos termos que serao utilizados
no decorrer desse trabalho.

Capital C é o valor inicial empregado, também conhecido como valor principal. Quando
pensamos em capital, devemos ter em mente que se trata de um valor que queremos aplicar
em algum tipo de investimento financeiro.

Segundo Assaf Neto (2012), Juros J é uma recompensa por investir ou emprestar o
capital por determinado periodo. Por outro lado, juros é uma despesa devido a utilizagao
temporaria do capital alheio.

A Taza de Juros i é definida como resultado da razao entre o valor dos juros e o valor

do capital, isto é,
J
= —. 2.1
i=2 (21)

Dessa forma, podemos estabelecer que o valor dos juros em um determinado periodo
é resultado do produto entre o capital e a taxa de juros, ou seja,

J=C-1i. (2.2)
Conforme descrito por Assaf Neto (2012, p. 1)

As taxas de juros devem ser eficientes de maneira a remunerar:

a) O risco envolvido na operagdo (empréstimo ou aplicagao), representado
genericamente pela incerteza com relagao ao futuro;

b) A perda do poder de compra do capital motivada pela inflagdo. A
inflagdo é um fenémeno que corrdéi o capital, determinando um volume
cada vez menor de compra com o mesmo montante;

¢) O capital emprestado/aplicado. Os juros devem gerar um lucro (ou ga-
nho) ao proprietédrio do capital como forma de compensar a sua privagao

22
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por determinado periodo de tempo. Este ganho é estabelecido basica-
mente em funcgdo das diversas outras oportunidades de investimentos e
definido por custo de oportunidade.

O Montante M é definido como resultado da soma do capital com os juros, isto é,
M=C+J (2.3)
Substituindo a Equacao (2.2) na Equacao (2.3), obtemos
M=C+C-q,
dai,
M=C-(1+1). (2.4)

A Equacao (2.4) refere-se ao calculo do montante acumulado em um periodo. Para
calcular o montante acumulado em outros periodos, temos que definir como sera o regime
de capitalizagdo, que pode ser a Juros Simples - juros capitalizado sobre capital inicial
ou a Juros Compostos - juros capitalizado sobre o montante acumulado no periodo anterior.

Observagao 2.1. Estabelecendo que M > 0, pela Equacao (2.3) temos que J > —C,
dividindo ambos os lados dessa desigualdade por C' > 0, obtemos % > —1. Portanto, pela
Equacao (2.1) temos ¢ > —1, donde concluimos que (1 +4) > 0.

2.1 Juros Simples

Segundo Assaf Neto (2012), no regime de capitalizagio simples, os juros de todos os
periodos sao calculados sobre o capital inicial. Dessa forma, os Juros em n periodos
Jn, pode ser calculado simplesmente multiplicando os juros de um periodo pela quantidade
de periodos n, ou seja,

I =J - n.

Substituindo na equacao acima o valor dos juros pela Equagao (2.2), obtemos

Ip=C-i-n. (2.5)

Seguindo a definigdo de montante, expressa pela Equacao (2.3), o montante M,, em n
periodos capitalizados a juros simples é resultado da soma do capital com o juros em n
periodos, ou seja,

M, =C+ Jp. (2.6)

Substituindo a Equagao (2.5) na Equagao (2.6), obtemos
M, =C+ (C-i-n).
Portanto,
M, = C-(1+i-n). (2.7)

Utilizando a Equacao (2.7), foi construida a Tabela 2.1, exibida abaixo, de modo a
explicitar o crescimento do montante M, em fun¢do do tempo n, em um regime de ca-
pitalizacdo simples, a uma taxa de 10% ao més em relacdo ao capital de R$ 1.500,00 ao
longo de 10 meses.
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Tabela 2.1: Montante capitalizado a juros simples em relacao a aplicagao de um capital
de R$ 1.500,00 a uma taxa de juros de 10% ao més ao longo de 10 meses.

Periodo n em meses | Montante M,
R$ 1.500,00
R$ 1.650,00
R$ 1.800,00
R$ 1.950,00
R$ 2.100,00
R$ 2.250,00
R$ 2.400,00
R$ 2.550,00
R$ 2.700,00
R$ 2.850,00
R$ 3.000,00

OO U =W N+ O

—
e}

Fonte: Construido pelo autor

Note que o montante M,, ao longo do tempo n, segue uma sequéncia de nimeros
onde cada termo a partir do segundo é obtido pela soma do termo anterior com um valor
constante dos juros igual a R$ 150,00. Dessa forma, podemos relacionar os montantes
em um regime de capitalizagdo simples com os termos de uma progressao aritmética,
considerando

ag=C r=J an = M,
Substituindo as expressoes acima na Equagao (1.2), obtemos
M,=C+n-J.
Utilizando a Equagao (2.2) temos
M,=C+n-(C-i),

ou seja,
M,=C-(1+i-n).

Com a relacao estabelecida, verificamos que a partir da Férmula do Termo Geral de
uma Progressao Aritmética é possivel chegar a Equacao (2.7). Concluimos que o montante
em um regime de capitalizacao simples cresce em progressao aritmética.

2.2 Juros Compostos

De acordo com Assaf Neto (2012), no regime de capitalizagdo composta, os juros sao cal-
culados sobre o montante do periodo imediatamente anterior. Os juros calculados nesse
regime sao denominados juros compostos.

Considere agora que M, é o montante capitalizado a juros compostos no periodo n.
Da Equagao (2.4), temos que M; = C - (1 +1i). Considerando o regime de capitalizagao
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composta, temos que My = Mj - (1 + i) e, assim, sucessivamente podemos encontrar
Ms, My, ..., M, ou seja,

My = C-(1+1)

My = Mp-(1+i)=[C-(1+4)] - (1+i)=0C-(1+14)?
My = My-(1+d)=[C-(1+4)%-(1+i)=C-(1+4)
M,; = M, -(1+i)=C-(1+i)" (2.8)

A conjectura na ultima igualdade é demonstrada na proposicao a seguir pelo Principio
da Inducao Matematica.

Proposicao 2.2. Sejam C' o valor do capital, i a taxa de juros e M,, o montante capita-
lizado a juros compostos mo periodo n. Para todo nimero natural n temos que

M,=C-(1+1i)".

Demonstragao. Utilizando o principio da inducao matematica sobre n, iremos demonstrar
que a afirmagao é valida para todo natural.

Seja a proposigao P, : M, = C - (14 4)". Assim:

(i) Pi: My =C - (1+1i)', a qual é verdadeira pela Equacdo (2.4).

(ii) Para um nimero k > 1, arbitrdrio, supomos que Py seja verdadeira, isto é, a pro-
posicao P: My = C - (1 +14)* é valida. Considerando a Observacio 2.1, temos que
(1 + 1) > 0, multiplicando ambos os lados da igualdade de Py por (1 + i), obtemos

My-(14i) = C-(14)*-(1+4)
My = C-(144)k

Mostrando assim que Pyy1: Mgy = C - (1 +i)*+1 é verdadeira.

Portanto, pelo Principio da Indugao Matemaética, concluimos que P,: M, = C-(141i)"

¢é valida para todo nimero natural n.
O

Observagao 2.3. O fator (1 + )" é também denominado fator de capitalizag¢io. Ele
representa o fator de correcdo em n periodos e é a base de equivaléncia entre valores
financeiros em periodos de tempo distintos, ou seja, para compararmos um valor de hoje
(atual ou presente) com um valor futuro apds n periodos, basta multiplicar o valor de hoje
pelo fator de capitalizacao; assim como, para compararmos um valor futuro com um valor
atual anterior a n periodos, devemos dividir o valor futuro pelo fator de capitalizacao.

Observagao 2.4. E importante salientar que a taxa de juros ¢ e o prazo de aplicacao n
devem se referir a mesma unidade de tempo. Por exemplo, para calcular o montante em
relagdo a um capital aplicado a taxa de juros mensal, o prazo também deve ser mensal.

Utilizando a Equagao (2.8) foi construida a Tabela 2.2, exibida abaixo, que explicita o
crescimento do montante M,, em um regime de capitalizacdo composta em relagao a um
capital de R$ 1.500, 00 sobre uma taxa 7 = 10% = 0,1 ao més, no decorrer de 10 meses.
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Tabela 2.2: Montante capitalizado a juros compostos em relagao a aplicacao de um capital
de R$ 1.500,00 a uma taxa de juros de 10% ao més ao longo de 10 meses.

Periodo n em meses | Montante M,
R$ 1.500,00
R$ 1.650,00
R$ 1.815,00
R$ 1.996,50
R$ 2.196,15
R$ 2.415,77
R$ 2.657,34
R$ 2.923,08
R$ 3.215,38
R$ 3.536,92
R$ 3.890,61

OO U =W N+ O

—
e}

Fonte: Construido pelo autor

Note que, ao longo do tempo n, cada montante a partir do segundo é resultado do
produto do montante do més imediatamente anterior com o fator (1 + 4), nesse caso,
sendo i = 0,1 temos o fator (1 4+ 0,1). Dessa forma, podemos relacionar os termos de
uma progressao geométrica com o montante de um regime de capitalizacdo composta,
considerando

ag=C q=1+1 an = M,.

Substituindo as expressoes acima na Equacao (1.4), obtemos
M,=C-(1+9)"

Com a relacao estabelecida, verificamos que a partir da Férmula do Termo Geral de
uma Progressao Geométrica é possivel chegar a Equagao (2.8). Concluimos que o mon-
tante em um regime de capitalizagao composta cresce em progressao geométrica.

No Gréfico 2.1 abaixo, segue uma ilustracao dos valores dos montantes das Tabelas
2.1 e 2.2 ao longo do tempo n. Percebemos que o mesmo valor do capital sob a mesma
taxa de juros, ao longo do mesmo periodo formam montantes diferentes; nesse caso, para
periodos maiores que 1, os montantes no regime de juros compostos sao maiores que 0s
montantes no regime de juros simples.

Na préxima segao, vamos analisar algebricamente em quais periodos o montante de
um regime é maior que o do outro.

2.3 Comparagao entre Regimes de Capitalizacao

Vimos que, em um regime de capitalizagdo simples, o montante referente a um capital
C aplicado a uma taxa de juros ¢ ao longo do tempo n cresce em progressao aritmética,
enquanto que o montante referente ao mesmo capital aplicado a mesma taxa em regime
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Figura 2.1: Grafico dos Montantes capitalizados a juros simples e a juros compostos,
conforme valores das Tabelas 2.1 e 2.2.

Montante Mp

4000,00
3500,00
3000,00

e /
o /

.--/
1500,00 +— ‘ : : . ; )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n
——Montante a Juros Simples Montante a Juros Compostos

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do Fxzcel

de juros compostos cresce em progressao geométrica ao longo desse mesmo tempo. Alge-
bricamente podemos fazer um comparativo entre os regimes de capitalizacao.

Considerando n um nimero racional tal que n > 1, de acordo com a Proposi¢ao 1.17
vale a desigualdade (1+1¢)" > 141 -n, para todo i > —1. Multiplicando essa desigualdade
pelo capital C' > 0 temos

C-(1+i)">C-(1+i-n).

Assim, em relacao a um mesmo capital, o montante em um regime de juros compostos é
maior que ou igual ao montante em um regime de juros simples para periodos fracionérios
maiores que 1.

Por outro lado, sendo n um nimero racional, tal que 0 < n < 1, pela Proposigao 1.16
vale a desigualdade (1+14)" < 1+ -n, para todo i > —1. Multiplicando a desigualdade
pelo capital C' > 0 temos

C-1+9)"<C-(1+4+1i-n).

Assim, em relagao a um mesmo capital, o montante em um regime de juros compostos é
menor que ou igual ao montante em um regime de juros simples para periodos fracionarios
entre 0 e 1.

O regime de capitalizacao simples tem pouca aplicagao préatica nas operacoes financei-
ras. J4 o regime de capitalizacdo composta é o mais utilizado pelo sistema financeiro. No
préximo capitulo, abordaremos o processo de acumulacao e usufruto do capital utilizando
o regime de capitalizacao composta.



CAPITULO 3

Acumulacao e Usufruto de Capital

Neste capitulo, iremos calcular o valor que deve ser poupado mensalmente, para que, possa
ser obtida uma renda mensal complementar a aposentadoria por um tempo determinado.
O periodo em que serao realizados os depdsitos mensais denominaremos de periodo de
acumulacdo e o periodo em que serao efetuadas as retiradas mensais denominaremos de
periodo de usufruto. Dessa forma, os depdsitos, os quais denominaremos de aportes ou
pagamentos formarao uma reserva acumulada que sera reduzida com os resgates que de-
nominaremos de rendas ou recebimentos. Para efeito de cdlculo, todos os valores dos
aportes mensais serao iguais, bem como todas as rendas mensais terao o mesmo valor.
Estabelecemos que eventuais efeitos da inflacao serdao desconsiderados neste capitulo.

3.1 Cenario sem Rendimentos

Nesse cenario, estabelecemos que nao havera qualquer tipo de rendimento sobre o capital,
a exemplo de alguém que mantenha suas economias em um cofre, em casa. Sejam x a
idade que uma pessoa comegou a poupar, y a idade com que pretende se aposentar para
usufruir de uma renda mensal até determinada idade w. Dessa forma, sera calculado o
valor mensal P que deve ser poupado por um periodo de tempo igual a y — x (periodo
de acumulagao), para que seja possivel usufruir, no futuro, uma renda mensal R, durante
um perfodo de tempo igual a w — y (periodo de usufruto). Dessa forma, temos

valor acumulado = wvalor a ser usufruido

P-(y—z) = R-(w—y).

Também podemos reescrever essa equagao calculando o valor mensal a ser poupado
em funcao da renda mensal desejada.
w—=1Yy
y—x
No exemplo a seguir temos uma aplicacao dessa tltima relacao.

P=R-

(3.1)

Exemplo 3.1. Manuelito é um rapaz de 30 anos que comeca a reservar uma parte da
sua renda para complementar sua aposentadoria no futuro. Ele tem um cofre em sua casa
onde pretende guardar um valor mensal até os 65 anos de idade e acumular uma reserva

28
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suficiente para complementar sua renda mensal em R$ 1.000, 00 até seus 85 anos de idade.
Desconsiderando os efeitos da inflacao, quanto ele deverd poupar mensalmente para que,
a partir dos 65 anos, ele obtenha a renda mensal desejada?

Solucao:

Nesse exemplo, temos um periodo de acumulacao de (y — ) = (65 — 30) = 35 anos e
um perfodo de usufruto de (w—y) = (85—65) = 20 anos, com R = 1.000,00. Substituindo
esses dados na Equacao (3.1) obtemos

20
P = 1000 =
35

= 571,43

Portanto, Manuelito deve poupar, mensalmente o valor de R$ 571, 43.

Nesse exemplo, para Manuelito usufruir mensalmente o valor de R$ 1.000,00 durante
240 meses (20 anos), ele deve acumular o valor de R$ 240.000,00 (= 1.000 x 240). Na
Figura 3.1, segue uma ilustracao da reserva acumulada ao longo de sua idade.

Figura 3.1: Grafico da Reserva acumulada, conforme Exemplo 3.1.

(RS)
250.000 240.000,00

200.000

150.000

100.000 +——— ———

50.000 7

30 65 85 idade
reserva acumulada

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do Ezcel

E importante observar que no periodo de acumula¢do ocorre um aumento gradual da
reserva acumulada ao longo do tempo e no periodo de usufruto ocorre a diminuicao gradual
da reserva acumulada com redugoes peridédicas por meio das rendas mensais.

Na proxima secao é apresentado o poder dos juros compostos sobre o capital.
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3.2 Cenario com Rendimentos

Neste cendrio, o cédlculo do valor a ser poupado durante um periodo de acumulacdo para
garantir uma renda em um periodo de usufruto considera o regime de capitalizacao com-
posta nos dois periodos, a exemplo de alguém que aplique um capital em um investimento
que remunera a juros compostos. Para melhor compreensao desse processo, utilizaremos
o conceito de séries uniformes periédicas.

Definigao 3.2. Série uniforme periédica® é uma série em que os termos (pagamentos P
ou recebimentos R) sao fixos e ocorrem em intervalos de tempos iguais.

As Figuras 3.2 e 3.3 ilustram o fluxo de uma série uniforme de pagamentos e recebi-
mentos, respectivamente. Estabelecemos que o fluxo de pagamentos ficam com as setas
voltadas para baixo e o fluxo de recebimento com as setas voltadas para cima.

Figura 3.2: Fluxo de uma série uniforme de pagamentos

EREIN)

Fonte: Construido pelo autor
Figura 3.3: Fluxo de uma série uniforme de recebimentos
R R R R
1 T T T
1 2 3

Fonte: Construido pelo autor

n

3.2.1 Valor Futuro

Nesta secao, iremos calcular o valor da reserva acumulada em funcao dos aportes mensais
em um determinado periodo.

Considere uma série uniforme com n pagamentos iguais a P e i a taxa de juros de
cada periodo. Denominamos de Valor Futuro (VF'), o resultado da soma de todos os
pagamentos capitalizados na data n. Na Figura 3.4, a seguir, é exibido o fluxo do valor

2De acordo com Assaf Neto (2012), as séries uniformes periédicas sao classificadas em: postecipadas
(o primeiro pagamento ocorre no periodo 1); antecipadas (o primeiro pagamento ocorre no periodo 0);
diferidas (o primeiro pagamento ocorre em periodos posteriores a 1). Nesse trabalho, consideramos apenas
as séries uniformes periédicas postecipadas.
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futuro.

Figura 3.4: Fluxo do valor futuro
VF

w

1 n

" I

Fonte: Construido pelo autor

v 4+—}
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v 4 —}t——Pp

Pela Observacao 2.3, podemos calcular V F' utilizando o fator de capitaliza¢do. Assim,
capitalizando cada pagamento P para a data n obtemos a seguinte expressao

P-(14i)"14+P - 1+)"?+P-A+)"3+..+P-(14+i)+P=VF. (3.2

Nessa tltima expressao, € importante observar que o que diferencia dois termos vizinhos
é o fator (141), assim, V' F é resultado da soma dos n primeiros termos de uma progressao
geométrica de razao (14-) e primeiro termo P. Dessa forma, para (1+i) # 1 e considerando

a1 =P qg=1+41 S, = VF,
podemos utilizar a Equagao (1.7) para calcular o valor da Expressao (3.2). Assim,

(1+i)"—1
14+¢—1 °

VF=P.

Dessa forma, podemos representar a ultima expressao como

1+0)"—1
ypop LE0" =1 (3.3)
i
Logo, o calculo do valor do pagamento P pode ser expresso por
i
P=VF ———. 3.4
I+ -1 (34)

Os exemplos a seguir sao aplicacoes do calculo de V F' em fungao de P e vice-versa.

Exemplo 3.3. Se Manuelito aplicar mensalmente o valor fixo de R$ 571,43 em um inves-

timento com capitalizacdo composta a taxa de juros de 0,5% ao més, quanto serd o valor
acumulado em 35 anos?

Solugao:
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Temos que P = 571,43, i = 0,5% = 0,005 ao més, n = 35 anos = 420 meses. Substi-
tuindo na Equagao (3.3) obtemos

(14 0,005)2 — 1
0,005

VF = 571,43

(1,005)420 — 1

= 571,43
’ 0,005

= 814.122,21.

Assim, apds 35 anos, Manuelito terd acumulado R$ 814.122, 21.

Comparando esse resultado com o valor acumulado de R$ 240.000, 00 do Exemplo 3.1,
em um cendrio sem rendimentos, mas com mesmo valor de aporte mensal e mesmo periodo
de acumulacao, percebemos que para esse periodo, o valor acumulado em um cenario de
juros compostos com uma taxa de 0,5% ao més é aproximadamente 3,4 vezes maior que
o valor acumulado em um cenério sem juros.

Exemplo 3.4. Se Manuelito pretende acumular em torno de R$ 240.000,00 em 35 anos
investindo mensalmente o mesmo valor numa aplicacao com rentabilidade 0,5% ao més,
qual deverd ser o valor dos aportes mensais?

Solugao:

Temos que VF = 240.000,00, i = 0,5% = 0,005 ao més, n = 35 anos = 420 meses.
Substituindo na Equagao (3.4) obtemos

0,005
(1+0,005)%20 — 1

0,005
(1,005)%20 — 1

P = 240.000, 00 -

= 240.000,00 -

— 168, 46.

Assim, para acumular R$ 240.000,00 em 35 anos em uma aplicagao que rende 0, 5%,
Manuelito terd que aportar mensalmente R$ 168, 46.

Comparando esse resultado com o valor dos aportes mensais do Exemplo 3.1 que é
de R$ 571,43 para acumular os mesmos R$ 240.000,00 em um cendrio sem rendimentos,
percebemos que para esse periodo, o esforco para acumular essa mesma quantia com a
taxa de 0,5% ao més é aproximadamente 3,4 vezes menor em um ambiente com juros
compostos do que em um ambiente sem rendimentos.

Podemos concluir, neste contexto, que os juros compostos podem servir tanto para
aumentar o valor da reserva acumulada, como também para reduzir o esforco com o valor
da quantia a ser poupada.
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3.2.2 Valor Presente

Nesta secao, iremos verificar como encontrar o valor necessario que devera ser acumulado
para obter uma renda mensal por determinado periodo.

Considere uma série uniforme de recebimentos R e a taxa de juros ¢ por periodo.
Denominamos de Valor Presente (V P) a soma de todos os recebimentos descapitalizados

(retirado os juros) no periodo inicial (data 0). Na Figura 3.5, a seguir, é exibido o fluxo
do valor presente.

Figura 3.5: Fluxo do valor presente
R R R R R
0 1 2 3 n-1 n

VP

Fonte: Construido pelo autor

Valor Presente de uma série uniforme finita

Considere uma série finita com n recebimentos. Pela Observacao 2.3, podemos calcular
V P utilizando o fator de capitalizacdo. Assim, descapitalizando cada recebimento R para
o periodo inicial, obtemos a seguinte expressao

L ey R e ) L () S (e R

Note que o que diferencia os termos vizinhos dessa ltima expressao é o fator ﬁ
Dessa forma, V' P é resultado da soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica

de razao ﬁ e primeiro termo ﬁ. Assim, para ﬁ # 1 e considerando
R 1
T 1) =119 " ’

podemos utilizar a Equagao (1.7) para calcular o valor da Expressao (3.5). Dessa forma,

1

VP = L !
~ 1
(1+14) ETR
1—(1440)"
_ R aer
o ; 1—(144)
(1+9) T

R 1-(1+)"  (1+i)
I+i)  (1+i)"  (1-(1+9)

R 1-(1+i)" (+7)
A7y A+ (=)
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Donde,
1+4)" =1
VP=R- % (3.6)
i-(14+4)n
Logo, o valor da renda R é dado por
i (L4+4)"
R=VP —————. 3.7
(I+i)n—1 (3.7)

Os exemplos a seguir sdo aplicacbes desse processo.

Exemplo 3.5. Supondo que Manuelito tenha acumulado uma reserva financeira no valor
de R$ 240.000, 00, a qual estd aplicada em um tipo de investimento que rende 0,5% ao
més. Nos proximos 240 meses, ele pretende efetuar resgates mensais de igual valor. Qual
o valor do resgate mensal?

Solugao:

Dados VP = 240.000,00, i = 0,5% = 0,005 ao més, n = 240 meses. Substituindo

esses dados na Equacao (3.7) obtemos

0,005 - (1 + 0,005)240

R
(1+0,005)20 —1

240.000, 00 -

0,005 - (1,005)24°
(1,005)240 — 1

240.000, 00 -

= 1.719,43.

Portanto, em 240 meses, o resgate mensal de Manuelito serd de R$ 1.719,43.

Comparando esse resultado com a renda mensal do Exemplo 3.1 que é de R$ 1.000, 00
sobre a mesma reserva financeira acumulada em um cendrio sem rendimentos, percebe-
mos que para esse periodo, a renda no ambiente com juros compostos é aproximadamente
1,7 vezes maior do que em um ambiente sem rendimentos; ou seja, nesse ambiente com
rendimentos, a renda ficard aumentada mensalmente em R$ 719,43 quando comparada a
renda do ambiente sem rendimentos.

Exemplo 3.6. Manuelito pretende usufruir mensalmente o valor de R$ 1.000, 00 durante
240 meses. Qual o valor da reserva financeira que ele deverd acumular um més antes de
comecar a usufruir, sabendo que todo capital estarda aplicado em um investimento com
rentabilidade de 0,5% ao més?

Solucao:

Dados R = 1.000, i = 0,5% = 0,005 ao més, n = 240 meses. Substituindo esses dados
na Equacao (3.6) obtemos

(14 0,005)%40 — 1

VP = 1.000-
0,005 - (1 + 0,005)240

(1,005)%40 — 1

1.000 -
0,005 - (1,005)240

= 139.580,77.
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Portanto, a reserva financeira que Manuelito deve acumular é de R$ 139.580, 77.

Comparando esse resultado com o valor necessirio acumulado de R$ 240.000,00 do
Exemplo 3.1 para usufruir do mesmo valor de beneficio em um cendrio sem rendimentos,
percebemos que para esse periodo, o valor necessario de acumulacdo em um ambiente de
juros compostos com uma taxa de 0,5% ¢é aproximadamente 1,7 vezes menor do que em
um ambiente sem juros. Se no ambiente com rendimentos o valor necessario a acumular é
menor, o esfor¢o para acumular esse montante reduzido também serd menor.

Valor Presente de uma série uniforme infinita

Nesta subsecao, utilizaremos a definicao de séries uniformes para verificar uma forma de
calcular o valor presente de rendas uniformes e infinitas, ou seja, quando o nimero de re-
cebimentos uniformes é considerado infinito, isto é, quando a quantidade de recebimentos
é suficientemente grande de forma que nao podermos determinar o fim.

Considere uma série com infinitos recebimentos. De acordo com a Observacao 2.3,
podemos calcular o Valor Presente de uma série uniforme infinita (V P;,¢) em que os
recebimentos estao aplicados a mesma taxa de juros ¢ e cada recebimento R serd des-
capitalizado para o periodo inicial (data 0) utilizando o fator de capitalizagdo. Assim,
obtemos

R R R R
Note que o valor do somatério dos termos a direita da igualdade é infinito. Além disso,
o que diferencia os termos vizinhos é o fator ﬁ Dessa forma, podemos relacionar a
Expressao (3.8) com a soma dos termos de uma progressao geométrica infinita de razao

N R 1 .
(47 © primeiro termo 7. Para 0 < ;75 <1 e considerando

(144)
R 1
= = S=VP
S 7119 s

podemos utilizar a Equagao (1.8) para calcular o valor da Expressao (3.8). Dessa forma,

( : ) ( : )

T+i it

VP, = =
1+ 1+i
Portanto
R

V Py = . (3.9)

E importante observar que, nesse processo, a renda infinita é garantida pelos juros
periédicos, ou seja, o valor da renda serd igual ao valor dos juros sobre a reserva acumu-
lada. Os exemplos a seguir mostram processos de rendas infinitas, os quais podem ser
calculados até mesmo para fazer uma estimativa do valor de um bem que proporciona
renda infinita.

Exemplo 3.7. Manuelito é proprietario de um apartamento que lhe garante uma renda
perpétua de R$ 1.000, 00 por més com aluguel. Na possibilidade de venda do imdvel para
fazer um investimento financeiro que lhe proporciona juros de 0,4% a.m., qual o menor
valor da proposta de venda para que ele nao tenha prejuizo?
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Solugao:

Temos que R = 1.000, i = 0,4% = 0,004 ao més. Substituindo na Equagao (3.9)

obtemos 1.000
VPy;= m = 250.000, 00.

Assim, para que Manuelito nao tenha prejuizo com a venda do imével, o menor valor
da proposta a ser aceita por ele deve ser R$ 250.000, 00.

Exemplo 3.8. Supondo que Manuelito pretende usufruir mensalmente e infinitamente o
valor de R$ 1.000,00. Qual o valor necessédrio de acumulacao até um més antes de comegar
o periodo de usufruto, sabendo que este valor esta aplicado em um investimento que rende
0,5% ao més?

Solugao:

Temos que R = 1.000, i = 0,5% = 0,005 ao més. Substituindo na Equagao (3.9)
obtemos
1.000

Portanto, o valor necessirio que Manuelito deve acumular é de R$ 200.000, 00.

Comparando esse ltimo resultado com o valor necessdrio acumulado de R$ 240.000, 00
do Exemplo 3.1 para usufruir a mesma renda por um tempo limitado, percebemos que
o valor necessario de acumulacao em um ambiente de juros compostos com uma taxa de
0,5% é menor do que em um ambiente sem juros; além disso, gera uma renda infinita.

3.2.3 Unificando as Expressoes de Valor Futuro e Valor Presente

Podemos unificar as expressoes de VI e VP para calcular em apenas uma expressao o
valor a poupar P em fungao da renda R. Conforme Figura 3.6, denotamos por n,, o nimero
de pagamentos; por n, o nimero de recebimentos ou usufruto e consideramos ¢ a taxa de
juros por periodo ao longo de todo o processo de acumulacao e usufruto de capital.

Figura 3.6: Fluxo de n, pagamentos e n, recebimentos

o 1 2 TT TT
ll

np+2 pt N1 n|,+nu

U
T

Fonte: Construido pelo autor.
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Vimos que V F' é calculado na data do ultimo pagamento n,, que coincide com a data
em que é calculado V P. Dessa forma, igualando as Equagoes (3.3) e (3.6) obtemos

S (1—1—2')'”1’ -1 _R. (.l—l—z')"“'—l.
i i-(144)n
Assim,
(1+d)m —1
P = (R .
( A (1+id)n (I+4)» —1
_ R.(l—i-z')ff“—l _ ‘1 .
(14 i)ru (14 —1
Portanto,

(1+44)™ —1
(14 ) - [(1+1d)™» —1]

Por outro lado, podemos calcular o valor da renda R em funcao do pagamento P.

P=R- (3.10)

(L+a)™ - [(144)™ — 1]
(I+a)me —1 ’
Analogamente, para uma série uniforme infinita, podemos unificar em apenas uma
equagao o cdlculo do valor mensal a ser poupado P para obter em um periodo infinito
uma renda R mensal, utilizando o ntimero de periodos de acumulacao n, e a taxa de juros
i ao longo de todo o perfodo de acumulagao e usufruto. Dessa forma, fazendo VF = V P, s
na data do dltimo pagamento (n,), ou seja, igualando as Equacoes (3.3) e (3.9) obtemos

R=P. (3.11)

(1+i)w-1 R

1 i

Assim,

R i

i (L) -1
Portanto,

R
P=—" 3.12
(I+i)w —1 ( )

Por outro lado, podemos calcular o valor da renda R em fun¢ao do pagamento P para
um periodo de usufruto infinito através da expressao

R=P-[(1+i)" —1]. (3.13)

O exemplo a seguir é mais uma aplicacdo que serd comparada ao Exemplo 3.1.

Exemplo 3.9. Manuelito comeca a perceber o efeito dos juros compostos e pretende
poupar em um investimento que ofereca uma rentabilidade de 0,5% ao més. Durante o
periodo de usufruto da renda, o valor acumulado permanece investido e sujeito a mesma
rentabilidade. Desconsiderando os efeitos da inflagao, qual o valor mensal que Manuelito
devera poupar dos 30 até os 65 anos de idade para assegurar, a partir dai, uma renda
mensal no valor de R$ 1.000, 00

(i) durante 20 anos?

(ii) infinitamente?
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Solugao:
(i) Em relacao a obter uma renda de R$ 1.000,00 durante 20 anos, dados i = 0,5% =

0,005 ao més, n, = 35 anos = 420 meses, n, = 20 anos = 240 meses, R = 1.000, 00,
os quais, substituindo na Equagao (3.10) obtemos

(1+0,005)%40 —1

P = 1.000-
(14 0,005)240 . [(1 4 0,005)420 — 1]
1000 (1,005)240 — 1
- (1,005)240 - [(1,005)420 — 1]
~ 97,97

Portanto, Manuelito deverd poupar mensalmente o valor aproximado de R$ 97,97
para usufruir uma renda mensal de R$ 1.000,00 durante 20 anos.

Na Figura 3.7 segue ilustracao da reserva acumulada ao longo da idade de Manuelito,
na qual fica evidenciado que o total acumulado (drea em verde) deve-se muito mais pelo

efeito do juros sobre juros do que pelo aporte mensal de R$ 97,97 que por 420 meses
totaliza R$ 41.147,40 (4rea em azul).

Figura 3.7: Gréfico da reserva acumulada, conforme Exemplo 3.9 (i)

Valor
acumulado (RS)

1500000

140.000

139.580,77

120.000

100.000

80.000

650.000

40.000 1 41.147,40

20.000 - —

0
30 65 85 Idade (anos)

reserva acumulada  ® aporte mensal

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do Ezcel.

E importante observar que o valor da renda mensal de R$ 1.000,00 por 240 meses
resulta em uma renda total de R$ 240.000, 00. Dessa forma, a diferenca entre o valor total
da renda e o valor total aportado (240.000,00 e 41.147,40, respectivamente) é o valor
dos rendimentos (juros) em todo o periodo que resulta em R$ 198.852,60. Para melhor
ilustracao, esses resultados foram organizados na Tabela 3.1, a seguir.
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Tabela 3.1: Resultados obtidos do Exemplo 3.9 (i)

Periodo de acumulacao 35 anos = 420 meses
Periodo de usufruto 20 anos = 240 meses
Rentabilidade mensal 0,5%

Valor do aporte mensal R$ 97,97
Renda mensal R$ 1.000,00
Total aportado em 420 meses R$ 41.147,40
Total da renda em 240 meses R$ 240.000, 00
Total de rendimentos em 660 meses R$ 198.852, 60

Fonte: Construido pelo autor.

E interessante comparar esses resultados com os obtidos no Exemplo 3.1, quando nao
foi considerado a incidéncia de juros sobre os valores poupados ao longo do mesmo periodo
de acumulagao. O valor do depdsito mensal necessario para que fosse possivel retirar o
mesmo valor mensal de R$ 1.000, 00, durante o mesmo periodo de 20 anos, foi de R$ 571, 43.

(ii) Em relacao a obter uma renda infinita de R$ 1.000, 00, dados i = 0,5% = 0,005 ao més,
n, = 35 anos = 420 meses, R = 1.000, 00, os quais, substituindo na Equacao (3.12)
obtemos

1.000
(1+0,005)%20 —1

1.000
(1,005)%420 — |

%

140, 38

Portanto, Manuelito deverd poupar mensalmente o valor aproximado de R$ 140, 38
para usufruir uma renda mensal de R$ 1.000, 00 infinitamente.

Na Figura 3.8, é ilustrado a reserva acumulada ao longo da idade de Manuelito, na
qual é percebido o efeito positivo do juros compostos sobre montante acumulado como
também a garantia da renda infinita, ja que serao retirados apenas os valores dos rendi-
mentos mensais.

Comparando o resultado obtido no Exemplo 3.9 (ii) com o do Exemplo 3.1, no caso
em que nao foi considerada a incidéncia de juros sobre os valores poupados ao longo do
periodo de acumulagao, o valor do depédsito mensal necessario para que fosse possivel re-
tirar o mesmo valor mensal de R$ 1.000,00 durante o perfodo limitado de 20 anos foi de
R$ 571,43. Entretanto, quando considerada a incidéncia de uma taxa de rendimento de
0,5% ao més, para efetuar retiradas mensais e infinitas, o valor do depdsito mensal ne-
cessario reduziu para R$ 140, 38. Para melhor ilustracao, os resultados foram organizados
na Tabela 3.2, a seguir.
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Figura 3.8: Grafico da reserva acumulada, conforme Exemplo 3.9 (ii)

wvalor
acumulado (RS)

250,000
200.000,00
200.000
150.000
100.000
58.959,35
50.000 -
30 65 OO  Idade (anos)

reserva acumulada W aporte mensal

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do Fxcel.

Tabela 3.2: Resultados obtidos do Exemplo 3.9 (ii)

Periodo de acumulacao 35 anos = 420 meses
Periodo de usufruto infinito
Rentabilidade mensal 0,5%

Valor do aporte mensal R$ 140,38
Renda mensal R$ 1.000,00
Total aportado em 420 meses R$ 58.959, 35

Fonte: Construido pelo autor.

Concluimos que, a longo prazo, o efeito dos juros sobre juros contribui bastante para
a formacgao de um patrimoénio, como também, pode garantir uma renda infinita. Assim,
o habito de poupar uma pequena parte da renda, més a meés, aliado com rendimentos a
juros compostos produzem um efeito extremamente positivo para o patrimonio acumulado.

No préximo capitulo é apresentado um ambiente mais realista que além do regime de
capitalizacao composta, também considera a incidéncia da inflacao nos cédlculos referente
ao processo de acumulagao e usufruto do capital.



cAPITULO 4

Cenario com Inflacao

No capitulo anterior, vimos que os juros compostos produzem um efeito positivo para
o aumento do patrimonio. Neste capitulo abordaremos a inflacao, um dos “vildes do
investimento” que faz com que a moeda perca seu poder de compra. Para a elaboragao
do planejamento financeiro considerando a inflacao é necessario a compreensao de alguns
temas usuais da Matemadtica Financeira que serao abordados a seguir, tais como: indices
de inflagdo; taxas equivalentes; taxa efetiva e nominal; taxas acumuladas; taxa média;
taxa aparente e real.

4.1 Inflacao

Segundo Assaf Neto (2012), inflagdo é a elevagao generalizada e continua dos pregos dos
bens e servigos; ou seja, em um ambiente inflacionario, o valor do dinheiro hoje nao sera
suficiente para adquirir os mesmos produtos ou servicos no futuro.

No Brasil, as pessoas tem padroes de consumo diferentes, seja pela classe social, cul-
tura ou regiao onde moram. Com isso, o aumento dos precos de determinados produtos
impactam de forma diferente os consumidores. Por exemplo, o aumento do preco da carne
pode nao provocar mudangas nos gastos com alimentacao de um vegetariano; o aumento
nos precos do feijao e do arroz impactam muito mais os custos de uma familia com renda
de um salario minimo, do que de uma familia com mais poder aquisitivo. Uma maneira
de medir periodicamente o aumento dos precos de alguns produtos para pessoas de um
determinado grupo é através dos Indices de Inflagao.

4.1.1 Indices de Inflagao

Os Indices de Inflagao sao calculados e divulgados por algumas instituicoes, entre elas
o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) e a Fundagao Getilio Vargas
(FGV). Essas institui¢oes analisam os precos de uma cesta de produtos e servigos, dentre
alimentacao, moradia, transporte, educacao, entre outros, aquilo que representa o padrao
de consumo de um determinado grupo de pessoas. Também é levado em consideragao a
regiao, o periodo e as faixas de renda de cada grupo. O indice mais utilizado pelo go-
verno é o IPCA (fndice Nacional de Pregos ao Consumidor Amplo), considerado o indice

41
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oficial da inflacao no Brasil. Ele é medido pelo IBGE e considera o consumo dos grupos
com a faixa de renda de 1 a 40 saldrios minimos que moram nas principais regides me-
tropolitanas do pafs: Belém, Fortaleza, Recife, Salvador, Belo Horizonte, Vitéria, Rio de
Janeiro, Sao Paulo, Curitiba, Porto Alegre, além do Distrito Federal e dos municipios de
Goiania, Campo Grande, Rio Branco, Sdo Luis e Aracaju. Além de ser muito utilizado
pelo governo para definir metas de inflagao, também é utilizado por bancos e empresas
para atualizacdo de valores financeiros. Outro indice bastante utilizado para verificar a
variacao de pregos para os grupos mais sensiveis que gastam toda a renda em consumo
corrente (alimentacdo, remédio, entre outros) é o INPC (Indice Nacional de Precos ao Con-
sumidor). Também é medido pelo IBGE, este indice considera o consumo de grupos com a
faixa de renda de 1 a 5 salarios minimos que moram nas principais regioes metropolitanas
do pais (citadas no indice anterior). Utilizado principalmente para o célculo de reajuste
dos dissidios salariais. Além desses, outro indice muito utilizado é o IGP-M (indice Geral
de Precos do Mercado), medido pela FGV (Fundagao Getulio Vargas). E composto por
trés fndices: Indice de Precos no Atacado (IPA), Indice de Precos ao Consumidor (IPC)
e Indice Nacional do Custo da Construcao (INCC), que representam 60%, 30% e 10%,
respectivamente, do IGP-M. A metodologia deste indice considera desde matérias-primas
agricolas e industriais até bens e servicos finais. Muito utilizado para corrigir precos em
contratos de aluguéis e tarifas de servigo publico. Portanto, havendo o fendmeno da in-
flagao, torna-se necessario que saibamos identificar o indice mais adequado para corrigir o
valor do dinheiro com o passar do tempo.

4.1.2 Corrigindo um Capital pelo Indice Inflaciondrio

Podemos utilizar a Equacao (2.4), M = C - (1+1) que calcula o montante M em relagao a
um capital C' aplicado em uma taxa de juros ¢ para corrigir o valor de um capital por um
indice inflacionério. Considerando f como o indice de inflagdo de um periodo, podemos
substituir a taxa de juros ¢ pelo indice f e M por V que serd o valor do capital corrigido.
Assim temos
V=C-(1+). (4.1)
No préximo exemplo temos uma aplicagao do efeito da inflagao sobre um capital sem
COTITECao.

Exemplo 4.1. Manuelito guardou um capital de R$ 1.000, 00 em um cofre durante o ano
de 2018. Nesse ano, segundo o IBGE, a taxa de inflacao oficial foi de 3,75%. Com base
nos dados apresentados, quanto foi a desvalorizacao desse capital?

Solucgao:
Dados C' = 1.000, f = 3,75% = 0,0375. Substituindo na Equagao (4.1) temos
V= 1.000- (14 0,0375)
1.000 - (1,0375)
= 1.037,50.
Durante ano de 2018, o capital de R$ 1.000, 00 se corrigido pela taxa oficial da inflacao

seria de R$ 1.037,50. Portanto, esse capital guardado em um cofre sofreu uma desvalo-
rizagao de R$ 37,50.

Para melhor compreensao da influéncia da inflacao no planejamento financeiro abor-
daremos, a seguir, algumas taxas importantes e usuais da Matematica Financeira.
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4.1.3 Tipos de Taxas

Nessa secao, apresentaremos as denominagoes e aplicagoes dos diferentes tipos de taxas
em relagao ao regime de juros compostos aplicadas aos investimentos financeiros.

Taxas equivalentes

De acordo com Assaf Neto (2012), no regime de juros compostos, taras equivalentes sdo
taxas com diferentes periodos de capitalizacao, mas que produzem o mesmo montante em
relacdo ao mesmo capital pelo mesmo prazo.

Por exemplo, considerando i a taxa de juros mensal e I a sua taxa equivalente trimes-
tral, podemos calcular o montante capitalizado no terceiro més multiplicando o capital
pelo fator (1 +4)3 ou pelo fator (1 + I).

De uma forma geral temos que
(L+1) = (1+0)", (4.2)

onde 7 é a taxa de um periodo e I a sua taxa equivalente em n periodos.

Taxa efetiva e taxa nominal

Segundo Assaf Neto (2012), a taza efetiva é aquela em que a unidade referencial de seu
periodo coincide com a unidade de capitalizacao. No entanto, existe o hdbito entre algumas
pessoas de se referir a uma taxa de juros em um periodo, mas o montante ser capitalizado
em outro periodo, nesses casos, essa taxa é denominada taxa nominal, ela nao pode ser
aplicada diretamente ao cdlculo do montante, é necessdrio a sua conversao em uma taxa
efetiva para entao efetuar o calculo do montante. Por exemplo, uma taza nominal de
24% ao ano capitalizados mensalmente, resulta em uma taza efetiva mensal de 2% ao més
(=24 + 12), cuja taza efetiva ao ano, pela Equacao (4.2), é equivalente a 26, 8%.

Taxas acumuladas

Em algumas situacoes de capitalizagao, é muito comum a taxa de juros variar de um
periodo para outro. Nesses casos, para calcular o montante capitalizado por taxas variaveis
é necessario a capitalizacao por cada taxa ou, entao, por uma unica taxa a qual denomina-
mos de taxa acumulada que é equivalente a um conjunto de taxas varidveis. Por exemplo,
sejam i1, 12 e i3 respectivamente as taxas de juros dos meses 1, 2 e 3 e seja I a taxa de
juros desse trimestre. Podemos estabelecer uma relagao entre essas taxas, considerando
M35 o montante acumulado no més 3, de acordo com a Equacgao (2.4) temos

MgZC-(l—I-I). (4.3)
Por outro lado,
M3:MQ'(1+i3):M1-(1+i2)'(1+i3) :C-(1+i1)'(1+i2)'(1+i3). (4.4)

Igualando os termos das Equagoes (4.3) e (4.4) e cancelando C' em ambos os lados da
igualdade temos
(L4+1)=(1+13)- (1 +12)- (1 +41).
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De uma forma geral, podemos estabelecer que
I+ =1 +in) (I +dn-1) .- (L+i2) - (1+11), (4.5)
onde [ é taxa acumulada em n periodos, equivalente as n taxas iy, 19, i3,..., in-
A taxa de juros acumulada é muito utilizada no mercado financeiro para calculo dos

juros sobre investimentos que mudam sua taxa a cada periodo ou, até mesmo, para cal-
cular a inflacao acumulada em um determinado periodo, conforme exemplo a seguir.

Exemplo 4.2. Considerando os dados da Tabela 4.1, onde ¢é ilustrado a inflagao oficial
do Brasil entre os anos de 2015 e 2019. Calcule a taxa de inflacao acumulada entre esses
anos.

Tabela 4.1: IPCA anos de 2015 a 2019.

Ano | IPCA (%)
2019 431
2018 3,75
2017 2,95
2016 6,29
2015 10,67

Fonte: Painel de Indicadores IBGE

Solugao:
Dados i1 = 0,0431, i3 = 0,0375, i3 = 0,0295, i4 = 0,0629, i5 = 0,1067, substituindo
os dados acima na Equagao (4.5), temos

(1+1)=(1,1067) - (1,0629) - (1,0295) - (1,0375) - (1,0431),
assim,
(1+1) = 1,3106
I = 0,3106 = 31,06%.
Portanto, com base nos indices anuais de inflagao apresentados, a inflacdo acumulada
entre os anos de 2015 e 2019 foi de 31,06%.
Taxa média de juros

Utilizando a Equagao (4.5) referente ao cdlculo de taxas acumuladas e pela Definigao
1.13 de Média Geométrica, podemos estabelecer que a taxa média de juros é o valor ips
correspondente a uma sequéncia de n taxas i1, %9, ... , in_1, in, tal que

(1 4in) (Lt ino) s (Ldn) - (L iy) = (L4 ing) - (14 dag) oo (L ing) = (14 iap)™,

n termos

logo concluimos que

T4iy =Y 40n) - (T 4ip_1) - (1 4+19) - (1 +11).
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Portanto,

iy = V(L 4dn) - (14 ip_1)- - (1 449) - (1+1ip) — 1. (4.6)

A seguir, serd retomada a ideia do Exemplo 4.2 para calcular taxa média anual e men-
sal da inflagao entre os anos de 2015 e 2019.

Exemplo 4.3. Considere os indices anuais da inflagdo entre os anos de 2015 e 2019
apresentados pela Tabela 4.1.

(i) Calcular a taxa média anual da inflagao.

(ii) Calcular a taxa média mensal da inflagao.
Solucao:

(i) Utilizando o resultado do Exemplo 4.2 e substituindo na Equacao (4.6) temos que
iv = $/1,3106—1
~ 1,0556— 1
= 0,0556 = 5, 56%.

Portanto, com base nos indices apresentados, a taxa média anual da inflacdo entre
os anos de 2015 e 2019 é de aproximadamente 5, 56%.

(ii) Substituindo o resultado encontrado de ijs do item anterior na Equagao (4.2), po-
demos calcular a taxa média mensal f da inflacao equivalente entre os anos de 2015
e 2019. Assim, temos

140,0556 = (1+ f)'2
12/1,0556 = 1+ f
f o= %/1,0556—1

f =~ 0,004518 = 0,4518%.

Portanto, a taxa média mensal da inflagao entre os anos de 2015 e 2019 é de apro-
ximadamente 0, 4518%.

Taxa aparente e taxa real

Em razao da inflagdo reduzir o poder de compra do dinheiro, os rendimentos sobre os in-
vestimentos apresentados pelas instituicoes financeiras nao refletem, de fato, o ganho real,
ja que nao descontam o efeito da inflacao no periodo. Dessa forma, é preciso estabelecer
uma distincao entre a taxa divulgada pelas instituigcoes e a taxa que demonstra o ganho
real.
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Segundo Assaf Neto (2012), taxa aparente é a rentabilidade dos investimentos divul-
gada pelas instituigoes financeiras. Por outro lado, a taza real é a rentabilidade que
demonstra o quanto o investimento cresceu acima da inflagao.

A taxa real é calculada a partir da taxa aparente de juros e da inflacdo do periodo.
Pela Equacao (2.4), vimos que o montante M de um periodo é resultado do produto entre
o capital C' e o fator (1 + i), onde i é a taxa de juros aparente que expressa o quanto o
montante M é superior ao capital C. Vimos pela Equagao (4.1) que o valor do capital
corrigido V' é resultado do produto entre o valor do capital C e o fator (1 + f), em que f
¢ a taxa da inflacao de um periodo e expressa o quanto V é superior a C'. Considerando
as Equagoes (2.4) e (4.1), seja r a taxa de juros real que expressa o quanto M é superior
a V, ou seja,

M=V -(1+r). (4.7)

Substituindo as Equagoes (2.4) e (4.1) em (4.7), obtemos

C-(1+i)=C-1+f) (1+7).

Cancelando C' em ambos os lados da igualdade temos

A+ =0+ f)-(1+r). (4.8)
Portanto (1+4)
it (4.9)

A Equagao (4.9) pode ser utilizada para calcular a taxa real de juros. E importante
compreender que, fazendo o calculo da rentabilidade real de uma aplicacao financeira, é
possivel obter o resultado do ganho real obtido no investimento, ou seja, o quanto foi
ganho em poder de compra levando em consideracao a taxa de inflacdo do periodo. E in-
teressante observar que se a taxa da inflacao for zero, a taxa real serd igual a taxa aparente.

No préximo exemplo, temos uma aplicacao com dados reais da rentabilidade da pou-
panca como também do indice oficial de inflagdo no Brasil durante o ano de 2019.

Exemplo 4.4. Durante o ano de 2019, a taxa aparente de rendimento da poupanga foi
de 4,26%, enquanto a taxa oficial da inflagao foi de 4,31%. Qual a taxa real obtida nesse
investimento? Qual foi o ganho real de um investimento de R$ 1.000,00 na poupanca
durante o ano de 2019 descontada a inflagao?

Solucao:

Perceba que nesse caso a taxa aparente da rentabilidade da poupanca é inferior a taxa
da inflagdo. Dessa forma, tanto a taxa real quanto o ganho real serao negativos. Temos
que a taxa aparente i = 4,26% = 0,0426 e a taxa da inflacdo f = 4,31% = 0,0431.
Substituindo esses dados na Equagao (4.9) obtemos

(1+0,0426) (1,0426)
=—*“—1=—"—"2=—-1~-0,05%.
"7 (1+0,0431) (1,0431) ,05%
Assim, no ano de 2019, mesmo com a rentabilidade aparente da poupanga sendo posi-

tiva em 4, 26%, a taxa real foi de —0, 05%, ou seja, nao houve ganho real, pelo contrério, o



CAPITULO 4. CENARIO COM INFLACAO 47

poder de compra de R$ 1.000,00 investido na poupanca foi reduzido em aproximadamente
R$ 0,50 (= 1.000 x (0,0005)).

No exemplo a seguir serd calculado a taxa aparente de um investimento em um ambi-
ente inflacionario que visa alcancar a taxa real almejada.

Exemplo 4.5. Manuelito comeca a perceber que a inflacdo afeta o efeito dos juros com-
postos. Dessa forma, ele pretende fazer um investimento que ofereca uma rentabilidade
real superior a 0,5% ao més. Estimando em 0,4518% a taxa média mensal da inflacao
durante todo o tempo do investimento, em quanto deve ser, no minimo, a rentabilidade
aparente mensal do investimento a ser buscado por Manuelito?

Solucao:

Seja ¢ a rentabilidade aparente mensal a ser buscada, sendo r = 0,5% a taxa real
mensal e f = 0,4518% a taxa de inflagio mensal estimada, substituindo esses dados na
Equacao (4.8), temos

(1+i) = (1+0,004518)-(1+0,005)
= (1,004518) - (1,005)
= 1,00954.

Assim,
1 =0,009541 = 0,9541%.

Portanto, a rentabilidade aparente mensal do investimento a ser buscado deve ser su-
perior a 0,9541%.

No exemplo a seguir é calculado o valor de um capital corrigido pela inflagao.

Exemplo 4.6. Em um ambiente inflaciondrio, o valor de R$ 1.000,00 nao terd o mesmo
poder de compra daqui a alguns anos. Calcule o valor equivalente a R$ 1.000,00 daqui a
35 anos, estimando que a inflagdo nesse periodo seja equivalente aos anos de 2015 a 2019.

Solucao:

Para calcular o valor equivalente a R$ 1.000, 00 daqui a 35 anos serd necessario calcular
a taxa da inflacao equivalente ao periodo de 35 anos. Vimos no Exemplo 4.3 (i) que a taxa
média anual da inflagdo entre os anos de 2015 e 2019 foi de 5,56%. Podemos utilizar esse
resultado na Equacao (4.2), para calcular a taxa equivalente a inflacao I35 em um periodo
de 35 anos, dessa forma,

14+ I35 = (1+0,0556)%
14+ Iz = (1,0556)
Iys ~ 6,6411 — 1 =5,6411 = 564,11%.

Com base na inflacao entre os anos de 2015 a 2019, a inflacado em 35 anos sera de apro-
ximadamente 564, 11%. Substituindo esse resultado na Equagao (4.1), podemos encontrar
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o valor V equivalente a R$ 1.000,00 em 35 anos, como segue

V. = 1.000-(1+5,6411)
= 1.000- (6,6411)
~ 6.641,08.

Portanto, o valor equivalente a R$ 1.000, 00 daqui a 35 anos seré de aproximadamente
R$ 6.641,08.

4.1.4 Planejamento Financeiro considerando a Inflagao

Pelos valores da inflacdo apresentados na Tabela 4.1, podemos perceber que, no Brasil,
¢ muito importante considerar a inflacado em qualquer planejamento financeiro a longo
prazo. Na elaboracao de um planejamento financeiro adequado aos indices inflacionarios,
iremos atualizar os valores dos pagamentos mensais, estimando a taxa média mensal da
inflacao durante o periodo de acumulagao, para que os valores da renda mensal no periodo
do usufruto também sejam corrigidos pela mesma taxa média mensal da inflacdo. Na
Figura 4.1 ¢ ilustrado o fluxo dos n, pagamentos e n, recebimentos corrigidos pela taxa
média mensal da inflacao f.

Figura 4.1: Fluxo de n, pagamentos e n, recebimentos considerando uma taxa média
mensal de inflacao f em todo o periodo.

R(1+9°  R(1+°” R(1+° ™ R(1+H)™ ™

SR N E T

P(1+) P (1+)° P (1+)™" P (146)™

Fonte: Construido pelo autor.

Podemos calcular o Valor Futuro de todos os n, pagamentos corrigidos pela inflagao
na data np, assim como, o Valor Presente dos n, recebimentos também corrigidos pela
inflacao, sendo tantos os pagamentos quantos os recebimentos capitalizados para a data
do dltimo pagamento, sendo ¢ a taxa de juros mensal aparente.

Pela Observacgao 2.3, podemos calcular V F' utilizando o fator de capitaliza¢do em cada
um dos n, pagamentos corrigidos pela inflagao. Assim, temos

VF =P-(1+f)- (143 1 P-(1+ )% (140)" 2+ -+ P-(1+ )" L (140) + P- (14 f)"

Pela Equacao (4.8) temos que 1 4+4 = (14 f)- (1 +1r), onde r é a taxa real. Assim,
substituindo essa equacao na expressao acima, obtemos
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VE=P-(1+f)- [0+ f)-0+n)] "+ P-4+ [0+ f)- A+ 2+
ek P AT Q) r) P (1 ).
Logo
VE=P-(1+f)- L+ )" (A4 + P (1+ ) (L4 )2 (L) 2 4
kP-4 HL A+ ) Q4 )+ P (14 f).
Assim,
VE = P-(14f)"-(14r)" 4 P-(14 f)"7-(147)" 24 - P-(14 )" (147) +P- (14 )"

Note que o que diferencia dois termos vizinhos dessa ultima expressao é o fator (1+r),
assim, VI ¢ resultado da soma dos n, primeiros termos de uma progressao geométrica
de razao (1 + r) e primeiro termo P - (1 + f)"». Dessa forma, para (1 + r) # 1, podemos
utilizar a Equagao (1.7) para calcular o valor da expressao de V' F. Fazendo

aw=P-(1+)"  q=(+r)  S=VF
obtemos a ) )
+ )" —
VFE=P. (1 np LU0 T
(1+7) (1+r)—1
Portanto,
1 " — 1
VF:P-ﬂ+ﬂ%-(+?,. (4.10)

Pela Observagao 2.3, podemos calcular V P utilizando fator de capitalizagdo em cada
um dos n, recebimentos mensais corrigidos pela taxa média da inflacdo. Assim, temos
R-(L [yt R (14 )t R (L4 )"t R (L4 fyrotm

(1+1) (1+i)2 (L4t (EOC

VP =

que também pode ser escrita da forma

R-(1+f)-(A+ )  R-(L+ )2 A+ )
(1+41) (1+74)?

R-(A+H™- A+ R+ )™ A+ )™
(14w (1+ i) '

Pela Equagao (4.8) temos que 1%—7“ = % onde 7 é a taxa real. Assim, substituindo

essa equacao na expressao acima obtemos

R-(L+ /) R-(L+ ™ R-(L4fy  R-(+f)
(1+7r) (1+7)2 (14 r)nu—l (1+7)nu

VP = .

VP =

Nessa tltima expressao, o que diferencia dois termos vizinhos é o fator %Jrr, assim, VP

é resultado da soma dos n,, primeiros termos de uma progressao geométrica de razao ﬁ
R-(1+f)"p
(1+r)
para calcular o valor da expressao de V P. Fazendo

R-(1+4 f) 1

“= (1+7r) =1y

e primeiro termo . Dessa forma, para ﬁ # 1, podemos utilizar a Equacao (1.7)

S=VP,
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obtemos
1
VP — R- (]_ + f)np . (1+;)nu -1
1—(14r)nu
. R- (1 + f)np o (Qtr)n
o 1—(1+r)
(1 +T) (1+7)
_ R-(A+f)™ 1-(14+r)™  (1+r7)
(1+7) (I+m)me (1—=(1+7))
_ R-(1+ f) . 1—(1+7)r L]/—kﬁ
ATy (14 7)me (—r)
Portanto

np | (1+T)nu —1
re(1+7)n
Igualando as Equagoes (4.10) e (4.11) escrevemos o valor a ser poupado P em fungao

do valor da renda R, ou seja

VP=R-(1+) (4.11)

(I+7r)»—1 (I+7r)™—1
P.(1 np ., 7 " —R.(1 np 7 =
( +f) r ( +f) r.(1_|_7-)nu
Cancelando w em ambos os lados da igualdade obtemos
(I4r)m—1
P-[(1 w_|=R. -1/ 7
[( +T) ] R (1 —|—7“)n“

Portanto, podemos calcular o valor do pagamento P em fungao da renda R através da

expressao
(I4r)™—1

(L4 7)re- (L4 ) —1]°
Por outro lado, podemos calcular o valor da renda R em funcao do pagamento P
escrevendo

P=R-

(4.12)

(7)™ - (A )" —1]
(I+7r)ne —1

Perceba que as Equagoes (4.12) e (4.13) sao semelhantes as Equagoes (3.10) e (3.11),
respectivamente. O que diferencia uma da outra é que, no ambiente inflacionario, é utili-

R=P. : (4.13)

zada a taxa real r no lugar da taxa aparente 1.

Podemos calcular de maneira andloga o Valor Presente V P de uma renda R mensal e
infinita utilizando a equagao da soma dos termos de uma progressao geométrica infinita,
obtendo o seguinte resultado
R-(1+f)™

r

VP = (4.14)

Igualando as Equagoes (4.10) e (4.14), podemos escrever o valor da renda R em fungao
do valor do pagamento P, ou seja,

n, (14r)""—1  R-(1+f)"
r - r ’

P-(1+f)
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()"
T

Cancelando em ambos os lados da igualdade obtemos

R=P-[(1+r) —1]. (4.15)

Por outro lado, o valor do pagamento P em funcao da renda R pode ser escrito como

R
P=——_—. 4.16
(I+7r)w» —1 (4.16)
Do mesmo modo, as Equacgoes (4.15) e (4.16) sao semelhantes as Equagoes (3.13) e
(3.12), respectivamente.

Podemos concluir que, no ambiente com inflacao a taxa de rendimentos mensal a ser
considerada nos calculos é a taxa real, o quanto rendeu acima da inflacao. Além disso os
valores dos aportes mensais devem ser corrigidos pela inflacao, a fim de que, os recebimen-
tos também sejam corrigidos periodicamente pela taxa média da inflagao considerada em
todos os aportes.

No préximo exemplo, sera calculado o montante que deverd ser acumulado para obter
uma determinada renda, considerando os efeitos da inflagao; j4 que em ambientes infla-
cionarios, o valor desejado da renda hoje nao terd o mesmo poder de compra daqui a
alguns anos.

Exemplo 4.7. Manuelito percebeu que a inflagdo afeta o valor do seu patrimoénio. A fim
de obter, a partir dos 65 anos uma renda mensal equivalente a R$ 1.000, 00 nos dias atuais,
ir4 buscar um investimento que ofereca uma rentabilidade real mensal de 0,5%, sendo que
dos 30 até os 65 anos de idade pretende realizar aportes mensais corrigidos mensalmente
por uma taxa de inflacdo f = 0,4518%. Calcule o total aportado, o total da renda e os
juros auferidos na obtencao da renda mensal almejada

(i) durante 20 anos.
(ii) infinitamente.
Solugéao:

(i) Para obter uma renda equivalente a R$ 1.000,00 durante 20 anos, considerando um
ambiente com inflacao, o cédlculo do valor do pagamento P em funcao da renda R
é semelhante ao do Exemplo 3.9 (i), com a diferenga que, neste exemplo, a taxa é
real. Dados r = 0,5% = 0,005 ao més, n, = 35 anos = 420 meses, n,, = 20 anos =
240 meses, R = 1.000, 00, que substituindo na Equagao (4.12), obtemos

(14 0,005)%9 — 1

P = 1.000-
(1+0,005)240 . [(1 + 0,005)420 — 1]
1000 (1,005)%40 — 1
- (1,005)240 . [(1,005)420 — 1]
~ 97,97.

Portanto, o valor do pagamento na data zero é de aproximadamente R$ 97,97.
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Considerando a taxa de inflacdo mensal f = 0,4518%, o valor do primeiro paga-
mento que ocorre no més 1 corrigido pela taxa f é de R$ 98,41. Dessa forma, em
todos os meses os valores dos pagamentos serao corrigidos pela taxa f durante 35
anos. Os aportes mensais corrigidos pela taxa de inflagao f resultard em um aporte
total de R$ 122.878,43, valor que pode ser calculado como a soma dos termos de
uma P.G. finita de razao (1 + f) e primeiro termo R$ 98,41 com 420 termos.

No Exemplo 4.3, vimos que a taxa mensal 0,4518% é equivalente a taxa anual de
5,56%. E no Exemplo 4.6, vimos que o valor equivalente a R$ 1.000, 00 daqui a 35
anos, considerando a taxa de inflacao de 5, 56%, serd de R$ 6.641, 08. Dessa forma, o
valor da primeira renda que ocorre no més seguinte aos completos 35 anos, corrigido
pela taxa média mensal da inflacao f, serd de R$ 6.671,09. Assim, nos meses subse-
quentes, os valores da renda também serao corrigidos pela taxa f durante os 20 anos
de usufruto. Com o valor da renda iniciando em R$ 6.671,09 e as préximas rendas
mensais sendo corrigidas, o valor total a ser recebido pode ser calculado como a soma
dos termos de uma P.G. finita de razao (1 + f) e primeiro termo 6.671,09 com 240
termos, resultando em um valor total a receber de R$ 2.879.594, 28. A diferenca en-
tre o valor total a receber e o valor total aportado, isto é, 2.879.594, 28 e 122.878, 43,
respectivamente resulta nos juros de todo o periodo igual a R$ 2.756.715, 84.

No Exemplo 4.5, vimos que para obter uma taxa real de 0,5% em um ambiente com
uma taxa de inflagao de 0,4518%, a taxa aparente deve ser de 0,9541%. E interessante
observar que apesar dos cédlculos serem feitos utilizando a taxa real, o valor acumulado
pelo efeito dos juros compostos é referente a taxa aparente mensal de 0,9541%.

Para melhor ilustracao, os resultados desse exemplo foram organizados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Resultados obtidos do Exemplo 4.7 (i)

Periodo de acumulacao 35 anos = 420 meses
Periodo de usufruto 20 anos = 240 meses
Rentabilidade aparente mensal 0,9541%

Taxa média da inflagao mensal 0,4518%
Rentabilidade real mensal 0,5%

Valor do primeiro aporte mensal R$ 98,41
Valor da primeira Renda mensal R$ 6.671,09
Total aportado em 420 meses R$ 122.878,43
Total da renda em 240 meses R$ 2.879.594, 28
Total dos juros em 660 meses R$ 2.756.715, 84

Fonte: Construido pelo autor.

Na Figura 4.2, segue uma ilustracao da reserva acumulada ao longo da idade de Ma-
nuelito, onde é considerado os efeitos da inflacao e dos juros sobre juros. E interessante
perceber que o valor da reserva acumulada (drea em verde) em um ambiente inflacionario
¢ muito maior que a de um ambiente sem inflacao, além disso, os valores corrigidos dos
resgates também fardo com que o decréscimo da reserva acumulada seja acentuado.
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Figura 4.2: Gréfico da reserva acumulada, conforme Exemplo 4.7 (i)

Valor
acumulado (RS)
1.200.000

1.000.000 ~—
926.967,75

800,000 T

600.000 —

400.000 —

200.000 —

122.878,43
30 65 85 Ildade (anos)
reserva acumulada W aporte mensal

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do Ezcel.

E interessante perceber ainda na Figura 4.2, que mesmo apds o inicio do periodo de
usufruto, a reserva acumulada ainda aumenta por algum tempo; isso acontece enquanto
o valor dos juros mensal for maior que o valor da renda mensal, a qual é reajustada pela
taxa média da inflacdo do periodo de acumulagdo. Mas quando o valor da renda mensal
superar o valor dos juros mensal, ocorrerd a diminuicao gradual da reserva acumulada.

Outro resultado que merece atencao é o valor da reserva acumulada aos 420 meses
totalizando R$ 926.967, 75, valor que pode ser calculado utilizando a Equagao (4.10), onde
P =97,97, f = 0,4518%, r = 0,5% e n, = 420 meses. Esse valor de R$ 926.967,75 é
equivalente ao valor da reserva acumulada do Exemplo 3.9 de R$ 139.580, 77 se corrigido
pela taxa média da inflacao f = 0,4518% no periodo de 420 meses.

(ii) Para obter uma renda infinita equivalente a R$ 1.000, 00, considerando um ambiente
com inflagao, utilizamos a Equagao (4.16) para calcular o valor do pagamento P em
funcéo da renda R. Dados r = 0,5% = 0,005 ao més, n, = 35 anos = 420 meses,
que substituindo na Equacao (4.16), obtemos

1.000
(1+0,005)%20 — 1

1.000
(1,005)420 — 1

P =

~ 140, 38

Portanto, para Manuelito obter uma renda mensal infinita equivalente a R$ 1.000,00,
o valor do pagamento na data zero é de R$ 140,38, assim, o valor do primeiro paga-
mento que ocorre no més 1 corrigido pela taxa média mensal da inflacao f = 0,4518%
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é de R$ 141, 01, dessa forma, todos os meses subsequentes, os valores dos pagamentos
serao corrigidos pela taxa f durante 35 anos. Todos esses resultados foram organi-
zados na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Resultados obtidos do Exemplo 4.7 (ii)

Periodo de acumulacao 35 anos = 420 meses
Periodo de usufruto infinito
Rentabilidade aparente mensal 0,9541%

Taxa média da inflagao mensal 0,4518%
Rentabilidade real mensal 0,5%

Valor do primeiro aporte mensal R$ 141,01
Valor da primeira Renda mensal R$ 6.671,09
Total aportado em 420 meses R$ 176.067, 85

Fonte: Construido pelo autor.

Na Figura 4.3, segue ilustracao da reserva acumulada ao longo da idade de Manuelito,
onde é considerado os efeitos da inflacao e dos juros sobre juros. E interessante observar
que o valor da reserva acumulada (drea em verde) tem que ser grande o suficiente para
que os juros sobre o total acumulado sejam sempre maiores que o valor da renda mensal
corrigida pela inflagao e, assim, garantir os infinitos resgates mensais.

Figura 4.3: Grafico da reserva acumulada, conforme Exemplo 4.7 (ii)

Valor
acumulado (RS)

2.000.000

1.500.000

1.328.216,98

1.000.000

500.000

176.067,85

30 65 OO Idade (anos)

reservaacumulada @ aporte mensal

Fonte: Construido pelo autor com o auxilio do Fxcel.

E importante observar que, com o efeito dos juros sobre juros, a reserva acumulada
nos primeiros 420 meses serd de R$ 1.328.216, 98, valor que pode ser calculado utilizando
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a Equagao (4.10), onde P = 141,01, f = 0,4518%, r = 0,5% e n, = 420 meses. Além
disso, o valor de R$ 1.328.216, 98 é equivalente ao valor da reserva acumulada do Exemplo
3.9 (ii) de R$ 200.000, 00 se corrigido pela taxa média da inflagdo f = 0,4518% no periodo
de 420 meses.

No exemplo apresentado, a taxa da inflacao foi projetada com base na inflagdo oficial
do Brasil entre os anos de 2015 e 2019. Entretanto, semanalmente os economistas do
Banco Central divulgam pelo boletim Focus® projecdes sobre a inflacdo anual, conforme
expectativas sobre o cenario nacional. Dessa forma, é sempre interessante considerar uma
forma de projetar a inflacdo de um periodo e aplica-la aos calculos do planejamento fi-
nanceiro. Assim, no perfodo do usufruto, os valores dos resgates mensais serao corrigidos
mensalmente pela taxa média mensal da inflagdo referente ao periodo de acumulagao.

A abordagem dos conteidos de matematica nao podem ficar limitados a teoria, nem
somente a aplicacao de férmulas. No intuito de simplificar, agilizar e tornar o aprendi-
zado mais significativo e dinamico, a utilizacdo de ferramentas tecnolégicas na area da
Matematica Financeira proporciona mais conhecimento, desenvolve habilidades, facilita
o aprendizado e agiliza o cdlculo das operacées. No préximo capitulo é apresentado a
planilha eletronica, ferramenta tecnolégica que pode ser utilizada para auxiliar o estudo
da Matematica Financeira.

3Disponivel em: https://www.bcb.gov.br/publicacoes/focus/. Acesso em: 01/12/2020.



CAPITULO b

O Uso da Planilha Eletrdnica

Neste capitulo, iremos apresentar o passo-a-passo da construcao de um Planejamento Fi-
nanceiro para a aposentadoria, fazendo uso da Planilha FEletronica. Dessa forma, serd
feita uma programacao que calcula os valores que devem ser acumulados para garantir
uma complementacao da renda na aposentadoria.

Planilha Eletronica é uma ferramenta computacional que organiza as informacoes em
linhas e colunas, cujas interse¢oes formam células, nas quais ficam armazenados os dados.
Esses dados podem ser textos ou valores numéricos que podem se comunicar, permitindo a
elaboragao de férmulas, funcoes e graficos entre outras diversas possibilidades de uso. Em
se tratando de Matematica Financeira, é possivel utilizar as funcoes da prépria planilha
eletronica para chegar ao resultado dos calculos. Utilizaremos a planilha eletronica da
Microsoft Office, também conhecido como FEzxcel, ferramenta que pode ser utilizada para
melhor visualizagao da evolucao do capital ao longo do tempo.

Para trabalharmos a Matematica Financeira utilizando o Excel, vamos introduzir o
conhecimento minimo necessario para utilizar essa ferramenta. A Figura 5.1 ilustra a ja-
nela da planilha eletronica da versao Microsoft Excel 2010, na qual exibimos alguns de
seus componentes. Comecando com a barra de titulos que contém na parte central su-
perior o nome do arquivo e o nome do programa. No canto superior esquerdo temos os
botoes salvar, desfazer e refazer e no canto superior direito os botdes minimizar, maximi-
zar /restaurar e fechar o aplicativo. Logo abaixo temos a barra de menus que apresenta os
nomes dos menus em abas, as listas de comandos e fungoes. Cada aba possui comandos
especificos que nos permite gerenciar o arquivo. Mais abaixo, temos a barra de férmulas
que apresenta as informagoes de uma célula ativa (a qual tem sua borda mais grossa).
Para tornar uma célula ativa, basta dar um clique com o botao esquerdo do mouse sobre a
célula; para inserir dados em uma célula é sé6 torna-la ativa e, em seguida, digitar os dados.

Cada célula possui um endereco proprio formado pela letra da coluna e pelo ntimero
da linha. Por exemplo: Al identifica a célula da coluna A com a linha 1.

As férmulas se distinguem das células de texto e de ntimeros por serem iniciadas pelo
sinal de igual “=”. Por exemplo, uma célula contendo a expressao “= 2 + 3” é uma

o6
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Figura 5.1: Layout da janela Excel da Microsoft Office 2010
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Fonte: Construido pelo autor ilustrando a tela do Software Microsoft Excel.

féormula que ao teclarmos [ENTER] resultara em 5, j& uma célula contendo apenas a ex-
pressao “2 4+ 3”¢é somente um texto.

Operadores sao simbolos matematicos que permitem fazer calculos e comparacoes en-
tre valores ou até mesmo células. Os operadores sao bastante proximos aos usados nas
calculadoras eletronicas. O operador “—” também pode ser usado para informar um valor
negativo, basta ser digitado antes de um nimero. Alguns operadores usuais sao destacados
na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Sinais de Operadores do Excel

Sinal | Operagao
+ | Soma

- Subtragao
* Multiplicagao
/ Divisao

A Potenciacgao

Fonte: Construido pelo autor.

Podemos programar alguns calculos envolvendo valores de células distintas, para isso
deve ser indicado o endereco da célula. Por exemplo, conforme a Figura 5.2, o usuario
digitou na célula A1 a palavra “teste”. Se na célula B1 digitar a férmula “=A1", aparecera
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como resultado a palavra “teste”. Além disso, a tabela do Excel é dinamica, pois qual-
quer alteracao no valor de uma célula altera o resultado de outra que esteja relacionada a
primeira.

Figura 5.2: Aplicando uma férmula no Excel

A7 - Je | =SOMA(A3:A6)

A B C D E F
1 teste teste
2
3 10
4 20
5 30
6 a0
7 100}

Fonte: Construido pelo autor ilustrando a tela do Software Microsoft Excel.

Por meio dos operadores também é possivel referenciar varias células. Ainda conforme
Figura 5.2, desejando que a célula A7 seja resultado da soma de todas as células entre
A3 e A6, podemos utilizar os operadores entre os enderecos de cada célula, digitando na
célula A7 a formula “=A3+A4+A5+A6”. De outra forma, fazendo referéncia as células
A3, A4, A5 e A6, podemos simplesmente referenciar este intervalo por A3:A6 e utilizar
a fungao soma “=SOMA(A3:A6)”, o que torna mais ficil e rdpido a soma entre vérias
células de uma mesma coluna ou de uma mesma linha.

Uma funcao interessante que iremos utilizar é a alca de preenchimento, a qual esta
localizada no canto inferior direito de uma célula ativa. Posicionando o mouse no local
indicado pela seta na Figura 5.3, pressionando o botao esquerdo do mouse e arrastando
o cursor até a linha ou coluna desejada, podemos preencher rapidamente o conteido das
células vizinhas com valores ou férmulas iguais a célula selecionada. Caso sejam seleciona-
das mais de uma célula, é possivel utilizar a funcao alca de preenchimento para preencher
as células vizinhas com uma sequéncia de valores de acordo com as células selecionadas.
Por exemplo, na Figura 5.2 foram preenchidas as células A3 e A4 com os valores 10 e
20, respectivamente; ao selecionar essas duas células, utilizamos a funcao alca de preen-
chimento para, rapidamente, serem preenchidas as células abaixo (A5 e A6) dessa mesma
coluna, dando segmento a sequéncia.

Figura 5.3: Alca de preenchimento

A B C D

1
2
3 ALGA DE PREENCHIMENTO
4

Fonte: Construido pelo autor ilustrando a tela do Software Microsoft Excel.
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5.1 Juros Simples e Compostos no Excel

Na Figura 5.4, ilustramos uma planilha comparando o crescimento dos montantes capita-
lizados a juros simples e compostos, replicando os valores da Tabela 2.1 dos juros simples
e da Tabela 2.2 dos juros compostos. Esses montantes serao calculados sobre um capital
de R$ 1.500, 00, a uma taxa de 10% ao longo de 10 meses.

Figura 5.4: Planilha comparativa do crescimento dos montantes a juros simples e compos-
tos

A B C D E
1 Valor do Capital Taxa de juros
2 | RS 1.500,00 10,0%
3

Periodo n em . Montante dos juros | Montante dos juros
a e Juros simples Juros compostos o e
5 0 RS 1.500,00 | RS 1.500,00
6 1 RS 150,00 | RS 150,00 | RS 1.650,00 | RS 1.650,00
7 2 RS 150,00 | RS 165,00 | RS 1.800,00 | RS 1.815,00
8 3 RS 150,00 | RS 181,50 | RS 1.950,00 | RS 1.996,50
9 4 RS 150,00 | RS 199,65 | RS 2.100,00 | RS 2.196,15
10 5 RS 150,00 | RS 219,62 | RS 2.250,00 | RS 2.415,77
11 6 RS 150,00 | RS 241,58 | RS 2.400,00 | RS 2.657,34
12 7 RS 150,00 | RS 265,73 | RS 2.550,00 | RS 2.923,08
13 8 RS 150,00 | RS 292,31 | RS 2.700,00 | RS 3.215,38
14 9 RS 150,00 | RS 321,54 | RS 2.850,00 | RS 3.536,92
15 10 RS 150,00 | RS 353,69 | RS 3.000,00 | RS 3.890,61

Fonte: Construido pelo autor ilustrando a tela do Software Microsoft Excel.

Iniciamos com o preenchimento dos textos descritos, conforme Figura 5.4; as células
Al e Bl foram respectivamente preenchidas com os textos “Valor do Capital’e “Taxa
de Juros”. Em seguida, preenchemos as células A2 com o valor “1.500”e B2 com a taxa
“10%”. Logo abaixo da célula A4, que contem o texto “Perfodo n em meses”, preenchemos
cada uma das células dessa coluna com os periodos 0, 1, 2 e, assim, sucessivamente até o
periodo 10. Nas células D5 e E5 sao dados os comandos “=A2".

A célula B6 traz o valor dos juros simples com a férmula “=A$2*B$2”, onde o simbolo
$ entre a letra e o nimero tem a funcao de fixar as células no preenchimento das células
abaixo com a funcao alca de preenchimento; nesse caso, serao fixadas as células A2 e B2,
ja que, independente do valor do montante, nos juros simples a taxa de juros é aplicada
sobre o capital inicial. A célula C6 recebe a férmula “=E5*B$2”para calcular os juros
compostos. Como o valor dos juros compostos é calculado sobre o montante do més an-
terior, fixamos apenas a célula B2. O resultado da soma do capital com os juros serao
colocados nas células D6 e E6, utilizando as férmulas “=D54+B6”e “=E5+C6”, respecti-
vamente. Em cada uma das colunas, as formulas poderao ser estendidas para as células
abaixo com a funcao al¢a de preenchimento.

Com a planilha montada é possivel alterar os valores das células A2 e B2 para verificar
os resultados obtidos nos cédlculos dos juros e dos montantes em diversos valores de capital
e taxa. Além disso, podemos estender as férmulas de cada coluna para periodos maiores
que 10 com a funcao al¢a de preenchimento.
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5.2 Acumulacao e Usufruto do Capital no Excel em um Am-
biente sem Rendimentos

A partir de um determinado valor de renda almejada na fase da aposentadoria por um
determinado periodo de tempo, podemos construir, no Excel, uma planilha para calcular
o valor que deve ser poupado mensalmente. Na Figura 5.5, é ilustrada uma planilha refe-
rente a um cenario sem rendimentos, simulando todo o processo de acumulagao e usufruto
do capital. A renda mensal de R$ 1.000, 00 por um periodo de 6 meses e o valor que deverd
ser poupado por um periodo de 12 meses.

Figura 5.5: Planilha de acumulagao e usufruto do capital em um cendrio sem rendimentos

A B C D E F G H 1

RondaMend Fn‘form ea ?ua p::‘::: :E ;:::;;0:1 Periodo da renda :;:j;;z Total a investir = | Investimento
1 e 10 aposentar usufruto {anos) e [meses) s g Wena
2 [ RS 1.000,00 30 31 0,5 . 3 12 RS  6.000,00 | RS 500,00
3
4
5
5 PERIODO DE ACUMULACAD PERIODO DE USUFRUTO

Mes Shdomiia | e | Mes Saldo Inicial | Resgate Mensal |  Saldo Final

7 Mensal
e 1 0,00 500,00 500,00 13 5.000,00 1.000,00 5.000,00
9 2 500,00 500,00 1.000,00 14 5.000,00 1.000,00 4.000,00
10 3 1.000,00 500,00 1.500,00 15 4.000,00 1.000,00 3.000,00
11 4 1.500,00 500,00 2.000,00 16 3.000,00 1.000,00 2.000,00
12 5 2.000,00 500,00 2.500,00 17 2.000,00 1.000,00 1.000,00
13 B 2.500,00 500,00 3.000,00 18 1.000,00 1.000,00 0,00
14 7 3.000,00 500,00 3.500,00
15 8 3.500,00 500,00 4.000,00
16 9 4.000,00 500,00 4.500,00
17 10 4.500,00 500,00 5.000,00
18 11 5.000,00 500,00 5.500,00
19 12 5.500,00 500,00 5.000,00
20

Fonte: Construido pelo autor ilustrando a tela do Software Microsoft Excel.

Apés o preenchimento das células com os respectivos textos descritos na Figura 5.5,
preenchemos as células A2 com o valor “1.000”, a B2 com o periodo da renda “6”e a C2
com o periodo de acumulagao “8”. O valor total que sera resgatado é calculado na célula
F2; para isso, utilizamos na referida célula a férmula “=A2*B2”. Para calcular o valor do
investimento mensal, a célula G2 serd preenchida com a férmula “=F2/C2”.

Preenchemos a célula A6 com o valor “1”e cada uma das células abaixo com os meses
subsequentes 2, 3 e, assim, sucessivamente até atingir o valor do periodo de acumulacao.
Como o periodo do usufruto se inicia no més seguinte do encerramento do periodo de
acumulacao, a célula F6 sera preenchida com a féormula “=C2+1”. Para dar sequéncia aos
meses de usufruto, na célula F7 usaremos a férmula “=F6+1”.

A célula C6 sera preenchida fixando o valor do investimento mensal, atribuindo o co-
mando “=G$2”. A célula D6, referente ao saldo final, serd preenchida com a férmula
“=B6+C6”. O saldo inicial da célula B7 é igual ao saldo final do periodo anterior, assim
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recebe o comando “=DG6".

Como o saldo inicial do perfiodo do usufruto se refere ao total que sera resgatado, a
célula G6 recebe o comando “=F2”. A célula H6 deve ser preenchida fixando o valor do
resgate mensal pelo comando “=A$2". A célula 16, referente ao saldo final, serd preen-
chida com a férmula “=G6-H6”. O saldo inicial da célula G7 é igual ao saldo final do
periodo anterior, por isso utilizamos o comando “=I6".

Continuando o preenchimento das préximas linhas da planilha, em cada uma das co-
lunas, as férmulas poderao ser estendidas para as células abaixo com a funcao alga de
preenchimento. Por exemplo, com a célula B7 ativa, posicionando o mouse no canto infe-
rior direito da célula, pressionando o botao esquerdo do mouse e arrastando o cursor até
a célula B13 tem-se o preenchimento automaético das células com a férmula semelhante a
preenchida em B7.

E possivel estender as férmulas de cada coluna para periodos maiores com a funcao
al¢a de preenchimento. Podemos alterar os valores das células A2, B2 e C2 para verificar
o detalhamento do periodo de acumulacao e usufruto referente a outros valores. Essa
atividade pode ser aplicada ao Exemplo 3.1, onde é calculado o valor que Manuelito
devera poupar durante 35 anos para obter a renda de R$ 1.000,00 durante 20 anos em um
ambiente sem rendimentos.

5.3 Funcoes Financeiras do Excel

O Excel apresenta fungoes embutidas que possibilitam a interagao e cdlculo das informacoes
inseridas nas planilhas. Dentre elas existem as fungoes financeiras, possibilitando o cdlculo
de taxas, prazos, valor presente, valor futuro, valores de pagamentos e recebimentos uni-
formes, entre outros.

5.3.1 Funcao VP - Valor Presente

A funcdo VP (Valor Presente) ¢é utilizada para calcular o valor presente de acordo com os
valores determinados dos recebimentos futuros.

Considerando o Exemplo 3.6, vamos utilizar a funcao VP do Excel para calcular o valor
necessario que Manuelito deve acumular em um investimento com rentabilidade mensal
de 0,5% para usufruir mensalmente nos préximos 20 anos o valor de R$ 1.000,00.

Serao utilizado os seguintes argumentos:

e taxa: é a taxa de juros por periodo.

e per: é o numero total de periodos na mesma unidade de tempo que a taxa.
e pgto: é o valor do recebimento em cada periodo.

Considerando os argumentos: taxa = 0,5% = 0,005 ao més; per = 20 anos = 240
meses e pgto = 1.000, a planilha serd preenchida, conforme Figura 5.6 a seguir. O resul-
tado do Valor Presente sera calculado na célula B7. Dessa forma, com a célula B7 ativa,
direcionamos o mouse até a barra de menu e clicamos em Férmulas, em seguida no item
Financeira, selecionamos a fungdo VP. Assim, serd aberta a janela Argumentos da fungdo,
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conforme Figura 5.7.

Figura 5.6: Funcao VP do Excel

B7 - fe | =VP[B3;B4;B5)

A B

1 FUNCAO FINANCEIRA VP

2

3 TAXA (Taxa) 0,005

4 NUMERQ DE PARCELAS (Per) 240

5 VALOR DA PARCELA (Pgto)| RS  1.000,00

]

7 VALOR PRESENTE|-R% 139.580,77 1

Fonte: Construido pelo autor ilustrando a tela do Software Microsoft Excel.

Figura 5.7: Argumento da funcao VP do Excel

Argumentos da fungio 7 *
VP
Taxa B3 E®s| = 0,005
Per |B4 Rl = 240
Pgto |B5 ER:| = 1000
vf | =
Tipo | =

= -139580,7717
Retorna o valor presente de um investimento: a quantia total atual de uma série de pagamentos futuros.

Pgto € o pagamento efetuado a cada periodo, ndo podendo ser alterado no
decorrer do investimento.

Resultado da férmula = -R$ 139.580,77

Ajuda sobre esta funcio Cancelar

Fonte: Construido pelo autor ilustrando a tela do Software Microsoft Excel.

Na janela Argumentos da fun¢do, preenchemos o enderego de cada argumento: Taxa
“B3”, Per “B4”e Pgto “B5”, em seguida, clicamos em OK e teremos o resultado na célula
B7, cujo valor serd R$ - 139.580,77.

E importante ressaltar que o resultado apresentado pela funcao VP é de sinal contrario
ao valor informado no argumento pgto. Isso acontece para diferenciar a entrada e saida
de dinheiro. Por exemplo, se o argumento pgto for positivo, admitimos que ele se refere a
entrada de dinheiro; assim, o resultado da funcdo VP em que houve a saida do dinheiro
serd negativo.

Para simplificar a maneira de calcular, podemos aplicar diretamente na célula ativa
a sintaxe =VP(taxa;per;pgto) para obter o mesmo resultado. Dessa forma, no exemplo
anterior preenchemos a célula B7 com a funcao: “=VP(B3;B4;B5)”.
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5.3.2 Funcao VF - Valor Futuro

A fungao VF (Valor Futuro) é utilizada para calcular o valor futuro de uma série de paga-
mentos. A sintaxe da fungdo VF é =VF (taxa;per;pgto), onde a unica diferenca em relagao
a funcao VP ¢é que o argumento pgto, que agora, refere-se ao valor do pagamento em cada
periodo. Além disso, o resultado dado pela funcado VF também possui sinal contrario ao
argumento pgto.

No Exemplo 3.3, calculamos o valor de V F' para os seguintes argumentos: taxa =
0,5% = 0,005 ao més, per = 35 anos = 420 meses e pgto = 571,43. Vamos resolver
novamente esse exemplo usando a funcao VF do Excel. Colocando esses dados em uma
planilha do Excel, conforme Figura 5.8, podemos preencher a célula B7 com a sintaxe do
Valor Futuro na ordem “=VF(B3;B4;B5)”. Assim, o valor total acumulado apés os 420
meses serd de R$ 814.122, 21.

Figura 5.8: Fungao VF do Excel

B7 - J= | =VF(B3;B4;B5)

A B

1 FUNCAO FINANCEIRA VF

2

3 TAXA (Taxa) 0,005

4 NUMERO DE PARCELAS (Per) 420

5 VALOR DA PARCELA (Pgto)|-RS 571,43

&

7 VALOR FU'I'URDI RS 314.122,21!

Fonte: Construido pelo autor ilustrando a tela do Software Microsoft Excel.

5.3.3 Funcao Pgto - Pagamento

A funcao Pgto é utilizada para calcular o valor dos recebimentos periédicos, em um de-
terminado tempo, referente a um Valor Presente. Também serve para calcular o valor
dos pagamentos em uma série de aplicagoes periddicas, em um determinado periodo, para
acumular um Valor Futuro.

As sintaxes da funcéo Pgto sdo:

e “=Pgto(taxa;per;VP)”, fungao utilizada para calcular os valores dos recebimentos
de determinado valor presente;

e “=Pgto(taxa;per;;VF)”fungao utilizada para calcular os valores dos pagamentos de
determinado valor futuro.

O resultado das sintaxes da fungao Pgto possui sinal contririo aos argumentos VP e
VEF.

No Exemplo 3.9 (i) calculamos o valor do pagamento mensal por um periodo de 420
meses, para poder usufruir uma renda de R$ 1.000,00 mensais por um periodo de 240
meses. Utilizando a fungao Pgto do Excel, vamos resolver novamente esse exemplo. Na
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Figura 5.9, observe que primeiramente foi utilizado a Fungao Financeira VP na célula B7
para calcular o Valor Presente necessirio para o recebimento mensal de R$ 1.000,00. O
resultado da célula B7 é utilizado na célula E5 como valor futuro para o célculo da funcao
Pgto. Na célula E7 é calculado o valor que deve ser poupado mensalmente utilizando a
funcdo Pgto com a sintaxe “=PGTO(E3;E4;;E5)”. Assim, o valor do pagamento mensal
é de R$ 97,97. De outra forma, podemos calcular o valor do pagamento mensal fazendo
a juncao das duas funcgoes financeiras diretamente na célula E7, com a seguinte sintaxe

“=PGTO(E3;E4;;VP(B3;B4;B5))".

Figura 5.9: Funcao Pgto do Excel

E7 - Je | =PGTO(E3;E4;;ES)
A B C D E

1 FUNCAO FINANCEIRA VP FUNCAO FINANCEIRA PGTO
2
3 TAXA (Taxa) 0,005 TAXA (Taxa) 0,005
4 NUMERO DE PARCELAS (Per) 240 NUMERD DE PARCELAS (Per) 420
5 VALOR DA PARCELA (Pgto)| RS 1.000,00 VALOR FUTURO (VF)| -RS129.580,77
&
7 VALOR PRESENTE -R$ 139.580,77 PGTDI RS 9?,9?!

Fonte: Construido pelo autor ilustrando a tela do Software Microsoft Excel.

No Exemplo 3.9 (ii), calculamos o valor do pagamento mensal, por um periodo de 420
meses, para poder usufruir uma renda infinita de R$ 1.000, 00 mensais. Lembrando que,
para calcular o valor presente de infinitos recebimentos, basta dividir o valor da renda
esperada em cada periodo pela taxa de rentabilidade desse periodo, conforme Equagao
(3.9). Assim, conforme preenchimento da planilha seguindo a Figura 5.10, o valor de VP
na célula B7 é calculado dividindo o valor da célula B5 pelo valor da célula B3, ou seja, uti-
lizando a férmula “=B5/B3”. O resultado da célula B7 é utilizado na célula E5, com sinal
trocado. Assim, na célula E7 é calculado o valor a ser poupado mensalmente utilizando a
funcao Pgto com a sintaxe “=PGTO(E3;E4;;E5)”. De outra forma, poderiamos calcular
o valor do pagamento mensal inserindo uma férmula na funcao financeira, de modo que,
a célula E7 teria a seguinte sintaxe “=PGTO(E3;E4;;-B5/B3)”.

Figura 5.10: Funcao Pgto do Excel com renda infinita

E7 - J= | =PGTO(E3;E4;;ES)
A B C D E

1 FUNCAO FINANCEIRA VP FUNCAQ FINANCEIRA PGTO
2
3 TAXA (Taxa) 0,005 TAXA (Taxa) 0,005
4 NUMERQ DE PARCELAS (Per) NUMERO DE PARCELAS (Per) 420
5 VALOR DA PARCELA (Pgto)| RS 1.000,00 VALOR FUTURO (VF)| -RS 200.000,00
6
7 VALOR PRESENTE  R$ 200.000,00 PGTDI RS 140,33!

Fonte: Construido pelo autor ilustrando a tela do Software Microsoft Excel.
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5.4 Acumulacao e Usufruto do Capital no Excel em um Am-
biente com Rendimentos

Considerando um cendrio com rendimentos, podemos simular, em uma planilha do Excel,
todo o processo de acumulacao e usufruto do capital, detalhando més a meés os valores
poupados que posteriormente serao resgatados. Na Figura 5.11 é simulado a obtencao
de uma renda mensal de R$ 1.000,00 por um periodo de 6 meses, calculando os valores
poupados em 12 meses. Essa planilha é construida com o preenchimento das células com
os respectivos textos descritos, sendo a construcao similar a que foi ilustrada na Figura
5.5; assim, as células com as mesmas nomenclaturas recebem os mesmos critérios de pre-
enchimento.

Figura 5.11: Planilha de acumulacao e usufruto do capital em um cendrio com rendimentos

A B T D E F G H 1 i) K L M
Idad: T d Rentabilidad Periodo di e} d
Informe a sua el emp:) = el e ‘e Periodo de Investimento : - pt.yder c
Renda Mensal| = pretende se duracdo do mensal do acumulagio Total a investir| Total a resgatar | Juros Total juros
idade hoje . . usufruto (meses) Mensal
1 P {anos) {meses)
2 "R§ 1.000,00 30 31 0,5 1,00% 12 Y [ RS 456,97 | R$ 5.483,60 | RS 6.000,00 | RS 516,40 9%
3
4 PERIODO DE ACUMULACAO PERIODO DE USUFRUTO
Més Saldo Inicial Juros Saldo + Juros Ineestimento Saldo Final Més Saldo Inicial Juros Saldo + Juros hespate Saldo Final
Mensal Mensal

1 456,97 456,97 13 5.795,48 57,95 5.853,43 1.000,00 | 4.853,43
2 456,97 4,57 461,54 456,97 918,50 14 4.853,43 48,53 4.901,97 1.000,00 | 3.901,97
3 918,50 5,19 927,69 456,97 1.384,65 15 3.901,97 39,02 3.940,99 1.000,00 | 2.940,99
4 1.384,65 13,85 1.398,50 456,97 1.855,47 16 2.940,99 29,41 2.970,40 1.000,00 | 1.970,40
10 5 1.855,47 18,55 1.874,02 456,97 2.330,99 17 1.970,40 19,70 1.990,10 1.000,00 990,10
5
7
8
E]

2.330,99 23,31 2.354,30 456,97 2.811,26 18 990,10 3,90 1.000,00 1.000,00 0,00
2.811,26 28,11 2.839,38 456,97 3.296,34
3.296,34 32,96 3.329,31 456,97 3.786,27
3.786,27 37,86 3.824,13 456,97 4.281,10
15 10 4.281,10 42,81 4.323,91 456,97 4.780,88
16 11 4.780,88 47,81 4.828,69 456,97 5.285,65
17 12 5.285,65 52,86 5.338,51 456,97 5.795,48

Fonte: Construido pelo autor ilustrando a tela do Software Microsoft Excel.

Acrescentaremos a essa planilha as fungoes financeiras do Excel para calcular os valores
envolvendo juros compostos, conforme descrito a seguir. Preenchemos as células A2, B2,
C2, D2 e E2 com os valores conforme Figura 5.11. A célula D7 é referente a soma do saldo
inicial com os juros, assim recebe a férmula “=B74C7”, bem como a célula K6 a féormula
“=16+J6". Do mesmo modo, o saldo final da célula F6 recebe a férmula “=D6+E6”e a
célula M6 recebe a féormula “=K6—L6".

Na célula F2 vamos calcular o periodo de acumulacao em meses e, para isto, utiliza-
remos a férmula “=(C2—B2)*12”. Na célula H2, na qual temos o periodo de usufruto em
meses, utilizamos a férmula “=D2*12”. Para o célculo do investimento mensal na célula
12, utilizaremos a férmula “=PGTO(E2;F2;;VP(E2;H2;A2))”, fazendo a jungao de duas
funcoes financeiras. Assim, na célula J2, o total a investir é obtido pela férmula “=F2*12”e
na célula K2, o total a resgatar é obtido pela férmula “=A2*H2”; com isso, os juros total
da célula L2 é obtido pela diferenca entre as células K2 e J2, ou seja, utilizamos a férmula
“=K2—-J2”. Na célula M2 é demonstrado o quanto os juros compostos contribuem para
o valor resgatado com a férmula “=L2/K2”. A célula C7 refere-se ao juros compostos,
logo, utilizamos a férmula “=B7*E$2”, bem como a célula J6 com a férmula “=I6*E$2”.
Na célula I6 é calculado o VF referente ao final do periodo de acumulacao, assim recebe a
formula “=VF(E2;F2;-12)”. A célula I7 recebe o comando “=M6", pois refere-se ao saldo
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inicial que é igual ao saldo final de um periodo anterior.

Para o preenchimento das préximas linhas da planilha, em cada uma das colunas,
as férmulas poderao ser estendidas para as células abaixo com a funcao alga de preen-
chimento. Com essa programacao, é possivel estender as formulas de cada coluna para
periodos maiores utilizando também a funcao al¢ca de preenchimento. Alterando os valores
das células entre A2 e E2, podemos verificar o detalhamento do periodo de acumulacao e
usufruto referente a outros valores (Atividade que pode ser aplicada ao Exemplo 3.9)%.

A planilha eletronica do Excel pode ser uma excelente ferramenta para colocar em
pratica os conhecimentos tedricos da Matematica Financeira. Vimos que sua utilizagao
agiliza os célculos, torna o aprendizado mais significativo e dinamico, além disso, propor-
ciona um melhor conhecimento e o desenvolvimento de habilidades sobre esse software
muito utilizado no ambiente profissional para organizacao de dados.

“Planilha eletrénica compartilnada com programacio da atividade do Exemplo 3.9. Disponivel em
https://1drv.ms/x/s!AocLDYAqiUJzlkF5VeB6ZCaTZu-Ic?e=hcO4ze/. Acesso em 11/12/2020. Em outras
abas desse mesmo arquivo é possivel verificar a programacio do ambiente sem juros e do ambiente com
juros e inflagdo.



Conclusao

A aplicacdo da matematica em temas envolvendo investimentos, rendimentos, inflacdo e
aposentadoria despertam a vontade do aluno em aprender. Ainda mais que tais assun-
tos sao abordados diariamente em jornais e estao, de alguma forma, ligados ao cotidiano
do aluno. Partindo de uma situacao problema em que os recursos provenientes da Pre-
vidéncia Social poderao ser insuficientes para manter o mesmo padrao de vida na fase da
aposentadoria, a proposta desse trabalho é fazer com que o aluno utilize a Matematica
Financeira para gerenciar os seus préprios recursos financeiros; que possa analisar diversas
opcoes de investimento para elaborar o seu préprio planejamento de complementagao da
aposentadoria. Além disso, os conteidos abordados também podem ser aproveitados para
o planejamento financeiro de viagens ou para a compra de um bem, fazendo com que os
juros compostos contribua para diminuir o esforco necessario ou até reduzir o tempo de
acumulacao.

Nesse trabalho, foram utilizadas as progressoes aritméticas e geométricas para construir
algumas férmulas da Matematica Financeira, essenciais para o planejamento e controle dos
recursos financeiros. Vimos que os resultados dos investimentos sao uma combinacao entre
prazo, valor investido e rentabilidade. A longo prazo, a formacao do patrimoénio se deu
muito mais pelo efeito dos juros compostos do que pelo efetivo valor investido. Também
vimos que em ambientes inflaciondrios é importante que o valor do capital seja corrigido
para nao perder o poder de compra. Ainda foi visto que os recursos tecnolégicos, como a
planilha eletronica, podem ser utilizados como ferramentas para tornar o aprendizado da
Matematica Financeira mais significativo e agilizar os calculos.

As atividades apresentadas neste trabalho podem servir de motivacao para o aluno se
habituar a poupar uma pequena parte da renda, més a meés, que aliado aos rendimen-
tos a juros compostos, terao como consequéncia um efeito positivo e significativo para o
patrimonio acumulado no longo prazo. Com isso, o aluno pode compreender que quanto
mais cedo investir para a aposentadoria, maior serd o efeito do juros sobre o capital.
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APENDICE A

Desigualdade entre as Médias Aritmética e Geométrica

Teorema A.l. (Teorema da Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica). Se
T1,T2, ..., Ty SG0 nUMeros reais positivos, entdo a média aritmética desses n niumeros €
mator que ou igual a sua média geométrica.

Demonstracao. Seja A a média aritmética correspondente aos nimeros x1, 2, ...,Tn, € G
a média geométrica correspondente aos mesmos n nimeros. Queremos provar que

1+ T2+ ...+ 1y, > xy- a9 .. xp = G. (A.1)
n

No caso n = 2, ou seja, para x; € r3 nimeros reais positivos, temos que /x1 € /T2
também sao numeros reais positivos. Da validade da desigualdade

(\/l'»l_ \/'17»2)2 > 07

A=

ou seja,
1 —2-y/x1- 22+ 22 >0,
e somando 2 - \/x1 - T9 em ambos os lados da desigualdade e, posteriormente, dividindo a

desigualdade por 2, obtemos
T+ X2

S >V

Portanto A > G, no caso n = 2.

O caso n > 2, serd demonstrado com a utilizacao do resultado do lema enunciado e
demonstrado a seguir:

Lema A.2. Sejam 1, zo, ..., T, numeros reais positivos. Se x1-xo- T3 ... Ty, = 1, entao
1 +x0o+23+ ... +TH >N

Demonstracao. Para provar a validade desse lema utilizaremos o Principio da Inducao
Matematica.

Para o caso n = 2, sejam 1 e x2 nimeros reais positivos. Utilizando o Teorema A.1,
o qual ja foi provado para o caso n = 2, temos
r1 + 22

> \/x1 - 9.
B = 122

69



APENDICE A. DESIGUALDADE ENTRE AS MEDIAS 70

Se x1-x2 =1, entao /x1 - 2 = 1, logo

T+ X2 >

5 2
Portanto,

T, + x9 > 2.

E assim, o lema fica provado para o caso n = 2.

Sejam x1, x32, ..., Ty nUmeros reais positivos. Suponhamos a validade do lema para
uma quantidade k arbitraria de ntimeros reais, ou seja, se 1 - T2 - 3 - ... - ¥ = 1, entao
1+ 9 + x3 + ... + > k. Dessa forma, para uma quantidade k£ + 1 de niimeros reais,
vamos provar que o lema também é valido, ou seja, se 1 - 3 - 3 - ... - Tk - Tp4+1 = 1, entao
1+ a2+ 23+ .o F T+ Tpy > k41

Dividindo em dois casos:

(i) Caso em que todos os numeros da sequéncia sejam iguais a 1.
Sex; =29 =23=..=2Tp =2Tkr1 = 1l entdo x1 - x93 ... - T - Tpy1 = 1, assim
1+ 22+ 23+ ... + 2 + 2511 = k + 1, o que comprova a validade da desigualdade
para o caso n =k + 1.

(ii) Caso em que nem todos os nimeros da sequéncia sejam iguais a 1.
Nem todos os ntmeros da sequéncia podem ser maiores que 1, pois, caso contrario,

terfamos 1 - 2 - 3+ ... - Tk - Tp+1 > 1. Analogamente, nem todos os nimeros da
sequéncia podem ser menores do que 1, pois, caso contrario, teriamos xy - x2 - 3 -
v X - Tl < 1. Para que xy - 29 - 23 - ... - T - Tp+1 = 1, pelo menos um nimero da

sequéncia é maior do que 1, como também, pelo menos um ntimero da sequéncia é
menor do que 1. Sem perda de generalidade, sejam i > 1 e 41 < 1 e observe que
(iL'k — 1) . (1 — J}k+1) > 0.

Temos que xj - Tr4+1 € um nimero real positivo, dessa forma, pela hipdtese de inducao
temos que se
xT1-To T3 .. Tp—1 - (T - Tpr1) = 1,

entao
1 +x2o+x3+ ... 21+ (a:k . karl) >k

Logo,
r1+xo+xs+ ...t a1 >k — (T Tpa).

Acrescentando zj, 4+ xp+1 em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos
T1+ T2+ X3+ oo + Tp—1 + T + Tpp1 >k — (T - Tg1) + Th + Thp1- (A.2)
Por outro lado, temos que

(@k —1) - (1 = 2p41) > 0.

Isto é,
Ty — Tg - Thy1 — 1 + 211 > 0.
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Logo,
— (k- Tpg1) + Tp + TP > 1

Somando k£ em ambos os lados da desigualdade, temos,

k— (g Tpy1) + xp + 241 > k+ L (A.3)

Perceba que por (A.2) e (A.3), temos

r1+rot+ax3+ ...+ rp1+ap+rpe > k+1,

assim, a validade da desigualdade fica provada para o cason =k + 1.

Portanto, pelo Principio da Indugao Matematica, concluimos a demonstracao do lema.
O

Voltamos a demonstragao do Teorema da Desigualdade das Médias Aritmética e Geomé-
trica. Utilizando o resultado do lema acima, vamos demonstrar a validade do Teorema
para os casos em que n > 2.

Sejam x1, 9, ..., T, numeros reais positivos e
YVry-x9 ... Ty = G

I 3
X 1’3'...‘33 Gn.
n —

Dividindo ambos os lados da igualdade por G", obtemos

1 T2 In 1
' C G .
Como &, &, ..., ‘& sdo nimeros reais positivos e o produto destes resultam em 1, o

Lema A.2 garante que

T T2 In
-+ =+..+—=>n
G+G+ -l—G_n

Multiplicando por G e dividindo por n ambos os lados da desigualdade, obtemos

r1t+x2+...t+ Ty
n

> G.

Como
T1+ T2+ ...+ Tp
A= ,
n

fica comprovado a validade da Desigualdade (A.1), ou seja, a média aritmética entre
n numeros reais positivos i, xs,..., T, € maior que ou igual a média geométrica desses
mesmos Numeros.

O]



