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Resumo
Neste trabalho apresentamos as prinipais propriedades referentes aos númerosomplexos. Justi�amos omo a História da Matemátia pode ontribuir para aaprendizagem desse onteúdo. Em seguida, desreveremos de forma suinta a histó-ria dos números omplexos. Mostramos também onde os números omplexos podemser apliados, tanto dentro da própria Matemátia, omo fora dela.
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Abstrat
In this work we present the main results for the omplex numbers. We justifyhow the Mathematis History an ontribute to learn this disipline. Next, wedesribe brie�y the history of the omplex numbers. We also show where the omplexnumbers an be applied both within mathematis itself, and beyond.
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Introdução
A teoria dos números omplexos é uma extensão natural da teoria dos númerosreais e é de fundamental importânia tanto no ampo da própria Matemátia omoem suas apliações. Além disso, este onteúdo é parte integral dos urríulos atuaisda Matemátia no Ensino Médio sendo, portanto, básio para muitos ursos que osalunos enfrentarão quando hegarem a uma universidade.Este trabalho foi esrito om o intuito de atender as neessidades desses estu-dantes. Areditamos que nas esolas brasileiras, o onteúdo de números omplexosnão é visto de maneira ideal e, quando visto, a atenção é voltada às manipulaçõesalgébrias que, por muitas vezes, não apresentam sentido algum para os aprendizes.No Capítulo 1 apresentamos uma abordagem história dos números omplexos,desmesti�ando seu surgimento através da neessidade de se resolver a equação dosegundo grau x2 + 1 = 0. Além disso, são apresentadas algumas justi�ativas deomo a História da Matemátia pode ontribuir para o ensino desse onteúdo.No Capítulo 2 de�nimos o orpo dos números omplexos e apresentamos assuas prinipais propriedades. Mostramos omo os números omplexos podem serrepresentados geometriamente tal omo suas operações. De�nimos a exponenialomplexa e demonstramos algumas de suas propriedades. Ademais, apresentamosuma seção que mostra algumas diferenças entre os orpos dos números reais e dosnúmeros omplexos.Finalmente no Capítulo 3, mostramos algumas apliações dos números omple-xi



xos. Dentre elas, a re�exão de espelhos e uma simples demonstração do TeoremaFundamental da Álgebra, fazendo uso das propriedades dos números omplexos mos-tradas no Capítulo 2.
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Capítulo 1
Um Pouo de História

Neste apítulo, mostraremos omo surgiu a neessidade de estender o orpo dosnúmeros reais para um onjunto �maior�, no sentido de, além de o onter, manterválidas as propriedades das operações que dela já onheemos. Na primeira seção,desreveremos e justi�aremos omo a História da Matemátia pode ontribuir paraa aprendizagem de um novo onteúdo. Já na segunda seção, ontaremos a históriados números omplexos, rompendo o mito de que este onjunto surgiu da neessidadede se resolver a equação quadrátia x2 + 1 = 0.1.1 História da Matemátia e sua ontribuição parao EnsinoPor muitas vezes, o ensino de Matemátia é assoiado a uma prátia de o-nheimentos sem ontextualização, desvinulado da realidade e que, por isso, nãodesperta a uriosidade da maioria das pessoas. O índie de reprovação e evasão emvários níveis de ensino que envolvem essa disiplina é alto e isso pode oorrer devidoao frao desempenho que o professor exere sobre os alunos. Mais preisamente,pode não haver um interesse absoluto por parte do doente em pesquisar e aprender1



1.1. HISTÓRIA DA MATEMÁTICA E SUA CONTRIBUIÇ�O PARA OENSINOmais sobre o assunto que está sendo abordado, no intuito de forneer ao aprendizinformações que podem ser relevantes e importantes para a aprendizagem daquelamatéria.A elaboração dos Parâmetros Curriulares Naionais (PCN), que são o resultadode um movimento em âmbito naional, tendo omo meta organizar um urríuloque insira o aluno na soiedade de forma onsiente, proura um ensino interdisi-plinar que inentive o raioínio lógio e a apaidade de aprender. Sendo assim, éneessário que haja uma proura por métodos inovadores de ensino-aprendizagemapazes de melhorar o ensino de Matemátia.Nesta direção, a História da Matemátia pode forneer ao professor ferramentasdas quais failite a transmissão de uma ideia e desperte a uriosidade do seu aluno.Através dela, os professores têm a oportunidade de forneer aminhos alternativosde enxergar a Matemátia, isto é, mostrar que, apesar de onheermos e divulgarmoso onheimento matemátio formalizado e organizado, ele não foi onebido de umahora para outra em um únio momento.Com isso, o aluno pereberá que a Matemátia é feita na tentativa de resolverproblemas de ertas époas, possibilitando que ele faça uma omparação da Mate-mátia que está aprendendo hoje om a Matemátia daquele tempo. Ele onheeráas preoupações vividas por diferentes povos em diferentes momentos da história dahumanidade. Ele entenderá que muitos matemátios passaram por diferentes tiposde di�uldades e ada uma foi superada om muito esforço e dediação levando-osa mudar suas visões sobre um determinado oneito.A seguir, resumimos ino itens que justi�am a utilização da História da Mate-mátia omo ferramenta pedagógia:(1) possibilita o eslareimento e o reforço de muitos oneitos que estão sendoensinados;(2) onstitui veíulos de informação ultural e soiológia;2



1.2. A HISTÓRIA DOS NÚMEROS COMPLEXOS(3) re�ete as preoupações prátias e teórias das diferentes ulturas em diferentesmomentos histórios;(4) onstitui um meio de aferimento da habilidade matemátia de nossos antepas-sados;(5) permite mostrar a existênia de uma analogia ou ontinuidade entre os on-eitos e os proessos matemátios do passado e do presente.Levando em onsideração os motivos iniiais desta seção e das justi�ativas quereforçam a ideia de utilizar a História da Matemátia para um melhor entendimentode um determinado assunto, desrevemos de modo breve a história dos númerosomplexos.1.2 A História dos Números ComplexosUma equação algébria, omo é onheido nos dias atuais, é uma equação daforma P = 0, onde P é um polin�mio om oe�ientes em um determinado orpo.Resolver estes tipos de equações sempre esteve presente na Matemátia. Os ma-temátios da Babil�nia já onseguiam resolver algumas equações do segundo graubaseado no método de ompletamento de quadrados, omo onheemos hoje. Já osgregos, que desempenharam um papel fundamental para o desenvolvimento da Ma-temátia, resolviam algumas equações do segundo grau utilizando régua e ompasso.Entretanto, om a onquista da Gréia por Roma, e o �m do Império Romano e aasensão do Cristianismo, a Europa entrou na Idade das Trevas e o desenvolvimentoda Matemátia �ou por onta dos árabes e dos hindus.Os matemátios hindus avançaram nas pesquisas sobre equações do segundo graue, quando falamos em equações dessa natureza, o primeiro nome que vem a nossamente é o de Baskara. Entretanto, não foi ele quem desobriu as soluções para3



1.2. A HISTÓRIA DOS NÚMEROS COMPLEXOSeste tipo de equação e, sim, um matemátio hindu hamado Sridhara, no séulo XI.Lembre-se que para resolver uma equação do tipo ax2 + bx + c = 0, onde a 6= 0, afórmula de Baskara garante que suas raízes são dadas por
x1 =

−b+
√
b2 − 4ac

2a
e x2 =

−b−
√
b2 − 4ac

2a
.E, omo sabemos, dependendo da equação, pode oorrer do valor de b2 − 4ac serum número negativo. Porém, isso não perturbava os matemátios da époa, jáque quando isso aonteia, eles simplesmente a�rmavam que a equação não possuiasolução.Foi no séulo XVI que a Matemátia omeçou a ressurgir fortemente. Em parti-ular, em meio a uma disputa entre dois matemátios italianos hamados GirolamoCardano e Niolò Tartaglia para a resolução da equação do tereiro grau, é que seperebeu a insu�iênia dos números reais para expliar algumas teorias que estavamsurgindo e as primeiras ideias sobre os números omplexos omeçaram a apareer.Cardano naseu em Pavia, em 1501 e falaeu em Roma, em 1576. Era um ex-epional ientista e era onheido por ser violento, traidor e invejoso. Foi autor deum livro hamado Liber de Ludo Aleae, onde introduziu a ideia de probabilidadee também ensinou maneiras de trapaear em jogos. Sua maior obra, entretanto,foi o Ars Magna, publiado na Alemanha em 1545, que na époa era o maior om-pêndio algébrio existente até então. Já Niolò Fontana, apelidado de Tartaglia,era pratiamente o oposto de Cardano, tendo em omum apenas a naionalidade eo talento matemátio. Naseu na Brésia em 1500 e, na infânia, foi gravementeferido por golpes de sabre. Por isso, �ou om uma profunda iatriz na boa quelhe provoou um defeito na fala. Daí, o nome Tartaglia, que signi�a gago. Ele não�ou onheido por nenhuma obra extraordinária e, sim, pelas disputas que tinhaom Cardano.Por volta dos anos 1510, um matemátio italiano hamado Sipione del Ferro4



1.2. A HISTÓRIA DOS NÚMEROS COMPLEXOSenontrou uma fórmula para a obtenção das raízes do tereiro grau x3 + px+ q = 0,mas morreu antes de publiar sua desoberta. Entretando, seu aluno Antonio MariaFior onheia esta solução e prop�s a Tartaglia o desa�o de desobri-la. Tartaglia,apesar de não saber resolver ainda tais equações, aeitou o desa�o. Porém, ele fezmais. Não só deduziu a resolução para este aso, omo também resolveu equaçõesdo tipo x3 + px2 + q = 0.Nesta époa, Cardano estava esrevendo um livro hamado Pratia Arithmeti-ae Generalis, que ontinha ensinamentos sobre Álgebra, Aritmétia e Geometria.Quando ele soube que Tartaglia havia obtido a solução geral das equações de ter-eiro grau, pediu-lhe para que a revelasse, para que assim pudesse publiá-la em seupróximo livro, o Ars Magna. Entretanto, Tartaglia não aeitou, justi�ando que elepróprio publiaria o resultado em um livro de sua autoria. Depois de muita insis-tênia, Tartaglia aabou edendo a resolução para Cardano que, omo prometido,publiou em seu livro omo se o resultado fosse seu, fazendo jus ao seu onheido ad-jetivo de traidor. Até hoje, tais fórmulas são onheidas omo fórmulas de Cardano.Vejamos omo obter tais fórmulas.Considere primeiramente uma equação do tereiro grau, agora do seguinte tipo:
x3 + ax2 + bx+ c = 0.Vamos mostrar que qualquer equação om este aspeto, pode ser transformada emuma equação sem o termo de segundo grau:

y3 + py + q = 0.Com efeito, se a = 0, então não há nada para fazer. Agora suponha que a 6= 0e onsidere y = x +m, onde m será esolhido onvenientemente om o intuito de
5



1.2. A HISTÓRIA DOS NÚMEROS COMPLEXOSeliminar o oe�iente que aompanha o termo de segundo grau. Assim,
x3 + ax2 + bx+ c = (y −m)3 + a(y −m)2 + b(y −m) + c

= (y −m)2(y −m) + a(y2 − 2ym+m2) + by − bm+ c

= y3 −my2 − 2y2m+ 2ym2 + ay2 − 2aym+ am2 + by − bm+ c

= y3 + (a− 3m)y2 + (2m2 − 2am+ b)y + (am2 − bm+ c).Esolhendo m =
a

3
, temos que

a− 3m = a− 3 · a
3
= a− a = 0e, portanto, saberemos resolver equações do tereiro grau se soubermos resolverequações do tipo x3 + px + q = 0. A ideia de Tartaglia foi supor que a soluçãoprourada era do tipo x = A+B.De fato, seja x3 + px + q = 0 uma equação do tereiro grau. Suponha que

x = A+B seja uma solução desta e veja que
x3 = (A +B)3

= A3 +B3 + 3A2B + 3AB2

= A3 +B3 + 3AB(A+B)

= A3 +B3 + 3ABx.Desde que x3 = (−p)x+ (−q) e x3 = A3 +B3 + 3ABx, segue que
3AB = −p e A3 +B3 = −qe, portanto,
A3B3 = −p3

27
e A3 +B3 = −q.6



1.2. A HISTÓRIA DOS NÚMEROS COMPLEXOSAgora, note que A3 e B3 são as raízes da equação do segundo grau x2+qx−p3

27
= 0.De fato,

(A3)2 − q · A3 − p3

27
= A6 − (A3 +B3)A3 + A3B3

= A6 − A6 −B3A3 + A3B3

= 0.De forma análoga, temos que
(B3)2 − q · B3 − p3

27
= B6 − (A3 +B3)B3 + A3B3

= B6 − A3B3 − B6 + A3B3

= 0.Entretanto, pela fórmula de Baskara, temos que as raízes desta equação são dadaspor
x1 =

−q +
√

q2 +
4p3

27
2

= −q
2
+

√

q2

4
+

4p3

4 · 27 = −q
2
+

√

(q

2

)2

+
(p

3

)3

.e
x2 =

−q −
√

q2 +
4p3

27
2

= −q
2
−

√

q2

4
+

4p3

4 · 27 = −q
2
−
√

(q

2

)2

+
(p

3

)3

.Portanto,
A3 = −q

2
+

√

(q

2

)2

+
(p

3

)3 e B3 = −q
2
−

√

(q

2

)2

+
(p

3

)3

.

7



1.2. A HISTÓRIA DOS NÚMEROS COMPLEXOSLogo,
A =

3

√

−q
2
+

√

(q

2

)2

+
(p

3

)3 e B =
3

√

−q
2
−

√

(q

2

)2

+
(p

3

)3

.Como x = A+B, segue que
x =

3

√

−q
2
+

√

(q

2

)2

+
(p

3

)3

+
3

√

−q
2
−

√

(q

2

)2

+
(p

3

)3

. (1.1)Apliaremos a fórmula de Cardano para obtenção das raízes da equação do ter-eiro grau a seguir. Tal equação foi a que levou os matemátios a desobrirem osnúmeros omplexos. Consider a equação
x3 − 15x− 4 = 0.Mostraremos que todas as três raízes da equação aima são reais. De fato, note que

x = 4 é solução da equação, já que
43 − 15 · 4− 4 = 64− 60− 4 = 64− 64 = 0.Assim, dividindo x3 − 15x− 4 por x− 4, podemos esrever que

x3 − 15x− 4 = (x− 4)(x2 + 4x+ 1).Por sua vez, x2 + 4x+ 1 tem suas duas soluções reais, quais sejam,
x =

−4±
√
12

2
.Entretanto, a fórmula de Cardano, nos diz que a solução da equação onsiderada é

8



1.2. A HISTÓRIA DOS NÚMEROS COMPLEXOSdada por
x =

3

√

2 +
√
−121 +

3

√

2−
√
−121,onsiderando q = −4 e p = −15.Assim, questões omo essa surgiram e não podiam ser ignoradas. Além da extra-ção de raízes de números negativos, surgiam agora problemas omo enontrar raízesúbias de números de natureza não onheida. Quando, nas equações do segundograu, a fórmula de Baskara nos dava raízes onde apareiam números negativos, erafáil dizer que a solução de tal equação não existia. Porém, om este exemplo,nota-se que existem equações do tereiro grau om soluções reais onheidas, masuja determinação dessas, usando a fórmula (1.1), passa por extração de raízes denúmeros negativos.Não havia omo negar a insu�iênia dos números reais para se tratar das equa-ções do tereiro grau. O que estava aonteendo naquela époa, era algo semelhanteao que aonteeu om os gregos antigos, quando se veri�ou a insu�iênia dos nú-meros raionais om a onstrução do número √

2, ou seja, o oneito dos númerosreais preisava ser estendido de forma a sanar este problema.Foi o italiano Rafael Bombelli que, em 1530, onseguiu resolver estas ques-tões. De aordo om o seu relato em 1572, no livro L'Algebra parte maggioredell'Arithmetia, sua ideia foi tratar os números 3

√

2 +
√
−121 e 3

√

2−
√
−121 omose fossem números da forma a +√

−b e a−√
−b, respetivamente. Como veremosa seguir, ele hegou a onlusão de que a deveria ser 2 e b igual a 1.Suponha que √−1 seja um número onheido e que, om ele, opera-se do mesmomodo que om os outros números reais. Veri�quemos que

(2 +
√
−1)3 = 2 +

√
−121.

9



1.2. A HISTÓRIA DOS NÚMEROS COMPLEXOSCom efeito, veja que
(2 +

√
−1)3 = (2 +

√
−1)2(2 +

√
−1)

= (4 + 4
√
−1− 1)(2 +

√
−1)

= (3 + 4
√
−1)(2 +

√
−1)

= 2 + 11
√
−1

= 2 +
√
−121.Analogamente, veri�a-se que (2−

√
−1)3 = 2−

√
−121.Depois de Bombelli, outros personagens histórios da Matemátia deram ontri-buições signi�ativas para o desenvolvimento da teoria dos números omplexos. Umdeles foi o matemátio franês Abraham Moivre que inlusive possui uma fórmulaom seu nome. Além dele, os irmãos Bernoulli, Jaques Bernoulli e Jean Bernoulli,também possuem um papel fundamental nesta teoria. Mas quem fez o trabalho maisimportante e deisivo foi o suíço Leonhard Euler.Euler naseu em 1707 na Basiléia, quando o Cálulo Diferenial e Integral, in-ventado por Isaa Newton e Gottfried Leibniz estava em expansão. Foi um dosmatemátios que mais publiou e produziu em todos os tempos. Aos 28 anos, per-deu a visão de seu olho esquerdo e viveu totalmente ego os seus últimos 18 anosde vida. Apesar disso, ontinuou trabalhando e produzindo. Seu nome é ligadoao número de Euler e que é um dos números irraionais mais importantes e estábastante ligado a fen�menos físios de grande importânia.Muitas das notações que usamos até hoje na teoria dos números omplexos, deve-se a Euler. Ele introduziu, por exemplo, a notação i para a expressão √

−1. Elepassou a estudar números da forma a+b√−1 = a+bi, onde a e b são números reais,pondo i2 = −1. Números dessa natureza foram hamados de números omplexos e10



1.2. A HISTÓRIA DOS NÚMEROS COMPLEXOSsão utilizados até hoje em diversos ampos, não só da Matemátia, mas omo Físia,Químia e Biologia.
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Capítulo 2
Os Números Complexos

Neste apítulo, vamos estudar as prinipais propriedades dos números omplexos.Para uma abordagem mais geral e mais ompleta, onsulte [1, 7, 9℄ e [13℄.2.1 O Corpo dos Números ComplexosVamos estudar aqui expressões da forma a + bi, onde a e b são números reais e
i2 = −1, omo Euler o fez. É natural, portanto, onsiderarmos uma orrespondêniaentre a+ bi e o par ordenado (a, b) ∈ R2.O onjunto dos números omplexos, denotado por C, é de�nido omo sendo oonjunto R2 munido das operações de adição vetorial, multipliação por esalar euma operação de multipliação, ou seja,(a) (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),(b) λ(x, y) = (λx, λy),() (x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).para quaisquer x1, x2, y1, y2, x, y, λ ∈ R. Diremos que o eixo das absissas é o eixoreal e o eixo das ordenadas é o eixo imaginário. Denotaremos todo número real x12



2.1. O CORPO DOS NÚMEROS COMPLEXOSpor (x, 0) e por i o ponto do plano artesiano (0, 1). Assim,
(x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + y(0, 1) = x+ yi,para todos x, y ∈ R. Consequentemente, temos que
iy = (0, 1) · (y, 0) = (0 · y − 1 · 0, y · 1 + 0 · 0)

= (0, y)

= y(0, 1)

= yie de fato
i2 = i · i = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1.Assim, iy = yi para qualquer número real y e i2 = −1, omo já esperávamos. Então,todo z ∈ C pode ser esrito sob a forma

z = x+ iy = x+ yi,onde x e y são números reais. Com isso, podemos de�nir soma, multipliação poresalar e multipliação de números omplexos da seguinte maneira:(1) Soma: (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2),(2) Multipliação por esalar: λ(x+ iy) = λx+ λiy,(3) Multipliação: (x1 + iy1) · (x2 + iy2) = x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + x2y1),para quaisquer x1, x2, y1, y2, x, y, λ ∈ R. Usando esta nova notação, podemos provarpropriedades fundamentais da multipliação entre dois números omplexos. Para asinterpretações geométrias das operações (1) e (2), on�ra as �guras 2.1 e 2.2.13



2.1. O CORPO DOS NÚMEROS COMPLEXOS
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Figura 2.1: Interpretação geométria da soma entre dois números omplexos.
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Figura 2.2: Interpretação geométria da multipliação de um número esalar positivopor um número omplexo.Vamos desrever e provar tais propriedades através da próxima proposição.Proposição 1. Para quaisquer números omplexos z = x1 + iy1, w = x2 + iy2 e
s = x3 + iy3 valem as seguintes igualdades:(i) (zw)s = z(ws), ou seja, a multipliação de números omplexos é assoiativa.(ii) zw = wz, ou seja, a multipliação de números omplexos é omutativa.(iii) z(w + s) = zw + zs, ou seja, a multipliação de números omplexos é distri-butiva. 14



2.1. O CORPO DOS NÚMEROS COMPLEXOSDemonstração: Provaremos apenas a omutatividade, já que os outros itens se-guem analogamente. De fato, por um lado temos que
zw = (x1 + iy1) · (x2 + iy2)

= x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + x2y1)e por outro
wz = (x2 + iy2) · (x1 + iy1)

= x2x1 − y2y1 + i(x2y1 + x1y2)

= x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + x2y1),o que prova a igualdade.Vejamos agora algumas observações. Além das propriedades já menionadasanteriormente, ainda temos duas muito importantes. A primeira diz respeito aoelemento neutro da multipliação de números omplexos. A saber, o par (1, 0) é talque (1, 0) · (x, y) = (x, y) para qualquer (x, y) ∈ R2. Com efeito,
(1, 0) · (x, y) = (1 · x− 0 · y, 1 · y + 0 · x)

= (x, y).A segunda propriedade é sobre o inverso multipliativo. Dado um número omplexo
z ∈ C não nulo, sempre existe w ∈ C tal que

z · w = w · z = 1.

15



2.1. O CORPO DOS NÚMEROS COMPLEXOSDe fato, dado z = a+ ib om a2 + b2 6= 0, o elemento
w ≡ z−1 =

a

a2 + b2
− i

b

a2 + b2é tal que z · w = w · z = 1. Isto é omprovado om os álulos a seguir:
z · w = (a + ib) · a

a2 + b2
− i

b

a2 + b2

=
a2

a2 + b2
+

b2

a2 + b2
+ i

(

− ab

a2 + b2
+

ab

a2 + b2

)

=
a2 + b2

a2 + b2

= 1.Note que a igualdade dos números omplexos a + ib = x + iy signi�a a = x e
b = y, já que isso nada mais é do que uma igualdade de oordenadas. Além disso,o elemento 0 ∈ C se esreve uniamente sob a forma 0 + i0 e teremos a+ ib = 0 se,e somente se a = b = 0.Com todas as propriedades provadas até aqui, podemos onluir que o onjuntodos números omplexos é um orpo, ou seja, C é um onjunto não vazio munido deduas operações, + e ·, tais que valem as seguintes propriedades:(S1) x+ (y + z) = (x+ y) + z, para todos x, y, z ∈ C.(S2) Existe um elemento em C, denotado por 0, tal que x+0 = 0+x = x, hamadoelemento neutro da adição.(S3) Para todo x ∈ C, existe y ∈ C tal que x + y = y + x = 0 e esse elemento y édenotado por −x.(S4) x+ y = y + x, para todo x, y ∈ C.(M1) x · (y · z) = (x · y) · z, para todos x, y, z ∈ C.16



2.2. REPRESENTAÇ�O POLAR DE UM NÚMERO COMPLEXO(M2) Existe um elemento em C, denotado por 1 tal que x · 1 = 1 · x = x, para todo
x ∈ C, hamado elemento neutro da multipliação.(M3) Para todo x 6= 0 em C, existe y ∈ C tal que x · y = y · x = 1 e tal elemento édenotado por x−1.(M4) x · y = y · x, para todo x, y ∈ C.(SM) x · (y + z) = x · y + x · z, para todos x, y, z ∈ C.Note que o onjunto dos números omplexos ontém o onjunto dos númerosreais, já que omo todo número omplexo se esreve omo a+ ib, om a e b númerosreais, podemos tomar b = 0 e variando o número real a, onseguimos todos osnúmeros reais.Temos, portanto, a seguinte inlusão de onjuntos estabeleida: R ⊂ C. Mos-traremos algumas diferenças entre o onjunto dos números reais e o onjunto dosnúmeros omplexos na Seção 2.5 deste apítulo.2.2 Representação Polar de um Número ComplexoDado um número omplexo z = a + ib, diremos que a é a parte real e b é aparte imaginária do número omplexo z. Denotamos as partes real e imaginária por

a = Re(z) e b = Im(z), respetivamente. Com isso, todo número omplexo z podeser esrito omo
z = Re(z) + i Im(z).Por essa razão, na representação geométria de um número omplexo, hamamoso eixo dos x's de eixo real e o eixo dos y's de eixo imaginário. Assim, o númeroomplexo z = a+ib pode ser representado omo na Figura 2.1. Entendido isso, omopodemos representar geometriamente a multipliação de dois números omplexos?17



2.2. REPRESENTAÇ�O POLAR DE UM NÚMERO COMPLEXO
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Figura 2.3: Representação geométria de z = a+ ibPara entender isso, vamos esrevê-los em sua forma polar. Lembre-se que a normade um vetor (a, b) = a + ib é de�nida por
|z| :=

√
a2 + b2.Suponha que este vetor faz um ângulo θ om a direção positiva do eixo real, onde

0 ≤ θ ≤ 2π, omo nos mostra a Figura 2.4. Daí, omo a = |z| cos θ e b = |z| sen θ,
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2.2. REPRESENTAÇ�O POLAR DE UM NÚMERO COMPLEXOtemos que
a+ ib = |z| cos θ + i|z| sen θ

= |z|(cos θ + i sen θ),que é hamada representação polar do número omplexo z = a+ ib. O omprimentode z é denotado por r e é hamado módulo do número omplexo z. O ângulo θ éhamado argumento do número omplexo z e esreveremos θ = arg(z).Por exemplo, onsidere o número omplexo z = 1 + i. Então, seu módulo é
|z| =

√
12 + 12 =

√
2.Como 1+ i = (1, 1) se enontra no primeiro quadrante, não é difíil ver que θ = π/4e, portanto, sua representação polar é

1 + i =
√
2
(

cos
π

4
+ i sen

π

4

)

.Agora, sejam z1 = x1 + iy1 e z2 = x2 + iy2 números omplexos. Esreva-osem suas respetivas formas polares, ou seja, sejam z1 = r1(cos θ1 + i sen θ1) e z2 =

r2(cos θ2 + i sen θ2). Então,
z1 · z2 = r1(cos θ1 + i sen θ1) · r2(cos θ2 + i sen θ2)

= r1r2[(cos θ1 cos θ2 − sen θ1 sen θ2) + i(cos θ1 sen θ2 + cos θ2 sen θ1)]

= r1r2[cos(θ1 + θ2) + i sen(θ1 + θ2)],usando soma de aros. Com isso, temos que(1) |z1 · z2| = |z1| · |z2|,(2) arg(z1 · z2) = arg(z1) + arg(z2). 19



2.2. REPRESENTAÇ�O POLAR DE UM NÚMERO COMPLEXOAssim, usando (1) e (2) podemos responder a pergunta feita de omo representargeometriamente a multipliação de dois números omplexos. Para tanto, bastamultipliar o módulo do primeiro número omplexo pelo segundo e somar seus ar-gumentos. Con�rma a Figura 2.5, onde se vê que z1 · z2 faz para z2 o mesmo que z1faz para 1.
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Figura 2.5: Interpretação geométria da multipliação entre dois números omple-xos.De�nimos o onjugado de um número omplexo z = a+ ib omo sendo o númeroomplexo
z = a− ib.Observa sua representação geométria na Figura 2.6. Mais tarde, provaremos váriaspropriedades referentes ao onjugado de um número omplexo e sua relação om onúmero omplexo que o determina. Agora, vamos usá-lo para mostrar que

z1
z2

=
r1
r2
[cos(θ1 − θ2) + i sen(θ1 − θ2)],onde z1 = r1(cos θ1 + i sen θ1) e z2 = r2(cos θ2 + i sen θ2). Para isso, usaremos umresultado bem simples sobre o onjugado. O que aontee quando multipliamos z

20



2.2. REPRESENTAÇ�O POLAR DE UM NÚMERO COMPLEXO
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r22

(cos θ1 + i sen θ1)(cos θ2 − i sen θ2)

=
r1
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[cos θ1 cos θ2 + sen θ1 sen θ2 + i(sen θ1 cos θ2 − cos θ1 sen θ2)]

=
r1
r2
[cos(θ1 − θ2) + i sen(θ1 − θ2)],21



2.2. REPRESENTAÇ�O POLAR DE UM NÚMERO COMPLEXOomo queríamos. Assim,(1') ∣

∣

∣

∣

z1
z2

∣

∣

∣

∣

=
|z1|
|z2|

,(2') arg

(

z1
z2

)

= arg(z1)− arg(z2).Assim, para representar a divisão entre dois números omplexos, basta usar os re-sultados de (1') e (2'), ou seja, a representação geométria da divisão entre doisnúmeros omplexos é determinada pela divisão de seus módulos e da diferença entreseus argumentos.Podemos agora nos perguntar, o que signi�a multipliar um número omplexopor i. Já vimos que geometriamente o ponto i é o vetor de�nido pela seta que vaida origem até o ponto (0, 1), ou seja, é um número omplexo unitário que possuiargumento igual a π/2. Por isso, a multipliação desse número por um númeroomplexo qualquer signi�a somar 90 graus ao argumento desse outro número, poisse z = a+ ib ∈ C, então
iz = i(a + ib) = −b+ iaomo nos mostra a Figura 2.2. Por isso, multipliar z por i2 = i · i signi�a girá-loduas vezes de um ângulo reto positivo, já que i2z = (−1)z, omo nos mostra aFigura 2.2.A seguir, provaremos a fórmula de De Moivre.Proposição 2. (Fórmula de De Moivre) Se z = r(cos θ + i sen θ) e n é umnúmero natural, então

zn = rn[cos(nθ) + i sen(nθ)].Demonstração: Vamos provar esta igualdade usando indução sobre n. Se n = 1,então
z1 = r1[cos(1 · θ) + i sen(1 · θ)] = r(cos θ + i sen θ)22



2.2. REPRESENTAÇ�O POLAR DE UM NÚMERO COMPLEXO
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Figura 2.7: Multipliação de um número omplexo pelo fator i.
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Figura 2.8: Multipliação de um número omplexo por i2.que é uma igualdade verdadeira. Suponhamos agora que o resultado seja válido para
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2.2. REPRESENTAÇ�O POLAR DE UM NÚMERO COMPLEXO
n e provemos para n+ 1. Com efeito, temos que
zn+1 = zn · z = rn[cos(nθ) + i sen(nθ)] · r(cos θ + i sen θ)

= rn+1[cos(nθ) cos θ − sen(nθ) sen θ + i(cos(nθ) sen θ + sen(nθ) cos θ)]

= rn+1[cos((n+ 1)θ) + i sen((n+ 1)θ)].Assim, a fórmula é válida para n+ 1 e, portanto, para todo n ∈ N.Exemplo 1. Seja w ∈ C. Vamos resolver a seguinte equação
zn = w (2.1)Para resolver a equação (2.1), usaremos a fórmula de De Moivre. Sejam w =

r(cos θ + i sen θ) e z = ρ(cosψ + i senψ). Então, pela fórmula de De Moivre, temosque
zn = ρn(cos(nψ) + i sen(nψ)).Como zn = w, segue que

ρn cos(nψ) = r cos θ e ρn sen(nψ) = r sen θe, portanto, ρn = r e nψ = θ + 2kπ,, onde k ∈ Z. Logo,
z = r1/n

[

cos

(

θ

n
+

2kπ

n

)

+ i sen

(

θ

n
+

2kπ

n

)]

.Para k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 temos n valores distintos para z.Este exemplo nos permite alular o que hamamos raízes da unidade, ou seja,alular as raízes de uma equação do tipo
zn = 1, (2.2)24



2.3. PROPRIEDADES E DESIGUALDADES IMPORTANTESpara algum n ∈ N. Para resolver este problema, proedemos da mesma forma queaima e obtemos n valores distintos para z omo raiz desta equação. Por exemplo,suponha que n = 8. Então, �amos om a equação z8 = 1 e deveremos ahar oitovalores distintos para z de forma que esses valores satisfaçam a equação (2.2). Temosque o argumento do número omplexo 1 é igual a 0 e seu módulo igual a 1. Assim,duas das oito raízes desta equação são z0 = 1 e
z1 = 1 ·

[

cos

(

0

8
+

2π

8

)

+ i sen

(

0

8
+

2π

8

)]

= cos
(π

4

)

+ i sen
(π

4

)

.O mais interessante em equações dessa natureza, é que as raízes são obtidas daanterior, rodando um ângulo de 2π

n
no sentido anti-horário. Desta maneira, as raízes

n-ésima da unidade são preisamente os vérties de um polígono regular insrito nairunferênia de raio 1 e entro na origem, tendo omo um dos vérties o ponto
(1, 0), em que 1 é sempre a primeira raiz da equação. Veja a Figura 2.9 para o asoda equação z8 = 1.A seguir, vamos demonstrar algumas propriedades que envolvem módulo e onju-gado de um número omplexo e algumas das prinipais desigualdades sobre númerosomplexos.2.3 Propriedades e Desigualdades ImportantesA próxima proposição diz respeito a várias igualdades envolvendo números om-plexos. Tais igualdades são muito úteis na hora de resolver um exeríio ou atémesmo demonstrar um teorema que envolve números omplexos.25



2.3. PROPRIEDADES E DESIGUALDADES IMPORTANTES
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Figura 2.9: As raízes da equação z8 = 1.Proposição 3. Para quaisquer números omplexos z e w, sempre são válidas asseguintes propriedades:(i) z + w = z + w.(ii) z · w = z · w.(iii) z/w = z/w, onde w 6= 0.(iv) z · z = |z|2 e, se z 6= 0, então z−1 = z/|z|2.(v) z = z ⇔ z ∈ R.(vi) z = z.(vii) Re(z) =
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2.3. PROPRIEDADES E DESIGUALDADES IMPORTANTESDemonstração: Veja que
z + w = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = x1 + x2 + i(y1 + y2)

= x1 + x2 − i(y1 + y2)

= (x1 − iy1) + (x2 − iy2)

= z + w.Isto prova (i). Agora, onsideremos (ii). Por um lado, temos que
z · w = (x1 + iy1) · (x2 + iy2) = x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + x2y1)

= x1x2 − y1y2 − i(x1y2 + x2y1)e por outro
z · w = (x1 + iy1) · (x2 + iy2) = (x1 − iy1) · (x2 − iy2)

= x1x2 − y1y2 − i(x1y2 + x2y1).Isto estabelee a igualdade. Passemos agora para a tereira propriedade. Para isso,provamos primeiro (vi). De fato,
z = (a+ ib) = a− ib

= a− (−ib)

= a+ ib

= z.Agora, veja
( z

w

)

=

(

z

w
· w
w

)

=

(

zw

|w|2
)

=
1

|w|2 · zw =
1

|w|2 · zw =
zw

ww
=
z

w
.27



2.3. PROPRIEDADES E DESIGUALDADES IMPORTANTESIsto prova (iii). Note que na segunda igualdade usamos (iv), que já tínhamos provadoanteriormente. Resta-nos provar (v) e (vii). Veja que z = z, então a + ib = a − ibe, portanto, b = −b, o que aarreta que b é identiamente nulo. Finalmente, paraprovar (vii), basta alularmos
z + z

2
=
a+ ib+ a− ib

2
=

2a

2
= a = Re(z)e

z − z

2i
=
a+ ib− a + ib

2i
=

2bi

2i
= b = Im(z),omo queríamos.Para �nalizar esta seção, provaremos algumas identidades e desigualdades im-portantes.Proposição 4. Para quaisquer números omplexos z e w, sempre são válidas asseguintes propriedades:(i) |z · w| = |z| · |w|.(ii) |z/w| = |z|/|w|, se w 6=.(iii) |Re(z)| ≤ |z| e | Im(z)| ≤ |z|.(iv) |z| = |z|.(v) |z + w| ≤ |z|+ |w|.(vi) |z − w| ≥ ||z| − |w||.Demonstração: Provaremos apenas as propriedades (v) e (vi). Para mostrar adesigualdade (v), usaremos algumas das propriedades da proposição anterior e ositens (iii) e (iv) desta proposição. Com efeito, se z e w são números omplexos,28



2.3. PROPRIEDADES E DESIGUALDADES IMPORTANTEStemos que
|z + w|2 = (z + w)(z + w) = (z + w)(z + w)

= zz + zw + zw + ww

= |z|2 + zw + zw + |w|2

= |z|2 + 2Re(zw) + |w|2

≤ |z|2 + 2|zw|+ |w|2

= |z|2 + 2|z||w|+ |w|2

= |z|2 + 2|z||w|+ |w|2

= (|z|+ |w|)2.Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros da desigualdade aima, obtemoso resultado. Agora, para provar (vi), observe, pela propriedade (v), que temos que
|z| = |z − w + w| ≤ |z − w|+ |w|e, portanto, |z| − |w| ≤ |z − w|. Por outro lado,
|w| = |z − w − z| ≤ |z − w|+ |z|e, portanto, |w| − |z| ≤ |z − w|. Assim
−|z − w| ≤ |z| − |w| ≤ |z − w|,donde segue (vi).A propriedade (iv) é onheida omo desigualdade triangular. Tal desigualdadepode ser estendida para um maior número de parelas. Por exemplo, se z1, z2 e z329



2.4. A FUNÇ�O EXPONENCIAL E SUAS PROPRIEDADESsão números omplexos, então
|z1 + z2 + z3| ≤ |z1 + z2|+ |z3|,onde apliamos a desigualdade triangular para as parelas z1 + z2 e z3. Novamenteapliando a desigualdade triangular para z1 e z2, teremos que

|z1 + z2|+ |z3| ≤ |z1|+ |z2|+ |z3|,ou seja, vale a desigualdade tringular para três números omplexos:
|z1 + z2 + z3| ≤ |z1|+ |z2|+ |z3|. (2.3)Usando a mesma ideia que usamos para provar (2.3), podemos provar que tambémvale a desigualdade triangular para um número �nito de parelas, ou seja,

|z1 + z2 + z3 + . . .+ zn| ≤ |z1|+ |z2|+ |z3|+ . . .+ |zn|, (2.4)e, da mesma forma, podemos usar (vi) para provar que
|z1 + z2 + z3 + . . .+ zn| ≥ |z1| − |z2| − |z3| − . . .− |zn|, (2.5)onde n ∈ N.2.4 A Função Exponenial e suas PropriedadesNesta seção, admitiremos alguns resultados sobre funções trigonométrias, fun-ção exponenial ex e representações de funções em séries. Nos ursos de Cálulo,vemos que a função exponenial ex pode ser representada omo uma soma in�nita30



2.4. A FUNÇ�O EXPONENCIAL E SUAS PROPRIEDADESdada por
ex =

∞
∑

n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ . . . , ∀x ∈ R. (2.6)Além disso, existem as representações em soma in�nita para as funções trigonomé-trias seno e osseno que são:

cosx =
∞
∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . . , ∀x ∈ R. (2.7)e

sen x =

∞
∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . . , ∀x ∈ R. (2.8)Isto signi�a que se quisermos de�nir o número omplexo ez, teremos que saber ovalor de eiy, onde y é um número real. Mas, podemos ahá-lo substituindo iy naexpressão (2.6) e, portanto, temos que

eiy = 1 + iy +
(iy)2

2!
+

(iy)3

3!
+

(iy)4

4!
+

(iy)5

5!
+

(iy)6

6!
+

(iy)7

7!
+ . . .

= 1 + iy − y2

2!
− i

y3

3!
+
y4

4!
+ i

y5

5!
− y6

6!
− i

y7

7!
+ . . . .

=

(

1− y2

2!
+
y4

4!
− y6

6!
+ . . .

)

+ i

(

y − y3

3!
+
y5

5!
− y7

7!
+ . . .

)

.Portanto, usando as expressões (2.7) e (2.8), temos que
eiy = cos y + i sen y.Observe que essas onsiderações não de�nem a exponenial omplexa, mas ser-vem para motivar sua de�nição. Queremos de�nir a exponenial omplexa para
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2.4. A FUNÇ�O EXPONENCIAL E SUAS PROPRIEDADESmanter a propriedade de aditividade que temos para a exponenial real, ou seja,
ex1+y1 = ex1 · ex2 .De�nimos, portanto, a exponenial ez, onde z = x + iy é um número omplexoqualquer, omo sendo

ez := ex+iy = ex(cos y + i sen y). (2.9)Esta igualdade é onheida omo Fórmula de Euler. Vamos resumir algumas dasprinipais propriedades da função exponenial omplexa na próxima proposição.Proposição 5. Para quaisquer números omplexos z e w, sempre são válidas asseguintes propriedades:(i) ez · ew = ez+w.(ii) e−z = 1/ez.(iii) (ez)n = enz, para qualquer n natural.(iv) ez 6= 0.(v) |ez| = eRe(z).Demonstração: Usando a de�nição da exponenial omplexa, temos que
ez · ew = ex1+iy1 · ex2+iy2 = ex1(cos y1 + i sen y1) · ex2(cos y2 + i sen y2)

= ex1+x2[cos y1 cos y2 − sen y1 sen y2 + i(cos y1 sen y2 + cos y2 sen y1)]

= ex1+x2[cos(y1 + y2) + i sen(y1 + y2)]

= ez+w. 32



2.4. A FUNÇ�O EXPONENCIAL E SUAS PROPRIEDADESIsso prova (i). Temos também que
e−z = e−x−iy = e−x[cos(−y) + i sen(−y)]

= e−x[cos(y)− i sen(y)]

= eiy/ex.

Mas se multipliamos e dividimos esta última fração por eiy, obtemos
eiy

ex
· e

iy

eiy
=

|eiy|2
ex · eiy ,que nos dá o resultado, já que |eiy|2 = 1 e ex · eiy = ex+iy = ez. Daí, segue a segundapropriedade. Agora, omo |eiy|2 = 1, segue imediatamente a última propriedade.Resta-nos provar as propriedades (iv) e (iii). Entretanto, a propriedade (iv) é fáil,por ausa das funções trigonométrias envolvidas na de�nição da exponenial om-plexa. Finalmente, provemos (iii). Façamos isso por indução sobre n. Para n = 1, afórmula é válida. Portanto, podemos supor o resultado para n e provar para n + 1.Com efeito, temos que

(ez)n+1 = (ez)n · ez = ezn · ez

= enz+z

= e(n+1)z .Isto prova a propriedade (iii) e a proposição está demonstrada.
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2.5. ALGUMAS DIFERENÇAS ENTRE R E C2.5 Algumas diferenças entre R e C2.5.1 O orpo C não é ordenadoNesta seção, vamos mostrar algumas diferenças entre os orpos R e C. Come-çamos om uma diferença extremamente importante. Diferentemente dos númerosreais, o onjunto dos números omplexos não é um orpo ordenado, isto é, não po-demos dizer, por exemplo, que o número 3 + 2i é maior ou menor do que o número
2− i. Mais preisamente, dizemos que um orpo K é ordenado se(1) a soma e o produto de elementos positivos são positivos,(2) dado x ∈ K, exatamente uma das três alternativas seguintes oorre: ou x = 0,ou x é positivo, ou −x é positivo.Note que, om essa de�nição, o orpo dos números reais R é um orpo ordenado, jáque todos os seus elementos gozam das propriedades (1) e (2) aima. Mostraremosa seguir que isto não oorre om o orpo dos números omplexos.Proposição 6. O orpo dos números omplexos não é um orpo ordenado.Demonstração: Com efeito, suponha, por absurdo, que C fosse um orpo orde-nado. Então, teríamos que i ≥ 0 ou i ≤ 0. Se i fosse um número maior do que ouigual a 0, então i · i também seria. Mas isto é um absurdo, já que o quadrado de
i é igual a −1, que é um número negativo. Por outro lado, se i ≤ 0, então −i ≥ 0e, portanto, teríamos 0 ≤ i · i = −1, o que é uma nova ontradição. Em qualqueraso, teremos um absurdo e, portanto, C não pode ser um orpo ordenado, omoqueríamos demonstrar.
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2.5. ALGUMAS DIFERENÇAS ENTRE R E C2.5.2 As funções seno e osseno de�nidas em C não são limi-tadas por 1Mostraremos, agora, uma outra diferença entre estes dois onjuntos. Sabe-mos que para todo x ∈ R, as funções trigonométrias seno e osseno são tais que
| sen(x)| ≤ 1 e | cos(x)| ≤ 1, isto é, não assumem valores aima de 1. Curiosamenteeste mesmo resultado não vale para as funções seno e osseno omplexos. Para verisso, preisamos de�nir tais funções.Já vimos na seção anterior, que podemos esrever

eix = cos(x) + i sen(x)para todo x ∈ R. Podemos estender esta igualdade para o orpo dos númerosomplexos de maneira natural. Nosso objetivo é mostrar que
cos(i) ≈ 1, 54... > 1. (2.10)Podemos de�nir, omo já �zemos, a função f(z) = ez, para ada z ∈ C. Épossível mostrar, a partir dessa de�nição, que para quaisquer z, w ∈ C, temos que
ez · ew = ez+w,isto é, valem �leis� semelhantes àquelas que estamos aostumados a trabalhar nosreais. Uma outra maneira de de�nir a exponenial omplexa é omo �zemos naseção anterior. Seja z = x+ iy um número omplexo. Então,

ez = ex+iy = ex · eiy = ex(cos(y) + i sen(y))que é a Fórmula de Euler, omo já havíamos menionado. Em partiular, quando35



2.5. ALGUMAS DIFERENÇAS ENTRE R E C

y = 0, temos que
ez = ex+i·0 = ex(cos(0) + i sen(0)) = ex · 1 = ex,ou seja, a de�nição de exponenial omplexa generaliza, omo era de se esperar, aexponenial real.Uma das grandes diferenças entre essas duas funções é que a exponenial om-plexa é periódia e tem período 2πi, já que

ez+2πi = e(x+iy)+2πi = ex+i(y+2π) = ex(cos(y + 2π) + i sen(y + 2π))

= ex(cos(y) + i sen(y))

= ez,para qualquer z ∈ C, onde utilizamos o fato de que as funções seno e osseno reaissão ambas periódias e possuem período 2π.Agora, vamos esrever as funções omplexas seno e osseno através da funçãoexponenial omplexa. Como o seno é uma função ímpar, o osseno é uma funçãopar e vale a fórmula de Euler, temos que
eix = cos(x) + i sen(x) e e−ix = cos(x)− i sen(x). (2.11)Somando e subtraindo as igualdades em (2.11), obtemos

cos(x) =
eix + e−ix

2
e sen(x) =

eix − e−ix

2i
.Motivamos por estas igualdades, de�nimos as funções seno e osseno omplexas,para ada z ∈ C,

cos(z) =
eiz + e−iz

2
e sen(z) =

eiz − e−iz

2i
. (2.12)36



2.5. ALGUMAS DIFERENÇAS ENTRE R E CDe�nidas dessa maneira, as funções omplexas seno e osseno oinidem om asfunções reais seno e osseno quando z é um número real. Na proposição a seguir,provamos uma série de propriedades dessas duas novas funções. Para ada z ∈ C,temos queProposição 7. As funções omplexas seno e osseno gozam das seguintes proprie-dades:(a) cos(−z) = cos(z) e sen(−z) = − sen(z),(b) cos2(z) + sen2(z) = 1,() cos(z1 ± z2) = cos(z1) cos(z2)∓ sen(z1) sen(z2),(d) sen(z1 ± z2) = sen(z1) cos(z2)± sen(z2) cos(z1),(e) sen(2z) = 2 sen(z) cos(z),(f) cos(2z) = cos2(z)− sen2(z).Todas os itens aima são demonstrados de forma semelhante, utilizando as ex-pressões (2.12). Por isso, demonstraremos apenas o item (b) para efeito de ilustração.Demonstração: (b) Temos que
cos2(z) = (cos(z))2 =

(

eiz + e−iz

2

)2

=
e2iz + 2 + e−2iz

4e que
sen2(z) = (sen(z))2 =

(

eiz − e−iz

2

)2

=
e2iz − 2 + e−2iz

(−4)
.Logo,

cos2(z) + sen2(z) =
e2iz + 2 + e−2iz

4
+
e2iz − 2 + e−2iz

(−4)
=

4

4
= 1.
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2.5. ALGUMAS DIFERENÇAS ENTRE R E CAo ontrário do que aontee om as funções exponenial omplexa e exponenialreal, as funções omplexas seno e osseno possuem o mesmo período das funções reaisseno e osseno, a saber, 2π. De fato, omo ez é uma função periódia de período 2πitemos, para ada z ∈ C, que
cos(z + 2π)

(2.12)
=

ei(z+2π) + e−i(z+2π)

2
=

eiz+2πi + e−(iz+2πi)

2

=
eiz + e−iz

2
(2.12)
= cos(z).Agora, vamos mostrar que vale (2.10). Com efeito,

cos(i) =
eii + e−ii

2
=
ei

2

+ e−i2

2
=
e−1 + e

2
≈ 1, 54....2.5.3 Algumas equações que não possuem soluções reaisJá sabemos que existem muitas equações que não possuem soluções no orpodos números reais mas possuem no orpo dos números omplexos, omo vimos noCapítulo 1. Vejamos mais dois exemplos.Exemplo 2. A equação

x2 + 1 = 0 (2.13)é uma das equações mais onheidas por não possuir soluções reais, isto é, não existenenhum número real ujo seu quadrado somado om 1 resulta em 0, já que x2+1 ≥ 1para qualquer x ∈ R. Mas o que falar dessa equação quando a olhamos no orpodos números omplexos? Neste aso, é possível tomar x = 1 + i, por exemplo. Mas
(1 + i)2 + 1 6= 0. Entretando, se tomarmos x = i ou x = −i, temos que x2 + 1 = 0 eisto determina todas as raízes de (2.13).Consideremos agora uma equação mais ompliada de ser trabalhada.38



2.5. ALGUMAS DIFERENÇAS ENTRE R E CExemplo 3. Estamos interessados em resolver a equação
sen(z) = 5 (2.14)e mostrar que tal equação possui in�nitas raízes em C. Note, primeiramente, que

sen(z) = 5 ⇔ eiz − e−iz

2i
= 5

⇔ eiz − e−iz = 10i

⇔ eiz − 1

eiz
= 10i

⇔ e2iz − 10ieiz − 1 = 0

⇔ (eiz)2 − 10ieiz − 1 = 0.Isto quer dizer que a equação (2.14) é uma equação quadrátia em eiz. Resolvendotal equação, obtemos
eiz = (5± 2

√
6)i.Assim, se z = x+ iy, então

eiz = ei(x+iy) = e−y+ix = e−y(cos(x) + i sen(x)) =







(5 + 2
√
6)i,

(5− 2
√
6)i.Consideremos primeiro a equação e−y(cos(x)+ i sen(x)) = (5+2

√
6)i. Como i é umimaginário puro e 5 + 2

√
6 > 0, segue que
e−y = 5 + 2

√
6 e x =

π

2
+ 2kπ,para k ∈ Z, já que cos(x) = 0 e sen(x) = 1. Portanto,

y = − ln(5 + 2
√
6) e x =

π

2
+ 2kπ,39



2.5. ALGUMAS DIFERENÇAS ENTRE R E Cpara k ∈ Z. Logo,
z =

(π

2
+ 2kπ

)

− i ln(5 + 2
√
6),para k ∈ Z. Analogamente, podemos mostrar que

z =
(π

2
+ 2kπ

)

− i ln(5− 2
√
6),onde k ∈ Z, são as soluções da equação e−y(cos(x) + i sen(x)) = (5 − 2

√
6)i. Issomostra que a equação (2.14) possui in�nitas soluções em C.

40



Capítulo 3
Algumas Apliações
3.1 Re�exões de EspelhosSabemos que quando um raio luminoso inide em um espelho plano, o ângulode inidênia é igual ao ângulo de re�exão. Tais ângulos são medidos a partirde uma reta que hamamos de normal. A normal é uma reta perpendiular aoespelho pelo ponto onde o raio de inidênia oorre. Nos perguntamos, então, omodeterminar, em relação a um dado sistema de oordenadas artesianas, um pontoque seja simétrio em relação ao espelho omo nos mostra a Figura 3.1. Veja tambémFigura 3.2.Podemos resolver esse problema de várias maneiras diferentes. Uma delas éusando nossos onheimentos de Geometria Analítia. Porém, iremos utilizar osnúmeros omplexos para onseguir uma �fórmula� para o simétrio deste ponto dado.Seja z = x + iy um número omplexo. Tal número, omo já vimos, pode seridenti�ado em R2 omo sendo o par ordenado (x, y) em R2. Considere r omosendo a reta que passa pela origem e por z, e tenha direção u = cos θ + i sen θ.Denotamos por z′ o ponto em R2 simétrio a z em relação à reta r. Podemos giraresses objetos −θ em torno da origem e, portanto, a reta r oinidirá om o eixo dos41



3.1. REFLEXÕES DE ESPELHOS
PSfrag replaements espelho

raio re�etido
normal raio inidente

E
Figura 3.1: Re�exão de um raio em um espelho plano.
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Figura 3.2: Ponto simétrio.
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Figura 3.3: Giremos os objetos destaados até toar o eixo Ox
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3.2. O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRA
x, omo na Figura 3.3. Sendo assim, os pontos z e z′ transformam-se em z/u e z′/u,já que girar um número omplexo em um determinado ângulo signi�a multipliá-lopelo vetor unitário da direção orientada orrespondente. Mas

z′

u
=

(z

u

)

=
z

u
= uz,pois u · u = |u|2 = 1. Logo, z′ = u2z. Se onsideramos os raios de inidênia e dere�exão omo retas, então dado um ponto z do raio de inidênia, o simétrio de

z em relação ao espelho será z′ = u2z, desde que o espelho passe pela origem dosistema de oordenadas esolhido, omo podemos ver na Figura 3.4.
PSfrag replaements espelho

raio re�etido
normal raio inidente

E
z′

z

Figura 3.4: Como obter o simétrio z′ de z?
3.2 O Teorema Fundamental da Álgebra3.2.1 Comentários Iniiais e PreliminaresNosso objetivo nessa seção é demonstrar o Teorema Fundamental da Álgebrautilizando apenas dois fatos de Análise Real que enuniaremos a seguir. Todo oresto da demonstração se onentra na manipulação das operações que envolvem43



3.2. O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRAnúmeros omplexos e na utilização das fórmulas de Moivre e de Euler omo vimosno Capítulo 2. Todos os resultados desta seção foram baseados em [14℄.O tão famoso Teorema Fundamental da Álgebra a�rma que todo polin�mio em
C tem uma raiz omplexa. Inúmeras provas distintas podem ser enontradas paraa demonstração desse resultado. Tradiionalmente, este teorema é provado em umadisiplina hamada Variável Complexa nos ursos de Baharelado ou Lieniatura deMatemátia ou Físia. Nestes ursos, o Teorema Fundamental da Álgebra é provadoomo onsequênia do Teorema de Liouville, o qual é deduzido da Fórmula Integralde Cauhy, que para sua utilização é preiso onheer ferramentas da IntegraçãoComplexa.Da forma que demonstraremos aqui, é preiso que usemos dois resultados lás-sios de Análise Real. O primeiro diz respeito ao Teorema de Weierstrass que dáondições su�ientes sobre o domínio de uma função ontínua para ela seja possuaum mínimo naquele onjunto.Vamos mostrar alguns fatos que failitarão a demonstração do Teorema Funda-mental da Álgebra.Seja P (x) = ax + b um polin�mio de primeiro grau, onde a, b ∈ R e a 6= 0.Sabemos que o grá�o de P é uma reta e que P é resente se a > 0 e deresentese a < 0. Logo,

lim
x→±∞

P (x) = ±∞, se a > 0 e lim
x→±∞

P (x) = ∓∞, se a < 0. (3.1)Agora se P (x) = ax2 + bx + c é um polin�mio de segundo grau, onde a, b, c ∈ R e
a 6= 0, então o grá�o de P é uma parábola om onavidade voltada para ima se
a > 0 e om a onavidade voltada para baixo se a < 0. Logo,

lim
|x|→∞

P (x) = +∞, se a > 0 e lim
|x|→∞

P (x) = −∞, se a < 0.

44



3.2. O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRAMais geralmente, podemos onsiderar o polin�mio P (x) = a0 + a1x + . . . + anx
n,om a0, a1, . . . , an ∈ R e an 6= 0. Daí, podemos esrever

P (x) = xn
( a0
xn

+
a1
xn−1

+ . . .
an−1

x
+ an

)e desde que limx→±∞
a0

xn−1 = . . . = limx→±∞
an−1

x
= 0 segue (3.1), onde o sinal doresultado do limite depende do sinal de an e se n é par ou ímpar. Sendo assim, paraum polin�mio real, temos quatro possibilidades:

lim
x→+∞

P (x) = +∞ , lim
x→+∞

P (x) = −∞ , lim
x→−∞

P (x) = +∞ e lim
x→−∞

P (x) = −∞.De uma forma mais resumida, podemos esrever
lim

|x|→∞
|P (x)| = +∞.Agora onsideremos o aso omplexo. Seja P (z) = a0 + a1z + . . . + anz

n umpolin�mio om oe�ientes a0, a1, . . . , an ∈ C, onde an 6= 0. Assim, usando (2.4) e(2.5), temos que
|P (z)| ≥ |anzn|− |an−1z

n−1+ . . .+a1z+a0| ≥ |anzn|− |an−1z
n−1|− . . .−|a1z|− |a0|,ou seja,

|P (z)| ≥ |an||z|n − |an−1||z|n−1 − . . .− |a1||z| − |a0|,para ada z ∈ C. Como |z| é um número real não-negativo tal qual os números
|a0|, |a1|, . . . , |an|, segue que

lim
|z|→∞

|an||z|n − |an−1||z|n−1 − . . .− |a1||z| − |a0| = +∞,
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3.2. O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRApelo aso real já provado aima. Assim,
lim

|z|→∞
|P (z)| = +∞. (3.2)Um outro resultado que usaremos adiante é o seguinte. Novamente onsideremosum polin�mio P (z) = a0 + a1z + . . . + anz

n em C. Então, expandindo a potênia
(z + z0)

i para ada i = 1, . . . , n, vemos que P (z + z0) é um novo polin�mio navariável z. Além disso, o termo independente desse polin�mio é P (z0), já que se�zemos z = 0 em P (z+ z0), obtemos P (z0). Por �m, P (z+ z0) é um polin�mio omoe�iente líder1 igual a an que é um número não nulo. Por exemplo, onsidere opolin�mio P (z) = 8z2 + 4z + 100 e o ponto z0 = 5. Então,
P (z + 5) = 8(z + 5)2 + 4(z + 5) + 100 = 8(z2 + 10z + 25) + 4(z + 5) + 100

= 8z2 + 80z + 200 + 4z + 20 + 100

= 8z2 + 84z + 320.3.2.2 A demonstração do teoremaTeorema 1. (Teorema Fundamental da Álgebra) Seja P (z) um polin�mio em
C om grau ≥ 1. Então, existe z0 ∈ C satisfazendo:(a) |P (z)| ≥ |P (z0)|, para todo z ∈ C,(b) P (z0) = 0.Demonstração: Seja n o grau de P e esreva P (z) = a0 + a1z + . . .+ anz

n, om
an 6= 0. Temos por (2.4) e (2.5) que vale (3.2). Assim, pela de�nição de limite,1Sejam p(x) = a0 + a1x + . . . + anx

n um polin�mio qualquer. Para o maior índie i tal que
ai 6= 0, dizemos que ai é o oe�iente líder do polin�mio p.
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3.2. O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRA
lim|z|→∞ |P (z)| = +∞, existe um raio R > 0 tal que

|P (z)| > |P (0)|para todo z ∈ C tal que |z| > R. Veja Figura 3.5. Agora, omo a função |P (z)|

PSfrag replaements

y

x

D(0, R)Figura 3.5: Diso de entro na origem e raio R > 0.é ontínua no diso D[0, R] = {z ∈ C : |z| ≤ R}, em azul na Figura 3.5 e, peloTeorema de Weierstrass, a função |P (z)| restrita a D[0, R] assume mínimo em umponto z0 ∈ D(0, R), ou seja,
|P (z)| ≥ |P (z0)|,para todo z ∈ D[0, R]. Porém, |P (0)| ≥ |P (z0)|, já que 0 ∈ D[0, R]. Daí, temos trêsdesigualdades:
|P (z)| ≥ |P (z0)| (3.3)para todo z ∈ D[0, R],
|P (z)| > |P (0)| (3.4)
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3.2. O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRAsempre que |z| > R e
|P (0)| ≥ |P (z0)|. (3.5)Juntando as informações em (3.3), (3.4) e (3.5), temos que |P (z)| ≥ |P (z0)|, paratodo z ∈ C. Isto é, z0 é um ponto de mínimo absoluto de |P (z)|. Isto �naliza ademonstração do item (a). Partimos, agora, para o item (b).Como vimos na seção anterior, p(z) = P (z + z0) é um polin�mio em z, omoe�iente líder igual a an e, portanto, de grau n. Também vimos que o termoindependente de p(z) = P (z + z0) é P (z0) = p(0). Assim,

P (z + z0) = P (z0) + b1z + . . .+ bn−1z
n−1 + bnz

n, (3.6)om b1, . . . , bn ∈ C e bn = an. Com isso, podemos assumir, sem perda de generali-dade, que P (z0) é assumido quando z = 0, ou seja, podemos assumir que z0 = 0 e,assim teremos
|P (z)|2 ≥ |P (0)|2, (3.7)para todo z ∈ C. Agora, omo bn = an 6= 0, existe k ∈ {1, . . . , n} o menor númerotal que o oe�iente bk de zk é diferente de zero. Então, de (3.6), podemos esrever

P (z) = P (0) + zkQ(z), (3.8)para ada z ∈ C, onde Q é um polin�mio tal que Q(0) = bk 6= 0. Considere
S1 := {w ∈ C : |w| = 1}. Então, para ada r ≥ 0 e w ∈ S1, temos por (3.7) que

|P (rw)|2 ≥ |P (0)|2.
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3.2. O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRAPor (3.8), segue que
0 ≤ |P (rw)|2 − |P (0)|2 = |P (0) + rkwkQ(rw)|2 − |P (0)|2

= [P (0) + rkwkQ(rw)][P (0) + rkwkQ(rw)]− |P (0)|2Simpli�ando, temos que
0 ≤ |P (rw)|2 − |P (0)|2 = [P (0) + rkwkQ(rw)][P (0) + rkwkQ(rw)]− |P (0)|2

= P (0)rkwkQ(rw) + P (0)rkwkQ(rw) + r2k|Q(rw)|2,o que mostra que
2Re(P (0)rkwkQ(rw)) + r2k|Q(rw)|2 ≥ 0,ou seja,
2rk Re(P (0)wkQ(rw)) + r2k|Q(rw)|2 ≥ 0,para todo r > 0 e w ∈ S1. Dividindo a última expressão por rk > 0, temos que
2Re(P (0)wkQ(rw)) + rk|Q(rw)|2 ≥ 0, (3.9)para ada r > 0. Mas a expressão do lado esquerdo de (3.9) é uma função ontínuaem r ∈ [0,+∞). Portanto, em r = 0, ontinuamos tendo a desigualdade

2Re(P (0)wkQ(0)) ≥ 0, (3.10)para todo w ∈ S1. Vamos provar que P (0) = 0. Esreva w ∈ S1 omo
w = cos θ + i sen θ,49



3.3. POLINÔMIOS E RAÍZES CONJUGADASom θ ∈ R. Então, pela Fórmula de Moivre (veja Proposição 2 do Capítulo 2),temos que
wk = cos(kθ) + i sen(kθ), ∀θ ∈ R.Assim, se θ = 0, temos que wk = 1 e, portanto, 2Re(P (0)Q(0)) ≥ 0. Isto querdizer que 2Re(a + ib) ≥ 0, ou seja, que 2a ≥ 0 e, então, a ≥ 0. Agora, se θ = −π

2k
,então wk = −i, donde 2Re(−iP (0)Q(0)) ≥ 0. Com isso, 2Re((−i)(a + ib) ≥ 0 eisto implia que 2b ≥ 0, isto é, b ≥ 0.Além dessas duas informações, temos que se θ = −π

k
, então wk = −1. Logo,

2Re(−P (0)Q(0)) ≥ 0, isto é, −2a ≥ 0 e, então, −a ≥ 0. Agora, se θ = −3π
2k

, então
wk = i e isto aarreta que 2Re(iP (0)Q(0)) ≥ 0 e, portanto, −b ≥ 0. Podemos,portanto, onluir que a+ ib = 0 e, então, P (z0) = P (0) = 0, já que Q(0) = bk 6= 0.
3.3 Polin�mios e Raízes ConjugadasSuponha que P (z) seja um polin�mio de grau n ≥ 1 om oe�ientes reais eonsidere a equação polinomial

P (z) = 0.Como P (z) é um polin�mio, podemos esrever
P (z) = a0 + a1z + a2z

2 + . . .+ anz
n, (3.11)onde a0, a1, a2, . . . , an ∈ R om an 6= 0 e z é uma variável real ou omplexa. Se

z0 ∈ C é uma raiz omplexa de (3.11), então
a0 + a1z0 + a2z

2
0 + . . .+ anz

n
0 = 0. (3.12)
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3.3. POLINÔMIOS E RAÍZES CONJUGADASProvemos que z0 ∈ C também é uma solução (omplexa) de (3.11). De fato, (3.12)implia que
a0 + a1z0 + a2z

2
0 + . . .+ anz

n
0 = 0 = 0,usando o item (v) da Proposição 3. Agora, usando o item (i), e em seguida os itens(ii) e (v), obtemos que

a0 + a1z0 + a2z
2
0 + . . .+ anz

n
0 = 0e isto implia que

a0 + a1z0 + a2(z0)
2 + . . .+ an(z0)

n = 0,ou seja, z0 ∈ C é tal que P (z0) = 0. Isto quer dizer que z0 é uma outra solução daequação polinomial (3.11).Agora, onsideremos a reíproa. Será que podemos a�rmar que, se um polin�-mio P (z) om oe�ientes omplexos possuir todas as suas raízes aos pares onju-gados, isto é, se z0 ∈ C é raiz de P (z) então z0 também o é, então seus oe�ientessão reais?Considere uma equação polinomial omo em (3.12) e suponha que todas as suasraízes venham aos pares onjugados. Isto inlui o aso de pelo menos uma dessasraízes ser real já que o onjugado de um número real é ele mesmo. Como an 6= 0,podemos onsiderar a equação (3.12) omo tendo o seguinte aspeto
b0 + b1z + b2z

2 + . . .+ bn−1 + zn = 0, (3.13)onde b0 = a0
an
, b1 = a1

an
, . . . , bn−1 = an−1

an
, ou seja, podemos onsiderar, sem perda degeneralidade, que o oe�iente que aompanha o termo de maior grau é 1 na equaçãopolinomial onsiderada. Agora se z1, z2, . . . , zn são as n raízes da equação (3.13),51



3.3. POLINÔMIOS E RAÍZES CONJUGADASpodemos esrever
p(z) = (z − z1)(z − z2) · · · (z − zn). (3.14)Cada vez que w ∈ C é uma solução omplexa de (3.13), o onjugado w ∈ C tambémo é. Além disso, usando os resultados que vimos na Proposição 3, temos que

(z − w)(z − w) = z2 − zw − zw + w · w

= z2 − (w + w)z + |w|2

= z2 − 2Re(w)z + |w|2é um polin�mio de grau 2 om oe�ientes reais. Portanto, P (z) pode ser esritoomo um produto de polin�mios ujos fatores são desse tipo ou polin�mios do tipo
(z − x0), onde x0 ∈ R, aso a raiz já seja real. Todos esses polin�mios possuemoe�ientes reais, o que responde a�rmativamente a pergunta feita anteriormentesobre a reiproidade do resultado iniial da seção.3.3.1 Outros Contextos onde Surgem os Números ComplexosOs números omplexos surgem em diversos ontextos do mundo real. Por exem-plo, eles são muito úteis na Aerodinâmia. Joukowski (1906), utilizando transforma-ções geométrias, onstruiu uma urva fehada no plano omplexo que representa oper�l de uma asa de avião (aerofólio de Joukowski) e, usando o prinípio de Ber-noulli (1738) e a teoria das funções omplexas, deduziu uma fórmula envolvendo aexponenial omplexa, que permitiu alular a força de levantamento responsávelpela sustentação do v�o de um avião. Os números omplexos permitiram uma ex-pliação matemátia para o v�o. Daí, em diante, o progresso aeronáutio alavanou(veja mais detalhes em [2℄).Na eletr�nia e na eletriidade, a análise de iruitos de orrente alternada é feitaom a ajuda dos números omplexos. Grandezas omo a Impedânia (em ohms) e52



3.3. POLINÔMIOS E RAÍZES CONJUGADASa Potênia Aparente (em volt-ampère) são exemplos de quantidades omplexas.
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Figura 3.6: Ciruito de Corrente AlternadaA impedânia é o número omplexo Z = R + jX, ou na forma polar Z =

|Z|(osφ + jsenφ), onde j2 = −1 e φ é o ângulo (argumento) de defasagem entre atensão apliada e a orrente no iruito, |Z| é o módulo, R é a resistênia elétria (emohm) e X é a resultante (em ohm) das reatânias indutivas e apaitivas do iruito.Na Físia e na Engenharia é usado, omo número imaginário, o j no lugar do i paraevitar onfusão om o i, que simboliza a orrente elétria. A potênia aparente(em volt-ampère) é o número omplexo P = Pr + jPx, ou, P = |P |(osφ + jsenφ),onde |P | é o módulo, φ é o ângulo de defasagem entre a tensão e a orrente, Pr é apotênia real ou ativa (em watt), Px é a potênia reativa (em volt-ampère reativo).53



3.3. POLINÔMIOS E RAÍZES CONJUGADASO valor do osφ é hamado de fator de potênia. Ele india a e�iênia om a quala energia está sendo usada. Um alto fator de potênia india uma e�iênia alta e,inversamente, um fator de potênia baixo india baixa e�iênia. Um baixo fatorde potênia india que voê não está aproveitando plenamente a energia. O fatorde potênia é determinado pelo tipo de arga ligada ao sistema elétrio, que podeser: Resistiva, Indutiva ou Capaitiva. É possível orrigir o fator de potênia. Essaprátia é onheida omo orreção do fator de potênia e é onseguida medianteo aoplamento de banos de apaitores, om uma potênia reativa ontrária aoda arga, tentando ao máximo anular essa omponente. A prinipal vantagem emorrigir o fator de potênia é a eonomia que gera na onta de energia elétria, alémde evitar multas.Os proedimentos (algoritmos) reursivos (iterativos ou reorrentes) no planoomplexo riam, por muitas vezes, �guras invariantes por esala denominadas fra-tais. Estas formas geométrias de dimensão fraionária servem omo ferramenta paradesrever as formas irregulares da superfíie da terra, modelar fen�menos, aparente-mente imprevisíveis, de natureza meteorológia, astron�mia, eon�mia, biológia,et. Por exemplo, podemos iniiar o proedimento om um quadrado de lado L. Emseguida, dividimos seus lados em 3 partes iguais, obtendo 9 quadrados de lados L/3.Retiramos o quadrado entral, repetimos o proesso em ada quadrado restante eassim por diante. Obtemos, então, o quadrado de Sierpinski, omo nos mostra aFigura 3.7.
Figura 3.7: O quadrado de Sierpinski.54



3.3. POLINÔMIOS E RAÍZES CONJUGADASPara �nalizar, podemos dizer que os números omplexos apareem de maneirasigni�ativa nos diversos ramos da Matemátia e em outras iênias.
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