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RESUMO

Neste trabalho relacionamos a Arte e a Matemética, através de trés obras especificas
do artista Maurits Cornelis Escher sobre a divisdo regular do plano. Para melhor
compreensao do artista, descrevemos fatos importantes de sua vida e as fases de sua
obra. Relacionamos os principais temas da geometria plana e da geometria das
transformagcBes como subsidio para elaboracéo de futuros trabalhos com discentes.
Descrevemos caracteristicas das tesselagdes, com foco nas regulares, por fim
fazemos uma andlise usando as isometrias e tesselacfes de trés obras de Escher
mostrando que apesar de ndo ter dominio na Matematica, através da Arte Escher
desvendou os mistérios de temas ritmicos em superficies planas possibilitando a
criacdo de obras primas, que fascinam o espectador.

Palavras-chave: Escher, Isometrias, Tesselacdes, Geometria, Arte.



ABSTRACT

In this work we relate art and mathematics, through three specific works by the artist
Maurits Cornelis Escher on the regular division of the plan. For a better understanding
of the artist, we describe important facts of his life and the phases of his work. We
relate the main themes of flat geometry and geometry of transformations as a support
for the elaboration of future works with students. We describe characteristics of the
tessellations, focusing on the regular, finally we make an analysis using the
isomemetry and tessellations of three works of Escher showing that despite having no
mastery in Mathematics through Art, Escher uncover the mysteries of rhythmic themes
on flat surfaces enabling the creation of masterpieces, which fascinate the viewer.

Keywords: Escher, Isometry, Tesselacdes, Geometry, Art.
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INTRODUCAO

"Ao confrontar, intensamente, os enigmas que nos rodeiam, e ao considerar
e analisar as observacdes que fiz, acabei no dominio da matematica, embora
ndo tenha efetivamente nenhuma formac@o nas ciéncias exatas, muitas
vezes pareco ter mais em comum com matematicos do que com 0s meus

colegas artistas." (Maurits Cornelis Escher)

A Matematica é qualificada como uma forma de expressdo natural a
espécie humana que nédo difere em esséncia das linguagens artisticas, segundo a
série Arte &Matematica !, criada pelo Professor Luiz Barco, nas mais remotas eras ,
os homens se defrontavam com o caos do mundo e pouco a pouco ,foram observando

a ordem que havia na natureza .

A arte suscita o pensamento, faz abstrair, essa abstracdo é o
caminho com que o cientista constréi a matematica. Essa beleza intrinseca
no fazer cientifico € muito semelhante a beleza ao admirar uma obra de arte.
Ambas deram respostas a problemas que o mundo impde, respostas
construidas com abstracao, a beleza intrinseca do homem. (Barco, 2001)

Segundo Barco (2001), a Mateméatica que fazemos na escola é a parte
técnica, mas a Matematica sobretudo é resolver os problemas da natureza de forma
I6gica, os artistas pintam e os matematicos dao respostas logicas e coerentes, todas
elas permeadas pela estética.

Conforme concluiu Barco (2001), Escher pintou paradoxos matematicos e
€ uma referéncia importante em muitos trabalhos cientificos. Escher se interessou
desde cedo por temas ritmicos em superficies planas e s6 encontrou a solugéo para
seu trabalho depois de visitar Alhambra, no sul da Espanha, onde copiou os mosaicos

feitos durante a invasao arabe.

O padréo Escher € encontrado na natureza, na casca da arvore,
na celulose, na folha de papel no livro. RepeticBes das formas em escala
macro e microscopica, repeticbes das formas na natureza. Na ciéncia a
repeticdo significa um padrdo, inferimos conclusdes pelo comportamento

repetitivo dos eventos. Toda sequéncia de padrbes de Escher pode ser

! Link da série : http://www?2.tvcultura.com.br/artematematica/home.html, ( Laboratérios da Faculdade de Educag¢ao da USP, da tv
cultura de 2001).




15

descrita matematicamente, e a composi¢do dessas formas ou as equacdes
matematicas que acabam regendo a maneira como as moléculas se agrupam

na natureza. (Toma, 2001)

O primeiro capitulo descreve alguns fatos importantes sobre a vida do
artista Maurits Cornelis Escher e as fases de sua obra, usando como referéncia
principal o livro Espelho M&gico do matematico Bruno Ernst .

O segundo capitulo aborda os conceitos basicos da geometria Eucliana
plana, tendo como referéncia principal os livros Fundamentos de Matematica
elementar de Osvaldo Dolce e José Nicolau Pompeu e o volume de Geometria da
colecdo PROFMAT de Antonio Caminha Muniz Neto.

O terceiro capitulo aborda uma parte especifica da geometria das
transformagdes, com énfase nas trés obras de Escher analisadas nesta dissertacéo.
Nesta abordagem foram usados como referéncia principal os livros Um estudo
Geomeétrico das transformagdes elementares de Sérgio Alves e Maria Elisa E.L.
Galvéao e Isometrias do Elon Lages de Lima.

O quarto capitulo aborda também uma parte especifica das tesselacgoes,
as regulares, que sao fruto do estudo desta dissertacdo nas obras de Escher. As
principais referéncias foram as dissertacdes do PROFMAT de Maria Robevania
Leitdo, Tesselacdes no ensino da geometria Euclidiana, (2015) e José Bernardo de
Araujo Torres, TesselacOes planas: Apresentar as tesselacfes do plano e algumas
aplicacdes nas obras de Maurits Cornelis Escher, (2017).

O quinto e ultimo capitulo faz um estudo sobre trés obras de Escher, no
aspecto das isomorfias e tesselacdes. As obras foram escolhidas especificamente por
representarem sequencias de padrdes que cobrem perfeitamente o plano e que

podem ser representadas matematicamente, unindo a Arte e a Matematica.
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1 O ARTISTA MAURITS CORNELIS ESCHER
1.1 Um pouco sobre Escher

Maurits Cornelis Escher foi um famoso artista grafico do mundo moderno,
dedicando sua vida as artes graficas. Escher deixou uma producéo de 448 litografias?
e xilogravuras® e mais de 2 mil desenhos e esbocgos, além de ter ilustrado livros,
tapecarias, selos e murais.

Segundo sua bibliografia retirada do site oficial de Escher
(https://Imcescher.com/about/biography/), e o livro “O espelho magico de M. C. Escher”
de Bruno Ernst de 1978, Escher nasceu em Leeuwarden, na Holanda, em 17 de junho
1898, filho de George Arnold Escher, engenheiro civil e chefe de um departamento de
engenharia do governo, e de sua segunda esposa, Sara Gleichman. Escher era o mais
novo dos trés irmaos. Em 1903, a familia mudou-se para Amhelm, onde Maurits

cursou o primario e o secundario, fases da sua infancia e adolescéncia.

Figura 1:Escher em 1913

Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>.Acesso em julho 2019.

2 Arte de reproduzir em papel, por meio de uma prensa de pedra calcaria pintada

8 Técnica que consiste em realizar gravuras em madeiras, a qual se deixa em relevo a parte que pretende fazer

areproducgédo do desenho
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Segundo Ernest (1978), na escola Escher se interessava mais pelas aulas
de desenho, sendo reprovado por duas vezes no exame final do curso secundario.
Seu professor de Arte, F.W. van der Haagen ficou decepcionado pois o aluno possuia
um talento acima do normal.

O pai de Escher, observando o talento do filho e simpatizando-se pela area
de exatas, deduziu que o melhor curso seria 0 de Arquitetura. Sendo assim, em 1919,
Escher foi para Haarlem para estudar na Escola de Arquitetura e Artes Decorativas.
Em pouco tempo, um professor de técnicas de gravuras artisticas, Samuel Jesserun
de Mesquita (figura 2), observando o talento de Escher, convenceu seu pai a mudar o
curso do filho de Arquitetura para o de Artes Decorativas, passando a ser seu principal
professor. Nessa época, Escher comecou a dominar a técnica de xilogravura. Dois
anos depois Escher deixou a escola de Arte, pois havia adquirido uma boa base em
desenho e dominio da xilogravura. Escher manteve contato com Mesquita, até sua

morte, enviando seus trabalhos para que ele opinasse.

Figura 2 : Samuel Jesserun de Mesquita

Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>.Acesso em julho 2019.

Segundo Ernest (1978) Escher viajou pela Italia central, com amigos,
passando uma curta temporada na Espanha e depois passou o inverno de 1922 e a
primavera de 1923 em Siena, na ltalia. Escher também viajou pelo sul da Italia, onde
havia arquitetura com elementos romanos, gregos e sarracenos despertando seu
interesse.

Durante essa viagem que ele conheceu a jovem Jetta Umiker em uma

pensdo no sul da Italia, com quem casou-se em 1924.
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Figura 3: Escher e sua esposa Jetta

Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>. Acesso em julho 2019.

Apos o casamento foram morar em Roma, onde havia um quarto preparado
para estudio e em 1926 nasceu seu primeiro filho Giorgio Arnaldo Escher.

Na primavera faziam viagens por outras cidades na companhia de outros
pintores, em busca de novas impressodes, vivendo algumas aventuras e retornando
com centenas de desenhos.

Por volta de 1930, Escher ainda era desconhecido. Ele organizava
pequenas exposic¢des e ilustrava alguns livros, sendo em grande parte dependente
dos pais até meados de 1951, onde parte de seus rendimentos eram obtidos pela

venda de gravuras.

Figura 4: Escher nos anos 30
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Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>.Acesso em julho 2019.
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Segundo Ernest (1978) seu pai faleceu em 1939 e apesar de ter
possibilitado o desenvolvimento de Escher, ndo pode apreciar o valor de suas obras.

Em 1935 o clima politico fez Escher mudar para a Suica, onde nao havia
inspiragdo para o artista na paisagem local, e um ano depois ele resolveu viajar de
navio com sua esposa pela Europa, observando os ornamentos mouriscos no sul da
Espanha. Escher copiou os ornamentos de forma a descobrir os segredos da divisdo
regular do plano, a translacdo, a rotacéo, a reflexado e a translacao refletida, obtendo

o conhecimento através do estudo sistematico e da experimentagéo.

Tal contato de Escher com a arte arabe esta na base de seu interesse e da
sua paixdo pela divisdo regular do plano em figuras geométricas que se
transfiguram, repetem-se e refletem a partir das pavimentacfes. Assim, as
obras de Escher consistiam também em preencher as superficies e substituir
as figuras abstrato-geométricas comuns na arte arabe, por figuras concretas,
perceptiveis e existentes na natureza (apesar de altamente estilizadas), como
passaros, peixes, pessoas, répteis, etc. E esse estilo caracteriza as obras de
Escher. (ESQUERDO, 2018, p.30)

Em 1937 mudou-se para Bélgica, pois quando a Segunda Guerra Mundial
comecou o ambiente ficou dificil para Escher. Nessa época ele mudou o foco de sua
obra, inspirando-se em arabescos mouros, que ele havia observado em suas viagens

pela Espanha, direcionando suas gravuras para a abstracdo conforme figura 5.

Figura 5: Escher e a abstracéo

Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>. Acesso em julho 2019.

Em muitas obras h& o interesse pelos sélidos geométricos, pois o artista

admirava as formas cristalograficas naturais, possivelmente influenciado por seu
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irméo que era professor de Geologia e escreveu um manual sobre Cristalografia e
Mineralogia.

Escher despertou a atencdo por parte de muitos matematicos, cientistas e
cristalografos. Analisavam suas obras e seu perfeccionismo, mas somente quando o
matematico Bruno Ernest comecou a trocar correspondéncias com Escher é que ele
passou a olhar essa matematica presente em sua obra, a partir do contato de Escher
€ outros matematicos, o artista passou a usar a matematica como ponto de partida

nas obras com geometria hiperbdlica conforme a figura 6.

Figura 6: Escher observando seu reflexo em um espelho

Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>. Acesso em julho 2019.

Em 1941 mudou-se para Holanda, onde seus filhos cresceram e encontraram
seus proprios caminhos. Escher fez ainda varias viagens, porém ndo encontrou novas

inspiracdes.

Embora ndo se tenha qualquer formagdo matematica, Escher utilizou a
criatividade e o dinamismo atrelado & Matemética no processo de cria¢édo de
suas obras de gravuras. Inclusive, o préprio Escher declarou que era
inteiramente leigo no ambito da Matematica e que ele considerava estranho
o fato de seus trabalhos abordarem teorias matematicas que ele
desconhecia. Sao palavras do préprio Escher sobre seu conhecimento
matemético, publicadas numa entrevista a Ernst: “Eu nem sequer tive um
<suficiente> em Matematica. E esquisito que eu pareca abordar teorias
mateméticas, sem que eu préprio as conheca. Nao, na escola era um rapaz
simpatico e pateta. E entdo agora imaginar que matematicos ilustram os seus
livros com as minhas gravuras! E que eu me dou com toda esta gente erudita
como um irméo e colega. Eles ndo podem imaginar de maneira alguma que
eu ndo perceba nada do assunto. (ESQUERDO, 2018, p.32)
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Em 1962 adoeceu e parou por um tempo seu trabalho, ja em 1970 como
mostra figura mudou-se para a Casa-de Rosa-Spieri em Lren, norte da Holanda, local

para artistas idosos, onde faleceu dois anos depois.

Figura 7 : Escher nos anos 70

Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>. Acesso em julho 2019.

Segundo Esquerdo (2018), na sua dissertacdo, ao estudar as gravuras de
Escher é possivel observar trés momentos de sua producado, que relacionam-se ao
meio que ele estava inserido, e as influéncias cientificas e artisticas da época.

Em um primeiro momento seu trabalho se caracterizava por paisagens que
representavam os lugares por ele visitados em suas viagens.

Mudou-se devido a guerra, durante seu trabalho focou em gravuras
abstratas e desenhos inspirados em arabescos mouros visualizados em suas viagens.
Essas obras foram analisadas por matematicos sem que Escher percebesse essa
aproximacdo com a matematica.

Apés o contato, através de correspondéncia, com 0 matematico Bruno
Ernest conforme figura 8, Escher passou a olhar para os aspectos matematicos de
suas gravuras, e a partir dai, em um terceiro momento, passou a utilizar conceitos

matematicos para inspirar suas obras.
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Figura 8: o livro escrito por Bruno Ernest sobre Escher em 1978 e seu autor

The Magic Mirror of

M.C. ESCHER

Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>.Acesso em julho 2019.

A minha visita foi o inicio de uma longa amizade. Nas numerosas visitas e
conversas que se seguiram, fui lentamente conduzido ao mundo imaginario
de Escher, acerca do qual acabaria por escrever tantos artigos ao longo dos
anos. Sentia-me sempre lisonjeado pelas reacdes, tais como “...n&o creio ter
lido em lado algum algo tdo autorizado acerca desta gravura(ou mesmo
outra)” Referia-se a uma andlise de Galeria de Arte que eu criticara ho meu
primeiro livro e que Escher, tal como eu, mais tarde, considerava a sua melhor
obra . (ERNEST, 1978, p.6)

1.2 Fases da Obra de Escher

No livro O Espelho Magico o matematico Bruno Ernest identifica 4 fases no
trabalho de Escher. Na primeira fase que vai de 1922- 1937, Escher pintava
paisagens do sul da Itdlia e regides costeiras mediterraneas, retratos, plantas e
animais. O auge foi alcancado com Castrovatva (1930) conforme a figura 9, uma

grande litografia.
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Figura 9: Castrovatva (1930), uma grande litografia.

Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>. Acesso em julho 2019.

Na segunda fase que vai de 1937-1945, Escher fazia gravuras sob
influéncia da matematica, separadas por trés temas: a estrutura do espaco, a
composicdo de paisagens e a interpenetracdo de mundos diferentes e os sélidos
matematicos abstratos. Nesse periodo pintavam transformacdes graduais,
bidimensionais e tridimensionais, havendo varias obras significantes, entre elas a

Metamorfose 1940, conforme figura 10.
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Figura 10: Metamorfose (1940)
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Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>. Acesso em julho 2019.

Na terceira fase que vai de 1946-1956, Escher pintou representacoes
pictéricas da relacdo entre espaco e superficie, ressaltando a esséncia da
representacdo, a perspectiva e as figuras impossiveis. Nesse periodo as gravuras
estavam subordinadas a perspectivas, com pontos de vistas insoélitos, havendo
grandes pesquisas sobre as suas regras. O auge foi alcangcado com a obra Em cima
e em baixo 1947 conforme figura 11, onde além da relatividade dos pontos de fuga,

séo reproduzidos feixes de linhas paralelas com curvas convergentes.

Figura 11: Em cima e em baixo (1947)

Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>. Acesso em julho 2019.
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Na quarta fase que vai de 1956 -1970, pintou a estrutura da superficie,
usando a metamorfose, os ciclos e a aproximacgao ao infinito. Nesse periodo foram
produzidas as obras chamadas de figuras impossiveis, sendo a mais bem-sucedida,
Galeria de Arte conforme figura 12, onde o préprio Escher reconhece que havia

atingido os limites maximos do seu pensamento e representacao.

Figura 12:Galeria de Arte(1956)

Fonte: <https://mcescher.com/about/biography/>. Acesso em julho 2019.
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2.CONCEITOS BASICOS DA GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA

Neste capitulo iremos rever alguns conceitos basicos da Geometria
Euclidiana plana, tais como ponto, reta, plano, angulos, circunferéncia, paralelismo,
tridangulos e suas propriedades , angulos na circunferéncia , poligonos , quadrilateros
notaveis e suas propriedades que serdo Uteis para o estudo das transformacdes

geomeétricas no capitulo seguinte.

2.1 Ponto, reta e plano

Ponto, reta e plano sdo conceitos primitivos, que prescindem de definicbes

formais.

Figura 13: Ponto P, reta r e plano «

L L

Fonte: Autora (2020)

2.1.1 Postulados

a) Dois pontos distintos determinam uma Unica reta que passa por eles. Os pontos A

e B distintos determinam a reta que indicamos por AB .

(A+B,A€r,Ber) » r=4B

Figura 14: Retar = AB

@)
@)

Fonte: Autora (2020)

b) Trés pontos néo colineares* determinam um Unico plano que passa por eles. Os

pontos A, B e C néo colineares determinam um plano « que indicamos por (A, B, C).

4 Pontos colineares sdo pontos que pertencem a mesma reta.
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FIGURA 15: PLANO «

A7

Fonte: Autora (2020)

¢) Quaisquer que sejam os pontos A, B e P, se P esta entre A e B, entdo A, B e P sao

colineares.

Figura 16: Pontos Colineares

Fonte: Autora (2020)

2.1.2 Segmento de reta

Dados dois pontos distintos, a reunido do conjunto desses dois pontos com
0 conjunto dos pontos que estao entre eles € um segmento de reta. Assim, dados A e

B, A #B, 0 segmento de reta AB é 0 que segue:

AB = {A,B} U {X|X esta entre A e B}.

Figural7: Segmento AB

Fonte: Autora (2020)

2.1.3 Semirreta

Dados dois pontos distintos A e B, a reunido do segmento de reta AB com
0 conjunto dos pontos X tais que B esta entre A e X é a semirreta AB .

AB = AB U {X|B esta entre A e X}

Figura 18: Semirreta AB

Fonte: Autora (2020)



28

2.1.4 Congruéncia de segmentos

Na geometria Euclidiana plana segmentos congruentes tém medidas iguais

e, reciprocamente, segmentos que tém medidas iguais sdo congruentes.

AB = CD & m(AB) = m(CD)

A congruéncia de segmentos (simbolo =) satisfaz as propriedades:
a) Reflexiva. Todo segmento é congruente a si mesmo, ou seja, AB = AB ;
b) Simétrica. Se AB = CD , entdo CD = AB ;
c) Transitiva. Se AB = CD e CD = EF , entdo AB = EF.
2.1.5 Distancia

Distancia: Uma fungéo d: R — R é uma distancia, se para todo 4,B,C € R
temos:
a) d é Real, finita e ndo negativa,
b)d(A,B) =0 & A = B;
¢) d(A,B) = d(B, A);
d) d(4,C) < d(A,B) +d(B, ().

2.1.6 Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos distintos Ae B a distancia entre Ae B,d (A,B), é a

medida do comprimento AB do segmento AB: d(A, B) = AB.

2.1.7 Ponto médio de um segmento

Um ponto M é ponto médio do segmento AB se M estaentre Ae Be AM =

MB.
2.2 Angulo

Chama-se angulo a reunido de duas semirretas de mesma origem, nao

colineares. Sendo 0A e OB duas semirretas nao colineares, dizemos que o ponto O é
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o vértice do angulo e as semirretas OA e OB sao os lados do angulo. Indicamos o

angulo por AOB ou O . Assim temos:

AOB = 0A U OB

Figura 19: Angulo AOB

Fonte: Autora (2020)

2.2.1 Angulos opostos pelo vértice (0.p.v.)

Dois angulos sao opostos pelo vértice se os lados de um sao as

respectivas semirretas opostas aos lados do outro.

AOB e COD s&o o.p.v.

Figura 20 :Angulos Opostos pelo Vértice

Fonte: Autora (2020)

2.2.2 Definicdo da funcdo medida angular

A medida de um angulo AOB, indicada por m (A0B), é um namero real

positivo associado ao angulo.
Dizemos que dois angulos sdo congruentes se tém medidas iguais
AOB = CPD & m (AOB) = m(CPD)
2.2.3 Definicdo de Grau

Associamos a todo angulo uma medida da regido do plano que ele ocupa,

dividindo uma circunferéncia de centro O em 360 arcos iguais e tomando pontos X e Y,
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extremos de um desses 360 arcos iguais. Dizemos que a medida do angulo X0Y é de

1 grau, denotando por 1° e escrevendo m(X0Y) = 1°.
2.2.4 Angulos complementares e suplementares

Dois angulos sdo complementares se a soma de suas medidas € 90° e sdo
suplementares se a soma de suas medidas é 180 °.

2.2.5 Bissetriz de um angulo

Uma semirreta OC interna® a um angulo AOB é bissetriz do angulo AOB se
AOC =BOC.

2.3 Circunferéncia

Circunferéncia é o conjunto dos pontos de um plano cuja distancia a um
ponto dado desse plano € igual a uma distancia (ndo nula) dada. O ponto dado é
chamado de centro e a distancia dada € chamada de raio da circunferéncia. Note que
raio € a medida do comprimento do segmento com origem no centro da circunferéncia

e extremidade na circunferéncia.
2.3.1 Corda ou diametro

Corda de uma circunferéncia € um segmento cujas extremidades
pertencem a circunferéncia. Diametro de uma circunferéncia € uma corda que passa
pelo seu centro. Considere o exemplo a seguir que ilustra essas definicbes. Temos
que AB € uma corda, CD é um diametro e OP é um segmento cuja medida é igual ao
raio.

Obs: Um segmento com origem no centro da circunferéncia e que possua

medida igual ao raio, sera chamado ao longo deste trabalho apenas de raio.

5 Defini¢do no livro Fundamentos de Matemdtica Elementar de Osvaldo Dolce e José Nicolau Pompeu.
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Figura 21: Corda, Didmetro e Raio.

didmetro
o

Fonte: Autora (2020)
2.3.2 Arco da circunferéncia e semicircunferéncia

Considerando uma circunferéncia de centro O e Ae B dois pontos da
circunferéncia que néo sejam extremidades de um diametro. Tais pontos dividem a
circunferéncia em dois arcos, sendo que o arco de menor comprimento sera
denominado simplesmente arco menor e analogamente o arco de comprimento maior

serad denominado arco maior.

Figura 22: Arco menor e Arco maior

Fonte: Autora (2020)

Semicircunferéncia AB é a reunido dos conjuntos dos pontos 4,B e de

todos os pontos da circunferéncia que estdo em um dos semiplanos determinados

pelo diametro AB.
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Figura 23: Semicircunferéncia

semicircunferéncia

diametro
o

Fonte: Autora (2020)

2.4 Paralelismo
2.4.1 Retas concorrentes
Duas retas sao concorrentes se elas tém um unico ponto comum.

rns = {P}

Figura 24: Retas Concorrentes

Fonte: Autora (2020)

2.4.2. Retas perpendiculares

Duas retas séo perpendiculares, simbolo L, se sédo concorrentes e na sua

interseccao temos angulos retos.

rlserns= {E}em(DEA) =m(CEA) = 90°
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Figura 25: Retas Perpendiculares

Fonte: Autora (2020)

2.4.3 Mediatriz

Sejam Ae B pontos distintos de um plano. A mediatriz do segmento
determinado pelos pontos A e B € a reta m perpendicular ao segmento AB e que passa

pelo ponto médio M de AB.

AM = B

Figura 26: Mediatriz
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Fonte: Autora (2020)
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2.4.4 Retas paralelas

Duas retas sdo paralelas, simbolo //, se sdo coincidentes ou sé&o

coplanares® e ndo tem nenhum ponto comum.
rCc,s cX,rNs=0=>r//s

Figura 27: Retas Paralelas Coincidentes e Retas Paralelas Distintas

/=7 /=7

Fonte: Autora (2020)

2.4.5 Reta transversal

Sejam r e s duas retas paralelas ou ndo e t uma reta concorrente comr e s,

aretat & uma transversal deres.

Figura 28: Reta transversal
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Fonte: Autora (2020)

Dos oito angulos determinados por essas retas indicados na figura acima,

chamam-se:
Angulos alternos internos: ye 8, 8 e n

Angulos alternos externos: ae ,Be ¢

5 Retas coplanares sdo retas que pertencem a um mesmo plano.
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Angulos correspondentes: ae 8, Ben, ye( dec
Angulos colaterais internos: yen, d e 8

Angulos colaterais externos: ae €, B e g

Angulos opostos pelo vértice: aey,Bed, nee 08el

Pode-se provar que se as retas r e s forem paralelas, os pares de angulos
correspondentes s&o congruentes. O mesmo se pode dizer entre os pares de alternos
e também sobre os pares de opostos pelo vértice. Ja os pares de angulos colaterais

sao suplementares.
2.4. 6 Teorema de Tales

Se duas retas séo transversais de um feixe de retas paralelas, entdo a
razdo entre dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razdo entre o0s

segmentos correspondentes da outra.

Considere as retas r e s tranversais as retas paralelas h, i e j e 0s pontos

A, B, C, D, E e F conforme a figura a seguir:

Figura 29: Teorema de Tales

Fonte: Autora (2020)
Nas condi¢Oes dadas temos que :

AB _ DE
BC  EF
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2.5 Triangulo

Dados trés pontos A, B e C ndo colineares a reunido dos segmentos AB ,

AC e BC chama-se triangulo ABC, indicamos por AABC.

AABC = ABU AC U BC

Figura 30: Triangulo

b

Fonte: Autora (2020)

2.5.1 Elementos

Os pontos A, B e C s&do os vértices do AABC, os segmentos AB ,AC e BC
s&o os lados do triangulo. Os angulos BAC,ABC e ACB s&o os angulos internos do
AABC.

Figura 31: Elementos do triangulo

Fonte: Autora (2020)

Cada angulo interno define dois &ngulos externos. Dessa forma, ABD e CBI
s&o angulos externos adjacentes ao angulo ABC ; ACF e BCH sdo angulos externos
adjacentes ao angulo ACB ; EAC e GAB s&do angulos externos adjacentes ao angulo

BAC .
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Figura 32: Angulos externos do triangulo

D
J H
Fonte: Autora (2020)
2.5.2 Classificacao

2.5.2.1 Quanto aos lados os triangulos se classificam em:

Equilatero quando tem os trés lados congruentes, isésceles quando tem
pelo menos dois lados congruentes e escaleno quando dois quaisquer lados néo sao

congruentes.
2.5.2.2 Quanto aos angulos os triangulos se classificam em:

Retangulo se tem um angulo reto. Acutangulo se tem os trés angulos

agudos’ e obtusangulo se tem um angulo obtuso® .

No caso do tridngulo retangulo, o lado oposto ao angulo reto € chamado de

hipotenusa e os outros dois lados sdo chamados de catetos.
2.5.3 Congruéncia de Triangulos
2.5.3.1 Definicéao

Dois triangulos sdo congruentes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre os vértices de um e de outro, de modo que seus
respectivos lados e angulos internos correspondentes sejam congruentes entre si.

Para os triangulos ABC e EDF , temos:

7 Angulos com medidas menores do que 90 °
8 Angulos com medidas maiores do que 90° e menores do que 180°
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—_— _— ~ A A

AABC = AEDF @ AB = ED ,AC = EF,BC = DF,

e
1]
R
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o

Figura 33: Triangulos Congruentes

Fonte: Autora (2020)

2.5.3.2 Casos de congruéncia
2.5.3.2.11°Caso — LAL

Se dois lados de um tridngulo e o angulo entre eles forem congruentes a
dois lados de outro triangulo e ao angulo entre eles, entdo os dois triangulos séo

congruentes.

A~ ~

A ___LAL I
AB=ED,B=D,BC =DF = AMBC =AEDF=>A=E, AC=EF,C=F

Figura 34: Caso LAL de Congruéncia de Triangulos

B D

Fonte: Autora (2020)

Obs: Este caso pode ser tomado como postulado e 0s casos seguintes podem ser

provados® através dele!
2.5.3.2.2 2°Caso — ALA

Se dois angulos de um triangulo e o lado compreendido entre eles forem
congruentes a dois angulos de outro triangulo e ao lado compreendido entre esses

angulos, entdo os dois triangulos sao congruentes.

9 Os outros casos estdo demonstrados no livro Fundamentos de Matemdtica Elementar de Osvaldo Dolce e José
Nicolau Pompeu.
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F

P

PP _ ALA — =
A=EAC =EF,C =F = AABC =AEDF > AB =ED, B=D,BC

Figura 35: Caso ALA de Congruéncia de Triangulos

Fonte: Autora (2020)

2.5.3.2.33° Caso - LLL

Se os trés lados de um triangulo sdo respectivamente congruentes aos

lados de outro tridngulo, entdo os dois triangulos séo congruentes.

- LLL A A oa
AB =ED,BC = DF ,AC = EF = AABC = AEDF=>A=E,B

~

F

D¢

Figura 36: Caso LLL de Congruéncia de Triangulos

] T

Fonte: Autora (2020)

2.5.3.2.4 4° Caso - LAA.

Se dois angulos de um tridangulo e o lado oposto a um deles forem
congruentes a dois angulos e ao lado oposto correspondente de outro triangulo, entéo

os dois triangulos sédo congruentes.

JR— JR— PN _

A . LAA S R
C F,AEE,BED:(;AABCEAEDF:’ABEED,B = DE,C

F



40

Figura 37: Caso LAA, de Congruéncia de Triangulos

Fonte: Autora (2020)

2.5.3.2.5 Congruéncia de triangulos retangulos

Se o0s dois lados de um triangulo retangulo sao respectivamente
congruentes aos lados de outro triangulo retangulo, entdo os dois triangulos séo

congruentes. Esse caso € consequéncia do Teorema de Pitagoras que sera

demonstrado adiante.

Figura 38: Congruéncia de Triangulo Retangulo

Fonte: Autora (2020)

2.5.4 Propriedades
2.5.4.1 Soma dos angulos internos

A soma dos angulos internos de qualquer triangulo é igual a 180°.

Demonstracéo: Seja o triangulo ABC. Pelo vértice A tracamos a reta DE ,
paralelo ao lado BC. Os angulos ABC e DAB s&o alternos internos, e, portanto,
congruentes. Os angulos ACB e EAC s&o alternos internos, e, portanto, congruentes.
Dessa forma, tem-se que m(DAB) + m(BAC) + m(EAC) = 180°. Como m(DAB) =
m(ABC) e m(EAC) = m(ACB) , temos que m(CBA) + m(ACB) + m(BAC) = 180°.
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Figura 39: Soma dos angulos internos do triangulo

Fonte: Autora (2020)

2.5.4.2 Teorema do angulo externo

Em todo triangulo, a medida de um angulo externo € igual a soma das

medidas dos dois angulos internos ndo adjacentes a ele.

Demonstracéo: Seja o triangulo ABC indicado abaixo e X € BC tal que C
estd entre Be X, pela propriedade da soma dos angulos internos, temos que
m(ABC) + m(CAB) + m(BCA) = 180°. Note ainda que angulos BCAe ACX sé&o
suplementares, logo m(BCA) + m(ACX) = 180°. Igualando as duas equagdes temos
que m(4ABC)+m(CAB) + m(BCA) = m(BCA) + m(ACX)e  portanto m(ABC) +
m(CAB) = m(ACX).

Figura 40: Teorema do Angulo externo

Fonte: Autora (2020)

2.5.4.3 Proposicao: Desigualdade nos triangulos

a) Se dois lados de um tridngulo ndo sdo congruentes, entdo os angulos

opostos a eles ndo sao congruentes e o maior deles esta oposto ao maior lado.
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b) Se dois angulos de um triangulo ndo sao congruentes, entdo os lados

opostos a eles ndo sdo congruentes e o maior deles estid oposto ao maior lado.
2.5.4.3.1 Proposicao: Desigualdade triangular

Em todo triangulo cada lado é menor que a soma dos outros dois.
2.5.5 Semelhanca de triangulos
2.5.5.1 Definicao

Dois tridngulos sdo semelhantes (simbolo ~ ), se e somente se, possuem
os trés angulos correspondentes congruentes e o0s lados correspondentes

proporcionais.
2.5.5.2 Critérios de Semelhanca

1°Caso- AAA: Se dois triangulos possuem trés angulos correspondentes congruentes,

entao eles sdo semelhantes.

Como corolario imediato temos o caso AA: Se dois triangulos possuem dois angulos

correspondentes congruentes, entao eles sdo semelhantes.

A=D,B EAA AABC~ADEF ¢b_4c _AB C=F
= =L = ~ =5 — = — =
’ FE DF DE°©

Figura 41: Semelhanga de triangulos com dois angulos congruentes

Fonte: Autora (2020)

2°Caso-LAL: Se dois lados de um triangulo sdo proporcionais aos lados
correspondentes de outro tridngulo e os angulos compreendidos entre eles sao

congruentes, entdo os triangulos sdo semelhantes.

AC _AB B acB~EDF=B=F =D 0 AC _48
_— = el ~ = = = _— = —
ED EF’ ’ "DF  ED EF
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Figura 42: Semelhanca de Triangulos com dois lados proporcionais

A
E
y B [j

Fonte: Autora (2020)

3°Caso-LLL: Se dois triangulos tém os lados correspondentes proporcionais, entao

eles sdo semelhantes.

B _AC _AB U  ABC~ADEF>A=D,B=FC=F
FE _DF DE CASLEEE

Figura 43: Semelhanga de Tridngulos com trés lados proporcionais

A D
E
B
F
C
Fonte: Autora (2020)

2.6 Angulos na Circunferéncia
2.6.1 Angulo Central

Angulo central relativo a uma circunferéncia é o angulo que tem o vértice

no centro da circunferéncia. Em uma circunferéncia de centro O um angulo central



44

determina um arco AB e a medida desse arco é correspondente ao angulo central

AOB.

AOB angulo central / AB arco menor

Figura 44: Arco Central A

Fonte: Autora (2020)

2.6.2 Medida do angulo inscrito

Um angulo inscrito relativo a uma circunferéncia € um angulo que tem o
vértice na circunferéncia e os lados sao retas que contém cordas. O Teorema do
angulo inscrito propde que se AB e AC séo cordas de um circulo de centro 0 , entdo
a medida do angulo inscrito BAC é igual & metade da medida do angulo central BOC
correspondente. A demonstracao foi retirada do livro de Geometria do PROFMAT, no
caso em que o angulo inscrito contém o centro, 0s outros casos poderdo ser

encontrados no respectivo livro.

Demonstracéo: O angulo ACB contém o centro O em seu interior: como 0S
triangulos 0OAC e OBC s&o isOsceles, de bases respectivamente AC e CB, temos
m(0AC) = m(0CA) =x e m(OBC)=m(0CB)= B .Seqgue que m(BCA)= a + f
e , pelo teorema do angulo externo , temos que m(40D) = 2x e m(DOB)= 28 e

m(AOC) = m(A0D) + m(DOB) = 2(x +f) = 2m(ACB).

m(AB)
2

m(AOB)
2

m(ACB) = oum(ACB) =



45

Figura 45: Medida do Angulo Central

arco

Fonte: Autora (2020)

2.7 Relagdes métricas no triangulo retangulo

Tracando a altura AD relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo
ABC obtém-se dois triangulos retangulos DBA e DAC semelhantes ao triangulo
ABC pelo critério da congruéncia AA. Note ainda que ABC = ABD e ACB = ACD,
portanto novamente pelo caso AA podemos concluir que
AABC~ADBA ,AABC~ADAC e ADBA~ADAC.

Figura 46: Semelhancas no tridngulo retangulo

: &

B D C

Fonte: Autora (2020)

Com base nas semelhancas dos triangulos e indicando as medidas dos
segmentos na figura abaixo, obtemos a relacfes a seguir, que sdo chamadas de

relacdes métricas no triangulo retangulo.
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Figura 47: Elementos nos tridngulos retangulos

Fonte: Autora (2020)

(Db? =an
(IDc? = am
(11 h? = mn
(IV)bc = ah

2.7.1 Teorema de Pitagoras

A soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa.

Obtemos esta relacéo a partir das relacées métricas no triangulo retangulo.

Demonstracdo: Usando as relacdes métricas no triangulo retangulo, vamos

somar (I) e (II). b> + c? =an+am = a(n+m) = a-a, ou seja, b? + c% = a?.
2.8 Seno, cosseno e tangente

Considerando um triangulo ABC, retangulo em A, « a medida de um dos
angulos agudos, temos que seno do angulo «, cosseno do angulo « e tangente do

angulo « sao definidos, respectivamente por:

_ cateto oposto AC
senoa=——=—
hipotenusa BC
_ cateto adjacente AB
cos a = - =—
hipotenusa BC
_ cateto oposto AC
tga= =—

cateto adjancente Y



a7

Figura 48: Triangulo Retangulo

C

Fonte: Autora (2020)
2.8.1 Lei dos senos

Os lados de um triangulo séo proporcionais aos senos dos angulos opostos
e a constante de proporcionalidade € o diametro da circunferéncia circunscrita ao

triangulo.

Demonstragéo: Dados um triangulo ABC e a circunferéncia circunscrita de
centro O e raio R, tragamos o didmetro BD desta circunferéncia. Pelo teorema do

angulo inscrito temos que m(BDC) = _m(fC)

e m(BAC) = @ e, portanto, m(BD() =

m(BAC). Também pelo teorema temos que o triangulo DCB é retangulo em C e,

portanto, valem as relacdes:

A BC BC

= - — = 2R
2R sen BAC

Figura 49: Lei dos senos lado BC

Fonte: Autora (2020)
Repetindo o processo para 0s outros angulos teremos:

AC AB
sen (ABC) sen (ACB)
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Figura 50: Lei dos senos lados AC e AB

Fonte: Autora (2020)
E finalmente a expresséo da lei dos senos:

BC _ AC _ AB — 2R
sen (BAC)  sen (ABC) sen(ACB) B

2.8.2 Lei dos cossenos

Em qualquer tridangulo o quadrado de um lado € igual a soma dos
guadrados dos outros dois lados menos duas vezes o produto desses dois lados pelo

cosseno do angulo por eles formado.

Demonstracéo: Considere um triangulo ABC, D o pé da altura relativa ao

lado AB e m(CAB) < 90°. Considerando agora o triangulo retangulo CDA vem que

cos (CAB) = % — AD = AC.cos (CAB)(1), AD?+ DC? = AC?*(2) e DB*+ DC? =

CBZ?. Substituindo DB por (AB — AD), temos : (AB — AD)?* + DC? =
CB? . Desenvolvendo o produto notavel temos que AB?> — 2.AB.AD + AD? +
DC? = CB? (3).

Substituindo (1) e (2) em (3) teremos:
AB? —2.AB.AD + AD? + DC? = CB?
AB? - 2.AB.AC.cos(CAB) + AC?* = CB?
CB? = AB? + AC?- 2.AB.AC.cos(CAB)

A demonstracdo para os demais lados € analoga.
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51: Lei dos Cossenos

D B
A

Fonte: Autora (2020)

No caso em que m(CAB) = 90°e m(CAB) >90° as demonstracdes

podem ser encontradas no livro do PROFMAT volume Geometria.
2.9 Poligonos
2.9.1 Definicao

Dada uma sequéncia de pontos de um plano (A1,Az,...An) cOm n > 3, todos
distintos, onde trés pontos consecutivos ndo sdo colineares, considerando-se

consecutivos An.1, An € A1, assim como An, A1 e A2, chama-se poligono a reunido

dos segmentos A4, A,As ...,An_14, , Az A;.

Figura 52: Poligono

Fonte: Autora (2020)
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2.9.2 Elementos

Considerando o poligono A1A2Az ...An1 An temos que A1,AzAs,...,An1,An

séo os vértices do poligono , os segmentos A4, A,As ...,An_14, ,A,A; séo os lados

do poligono e os angulos A1 A2 As. ..., An1, An S80 0s angulos do poligono.

Figura 53: Elementos do poligono

Fonte : Autora (2020)
2.9.3 Poligono convexo e poligono céncavo

Um poligono € convexo se, e somente se, a reta determinada por dois
vertices consecutivos quaisquer deixa todos os demais vértices num mesmo plano
dos dois que ela determina. Se um poligono ndo é convexo, ele é um poligono

cdncavo ou nao convexo.

Figura 54: Poligono Convexo e Cdncavo

Convexo Cobncavo

Fonte: Autora (2020)
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De acordo com o numero de lados os poligonos recebem nomes especiais.

Numero de lados Nome

3 Triangulo

4 Quadrilatero
5 Pentagono

6 Hexagono

7 Heptagono
8 Octogono

9 Eneagono
10 Decagono
11 Undecagono
12 Dodecagono
15 Pentadecagono
20 Icosagono

2.9.5 Diagonais

Diagonal de um poligono € um segmento com extremidades nos vértices

nao consecutivos do poligono. O numero de diagonais d de um poligono de n lados é

dada por:

d =

n(n —3)
2
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Figura 55:Diagonais

Fonte: Autora (2020)

2.9.6 Soma dos angulos internos de um poligono

A soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados é dada

por:
S, = (n—2)-180°

Demonstracéo: Seja A;A4,45...4, um poligono convexo de n lados. De um
veértice qualquer conduzimos todas as diagonais que tém este vértice como extremo.
O poligono fica entdo dividido em (n — 2) triangulos e a soma dos angulos internos do
poligono S = A; + A, + A;+...+A4,, é igual a soma dos angulos internos dos (n — 2)

triangulos, logo:
S =(m-2)-180°
2.9.7 Angulo interno de um poligono regular

Os angulos internos (4,,) de um poligono regular s&o congruentes,

(n—2)-180°

portanto, temos que n4,, = S>> nd,=m—-2)-180°-> A, = -

2.10 Quadrilateros Notaveis

Sejam A, B, C e D quatro pontos distintos de um mesmo plano, e trés a trés
nao colineares. Definimos que o poligono convexo ABCD é um quadrilatéro. Os
guadrilateros notaveis sdo 0s trapézios, os paralelogramos, 0s retangulos, 0s

losangos e os quadrados.
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2.10.1 Trapézio

Um quadrilatero plano convexo € um trapézio se possui pelo menos dois

lados paralelos.

Figura 56 :Trapézio

-

Fonte: Autora (2020)

2.10.2 Paralelogramo

Um quadrilatero plano convexo é um paralelogramo se possui os lados

opostos paralelos.

Figura 57:Paralelogramo

Fonte: Autora (2020)

2.10.3 Retangulo

Um quadrilatero plano convexo € um retangulo se possui 0s quatro angulos

retos.

Figura 58: Retangulo

Fonte: Autora (2020)
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2.10.4 Losango

Um quadrilatero plano convexo € um losango se possui 0os quatro lados
congruentes.

Figura 59: Losango

Fonte: Autora (2020)

2.10.5 Quadrado

Um quadrilatero plano convexo é um quadrado se possui 0s quatro angulos
retos e os quatro lados congruentes.

Figura 60: Quadrado

Fonte: Autora (2020)

2.10.6 Propriedades dos paralelogramos

2.10.6.1 Angulos opostos congruentes

Em todo paralelogramo os angulos opostos sdo congruentes. Assim, se

D.

ABCD é paralelogramo temos que A =C e B



55

Demonstracdo: Se ABCD ¢ paralelogramo temos que AD//BC, logo
m(DAB) + m(ABC) = 180°. Temos ainda que AB//CD e, portanto, podemos concluir
m(DAB) + m(ADC) = 180°. Comparando as duas expressdes obtemos que

m(ADC) = m(ABC). A demonstragéo de que m(DAC) = m(BCD) é analoga.

Figura 61: Angulos Opostos no Paralelogramo

Fonte: Autora (2020)

2.10.6.2 Lados opostos congruentes

Em todo paralelogramo os lados opostos sdo congruentes. Assim, se ABCD

é paralelogramo temos que AB = CD eBC = AD .

Figura 62: Lados Opostos Congruentes no Paralelogramo

v

Fonte: Autora (2020)

A demonstracao deste fato pode ser encontrada no livro de Fundamentos

de Matematica Elementar, volume geometria plana, Dolce e Pompeo (1985).
2.10.6.3 Diagonais dividem-se ao meio
Em todo paralelogramo as diagonais interceptam-se nos respectivos

pontos médios.



56

Demonstragdo: As diagonais formam &ngulos alternos internos congruentes. Usando

0 caso ALA de congruéncia de triangulos, observamos os lados congruentes. Se

ABCD é paralelogramo e M ¢ a interseccdo de AC e BD, temos que AM = CM e BM =

DM .

Figura 63: Diagonais no Paralelogramo

Fonte: Autora (2020)

A demonstracao deste fato pode ser encontrada no livro de Fundamentos

de Matematica Elementar, volume geometria plana, Dolce e Pompeo (1985).

2.10.6.4 Um par de lados paralelos e congruentes

Todo quadrilatero convexo que tem um par de lados paralelos e

congruentes € um paralelogramo.
2.10.7 Propriedades do retangulo, losango e quadrado
2.10.7.1 Retangulo — diagonais congruentes

Em todo retangulo as diagonais sdo congruentes. Assim se ABCD é

retangulo, temos que AC = BD .

Demonstracdo: Seja ABCD um retangulo. Como todo retangulo € um

paralelogramo, temos que BC = AD e CD = AB. Note ainda que € = A pelo caso de

congruéncia do triangulo retangulo temos que ADAB = ABCD e, portanto, BD = AC.
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Figura 64:Diagonais no Retangulo

Fonte: Autora (2020)

2.10.7.2 Losango — diagonais perpendiculares
Em todo losango as diagonais séo perpendiculares.

Demonstracéo: Suponha que ABCD é um losango. Temos que CD = AD.
Como todo losango € um paralelogramo, sendo M o ponto de encontro das suas
diagonais, vem que MA = MC . Por fim como MD é comum aos triangulos MAD e MCD,
pelo caso LLL temos AMAD = AMCD e assim m(AMD) = m(CMD). Por fim, note que
os angulos AMDe CMD s&o suplementares, ou seja m(AMD) + m(CMD) = 180° -
2m(AMD) = 180° - m(AMD) = 90° = m(CMD).

Figura 65: Diagonais no Losango

Fonte: Autora (2020)

2.10.7.3 Quadrado — diagonais congruentes e perpendiculares

Em todo quadrado as suas diagonais sdo congruentes e perpendiculares

entre si.

Demonstragdo: Como todo quadrado é simultaneamente um retangulo e

um losango a demonstracéo segue direto das duas propriedades anteriores.



Figura 66: Diagonais no Quadrado

Fonte: Autora (2020)
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3. GEOMETRIA DE TRANSFORMACOES

Neste capitulo iremos estudar as principais transformacdes geométricas
tais como translacoes, reflexdes e rotagdes serdo de fundamental importancia para a
analise da obra de Escher, no capitulo cinco .Os estudos foram baseados no livro Um
estudo geométrico das transformacdes elementares de Sergio Alves e Maria Elisa E.L.

Galvéao e no livro Isometrias de Elon Lages Lima.

3.1 Transformagéo no plano

Considere uma aplicacdo F do conjunto dos pontos do plano em si mesmo,
isto €, uma correspondéncia que a cada ponto P do plano associa um unico ponto
desse plano, indicado por F(P).

F é uma aplicacéao bijetora se, para todo ponto Q do plano existe um unico
ponto P tal que F(P) = Q. Uma transformacéo do plano € uma aplicacao bijetora do
conjunto dos pontos do plano sobre si. Sendo F bijetora, existe a aplicacdo F1,
chamada inversa da transformacé&o F , definida por F~1(Q) = P.

Sendo F e G transformacgdes do plano, indicaremos a aplicacdo composta
de F e G por GoF, dada por (GoF)(P) = G(F(P)) , para todo ponto P.

Consideraremos ainda Id a transformacédo identidade definida por
Id(P) =P para todo ponto P do plano. Podemos provar que Fold =F =

IdoF,FoF™! = Id = F~1 o F sendo F uma transformacéo qualquer do plano.

3.2 Isometria do plano

3.2.1 Definicao

Uma transformacdo do plano F é chamada uma isometria do plano, ou
ainda, uma congruéncia do plano, se P’Q’ = PQ para todo par de pontos distintos P e
Q do plano, sendo P’=F(P)eQ =F(Q). Em resumo, dizemos que uma
transformagéo do plano F é uma isometria se F preserva a distancia entre pontos do

plano.
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Figura 67: Isometria

PQ = PQ

Fonte: Autora (2020)

Uma isometria entre os planos e 7' € uma funcéo t:m — 7’ que preserva
distancias. Isto significa que , para quaisquer pontos X,Y e r,pondo X' =
t(X)eY = r(Y)tem-sed(X',Y") = d(X,Y).Toda isometria t:7 —» 7' € uma
fungdo injetiva poisX #Y - dX,Y)>0->dX,\Y) =dXY)>0->X #

Y'. Uma isometria é também sobrejetiva.( LIMA,1996).

Toda isometria do plano é uma transformacéo do plano que preserva: a
relacdo de estar entre pontos médios, segmentos, semirretas, triangulos, angulos,

medidas angulares, perpendicularismos e paralelismos.

3.2.2 Pontos fixos de uma isometria do plano

Uma transformagéo do plano F fixa um ponto A se F(A) = A . Neste caso,
A é chamado um ponto fixo da transformacéao F.

Dado um conjunto P do plano, diremos que F fixa P , ponto a ponto, se
F(A) = A qualquer que seja o ponto A pertence a P , isto &, se F fixa todos os pontos
deP.

Propriedade 1: Se uma isometria do plano fixa dois pontos distintos de uma
reta entdo ela fixa, ponto a ponto, esta reta.

Propriedade 2: Se uma isometria do plano fixa trés pontos ndo colineares
entdo ela é a transformacéo identidade.

Propriedade 3: Se F e G sao isometrias do plano tais que F(4) =
G(A),F(B) = G(B),F(C) = G(C) para trés pontos ndo colineares A,B, C do plano

entdo F = 6.
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Demonstracdo: Sabemos que G'oF é uma isometria do plano. E
(GloF) (A =GYF) = ¢G1(GUA)=4A¢e analogamente concluimos que
(G™oF)(B) =Be (G 'oF)(C)=C, usando a propriedade 2 concliimos que
(G™1oF) = id, ouseja, F = G.

3.3 Translagbes

A nogdo de translacao esté intimamente relacionada com o conceito de vetor
(do Latim “vehere” = transportar). Na realidade, podemos definir os vetores

do plano a partir das translagfes. (LIMA,1996)

Para definir uma translacéo no plano, precisamos apenas de um vetor v no
plano. Lembremos que o vetor nulo 0é aguele que néo possui comprimento, sentido
e direcéo.

E importante lembrar ainda que dado um ponto P e um vetor ¥, definimos

que P+ v = P’ seosegmento PP’ é o representante de ¥ com origem P.

Figura 68: Soma de pontos e vetor

S|
<

Fonte: Autora (2020)

A soma de pontos com vetor permite definir a aplicacdo chamada
translacdo na direcdo do vetor v , ou translacdo de vetor ¥ , ou translacdo no plano.

T3 (P) = P + v, para todo ponto P do plano.

Propriedade 1. Uma translacédo na direcdo de um vetor ndo nulo ndo tem
pontos fixos, isto &, se ¥ # 0, ndo existe um ponto P tal que T3 (P) = P.

Propriedade 2: Dados dois pontos distintos A e B do plano, existe uma Unica
translagcéo T3 tal que T3 (A) = B.

Propriedade 3: Uma translacdo na direcdo de um vetor ndo nulo v deixa

invariantes as retas paralelas a direcdo de ¥ e somente essas retas.
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Propriedade 4: Se A’ =T3 (A),B’ =Tz (B) com A e B pontos distintos do

7z

plano e % # 0, entdo o quadrilatero ABB’A’ é um paralelogramo.

Figura 69: Paralelogramo formado pela translacdo de dois pontos distintos

-

v

-

v

Fonte: Autora (2020)

Demonstracdo: Sendo A" =Tz (A)eB =Tz(B), temos que A=A+
veB' =B+v, ou seja, v=A—-Aev =B —-B. lLogo A—-A=B-B e,
consequentemente, AA’e BB’ sdo paralelos e de mesmo comprimento. Pela

propriedade 2.10.6.4 temos que ABB’A’ € um paralelogramo.

Propriedade 5: Seja F uma transformacéo do plano tal que para todo par

de pontos distintos Ae B o quadrilatero ABB’A’ € um paralelogramo , sendo A’ =
F(A) e B = F(B). Entdo F é uma translacéao.

Demonstragéo : Sejam A e B pontos distintos tais que A’ = F(A) e B’ =
F(B),temos pela hipétese que o quadrilatero ABB’A’é um paralelogramo . Sendo
AB e A’B’ segmentos orientados, paralelos, congruentes e com o mesmo sentido |,

entdo pela propriedade 2 existe uma Unica translacdo Ty tal que Ty(A) =

A’eT3(B) = B’, e portanto existe uma Unica translagdo T3 , com v = AA' , tal que
Ty(4) = A eTy(B) = B’. Temos entdo que F e T3 concidem em todos os pontos do

plano .

E importante observar que, na definigdo de T 4z, € essencial levar
em conta a ordem em que sdo mencionados 0s pontos Ae B. A
translacéo T z; € diferente deT ;3. Na realidade, como se vé
facilmente, tem-seT 5z = (T z3)~'.Mencionaremos o segmento
de reta orientado AB para significar que o ponto A foi tomado como
origem e o ponto B como extremidade. O segmento orientado

BA(oposto de AB) tem B como origem e A como extremidade.
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Salientemos que a translagéo T zz ndo possui pontos fixos. (LIMA,
1996).

3.4 Reflexdes em relacdo a um ponto

Dado um ponto M do plano a reflexdo em relagdo a M € a aplicacdo que
fixa 0 ponto M e associa a cada ponto P do plano, P # M o ponto P’ tal que M é ponto

meédio do segmento PP’. Indicaremos a reflexdo em relacdo ao ponto M por R, .

Figura 70: Reflexdo do ponto P em rela¢é@o ao ponto M

L

/

Fonte: Autora (2020)

A definicdo acima diz que Ry, (M) = M e que para todo ponto P do plano, P
distinto de M , temos Ry, (P) = P’ se M é o ponto médio de PP’ .Neste caso P e P’ sd0

simétricos em relacdo ao ponto M que, por sua vez, é chamado o centro da reflexao.

Propriedade 1 : Dados dois pontos distintos P e Q , sendo P’ = Ry, (P) e
Q' =Ry(Q) , temos que se P,Q e M sdo pontos ndo colineares entdo P’,Q’,M séo
também n&o colineares . Vamos mostrar que nas condigées dadas temos que PQ é
congruente a P’'Q’.

Demonstracdo: Pelo critério LAL de congruéncia de triangulos ,
temos APMQ = AP'MQ' , pois QMP = P'MQ' por serem opostos pelo vértice e QM =
MQ’ e PM = MP’, pois os pontos Q e Q' e P e P’ sdo simétricos em relacdo ao ponto

M, portanto PQ = P’Q’.
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Figura 71: Reflexdo da reta m em relacéo ao ponto M

Fonte: Autora (2020)

O mesmo resultado obtemos quando os pontos P,Q e M sao colineares,
mesmo que P ou Q coincidam com M.

Concluimos assim, que toda reflexdo em relacdo a um ponto € uma
isometria do plano.

Propriedade 2: O anico ponto fixo da reflexdo R,, é 0 seu centro M.

Propriedade 3: As Unicas retas do plano que sao invariantes pela reflexao
Ry sdo as que passam pelo centro M.

Propriedade 4: Dados dois pontos distintos A e B do plano, existe uma Unica
reflexdo R,, tal que Ry (A) = B.

Propriedade 5: Se A’ = R),(A),B’ = Ry;(B) , com A e B pontos distintos do

plano, entdo o quadrilatero ABA’B’ € um paralelogramo.

Figura 72: Paralelogramo formado pela reflex&o de dois pontos distintos

Fonte: Autora (2020)

Propriedade 6 : Sejam M;, M, pontos arbitrarios do plano e ¥ um vetor

qualquer do plano , entdo Ry, 0 Ry, = T 53 -
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Demonstragéo : Sejam M,,M,, A e B pontos distintos do plano obtemos
A A",B’ e B” tais que que A" =Ry, (A),B =Ry, (B),A” =Ry, (A) =
(Rum,0 Ry, )(A),B” = Ry, (B") = (Rm,0Ry,)(B). Pela propriedade 5 temos que o

7

quadrilatero ABA’B’ é um paralelogramo, pela propriedade 5 de Translagdo

concluimos que Ry, 0Ry, € uma translagao.

Figura 73: Translag&o formada pela composta de duas reflexdes de pontos

M1 M2

Fonte: Autora (2020)

Para determinar o vetor de tal translacdo vamos fixar um ponto A tal que

A ¢ MM, . Segue que A, A’ = Ry, (A),A” = Ry, (A’) sdo ndo colineares e o0 segmento

MM, é a base média do triangulo AA’A”, pois AM; = M;A’e A’"M, = M,A’ , portanto
M, e M, s&o os pontos médios dos segmentos AA e A’A” , respectivamente , formado
a base média do triangulo AA’A”.

Como a base média do tridngulo A4’A” é o segmento M; M, , temos que 2
M;M, = AA", ou seja , T yi37;(A) = A" = (R, 0 Ry, ) (4) e portanto pela propriedade 6
temos que , Ruy,0 Ry, = Ty

Figura 74: Translagdo formada pela composta dos pontos médios de um tridngulo

A

M1 M2

Fonte: Autora (2020)
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Observamos também que se M; e M, sdo pontos distintos temos que
Rm,0 Ry, # Ry,0 Ry, €nquanto que Ry, o Ry, = T3 = Id . Segue ainda que toda
translacéo é a composta de duas reflexdes em relagéo a pontos pois dado um vetor v

escolhemos M;, M, de modo que ¥ = 2M;M, e temos T3 = Tosigr; = Rum, 0 Ry,

3.5 Rotacgdes
3.5.1 Definicao

Dados um ponto 0 do plano e um namero real « satisfazendo —180° <x<
180°, a rotacao de centro O e angulo « é a aplicacéo que fixa o ponto O e associa a
cada ponto P do plano, P distinto de 0, o ponto P’ pertencente a circunferéncia de
centro O e raio OP e tal que m(POP) = o« . A rotacdo de centro 0 e angulo « sera
denotada por R .
Ro ocszk180c = Rooo %€ ]1—180°,180°] ,k € Z

Figura 75: Rotagéo de centro O e angulo o

Fonte: Autora (2020)

Toda rotacdo do plano € uma isometria desse plano. Dados dois pontos
distintos P e Q e sendo P’ = Ry (P)eQ’ = Ry (Q), vamos provar que PQ = P'Q’ e para
esta finalidade consideraremos dois casos: P e Q colineares com o centro da rotacéo
e P e Q ndo colineares com o centro da rotagao.

No primeiro caso 0s pontos P’ e Q' também séo colineares com o centro de
rotacdo e a distancia entre esses pontos coincide com a soma ou a diferenca dos raios

das circunferéncias descritas pela rotacdo, dependendo de o centro estar ou ndo entre

0s pontos P e Q , em ambas as situages P’Q’ = PQ.
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Figura 76: Rotacao dos pontos p e g colineares e néo colineares

Fonte: Autora (2020)

No segundo caso, em que 0s pontos ndo séo colineares, observa-se que

APOQ = P'0Q’ pelo critério LAL de congruéncia de tridngulos e, portanto, PQ = P'Q’.

Figura 77: Rotac¢&o de pontos ndo colineares

Fonte: Autora (2020)

Propriedade 1: Seja F uma isometria do plano tal que para todo par de
pontos distintos P e Q a medida do angulo orientado®® de PQ para P’'Q’ é igual a o«c#0,

sendo P’ = F(P)e Q = F(P).Nestas condi¢des, F € uma rotacdo do angulo .

Propriedade 2: Um ponto O do plano é centro de simetria de um conjunto
P do plano se P é invariante por uma rotacéo, distinta da transformacao identidade,
de centro 0, ou seja, existe a+ 2k180° keZ , tal que R, (P) = P . Neste caso P é
simétrico pelarotagéo R, .. Todo angulo a nas condigbes acima é dito admissivel para

P no centro de simetria O.

10 Angulo orientado: Angulo orientado é um angulo ao qual se atribuiu um sentido.
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Seja A um tridngulo equilatero e 0 seu centro. Esse triangulo é simétrico
tanto pela rotagcéo R 1,0 quanto pela rotacéo R, »40-. S€ P € um hexagono regular e
0 o] seu centro entao P é simétrico pelas rotacoes
Ro 60° » Ro120° » Ro 180° » Ro,240° € Ro 300- d& modo que 60°,120°,180°,240° e 300° séo

angulos admissiveis para o hexagono regular P no centro de simetria O .

A fim de que a rotag&o R, , , de centro O e angulo a« = AOB ,esteja
bem definida, é necessario que a ordem das semirretas A0 e OF seja
levada em conta: 40 é a primeira e OBéa segunda. Diz-se entdo que
a = AOB é um angulo orientado. Ele é considerado diferente do
angulo orientado —a = BOA. Na realidade tem-se R ;,_, = (Roo) ™%,

como se vé facilmente. (LIMA,1996)

Figura 78: Arte Japonesa De Hajime Ouchi’s

i\
W, diise, Ape™

Fonte: <https://br.pinterest.com/pin/532128512193994444/>.Acesso em dezembro 2019.

As figuras acima exibem conjuntos do plano que sédo simétricos por rotacao.
Um centro de simetria de um conjunto P pode nao pertencer a P, além disso pode
haver varios angulos admissiveis em um mesmo centro de simetria. Como (Rp )" =
Ry n« para todo inteiro n segue que se R, «(A) = A entdo Ry ,«(A) = A para todo
inteiro n , ou seja, se o € um angulo admissivel para A no centro de simetria O entédo

0 mesmo ocorre para n « qualquer que seja o inteiro n com n <+ 2k180° k € Z.
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Figura 79: Triangulo e hexagonos simétricos pela rotagao

Fonte: Autora (2020)

Propriedade 1: Sejam Ae B dois centros de simetrias distintos de um
conjunto A. Supondo que o« ef sejam angulos admissiveis em AeB ,

respectivamente, de modo que R,,(A) =AeRpz(A) =A, obtemos a partir das

rotagbes Ry, € Rp 5, uma translagéo Ty com v # 0, tal que Tz(A) = A.
Figura 80: Translagdo obtida a partir da composicdo de duas rotagdes

A+ 7V = R« (A)

Fonte: Autora (2020)

Se um conjunto A do plano tem dois centros de simetria distintos entdo A é
invariante por uma translacéo de vetor ndo nulo. Determinando—se os centros das
rotacées R, 0 Rgp e Rg g 0 Ry« Obtemos, respectivamente, os centros de simetria
M e M’ ambos com angulo admissivel «< + 8 = 180°. Na figura abaixo, esta analise
pode ser estendida, com argumentos analogos, a todo o plano. Ela € invariante pela

translacdo T3 = Ry« 0 (Ryx) ', 0onde A+ ¥ = Ry, (A),0uainda v’ = 2(MM’).
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Figura 81: Translacédo do vetor ©

Fonte: Autora (2020)

Dadas duas rotacfes de centros arbitrarios, se a soma dos angulos a e 8 é
congruente a zero, entdo Ry, , 0 Ry, , = T3 , sendo vovetor 0,0',e 0’y = Ry, ;(01).

Demonstracéo: Pela hipotese temos que « +p = 2km,k € Z, logo f =

—x +2km , k € Z . Portanto Rozﬁ = Ro, _vrokn = Roy _oe-

Figura 82: Rotacdes com soma de angulos cdngrua a zero

02

o1

o

Fonte: Autora (2020)

Tomando dois pontos P e Q distintos do plano, um dngulo « que esteja no
intervalo ] —90°,90°], e dois centros distintos de rotagdo 0, e O, temos que pela

composta das rotagées Ry, .0 Ry, « @ imagem do segmento PQ serd o segmento

P'Q", formando o quadrilatero PQQ"P". Observamos que a medida do angulo

orientado PQ para P"Q” é zero e Ry, __ 0 Ry, . € uma translag&o T;.
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A partir do centro de rotagao 0, e do ponto 0’y = Ry, _,(0,) o vetor v pode
ser determinado, pois 0'; = Ro,_,(01) = (Ro,_, 0 Rp, ,)(01) = T5(01) = 01 + v,

ou seja, o vetor ¥ da translacéo é o vetor 0,0, .

Podemos obter Ry, 0 Ry, , = Id , notando que 0, = 0, e 0';, = 0, de

modo que ¥ = 0.
3.6 Reflexdo em relacdo a uma reta

Seja r uma reta no plano 7.A reflexdo em torno da reta r é a

fungéo R,: m —» m assim definida :R,.(X) = X paratodo X e r e,

paraX ¢ r,R.(X) = X étal que a mediatrizdo segmento XX’
€ a reta r .Noutras palavras, seja Y o pé da perpendicular
baixada de X sobre r. Entdo Y é o ponto médio do segmento
XX . (LIMA, 1996)

3.6.1 Definicao

Dada uma reta m do plano, a reflexdo em relacdo a m € a aplicacdo que
fixa todos os pontos de m e associa a cada ponto P do plano, P ¢ m , o ponto P’ tal

que m é a reta mediatriz de PP’. Indicaremos por R,, a reflexdo em relacéo a reta m.

Figura 83: Reflexdo do ponto P em relacdo a retam

P
®

Fonte: Autora (2020)

Pela definicdo acima R,,(P) = P paratodo ponto P € m e, quando P ¢ m,
temos R,,(P) = P’ se e somente se m € a reta mediatriz de PP’. Neste caso P e P’

séo simétricos em relagéo a reta m que, por sua vez, € chamado o eixo da reflexdo.
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Propriedade 1: Toda reflexdo em relagdo a uma reta € uma isometria.

Para provar essa propriedade supomos que P e Q nao pertencem a reta m
e nao pertengam a mesma reta perpendicular m .

Demonstragdo: Sejam P’ e Q' , respectivamente, as reflex6es dos pontos
P e Q emrelacdo a reta m . Considere ainda A e B 0s pontos médios dos segmentos
PP’ e QQ’, respectivamente. Pelo critério LAL de congruéncia de triangulos temos
AABP = AABP' (AB é comum , PA=P'A,pois A é o ponto médio ePAB =
P'AB(s3o retos). Pela congruéncia anterior podemos ainda concluir que PB = P'B e
PBA = P’BA. Como PBA e P’BA s&o, respectivamente, os angulos complementares
de PBQ e PPBQ’temos que PBQ = AP’BQ’. Novamente pelo critério LAL de
congruéncia temos que A PBQ = P'BQ' (PB=P'B, PBQ = AP’BQ’ e QB = (QB) e,
portanto, PQ = P'Q’ .

A demonstracédo dos demais casos € analoga.

Figura 84: Reflexdo do segmento PQ em relacao a retam

m

Fonte: Autora (2020)

Propriedade 2: Os Unicos pontos fixos da reflexdo R,, sdo pontos
pertencentes ao eixo m.
Propriedade 3: Uma reta qualquer r do plano € invariante pela reflexdo R,,

,S€ e somente se, as retas r e m sdo coincidentes ou perpendiculares.

3.6.2 Composicao de isometrias
Proposicdo 1: Sejam m ;e m, retas paralelas distintas do plano e AB uma
perpendicular comumcom A € m;,B € m, . Entdo R,,, OR,, =T, 45 .

A igualdade R;oR, =T,y , valida quando res séo paralelas,
pode também ser lida da direita para a esquerda. Ela nos diz
entdo que toda translacdo T; pode exprimir-se como composta

de duas reflexdes em torno de retas paralelas situadas uma da
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outra a uma distancia igual a metade do comprimento do vetor
7. Essas retas podem ser tomadas em qualquer parte do plano,
desde que mantenham essa distancia, que sejam
perpendiculares a v e que o sentido do vetor v seja da reta r
para a reta s .(LIMA, 1996)

Demonstragdo : Sendo A’ = R, (A) é imediato verificar que 44" = 24B e,
portanto, A’ = H’(A) =T,45(A). Escolhendo um ponto arbitrario C dem,,C #

A,e(C' =R, (C), temos que o quadrilatero ACC'A’ é um retangulo , de modo que

CC' = AA' = 2AB, e assim C' = TW(C) = T,;5(C). Finalmente , sendo B’ = R,,, (B)
temos B = Ry, (B') e BB’ = 2AB,donde B = T5=(B") = T,35(B").

Concluimos que (Ry,0Rm )(A) = Ry, (A) =R, (A) = A’ =
Ty28(A), (Rin,0Rn,)(€) = Ryn, (C) = Ryn, (€) = €' =Ty55(C) €  (Rp,0Rp,)(B) =
Rm,(B) = B = T,;5(B"). Como A, C e B’ sdo pontos néo colineares segue a igualdade

das isometrias R,,,0R, € T,z . De acordo com a propriedade 3 das translagdes.

Figura 85: Translag&o obtida pela composi¢édo de duas rotagdes

=]
B3
]

1
" m2

Fonte: Autora (2020)

Proposicdo 2: Sejam m, e m, retas concorrentes distintas do plano se
interceptando num ponto O e seja « a medida de um dos angulos orientados da reta

my pararetam, . Entao R, 0 Ry, = Rpax -

Portanto, a composta de duas rotacdes do plano com centros
distintos e angulos «, 8 pode ser uma rotagdo com um terceiro
centro de angulo a + 8 ou pode ser uma translagdo, caso se
tenhaf = —a.(E importante lembrar que, para efeito de rotacdes
B =—aéomesmo que a + 5 = 360°). (LIMA, 1996)
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Demonstragéo : Seja A um ponto qualquer de m,,A # 0, e considere B €
m, de modo que R, «(A) = B. Se A" = R,,,,(4) entdo m, € a reta mediatriz de AA" e
como 0 € m, temos 0A = 0A’. Além disso , desde que m, contém a bissetriz de
AOA', segue que este angulo tem medida igual a 2«,0u seja, A =
Ro2x(A). Analogamente, se B’ = R,, (B) entdo OB = 0B’ e m(B'0B) =2 «, isto
é,B = Ry ,«(B").

Logo (R0 Ry )(0) = Ry, (0) = 0 = Ry »«(0), (R, 0 Ry )(A) =
Ry, (A) = A" = Ry 20(A), (R, 0 Ry, )(B) = Ry, (B) = B = Ry 2(B") .

Como 0, A e B' sé@o pontos ndo colineares temos a igualdade das isometrias
Ry, 0 Ry, € Ry o -

As demonstracdes das proposicdes foram retiradas de Um estudo
geométrico das transformacdes elementares, Alves e Galvao (1996).

Figura 86: Rotac¢éo do &ngulo central obtida pela composta da rotagdo de duas retas

m2

Fonte: Autora (2020)

Analisando as proposi¢des observamos que a composta de duas reflexfes
em relacdo a retas é uma translacdo ou uma rotacdo. Sendo a transformacéo

identidade do plano simultaneamente uma translacdo e uma rotacao.

Como consequéncia toda rotacdo, pode ser escrita como composta de

duas reflexdes em relacdes a retas concorrentes diferentes.

De modo efetivo, sendo m, e m, retas concorrentes em 0O e « 0 angulo
orientado de m, param, , teremos Ry, = Ry, 0R,y,, .
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4. TESSELACOES

Neste capitulo iremos definir tesselacdo e em particular estudaremos as
tesselacbes regulares, que conforme veremos no capitulo seguinte foi objeto de
estudo de Escher, e fez parte de suas obras.

4.1 Definigdes

Segundo Torres (2017) tesselacdo € uma divisdo de uma superficie em poligonos
congruentes que ndo se sobrepbem e tampouco deixam lacunas, chamados de
tesselas, ladrilhos ou mosaicos. As tesselagdes séo referidas como ladrilhamento e
aparecem em algumas das habilidades e competéncias da BNCC no eixo de

Geometria no ensino fundamental e no ensino médio, conforme Apéndices A e B.

Tesselar o plano euclidiano significa cobri-lo com figuras que
se encaixem perfeitamente ndo havendo sobreposicdes, nem
espacos vazios entre elas, de modo que a superficie
particionada seja igual ao tamanho total. (LEITAO, 2015).

Podemos definir tesselagdo como sendo a cobertura de toda
a superficie de um plano por figuras de modo que nao existam
espacos e nem sobreposicbes entre elas. Podemos
considerar a tesselacdo de todo o plano ou de apenas uma
regido limitada, a primeira ndo é possivel na pratica, mas
podemos obté-la idealmente. (LEITAO, 2015).

Dada uma tesselacdo T dizemos que T é simétrica se existir uma isometria
f:T->T.

Vamos chamar de t ao conjunto de todas as isometrias de f:T — T.

As isometrias f:T — T sdo chamadas simetrias de T e elas formam um
grupo*! chamado grupo de simetrias de T representado por 7 .

Concluimos assim que T é simétrica se existir uma isometria f em t tal que

f(my) = m, para quaisquer ladrilhos T, e m, em T.

1 Diz-se que um conjunto G de elementos, ndo vazio,forma um grupo se em G esta definida uma operacéo
binéria,denominada produto e indicada por - tal que :
(1) a,b € G implicaquea-b € G (fechamento).
(2) a,b,c € Gimplicaquea-(b-c) = (a-b)-c (leiassociativa).
(3) Existeum elementoe € Gtalquea-e = e-a = a paratodoa € G (existéncia de um elemento unidade
em G).
(4) Paratodoa € G existe um elementoa ' € G talquea-a™! = a1-a = e (existéncia de inverso em G).

Herstein (1970).
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Segundo Torres (2017), as tesselagbes mais comuns no plano séo as
baseadas no triangulo equilatero, no hexagono regular e no quadrado conforme as

seguintes figuras.

Figura 87: Tesselacdo Simétrica (hexagono regular, quadrado, triangulo equilatero)

Fonte: Autora (2020)

Nestas tesselacdes observamos simetrias que levam um ladrilho a si
mesmo. Em relacdo ao quadrado podemos observar oito simetrias, sendo quatro

rotagOes e quatro reflexdes em relagdo as retas Ryz Rgp, Rgz € Ryg -

Figura 88: Simetrias do quadrado

F B G
A ; c
E L H

Fonte: Autora (2020)

4.2 Elementos das Tesselacdes no plano

As tesselacdes que apresentaremos sdo formadas por poligonos regulares

gue fardo a cobertura de toda superficie de parte do plano.
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Nomearemos 0s principais elementos dos poligonos que compdem uma
tesselacgéo:
a) nos de uma tesselacdo sdo todos os vértices dos poligonos usados na

tesselacgéao;

b) arestas sdo os segmentos de retas que tem como extremos dois nds
consecutivos de um mesmo lado de um poligono.
Na figura abaixo observamos os vértices A,B,C,DeE e 0S nos
ABCD,EEeF.

Figura 89: NoOs e vértices

- B

Fonte: Autora (2020)

As tesselacdes podem ser classificadas de acordo com os tipos de
poligonos e a disposicado destes. As tesselacdes se classificam em: monoédricas,
regulares, semirregulares, demirregulares, peridodicas e nado periodicas. Nesta
dissertacao estudaremos apenas as tesselacdes regulares, pois elas foram as usadas
nas obras de divisdo regular do plano de Escher que foram objeto de estudo desta

dissertacao.

4.3 Tesselacdes Regulares

Sao Tesselacdes formadas por poligonos regulares e congruentes entre si.

As tesselacbes regulares também sao chamadas de pavimentacgdes platonicas.

Uma tesselacéo regular do plano Euclidiano € uma cobertura
total do plano por poligonos regulares, todos com 0 mesmo
namero de lados, sem superposi¢do de tais poligonos, de
modo que a fronteira entre essas figuras seja sempre arestas
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completas ou nés. Denotamos uma tesselagdo regular por
{p.q}, onde q poligonos regulares com p lados encontram-se
em cada vértice. A tesselagdo dual representaremos por {q,p},
onde p poligonos regulares com g lados encontram-se em
cada vértice. Em particular, se p = q a tesselacéo ¢é dita auto-
dual. (LEITAO ,2015)

Dada uma tesselacao regular, podemos representa-la por {p, q}, sendo q
a quantidade de poligonos regulares de p lados que estdo ao redor de cada vértice
ou no. Observe o exemplo a seguir da tesselagéo regular {6,3}.

Figura 90: Tesselagéo regular {6,3}

Fonte: Autora (2020)

As tesselacdes regulares sdo formadas com uma quantidade de poligonos
regulares em que a soma de seus angulos internos com vértices nesse no seja igual
a 360°.

Observamos que no caso do poligono regular com o menor namero de
lados, o triangulo equilatero, teremos seis triangulos em um né cuja soma € dada por
60° x 6 = 360°. No caso do quadrado, teremos quatro quadrados em um no e
novamente 90° x 4 =360°. Note que no pentagono cada angulo interno mede 108° e
como 108 néo é divisor de 360 ndo € possivel fazer a tesselacdo. No caso do
hexagono regular, teremos trés em um ndé e mais uma vez concluimos que 120° x 3 =
360°.
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Note que dado um poligono regular de n lados, n > 6 0 seu angulo interno
possui uma medida maior que 120° e menor que 180°. Como 3 X 120° = 360° e 2 X
180° = 360° teriamos em cada n6 uma quantidade de poligonos maior que 2 e menor
que 3, se tratando de um ndmero néo inteiro, 0 que é absurdo.

Com base nas ideias desenvolvidas até aqui, em uma tesselacao regular
0s Unicos poligonos regulares que podem ser usados sao o tridangulo equilatero, o

guadrado e o hexagono regular.

Figura 91: Tesselacdes regulares

{6,3} {4,4}

{3,6}

Fonte: Autora (2020)

Proposicdo: As Unicas tesselacdes regulares no plano euclidiano sao as

formadas por triangulos equilateros, por quadrados ou por hexagonos regulares.
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Demonstragédo: Supondo que tenhamos uma tesselagao regular do plano
formada por poligonos regulares de n lados. Se em um né desta tesselacéo temos m
poligonos, entdo a soma dos angulos internos desses poligonos neste vértice sera

igual a 360°. Sendo a medida dos angulos internos de um poligono de n lados dada

(n-2)-180°

pela expressao , temos que a soma dos angulos internos de um poligono

regular em né sera dada por m(%) = 360° . Simplificando essa equacgao

teremos que m = . Como m = 3 , obtemos a desigualdade —— > 3, que é

2n 2n
(n-2) (n-2)
equivalente a n < 6. Portanto concluimos que os Unicos poligonos regulares
possiveis para uma tesselacao regular do plano euclidiano sao: o triangulo equilatero,

0 quadrado, o pentagono regular e o hexagono regular.

. 2 P
Analisando o caso de n = 3, obtemos m = nT"Z = 6. Portanto sera uma

tesselacdo regular do plano de triangulos equilateros sendo seis triangulos em cada

noé, representada por {3,6}.

Figura 92: Tesselagéo {3,6}

Fonte: Autora (2020)

. 2 -
Analisando o caso de n = 4, obtemos m = % = 4. Portanto serd uma

tesselacdo regular do plano de quadrados sendo quatro quadrados em cada no,

representada por {4,4}.
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Figura 93: Tesselacédo {4,4}

poli pol2

pold pol3

Fonte: Autora (2020)

. 2
Analisando o caso de n =5, obtemos m = —"2 = 3,333..., mas como m

deve ser um numero inteiro, concluimos que o pentagono regular ndo podera ser
usado na tesselacdo regular do plano Euclidiano. Observando as figuras abaixo,
notamos que 3 pentagonos regulares ndo preenchem a tesselacdo e 4 pentagonos

regulares se sobrepdem.

Figura 94: Pentagonos regulares ao redor de um vértice

Fonte: Autora (2020)

. 2 ~
Analisando o caso de n = 6, obtemos m = n—_"z = 3. Portanto serd uma

tesselacdo regular do plano de hexagonos regulares sendo 3 hexagonos em cada no,

representada por {6,3}.
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Figura 95: Tesselacéof{ 6,3}

Fonte: Autora (2020)

Concluindo, portanto, que somente o triangulo equilatero, o quadrado e 0

hexagono regular podem ser usados na tesselacao regular do plano.

As propriedades geométricas das tesselacdes foram utilizadas por Escher
na construcdo de boa parte de suas obras, inclusive nas analisadas no proximo

capitulo desta dissertacao.
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5. ANALISE OBRAS DE ESCHER

Neste capitulo usando com base todos 0s conceitos vistos nos capitulos
anteriores iremos fazer a analise das obras de Escher usando os conceitos vistos
anteriormente.

Na obra de Maurits Cornelis Escher, conforme o primeiro capitulo, é
possivel observar a viagem do artista por trés campos nas gravuras matematicas: a
estrutura do espaco, a estrutura da superficie e as representacdes pictdricas entre
espaco e superficie plana.

No entanto, segundo Ernest (1978) nenhum objeto preocupou tanto Escher
como a divisdo ciclica de superficies, escrevendo um extenso ensaio com pormenores

técnicos e de forma minuciosa.

Posso alegrar-me, com boa consciéncia, com esta perfeicdo e
testemunha-la, pois ndo fui eu que a inventei ou mesmo até a descaobri.
As leis da matematica ndo sdo nenhumas invencdes ou criacdes
humanas. Elas sdo, elas existem completamente independentes da
mente humana. O mais que uma pessoa llcida pode descobrir é que

elas la estdo e raciocinar sobre o assunto. (ESCHER, p.39, 1926)

Sobre a divisao regular de superficies, escreve ainda:

Esta é a fonte mais rica de inspiracdo de onde jamais bebi e |4 ainda
nao esta seca, de modo algum. (ESCHER,p.39,1926)

Nesta dissertacdo faremos um estudo em relacdo as gravuras matematicas
na estrutura da superficie no grupo de gravuras de ciclos. Trataremos das tesselacfes
e das transformacdes geométricas no plano: rotacfes, translacdes e reflexdes. Na
producdo de algumas dessas tesselacdes, Escher usou mais de um tipo de
transformacao.

Segundo Ernest (1978) uma caracteristica especial e Unica da divisao de
superficies de Escher é que escolhe sempre motivos que representam alguma coisa

de concreto. Sobre isso ele escreve:

Os arabes eram mestres na arte de preencher superficies,
sem lacunas, sempre com a mesma figura. Eles decoravam em
especial, em Alhambra, na Espanha, paredes e pavimentos com pecas

de louca coloridas e congruentes, ajustadas, umas as outras, de forma
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continua. E pena que a religio islamica Ihes proibisse a representacio
de imagens. Nos seus mosaicos limitaram-se sempre a figuras
geométricas abstratas. Tanto quanto € do meu conhecimento, nenhum
artista arabe, arriscou alguma vez (ou nunca lhe teria vindo a ideia?)
usar como elemento para preenchimento de superficies, figuras
concretas, perceptiveis e existentes na Natureza, como aves, peixes,

7

répteis e pessoas. Esta limitagdo €é para mim tanto mais
incompreensivel quanto o reconhecimento das componentes dos meus
padrdes € a razao do interesse que mantenho vivo neste campo.
(ESCHER, p.41)

5.1 Analise da obra de Escher sobre a divisado regular de superficie com peixes
de asas

A primeira obra a ser analisada foi criada em 1954, sendo sua referéncia o
namero 99, VIII. Nela observamos a tesselacao por rotacdo, no qual a figura base de
um peixe com asas € formada a partir de rotacdes de regides de um tridngulo
equilatero.

A figura abaixo representa uma das divisdes regulares do plano feitas pelo
artista holandés M. C. Escher (1898-1972). Tais desenhos séo elaborados a partir de
uma subdivisdo do plano em poligonos.

FIGURA 96 : divisdo regular de superficie com peixes de asas

Nalok Spsten. T P2 Lopa 1 ; 2

Fonte:<https://mcescher.com/gallery/watercolor/#ilightbox[gallery_image_1]/29>. Acesso em julho2019.
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Segundo Alves e Galvao (1996) e Torres (2017), podemos usar a figura
abaixo para entender as rotacOes aplicadas na formacao da figura base, temos no
quadro 1 um triangulo equilatero. No quadro 2 foram feitos no triangulo equilatero dois
recortes criando a regido A e aregido B que sofrem uma rotacdo de 60° em torno
do ponto O conforme o préximo quadro. No quadro 3 foi feito um recorte criando a
regido C que sofre uma rotacdo de — 60°. As extremidades da regido C coincidem
com as extremidades internas das regides A e B rotacionadas. No quadro 4 foi feito
um recorte criando a regido D que sofre uma rotacdo de —180° em torno do ponto P,
obtendo a figura do quadro 5. O ponto P é o ponto médio do lado do tridngulo. Nos
guadros 6 e 7 apagamos as linhas desnecesséarias e finalmente no quadro 8 se
formara a figura base da tesselacéo que sera formada também por rotacéo.

Figura 97: figura base da tesselagdo formada a partir de rotag8es de regides do triangulo
equilatero

7 8

Fonte: < http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichatecnicaaula.html?aula=23463> . acesso em julho de 2019.
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Segundo Torres (2007), usando como base a figura abaixo, vamos
compreender como € formada a tesselacdo. No quadro 1 temos a figura formada no
processo anterior, que sera a base para a nossa tesselacdao. Vamos nos referir a ela
como “peixe”.

No quadro 2 o peixe sofre uma rotacdo de — 60° em torno do ponto O e
esse movimento se repete por mais cinco vezes até completar os seis peixes como
mostra o quadro 6.

Observacao: No quadro 6 temos a formacao de um hexagono regular que
poderia servir de figura base, rotacionando as seis regides de um angulo de - 180°
em torno dos pontos médios dos lados do hexagono.

Figura 98: tesselacé@o formada a partir das rotacdes da figura base com peixes de asas

&

Quadro 1 Quadro 2 Quadro 3

Quadron 4 Quadro 5 Quadro 6

Quadro 7

Fonte : < http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichatecnicaaula.html?aula=23463> . Acesso em julho de 2019.
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Segundo Alves e Galvao (1996), a mesma figura poderia ser criada por uma
translacdo que € obtida pela composicdo de duas rotagfes, veja a imagem abaixo
como uma malha que foi construida para auxiliar na demonstracdo. E em seguida

iremos separar essa malha da imagem para facilitar a demonstracao.

Figura 99: malha hexagonal sobreposta a obra de Escher da divisao regular da superficie com peixes de asas

o Wy,

\3§~;

Fonte: Autor
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Podemos imaginar a figura prolongada indefinidamente em todas as
direcbes e podemos notar que o ponto A é um centro de simetria com angulo
admissivel a« = 60° e o ponto B € um centro de simetria com angulo admissivel g =
120°.

A partir destes centros muitos outros podem ser determinados. Por
exemplo, atraves de composicbes pela rotagdo Rpp obtemos que A’ =
Rp120°(A),A" = Rp1,0-(A") s@o centros de simetria com mesmo angulo admissivel
a = 60° enquanto que, através de conjugacédo pela rotagéo R, ,, obtemos que B’ =
Ra60°(B) ,B” = Ry60°(B"),B” = Rye0°(B”), €tC ... s@0 centros de simetria com mesmo

angulo admissivel B = 120°.

Por outro lado, determinando-se o0s centros das rotacdes

Ryw 0 Rpp e Rpp0R,, Obtemos, respectivamente, os centros de simetria Me M’

ambos com angulos admissiveis « +8 = 180°.

Andlise foi retirada de um Estudo Geométrico das transformacodes
elementares de Sérgio Alves e Maria Elisa E.L. Galvao e pode ser estendida, com

argumentos analogos, a todo plano. Observamos finalmente que a figura é invariante

pela translagéo Ty = R, 0(Ry«) ™' sendo A + ¥ = Ry (4), ou ainda, v = 2MM'.
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5.2 — Andlise da obra sobre a divisao regular de superficie com passaros

A segunda obra a ser analisada foi criada em 1959, sendo sua referéncia o
namero 106. Nela temos a tesselagdo por translacdo, no qual a figura base de um
passaro é formada a partir de translacdes de regides de um quadrado.

Figura 101: divisdo regular de superficie com passaros

Fonte:<https://mcescher.com/gallery/watercolor/#ilightbox[gallery_image_1]/23>acesso em julho2019.

Segundo Torres (2017), podemos usar a figura a seguir para entender as
translacdes aplicadas na formagéo da figura base, temos no quadro 1 um quadrado
gue servira de base.

No quadro 2 observamos que as regides A e B sofrem uma translagéo de

um vetor vertical cujo médulo é igual a medida do lado do quadrado.



90

Nos quadros 3 e 4 as regides C, D e E sofrem uma translacao de um vetor
horizontal cujo médulo € igual a medida do lado do quadrado. Nos quadros 5 e 6
observamos o resultado da formacgéo da figura basica de um péssaro.

A partir da parte artistica, dar-se-4 vida a figura no quadro 7 quando
finalmente se formara a figura base da Tesselacéo.

Figura 102: figura base da tesselacéo formada a partir de rotagfes de regiées do quadrado.

B ra
\l<—,fiﬁ'§3..
il R -5
{ B X
1 2 3
5 B
AN /o ;
B :‘} B l B
A c
4 5 6
£
‘
=\
7

Fonte: < http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichatecnicaaula.html?aula=23463>. acesso em julho de 2019.

E agora vejamos, segundo Torres (2017), a justaposicdo de varios

passaros recobrindo o plano através de translacées como mostra a figura abaixo.

Note que no quadro 1, temos a figura base de um passaro e um vetor AB =
¥ . No quadro 2 temos uma primeira translacdo do passaro inicial dada por T3(B) =

B’ . O mesmo ocorre no quadro 3 com outra translacdo do segundo passaro dada por
T3(B) =B" .
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Figura 103: translac&o horizontal da figura base do passaro

Quadro 1

Quadro 2 Quadro 3

Fonte: Autora (2020).

Note que no quadro 4, temos a mesma figura base de um passaro e um

vetor CD = w. No guadro 5 temos uma primeira translacdo do passaro inicial dada
por Ty(D) = D'.O mesmo ocorre no quadro 6 com outra translagcdo do segundo

passaro dada por T (D) = D"

Figura 104: translagéo vertical da figura base do péassaro.

Quadro 4 Quadro 5 Quadro 6

Fonte: Autora (2020).
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Fazendo sucessivas translacdes desses passaros nas direcdes dos vetores

¥ e W , obtemos a tesselagdo do quadro 7.

Figura 105: tesselagdo formada pelas transla¢des horizontais e verticais

Quadro 7

Fonte: Autora (2020).

Vamos agora perceber que a mesma figura, que foi criada por uma
translacéo, seria obtida pela composicéo de duas reflexdes em relacéo a ponto. Veja

na imagem abaixo a demonstracdo. Note que T;;(4) = A’ e como a malha é
quadriculada os pontos 4, 0 e A’ sao centro dos quadrados, IogoA—A7 = A0 + 0A" =

240 .

Pelo Propriedade 6 do capitulo das Isometrias temos que R, o0R, =

Toas = T az-

Podemos perceber que a mesma translacao seria obtida pela composicao

de duas rotacfes. Vamos aproveitar a mesma malha para provar.

Temos que Ry, 90-(A) = A’ e portanto pela andlise das duas rotagdes do

R

capitulo das tesselagfes vem que Ry, 99: 0 Ry—99- = Ty sendov = AA’.

Esta analise foi baseada em um Estudo Geométrico das transformacdes

elementares de Sérgio Alves e Maria Elisa E.L. Galvao.
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Figura 106: malha quadriculada sobreposta a obra de Escher sobre a divisao regular da superficie com
passaros

J

&

5
Y

AN
4

AR

A2
J

=~

b

Fonte: Autora (2020).

Figura 107: translac&o obtida pela composicdo de duas rotagdes

AII

Fonte: Autora (2020).
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5.3 — Andlise da obra sobre a divisdo regular de superficie com peixes

A terceira obra analisada foi criada em 1964, sendo sua referéncia o
namero 122. Nela temos a tesselagao por reflexdo, no qual a figura base de um peixe
é formada a partir de translacdes de regides de um quadrado.

O desenho pode ser construido a partir da reflexdo em torno das linhas
brancas verticais ou horizontais. E interessante ressaltar que se observarmos o ponto
na intersecdo no centro do quadrado, perceberemos que também se aplica nessa

tesselacdo a isometria por rotacao.

Alids, como vimos nas figuras anteriores € comum na obra de Escher
encontramos desenhos que podem fazer uso de mais de uma isometria para sua
construcao.

Figura 108: divisdo regular de superficie com peixes

fonte: <https://mcescher.com/gallery/watercolor/#ilightbox[gallery_image_1]/10>. acesso em julho2019.

Segundo Leitdo (2015), podemos usar a figura abaixo para entender as
translacdes aplicadas na formagéo da figura base, temos no quadro 1 um quadrado
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qgue servira de base. No quadro 2 observamos os recortes simétrico feitos por uma
das diagonais, criando as regides A e B.

No quadro 3 e 4 observamos a rotacéo de 90° da figura A em torno do ponto
0 e arotacao de — 90° da regido B em torno do ponto Q , resultando na formagéo da
figura basica de um peixe.

No quadro 5 surge a parte artistica, dando vida a figura que formara a figura

base da tesselacao.

Figura 109: figura base da tesselacao formada a partir de rotag8es de regides do quadrado.

Fonte: < http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichatecnicaaula.html?aula=23463> .acesso em julho de 2019.

Vejamos agora a formacdo da tesselacdo indicada na préoxima figura.

Observe que no quadro 1 temos apenas a figura base e os pontos A e B.

Em seguida, no quadro 2, a figura base sofre uma rotacdo de 180° em
relag&o ao ponto A e uma rotacéo de -180 em rela¢é@o ao ponto B, assim Rg _1g¢-(4) =

A" e Ry150:(B) =B'.

Figura 110: rotacdo da figura base de 180°

@Abo. ) oddo. €D
) &P B a®e | FER =S@=
- WER= = = = == = _ =
= — A = l.\ S [ l.\ £ >3
g o= P < O :
Quadro 1 Quadro 2 Quadro 3

Fonte: Autora (2020).
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No quadro 3 apos sucessivas rotacées poderemos criar uma reta r. No

quadro 4 faremos uma reflexdo da figura do quadro 3 em relagéo a reta r.

Figura 111: reflexdo em relagédo aretar

Quadro 4

Fonte: Autora (2020).

Observamos no quadro 5 que no espaco formado entre as reflexdes ha o

surgimento de uma figura em amarelo que sofrera as mesmas transformacdes.

Figura 112: tesselag&o obtida através da reflexao vertical e horizontal da figura base.

Quadro 5

Fonte: Autora (2020).

Nesta terceira obra, podemos observar que a mesma figura poderia ser
criada por uma translacéo obtida pela composi¢éo de duas rotagoes.
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Figura 113: Malha quadricular sobreposta a obra de Escher da divisdo regular da superficie com peixes

Figura 114: Translacéo obtida pela composicdo de duas rotacdes

A" M B ' A
® @ 9 @ O

B' A
o O Y

B" B™ B
@ o O

Fonte: Autora (2020)

Como também foi observado na primeira obra analisada, esta figura pode
ser prolongada indefinidamente em todas as dire¢Bes, sendo que o ponto A € um
centro de simetria com angulo admissivel de a@ = 90° e o ponto B € outro centro de

simetria com angulo admissivel também de g = 90°.

A partir destes centros muitos outros podem ser determinados. Por

exemplo, através de conjugacéo pela rotagdo Rg ; obtemos que A’ = Rpqg0(A4), A" =
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Rp 900 (A") sd@o centros de simetria com mesmo angulo admissivel @ = 90° enquanto
que ,através de conjugagdo pela rotagdo R,, , obtemos que B’ = R,q¢(B),B" =
Rpo0°(B"),B” = Ry99-(B”), €lC ... sdo centros de simetria com mesmo angulo
admissivel g = 90°.

Por outro lado , determinando-se o0s centros das rotacdes

!

Ryq0Rpp e Rpp0R,, Obtemos, respectivamente , os centros de simetria M e M

ambos com angulos admissivel « +f = 180°.

Andlise foi retirada de um Estudo Geométrico das transformacdes
elementares de Sérgio Alves e Maria Elisa E.L. Galvdo e pode ser estendida, com

argumentos analogos, a todo plano. Observamos finalmente que a figura é invariante

elatranslacdo T3 = Ry 0(Ry o)L, onde A + ¥ = Ry (A), ou ainda , ¥ = 2MM".
p ¢ v Al , A,



99

CONCLUSAO

A presente dissertacdo apresenta a relacdo entre a arte e a matematica,
fazendo um estudo especifico de trés obras de Maurits Cornelis Escher, sobre a

divisao regular do plano.

Foram observadas as transformacfes geométricas: translacao, reflexdo e

rotacdo e suas composicoes aplicadas nas obras de Escher.

O estudo é direcionado as transformacdes elementares baseadas em
partes dos livros: Um estudo Geométrico das Transformacgdes Elementares de Sérgio
Alves e Maria Elisa E.L. Galvao e Isometrias do Mestre Elon Lages Lima. Através das
coletas de pesquisas em artigos e periodicos, dissertacdes e livros. A pesquisa nos

trouxe oportunidade de aprofundar conhecimento sobre a vida e a obra de Escher.

Nas pesquisas sobre a vida académica de Escher foi possivel observar que
apesar de sua genialidade, ele ndo se interessava pelas disciplinas tradicionais. No
entanto demonstrava habilidade em criar imagens mentais, desenhar e identificar
detalhes com preciséo, além de um senso apurado de estética. Este fato propicia ao
professor um olhar diferenciado as habilidades de seus discentes e a metodologia de

ensino.

As trés obras escolhidas como objeto de estudo para dissertacédo
representam a divisdo ritmica da superficie, tema que Escher investigou
profundamente criando um sistema pratico para superar a falta de habilidade com a
Matematica e demonstrando toda a sua habilidade nas artes. Na BNCC (Base
Nacional Comum Curricular) estdo inclusas entre as competéncias gerais da
educacéo basica, o estimulo a curiosidade e a investigacéo, caracteristicas marcantes

de Escher.

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem
propria das ciéncias, incluindo a investigacédo, a reflexado, a andlise critica, a
imaginacdo e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar
hipoteses, formular e resolver problemas e criar solu¢des (inclusive
tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das diferentes areas. (BNCC,
2018)
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Reuniram-se a Matemética e a Arte, duas areas de conhecimento que
juntas auxiliam no conhecimento dos conceitos de geometria através da observacao,
da investigacdo e da construcdo de elementos artisticos que despertam a abstracao,

sempre presente nas obras de Escher e caracteristica intrinseca ao homem.

Concluindo, cito algumas dissertacdoes do PROFMAT com propostas
didaticas baseadas na Arte e na Matematica usando as obras de Escher : Holanda
(2018) , construcdo de Caleidociclos!? de Escher no Ensino Médio ; Esquerdo (2018),
sugestéo de atividade para o 6° e 7° ano do ensino fundamental 1l sobre reflexdo e
recobrimento do plano usando o software GeoGebra e observando as obras de
Escher; Carinha(2018), sugestao de atividade para o ensino médio sobre isometrias
e a obra de Escher, Modesto (2015), Construcéo da tesselagao “Lagarto” obra de
Escher no software SketchUp para o ensino médio; Andrade (2015), construcao de
Mosaicos'® usando poligonos regulares no ensino basico; Alves (2014), atividade de
pesquisa sobre a arte de Escher juntamente com o professor de Informatica e
atividades de simetria , composicéo de solidos geomeétricos e tesselagdes no plano

juntamente com o professor de Artes .

12 Os caleidociclos sdo objetos tridimensionais fascinantes, formados a partir de dobraduras de papel que possuem
uma caracteristica especial de girar em torno do seu centro.

13 O mosaico é uma arte decorativa milenar que reline pequenas pecas de diversas cores para formar uma
grande figura.
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