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RESUMO

JACOB, Maria Lucia Abbott. Estratégias de Gestao de Risco de Investimentos no Brasil
durante a Pandemia de COVID-19. (48 pg) Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana.
Curitiba, 2021.

Analisamos o desempenho dos métodos de Minima Variancia de Markowitz e da Paridade de
Risco em estratégias de gestio de risco de uma carteira de investimentos em acdes de empresas
brasileiras listadas na Bolsa de Valores de Sao Paulo. O periodo de andlise compreende os
meses da crise econdmica causada pela pandemia de COVID-19. Os resultados indicam melhor
desempenho destas estratégias em comparacdo com a alocac@o uniforme do capital entre os
ativos da carteira. Em especial, a Minima Variancia mostrou resultados significativos na reducgao
do risco da carteira durante o més mais afetado pela crise, marco de 2020. Desenvolvemos a
estrutura matemdtica dos métodos e propomos simplificagdes praticas visando sua aplicabilidade.
A aplicacdo de gestdo de carteiras na educagdo financeira, a nivel de ensino médio, foi ilustrada
por meio de exemplos de carteiras contendo dois ativos e utilizando func¢des quadréticas, matrizes

e nogdes bdsicas de estatistica.

Palavras-chave: Gestio de Carteiras; Minima Variancia; Paridade de Risco; COVID-19.



ABSTRACT

JACOB, Maria Lucia Abbott. Investment Risk Management Strategies in Brazil during the
COVID-19 Pandemic. (48 pg) Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matemética
em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2021.

We analyzed the performance of the Markowitz Minimum Variance and Risk Parity methods in
risk management strategies for a portfolio of investments in Brazilian companies shares listed
on the Sdo Paulo Stock Exchange. The analysis period comprises the months of the economic
crisis caused by the COVID-19 pandemic. The results indicate a better performance of these
strategies compared to the uniform allocation of capital among the portfolio’s assets. In particular,
the Minimum Variance showed significant results in reducing the portfolio’s risk during the
most affected month by the crisis, March 2020. We developed the mathematical structure of the
methods and proposed practical simplifications aiming at its applicability. The application of
portfolio management in financial education, at the high school level, was illustrated through
examples of portfolios containing two assets and using quadratic functions, matrices and basic

statistics.

Keywords: Portfolio Management; Minimum Variance; Risk Parity; COVID-19.
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1 INTRODUCAO

O ano de 2020 ficard marcado na histéria mundial pelos grandes impactos sociais e
econdmicos causados pelo novo coronavirus, SARS-CoV-2. A COVID-19 € a doenca infecciosa
causada pelo virus, identificado em dezembro de 2019 apods a notificacdo de um surto em Wuhan,
na China, de acordo com a Organizacdo Pan-Americana da Saide (OPAS). A doenca se espalhou
rapidamente pelo mundo e fez com que a Organizacdo Mundial da Saide (OMS) declarasse
pandemia em 11 de marco de 2020.

As medidas tomadas apds a declaragdo da pandemia tiveram reflexos econdmicos no
mundo todo, gerando uma crise global no mercado de acdes e impactando fortemente as bolsas
de valores. O Indice Bovespa (IBOVESPA), principal referéncia de desempenho das acdes
negociadas na Bolsa de Valores (B?), fechou o0 més de mar¢o com queda acumulada de 36,86%

no ano.

A maioria dos fundos de investimento em agdes (FIA’s) também tiveram grandes quedas
em suas rentabilidades. Por exemplo, o Alaska Black Institucional FIA chegou a ter mais de 50%
de desvaloriza¢do acumulada do inicio de 2020 até o més de marco. No entanto, alguns fundos
conseguiram amenizar os impactos e passaram pelo primeiro semestre de 2020 sem quedas muito
significativas em sua rentabilidade, ou mesmo valorizaram, como o caso do NCH Maracana FIA
(NCH), conforme a Figura 1.1.

Figura 1.1 — Rentabilidade NCH x ALASKA no primeiro semestre de 2020.
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Fica evidente que o fundo NCH utilizou-se de mecanismos de protecdo contra a vo-
latilidade do mercado de a¢des, visando minimizar o risco de sua carteira. Muitas vezes, tais
mecanismos utilizam derivativos como as opg¢des de venda (PUTS), por exemplo. Porém, o
custo elevado de manté-las em carteira pode comprometer a rentabilidade acumulada quando

analisados intervalos de tempo ampliados, como ilustrado na Figura 1.2.

Figura 1.2 — Rentabilidade NCH x ALASKA em 3 anos.

Rentabilidade
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Fonte: Site: www.comparadordefundos.com.br

A estratégia com opg¢Oes também tem algumas complicagdes operacionais, como a
complexidade dos modelos matemdticos envolvidos e a dificuldade no gerenciamento e alo-
cacgdo destes ativos. Estes fatores dificultam a utilizacdo deste e outros métodos de protecao,

especialmente por praticantes ndo profissionais do mercado de agdes.

Neste sentido, mostra-se oportuna a reanélise do desempenho, durante uma grande crise,
de métodos que utilizem modelos matematicos que promovam reducao de risco e que possam
ser aplicados sem grandes dificuldades técnicas. Ainda, sem ter de arcar com os elevados custos
de manutencao de ativos de protecao. Convém, entdo, compreendermos um pouco mais sobre

risco associado aos ativos financeiros.

Existem dois tipos de risco, a saber, o risco sist€mico e o nao sistémico. O primeiro é
atrelado a ocorréncia de eventos de grande impacto negativo e ndo previsiveis, e que atingem a
economia como um todo, fazendo com que praticamente todos os ativos de risco percam grande

parte do seu valor. Foi o caso da pandemia de COVID-19.

O risco ndo-sistémico, por outro lado, afeta um ativo individualmente, ou um setor
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especifico. Em uma carteira de investimentos, o maior risco estd em concentrar todo o capital
em acoes de poucas empresas, ou ainda, em um Unico ou em poucos setores da economia. O
desempenho de uma carteira concentrada pode ser muito prejudicado na hipétese de uma ou mais
destas empresas terem um desempenho muito abaixo do esperado. Portanto, a fim de promover

reducgdo de risco € natural montar-se uma carteira de ativos diversificada.

Depois da diversificac@o, deve-se buscar a alocagc@o 6tima destes ativos na carteira, isto
¢, determinar os percentuais mais adequados que cada ativo deve representar. Alguns métodos

matematicos se propdem a calcular tais percentuais de forma a minimizar riscos.

No contexto de crise sist€mica, estratégias de gestdo de carteiras baseadas nos métodos
de Minima Variancia de Markowitz (MV) e da Paridade de Risco (PR) mostraram bons resultados
quando comparados com a distribui¢do uniforme dos ativos na carteira (estratégia 1/n), durante
a crise de 2008 (Bortoluzzo et al., 2018).

Ambos os métodos tratam risco de um ativo como a varidncia de seus retornos, conforme

(2.13) e o risco de uma carteira de investimentos conforme (2.21).

No pioneiro artigo Portfolio Selection, Harry Markowitz (1952) propds o modelo Média-
Variancia, no qual assumem-se as hipéteses de racionalidade do investidor e da eficiéncia dos
mercados. Nesse modelo, busca-se as carteiras eficientes, nas quais para um determinado risco
tem-se o maior retorno ou para um determinado nivel de retorno tem-se o menor risco. O conjunto
das carteiras eficientes é denominado Fronteira Eficiente. O trabalho de Markowitz deu origem a
Teoria Moderna das Carteiras e juntamente com suas variagdes e refinamentos, continua sendo

bastante utilizado pelos praticantes do mercado.

Do modelo Média-Variancia decorre 0 método Minima Variancia (MV), que busca a

alocac¢do dos ativos na carteira visando 0 menor risco.

O método de Paridade de Risco (PR) utiliza os mesmos conceitos da Média-Variancia e
busca atribuir os percentuais dos ativos na carteira de maneira que o risco de cada ativo contribua
igualmente no risco total da carteira. Este método tem ganho importancia e maior aplicabilidade
no mercado. Por exemplo, ha fundos de investimentos que utilizam estratégias baseadas na
Paridade de Risco, como 0 AQR - Risk Parity Fund. O método foi estruturado em (Maillard;
Thierry; Teiletche, 2010) e estudado no mercado brasileiro em (Bortoluzzo et al., 2018) e em
(Souza et al., 2017).

Estratégias que utilizam os métodos MV e PR consistem de aplica¢des recorrentes destes

métodos na atualizacdo de carteiras de investimento.

Neste trabalho analisamos o desempenho das estratégias MV e PR durante a crise causada
pela pandemia de COVID-19, principalmente no més de marco de 2020. A comparacao dos
resultados foi feita com a estratégia 1/n, que ndo se utiliza de métodos de otimizag¢do. As

carteiras foram rebalanceadas semanalmente.
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Com o intuito de aumentar a aderéncia deste tipo de trabalho a situagdes reais de
investimentos em acdes por parte de investidores pessoas fisicas, ndo profissionais do mercado
financeiro, impomos algumas restri¢des a andlise. Ndo trabalhamos com todas as a¢des do Indice
Bovespa, como faz (Bortoluzzo et al., 2018), ou ainda, ndo escolhemos indices como ativos,
como o trabalho de (Souza et al., 2017). Buscamos doze agdes representativas dos diversos
setores da economia, listadas na Bolsa de Valores de Sio Paulo (B?) e que compunham o Indice
Bovespa em janeiro de 2019. Conforme (Oliveira; Paula, 2008) este nimero de a¢des € adequado
ao investidor pessoa fisica para fins de diversificacdo. Utilizamos uma base de dados aberta
e gratuita (br.investing.com) para buscar precos das acdes e calculo dos retornos das agdes.

Utilizamos o software MATLAB na versao R2015a para a implementagao das estratégias.

No periodo afetado pela pandemia de COVID-19, os resultados obtidos usando as
diferentes estratégias refletem a teoria e validam a eficiéncia das mesmas no que se propdem

quanto a gestdo de riscos.

A educacao financeira é parte importante da formacao dos estudantes, em especial do
ensino médio. O trabalho (Alves, 2020), do Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT), mostra a importancia da estatistica como ferramenta na sele¢do de

carteiras de investimentos e apresenta planos de aula nesse sentido com auxilio computacional.

Nos Exemplos 3 e 4 apresentamos célculos para os pesos de carteiras compostas por
duas ac¢des e que podem ser realizados sem ajuda computacional. O objetivo destes exemplos €
produzir aplicagdes no ensino de educagio financeira, utilizando fun¢des quadréaticas, no¢des

basicas de estatistica, assim como operacdes com matrizes.

Os dois primeiros capitulos deste trabalho apresentam alguns conceitos e métodos de
alocacdo de ativos. Outros dois capitulos sdo dedicados para a parte pratica, com aplicag@o desses

métodos em carteiras de agdes no mercado brasileiro no periodo especificado.

O Capitulo 2 contém nogdes gerais da Teoria Moderna das Carteiras, incluindo estatistica
bésica, retorno e risco de ativos e de carteiras de investimentos. No Capitulo 3 apresentamos
a estrutura tedrica e matemadtica dos métodos de Minima Variincia e Paridade de Risco. A
metodologia € apresentada no Capitulo 4. Os resultados obtidos sdo apresentados no Capitulo 5.

Finalmente, o tltimo capitulo trata das consideragdes finais.

Parte deste trabalho e do artigo (Dario et al., 2021b) resultou de contribui¢des de
um grupo de estudos de educagdo financeira da Universidade Tecnoldgica Federal do Parana
(UTFPR), focado inicialmente na Teoria Moderna das Carteiras. Neste grupo também foram
desenvolvidos trabalhos utilizando o método classico de Média Variancia, (Dario et al., 2021a) e
(Miranda, 2021). Assim como nosso trabalho, foi utilizada a mesma carteira de a¢des rebalance-

ada semanalmente no periodo de janeiro de 2019 a agosto de 2020.
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2 CONCEITOS BASICOS DA TEORIA MODERNA DAS CARTEIRAS

Existem vdrias op¢Oes de ativos financeiros para se investir no mercado brasileiro. Ha
ativos de renda fixa, quando a remuneragao do investimento € definida no momento da aplicagdo
e ativos de renda varidvel, quando o rendimento nao € definido a priori. A expectativa de retorno
financeiro do investimento num determinado ativo é conhecida como retorno esperado e depende

do tipo de ativo.

Exemplos de ativos de renda fixa incluem titulos do Tesouro Direto, Debéntures, Letra
de Crédito Imobiliario (LCI) e Letra de Crédito Agronegdcio (LCA), entre outros. Por outro
lado, ativos de renda variavel incluem fundos de investimentos imobiliarios (FII), ouro, fundos

cambiais, derivativos e acdes.

Estamos particularmente interessados no investimento em a¢des. Uma acdo de uma
empresa representa uma fracdo da sua propriedade, sendo que a negociacdo das agdes ocorre nas
bolsas de valores. Sendo ativo de renda variavel, a agdo oferece ganhos ou perdas dependendo
de diversos fatores ligados ao desempenho da empresa e a economia do pais. Uma forma de

rendimento de uma ac¢do se dd pela valorizacdo ou desvalorizacdo de seu preco de mercado.

O risco de um ativo financeiro estd diretamente relacionado com a incerteza que o
investidor tem com relacdo ao rendimento esperado para o ativo. Quanto maior a incerteza, maior

o risco. Por essa razdo os ativos de renda varidvel possuem risco maior do que os de renda fixa.

A fim de reduzir o risco, € indicado que o investidor diversifique seus investimentos, isto
é, divida seu capital entre diferentes tipos de ativos, montando uma carteira de investimentos.

Normalmente, tal carteira € rebalanceada periodicamente através da venda e compra de ativos.

A Teoria Moderna das Carteiras foi iniciada por Harry Markowitz (1952) e utiliza
matematica e estatistica para otimizar os percentuais de alocac¢do de ativos numa carteira, a fim
de obter o menor risco para um dado nivel de retorno esperado, ou o maior retorno esperado para

um dano nivel de risco.

Especificamente, nocdes bdsicas de estatistica e probabilidade sdo utilizadas para calcular

retorno e risco de ativos, conforme veremos na Segdo 2.1.

Nas Secdes 2.2 e 2.3 estudamos os conceitos de risco e retorno de ativos, e de carteiras,

respectivamente.

2.1 FUNDAMENTOS DE ESTATISTICA

Nesta secao fazemos uma breve revisdo dos conceitos de estatistica e probabilidade

necessarios ao nosso trabalho. Os detalhes omitidos podem ser encontrados em (Morettin;
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Bussab, 2010) ou (Foyrsyth, 2018).

Consideramos uma variavel aleatéria discreta X, isto €, uma varidvel cujos possiveis
valores que ela pode assumir formam um conjunto enumeréavel {z;};cn. Este é o caso dos

precos futuros de uma agdo na bolsa de valores, por exemplo. A cada valor x; corresponde a
oo

probabilidade p(xz;) > 0 de ocorrer X = x;, sendo que Y _ p(z;) = 1.
i=1

O valor esperado (ou esperanca) de X é denotado por £(X) ou px e definido por

px = B(X) =) aip(x;), (2.1)
=1

quando esta série for convergente.

A variancia de X ¢ denotada por Var(X) ou 0% e definida como

0% = Var(X) = E [(X — E(X))?]. (2.2)

Note que Var(X') > 0. Outra medida de dispersdo calculada em relagdo ao valor esperado
€ o desvio padrao, denotado por ox e definido por

ox =4/ Var(X). (2.3)

Outras propriedades basicas do valor esperado e da variancia sdo listadas na proposi¢ao

abaixo.

Proposicao 2.1. Sejam X e Y varidveis aleatdrias discretas, para as quais existam F(X) e
E(Y), e seja k € R. Tem-se que:

(a) E(k) = k.

(b) E(kX) = kE(X).

(¢) E(X+Y)=E(X)+ E(Y).
(d) Var(k + X) = Var(X).

(e) Var(kX) = k?Var(X).

Demonstracdo. Sejam {x;};cn 0s possiveis valores para X e p(x;), i € N, suas respetivas

probabilidades. Utilizando (2.1), temos E(k) = k> _ p(z;) = k, 0 que mostra o item (a). Para
i=1

(b), temos E(kX) =Y kx;p(x;) = kE(X). Agora consideremos {y; } ;e 0s possiveis valores
i=1

para Y e p(z;,y;) a probabilidade de ocorrer X = z; e Y = y;. Para a demonstragdo de (c),
temos E(X +Y) =

[e.e]

> ap(w, y;) + i yip(xi, yj) = i_oj:v ip(xi,yj) + iyj ip(:ci,yj) = E(X)+ E(Y),

1,j=1 4,j=1
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pois para i fixo, Y p(z;,y;) = p(x;) e para j fixo, Y p(z;,y;) = p(y;). Para os itens (d) e (e)
j=1 i=1
precisamos de (2.2) e os itens (a), (b) e (¢) ja demonstrados. Assim, temos que Var(k + X ) =

E[(k+X - E(k+ X))} = F[(X — E(X))?] = Var(X), concluindo a demonstra¢do de (d).
Finalmente, para o item (e) temos Var(kX) = E [(kX — E(kX))?] = E[(kX — kE(X))?]
E[(k(X — E(X)))?] = k*Var(X).

O

Utilizando novamente as propriedades de valor esperado listadas na Proposi¢do 2.1,

obtemos uma férmula alternativa para variancia:
Var(X) = E(X?) — [E(X)]?, (2.4)

que demonstramos a seguir. Por (2.2) e (a), (b) e (c¢) da Proposicdo 2.1 e por F(X) ser uma

constante, temos

Var(X) = E [(X — E(X))’] = E(X?) = 2B(X)E(X) + [E(X)]* = E(X?) — [E(X)]*

Dado um par de varidveis aleatérias X e Y, o valor esperado do produto dos desvios
de X e Y em relacdo aos seus respectivos valores esperados é chamado de covariancia, que é

denotada por Cov(X,Y') ou oxy. Precisamente, define-se

oxy = Cov(X,Y) = E[(X — E(X)) (Y — E(Y))]. 2.5)

Alternativamente, temos
Cov(X,Y)=E(XY)—- EX)E(). (2.6)
De fato, de (2.5) e da Proposicao 2.1 segue que

Cov(X,Y) = B(XY) — E(X)E(Y) — E(Y)E(X) + E(X)E(Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

E conveniente restringir os resultados mencionados para o caso de variaveis aleatorias

finitas, isto ¢, aquelas que assumem um ndimero finito de valores.

Suponha que os possiveis valores para a varidvel aleatéria X sejam x1, xo, . .., x,, com
respectivas probabilidades p(x1), ..., p(z,), € que a varidvel aleatdria Y possa assumir os valores
Y1, Y2, - - -, Yn, com probabilidades p(y1), . .., p(yn). Ainda, que p(z;, y;) seja a probabilidade de
ocorrer X = x; e Y = y;. Entdo, (2.1), (2.2) e (2.5) sdo escritas como

E(X) = i xz’p(xi)y
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Cov(X,Y) = Z A

i=1j

(2 = E(X))(y; — EYV))p(i, ;).

1

n

Se além disso a distribui¢do das probabilidades para os valores de X for uniforme, isto

z

. . 1 .
é, x1,...,x, tiverem a mesma probabilidade p(x;) = —, entdo o valor esperado serd a média
n

aritmética simples () desses valores e a variancia e covariancia serdo conforme segue

1 n
E(X) =~z (2.7)
=1
Var(X) = Tll . (2; — )%, (2.8)
=1
1 n
Cov (X,Y) = — > (2 =2) (g~ 7). (2.9)

sendo que na ultima igualdade assumimos que a distribui¢do das probabilidades dos possiveis

valores de Y também € uniforme.

Algumas propriedades da variancia e covariancia sao listadas na proposi¢ao seguinte.

Proposicdo 2.2. Sejam X, Y, Z varidveis aleatérias discretas, para as quais existam F(X),
E(Y)e E(Z), esejak € R. Tem-se que

(a) Cov(X,X) = Var(X).

(b) Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

(¢) Cov(X 4+, Z) = Cov(X, Z) + Cov(Y, Z).
(d) Cov(kX,Y) = kCov(X,Y).

Demonstracdo. Os itens (a) e (b) seguem de (2.2) e (2.5). Vamos demonstrar o item (c). Pela
Equagio 2.6, temos Cov(X +Y, Z) = E((X+Y)(2)) - E(X+Y)E(Z) = E(XZ)+E(Y Z)~
E(X)E(Z)—E(Y)E(Z) =Cov(X, Z) 4+ Cov(Y, Z), onde na peniltima igualdade utilizamos
a Proposi¢do 2.1 (c). Para o item (d) utiliza-se a Equagdo 2.6 e o item (b) da Proposicdo 2.1.
Assim, Cov(kX,Y) = kE(XY) — kE(X)E(Y) = kCov(X,Y). O

2.2 RETORNO E RISCO DE ATIVOS

Nesta se¢do definimos taxa de retorno, retorno esperado e risco de um ativo de renda
variavel. Veremos que o retorno esperado € entendido formalmente como o valor esperado da
taxa de retorno e trata-se de uma expectativa de retorno. Quanto a isso, (Ross et al., 2015) explica
que tal expectativa pode ser o retorno médio por periodo que uma agdo tenha obtido no passado
ou, alternativamente, pode basear-se numa andlise detalhada das perspectivas da empresa em

questao.



19

Denotamos por P(t) o preco de um ativo no tempo ¢, isto é, sua cotagdo de mercado
neste tempo. A taxa de retorno ou simplesmente retorno R(s,t) de um ativo no intervalo de

tempo [s, t| é definida como a varidvel aleatéria

P(t) = P(s)

R(s,t) = PG)

(2.10)

Apesar de importante na defini¢do acima, ndo mais utilizaremos a varidvel temporal, a
menos quando estritamente necessario. Assim, vamos denotar apenas por R a varidvel aleatoria
que representa o retorno de um ativo em um dado periodo. Sejam também 74, . . ., r,, 0S possi-
veis valores para R e p(ry),...,p(r,) as respectivas probabilidades destes valores ocorrerem.

Definimos o retorno esperado de um ativo como
n=E(R) :Zﬁp(ri)- (2.11)
i=1

Note que esta definicdo € o conceito estatistico de valor esperado (2.1) aplicado ao

contexto da teoria das carteiras.

As probabilidades em (2.11) s@o estimadas de acordo com as perspectivas individuais
de cada investidor sobre os possiveis cendrios futuros para cada empresa, ou ainda, quanto a
perspectiva geral de mercado, tais como bull market (mercado em alta), estagnacio ou bear

market (mercado em baixa).

Dada a dificuldade em realizar andlises de mercado, € usual estimar tais retornos espera-

dos por meio do célculo da média dos retornos historicos do ativo, adotando probabilidades iguais

para cada um destes retornos. Desta forma, para os retornos histéricos 1, . . ., 7, € respectivas
o 1 . o~
probabilidades p(r;) = —, com i = 1,...,n, a defini¢do de retorno esperado (2.11) pode ser
n
escrita como a média
1 n
p=FE(R) = - Zm. (2.12)

Para concluir esta se¢do, vamos definir matematicamente o risco de um ativo.

Em geral, a nocao de risco estd associada a possibilidade de perda devido a tomada de
decisdes de investimento em um ambiente de incerteza com relagdo as empresas ou 0 mercado

em geral.

Conforme (Neto, 2014), risco pode ser entendido pela capacidade de se mensurar o
estado de incerteza de uma decisdo mediante o conhecimento das probabilidades associadas a

ocorréncia de determinados resultados em relacdo ao seu valor esperado.

A definicdo formal de risco de um ativo € obtida através do grau de dispersdo das taxas
de retorno em relag@o ao seu retorno esperado. Quanto maior a dispersdo, maior o risco. Assim
sendo, a forma mais utilizada para medir o risco de um ativo financeiro € a variancia, ou quando

conveniente, o desvio padrdo. A propria interpretacdo da variancia como forma de medir a
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dispersao dos dados em relacdo ao valor esperado de um determinado conjunto de valores tornou

natural sua utilizagdo como tal parametro.

Desta forma, seguindo a notacao anterior, o risco de um ativo € definido como

n

0% = Var(R) = 3 p(ri)(r; — E(R))?. (2.13)

i=1

Caso as probabilidades sejam iguais para todos os n cendrios, o risco do ativo é

0 = Var(R) = zn:(ri — E(R))?, (2.14)

e E(R) é dado pela média aritmética conforme (2.12).

2.3 RETORNO E RISCO DE CARTEIRAS DE INVESTIMENTOS

Na sec¢do anterior definimos retorno esperado e risco de ativos de renda varidvel, como €
o caso do preco das acdes. O retorno esperado de uma carteira de agdes também € uma varidvel

aleatoria e serd definido nessa secdo, assim como serd definido o risco de uma carteira.

Uma carteira de investimentos, ou simplesmente carteira, ¢ composta por um conjunto
finito de ativos financeiros, tais como agdes, derivativos, titulos, etc, juntamente com seus

respectivos pesos, conforme segue.

Suponha que uma carteira z(t) é formada pelos ativos 1, ..., 7n no tempo ¢. O peso do
ativo ¢ em x(t) é definido como o percentual do capital da carteira alocado em i, parai = 1, ..., n,
e é denotado por z;(t). Especificamente, denotando por P (t), ..., P,(t) os respectivos precos
dos ativos e ¢;(t), . . ., ¢, (t) suas respectivas quantidades, podemos definir
qi(t) Pi(t)
i(t) = , 2.15

onde V(t) =) ¢;(t)P;(t) é o valor da carteira. Desta forma, a carteira 2 no tempo ¢ é formal-
i=1

mente representada pelo vetor

2(t) = (21(t), ..., () (2.16)

e satisfaz a condicao
i1 (t)+ ...+ ax,(t) = 1. (2.17)

Os pesos podem ser negativos no caso da venda a descoberto de ativos (short selling).
Trata-se da operacdo de venda de um ativo que ndo se tem na carteira e posterior compra
do mesmo. Nesse trabalho ndo vamos considerar este caso, assumindo sempre x; > 0, com

1=1,...,n.

Uma estratégia de investimento ¢ uma sequéncia de carteiras, indexada por ¢.
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Cada passo da sequéncia corresponde a um ajuste, ou rebalanceamento, periédico da
carteira anterior de acordo com a estratégia definida. Sempre assumiremos tais ajustes auto-

financidveis, isto é, utiliza-se somente o capital da carteira anterior, sem novos aportes.

Uma estratégia basica, e muito utilizada por ndo envolver critérios de otimizagao, atribui
0 mesmo peso para todos os ativos da carteira e é denominada estratégia 1 /n, ou ainda equal

weighting.

Exemplo 1. A divisdo igualitdria do capital disponivel entre os n ativos da carteira x produz a

sequéncia constante z(t) = (1/n,...,1/n), isto é,

1
z;(t) = —, paratodo i € N e todo t.
n

Retorno esperado de uma carteira

Primeiramente definimos o retorno da carteira x = (z1,...,x,) como
n
Ry = xR;, (2.18)
=1

onde R; € o retorno do ativo 7, conforme (2.10). Pela linearidade do retorno esperado (Proposi¢do

2.1, itens (b) e (¢)), segue que o retorno esperado da carteira x é

w(z) = E(Ry) = z;E(R;). (2.19)
i=1
Organizando os retornos esperados y; = E(R;), com i = 1,...,n, na matriz linha
m = [py fo -+ [i,), NOS serd ttil representar matricialmente o retorno esperado da carteira x
como
w(z) = B(R,) = ma”, (2.20)
onde z = [x; @y --+ x,] ez’ éatransposta de z.

Risco de uma carteira
O risco da carteira © = (z1,...,x,) é definido como o desvio padrao de R, e denotado por
o(x). Assim,

o?(x) = Var(R,). (2.21)

Enquanto o retorno esperado de uma carteira é dado pela simples combinagdo linear dos
retornos esperados dos ativos que a compdem, o calculo do risco da carteira nao depende apenas
do risco individual de cada ativo. Com relacao a isso, (Neto, 2014) afirma que o risco de uma
carteira depende também da forma com que seus ativos se relacionam entre si. Assim, precisa

ser levada em conta a covariancia entre os retornos dos ativos da carteira, conforme segue.

Proposicio 2.3. Considere a carteira © = (x1,...,%,). Seja 0; o risco do ativo i e 0;; =
Cov(R;, R;) a covariancia entre os retornos dos ativos ¢ e j da carteira =. O risco da carteira x é

dado por
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g ( ) Var ZZE +Zinxjaij = szixjo-ij-

i=1 j#i i=1j=1

Demonstra¢io. Temos o*(z) = Var(R,) = E((R,)?) — [E(R.)]?, por (2.4). Utilizando (2.18)

e a linearidade do retorno esperado, temos

E(R.)?) — [E(R))*=F ié(ﬁ}%ﬁ + 2z RiR;) | — [Z: xiE(Ri)]

zj:g: E(R?) +2if)xi% ié[ )? + 2z, B(R) E(R))]

i=1 j#i

n

=33 a (B(RY) - EX(R)) +23° 3wy (E(RR) — B(R)E(R)

i=1 j#1i i=1 j#i

n n o n
= ZLU?O'E + 222371'.1']'0'2‘]'.
i=1 i=1 j7#1

O

Denotando ¢;; = Cov(R;, R;), 1 < i,j < n, a matriz de covaridncia de x é a matriz
C, quadrada de ordem n, dada por

€11 C2 -+ Cip
Co1 Co2 -+ Cop

C=1" P (2.22)
Cn1 Cp2 *°* Cpn

A forma matricial do risco da carteira, conforme Proposicdo 2.3, é dada por

o?(z) = 2Cx". (2.23)

A matriz C' € simétrica, pois Cov(R;, R;) = Cov(R;, R;), para todo i e j. Os elementos
da diagonal sdo as variancias dos retornos, isto é, ¢;; = Var(R;) = Cov(R;, R;). Também, por ser
uma matriz de covariancia, é semi definida positiva, isto &, xCz? > 0, para todo z. Além disso,
se os retornos dos ativos da carteira forem um conjunto de vetores linearmente independente,

entdo C' € definida positiva, e portanto inversivel (Wang; Xia, 2002).

Para finalizar este capitulo, veremos um exemplo de uma carteira ficticia de duas agdes,

para a qual vamos calcular retorno e risco utilizando dados de retornos histéricos anuais.

Exemplo 2. Suponha que uma carteira x € composta pelas agdes 1 e 2 e que estas possuem

historico de retornos anuais conforme a tabela abaixo.
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Ano | Retornos da acdo 1 | Retornos da agdo 2
2016 -0,20 -0,05
2017 0,18 0,30
2018 0,30 -0,15
2019 0,07 0,08
2020 -0,10 0,02

Como retorno esperado de cada acdo vamos utilizar a média dos retornos histdricos,

conforme Equacao 2.12. Assim,

1
i = E(Ri) = (~0.2+ 0,184+ 0,3 40,07 — 0,10) = 0,05,

1
w2 = E(Ry) = 5(—0, 054 0,3—0,1540,084+0,02) = 0, 04.
Para os riscos utilizamos a Equagdo 2.14. Desta forma, o7 e o3 sdo dados por

1
g((—0, 2—0,05)%+(0,18—0,05)*+(0, 3—0, 05)*+(0,07—0, 05)*+(—0, 10—0, 05)?) ~ 0,03296,

1
5((—0, 05—0,04)?+(0,3—0,04)*+(—0, 15—0, 04)*+(0,08—0, 04)*+(0,02—0, 04)*) = 0,02276,

respectivamente.

Portanto, de acordo com os dados considerados, a a¢do 1 possui retorno esperado de 5%
e risco de o7 = 1/0,03296 = 18, 15%, enquanto a acdo 2 possui 4% de retorno esperado com
risco de oy = /0, 02276 ~ 15, 09%.

Agora calculamos as covaridncias entre os ativos 1 e 2,

1 T2 r—pa | 2 — g | (r— pa)(r2 — )
-0,20 | -0,05 | -0,25 -0,09 0,0225
0,18 | 0,30 0,13 0,26 0,0338
0,30 | -0,15 | 0,25 -0,19 -0,0475
0,07 | 0,08 0,02 0,04 0,0008
-0,10 | 0,02 | -0,15 -0,02 0,0030

1
e obtemos 013 = 091 & 5(0, 0225 + 0,0338 — 0,0475 + 0,0008 + 0,003) =~ 0, 00252.

Utilizando (2.19) e a Proposi¢do 2.3, temos que tanto o retorno esperado quanto o risco

da carteira x dependem do capital investido em cada acdo e sdo obtidos como
p(x) ~ 0,052, + 0, 04x,,

o?(x) =~ 0,0329627 4 2(0,00252)z175 + 0, 0227623,
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3 METODOS DE GESTAO DE RISCO DE INVESTIMENTOS

Neste capitulo estudamos dois métodos de gestdo de risco de carteiras, 0 método de
Minima Variancia de Markowitz (MV) e o de Paridade de Risco (PR). Estes definem os percen-
tuais de cada ativo na carteira com base em minimizacao de risco e risco igualitrio dos ativos,

respectivamente. Ambos utilizam conceitos do método de Média Variancia de Markowitz.

Conforme ja mencionamos, o cldssico trabalho de Markowitz (1952) deu inicio a Teoria
Moderna das Carteiras, que tem como premissa basica a racionalidade do investidor. Entre as
carteiras com mesmo retorno esperado, supde-se que o investidor racional prefira aquela de
menor risco. Analogamente, que ele opte pela de maior retorno esperado entre as carteiras de
mesmo risco. Tais escolhas correspondem as chamadas carteiras eficientes, que no plano risco

X retorno correspondem aos pontos da curva denominada Fronteira Eficiente.

O método classico de Média Variancia de Markowitz tem o objetivo de encontrar a
carteira eficiente para os parametros fornecidos, isto €, encontrar o vetor de pesos dos ativos
dessa carteira que possua o menor risco para um determinado retorno esperado da carteira. Este
método € estudado com mais detalhes em (Miranda, 2021), do PROFMAT, como jé citado na

introdugdo deste trabalho.

Conforme vimos na Proposicao 2.3 do Capitulo 2, o risco de uma carteira = € definido
como uma fungdo o(x) de seus pesos, e depende da covariincia dos retornos dos ativos. Por
outro lado, o retorno esperado da carteira depende dos retornos esperados dos ativos que a

compdem, conforme a Equacgdo 2.19.

Na sequéncia, nos serdo lteis as representacdes matriciais para retorno e risco da carteira
(Equacgdes 2.20 e 2.23).

O método de Média Variancia, portanto, resolve o problema de otimizacao de encontrar

a carteira de menor risco, dado um certo nivel de retorno esperado i da carteira, isto é

1

gellkr% —xCx”
s.amz’ = o, 3.1
127 =1
r;>0i=1,...,n
onde m = [u; po -+ fin), C € a matriz de covaridnciae 1 = [1,...,1] € o vetor com n

entradas iguais a 1.

Uma limitagdo do método de Média Variancia € a estimativa das taxas de retornos
esperados para a carteira. Pequenos erros na estimac¢do dos retornos esperados podem causar

forte impacto nos pesos da carteira. Se retirarmos a imposi¢do de nivel de retorno esperado
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da carteira, ou seja, a restricdo da primeira igualdade no Problema 3.1, obtemos o problema
correspondente ao método de Minima Variancia (MV), conforme veremos em detalhes na Secao
3.1.

O método de Paridade de Risco (PR) produz carteiras em que todos os ativos possuem a
mesma contribui¢ao para o risco total da carteira. Assim como o MV, para o método PR nao é

necessdrio estimar o retorno esperado da carteira.

A Paridade de Risco foi matematicamente estruturada no trabalho de (Maillard; Thierry;
Teiletche, 2010), o qual servird de referéncia para nossa abordagem. Cabe observar que o método
PR tem sido bastante utilizado por investidores por produzir carteiras mais diversificadas e riscos

intermedidrios entre os métodos MV e 1/n.

De forma simplista, o método MV produz os pesos dos ativos para a carteira de menor
risco, enquanto o método 1/n (Exemplo 1) divide o capital igualmente entre os ativos da carteira.
Em ambos os métodos, os riscos dos ativos podem contribuir de forma irregular no risco total da

carteira. No método PR, por outro lado, os riscos dos ativos contribuem de forma igual.

Os trabalhos de (Souza et al., 2017) e de (Bortoluzzo et al., 2018) analisam estratégias de
gestdo baseadas no método PR no mercado brasileiro. Em especial, mostrou-se uma boa opcao
em ambientes de crise, como na ocorrida em 2008. O método PR serd estudado na segunda secio

deste capitulo.

3.1 MINIMA VARIANCIA DE MARKOWITZ (MV)

Denotando por C' a matriz de covariancia, conforme (2.22) associada a carteira x =
(x1,...,%,), 0 método de Minima Variancia de Markowitz pode ser definido como o seguinte

problema de otimizacao

1
min —zCx”
xeR™
salzl =1 (3.2)

r;>0i=1,...,n

onde 1 = (1,...,1) é o vetor com n entradas iguais a 1.

Nesse problema, a fun¢do objetivo é quadritica e limitada inferiormente por zero, pois C'
¢ simétrica e semi definida positiva. Além disso, as restri¢des de igualdade e de desigualdade sdo

lineares e, em particular, as restricdes de desigualdade sdo convexas.

A prova da existéncia de um minimizador global para o Problema 3.2 segue do Teorema
3.1, que foi apresentado em (Frank; Wolfe, 1956) e em (Blum; Oettli, 1972), e cuidadosamente
demonstrado em (Krulikovski [Teorema 1.34], 2017).
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Teorema 3.1. Considere o problema quadrdtico

1
min —z' Hx + 'z
z€R™ 2 (3.3)
s.aa Ar+b<0

com H € R"™ " simétrica, c € R", A € R™*" ¢ b € R™. Suponha que o seu conjunto vidvel seja
ndo vazio e que a fungdo objetivo seja limitada inferiormente neste conjunto. Entdo o problema

tem um minimizador global.

Outra forma de garantir a existéncia de solu¢do para o Problema 3.2 é o resultado
apresentado em (Kreyszig [Corolario 2.5-7, pg. 81], 1978), que afirma que uma funcio continua
em um conjunto compacto sempre assume maximo € minimo nesse conjunto. Veja que a fungdo
objetivo no Problema 3.2 € continua em R" e as restri¢des formam um conjunto compacto em
R"™ (fechado e limitado).

Conforme veremos no Capitulo 4, na resolu¢do numérica deste problema usamos o

toolbox de otimizacao do Matlab, em particular o método quadprog.

Desconsiderar as restricdes de desigualdade no Problema 3.2 equivale a permitir vendas
a descoberto de ativos. Matematicamente significa poder considerar pesos negativos na carteira.

Neste caso, € possivel explicitar a solugdo analitica. Conforme apresentado e demonstrado em
-1

(Capinski; Zastawniak, 2003), a solucdo € dada por x = 10117

desde que o denominador

seja diferente de zero.

O exemplo a seguir considera uma carteira com duas a¢des € mostra como encontrar a
carteira de minima variancia analiticamente, podendo ser um projeto de ensino para estudantes
de ensino médio. Para encontrar esta carteira utilizaremos os conceitos de média, variancia,

desvio padrao, covariancia, minimo de fun¢ao quadrética e operagdes com matrizes.

Exemplo 3. Vamos considerar que as agdes 1 e 2 possuem retornos mensais no periodo de
novembro de 2019 a novembro de 2020 conforme a Tabela 3.1. Queremos encontrar a carteira

x = (x1, z5) de menor risco dentre as possiveis carteiras conforme o método MV.



Tabela 3.1 — Retornos mensais de duas acdes.

Més Retorno da A¢io 1 | Retorno da Acao 2
Nov 2019 0,0799 0,0090
Dez 2019 0,0867 0,0587
Jan 2020 -0,0023 0,1706
Fev 2020 -0,0871 -0,0940
Mar 2020 -0,1469 -0,2282
Abr 2020 0,1208 0,2741
Mai 2020 0,0916 0,2949
Jun 2020 0,0296 0,1133
Jul 2020 0,0072 0,1280
Ago 2020 0,2857 0,1546
Set 2020 -0,0648 0,0429
Out 2020 -0,0475 0,1045
Nov 2020 -0,0042 -0,0037

Média 0,0268 0,0722
Variancia 0,0121 0,0211
Covariancia 0,0107 0,0107

Fonte: da autora
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De acordo com os dados, o retorno esperado e risco da ag¢do 1 sdo u; ~ 2,68% e
o1 ~ +/0,0121 = 11%, respectivamente. Para a agdo 2 temos pp ~ 7,22% e 05 =~ 1/0,0211 =~

14, 52%.

O retorno esperado da carteira que contém as duas agdes pode ser expresso em fun¢do

dos pesos das acdes e seus retornos esperados, conforme (2.12) ou na forma matricial, com

m = [y [o] e x = [x; xs), conforme (2.20). Assim,

p(r) = ma’ =z + 241y & 0,0268z; + 0,072225, com 1 + 29 = 1.

2
Sendo C' = o1

021 0'2

a matriz das covaridncias dos retornos dos ativos, temos que o

risco da carteira, calculado através de (2.23), é

2 T_ 292 229
o°(x) = 2Cx" = xio] + 1505 + 20122012.

Substituindo os valores de o, 03 € 019 = 091 Obtemos

o?(z) ~ 0,012127 + 0,021123 + 0, 02142, 75.

Fazendo x5 = 1 —x1, obtemos retorno e risco das carteiras como fun¢des de uma varidvel

p(zy) ~ —0,0454x, +

0,0722,

o?(z1) = 0,01182% — 0, 0208z, + 0,0211.

(3.4)

(3.5)
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Nosso objetivo é obter a carteira com risco minimo, isto é, minimizar o(z). Como a

fungdo o%(x) é quadrética e seu grafico é uma pardbola com concavidade voltada para cima, seu
—(—0,0208)

ponto de minimo encontra-se no vértice da pardbola, sendo a abscissa x; ~ 2(0,0118)
)

0,8814 e a ordenada o%(z1) =~ 0,01193.

Substituindo o valor de z; em (3.4), obtemos o retorno da carteira p(z) ~ 0,0322. O
risco da carteira é o desvio padrio o(z) ~ /0,01193 ~ 0, 1092.

Concluimos assim que a carteira de minima variancia é z = (0,8814 0, 1186), isto &,

aquela que alocar 88, 14% do capital na acéo 1 e 11,86% na agdo 2.

Como citamos na introducdo deste capitulo, a Fronteira Eficiente é obtida como parte da

fronteira da regido do plano risco X retorno representada pelas carteiras vidveis. Das equagdes
(3.4) e (3.5) obtemos

5,7249u% — 0* — 0, 36851 40,0178 = 0,

representada pela hipérbole na Figura 3.1. Esta curva corresponde a fronteira da regido das

carteiras viaveis.

Neste exemplo, a carteira de minima variancia possui retorno esperado 3, 22% e risco

10,92% e esté representada na extremidade da Fronteira Eficiente conforme a Figura 3.1.

As carteiras com retorno esperado maior ou igual a 3,22% e risco minimo formam a

Fronteira Eficiente, destacada em vermelho na Figura 3.1.

Figura 3.1 — Fronteira Eficiente e carteira de minima variancia.

@
o

@

o
o

«—  Fronteira Eficiente

o

S
o

Retornos Esperados (%)

«—— Carteira de Minima Variancia

25 1 1 1 1 1 1 1 1
10.5 1" 1.5 12 12.5 13 13.5 14 14.5 15

Risco (%)

Fonte: da autora
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3.2 PARIDADE DE RISCO (PR)

O método da Paridade de Risco busca encontrar uma carteira de tal forma que o risco

de cada ativo contribua igualmente no risco da carteira.

Sendo o7 a varidncia do ativo i e 0;; a covariancia dos ativos i € j, lembramos que o

risco total da carteira x = (zy,...,x,) é dado por

n n n
o(z) = J S atol 4> wzjoy,
=1

i=1 j#i

conforme a Proposi¢ao 2.3. Definimos a contribuicao marginal do risco do ativo : como

2
x;0; + Z X055

do () i
= 3.6
ox; o(x) ’ (3.6)
e sua contribuicao de risco como
Jdo(x)
oi(r) ==x o (3.7)

Vamos mostrar que o risco total da carteira é a soma das contribui¢des de risco dos ativos.

Teorema 3.2. Com as notagdes acima, para x € [0, 1]", a fungcdo o decompéde-se como

n

o(z) =) oi(x).
=1
O Teorema 3.2 foi apresentado em (Maillard; Thierry; Teiletche, 2010) e sua demonstra-
¢do € uma aplicacdo direta do Teorema de Euler para fun¢des homogéneas (Spivak [p.34], 1965),

conforme segue.

Lembramos que dado um ndmero inteiro m, uma fun¢do f : R® — R é chamada
homogénea de grau m se f(tz) = t™ f(x), para todo x € R™ e todo ¢t € R. Restringindo a
mesma defini¢do para ¢ > 0, dizemos que f € positivamente homogénea de grau m, como é o

caso da fun¢do o com m = 1.

Teorema 3.3 (Euler). Se f : R"\{0} — R ¢ uma fung¢do positivamente homogénea de grau

m > 1 e continuamente diferencidvel, entdo
1 & Of "
f(z) = —=> a;——(x), paratodox = (z1,...,x,) € R"\{0}.
m = O
Demonstracdo. Dado z € R™\{0}, vamos definir a fun¢do real g(t) = f(tz), t € R\{0}. Pela
"0
Regra da Cadeia, temos ¢'(t) = Z Z; 8f (x), para todo t € R\{0}. Por outro lado, como f é
i=1 O

homogénea de grau m, temos g(t)iz t™ f(x) e agora ¢'(t) = mt™~! f(x). Portanto, o resultado

segue calculando ¢'(1) nas duas férmulas para a derivada de g. 0
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Como mencionado, a ideia da paridade de risco € buscar pesos na carteira de modo que
a contribuic¢ao dos riscos dos ativos seja a mesma para todos os ativos da carteira. Assim, para
1 # j, precisamos fazer

oi(r) = x; aga(j) = x; 8;3(63]1:) = oj(z).

De acordo com (Maillard; Thierry; Teiletche, 2010), impor a paridade de risco para obter

uma carteira equivale a resolver o seguinte problema de otimizagao:

min >3 (0i(x) - 05(2))?
i=1j=1
3.8
sa 1zl =1, (3-8)
r; >20,i=1,....n

O valor minimo da fung¢do objetivo deve ser zero, para que as contribui¢des de risco
sejam iguais. Assim como no Problema 3.2, a funcao objetivo em (3.8) é quadratica (variancia
das contribuicdes de risco) e tem restri¢oes lineares. Portanto, cabe exatamente a mesma anélise

quanto a existéncia de solu¢do global.

O Problema 3.8 também pode ser escrito com a fun¢do objetivo parecida com a do
Problema 3.2, contudo isso implica a perda de linearidade das restricdes, como apresentado em
(Maillard; Thierry; Teiletche, 2010).

Como veremos no Capitulo 4, na programacao linear de (3.8) usamos o foolbox de

otimizagdo do Matlab em particular o método fmincon.

O Exemplo 4 possui os mesmos dados do Exemplo 3, porém neste caso, serdo obtidos os

pesos da carteira conforme o método PR.

Exemplo 4. Sejam as mesmas acdes 1 e 2 do Exemplo 3 e os mesmos retornos dos pregos
histéricos no periodo de novembro de 2019 a novembro de 2020. Queremos encontrar a carteira

x = (x1, x5) de acordo com o método PR.

Utilizaremos os mesmos resultados obtidos na Tabela 3.1, isto é, o7 = 0,0121, 03 =
0, 0211 e 012 = 091 = 0, 0107.

Para encontrar a carteira de acordo com o método Paridade de Risco, precisamos igualar

as contribui¢des de risco (3.7) das duas acdes, isto €, fazer

Jdo(x) Jdo(x) .

::C2

81’1 8x2
Utilizando a Equacgao 3.6, obtemos
2 2
T107] + 2072 To05 + X1091
T = T2

o(x)

o(x)
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isto é, #20% = w303. Fazendo x5 = 1 — x; e reescrevendo em fungdo de z1, temos

20 2 2 2 2 _

P X o ~ 02 02 . L.
As raizes desta equagdo quadrética sdao e — , sendo a primeira a tnica
o ) o1+ 09 01— 09
positiva. Sendo assim
02
r = .
o1+ 09

Substituindo os valores 07 ~ /0,0121 e 05 = /0, 0211, encontramos os pesos z; ~ 0, 5690 e
x9 = 1 — xy &~ 0,4310. Portanto, a carteira com 56, 90% investido na acéo 1 e 43, 10% na agdo

2 € a carteira que tem paridade de risco entre as acoes.

Para concluir este capitulo, vamos coletar os resultados dos Exemplos 3 e 4, obtidos
respectivamente através dos métodos de Minima Variancia (MV) e de Paridade de Risco (PR),

juntamente com a carteira que aloca o mesmo capital para cada agdo da carteira (método 1/n),
isto é, x = (0,50 0,50).

Tabela 3.2 — Carteiras obtidas com os métodos 1/n, MV e PR e seus respectivos retornos e
iSCos.

Método | Pesos das acoes | Retorno Esperado | Risco

! Z2
1/n 0,5000 0,5000 0,0495 0,1168
PR 0,5690 10,4310 0,0464 0,1144
MV 0,8810 0,1190 0,0322 0,1092

Fonte: da autora
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4 METODOLOGIA

Os métodos MV e PR apresentados no Capitulo 3, assim como o método 1/n, serdo
aplicados para o rebalanceamento das carteiras, formando assim trés estratégias de investimento,

para as quais manteremos a mesma nomenclatura.

Vamos considerar os pesos ndo negativos, entre 0 e 1, isto é, sem utilizar venda a
descoberto de agdes para as estratégias MV e PR. A carteira obtida pela estratégia 1 /n possui os

pesos positivos por defini¢ao.

Para a resolu¢do dos problemas de otimizagdo, referentes aos métodos de Minima

Variancia e Paridade de Risco, utilizamos o software MATLAB em sua versao R2015a.

Na resolucdo numérica do Problema 3.2 usamos o foolbox de otimizacdo do MATLAB,
em particular o método quadprog e na programacao linear do Problema 3.8 usamos o fimincon. A

programacdo em MATLAB encontra-se no Apéndice C.

Um aspecto pratico importante € que a fun¢do objetivo do Problema 3.8, por ser uma
soma de quadrados de nimeros de magnitude pequena, em geral, assume valores pequenos. Esse
fato pode fazer com que as tolerancias dos métodos numéricos usados para resolver o problema
sejam atingidas sem que a solucdo numérica seja suficientemente precisa. Para contornar esse
tipo de situagdo, multiplicamos a fung¢ao objetivo por um nimero grande. Este ajuste de escala

melhora a precisdo dos métodos sem afetar sua eficiéncia computacional.

Nesse capitulo vamos expor a montagem da carteira de acdes, definir a periodicidade de
andlise e a forma de estimag@o da matriz de covariancia. Estes sdo os aspectos principais para a

comparacao das estratégias.

4.1 MONTAGEM DA CARTEIRA

De acordo com (Oliveira; Paula, 2008), o niimero ideal de a¢des a ser mantido numa
carteira € 12, levando em conta as tarifas cobradas de pessoas fisicas pelas corretoras e os
beneficios da diversificacdo.

Escolhemos 12 a¢des entre aquelas listadas na Bolsa de Valores que compunham o
IBOVESPA em janeiro de 2019. Também, que representassem os diversos setores da economia

classificados pela prépria B3.

Na Tabela 4.1 estdo listados as a¢cdes escolhidas.
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Tabela 4.1 — A¢des que fazem parte da carteira.

N.| Ticker Nome Setor/Subsetor ou Segmento

1 | ABEV3 Ambev S.A. Consumo nao Ciclico/Bebidas

2 | EQTL3 | Equatorial Energia S.A. Utilidade Publica/Energia Elétrica

3 | IGTA3 Iguatemi E. S. S.A. Financeiro/Exploracdo de Imdveis

4 | ITUB4 Itat Unibanco S.A. Financeiro/Bancos

5 | MGLU3 Magazine Luiza SA Consumo Ciclico/Eletrodomésticos

6 | PETR4 PETROBRAS S.A. Petréleo, Gas e Biocombustiveis

7 | RADL3 Raia Drogasil S.A. Satde/Medicamentos e Outros Produtos
8 | RENTS3 Localiza R.C. S.A. Consumo Ciclico/Aluguel de Carros
9 | SBSP3 SABESP S.A. Utilidade Publica/Agua e Saneamento
10| VALE3 Vale S.A. Materiais Basicos/Mineragao

11| VIVT4 | Telefonica Brasil S.A. Comunicag¢des/Telecomunicagdes

12| WEGE3 WEG S.A. Bens Industriais/Mdaquinas e Equipamentos

Fonte: da autora

4.2 DADOS E PERIODICIDADE

Foram coletados do site (br.investing.com) os precos histéricos das agdes acima listadas,
cotacdes do Tesouro SELIC 2021 e do IBOVESPA, entre 28 de dezembro de 2017 a 28 de agosto
de 2020. Trata-se de uma base aberta e gratuita de dados. Portanto, é acessivel ao ptiblico em
geral. Esta escolha estd alinhada a abordagem proposta neste trabalho. A partir desses pregos
coletados, de acordo com a Equacgdo 2.10, foram calculados os retornos nesse periodo de 139

semanas. Os dados completos encontram-se no Apéndice A.

A periodicidade escolhida foi semanal. Isto vale tanto para o célculo dos retornos,
construcao das matrizes de covariancia, rebalanceamento das carteiras e para exposi¢ao de
resultados. Acreditamos que o rebalanceamento semanal permite capturar a possivel necessidade
de atualizacao mais frequente de carteiras de investimentos em periodos de crise, além de ser

adequada ao investidor nio profissional.

4.3 MATRIZ DE COVARIANCIA

Um objeto central para o cdlculo do risco nos métodos discutidos é a matriz de cova-
riancia. Diferentes formas de estimacdo dessa matriz foram estudadas em (Souza et al., 2017) e

ndo apresentaram grandes variagdes no aspecto da redugdo de risco.
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As matrizes de covariancia que consideramos sao construidas calculando a covariancia,
conforme a Equacdo 2.5, entre os retornos semanais dos ativos nas 52 semanas anteriores ao
rebalanceamento das carteiras e € atualizada semanalmente. Analisamos 87 semanas. A primeira
delas € a primeira semana de janeiro de 2019. A semana 87 corresponde a dltima semana de
agosto de 2020.

"o

Observe que dessa forma usamos apenas dados do "passado"’, para no "presente" fazer o
ajuste da carteira. Ou seja, ndo estamos usando informacdo que nao estivesse disponivel até o

respectivo momento do ajuste (out-of-sample).

Como as matrizes de covariincia sdo semi definidas positivas, seus autovalores sdo ndo
negativos. Em particular, a escolha das acdes dos diversos setores da economia, apresentada
na Tabela 4.1, favorece que a matriz de covariancia tenha autovalores maiores e seja melhor

condicionada.

Uma vez calculados os pesos da carteira de acordo com cada método, calcula-se o retorno
real dessa carteira utilizando os retornos reais das agdes na semana. Por exemplo, para calcular
0s pesos da primeira carteira usamos dados das semanas 1 até 52. Na semana 53 verifica-se o
retorno real de cada acdo para calcular o retorno real dessa carteira. Para o cdlculo do retorno da
proxima carteira, utilizamos os dados da semana 2 até a semana 53 e verifica-se o retorno real na

semana 54 e assim por diante.
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S RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos e discutimos os resultados das estratégias de gestao descritas

previamente.

Destacamos as semanas de 61 a 64 na Tabela 5.1. Elas correspondem ao periodo de 23
de fevereiro a 20 de margo de 2020, que foi o periodo de maior impacto da crise causada pela
pandemia de COVID-19. Na Tabela 5.1 sdo apresentados os retornos e os riscos das estratégias.
Os retornos das carteiras obtidos com as estratégias e retorno do IBOVESPA nas semanas 1 a 54

e 71 a 87 encontram-se no Apéndice B.

Notamos que a menor exposi¢ao ao risco da estratégia MV resultou em uma menor

queda nos retornos em comparacgdo com as estratégias 1/n e PR.

Tabela 5.1 — Retornos e riscos obtidos pelas trés estratégias

Semana Retornos Riscos

EW MV PR 1IBOV | EW MV PR
55 3,34 3,87 3,55 2,58 | 2,17 1,58 1,96
56 1,80 0,36 1,35 -0,09 | 2,20 1,64 2,01
57 243 267 -258 -390 220 1,64 2,01
58 0,92 0,97 0,98 0,01 | 2,24 1,70 2,06
59 1,79 -0,46 1,26 0,54 | 2,18 1,60 1,98
60 0,62 -0,93 0,21 -0,61|2,19 1,61 1098
61 -8,81  -6,82 -844 837|218 1,62 1,99
62 -2,04 247  -1,14  -593 252 1,86 232
63 -15,71  -11,10 -14,59 -15,63 | 2,55 1,87 2,32
64 -15,21 -4,17 -13,25 -18,88 | 3,39 2,23 3,00
65 8,99 4,11 5,03 948 | 3,97 225 3,32
66 =727  -1,03  -553  -530| 4,15 230 3,28
67 12,67 4,31 9,59 11,71 | 4,28 2,25 3,28
68 0,77 -2,66 -0,77 1,68 | 4,58 227 341
69 -1,98 -3,01 -2,72 463|457 230 342
70 4,10 0,83 3,00 6,87 | 4,56 2,33 347

Fonte: da autora

Na Figura 5.1 sdo apresentados os retornos acumulados das estratégias ao longo das 87
semanas. Destacamos que no periodo anterior a crise, todas as estratégias tém retornos proximos

e que gradualmente superam o IBOVESPA.

Naturalmente, nas semanas mais criticas da crise, os retornos das trés estratégias e o
do IBOVESPA caem muito. Considerando o periodo do inicio da crise até a semana 87, o
IBOVESPA tem o piso do retorno acumulado em —23, 7%. J4 para as estratégias 1/n ¢ PR os

pisos foram 5,2% e 7, 8%, respectivamente. A estratégia MV conseguiu amortecer melhor a
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queda causada pela crise e teve como piso do retorno acumulado de 19, 8%.

No periodo posterior as semanas mais criticas, as estratégias 1/n e PR demonstram
maiores retornos, superando a estratégia MV em retornos acumulados. Contudo, lembramos que
a estratégia MV tem como unico objetivo minimizar riscos € ndo impde qualquer objetivo de

performance quanto as taxas de retorno.

Figura 5.1 — Percentual dos retornos acumulados das estratégias, IBOVESPA e Tesouro SELIC.
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Fonte: da autora

O risco estimado de cada estratégia € apresentado na Figura 5.2. Observamos que os
riscos estdo de acordo com a teoria (Maillard; Thierry; Teiletche [Apéndice A.3], 2010), que
prevé que o risco da estratégia MV € menor ou igual que o da PR, que por sua vez € menor ou
igual que o risco da 1/n. O risco da estratégia MV foi, em média, 88% do risco da estratégia PR

e 81% do risco da estratégia 1/n no periodo anterior a crise, até a semana 60.

A partir da semana 61, o risco da estratégia MV passa para 70% do risco da estratégia
PR e 55% da estratégia 1/n. Devido a crise, o risco aumenta em todas as estratégias. Porém,
relativamente a estratégia PR, o risco da estratégia MV diminui. Em relag@o a estratégia 1/n, o

risco da estratégia MV aumenta pouco.
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Figura 5.2 — Percentual dos riscos das estratégias.
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Fonte: da autora

Os resultados apresentaram os comportamentos que esperavamos das estratégias. Em
particular, a estratégia MV conseguiu reduzir muito o risco e amortecer as quedas causadas pela

crise, em comparacdo com as demais estratégias.

No periodo mais critico da crise, as estratégias MV e PR identificaram os mesmos ativos

como sendo os de menor risco € aumentaram 0s pesos dos mesmos.

Na semana 64, a carteira correspondente a estratégia MV dividiu o capital em apenas 4

das 12 acdes que fazem parte da carteira, obtendo assim uma carteira pouco diversificada.

Por outro lado, a estratégia PR mantém maior diversificacdo dos investimentos, mesmo

durante a crise, como podemos ver na Tabela 5.2.

Tabela 5.2 — Carteiras obtidas com as estratégias MV e PR nas principais semanas da crise.

‘ t ‘ Ty x2 x3 Ty T5 T Z7 ) Z10 T11  T12

MV | 61 | 5,67 2341 0,00 0,07 0,00 0,00 16,66 3,10 0,00 17,23 33,87 0,00
62 | 1,74 23,66 0,00 10,14 0,00 0,00 16,70 0,01 0,00 747 40,28 0,00
63 | 0,07 2299 0,00 12,39 0,00 0,00 17,24 1,83 0,00 843 37,03 0,00
64 | 0,00 0,00 0,00 13,01 0,00 0,00 1295 0,00 0,00 18,01 56,03 0,00
PR | 61 | 832 10,66 598 746 552 693 942 786 5,11 1236 13,59 6,381
62 | 835 10,75 6,24 9,70 5,59 651 9,75 7,77 539 10,10 13,56 6,30
63 | 856 10,73 6,15 942 538 624 998 741 532 1030 14,20 6,30
64 | 7,78 8,07 561 9,60 690 484 876 654 655 13,67 1598 5,70

Fonte: da autora

Na Figura 5.3 destacamos os retornos obtidos pelas carteiras nas semanas de 55 a 70.
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Entre as semanas 60 e 65 notamos que a estratégia MV apresentou a menor perda e as outras
duas também ficaram melhores que o IBOVESPA.

Figura 5.3 — Percentual dos retornos obtidos pelas estratégias, IBOVESPA e Tesouro SELIC
durante as semanas de crise.
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Fonte: da autora
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6 CONCLUSAO

Apresentamos os métodos de Minima Variancia e de Paridade de Risco e os aplicamos
em estratégias de gestdo de carteiras de investimento, com ajuste semanal. Além da aplicacao

pratica dos métodos, também detalhamos os aspectos matematicos dos mesmos.

Aplicamos as estratégias em um periodo que inclui a crise causada pela COVID-19
e assim pudemos testar o desempenho das estratégias diante de grandes instabilidades para
os investimentos. Os experimentos foram da forma out-of-sample no sentido que nao foram
utilizados dados que ndo eram conhecidos até a época em que os ajustes foram aplicados. Os

experimentos sao reproduziveis, pois usamos dados abertos e descrevemos os detalhes.

Os resultados do método de Minima Variancia foram bastante positivos na propriedade
para a qual ele foi desenvolvido, reducao de risco. Assim como discutido nos resultados, a
reducao de risco converteu-se em menor queda nos retornos frente a momentos de grandes

quedas.

Embora o retorno da estratégia MV esteja abaixo das demais ao fim do periodo, isso ndo
contradiz os resultados positivos da estratégia, pois nela ndo hd qualquer comprometimento com
desempenho dos retornos. O método de Média Variancia oferece a possibilidade de gestdo risco

X retorno.

O comportamento de menor variancia apresentado pela estratégia MV € vantajoso pois
permite tomadas de decisdo com maior perspectiva sobre a crise que se enfrenta. Por exemplo,
uma venda de ativos em uma grande baixa, devido a sensacdo de que haverd mais quedas, pode

ser uma realizacdo de prejuizos desnecessdria.

A estratégia PR € intermedidria quanto a gestao de risco, quando comparada com a MV
e 1/n. Ela tem sido usada recentemente por alguns fundos de investimentos, por sua gestdo de

risco que preserva a diversificagdo, ao contrario da MV.

Um aspecto importante do trabalho € sua aplicabilidade por investidores que ndo dispdem
de dados e suporte especializados. Mesmo para uma aplicagdo parcial, as estratégias apresentadas
permitem ao investidor gerir sua carteira com maior consciéncia dos riscos. Também, a aplicacio
considerando o mercado de a¢des nacional aproxima os métodos da prética dos investidores no

Brasil.

Apresentamos dois exemplos acessiveis ao nivel de ensino médio. Neles mostramos
como obter os pesos das carteiras de acordo com os métodos estudados utilizando fung¢des
quadraticas, matrizes e conceitos estatisticos. Estes exemplos podem ser ferramentas didaticas
para o ensino desses conceitos. Futuros estudos poderdo explorar mais a possibilidade de ensino

de Teoria das Carteiras para jovens estudantes.
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APENDICE A - RETORNOS SEMANAIS

Tabela A.1 — Retornos semanais das a¢des e do Ibovespa

Comeco da Tabela

Data ABEV | EQTL | IGTA | ITUB | MGLU| PETR | RADL | RENT | SBSP | VALE | VIVT | WEGE| IBOV

31.12.17| -0,006 | 0,002 0,031 0,063 -0,020 | 0,045 -0,015 | -0,009 | -0,018 | 0,050 -0,015 | -0,004 | 0,035
07.01.18| -0,005 | 0,019 -0,014 | 0,002 -0,013 | 0,028 -0,044 | -0,012 | 0,005 0,030 0,015 0,044 0,004
14.01.18| 0,019 -0,002 | 0,018 0,038 -0,010 | 0,055 -0,014 | 0,053 0,045 -0,015 | -0,020 | 0,013 0,024
21.01.18| -0,005 | 0,021 0,066 0,129 0,079 0,091 0,005 0,044 0,022 -0,034 | 0,073 -0,034 | 0,053
28.01.18| 0,009 0,017 -0,022 | -0,024 | 0,013 0,002 -0,049 | 0,014 -0,022 | -0,015 | 0,010 -0,090 | -0,017
04.02.18| -0,024 | -0,008 | -0,083 | -0,027 | -0,119 | -0,060 | -0,021 | -0,059 | -0,059 | 0,029 -0,036 | -0,037 | -0,037
11.02.18| 0,044 0,020 0,029 0,052 0,064 0,034 0,026 0,036 0,071 0,096 0,029 0,043 0,045
18.02.18| -0,020 | 0,008 0,010 0,043 0,106 0,087 -0,014 | 0,058 0,052 0,001 -0,014 | 0,043 0,033
25.02.18| 0,027 0,021 -0,013 | -0,030 | 0,068 0,019 -0,022 | -0,012 | 0,004 -0,051 | -0,013 | -0,029 | -0,018
04.03.18| 0,038 -0,007 | -0,004 | 0,016 -0,024 | 0,041 0,009 0,137 0,010 -0,027 | 0,007 -0,003 | 0,007
11.03.18| 0,007 -0,039 | -0,016 | -0,019 | 0,022 -0,043 | -0,042 | -0,058 | 0,007 0,005 -0,050 | 0,009 -0,017
18.03.18| 0,013 0,035 0,010 -0,021 | 0,023 0,015 -0,015 | 0,004 -0,009 | -0,017 | -0,014 | -0,008 | -0,006
25.03.18| 0,006 0,003 -0,009 | 0,023 0,032 -0,016 | -0,005 | 0,035 -0,079 | 0,015 0,036 -0,015 | 0,012
01.04.18| -0,034 | -0,001 | -0,058 | -0,001 | 0,002 -0,006 | -0,092 | 0,010 -0,025 | 0,012 0,004 -0,037 | -0,006
08.04.18| 0,000 -0,004 | -0,004 | -0,016 | 0,001 -0,003 | 0,027 0,017 0,001 0,052 -0,023 | 0,013 -0,006
15.04.18| 0,007 -0,030 | -0,011 | 0,009 -0,011 | 0,055 -0,022 | -0,007 | 0,004 0,059 0,017 0,039 0,014
22.04.18| -0,011 | 0,031 0,005 0,012 0,087 0,016 0,019 -0,040 | 0,041 0,015 0,017 0,018 0,010
29.04.18| -0,029 | -0,019 | -0,060 | -0,084 | -0,072 | -0,020 | -0,093 | -0,056 | -0,024 | 0,028 -0,042 | -0,041 | -0,038
06.05.18| -0,029 | -0,052 | -0,005 | 0,019 0,112 0,143 0,105 -0,020 | -0,147 | 0,059 -0,013 | 0,035 0,025
13.05.18| -0,056 | -0,051 | -0,051 | -0,060 | -0,033 | 0,008 -0,048 | -0,033 | -0,087 | 0,041 -0,030 | 0,028 -0,025
20.05.18| -0,023 | -0,017 | 0,015 -0,005 | 0,066 -0,227 | -0,066 | -0,014 | -0,006 | -0,060 | 0,003 0,022 -0,050
27.05.18| -0,010 | 0,022 0,009 -0,025 | 0,031 -0,184 | 0,047 0,049 -0,027 | 0,025 -0,006 | -0,088 | -0,021
03.06.18| -0,049 | -0,058 | -0,044 | -0,061 | -0,087 | -0,056 | 0,007 -0,077 | -0,055 | -0,035 | -0,005 | -0,032 | -0,056
10.06.18| -0,013 | 0,013 -0,053 | -0,065 | 0,136 -0,018 | 0,059 -0,057 | -0,045 | -0,035 | 0,022 -0,044 | -0,030
17.06.18| -0,021 | -0,038 | 0,006 0,023 0,025 0,009 -0,019 | 0,008 -0,010 | -0,023 | -0,016 | -0,022 | -0,002
24.06.18| -0,010 | -0,004 | 0,035 0,025 0,042 0,138 -0,019 | 0,043 0,021 0,033 0,005 0,052 0,030
01.07.18| 0,006 0,044 0,039 0,044 -0,049 | 0,044 0,015 -0,038 | 0,043 0,015 -0,017 | 0,008 0,031
08.07.18| 0,020 -0,038 | 0,046 0,052 0,033 0,009 0,109 0,040 -0,015 | -0,001 | -0,009 | 0,050 0,021
15.07.18| 0,019 0,028 0,006 0,046 0,042 0,065 0,044 0,066 0,041 -0,031 | 0,000 0,087 0,026
22.07.18| 0,054 0,050 -0,009 | 0,001 -0,009 | 0,025 -0,039 | -0,019 | 0,025 0,097 -0,046 | -0,006 | 0,016
29.07.18| -0,025 | -0,001 | 0,032 0,011 0,055 0,068 0,030 0,001 0,028 0,012 -0,017 | -0,017 | 0,020
05.08.18| -0,021 | -0,061 | -0,101 | -0,076 | 0,015 -0,072 | -0,009 | -0,065 | -0,047 | -0,016 | -0,026 | -0,045 | -0,060
12.08.18| 0,014 0,017 -0,014 | -0,006 | -0,039 | -0,055 | -0,010 | -0,038 | 0,006 -0,018 | -0,009 | 0,010 -0,006
19.08.18| -0,005 | -0,024 | -0,001 | -0,014 | -0,012 | -0,008 | 0,072 -0,019 | -0,014 | 0,066 0,011 0,011 0,003
26.08.18| -0,012 | -0,004 | 0,003 0,016 -0,013 | 0,052 -0,052 | -0,018 | -0,016 | -0,010 | -0,014 | 0,082 0,005
02.09.18| -0,028 | 0,035 -0,019 | 0,008 -0,039 | -0,014 | -0,036 | 0,016 0,004 -0,003 | 0,024 0,018 -0,003
09.09.18| -0,005 | -0,043 | -0,032 | -0,011 | -0,073 | -0,010 | 0,037 -0,033 | -0,037 | 0,032 -0,024 | -0,015 | -0,013
16.09.18| 0,034 0,065 0,023 0,041 0,069 0,072 0,010 0,115 0,042 0,105 0,016 0,013 0,053
23.09.18| -0,027 | -0,045 | 0,044 0,007 -0,012 | 0,047 -0,066 | -0,032 | -0,041 | -0,020 | 0,008 0,017 -0,001
30.09.18| -0,038 | 0,024 0,043 0,071 0,159 0,136 0,004 0,061 0,117 -0,039 | -0,001 | -0,033 | 0,038
07.10.18| -0,037 | 0,000 0,076 0,005 0,061 0,055 -0,072 | -0,002 | 0,032 -0,018 | -0,022 | -0,035 | 0,007
14.10.18| -0,007 | 0,067 0,050 0,009 0,122 0,025 -0,017 | 0,059 0,027 0,001 -0,012 | 0,009 0,016
21.10.18| -0,099 | 0,040 0,024 0,022 -0,013 | 0,065 -0,005 | 0,043 -0,004 | -0,016 | 0,004 -0,028 | 0,018
28.10.18| 0,078 0,052 0,035 0,020 0,018 -0,010 | -0,043 | 0,085 0,008 0,034 0,181 0,007 0,031
04.11.18| -0,018 | 0,008 -0,052 | 0,017 -0,138 | -0,068 | 0,045 -0,066 | -0,034 | -0,050 | -0,030 | 0,022 -0,031
11.11.18| 0,026 0,033 0,071 0,039 0,069 0,013 0,004 0,029 0,033 0,027 0,055 -0,003 | 0,034
18.11.18| -0,018 | 0,013 -0,006 | -0,017 | 0,037 -0,051 | -0,053 | 0,006 -0,010 | -0,103 | -0,005 | -0,047 | -0,026
25.11.18| 0,044 0,002 -0,002 | 0,042 0,014 0,045 -0,009 | -0,036 | 0,020 0,049 0,007 0,008 0,038
02.12.18| -0,048 | -0,031 | -0,011 | -0,012 | -0,002 | -0,027 | -0,011 | 0,006 0,021 -0,029 | 0,016 -0,007 | -0,016
09.12.18| -0,003 | 0,022 0,018 -0,001 | 0,038 -0,070 | 0,019 0,045 0,063 -0,008 | 0,037 -0,019 | -0,008
16.12.18| -0,036 | -0,020 | -0,010 | -0,029 | 0,071 -0,065 | -0,054 | 0,026 -0,004 | 0,000 -0,014 | -0,001 | -0,020
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Continuacdo da Tabela A.1

Data \ ABEV\ EQTL \ IGTA \ ITUB \ MGLU\ PETR \ RADL\ RENT\ SBSP \ VALE \ VIVT \ WEGE\ IBOV

23.12.18| 0,014 0,057 0,067 0,029 -0,009 | 0,088 -0,033 | 0,028 0,032 0,003 -0,017 | 0,015 0,026
30.12.18| 0,076 0,046 0,004 0,042 -0,011 | 0,090 0,004 0,010 0,202 0,023 0,028 0,060 0,045
06.01.19| 0,045 0,043 -0,040 | 0,017 -0,005 | 0,011 0,115 -0,019 | 0,043 0,004 0,006 0,005 0,020
13.01.19| 0,041 0,018 0,026 0,002 -0,019 | 0,016 -0,010 | 0,058 0,030 0,045 -0,015 | 0,001 0,026
20.01.19| -0,047 | 0,014 0,017 -0,004 | -0,038 | 0,006 -0,017 | 0,033 0,062 0,025 0,014 0,007 0,016
27.01.19| 0,056 0,051 0,066 0,035 0,067 0,010 0,003 0,018 0,024 -0,176 | 0,030 0,043 0,002
03.02.19| 0,006 -0,038 | -0,010 | -0,039 | -0,049 | -0,026 | -0,036 | 0,015 -0,046 | -0,067 | -0,029 | -0,032 | -0,026
10.02.19| 0,015 -0,010 | -0,015 | 0,005 -0,036 | 0,068 -0,028 | 0,027 -0,060 | 0,063 0,007 -0,005 | 0,023
17.02.19| -0,009 | 0,004 -0,004 | 0,026 0,085 0,011 0,014 0,014 0,024 0,024 0,004 0,008 0,004
24.02.19| -0,081 | -0,022 | -0,044 | -0,049 | -0,015 | -0,016 | 0,076 -0,031 | -0,030 | -0,005 | -0,038 | -0,033 | -0,034
03.03.19| -0,014 | 0,001 0,009 0,026 0,032 -0,001 | 0,046 0,007 -0,005 | 0,045 0,009 0,025 0,008
10.03.19| 0,010 -0,002 | 0,005 0,029 -0,020 | 0,059 0,028 0,016 0,116 0,035 0,038 0,024 0,040
17.03.19| -0,002 | -0,031 | -0,073 | -0,088 | -0,022 | -0,045 | -0,033 | -0,063 | -0,083 | -0,010 | -0,012 | -0,054 | -0,054
24.03.19| 0,007 0,003 -0,012 | 0,026 -0,002 | 0,039 -0,014 | 0,029 0,021 0,018 -0,004 | -0,009 | 0,018
31.03.19| 0,036 0,035 0,002 0,004 -0,017 | 0,026 0,054 -0,036 | -0,038 | 0,021 0,045 0,059 0,018
07.04.19| -0,022 | -0,049 | -0,071 | -0,046 | -0,030 | -0,103 | -0,041 | -0,004 | -0,039 | -0,010 | -0,033 | -0,043 | -0,044
14.04.19| 0,001 0,015 0,033 -0,004 | 0,039 0,065 -0,014 | 0,032 0,064 0,021 0,014 0,021 0,018
21.04.19] 0,071 0,011 0,026 0,029 0,047 -0,012 | 0,041 0,095 0,122 -0,041 | -0,012 | 0,024 0,018
28.04.19| -0,020 | 0,003 0,014 -0,002 | 0,097 -0,015 | 0,022 -0,001 | 0,032 0,000 -0,008 | -0,022 | -0,002
05.05.19| -0,034 | 0,011 0,001 -0,039 | -0,050 | -0,006 | -0,017 | 0,025 -0,019 | -0,019 | -0,013 | -0,012 | -0,018
12.05.19| -0,047 | -0,018 | -0,071 | -0,028 | -0,095 | -0,075 | -0,063 | -0,051 | -0,124 | -0,035 | -0,008 | -0,016 | -0,045
19.05.19| 0,034 0,021 0,057 0,049 0,048 0,061 0,026 0,043 0,006 0,012 0,030 0,003 0,040
26.05.19| 0,029 0,060 0,063 0,059 0,109 -0,021 | 0,058 0,046 0,095 0,014 0,037 0,047 0,036
02.06.19| 0,004 0,023 0,041 0,002 0,012 0,047 0,031 0,020 0,078 -0,007 | 0,030 0,008 0,008
09.06.19| 0,002 0,015 0,049 -0,031 | 0,066 0,011 0,039 0,015 -0,021 | 0,056 0,016 0,038 0,002
16.06.19| 0,046 0,020 0,030 0,064 0,005 0,045 0,002 0,039 0,002 0,020 -0,008 | 0,075 0,041
23.06.19| -0,031 | 0,007 0,021 0,002 -0,007 | -0,031 | 0,024 0,004 0,011 -0,012 | 0,001 -0,003 | -0,010
30.06.19| 0,062 0,027 0,034 0,032 0,071 0,000 0,069 0,046 0,036 -0,028 | 0,028 0,051 0,031
07.07.19| -0,042 | 0,022 0,029 -0,025 | 0,027 0,033 -0,015 | -0,015 | 0,059 0,029 0,027 0,031 -0,002
14.07.19| -0,006 | -0,022 | -0,018 | -0,002 | 0,026 -0,038 | -0,033 | 0,015 0,022 0,018 0,032 -0,013 | -0,004
21.07.19| 0,094 -0,027 | -0,025 | 0,012 0,059 -0,047 | 0,065 0,009 -0,008 | -0,047 | -0,029 | 0,025 -0,006
28.07.19| 0,035 0,033 0,033 -0,052 | 0,125 0,014 0,067 0,057 0,063 -0,048 | 0,011 0,020 -0,001
04.08.19| -0,021 | 0,028 0,002 0,051 0,066 -0,009 | 0,045 -0,024 | 0,030 -0,049 | -0,008 | 0,019 0,013
11.08.19| -0,058 | -0,005 | -0,052 | -0,043 | -0,006 | -0,083 | -0,038 | 0,009 -0,088 | -0,040 | 0,010 -0,057 | -0,040
18.08.19| -0,030 | -0,023 | -0,013 | -0,035 | -0,101 | 0,015 0,003 -0,027 | -0,001 | -0,009 | -0,013 | -0,026 | -0,021
25.08.19| 0,021 0,010 0,015 0,024 0,074 0,050 0,034 0,075 -0,014 | 0,053 0,028 0,013 0,035
01.09.19| 0,000 0,018 -0,002 | 0,037 -0,008 | 0,040 -0,013 | -0,004 | -0,002 | 0,019 0,018 0,015 0,018
08.09.19| 0,020 0,027 -0,027 | 0,020 -0,053 | 0,014 0,020 -0,062 | -0,008 | 0,072 -0,052 | 0,038 0,005
15.09.19| 0,015 0,020 0,083 -0,031 | 0,072 0,004 0,011 0,049 -0,042 | -0,028 | 0,052 0,029 0,013
22.09.19| 0,003 -0,024 | -0,030 | 0,022 0,007 0,024 0,029 -0,039 | -0,011 | -0,016 | 0,008 -0,009 | 0,002
29.09.19| -0,012 | 0,007 0,006 -0,058 | 0,054 -0,042 | 0,056 -0,007 | 0,043 -0,022 | -0,027 | -0,022 | -0,024
06.10.19| -0,033 | 0,008 -0,027 | 0,013 0,046 0,022 -0,005 | -0,013 | -0,002 | 0,044 -0,001 | 0,003 0,012
13.10.19| 0,005 -0,008 | 0,025 0,011 0,062 0,013 0,026 0,038 0,016 -0,054 | 0,026 0,029 0,009
20.10.19| -0,057 | -0,028 | 0,000 0,075 -0,023 | 0,060 0,033 -0,070 | 0,027 0,055 -0,023 | 0,043 0,025
27.10.19| -0,015 | 0,038 0,041 -0,012 | 0,124 0,040 0,055 0,037 0,049 -0,002 | -0,005 | 0,019 0,008
03.11.19| -0,002 | -0,010 | -0,039 | -0,002 | -0,072 | -0,014 | -0,014 | -0,040 | -0,024 | 0,015 0,012 0,091 -0,005
10.11.19| 0,008 0,041 -0,013 | -0,016 | 0,010 -0,017 | 0,006 0,005 -0,037 | -0,044 | 0,017 0,036 -0,010
17.11.19] 0,042 -0,012 | 0,018 0,001 0,028 0,009 0,014 0,060 0,062 0,037 0,009 -0,007 | 0,020
24.11.19| -0,007 | 0,000 0,003 -0,026 | -0,010 | -0,028 | -0,007 | 0,017 0,042 -0,001 | 0,015 0,047 -0,004
01.12.19] 0,022 0,055 0,043 0,030 0,008 0,041 -0,071 | 0,015 0,018 0,027 0,011 0,076 0,027
08.12.19] 0,030 0,041 0,011 0,014 0,081 -0,012 | 0,021 0,025 -0,001 | 0,047 -0,009 | 0,040 0,013
15.12.19| 0,021 -0,015 | 0,032 0,005 -0,010 | 0,009 0,002 0,023 0,022 0,019 0,027 -0,005 | 0,023
22.12.19| 0,013 0,018 0,032 0,022 0,003 0,022 0,025 0,053 0,036 0,004 0,011 0,044 0,012
29.12.19| -0,012 | 0,024 0,025 0,009 0,004 -0,002 | 0,021 0,020 -0,038 | 0,006 0,001 -0,016 | 0,010
05.01.20| -0,002 | 0,027 0,003 -0,081 | 0,060 -0,006 | -0,022 | -0,022 | -0,035 | -0,011 | -0,007 | -0,023 | -0,019
12.01.20| -0,010 | 0,026 0,014 0,010 0,049 -0,014 | 0,054 0,034 0,048 0,068 0,040 0,082 0,026
19.01.20| 0,016 -0,003 | -0,015 | -0,020 | 0,033 -0,018 | 0,072 0,039 0,039 -0,056 | 0,005 0,126 -0,001
26.01.20| -0,060 | -0,024 | -0,029 | -0,041 | -0,006 | -0,029 | 0,002 0,043 -0,024 | -0,066 | -0,009 | -0,049 | -0,039
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Continuacdo da Tabela A.1

Data \ ABEV\ EQTL \ IGTA \ ITUB \ MGLU\ PETR \ RADL\ RENT\ SBSP \ VALE \ VIVT \ WEGE\ IBOV

02.02.20| -0,052 | 0,056 0,009 0,027 -0,028 | 0,017 -0,030 | -0,013 | 0,039 0,036 0,007 0,043 0,000
09.02.20| -0,030 | 0,031 0,021 0,003 0,039 0,017 0,014 0,039 0,017 -0,021 | -0,023 | 0,109 0,005
16.02.20| -0,010 | 0,015 0,019 -0,004 | 0,002 -0,010 | 0,004 -0,011 | 0,019 -0,017 | -0,027 | 0,093 -0,006
23.02.20| -0,105 | -0,064 | -0,106 | -0,021 | -0,105 | -0,130 | -0,023 | -0,089 | -0,105 | -0,116 | -0,061 | -0,131 | -0,084
01.03.20| 0,054 0,010 -0,038 | -0,066 | -0,103 | -0,099 | 0,027 -0,091 | -0,023 | 0,007 0,057 0,020 -0,059
08.03.20| -0,171 | -0,185 | -0,227 | -0,123 | -0,074 | -0,325 | -0,147 | -0,201 | -0,123 | -0,038 | -0,056 | -0,216 | -0,156
15.03.20| -0,051 | -0,149 | -0,244 | -0,159 | -0,270 | -0,221 | 0,070 -0,233 | -0,330 | -0,180 | 0,004 -0,063 | -0,189
22.03.20| 0,037 -0,042 | 0,240 0,042 0,272 0,108 -0,046 | 0,137 0,189 0,140 -0,091 | 0,093 0,095
29.03.20| -0,088 | -0,040 | -0,170 | -0,100 | -0,089 | 0,153 -0,113 | -0,256 | -0,147 | 0,010 0,037 -0,070 | -0,053
05.04.20| 0,062 0,154 0,066 0,138 0,172 0,096 0,073 0,293 0,222 0,069 0,010 0,164 0,117
12.04.20| -0,041 | 0,037 0,026 -0,012 | 0,071 -0,041 | 0,019 0,062 0,009 0,017 -0,058 | 0,004 0,017
19.04.20| -0,042 | -0,056 | 0,027 -0,101 | 0,063 -0,011 | 0,006 0,030 -0,104 | -0,005 | -0,049 | 0,007 -0,046
26.04.20| 0,021 0,022 0,018 0,091 0,049 0,132 0,002 0,037 0,061 0,025 0,003 0,032 0,069
03.05.20| 0,062 -0,040 | -0,128 | -0,019 | 0,118 0,024 -0,001 | -0,133 | 0,023 0,089 0,056 -0,043 | -0,003
10.05.20| -0,033 | 0,000 -0,009 | -0,031 | -0,007 | -0,072 | -0,018 | 0,019 -0,078 | -0,016 | -0,048 | -0,048 | -0,034
17.05.20| 0,009 0,024 0,150 0,062 0,046 0,089 0,027 0,198 0,169 0,046 0,023 0,023 0,060
24.05.20| 0,063 0,112 -0,004 | 0,003 0,116 0,089 0,037 0,063 0,230 0,054 0,004 0,123 0,064
31.05.20| 0,126 0,025 0,147 0,184 -0,076 | 0,087 0,014 0,061 -0,024 | 0,030 0,013 0,060 0,083
07.06.20| -0,034 | 0,051 -0,043 | -0,044 | 0,076 -0,068 | -0,024 | -0,013 | 0,018 -0,022 | 0,043 -0,002 | -0,019
14.06.20| 0,020 0,025 0,006 0,078 0,116 0,042 0,055 0,040 0,069 0,033 0,011 0,044 0,041
21.06.20| 0,008 0,015 -0,081 | -0,085 | -0,029 | -0,029 | -0,050 | -0,039 | -0,024 | 0,008 -0,037 | 0,082 -0,028
28.06.20| 0,014 0,078 0,041 0,032 0,038 0,055 0,056 0,061 0,028 -0,006 | 0,006 0,080 0,031
05.07.20| 0,050 0,008 0,060 0,026 0,114 0,024 -0,035 | 0,020 0,015 0,031 0,000 0,013 0,034
12.07.20| -0,046 | 0,015 -0,025 | 0,001 0,023 0,010 0,018 0,055 0,088 0,071 0,032 0,062 0,029
19.07.20| 0,054 -0,007 | -0,055 | -0,028 | -0,028 | 0,000 0,014 -0,027 | -0,037 | -0,040 | -0,022 | 0,148 -0,005
26.07.20| -0,069 | 0,036 -0,004 | 0,016 0,014 -0,023 | 0,087 0,139 -0,011 | 0,036 0,069 0,010 0,005
02.08.20| -0,042 | -0,034 | 0,069 -0,052 | 0,061 0,027 -0,041 | -0,002 | -0,022 | -0,004 | -0,039 | 0,016 -0,001
09.08.20| -0,004 | -0,026 | -0,030 | -0,029 | -0,045 | -0,005 | -0,051 | -0,024 | -0,052 | 0,015 -0,010 | 0,011 -0,014
16.08.20| -0,022 | -0,024 | -0,018 | -0,026 | 0,068 -0,005 | -0,049 | -0,012 | -0,080 | 0,014 -0,016 | -0,023 | 0,002
23.08.20| -0,017 | 0,027 -0,015 | 0,015 0,083 -0,001 | 0,001 0,021 -0,033 | -0,018 | 0,005 -0,006 | 0,006

Fim da Tabela A.1




APENDICE B - RETORNOS DAS CARTEIRAS x IBOVESPA

Tabela B.1 — Percentual semanal dos retornos das trés estratégias.

Semana 1/m MV PR 1IBOV \ Semana 1/n MV PR 1IBOV

01 4,78 4,50 4,65 4,50 45 -0,82  -0,12 -040 -0,52
02 1,87 3,07 229 1,98 46 -0,04 0,87 0,11 -1,00
03 1,60 0,84 1,52 2,60 47 2,18 1,63 2,05 2,00
04 0,60 0,79 0,48 1,64 48 0,39 0,60 0,41 -042
05 1,89 092 144 0,19 49 2,30 1,34 2,21 2,67
06 -292 3775 -3,08 -2,57 50 2,39 1,88 2,43 1,30
07 026 0,06 0,23 2,29 51 1,09 1,50 1,17 2,27
08 1,67 1,12 1,52 0,37 52 2,36 1,58 2,19 1,23
09 -240 -193 -225 -3,35 53 0,35 0,89 0,54 1,01
10 1,51 224 1,76 0,80 54 -09 -044 -1,03 -1,87
11 2,81 2,09 2,64 3,96 55 3,34 3,87 3,55 2,58
12 -431 -335 -394 -545 56 1,80 0,36 1,35 -0,09
13 0,84 -0,24 0,56 1,79 57 243 2,67  -258 -390
14 1,60 3,77 2,16 1,78 58 0,92 0,97 0,98 0,01
15 -4,09 -3,80 -3,83 4,36 59 1,79  -0,46 1,26 0,54
16 240 1,53 2,01 1,83 60 0,62 -0,93 021 -0,61
17 336 1,27 2,97 1,75 61 -8,81 -6,82 -844  -8,37
18 0,83 037 068 -0,24 62 -2,04 247  -1,14 -593
19 -1,43  -132 -147 -1,82 63 -15,71 -11,10 -14,59 -15,63
20 -525 -3,80 -475 4,52 64 -15,21 4,17 -13,25 -18,88
21 325 242 3,04 4,04 65 899 4,11 5,03 9,48
22 498 485 485 3,63 66 -7127  -1,03  -553 -5,30
23 240 1,88 2,13 0,82 67 12,67 4,31 9,59 11,71
24 2,13 3,40 2,40 0,22 68 0,77  -2,66  -0,77 1,68
25 2,85 248 280 4,05 69 -1,98 3,01  -2,72 -4,63
26 -0,11 0,23 -0,07 -1,02 70 4,10 0,83 3,00 6,87
27 356 337 351 3,09 71 0,06 5,08 1,71 -0,30
28 1,33 2,03 1,21 -0,18 72 2,85 330  -3,09 -3,37
29 -0,16 -0,10 -0,19 -0.44 73 7,20 2,96 5,26 5,95
30 0,68 047 0,79 -0,61 74 7,44 2,47 5,51 6,36
31 300 255 262 -0,14 75 5,39 2,22 4,69 8,28
32 1,10 095 0,88 1,29 76 -0,53 0,99 0,25 -1,95
33 -3,776  -2,71 -3,53  -4,03 77 4,50 2,87 3,80 4,07
34 2,17 -1,73 2,03 -2,14 78 2,17 305 246 -2,83
35 3,19 3,19 323 3,55 79 4,02 1,69 3,28 3,12
36 0,99 1,07 1,03 1,78 80 2,72 -0,26 1,73 3,38
37 0,08 0,61 041 0,55 81 2,53 3,70 2,49 2,86
38 195 244 1,99 1,27 82 -023  -1,64 -0,37 -0,49
39 -0,31 -0,82 -0,33 0,25 83 2,49 6,64 3,60 0,52
40 -0,20 -0,22 -0,40 -240 84 -054 -3,15 -1,68 -0,13
41 046 0,75 0,52 1,25 85 2,09 -147  -1,89 -1,38
42 1,58 0,66 1,29 0,86 86 -1,60  -1,71 -1,71 0,17
43 0,75 -0,18 0,80 2,52 87 0,52  -0,08 0,42 0,61

44 307 2,62 274 0,77




APENDICE C - PROGRAMACAO NO MATLAB

clear

% As doze acgdes de 31.12.2017 (5.1.2018) ate 23.08.20 (28.08.20) estdo na ordem:
% ABEV3, EQTL3, IGTA3, ITUB4, MGLU3, PETR4,

RADL3, RENT3, SBSP3, VALE3, VIVT4, WEGE3,

SELIC, BVSP.

% D=matriz 14 x 139 preenchida com dados semanais dos retornos das agdes,
Tesouro Selic e Ibovespa

% durante as 139 semanas, conforme tabela do apendice 1.

D=[...1;

for 1i=1:87

C=cov(D(1:51+1,1:12));

m(i,:)=[mean(D(i:51+1i,1)) mean(D(i:51+i,2)) mean(D(i:51+1,3)) ... mean(D(i:51+i,12))1;

X0=(1/12) ones (12,1);

[

% implementacao da PR

f = Q@(W) var (W. (CxW))*«10714; S%$Note: The 10714 is there to increase accuracy
%$fmincon (FUN, X0, A, B, Aeq, Beq)
X_PR(:,1i) = fmincon(f,X0,[],[],ones(1l,length(X0)),1);

%$quadprog (H, £,A, b, Aeq, beq, LB, UB)
X_MV(:,1i)=quadprog(C,zeros(1l2,1),-1xeye(l2),
zeros (12,1) ,ones (1,12) ,ones(1,1),zeros(12,1),
ones (12,1));

RETORNO_1 (i) =D (52+1i,1:12) *X0;
RETORNO_MV (1) =D (52+i,1:12) *X_MV (:,1);
RETORNO_PR (1) =D (52+i,1:12) *X_PR(:,1);

RISCO_1 (1i)=sqgrt (X0’ xC*X0) ;
RISCO_MV (i)=sgrt (X_MV (:, 1)’ xC*xX_MV (:,1i));
RISCO_PR(i)=sqgrt (X_PR(:,1)’*C+xX_PR(:,1i));

IS_1(i)=(RETORNO_1 (i)-D(52+1i,13))/RISCO_1(1);
IS_MV(i)=(RETORNO_MV (i)-D(52+1,13))/RISCO_MV (i) ;
IS_PR(1)=(RETORNO_PR(i)-D(52+1i,13))/RISCO_PR(1);

IBOVESPA (1) =D (52+1i, 14) ;
FIXA(i)=D(52+1i,13);

end

%Retornos acumulados

R_ACUMULADO_1 (1)=0;

R_ACUMULADO_MV (1)=0;
R_ACUMULADO_PR (1) =0;

%acumulados tesouro selic e ibovespa
R_ACUMULADO_FIXA (1)=0;
IBOVESPA_ACUMULADO (1) =0;

for 1=2:88

R_ACUMULADO_1 (i)=((1+R_ACUMULADO_1 (i-1)) * (L+RETORNO_1 (i-1)))-1;
R_ACUMULADO_MV (i) =( (1+R_ACUMULADO_MV (i-1)) * (1+RETORNO_MV (i-1)))-1;
R_ACUMULADO_PR (i) =( (1+R_ACUMULADO_PR (i—-1)) * (L+RETORNO_PR (i-1)))-1;
IBOVESPA_ACUMULADO (i)=( (1+IBOVESPA_ACUMULADO (i-1) ) (1+IBOVESPA (i-1)))-1;
R_ACUMULADO_FIXA (i)=((1+R_ACUMULADO_FIXA (i-1))* (1+FIXA(i-1)))-1;

end
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