»
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

A Caracteristica de Euler

Denis Vanucci Gisoldi

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao — Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional como requisito par-

cial para a obtengdo do grau de Mestre

Orientadora
Profa. Dra. Alice Kimie Miwa Libardi

2013



514.2 Gisoldi, Denis Vanucci
G535¢ A Caracteristica de Euler/ Denis Vanucci Gisoldi- Rio Claro,
2013.
49 f. il., figs., grafs.

Dissertacao (mestrado) - Universidade Estadual Paulista, Insti-
tuto de Geociéncias e Ciéncias Exatas.
Orientadora: Alice Kimie Miwa Libardi

1. Topologia algébrica. 2. Poliedros. 3. Superficies. 4. Classifi-

cagdo de Superficies. I. Titulo

Ficha Catalografica elaborada pela STATT - Biblioteca da UNESP
Campus de Rio Claro/SP




TERMO DE APROVACAO

Denis Vanucci Gisoldi

A CARACTERISTICA DE EULER

Dissertacao APROVADA como requisito parcial para a obtencao do grau de
Mestre no Curso de Pos-Graduacao Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Uni-
versidade Estadual Paulista “Jalio de Mesquita Filho”, pela seguinte banca

examinadora:

Profa. Dra. Alice Kimie Miwa Libardi

Orientadora

Prof. Dr. Marcos Vieira Teixeira
IGCE/UNESP/Rio Claro(SP)

Profa. Dra. Evelin Meneguesso Barbaresco
IBILCE/UNESP/Sao José do Rio Preto(SP)

Rio Claro, 15 de Julho de 2013






Dedico este trabalho, principalmente, a minha amavel e adoravel avé Adelaide
Bortolotto Vanucci, que faleceu durante a realizacao deste, a qual por toda minha
vida, orientou, aconselhou com palavras sabias que as levarei para sempre. Dedico a
minha esposa Erica e meu filho Nicolas, pela motivacdo, o entendimento e as horas de
diversao, que muito me ajudaram. Por fim, aos meus pais, Onofre e Clara, e ao meu

irmao Régis, pelo apoio imensuravel e irrestrito.






Agradecimentos

Agradego ao Governo Federal, ao MEC e & Sociedade Brasileira de Matematica
pela iniciativa pioneira de realizacao desse projeto em rede nacional, a CAPES pelo
financiamento de bolsas de estudos, pois nao seria possivel sua efetivacao sem este
apoio e a todos os envolvidos na Universidade Estadual Paulista "Julio de Mesquita
Filho" por nao terem medido esforcos para fazer parte deste projeto. Agradeco a todas
as pessoas que, direta ou indiretamente, contribuiram para a realizacao deste trabalho,
em particular, & coordenadora local, Suzinei Marconato, por sempre me motivar nos
momentos mais dificeis no curso.

Aos meus amigos de curso, principalmente, Leandro Tezotto e Mauricio Evandro
Eloy, pelo comprometido grupo de estudo, os momentos descontraidos e pela amizade
verdadeira, fortalecida ao longo do curso.

A todos os professores envolvidos no projeto, principalmente aqueles que ministra-
ram cursos para a turma PROFMAT 2011, em especial, & minha orientadora, Prof*
Dr® Alice Kimie Miwa Libardi, pelo apoio, paciéncia, profissionalismo, ética e atencao

dispensada para elaboracao desse trabalho.






Euler calculava sem esfor¢o aparente, tal como os homens respiram e as aguias se
sustentam no ar. Frangois Arago (1786-1853), matematico, fisico, astrénomo e politico

franceés.






Resumo

O objetivo principal deste trabalho é o estudo da caracteristica da Euler de polie-
dros, superficies e de soma conexa de superficies. E provado que se duas superficies tem
a mesma caracteristica de Euler, entao elas sao homeomorfas. A reciproca é também
verdadeira, porém sua demonstracao foge ao escopo deste trabalho. Para o desenvolvi-
mento da atividade para alunos do ensino médio, foram construidos materiais didaticos
com o objetivo de motivar e mostrar triangulacoes de algumas superficies, necessarias

para o calculo das caracteristicas de Euler.

Palavras-chave: Topologia algébrica, Poliedros, Superficies, Classificagao de Super-

ficies.






Abstract

The main goal of this work is the study of the Euler characteristic of polyhedron,
surfaces and of connected sum of surfaces. It is also proved that if two surfaces have
the same Fuler characteristic then they are homeomorphics. The converse is also true,
but it is not proven in this work. For the development of an activity for high school
students were made didactic materials in order to motivate and show the triangulations

of some surfaces, necessary to calculate the Euler characteristics.

Keywords: Algebraic Topology, Polyhedrons, Surfaces, Surfaces Classification.
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1 Introducao

A Caracteristica de Euler é um dos mais importantes invariantes topologicos, com
a qual obtemos uma classificacao das superficies compactas, conexas e sem bordo. Seu
estudo em areas mais especificas dd uma condicao a existéncia de campos vetoriais
nao nulos, porém trata-se de um assunto que pode ser abordado em diversos niveis de
aprofundamento. Nosso objetivo é fazer uma apresentacao que possa motivar docentes
e alunos do ensino médio a ter uma visao mais geral, interessante, porém acessivel.

Muitos livros didaticos atualmente, listados no PNLEM(de vérios anos), trazem
assuntos prontos, de maneira direta e com pouco fundamento, nao incentivando a
pensar ou imaginar uma possibilidade diferente.

Um desses assuntos, que aprofundaremos nesse trabalho, trata-se da relacao de
Euler ou como é mais conhecido, Teorema de Euler.

Alguns livros didéticos sao breves com respeito ao assunto. Desde um "vamos
calcular V' — A 4+ F para ver quanto d&" e completar tabelas com varios exemplos de
poliedros, em particular convexos, para fazer com que o aluno perceba que a relagao
vale para poliedro convexos. Ha outros que, instigam o aluno a também verificar que
a relacao pode até valer para poliedros nao-convexos. Porém, ha livros que observam
que nem todo poliedro nao-convexo segue a relacao de Euler, ou até demonstram de
maneira elegante e inteligivel.

A Relagao/Teorema de Euler tem sido estudada e ensinada ha décadas, desde Des-
cartes até os dias atuais, demonstrando seu desafio e sua importancia, observados em
diversos trabalhos perdidos na histéria e, por fim, seu verdadeiro significado nas maos
de Poincaré.

No capitulo 2, daremos base para estrutura desse trabalho, definindo e exemplifi-
cando conceitos importantes sobre espacos métricos, subespacos, bolas abertas e esfe-
ras. Introduziremos o conceito de continuidade e homeomorfismo que sustentara todo
o trabalho, pois serd o tipo de deformacao que usaremos em nosso objeto de estudo.
Também serao vistos espacos topologicos e suas propriedades, no intuito de definir a
caracteristica de Fuler para espacos mais gerais.

No capitulo 3 iniciaremos o objeto de nosso estudo, de tao simples e até mesmo
apresentado no ensino fundamental, se mostrou frutifero em estudos mais aprofunda-

dos, merecendo seu destaque. Introduziremos o processo para obtencao dos elementos
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da formula para uma superficie qualquer, usando a nocao de triangulacao. Na tltima
secao, utilizaremos superficies conhecidas para efetuar uma operacao, chamada soma
conexa, para obtencao de novas superficies. Daremos destaque a trés teoremas, sendo
o principal deles a classificagao de superficies fechadas, via caracteristica de Euler.

No capitulo 4 abordaremos o assunto através de uma atividade a ser desenvolvida
no ensino meédio, nao apenas para poliedros convexos, como é de praxe nos livros
didaticos, mas também calcular o valor da caracteristica de Euler para poliedros nao-
convexos e também para algumas superficies. Utilizaremos recursos computacionais,
como o programa gratuito MatHSoliD, disponibilizado pelo departamento de matema-
tica PUC-Rio e animagao da construcao da garrafa de Klein. No caso especifico das
superficies, foram construidos materiais didaticos concretos de apoio, para o professor
mostrar o processo de triangulacoes, utilizado para a contagem do nimero de vértices,

arestas e faces.



2 Preliminares

Como o objetivo principal deste trabalho é o estudo de um invariante topologico,
precisamos introduzir o conceito de homeomorfismo, uma aplicacao bijetora, continua
e com inversa continua. Desse modo, neste capitulo apresentamos alguns resultados

necessarios ao desenvolvimento do trabalho.

2.1 Espacos Meétricos

Na Geometria Euclidiana, define-se a distancia entre dois pontos distintos como
sendo o comprimento do segmento determinado por eles. Posteriormente, na Geo-
metria Analitica, introduzindo-se um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais,
a distancia entre os pontos do plano cartesiano P = (a,b) e Q = (c¢,d) é dada por
d(P,Q) = y/(a—c)2+ (b—d)® A distancia entre dois pontos de uma cidade pode

nao ser o segmento de reta determinado por eles, pois muitas vezes este caminho nao

¢ possivel. Caminhando pelas ruas, voce terd uma outra nocao de distancia. E se
definirmos a distancia entre dois pontos, como sendo 1, se eles forem diferentes e zero
se forem iguais? O que todas estas definicoes tem em comum? A resposta é que to-
das satisfazem as condigoes abaixo que definiremos como sendo uma métrica ou uma

distancia.

Definicao 2.1. Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R,
que associa a cada par de elementos x,y € M um namero real d(z,y), chamado a
distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condicoes para quaisquer
r,y,z € M:

i) diz,y) 2 0ed(z,y) =0 z=y
i) d(z,y) = d(y, )
iii) d(z,z2) < d(z,y) + d(y, 2).

Um espago métrico ¢ um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma métrica em
M. Os elementos de um espaco métrico podem ser de natureza bastante arbitraria:

ntmeros, pontos, vetores, matrizes, fungoes, conjuntos, etc.

17
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Definigao 2.2. Seja (M, d) um espaco métrico. Todo subconjunto S C M pode ser
considerado, de modo natural, como um espaco métrico: basta considerar a restricao
de d a S x S, ou seja, usar para os elementos de S a mesma distancia que eles possufam
como elementos de M. Nessas condicoes, dizemos que S é um subespaco de M e a

métrica de S diz-se induzida pela de M.

Vamos apresentar alguns exemplos de métricas. A primeira delas é a que ji men-
cionamos, a métrica "zero-um”. Dado M # () define-se d : M x M — R pondo
d(z,x) =0ed(xz,y) = 1se x #y. Pela definicdo de métrica, as condigoes i, i sdo veri-
ficadas pela propria definicao da métrica "zero-um” e para a condicao 7ii consideremos
primeiramente x # y e y = z. Temos assim d(z,y) = 1, d(z,2) = 1 e d(y, z) = 0. Logo,
neste caso, d(z,y) = d(x,z) + d(y,z). Se x #y e y # z temos, d(x,y) =1, d(z,2) =1
ed(y,z)=1,d(z,y) <d(x,z)+d(y,z). Os demais casos recaem nestes.

Um exemplo importante de espaco métrico é o espaco euclidiano R™. Os pontos
de R™ sdo n-uplas x = (1, ...,x,) onde cada uma das n coordenadas x; é um niimero
real. Podemos definir a distancia entre dois pontos no R™ de trés modos. Dados

x=(21,...,Tn) €y = (Y1, -, Yn), €SCrevemos:

dz,y) = V(@ —y)* + o (20 —y)? = T [ = 9:)772

d'(x,y) = |rr — |+ + 2 — yal = ) |7 — il
=1

d"(z,y) = mazx{|z1 — yil,. .-, |20 — ynl} = max |z; — y;|.
<i<n

As fungoes d, d’', d”’ : R" x R™ — R sao métricas. A métrica d é chamada euclidiana.

No caso particular do conjunto R dos niimeros reais a distancia entre dois pontos
z,y, € R & dada por d(z,y) = |x —y|. Verifica-se imediatamente as condic¢oes de i & iii
pelas propriedades elementares do valor absoluto de nimeros reais. Esta é a chamada
"métrica usual”.

Definida uma métrica em um conjunto M, isto é, tendo agora a noc¢ao de distan-
cia entre os pontos, o préximo objetivo é definir continuidade de funcoes. Portanto,

veremos alguns elementos essenciais para sua definicao.
Definigao 2.3. Sejam (M, d) um espaco métrico, a € M e r € R¥.
i) A bola aberta de centro a e raio r é definida da seguinte maneira:
B(a,r) :={x € M,d(z,a) <1},

ou seja, é o conjunto dos pontos de M cuja distancia ao ponto a é menor do que

r.
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ii) A bola fechada ou disco de centro a e raio r é definido por:
D(a,r) = {x € M,d(z,0) <1},

ou seja, ¢ o conjunto formado pelos pontos de M que estao a uma distancia menor

do que ou igual a r do ponto a.

iii) A esfera de centro a e raio r é definida por:

S(a,r):={x € M,d(z,a) =r}.

Observe que todo espago vetorial normado £ é um espago métrico, com a métrica

d proveniente da norma, i.e. d(x,y) = ||x — y||. Entao escrevemos:
B(a,r):={x € E,|v —a|] <r}

D(a,r):={z € E,|x —a| <1}
S(a,r):={z € E,|x —a| =71}

Se X é um subespaco do espaco métrico M, entao para cada a € X e cada r > 0,
podemos definir a By (a,r) a bola aberta de centro a e raio r, relativamente a métrica
induzida em X. Neste caso, tem-se By (a,r) = B(a,r) ()X onde B(a,r) é a bola aberta
de centro a e raio r no espaco M. Analogamente temos: Dx(a,r) = D(a,7)()X e
Sx(a,r) = S(a,r) 1 X.

As bolas abertas dependem da métrica que se usa, por exemplo, se M estd munido
da meétrica zero-um entdo, para todo a € M, tem-se B(a,r) = D(a,r) = M ser > 1
e B(a,r) = D(a,r) = a se r < 1. Por outro lado, B(a,1) =a e D(a,1) = M. Tem-se
também S(a,r) =0ser #1eS(a,1) =M —a.

Com a métrica usual da reta, para todo a € R e todo r > 0, a bola aberta de
centro a e raio r é o intervalo aberto (a —r,a+ ), pois a condi¢ao |z — a| < r equivale
a <x—a<r, ousea a—r < x < a+r. Analogamente, D(a,r) é o intervalo
l[a —r,a+r| e aesfera S(a,r) tem apenas dois pontos: a —r e a +r.

No plano R?, a bola aberta B(a,r) é o interior de um circulo de centro a e raio r ou
o interior de um quadrado de centro a e lados de comprimentos 2r, paralelos aos eixos,
ou entao o interior de um quadrado de centro a e diagonais paralelas aos eixos, ambas
de comprimentos 2r. Estes casos correspondem ao usarmos em R? as métricas d, d’
ou d” respectivamente. A esfera S(a,r) é o bordo da figura correspondente e D(a,r),

evidentemente, ¢ igual a B(a,r)U S(a,r).
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I
a I
d
(@) (x—a1)?’+ (y—ax)?<r® (b)) |z —a1|<rely—as] <2 (c) |z —a1]| + |y —az] < 7.

2.1.1 Continuidade e Homeomorfismos

Um dos objetivos do trabalho é mostrar que se duas superficies possuem a mesma
caracteristica de Fuler, entao elas sao homeomorfas, ou seja, existe um homeomorfismo
entre elas. Na realidade, este conceito ¢ utilizado entre espacos topolodgicos, que veremos
a seguir. Comecamos com a definicao de homeomorfismos entre espacos métricos, que

é um caso particular, mas nao menos importante.

Definicao 2.4. Sejam M, N espacgos métricos. Diz-se que a aplicagao f: M — N é
continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, é possivel obter 6 > 0 tal que
d(xz,a) < 6 implica d(f(z), f(a)) < e.

Diz-se que f : M — N ¢ continua quando ela é continua em todos os pontos a € M.

Equivalentemente, f : M — N é continua no ponto a € M quando, dada qualquer
bola B’ = B(f(a);e) de centro f(a), pode-se encontrar uma bola B = B(a;¢), de
centro a, tal que f(B) C B'.

No importante caso particular em que M C Re f: M — R, dizer que f é continua
no ponto a € M significa afirmar que para todo € > 0, existe § > 0 tal que x € M
ea—0 <z < a+dimplica f(a) —e < f(z) < a+e. Ou seja, f transforma os
pontos de M que estao no intervalo aberto (a — d,a + §) em pontos do intervalo aberto
(f(a) = £, f(a) + 2.

Observacao: A nocao de continuidade num ponto é local, isto é, depende apenas

do comportamento de f nas proximidades do ponto. Mais precisamente, se existir em
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M uma bola B, de centro a, tal que f|p seja continua no ponto a, entdo f: M — N
é continua no ponto a. Segue dai que, se para toda parte limitada X C M, f|x for

continua, entao f : M — N é continua.

Exemplo 2.1. Dada f : M — N, suponhamos que exista uma constante ¢ > 0
(chamada constante de Lipschitz) tal que d(f(x), f(y)) < c.d(x,y), quaisquer que sejam
x,y € M. Dizemos entao que f é uma aplicacao lipschitziana. Neste caso, f é continua.
Com efeito, dado ¢ > 0, tomemos § = £. Entdo d(v,a) < 0 = d(f(z), f(a)) <
cod(z,a) < c.d =¢e. Se c =1, dizemos que f é uma contragao fraca. Sdo exemplos
de contragoes fracas, portanto continuas, a norma |||| : £ — R em um espaco vetorial
normado E; a projecao p; : My x --- x M,, — M; definida por p;(xy,---x,) = x; para
cada i =1,--- ,n e a operagdo soma s : £ x F — FE, s(z,y) = r + y em um espago
vetorial normado E, quando se toma em E x E a norma ||(x,y)|| = |z| + |y|-.

Uma aplicagdo f : M — N chama-se localmente lipschitziana, quando cada ponto
a € M & centro de uma bola B = B(a,r), tal que a restricao f|p é lipschitziana. Uma

aplicagao localmente lipschitziana é, evidentemente, continua.

Exemplo 2.2. A fun¢do f : R — R, dada por f(z) = 2z, (n inteiro positivo) é
lipschitziana em cada parte limitada de R, pois se se |z| < a e |y| < a entdo |z" —y"| =
[z —y[-|z" 2" Py oy < =yl (T PRy ) < ey —al,
onde ¢ = n - a"!. Segue-se que um polinémio p(z) = ag + a;x + - -+ + a,z™ cumpre
a condigao de Lipschitz em cada intervalo limitado [a,b]. Concluimos, em particular,
que todo polinémio p : R — R é uma funcao continua. De modo anélogo, podemos
mostrar que a fungao r : R — {0} — R, definida por r(z) = 1, é continua. Provamos

primeiro que, para cada k > 0, r é lipschitziana no conjunto X;, = {x € R : |z| > k}.

1
2

Segue dai que cada numero real a # 0 é centro de um intervalo, restrito ao qual r é

Ora, se |z| > ke |y| > k, entdo |r(z) —r(y)| = |% — i[ =Tt <c-|lr—y|, onde c=

continua. Logo r é continua.
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2.1.2 Propriedades elementares das aplicacoes continuas

Proposicao 2.5. A composta de duas aplicacoes continuas é continua. Mais precisa-
mente, se f : M — N é continua no ponto a e g : N — P é continua no ponto f(a),

entdo go f : M — P é continua no ponto a.

Demonstracao:

Dado ¢ > 0, a continuidade de g no ponto f(a) nos permite obter A > 0 tal que
y e N,d(y, f(a)) < A= d(g9(y),g(f(a))) < e. Por sua vez, dado A > 0, a continuidade
de f no ponto a nos fornece § > 0 tal que x € M, d(z,a) < § = d(f(x), f(a)) < A =

d(g(f(2)),9(f(a))) <e.

M M

Corolario 2.6. A restricao de uma aplicacao continua é continua. Mais exatamente,
se f: M — N é continua e X C M, entao f|x : X — N ¢é continua.

Demonstragao: Com efeito, f|x = foi, onde i : X — M é a inclusdo, definida

por i(z) =z,x € X.

Exemplo 2.3. Continuidade da multiplicagcao. Seja EF um espaco vetorial normado.
Considere a aplicacdo m : R x E — E, onde m(\,x) = X-x. Se [\, [u], [z], [y] sdo < a
entao dim(A, z), m(p, y)] = [Nz —p-yl| =[Nz —p-o+p-x—p-y|| <[A—pl- =]+
] -z —yl| < a(|]A—p|+ |z —y|) =a-d](Nx),(1,y)]. Segue-se que m & lipschitziana
em cada parte limitada de R x E e, por conseguinte, m : R x £ — FE é continua. Em
particular, a multiplicacdo de ntimeros reais, m : R x R — R, m(z,y) = = - y, é uma
funcao continua.

Dados os espacos métricos M, Ny e No, dar uma aplicacao f : M — N; x Ny
equivale a um par de aplicagoes f; : M — Ny e fo : M — N,, chamadas as funcoes
coordenadas de f, tais que f(z) = (fi(x), fo(z)) para todo x € M. Escreve-se f =
(f1, f2). Considerando-se as projec¢oes p; : Ny X Ny — Ny e py : Ny X Ny — Ny , tem-se
fi=piofe fo=pyof. A proposicao seguinte, embora de simples demonstragao, é

fundamental.

Proposicao 2.7. A aplicagdo f : M — N; x Ny é continua (no ponto a € M) se, e
somente se, suas fungdes cooordenadas f; : M — Ny e fo : M — Nj sdo continuas (no

ponto a).
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Demonstracao: Se f é continua entao o mesmo ocorre com f; = piofe fo =pgof
porque as projecoes p; € py sao continuas. Para provar a reciproca, usamos em Ny X Ny
a métrica d[(zq,x2), (y1,y2)] = max {(z1,v1),d(z2,y2)}. Dado € > 0, como f; e fo
sdo continuas no ponto a, existem d; e dy tais que d(x,a) < §; = d(fi(z), fi(a)) < ¢
e d(z,a) < 0y = d(fa(x), f2(a)) < €. Seja 6 = min {d1,d2}. Entao d(z,a) < § =

d(f(z), f(a)) = max {d(fi(z), fi(a)),d(f2(x), f2(a))} < e. Logo f é continua no ponto

Corolario 2.8. Se f; : My — Ny e fy : My — Ny sao continuas, entao também é

continua a aplicagao
QD:f1Xf22M1XMQ—>N1XN2

definida por
p(z1,22) = (fi(21), falz2)).

Com efeito, considerando as projecoes
p1: My X My — My epy : My X My — M,y
vemos que as fungoes coordenadas de ¢ sao
fiopr: My x My — Nyefoops: My X My — Ny
Segue da proposicao anterior que  é continua.

Proposicao 2.9. Sejam M um espaco métrico, £ um espago vetorial normado e f, g :
M — E,«,B : M — R aplicagoes continuas, com [(z) # 0 para todo = € M. Entao
sdo continuas as aplicagoes f +g: M — E,a-f: M — E e a/f: M — R, definidas
por

(f +9)(x) = f(z) + g(2), (- [)(2) = afz) - f(z),

o a(z)
Qo=
B B(z)
Demonstracao: Foi visto que as aplicacées 7 : R — {0} 2 R, s: EXFE — Ee

m:Rx F — FE, dadas por r(x) = 1/x, s(z,y) = x+y e m(\, ) = Xz, sdo continuas.

Considere as seguintes composicoes:

{ MY ExE S E

—so(f, 2.1
x*—>(f(x),g(x))wf($)+g(x)}f to=sellg) 2

(a.f)

ME3RxESFE
a-J=mola, 2.2
{ r+— (a(x), f(z)) = a(z) - f(2) } f (a, f) (2.2)
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(sdxr)

MR (R - {0}) YR«
71— (a(2), 8(@)) — (al) )

(a,8)
x) % =mo (idxr)o(a,5) (2.3)

Os esquemas acima (onde id : R — R é a aplicacao identidade) mostram que f + g,

a- f e a/f sdo continuas, em virtude das proposi¢oes acima.

Corolario 2.10. Se f,g : M — R sao fungoes continuas com valores reais, entao f+ g,

f-ge (caso g(z) # 0 para todo x € M) f/g sao fun¢des continuas.

2.1.3 Homeomorfismos

Diferente do que ocorre em Algebra Linear, onde a inversa de uma transformacao
linear bijetiva também é linear, ou na Teoria do Grupos, onde o inverso de um ho-
momorfismo bijetivo é ainda um homomorfismo, em Topologia ocorre o fenémeno de
existirem funcoes continuas bijetivas f : M — N tais que f~' : N — M é descontinua.

O seguinte exemplo é um classico exemplo desta situacao.

Exemplo 2.4. Seja S' = {(z,y) € R%* 2%+ y*> = 1} o circulo unitério do plano
euclidiano. A fungdo f : [0,27) — S, definida por f(t) = (cost, sent) é bijetora,
e é continua, pois suas funcoes coordenadas, cos e sen o sao. A aplicacao inversa,
f71: 81— [0,27) é descontinua no ponto P = (1,0).

Definicao 2.11. Sejam M e N espacos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N
¢ uma bijecdo continua f : M — N cuja inversa f~' : N — M também é continua.

Neste caso, diz-se que M e N sao homeomorfos.

Se f: M — Neg: N — P sao homeomorfismos entao go f : M — P também é

um homeomorfismo.

Exemplo 2.5. Homeomorfismo entre bolas. Seja E/ um espaco vetorial normado. Para
todo a € E e para todo real A # 0, a translacao t, : E — E e a homotetia my : E — E,
definidas por t,(z) = x + a e my(x) = A\ - x, sdo homeomorfismos de E. De fato, t, e
my sdo continuas e possuem inversas: (f,' =1t_,) e (my)~' = my,, u = 1/), as quais
também sao continuas. Duas bolas abertas B(a,r) e B(b,s) em E sao homeomorfas.
Mais precisamente, a composta ¢ = t,om,/,ot_, define um homeomorfismo ¢ : £ — E.

Para cada z € E, temos p(z) = b+ s/r(x — a). Isto mostra que ¢ consiste em:

1.) Transladar B(a;r) de modo a por seu centro na origem;

2.) Multiplicar todos os vetores por s/r de modo que vetores de comprimento < r

passem a ter comprimento < s. Isto transforma B(0;r) em B(0; s);

3.) Transladar B(0;s) de modo a por seu centro no ponto b.
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Assim o homeomorfismo ¢ : E — E é tal que p(B(a;r)) = B(b; s). Da mesma maneira
se mostra que duas bolas fechadas quaisquer em E sao homeomorfas. Convém observar
que, num espaco métrico arbitrario, duas bolas abertas podem nao ser homeomorfas. O
exemplo mais simples é o de um espaco métrico M, que possui um ponto isolado a e um
ponto nao isolado b. Existe um bolas B(a;r) = {a}, a qual nao pode ser homeomorfa
a uma bola aberta de centro b pois, para todo s > 0, B(b; s) é um conjunto infinito.

Exemplo 2.6. A projecio estereogrifica. Sejam S™ = {x € R"™ a2 + 23 + 23 +- - +
r2 = 1} a esfera unitaria n-dimensional e p = (0,---,0,1) € S™ o seu polo norte.
A projecdo estereografica m : S™ — {p} — R" estabelece um homeomorfismo entre
a esfera menos o polo norte e o espago euclidiano R™. Geometricamente, m(x) é o
ponto em que a semi-reta p_i" encontra o hiperplano x,, .1 = 0, que identificamos com
R™. A fim de se obter uma féormula para 7, observemos que os pontos da semi-reta
p_i" tém a forma p +t - (x — p), onde ¢t > 0. Tal ponto pertence ao hiperplano R”
quando sua ultima coordenada 1 + t(z,41 — 1) é zero. Dai tiramos t = 1/(1 — x,41).
Convecionemos por =’ = (21, ,x,) quando © = (x1, - , Ty, Tpy1). Entdo, sendo
w(z) = p+ (xr — p)/(1 — zp41), mostra-se que m(x) = 2'/(1 — zpy1). A expressao

m(z) =2’ /(1 — xp41) mostra que 7 : S™ — {p} — R" & continua.

mly) | )

(Note que = € S™ — {p} exclui a possibilidade z,,41 = 1). Para verificar que 7 é
um homeomorfismo, basta considerar a aplicagdo ¢ : R" — S™ — {p}, definida por
©(y) = z, onde, na notagdo acima, ¥’ = 2y/(|y|* + 1) e 2,11 = ([y)* — 1)/(Jy|* + 1).
Constata-se sem dificuldade que ¢(7(z)) = 2’ para todo x € S™ — {p} e w(¢(y)) =y
para todo y € R".
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Os elementos mais importantes de um espaco métrico sao os conjuntos abertos, que

darao a motivacao para a definicao de espacgo topologico.

Definicao 2.12. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto a € X
diz-se um ponto interior a X quando é centro de um bola aberta contida em X, ou
seja, quando existe r > 0 tal que d(z,a) < r = x € X. Chama-se o interior de X em
M ao conjunto intX formado pelos pontos interiores a X.

Um subconjunto de A de um espago métrico M diz-se aberto em M quando todos
os seus pontos sao interiores, isto é, int A = A. Para provar que um conjunto A C M

¢ aberto em M, devemos obter, para cada x € A, um raio r > 0 tal que B(x;r) C A.

Proposicao 2.13. Seja U a colecao dos subconjuntos abertos de um espag¢o métrico
M. Entao:

(1) MeUebelU. (O espago inteiro e o conjunto vazio sao abertos.)

(2) Se Ay,---, A, € Uentdo A;N---NA, € U. (4 intersecio de um nimero finito de

conjuntos abertos é um conjunto aberto).

(3) Se Ay € U para todo A € L entdao A = J,., A € U. (4 reunido de uma familia

qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto.)
Demonstragao:

1) O espago métrico M é evidentemente, aberto em M. Isto mostra como a proprie-
dade "X é aberto" é relativa, isto é, depende do espaco M em que se considera X
imerso: X é sempre aberto no proprio espaco X. Para um exemplo menos trivial,
observemos que X = [0,1) é um subconjunto aberto do espago M = [0, 1] : basta
notar que cada intervalo do tipo [0,¢), com 0 < € < 1, é aberto na reta R. Também
o intervalo aberto (0, 1) do eixo das abscissas em R? é aberto nesse eixo mas nao é
aberto em R2. Um conjunto que é aberto em qualquer espaco métrico que o conte-
nha é o conjunto vazio (). Com efeito, para provar que um conjunto X nao é aberto,
deve-se exibir um ponto x € X que nao seja interior a X. Isto é evidentemente

impossivel de fazer quando X = (). Logo () é aberto.

2) Suponhamos que a € Ay,--- ,a € A,. Como estes conjuntos sao abertos, existem
ry > 0,--- 7, >0 tais que B(a,r;) C Ay,---,B(a,r,) C A,. Seja r o menor dos
nimeros ry,--- ,7,. Entao

B(a;r) C B(a;ry) C Ay,--+ ,B(a;r) C Bla;r,) C A,

e dai
B(a;r) Cc Ain---NA,

Logo Ay N---N A, é aberto.
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3) Seja a € A. Entao, existe um indice A € L tal que a € A,. Como este conjunto é
aberto, ha uma bola B(a;r) contida em A,. Logo B(a;r) C A.

Vamos apresentar agora uma caracterizacao de funcoes continuas usando conjuntos

abertos.

Proposicao 2.14. Seja f : M — N uma aplicacao entre espacos métricos. Entao f
¢ continua se, e somente se, a imagem inversa f~1(A) de qualquer aberto A de N é um

subconjunto aberto de M.

Demonstracao 2.15. Suponhamos f continua e consideremos A um subconjunto
aberto qualquer de N. Para cadaa € f~1(A), tem-se f(a) € A, que por ser aberto, con-
tém uma bola aberta com centro f(a) e raio r. Da continuidade de f, existe B(a,s) C
M tal que f(B(a,s)) C B(f(a),r)) C A. Portanto, B(a,s) C f~Y(B(f(a),r)) C
f7YA) e f71(A) é aberto de M. Reciprocamente, seja a € M qualquer. Dada
B(f(a),€), que é um conjunto aberto, por hipotese, a imagem inversa f~!(B(f(a),¢) é
aberto em M e contém a. Portanto, existe uma bola aberta B(a,d) C f~'(B(f(a),¢).
Segue que f(B(a,d)) C B(f(a),e)), ou seja f & continua.

Essa proposicao motiva-nos a definir um espago mais geral, onde para se falar de

proximidade, nao ha necessidade do conceito de uma métrica.

Definicao 2.16. Seja X um conjunto nao vazio. Uma topologia em X é um subcon-

junto 7 de subconjuntos de X satisfazendo as propriedades:

(1) Xereber.
(2) Se Ay,--- A, €Tentao A;N---NA, €T
(3) Se Ay € 7 para todo A € L entdao A =J,., A\ €.

O par (X,7) é chamado um espago topologico. Os elementos de 7 sdo chamados
conjuntos abertos do espaco topologico X. Diremos também que um subconjunto de

X ¢é fechado se seu complementar é um subconjunto aberto de X.

Observe que desta forma, uma funcao f : X — Y, entre espagos topologicos é
continua se, e somente se, a imagem inversa de qualquer aberto de Y ¢ um aberto de
X. Trabalharemos com espacos topologicos especiais, a saber espacos de Hausdorff,

conexos, compactos e quocientes, cujas definicoes apresentamos a seguir.

Definicao 2.17. Um espaco topologico X é de Hausdorff se, dados dois pontos distintos
a e bde X, existem abertos disjuntos A contendo a e B contendo b.

Observe que todo espaco métrico é de Hausdorff.

Definicao 2.18. Um espaco topolégico X é conexo se os tinicos subconjuntos de X

simultaneamente abertos e fechados sao o proprio X e o conjunto vazio.
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Definicao 2.19. Um espaco topologico X é compacto se toda cobertura aberta de X,
i.e. se toda familia de abertos cuja reuniao ¢ X, admite uma subcobertura finita, ou

seja, existe um ntmero finito de abertos desta familia cuja reuniao é ainda o X.

Suponha agora que tenhamos A um conjunto qualquer e f : X — A uma funcao
onde X é um espaco topoldgico. Podemos definir em A uma topologia, chamada
topologia quociente, definindo-se que subconjuntos U sao abertos de A se, e somente
se, f71(U), sao abertos de X.

Definicao 2.20. Com a topologia acima, dizemos que A é um espago quociente.

Uma outra maneira de definir espacos quocientes é definir uma relacao de equiva-

lencia em um determinado conjunto e dar a ele a topologia quociente.



3 Caracteristica de Euler

Dentre os invariantes topologicos: conexao, grupo fundamental, grupos de homo-
logia simplicial e caracteristica de Euler, escolhemos o ultimo para confeccao deste
trabalho. Ressaltamos que a caracteristica de Fuler descreve e classifica importantes

espacos topologicos, através apenas de um numero inteiro.

Definicao 3.1. Seja P um poliedro e denotemos por v, o numero de vértice, f o
nimero de faces e e o niimero de arestas de P. O nimero x(P) = v —e+ f é chamado

de caracteristica de Euler de P.

Exemplo 3.1. O ntmero de vértices, arestas, faces e a caracteristica de Euler dos

seguintes poliedros:

(d) Figura 1 (e) Figura 2 (f) Figura 3

d) V=6,a=12,f =8 y=2
d) V=14,a=24f=14,x=4

d) V =20,a=40,f=20,x=0

3.1 Superficies

Definigao 3.2. Uma superficie é um espaco de Hausdorff, compacto e conexo, tal que
para cada ponto, existe um aberto que o contém e que é homeomorfo a uma bola aberta
do R

29
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Na sequéncia iremos determinar a caracteristica de Euler de superficies. Neste
processo, como dependemos do numeros de vértices, arestas e faces, efetuaremos o
calculo considerando uma triangulagao da superficie e aplicaremos a férmula. Uma
superficie é triangulavel(ndo é facil de provar), quando podemos decompoé-la em um
numero finito de vértices, faces e arestas. Por exemplo, podemos triangular a esfera
em quatro vértices, seis arestas e 4 triangulos (arestas e triangulos curvos), de modo
que o modelo correspondente & um tetraedro. As vezes, é mais facil decompor em
poligonos, mas se pudermos decompor em poligonos, podemos decompor em triangulos.
Essa decomposicao serd chamada de triangulacao. Uma triangulacao tem as seguintes

propriedades:
e Qualquer aresta é aresta de exatamente dois triangulos;
e Dados dois triangulos, existe uma sequéncia de triangulos comecando em um

deles e terminando no outro, de modo que quaisquer dois termos consecutivos

dessa sequéncia tem uma aresta em comuin.

Técnicas de Topologia Algébrica sao usadas para provar que a caracteristica de

Euler nao depende da triangulacao.

Exemplo 3.2. Vamos apresentar alguns exemplos de superficies. Denotemos por I o
intervalo fechado [0, 1].

1. Cilindro: é o espaco quociente C' = %, onde 7 ~ 7 ¢é a relacao definida por
(,0) ~ (z,1).
2. Toro: é o espago quociente T2 = X1 onde ” ~ 7 ¢ a relagdo definida por

(2,0) ~ (2,1) e (0,) ~ (1,1).

3. Faixa de Moebius: é o espaco quociente C' =
por (z,0) ~ (1,1 —x).

4. Garrafa de Klein: ¢ o espaco quociente KB = XL onde ” ~ 7 é a relagio
definida por (z,0) ~ (z,1) e (0,y) ~ (1,1 —y).

5. Plano Projetivo: ¢ o espago quociente P? = S?/ ~ onde x ~ —x.

IXI onde” ~ 7 é a relacio definida

~

Iniciaremos neste capitulo, o processo de triangulacao de algumas das principais

superficies e calcularemos suas respectivas caracteristicas de Euler:

1) O Cilindro
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Vértice: 6, Arestas: 12, Faces: 6
X(C)=v—a+f
x(C)=6—-12+6

X(€) =0

2) A esfera S°.

(g) Triangulacao Esfera (h) Esfera

Vértice: 4, Arestas: 6, Faces: 4
X(S*) =v—a+f
X(S?) =4—6+4

X(8%) =2

3) Faira de Moebius

(i) Triangulacao Faixa de Moebius (j) Faixa de Moebius

Vértice: 6, Arestas: 12, Faces: 6
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X(M)=v—a+f
Y(M)=6-12+6
xX(M) =0

4) O Toro T?

(k) Triangulagao Toro (1) Toro

Vértice: 9, Arestas: 27, Faces: 18
X(I*)=v—a+f
xX(T?) =9 —27+18
X(T%) =0

5) A Garrafa de Klein

(m) Triangulacado Garrada de Klein (n) Garrafa de Klein

Vértice: 9, Arestas: 27, Faces: 18

X(KB)=v—a+f
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X(KB)=9—27+18
X(KB) =0

6) O Plano Projetivo

s sy porms P

(o) Triangulagao Plano Projetivo (p) Plano Projetivo

Vértice: 6, Arestas: 15, Faces: 10
X(P*)=v—a+f
x(P?) =6—15+10
X(P*) =1
A caracteristica de Euler ndo depende da triangulacdo, dependendo apenas da su-

perficie a ser analisada. Outras superficies serao calculadas através dos exemplos dados,

tomando uma operagao chamada soma coneza.

3.1.1 Soma Conexa

De maneira intuitiva, a soma conexa de duas superficies Sy e Ss é a superficie S14S5
obtida retirando-se o interior de dois discos, um em cada superficie, e identificando-os

pelos bordos.
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Definicao 3.3. Sejam S; e S5 duas superficies, compactas e sem bordo. Escolhemos
D, C Sy e Dy C Sy, subconjuntos homeomorfos ao disco D? e sejam h; : D; — D? e
hy : Dy — D2, os respectivos homeomorfismos. Definimos a soma conexa de S; e Ss,
e denotamos por S1£S2, como sendo o conjunto

(Sl — zntDl) U (52 — Z?”LtDQ)

~Y

onde a relagao z ~ y é dada por:

i) Se x,y estao no complementar de 9Dy U 0D, entdo x ~ y < x = y;
ii) Caso contrario, z ~ y < hy(x) = ha(y).

A soma conexa nao depende da escolha dos subconjuntos D; e Dy, é uma superficie,

com a topologia quociente.

Exemplo 3.3. Escrevendo S; = Sy = T? entdao S:4S, = T?4T? ¢ dada pela figura

abaixo:

conexal.jpg

Proposicdo 3.4. Sejam S; e Sy duas superficies fechadas (compactas e sem bordo).
Entao x(51452) = x(51) + x(S2) — 2.

Demonstragao:

Denotemos por K; e Ky triangulacoes de Sy e Ss, respectivamente. Sejam x(S7) =
vy —er+ fiex(Sy) = vy —ey+ fo. Kj = K — Aagayas} é uma triangulacio de
S, — intD?, onde {agaias} sio os vértices de um triangulo e Ky = Ky — A{bybibs}
¢ uma triangulagao de Sy — intD? onde {bobiby} sdo os vértices de um triangulo.
Tomemos T' = @, onde a; ~ b;, i = 0,1,2 e @ya; ~ Tbj, 1,7 = 0,1,2. Como T é

uma triangulagao para x(S1£S52), entao
X(51852) = (v1 +v2 = 3) — (e1 + €2 = 3) + (f1 + f2 — 2) = Xx(51) + x(52) — 2.

Para efetuarmos o calculo da caracteristica de Euler de superficies fechadas apli-

caremos o seguinte teorema, que classifica as superficies por homeomorfismos.

Teorema 3.5. Toda superficie fechada S é homeomorfa a esfera ou & soma conexas de
toros ou a soma conexa de planos projetivos, sendo a esfera e a soma conexas de toros

orientaveis e a soma conexa de planos projetivos nao orientavel.
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Teorema 3.6. A caracteristica de Euler da esfera é 2, da soma conexa de n-toros é

2 —

2n, da soma conexa de n-planos projetivos é 2 — n, da soma de um plano projetivo

e n-toros é 1 — 2n e por fim, da soma conexa de uma garrafa de Klein e n-toros é 2n.

i)
i)

iii)

iv)

Demonstracgao:

Sabemos que x(S?) = 2.

Consideremos S = T?4--- 412 a soma conexa de n-toros, n > 1. Se n = 1 entao
x(S) = x(T?%) = 2 — 2(1) = 0. Suponhamos que a afirmagio ¢ vélida para um
certo n e seja S = T?4---#T? a soma conexa de (n + 1)-toros, que pode ser vista

como S = (T?4---4T*)4T?, a soma conexa de n-toros e um toro. Logo
X(S) = x((T? -+ - 4T*T* = x(T? - - 4T°) + x(T?) — 2

=2-2m+0—-2=-2n=2—-2(n+1)

Portanto, por inducao finita, a caracteristica de Euler da soma conexa de n-toros
& x(T?---#T%) =2 —2n, Vn € N.

Recordando que x(P?) =1e x(KB) =0.

Consideremos S = P?f---4P? a soma conexa de n-planos projetivos, n > 1. Se
n = 1 entdo x(S) = x(P?) = 2—1 = 1. Suponhamos que a afirmacao ¢ vélida para
um certo n e seja S = P?f---#P? a soma conexa de (n + 1)-planos projetivos, que
pode ser vista como S = (P?f---4P?)4P?% a soma conexa de n-planos projetivos

e um plano projetivo. Logo
X(S) = x((P*f-- - 4P*)¢P? = x(P?- - 4P?) + x(P?) — 2

=2—-n+l=-n+1=2-(n+1)

Portanto, por inducao finita, a caracteristica de Euler da soma conexa de n-planos
projetivos é x(P?*f---4P?) =2 —n, Vn € N,

Consideremos S = (T?4---#T?)fP? a soma conexa de n-toros e um plano pro-
jetivo, n > 1. Se n = 1 entao x(S) = x(T%tP?) = 1-2(1) = —1. Supo-
nhamos que a afirmagao é valida para um certo n e seja S = (T?f---47?)fP?
a soma conexa de (n 4 1)-toros e um plano projetivo, que pode ser vista como
S = ((T%---#T*)$T?)2P?. Logo

—

X(S) = x((T*8- - 4T*T*)8P?) = x((T% - - £T?) + x(T?) — 2) 4P?

~"

x((n+1)—toros)
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X (Soma Conexa)

=2-2(n+1)+_1
(n+1)+ 2,
x((n+1)—toros) x(P?)

—2=2-2m—241-2=—-1-2n=1-2n-2=1-2(n+1)

Portanto, por inducao finita, a caracteristica de Euler da soma conexa de n-toros
e um planos projetivos & x((T?f- - 4T%4P?) =1 — 2n, Vn € N.

v) Consideremos S = ((T?%t---fT%)#KB) a soma conexa de n-toros e uma garrafa
de Klein, n > 1. Se n = 1 entdao x(5) = x(T*#KB) = —2(1) = —2. Supo-
nhamos que a afirmacio é valida para um certo n e seja S = ((T°f---§T°)tK B)

——_—— ——

(n+1)
a soma conexa de (n + 1)-toros e uma garrafa Klein, que pode ser vista como

S = ((T?---4T*)4T*)4 K B), a soma conexa de (n + 1)-toros e uma garrafa de
Klein. Logo

X(S) = x((T% - AT TR B) = x(T% - - 4T°) + x(T7) — 2)tK B)

X (SomaConeza)

=2-2n+1)+ _0
X((n+1)—toros) x(KB)

—2=2-2n—240—-2=—-2—-2n=—-2(n+1)

Portanto, por inducao finita, a caracteristica de Euler da soma conexa de n-toros
e uma garrafa de Klein ¢ x((7?%4---#T*)tKB) = —2n, Vn € N.

Para provarmos que a caracteristica de Euler é um invariante topologico, teriamos
que provar que superficies homeomorfas possuem a mesma caracteristica. No entanto,
a demonstracao deste resultado envolve a definicao de caracteristica de Euler, via ho-
mologia, que foge aos objetivos deste trabalho. Neste sentido, provaremos o seguinte

teorema.

Teorema 3.7. Sejam S; e Sy duas superficies fechadas. Se x(S1) = x(S2) e ambas sao

orientaveis ou ambas sao nao orientéveis, entao S; é homeomorfa a S,.

Demonstragao:
Sejam S e Sy superficie fechadas, ambas orientéaveis, tais que x(S1) = x(52). Desta
forma, considere os casos: S} = T?f--- 412 é a soma conexa de n-toros ou S; = S? e

Sy = T?4.--4T? é a soma conexa de n-toros ou Sy = S2. Se S; # S, entdo:

2 ¢ a soma

i) se uma delas ¢ a esfera, por exemplo, S; = S? entao Sy = T?f--- 4T
conexa de n-toros. Mas x(S1) = x(S2). Logo 2 = 2 — 2n o que implica n = 0.

Absurdo.

ii) se uma delas ¢ a soma conexa de n-toros, S; = T4 - - #T2 entao Sy = T?4---§T? ¢ a
soma conexa de m-toros com m # n. Ora, se x(S1) = x(S2) entdo 2—2n = 2—2m,

o que implica m = n. Contradicao.
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Sejam S; e Sy superficie fechadas, ambas nao orientaveis, tais que x(S1) = x(S2).
Desta forma, considere os casos: S; = P?f---#P? é a soma conexa de n-planos proje-
tivos e Sy = P?f-.-4P? é a soma conexa de m-planos projetivos com n # m. Ora, se

X(S1) = x(S2) entdo 2 — n = 2 —m, o que implica m = n. Contradicao.
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4.1 Plano de ensino

Ptblico Alvo: Segundo ano do Ensino Médio

Contetdo a ser trabalhado: Elementos de solidos geométricos e a caracteristica
de Euler.

Objetivos: Consolidar os elementos de um solido geométrico: vértices, arestas e
faces. Desenvolver os solidos convexos e a rela¢do entre seus elementos (Relagao de
Euler - V — A+ F = 2). Introduzir s6lidos nao convexos e calcular a caracteristica de
Euler de alguns casos especiais. Por fim, investigar através do processo de triangulagao,
o valor de x(P) = V—A+F, para superficies, por exemplo, a faixa de Moebius, cilindro,

esfera, toro e garrafa de Klein.

4.1.1 Metodologia

Todo o desenvolvimento do contetido sera apresentado em 6 aulas de 50 minutos.

Primeira aula

Nesta primeira aula, dar destaque a atividade de apresentacao dos solidos geomé-
tricos (alunos separados em grupos), o que sao, como sao formados, tipos de solidos
e discuta com o alunos, como sdo encontrados em nosso dia a dia (objetos que, de
alguma maneira, possam representar sélidos geométricos como por exemplo: caixa de
sapato, dado, caixa de creme dental, bola, etc). Ao término da aula, os grupos ficarao

encarregados de trazer objetos da discussao para préxima aula.

Segunda e terceira aula

Nesta aula, os alunos se reunirao na sala de informética, com seus objetos. Inicie
consolidando os elementos (vértices, faces e arestas) que envolvem os sélidos. Também

com o apoio da ferramenta MatHSoliD(software gratuito) pode-se classificar os solidos
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platonicos e arquimedianos. A ferramenta permite que os alunos visualizem e escolham

varios tipos de sélidos e entre os destacados, facam manipulacoes, intervencoes e ob-

servagoes, conforme selecionam as opgdes que o programa permite (mostrar somente

os vértices ou somente as arestas, entre outras mais).

Nas observacgoes, os alunos devem escolher um so6lido qualquer do programa e fazer

anotacoes sobre as arestas, vértices e faces conforme eles selecionam a caixa de opcoes de

cada elemento. Segue abaixo modelo de alguns solidos, destacando nos dois primeiros

as faces do tetraedro e icosaedro; no terceiro e quarto, mostrando, respectivamente,

todas as arestas e vértices de um dodecaedro.

Sdlidos Platonicos

Tetraedro

Animagio

Cores das Faces

Opgdes de Visualizagao

Sélidos Platonicos -

Icosaedro -

100% Animagao 100%

Cores das Faces

Opgbes de Visualizagao

Sélidos Platonicos

Dodecaedro

Animagio

Cores das Faces

Opgdes de Visualizagio

Sélidos Platdnicos

Dodecaedro -

Animacio 100%
Cores das Faces

Opgoes de Visualizagio

SOLID
SOLID

Como exercicio, solicite que cada aluno construa uma tabela como a descrita abaixo

no Excel.

Poliedro MNumero de
Regular Vértices (V)
Tetraedro

Cubo
Octaedro
Dodecaedro

lcosaedro

Numero Mumero de Faces ValordeV—-A+F
de Arestas (A) (F)

Ao término do exercicio descrito acima, questione-os se existe relacao entre os vér-

tices, as aresta e as faces. Apoés responderem corretamente, apresente a caracteristica
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de Euler para poliedros convexos.

Quarta aula

Na sequéncia, comece uma discussao do valor da caracteristica de Fuler em casos em
que o poliedro nao é mais convexo, e preencha uma nova tabela. Peca que observem os
resultados obtidos e relacionem com outros solidos para que possam tentar observar se
alguns possuem estrutura parecida, mesmo que sofram um tipo de deformagao. Segue

alguns exemplos de solidos:

(q) Cubo (r) Prisma Pentagonal (s) Estrela

(t) Solido ndo convexo  (u) Solido nao convexo  (v) Sélido ndo convexo

Depois da discussao com poliedros nao-convexos, comece a calcular a caracteristica
de Euler para uma superficie qualquer, com exemplos simples, através do processo de

triangulacao.

Quinta e sexta aula

4.1.2 Processo de Triangulacao de uma superficie

Nessa etapa, como a caracteristica de Euler depende do ntimero de vértices, arestas
e faces, a maneira de efetuar o calculo é considerar uma triangulacao da superficie e
aplicar a formula. Apresente a triangulacao de algumas superficies através do Power-
Point e objetos concretos, com suas arestas identificadas e calcule suas respectivas

caracteristicas de Euler:



42

Atividade relacionada ao Ensino Médio

Materiais utilizados para construcao dos objetos:

e Folha de E.V.A.(cor a escolha)

e Velcro

e Tecido em Lycra (cor a escolha)

e Ziper

e Esfera de Isopor (¢25c¢m)

e ['ita adesiva

e 6 varetas de bambu(construcao tetraedro)
e Cola quente(fixar vértices do tetraedro)

e Espaguete flutuador para piscina

e Canetinha ponta grossa

Segue abaixo fotos dos materiais confeccionados. Estes materiais sao sugestoes
de montagem e podem ser alterados. Caso a turma tenha mais aulas durante a
semana do que o normal(4), os materiais podem ser confeccionados em sala com

o auxilio do professor da disciplina de artes.

1) O Cilindro

(w) Triangulacdo Cilindro (x) Cilindro

Vértice: 6, Arestas: 12, Faces: 6
XC)=v—a+f
x(C)=6—-12+6

x(C) =0
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2) A esfera S°.

Vértice: 4, Arestas: 6, Faces: 4
X(S*) =v—a+f
X(S?)=4—-6+4

X(5%) =2

3) Faiza de Moebius
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4) O Toro T?

Vértice: 6, Arestas: 12, Faces: 6
X(M)=v—a+f
X(M)=6—-12+6

xX(M) =0

Vértice: 9, Arestas: 27, Faces: 18

X(T*)=v—a+f
x(T?) =9 —27+18




Plano de ensino 45

5) A Garrafa de Klein

Vértice: 9, Arestas: 27, Faces: 18
X(KB)=v—a+ f
X(KB)=9—-27+18
X(KB) =0
Para que os alunos possam visualizar melhor o processo de deformacao da folha
de papel na construcao da garrafa de Klein, passe o video que esta disponivel no
site http://www.youtube.com/watch?v—=sRTKSzAOBr4 e mostre através do material

abaixo que o tnico modo de identificar os lados invertidos é introduzir pelo interior do

cilindro formado, assim terao uma visualizacao do procedimento.
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4.1.3 Um pouco da histéria-Encerramento da sexta aula

Leonhard Euler - O maior matematico de todos os tempos.

Euler nasceu no dia 15 de abril de 1707, em Basileia, filho de Paul Euler, um pastor
da Igreja Reformada, e Marguerite Brucker, filha de um pastor. Paul Euler era um
amigo da familia Bernoulli, Johann Bernoulli, que era considerado o mais importante
matematico da Europa, acabaria por ser a mais importante influéncia sobre o jovem
Leonhard. A educacao formal de Euler comegou em Basileia, onde ele foi enviado para
viver com sua avo materna. Com 13 anos, ele se matriculou na Universidade de Basel
e, em 1723 aos dezesseis anos, recebeu seu mestrado em Filosofia. Johann Bernoulli
descobriu, rapidamente, incrivel talento de seu novo aluno para a matematica. Euler
comecou estudar teologia, grego e hebraico, com a insisténcia de seu pai, a fim de tornar-
se um pastor, mas Bernoulli convenceu Paul Euler que Leonhard estava destinado a
se tornar um grande mateméatico. Em 1726, Euler completou uma dissertacao sobre
a propagacao do som. Naquela época, ele procurava obter, mas sem sucesso, uma
posicao na Universidade de Basel. Em 1727, ele entrou para competir na Academia
de Ciéncias de Paris, a qual o problema naquele ano era encontrar a melhor maneira
de colocar os mastros num navio. Ele ganhou o segundo lugar, perdendo apenas para
Pierre Bouguer, um homem agora conhecido como "o pai da arquitetura naval". Euler,
posteriormente, ganhou este cobicado prémio anual doze vezes em sua carreira.

Contribuigoes para a matematica e fisica

Euler trabalhou em quase todas as areas da matematica: geometria, calculo infini-
tesimal, trigonometria, algebra e teoria dos ntmeros, bem como teoria lunar e outras
areas da fisica. Euler é o tinico matematico que tem dois nimeros em homenagem a
ele: ntiimero imensamente importante de Euler no calculo, e, aproximadamente igual
a 2,71828, e a Euler-Mascheroni constante v (gama) por vezes referido apenas como

"constante de Euler", aproximadamente igual para 0,57721.
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Euler foi o primeiro a chamar a atencdo para o nimero x(P) =V — A+ F onde V
¢ o numero de vértices, A é o numero de arestas e F' é o numero de faces de um poli-
edro. Ele acreditou ter demonstrado que y(P) = 2 para todo poliedro, provavelmente
admitindo como poliedro apenas aqueles que sao homeomorfos a esfera, para os quais
a igualdade acima é certamente verdadeira. O nimero V — A + F' é, sem sombra de
divida, um achado de muita sorte. Depois de um longo periodo de trabalhos perdi-
dos por varios matematicos na direcao de pistas falsas coube, finalmente, a Poincaré
descobrir o verdadeiro siginificado do nimero que Euler descobriu, e apartir dai, y(P)
se tornou onipresente e fértil, como parte central de notaveis igualdades e como ponto
de partida para importantes generalizacoes, revelando-se um verdadeiro traco de uniao

entre campos distintos da matematica, como por exemplo a topologia.
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