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RESUMO

Este trabalho trata de um assunto bem pertinente nos cursos de Calculo Diferencial e
Integral que é a determinagao da integral de fungoes racionais. Para tal demonstraremos
o método de decomposicao destas funcoes em fracoes parciais que podem ser integradas
usando ferramentas basicas de integracao. Pretendemos com este trabalho aprimorar
o estudo de Calculo Diferencial e facilitar sua compreensao. Apesar de ser um tema
bem conhececido dentre os estudantes de Calculo, sao poucos os textos em portugués
que abordam este assunto demonstrando a veracidade da decomposicao de qualquer
funcao racional. Este trabalho é resultado de pesquisas e estudos sobre o assunto, o
que nos possibilitou demonstrar e exemplificar cada decomposicao desde o caso mais
simples (denominador com raizes reais simples) ao mais complexo (denominador com

raizes complexas multiplas).

Palavras-chave: Integral. Decomposicao em Fracoes Parciais. Fung¢oes Racionais.



ABSTRACT

This paper deals with a very pertinent subject in the courses of Differential and Integral
Calculus that is the determination of the integral of rational functions. For this we will
demonstrate the method of decomposition of these functions into partial fractions that
can be integrated using basic integration tools. We intend with this work to improve the
study of Differential Calculus and facilitate its understanding. Although it is a well-known
subject among the students of Calculus, few texts in Portuguese that approach this subject
demonstrating the veracity of the decomposition of any rational function. This work is
the result of researches and studies on the subject, which allowed us to demonstrate and
exemplify each decomposition from the simplest case (denominator with simple real roots)

to the most complex one (denominator with multiple complex roots).

Keywords: Integral Defined. Decomposition in Partial Fractions. Ra- tional Functions.
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1 INTRODUCAO

Criada com o intuito de determinar a area da regiao limitada por uma curva
descrita por meio de uma funcao, a Integral indefinida é uma ferramenta do Calculo
Diferencial e Integral bastante requisitada no meio matematico e cientifico. Entretanto,
nem sempre conseguimos obté-la de forma exata com facilidade, o que abriu caminho para
a descoberta de diversas técnicas que facilitam sua busca, como a que apresentamos nesta
dissertacao.

O primeiro a propor o método de integracao a ser apresentado neste texto foi
Leibniz (1646-1716), um dos precursores do Célculo Diferencial e Integral, mas ele nao
chegou a concluir seu trabalho. Os detalhes de sua descoberta foram desenvolvidos por
Johann Bernoulli (1667-1748) que, em um artigo publicado em 1703 na Acta Eruditorum,
mostrou que qualquer fungao racional pode ser decomposta em outras fungoes racionais
mais simples.

Na engenharia, por exemplo, por vezes surgem integrais de fungoes com as
quais nao estamos familiarizados e no seu desenvolvimento podemos nos deparar com
integral de funcoes racionais e isto pode ser um empecilho para obtermos sua solugao,
visto que, até mesmo alguns softwares de resolucao de integrais falham ao resolvé-las.

Com esta dissertacao pretendemos apresentar e demonstrar ferramentas para
a integracao de fungdes racionais, com coeficientes reais, por meio da sua decomposi¢ao
em fragoes parciais. Para um melhor entendimento ela esta dividida em cinco topicos:
decomposicao em fatores lineares e nao repetidos; decomposicao em fatores lineares com
repeticoes; decomposicao em fatores lineares e quadraticos sem repeticoes; decomposi¢ao
em fatores quadraticos com repeticao e decomposicao em fatores lineares e quadraticos
com repetigoes. Tal classificagao nos possibilitara maior clareza nas demontragoes. Porém,
para uma real compreensao deste texto, é necessario que o leitor conheca os fundamentos
do Célculo Diferencial e Integral.

Denominamos por func¢ao polinomial real cada funcao F': R — R dada por
F(x) =apx"+---4+a1x+ap,Vr € R, onde ay,---,a1,a9 € R. Denominamos por funcao
polinomial complexa cada fungao F': C — C dada por F(z) = apa™+---+ajx+ag, Ve € C,
onde ap,---,a1,a0 € C. Em cada caso, dizemos que F tem grau n, quando a, # 0, e
denotaremos o grau de F por Gr(F).

P(x)

Denominamos por funcao racional real toda fungdo quociente 0@ onde P(x)
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e Q(x) sdo fungdes polinomiais reais. Denominamos por fung¢ao racional complexa toda

fungdo quociente gg; onde P(z) e Q(z) sdo fungdes polinomiais complexas. Neste trabalho

nos restringiremos as fungoes racionais reais. No entanto necessitaremos considerar as
raizes complexas, portanto, apresentaremos e demonstraremos resultados para fung¢oes
polinomiais reais e complexas. Diremos que a func¢ao racional % é irredutivel quando
P(z) e Q(z) ndo possuem fatores lineares ou fatores quadraticos irredutiveis em comum.
Nas proximas secgoes, ao desenvolvermos métodos para a decomposicao de
uma fungao racional %ﬁg suporemos, sem perda de generalidade, que
— P(z) e Q(x) ndo possuem fatores lineares ou quadréticos irredutiveis em comum.
— @Q(x) é uma fungao polinomial ménica, isto é, a,, = 1, se grau de Q(x) = n.
— O grau de P(x) é menor do que o grau de Q(x). Caso contrario, efetuaremos a
divisdo de P(x) por Q(x) e obtendo-se
P(x)
Q(x)
onde Gr(R(z)) < Gr(P(x)). Dai

[ayi= [ s gin= [ies [Gansc

R(x)
Q(z)’

=T(z)+

C' constante.

Como T' é uma func¢do polinomial, sua integral pode ser facilmente calculada e

ficaremos apenas com [ ggg dz. O objetivo deste trabalho é mostrar, nestas condigdes, o

Teorema 1. Se P(z) e Q(x) sao fungoes polinomiais sem fatores lineares e sem fatores

P(x)

quadrdticos irredutiveis em comum, Gr(P(x)) < Gr(Q(x)) e Q(x) é mdnica, entdo o)

pode ser escrita como soma de fungoes dos tipos

A e /ou Bx+C
(x—a)" (22 + bz +c)™’

onde A,B,C € R, nym € N*, a € raiz real de Q(z) com multiplicidade o, 1 <n < a,
2?4+ br+c=(x—2)(x—%), onde z é uma raiz compleza ndo real de QQ com multiplicidade

Bel<m<p.
Para o que segue convém enunciar o teorema abaixo.

Teorema 2 (Teorema Fudamental da Algebra). Sejam n € N*, ay,...,a1,a9 € C, com

an # 0, e a fungao polinomial F(z), de grau n, dada por

F(z)=apz"+---+a1x+ag ,Vz € C.
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Existem z1,...,z; € C, dois a dois distintos, e aq,...,ar € N* tais que
Fz)=ap(x—21)*. - (x—2)** Yz e C.
Para cada i € {1,...,k}, a; € denominado a multiplicidade de z; como raiz de F(x).

A demonstracao para este Teorema pode ser encontrada no livro Polinémios e
Equagoes Algébricas, colegago PROFMAT(HEFEZ ABRAMO; VILELA, 2012).

O trabalho esta dividido da seguinte maneira: no capitulo 2 faremos a justifica-
tiva da escolha do tema e a metodologia usada na pesquisa. No capitulo 3, demonstraremos
o Teorema 1 e, finalmente no Capitulo 4, os resultados e discussoes.

No capitulo que segue faremos a justificativa da escolha do tema e metodologia

usada na pesquisa.
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2 JUSTIFICATIVA E METODOLOGIA

O tema abordado neste trabalho é bem pertinente no ensino de Matematica,
em especial em cursos mais avancados de Célculo, pois este facilita a obtencao de integrais
de funcgoes racionais. Apesar disso é dificil encontrar materiais, em especial em lingua
portuguesa, que abordem este assunto, dai a escolha deste tema.

Através de pesquisas literarias fora feito um apanhado de informagoes acerca
do assunto, a partir dai elaboramos nossas proprias demonstragoes e as agrupamos de
forma a facilitar a compreensao do assunto.

A seguir estudaremos os possiveis casos para a decomposicao de Q(x).
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3 DECOMPOSICAO EM FRACOES PARCIAIS

Ao realizarmos a decomposicao de uma funcao racional em fragoes mais simples
a integral de uma fun¢do complicada passa a ser apenas a integral de uma soma de parcelas
béasicas, cuja solucao é trivial.

A fim de ilustrar o que iremos apresentar nesta secao, vejamos a integral a

seguir.

Seja [ ;2__31 dzx a integral de uma fungao racional irredutivel. Poderiamos optar
por resolvé-la usando outros métodos que nao a decomposicao em fragoes parciais, mas
seria um método particular para este caso e nao um método que funcionaria em outros
casos.

Para tal vejamos:

JaEhde = [ = hyds = f Zydo—{ yde =2nla + 1)~ tnfo -1

Agora observe como este método é eficaz para todos os tipos de fungoes racionais

reais.
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3.1 Caso 1: Decomposicao em fatores lineares e nao repetidos

Seja % uma fungao racional irredutivel, onde Gr(P(z)) < Gr(Q(z)) e Q(z)
¢ uma fungao polinomial de grau n que possui n raizes reais ay,...,a,, distintas duas a

duas. Deste modo,

Q(z)=(r—a1)(x—a2)...(r—ap), Yz €R.

Queremos mostrar que existem Aq,..., A, € R tais que

P P A A A
(@) _ @) A A A

Q) (r—a1)(r—a2)...(rt—ay) x—a; x—ay T—ap

Para demonstrarmos a igualdade acima precisaremos da proposicao e do coro-

lario que seguem.
Proposicao 1. Sejam n € N, a,,...,ag € R e a fungdo polinomial
F(z)=apz"+- -+ a1z +ap.

Se cp,c1,...,¢n € R sao dois a dois distintos e F(co) = F(c1) =+ = F(cp) =0, entao
F(z)=0.

Demonstracao. Faremos a demonstracao usando Inducao sobre n. O resultado mostra-se
trivialmente verdadeiro para n = 0. Suponha que o resultado vale para n. Sejam n € N,

(p41,0n,---,00 € R, a funcao polinomial
F(x)= an+1xn+1 +apz" + - +arz+ag

€ €0,C1,---,Cn,cnt+1 € R, dois a dois distintos, tais que F(cp) = F(c1) =+ = F(cp) =
F(cp41) =0. Existe uma fung¢do polinomial G(z), com grau de G(z) no maximo n, tal que
F(z)=(x—cpt1).G(z). Dai G(cp) =--- = G(cn) =0 e, pela hipétese de indugao, G(z) = 0.
Portanto F'(z) =0 e o resultado mostra-se verdadeiro para n+ 1. Deste modo, é possivel e

verdadeiro para cada n € N. O

Corolério 1. Sejam F(z) =apa™+---+a1x+ag e G(x) = bpa™ +---+bix+ by fungoes
polinomiais reais e xy,...,Ty € R, distintos dois a dois. Tem-se F(x)=G(x) se, e somente

se, F(x;) = G(x;) Vi € {0,...,n}.
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Demonstracao. A ida é trivial vem da defini¢ao de funcao, entdo demonstremos a volta,

para tal cosideremos a hipdtese de que F(x;) = G(x;) Vi € 1,...,0. Logo:

xg ... xo 1 an, x4 ro 1 bn,
N T | . xy ry 1
al b1
xpy Typ 1 aop xn Ty 1 bo
xy o 1 an — by, 0
xl rp 1
H =
ajl — bl 0
oL Tn 1 apg — b() 0
- n - - - - -

A primeira matriz é uma matriz de Vandermonte, onde cada linha ou coluna
segue uma progressao aritmética. Com isso temos a garantia de que o determinante da

matriz é diferente de zero e, portanto temos que

an—bp=..=a1—by=ag—bp=0edaia;=b; Viel,...ne F(x)=G(x).
O
Mostraremos na Proposicao 2, a seguir, que existem A, Ao, ..., A, € R tais
que:
gg; = g:lal + xibaz 4.+ mil’;n

Proposigao 2. Sejam P(x) e Q(z) fungdes polinomiais reais sem fatores lineares em

comum, com Gr(P) < Gr(Q)=n. SeQ(z)=(x—a1)(x—a2)...(x—ay), comay,...,an €R

distintos dois a dois, entdo existem Aq,..., A, € R tais que
P(x A A A

(z) _ A SR e

Qlz) z—a1 x—ay T —an,

Demonstracao. Se Aq,..., A, € R sdo tais que

P(xz) A As . A,
Qx) w—a1 v—ax T x—ay

entao

Py, Q) 4 Q) QW)

Tr—al T — a9 T —ap
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i)

(z) :
2—q, baracadaié€ {1,...,n}, temos que

sendo Fj(z) =
P(:)Z) :AlFl(l’)+A2F2(I)+"‘+AnFn(£U).

Dado i € {1,...,n}, Fj(a;) =0, Vj#1i,eassim A; = JZ((Z))

Note que Fj(a;) = H;?:L#i(x—aj), e portanto, Fj(a;) # 0.
Dai
P(ai) = AZ'FZ'(CLZ‘), Vi € {1, ,n}

Deste modo, pelo Corolario 1,

P(a:) = AlFl(x) +A2F2(x) +-- —|—AnFn($)

isto é,
Pl) =4, W) |y, Q0 Ly Q)
Tr—ap T — a9 Tr—an
Portanto,
P A A A
(@) __A 2 g
Qlr) z—a1 z—a T —ap,
€ assim,
fggﬁgdx - Alfa:—la1dx+A2fx—1a2dx+"'+Anfﬁdx+c’ onde C' é uma
constante.

No exemplo a seguir, vamos mostrar como o Caso 1.

Exemplo 1. Sendo P(z) = 2> —3z —4 e Q(v) = 2 — 2% — 142+ 24, entdo calcule

P(z) 22 -3z —4
dr = [ da.
/Q(m) v 22—z +24

Note que
Qr) = (r—2)(x—3)(z+4).

logo, devemos obter Ay, As, Ay, tais que

Plz) Ay Ay As
Q(z) _$—2+x—3+x+4




De acordo com a proposicao 2, temos:

_ P(a1)
A= (a1 —az)(a1 —az) .
B P(az) B ;4
A2 N (ag—a1)(a2—a3) N 7 7
A3 _ P()ag) _ 4

Podemos entdao calcular a integral de % :

/

P(z) 1 —1 12
d :/ d / 7_q / 2
Q(x) * x—2 T r—3 v ™

0 que nos dd

P 4 4
/Qg;dx:ln\x—ﬂ—7ln|x—3|+7ln|x—|—4|—|—c.

18
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3.2 Caso 2: Decomposicao em fatores lineares com repeticoes

Seja % uma fungao racional irredutivel, com Gr(P(z)) < Gr(Q(z)) e Q(x)
uma funcao polinomial de grau k que possui somente raizes reais. Sejam aq,...,a, as
raizes de Q(z), distintas duas a duas, com multiplicades ai,...,a, € N*. Deste modo

al+-Fa,=ke

Qz) = (x—a1)™ - (z — an)™.

Queremos mostrar que existem
Allw--;Alal;w-,Alm---;Alan c R,

tais que

P(x) o All Alal Anl Anan
Qz) z—a Tt (x —ay)™ * +x—an et (x —an)’

Primeiro, demonstraremos uma versao mais simples desse resultado.

Proposicao 3. Sejam P(z) e Q(x) fungoes polinomiais sem fatores lineares em comum,
com Gr(P(z)) < Gr(Q(x)). Se a € N* e Q(z) = (x—a)® entao existem Ay,...,Aq €R

tais que
P<x)— A +...+$
Q) z-a (x—a)®

Demonstragdo. Faremos a demonstracao usando Inducgao sobre a.. O resultado mostra-se

trivialmente verdadeiro para a = 1.

Suponha o resultado verdadeiro para «. Se ggi; = (xfé)xo)zﬂ e Gr(P(z)) <a+1,

entdo existem um polinémio F(x), com Gr(F) < «, e um nimero real r, com r # 0, tais

que P(z) = F(z).(x —a)+r. Dai, temos

Plx)  Flx)(z—a)+r  F(x) N T
(x —a)otl (x—a)otl (x—a)*  (z—a)tl

Por hipétese de indugao, existem Aq,..., Ay € R, tais que

F(l’) . Al Aa
(x—a)a_x—a+ +(x—a)0"

Ou seja o resultado vale para o+ 1, e assim, o resultado vale para cada a € N. O
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Proposicao 4. Sejam ay,...,a1,a9 € R, a fungdo polinomial
F(z)=apz"+---+a1x+ag
ea€R. Se Fla)=F'(a)=---=F™(a) =0, entio F(z)=0.

Demonstracao. Faremos a demonstracao usando indugao sobre n. O resultado mostra-se
trivialmente verdadeiro para n = 0.

Suponha que o resultado vale para n. Se
F(a)=F'(a)=---= FM(a) = F"*Y(g) = 0,
entdo existe uma fungao polinomial G(z) com grau no méximo n tal que
F(z)=(z—a).G(z).

Como

Fl(z) = G(z)+ (z —a).G'(x),
F'(z)=2G" (x)+ (x —a).G"(2),

FOD () = (n+1)GMW(2) + (2 — a) GO (2),
Segue que

G(a)=G"(a)=---=G"(a),=0.

Assim, por hitpétese de indugdo G =0 e, dai, F'(z) = 0. Deste modo, o resultado vale para

cada n € N. O]

Proposicao 5. Sejam a,,...,a1,a9 € R, a funcao polinomial
F(z) =apa" +---+ a1z +ao,

at,...,ap ENy comay+--+ar=n+1ecy,...,c; €R dois a dois distintos. Se F(c¢;) =
o= F@i=U(¢)) = 0 para cada i € {1,...,k} entio F =0.

Demonstracao. Faremos a demonstracao usando inducao sobre n. O resultado mostra-
se trivialmente verdadeiro para n = (0. Suponha que o resultado vale para n. Sejam

Qp41,0n,---,01,a0 € R, a funcdo polinomial

F(z)= 12"+ apz™ + -+ a1z + ao,
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at,...,ap € Ncomag+---+ap=n+2ecy,...,cp € R dois a dois distintos, tais que F(¢;) =
R F(O‘i)(ci) =0, para cada i € {1,...,k}. Podemos supor, sem perda de generalidade,

que a1 # 0. Dai existe uma fungdo polinomial G(z) com grau no maximo n, e
F(z)=(z—c1).G(z).

Veja que, para cada j € {1,...,k},

Fl(z) =G(z)+ (z —c1).G'(x)
F'(z) =2G"(z)+ (x —c1).G"(2)

F9)(z) = 2G5~ (2) + (x — ¢1).G) (z).

Daf segue, primeiro, que G(c1) = G'(c1) = --- = G~ (¢1) = 0 e, segundo, que G(c;j) =
G'(¢cj) =--- =G V(¢;) =0 para cada j € {2,...,k}, com (@ — 1)+ +ap =n+1.
Logo, por hipétese de indugao, G(z) =0 e, portanto, F' = 0. Deste modo, o resultado vale

para cada n. O

Corolario 2. Sejam F(z) e G(z) fungoes polinomiais reais com grau no mdzimo n,
at,...,ap EN, comay+--+ap=n+1 eay,...,ap €R, dois a dois distintos. Se F(a;) =
G(aj),...,F=D(a;) = G V(a;) para cada i€ {1,...,k}, entio F(z)=G(x).

Observe que se n € N*, G(z) é uma fungao n vezes diferenciavel em um intervalo
IeR, aeR, e F(z) é a fungdo dada por F(z) = (z —a)".G(x) entdo F(x) é n vezes
diferencidvel em I com F(a) = F'(a) = --- = F(® 1) (a) = 0. Este resultado, de simples

demonstracao, é utlizado na proposicao que segue.

Proposicao 6. Sejam P(x) e Q(x) fungoes polinomiais reais sem fatores lineares em
comum, com Gr(P(x)) < Gr(Q(x))=k. Se Q(z) = (x —a1)*...(x —ap)*™, com ay,...,an €

R distintos dois a dois, entdo existem
All,...,Alal,...,Aln,...,Alan c R,

tais que
P _ An o A o Aw L Ave
Q) z—a (x—ap)™ r—ap (x —ay)n




P(ZC) — All + +&+ + Anl + +%
Qlz) x—a1 ~ (x—a)™ 7 x—a, = (x—ay)’
entao
P(x) = A Q(:r;) +...+A1alﬂ+...+/xm Q(x) +"~+Ananﬂ.
r—al (23 - a1>a1 T —an (1’ - an)an

Sendo Fjj(z) = (f_(axi))j, temos
P(x)=AnFii(z)+...+ Ao, Flo, (x) + ... + At Fi (2) + ..+ Apan Fran ().
Dado i € {1,...,n},
Fyj(a;) =0, Vs#1i, e Fij(a;) =0, Vje{l,...,0; —1}.
Assim,
P(a;) = Aja,; Fia;(a;), isto é, Ay, ==+~

Dados i € {1,...,n} e k € {1,...,c; — 1}, temos

F-(k)(ai)zo sej<a;—k

ij
€
Fs(f)(ai) =0ses#iek<aq.
Portanto,
P®)(a;) = Ai,ai—sz’(,Z)i—k<ai) oot Azan(];) (ai),

isto é,

K - (k)

P®)(a;) =3 Ao, Fra(ai).
=0

Dai,

(k) = (k)

P(k) (al) = Fi,ai—kj(ai)Ai,aifk + Z Aiaai_jFi,Oéi—j (al)
=0

e, portanto,
P (a5) = S5 Aoy ) (a)

i705i _j
k
N (a)

’L‘,Oéi*k =

22
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Agora, sendo

P(a;) -
A da 1€{1,...
o Fon (a1) para cada i€ {l,...,n}, e
_ k
. k_PWwa—Z%&%wﬂﬁiﬂW”
1,0, —K —

k
Fi(,a)i—k (a1>

para cada i € {1,...,n} e, para cada k € {1,...,c; — 1}, onde Fj;(x) = %, entao

P(a;) = Ain,; Fia,;(a;), paracada i€ {l,...,n}, e
k-1

PO (a5) = FE _ (a0) A+ 3 Ay FL8) _i(ai),
7=0

para cada i € {1,...,n} e para cada k € {1,...,a; — 1}, isto é,

k
PP (a;) =3 iy FY _(ai),

1,00 _]
J=0

para cada i € {1,...,n} e para cada k € {1,...,a; — 1}. Dali, pelo Corolario 2,

n o4

P(x)=3_> AijFij(x),
i=1j=1
isto é,
n o
’ Q(z)
P(z)= Ajj————.
z—zuz—:l V(2 —a;)!
Portanto,
P(l’) o All Alal Anl Anan
Q($> = p— + ...+ ($_a1)al —I—...—}-x_an + ...+ (x—an)an'
O
Apresentaremos agora um exemplo para fazer o calculo de [ ggg dx com a

funcao @ satisfazendo as condigoes do caso 2.

Exemplo 2. Sejam p(z) = 2% —515+6 e q(z) = 2° + 102* 4+ 3123 + 2622 — 28z — 40, para
calcularmos f% basta ver que % é irredutivel e que e q(x) = (x+2)3(z+5)(x —1).

Assim, devemos obter A1, A1a, Ai3, Ao1 e Asy tais que:

p(r)  An Aio Ars A9y Az
0@ w2 (@wr2?  (@a2P 145 -1
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Multiplicando a igualdade por q(z) ficamos com

p( ) All:c(Jr%—i_AlQ( it ))2 +A13( ale ))3 +A21x(+%+14 ( )

0 Agy =28 ¢ Ay = &~

Com base na proposicio 6 temos: Az = —%, 21 51

Para obtermos A1o usando o valor de A1 basta derivarmos p(z) e calcularmos p'(—2), o

que nos da Ao =1

Do mesmo modo A1y € obtido ao calcularmos p”(—2) e substituirmos A3 e A12, o que

nos da Ay = —%

Agora podemos calcular f%dx.

1
ffo;dxzfmda:H Tl [ o 3da:+fm+5dx—|—f Ly

q(z

Efetuando cada integral separadamente obtemos:

—§tinle+2] = g + goge + Einl 5]+ gpinfr — 1] +c

(x+2)2
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3.3 Caso 3: Decomposicdao em fatores lineares e quadraticos sem repeticoes

Seja % uma fungao racional irredutivel, tal que Q(x) é uma funcao polinomial
monica de grau m+ 2n, que possui m raizes reais ay,...,a,, simples e 2n raizes complexas

simples nao reais z1,29,...,22n-1,%2n, Onde 21 = Za,..., 29,1 = Z2,. Deste modo,

Qx)=(r—ay). - (r—am).(x—21).(x—22).- - (T — 22n—1).(x — 22p),

Qx)=(x—a1).-- .(x—am).(>+bix+cr). - (22 + bz + ),

em que para cada i € {1,...,n}, 22 + bz +¢; é um polindénio quadrético com coeficientes

reais e irredutivel. Assim,

P(z) _ P(z)
Qr)  (r—ay)...(x—am) (22 +biz+c1)...(22 +bpx+cp)’
Queremos mostrar que existem Aq,..., A, B1,C1,...,B,,C, € R tais que
Qx) z—a1 = r—aym 2+bhr+ca T 2+byrtce,

Proposicao 7. Sejam n € N*, ay,...,a1,a0 € R, com a, #0, e a fungio polinomial F(x),
de grau n, dada por

F(z)=apa" +---+a1x+ag, Vo € C.
Se z € raiz de f com multiplicidade o entdo Z é raiz de F(x) com multiplicidade .

Demonstragio. Sejam ay,...,a1,a0 € R, com a, #0, e F(x) = apz™+ ...+ a1x+ag. Se

z € C, nao real, é raiz de F'(z), entao
anz" +...+a1z+ag=0.

Dai,

an2"+...+arz+ag=0,

ou seja,

anZ"+...+a1Z+ap = 0.



26

Portanto, Z é raiz de F'(x). Suponha que «, a multiplicidade de z, seja diferente de 3, a
multiplicidade de Z. Seja v = min{a,3}. Divindo F(z) sucessivamente por 22 +ax+b =
(x — 2).(x — 2), obtemos F(z) = (2% + bz +¢)?.G(x), onde g(z) é um polinémio com
coeficientes reais em que z é raiz de G(x) e Z nao é, ou o contrario, o que é um absurdo.

Portanto o = /5. m

As definigoes e os resultados a seguir fazem-se necessarios para provar resultados
envolvendo polindmios com raizes complexas. Eles versam sobre func¢oes polinomiais com

coeficientes complexos e variavel complexa.
Definigao 1. Sejam ay,...,a1,a0 € C e a fungio polinomial complexa F(x) dada por
F(z)=apa" +---+a1x+ag, Vo € C.
A fungio polinomial derivada de F(x) é a fungdo polinomial F'(x) dada por
Fl(x) = napx™ '+ +2a9x+a;, Vo e C.

Proposigao 8. Se F e G sdo fungoes polinomiais complexas, entio (F+ G)'(z) =
Fl(x)+G(x) Ve e C. Se A€ R e F é uma fungao polinomial compleza entio (A\F) (x) =
AF'(z), VY € C.

Demonstragdo. Sejam F(z) = apa™ +---+a1x+ag e G(x) = bpa™ +-- -+ bix + by tais que

n>m. Se n>m, entdao G(x) =bpa" +---+byx+bg, com b, =+ = b1 =0. Dai,
(F+G)(z) = (an+bp)x" + -+ (a1 +b1)x + (ag+ bo).

Assim,
(F+G) (x) = n(an+bp)x" t +---+2(ag +ba)x + (a1 +b1) =
(nanﬂ“1 +--+2a9x+a1)+ (nbn:cnfl +- 4 2bgx+b1) =

(napz™ 14+ 2a92 +a1) + (M a™ 4 4 200+ by) = F'(2) + G ().
Sejam F(z) = apa"+---+ajx+ag e A € R. Temos que

(AF)(x) = (Aay)z" + -+ (Aa1)x + Aag.
Assim,
(AF)Y (z) = n(Aag)z"™ 4 +2(Nag)z + Aay =
Anape™ 14 4 2000 4 ay) = AF'(x).

]
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Proposicao 9. Sem € N*, F' é uma funcgdo polinomial complexa e G ¢ a func¢ao polinomial
complexa dada por G(x) =2™.F(x), Vx € C, entao
G'(x) =ma™ L F(z)+ 2™ F'(z), Yo €C.

Demonstragio. Se F(x) = apz™+---+ajz+ ap, entdo,

G(2) = ane™ ™ + -+ ar2™ T apa™.
Assim,
G(x) = (m+n)apz™ ™ 4. 4 (m+Dae™ +maga™ ! =
(Mmaz™ o mage™ + magr™ ) + (nape™ T 4 apa™) =
maz™ Y (apa™ 4 - 4 a1z 4 agr) + 2" (napz™ 4 - 2007+ a1) =

ma™ L f(x) + 2™ F (2).
[

Proposigao 10. Se F(z) e G(x) sdo fungdes polinomiais complezas e H(x) € a fungao

polinomial dada por H(z) = F(z).G(x), Va € C, entdo
H'(z) = F'(2).G(z) + F(x).G'(z) Yz € C.
Demonstragio. Se F(x) = F(x) = apa™+ -+ a1z + ag, entao
H(z)=F(x).G(z) = apa"G(x) + -+ a12G(x) + agG(z).
Da,
H'(z) = apna™ 1G(z) + ana"G'(z) + - + a1G(z) + a12G’ () + ap G’ (x) =
(anna" 'G(2) + -+ a1G(2) + a12G(2)) + (apa"G (2) + -+ a12G (x) + agG' (7)) =

(anna™ 4+ a1G+a12)G(x) + (apa™ + -+ a1z +ag) G (z) =

F'(2).G(z) + G(z).G'(x).

O
Proposicao 11. Sejam n €N, ay,...,a9 € C e a funcao polinomial complexa
F(x) =apz"+---+a1x+ap.
Se cp,c1,...,cn € C sao dois a dois distintos e F(cp) = F(c1) =--- = F(cp) =0 entao

F(z)=0.
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Demonstracao. Faremos a demonstracao usando inducao sobre n. O resultado mostra-
se trivialmente verdadeiro para n = (0. Suponha que o resultado vale para n. Sejam
n €N, ani1,an,...,a9 € C, a funcdo polinomial F(z) = apy12" ! +anz™ + - + a1z + ag
€ €0,Cl,-..,Cn,Cny1 € R, dois a dois distintos, tais que F(cg) = f(c1) =+ = F(cp) =
F(cn41) = 0. Existe uma fungdo polinomial G, com grau de G no maximo n, tal que
F(z) = (z —cpy1).G(z). Dal, G(cg) =--- = G(cn) =0 e, por hipdtese de indugdo, G = 0.
Portanto F'=0 e o resultado mostra-se verdadeiro para n+ 1. Deste modo, vale o resultado

para cada n € N. O

Corolario 3. Sejam F(z) = apa™+---+a1x+ag e G(x) = bpa™ +---+bix+ by fungoes
polinomiais complexas e xg,...,x, € C distintos dois a dois. Tem-se F'=G se, e somente

se, F(x;) = G(z;), Vi € {0,...,n}.

Proposigao 12. Sejam ay,...,a1,a9 € C, a func¢ao polinomial compleza
F(z)=apa" +---+a1x+ag

eacC. Se Fla)=F'(a)=---=F™(a) =0, entio F(z)=0.

Demonstracao. Faremos a demonstracao usando indugao sobre n. O resultado mostra-se

trivialmente verdadeiro para n = 0. Suponha que o resultado vale para n. Se
Fla)=F'(a) = = F"(a) = F"(a) =0,

entdo existe uma func¢do polinomial G' com grau no méximo n tal que F(z) = (z —a).G(x).

Como

F'(z) =G(z)+ (z —a).G'(z),

F'(z)=2G" () + (x —a).G"(2),

FU () = (n+1)G" (2) + (x = a) G (2),
segue que

Gla)=G'(a)=--=G"(a)=0.

Logo, por hitpdtese de inducao, G(x) =0, e assim, F'(z) = 0. Deste modo, o resultado

vale para cada n € N. O
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Proposicao 13. Sejam ay,...,a1,a0 € C, a fungdo polinomial complexa
F(z)=apx"+---+ar1x+ap,

at,...,ap ENcomaj+---+ap=n+1ecy,...,c; € C dois a dois distintos. Se F(c;) =

o= F@=D(¢)) = 0 para cada i € {1,...,k}, entdo F(z)=0.

Demonstracao. Faremos a demonstracao usando inducao sobre n. O resultado mostra-
se trivialmente verdadeiro para n = 0. Suponha que o resultado vale para n. Sejam

(p41,0n,---,a1,a9 € C, a funcdo polinomial
F(2) = any128™ + apa™ + - + a1z + ag,

at,...,ap €N, com aj+---+ap,=n+2e c,...,c; € C, dois a dois distintos, tais que
F(¢;) =--- = F@)(¢;) =0 para cada i € {1,...,k}. Podemos supor, sem perda de genera-
lidade, que a7 # 0. Dai, existe uma fungdo polinomial G(zx) tal que grau de G(z) é no

maximo n e

Veja que, para cada j € {1,... k},

F'(2) =G(z)+ (x —c1).G' ()
F'"(z) =2G" () + (x — c1).G"(x)

F5)(z) = 2G4 (2) + (z — ¢1).Gl) ().

Daf segue, primeiro, que G(c1) = G'(c1) = --- = G (¢;) = 0 e, segundo, que G(c;j) =
G'(cj)=--=G@(¢;) =0, para cada j € {2,...,k}, com (a1 —1)+---+ap=n+1.
Logo, por hipétese de indugao, G =0 e, portanto, F'(x) = 0. Deste modo, resultado vale

para cada n € N. n

Corolario 4. Sejam F(x) e G(z) fungoes polinomiais complexas com grau no mdximo
n, ag,...,ar € N comaj+---+ar=n-+1 e ay,...,ar € C dois a dois distintos. Se
F(a;) = G(a;),...,Fl D (a;) = G Y(a;), para cada i € {1,...,k} entio F(z)=G(x).

Im(w)
Im(z)

Proposigao 14. Sejam z,w € C, com z ¢R. Se a,b€R e a+bz=w, entdo b= €

a=w—>bz. Sea,beC, b:I[Tn((f)) ea=w—bz, entao a,b € R, com a+bz=w.
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Demonstragio. Se a,b € R e a+ bz =w, entdo a+ bRe(z)+ibIm(z) = Re(w) + iIm(w).

Dai, b= ™) o trivialmente, a = w — bz.

Im(z)
Agora, se a,b€ C, b= Ilﬁ((f)) ca=w—bz, entio bER, e

a= Re(w)+ilm(w)— [IZ((Z)) (Re(z)+ilm(z)),
isto é,
a= Re(w)+ilm(w)— i_jln((z))) Re(z) —iIm(w) = Re(w) — i'Tn((Zj)) Re(z)
Portanto, a € R e a+ bz = w. O

Proposicao 15. Sejam P(x) e Q(x) fungoes polinomais reais sem fatores quadrdticos
em comum, e com Gr(P(z)) < Gr(Q(x)) =2n. Se z1,...,2z, sao as raizes complezxas, nao
reais, duas a duas distintas e nao conjugadas de Q(z), e by,c1,...,by,cn € R sao tais que
(x—2).(x—7F) = 2%+ bz +c;, para cadai € {1,...,n}, entdo evistem By,C1,...,Bp,Cp €R,

tais que
P(z) B+ Chx B, +Chx

= +. ot
Q(z) 22+biz+a 22+ by +cp

Demonstragao. Se By,C1,...,By,Cy € R sao tais que

P(Z‘)_ B1+Chx . By +Chx
Q(z) 22+birtec T 22+byate,’

entao
P(x) = (B +clm)m+...+ (BnJrCnx)%,
com
Gilr) = A,
para i € {1,...,n}. Temos que
P(x) = i(BZ +Cx)Gi(x).
i=1

Dado i € {1,...,n}, z; é raiz complexa de 22 4+ b; +¢;, e daf,

isto é,




Logo, pela Proposicao 14,

Im(g(éi,))) P(z)
7= =2 Bz o — 147
= ) © Gola)
Agora, se
Im(g(z?) ) p
_ i(2) <Z7') (..

para cada i € {1,...,n}, entdo, pela Proposicao 14, B;,C; € R e

P(2;) = (Bi + Ciz;)Gi(z),

para cada i € {1,...,n}. Portanto, pelo Corolério 3,
n
Q(z)
P(z) =Y (B +C;
(z) 1:21( it Zx)m2+bix+0i7
e assim,

P(z) E": B; +Cix
Qz) Z=x24brtc

=1

Proposicao 16. Sejam P(x) e Q(x) fungées polinomiais reais sem fatores lineares ou
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]

quadrdticos em comum e com Gr(P) < Gr(Q) =m+2n. Se ai,...,am € R sdo as raizes

reais de Q(x), duas a duas distintas, z1,...,z, SGo as rTaizes complexas, ndo reais, duas a

duas distintas e nao conjugadas de Q(x) e by,c1,...,bn,cn €R, sao tais que (v —z;).(x
%) =22 +biw o, para cadai € {1,...,n}, entdo existem Ay, ..., Am, B1,C1,..., By, Cy €

tais que

P(x)_ Aq o4 A n B+ Cix B, +Chx
Qz) r—a1 T z—am 22+bztc T 224 bprtc,

P(l’)_ Aq T A, B+ Chx By, +Chr
Q) z—a1 T r—am 22+bwte T aitbyate,
entao
Pla) = 4,20 g, QW)
T —ay T —ap
(B1+ Ciz) Q) +...+(Bp+Cphr) Q)

22 4+bix+cr 22+ bpr+cp

R
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Com Fy(z) = Q) Hara cada i € {1,...,m}, e Gi(z) = L@@ haracadai € {1,....,n}.

T—a; 22 +bjz+c;

Temos que
P(a:) = Z AZFZ<$) + Z(Bl -+ CZIL‘)GZ(.T)
1=1 =1

Perceba que, dado i € {1,...,n},

FJ'(CLZ')ZO, Vj;éi, (S Gj(ai):O, V]

Assim, P(a;) = A;Fi(a;), isto é, A; = 5(((2’)) Agora, dado i € {1,...,m}, sendo z; é um

raiz complexa de 22 + b + ¢,
FJ(ZZ) = 0, \V/j, (S G](ZZ) = 0, Vj 7& 1.

Deste modo,

P(2) = (Bi + Ciz;)Gi(z),

isto é,
B;+Ciz = éz((Z%
Logo,
ol migey) .
Im(z;) Gi(zi)
Agora, se
A= Z]:f(ai)) para cada i€ {1,...,m},
C; = In;;%%)), para cada i€ {l,...,n} e
B; = C]jz((z)) —Ciz;, paracada i€{l,...,n},
entao

A; R e P(a;) = A;jFi(a;), paracada i€ {l,...,n}, e

Bi,C; € R e P(z)=(Bi+Ciz)Gi(z), paracada i€ {l,...,m}.
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Portanto, pelo Corolario 3,

isto é,

Assim,
A; " B,+Cix
T —a; i:1x2+bix+ci'

Pa) &
0w~ =

=1

No exemplo a seguir serd feita sua aplicagao para o caso 3.

Exemplo 3. Para calcularmos

2—r—2
/ dzx,
26+ 225 — 23 + 20— 4
devemos considerar p(z) = 2> —x—2 e q(x) = 25 422° — 23 + 22 — 4, onde
q(2) = (x4+2)(x —1)(2? —2+1)(2® + 22 +2),

portanto devemos determinar Ay, As, B1, Ba, C1 e Cy para que:

p(x)_ Ay n As +Bl+C’1x B+ Cox
qir) x+2 x—1 22—x+1 22+4+22+2

Multiplicando a equagao acima por q(x) obtemos

( ) Ay ggr%—l—A 9(z % (Bl—i-Cll’) ( ) (BQ+CQZE)723_(252+2 =2 —r—2

Note que —2 e 1 sao as raizes reais de q(x) e dai obtemos A; = —% e Ay = —1%

Agora sejam H%/gi e —1+4+1 raizes complexas de 22 —x+1 e 22+ 2x +2, respectiva-
mente, entdo By = 9(1), Ch= 9i By = 65 e Cy=

Portanto:

2 2 —10

11, 17
p(x) 7. 5T, ~5 . Sitort | gsteEd
J )dilf - f[ stz 1t z2—x+1 + x2+2x+2]dx
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De onde concluimos que:

éé arctan(w + 1) + 45 (ln\x +2z+2|— 2arctan(x + 1)) +c
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3.4 Caso 4: Decomposicao em fatores quadraticos com repetigoes

Seja % uma fungao racional irredutivel tal que Gr(P) < Gr(Q) = 2k em
que Q(z) possui somente raizes complexas nao reais. Sejam zi,...,z, raizes de Q(z),
distintas duas a duas e nao conjugadas, com multiplicidades 1, ..., 3,, respectivamente

onde 1+ -+ B = k. Sejam by, c1,...,by, ¢y € R tais que (z—2).(r — %) = 22 + bz +¢;,

para cada i € {1,...,n}. Deste modo,
Q) = (332 —l—bw—i—cl)ﬂl. e .(x2 +bn:c+cn)f3”.
Queremos mostrar que existem

B11,C11,. .., B1g,,Cigys -+ Bn1,Cna, .., Bpg,, , Crp, €R,

tais que

P(x) _ B+ Chix Byg, +Cip,

Q(x) 22+4bix+cer 7 (2Z+bx+e)h
Bpn1+Chix Bn/a’n + Cnﬁn$
2+byrt+c, 0 (224 by tcy)fe

Proposigao 17. Sejam P(x) e Q(z) fungdes polinomiais reais sem fatores quadrdticos em
comum com Gr(P(z)) < Gr(Q(x)) =25. Se Q(x) possui uma raiz complexa nao real z de
multiplicidade f3, isto ¢, Q(x) = (x — 2)°.(x —%)?, e b,c € R sdo tais que (v —2).(x —Z) =
22 +bx +ec, entio existem By,Ch .. .,Bg,C3 € R tais que

P(x) Bi1+Ciz ' Bg+Cgx

Q(z)  224+bz+c | (2+br+c)B

Demonstracao. Faremos a demonstracao usando indugao sobre 8. O resultado mostra-se
trivialmente verdadeiro para = 1. Suponha o resultado verdadeiro para (3. Se

P@) _ P)
Q(z) (22+bx+c)bt!

e Gr(P)<2(p+1)
entdo existem um polinémio F(x), com Gr(F) < 23, e um polinémio R(x), com R#0 e
Gr(R) < 2, tais que P(x) = F(z).(z% +bx + ) + R. Dai, temos que

P(x) _ F(x)(z®+bx+c)+ R(x)
(22 +-bx +c)f+L (22 +bx +c)B+1

_ F R(z)
(22 +bx+c)f (22 +br+c)PtL
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Por hipétese de inducao, existem Bi,Ch,...,Bg,Cg € R, tais que

F(:E) _ B1+Ciz Bﬁ + Cﬂx
(22 4-br+c)P (22 +by+0) (22 +bx+c)f’

e assim, o resultado vale para $+ 1. Deste modo, o resultado vale para cada > 1,

B eN. ]

Proposicao 18. Sejam P(x) e Q(z) fungdes polinomiais reais sem fatores quadrdticos em
comum, com Gr(P(z)) < Gr(Q(z)) =2k, e Q possuindo somente raizes complexas nao reais.
Sejam z1,...,zy Taizes de Q(x), distintas duas a duas e nao conjugadas, com multiplicidades
B1,...,0n, respectivamente, onde By +---+ By, = k. Sejam by,c1,...,bn,cp € R tais que

(x—2).(x—7) =22 +bix+¢;, para cada i € {1,...,n}, de tal modo que
Q(z) = (@ +biz+c)P - (2 + by + ).
Entao, existem

B1170117"'aBlﬁpClﬁlw"?BnlaCnly'"7Bn/3n70n,3n € R?

tais que

P(r)  Bu+Cnz Big, +Cip

Q(x) 22+bix+cer T (22+bx+c)h
Bp1+Cnix Bnﬁn + Cnﬁn‘r
2+bpr+e, 0 (224 bpx )P

Demonstragio. Se B11,Chu,...,B1g,,Cigy5- -+, Bn1,Cni, - .., Bpg,, Cnp, € R sdo tais que

P(z) zn:gl: Bij+Cijx
Q(x) (2 +bix+¢;)I’

i=1j= 1
entao
=SS (By G Q(x)
i) -,
P Bij +Cij (22 + bz +¢;)7
com Gij(z) = % Dal
n Bz
=3 (Bij + Cijz)Gij(z).
i=1j5=1

Dado i € {1,...,m},

Gsj(z) =0, Vs #1i, e Gij(z) =0, Vje{l,...,5—1},



P(zi) = (Bip, + Cip,-2i)Gip; (%),

isto é,
P(z)
Big. +Cip..2; =
Zﬁl + Zﬂi Z'L GZ/BZ (Z,L>
Portanto,
P(z)
Im(GiﬁiZ(Zi)) o P(z)

Cig, =

= —Cis 2
Im(z) % Gig,(2i) ifi-2

Agora, dado i € {1,....n} ere{l,...,5—1},

G(T)(zi) =0, Vs#i, e Gg)(zi) =0, se j<fi—r,

sj
entao
P (z) = S [(Byg,—j + Cipi—jzi) Gigi—j (2)] 7,
j=0
isto é,
r a r—1 r
PO () = Y [rCi gy G5, Vs (20) + (Big—j + Cipy )G, (2],
j=0
de onde
P (z) =rC; 51_TG§T5 (2i) +(Big—r+Cig _Tzl)Gw) (2i)+
r—1
r—1 r
> [rciﬁi—sz(',ﬁi—)j + (Big—j + Ci,ﬁi—jzz‘)G( )
§=0

Como G(Tﬁzl) (zi) =0,

1,0; —r

PO (2) = (By g, + Ci g, r2i) Gy g, o (20)+

r—1

—1
[1Ci i G+ (Big—j+ Cig i) GV, (24)]

j=0
e, assim,
Big o +C L

ia/Biir Zaﬁlfrzl I S
Gy (21)
r—1

T r—1 r
(PD)(z5) = Y [rCipi—y G5 4 (Bigi—y + Ci gy G

J=0

(2i)]-

(2i)))-
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Deste modo,

1 1
CL i—r — Im( .
B Im(z;) Gz(',rﬁ)i—r(zi>
r—1
r r—1 r
(PO(z) = Y IrCigimgGil s+ (Bigimy + Cigimgz) Gl 20)).
=0
e
Bigi—r =" L (P (z)-
Gi?ﬁi—r(zi)
r—1
r—1 r
S 11 Cip—i G+ (Big—j + Cigmyzt) GV (20)]) = iy
=0
Agora, se
P(z)
Chn — Im(Gwi(Zz‘)) o P(z) i
i8; Giﬂi (Zz) i~

Im(z;) © i

para cada i € {1,...,n}, e

1 1
Im(

C.pn_,.=
i Im(z;)

(P (z) =Y [TCi,ﬁi—nggi)j + (Big—j + Ci,ﬁi—jZi)Gz(fg)i_j(Zi)]))-

1
B; gy = ———.(P")(2;)—
’ Gz(,rﬂ)i_r(zz‘)

r—1

r—1 T
S 11 Cip—i G+ (Big—j + Cigyzt) GV, (20)]) = Cipymr

para cada i € {1,...,n} e cada r € {1,...,5; — 1}, entdo

P(2) = (Byg, + Cip,.2i)Gip,(2i) para cada i € {1,...,n},

T

P (z) = Y [(Bijp—j+Cip ) Gip—i(z0)]",
j=0
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para cada i € {1,...,n} e cada r € {1,...,5; — 1}. Dal, pelo Corolario 4,

n /Bz
=>_ D (Bij +Cijz)Gyj(w),
1=17=1
isto é,
" Q(x)
+Cyix) -
Zz:ljz:l TR 2 Y b+ )
e, portanto,

No exemplo a seguir, sera feita sua aplicagao para o caso 4.

Exemplo 4. Para calcularmos [ % com P(x) =12 +32—10 e Q(v) = 2% — 1227 + 7225 —
27625 + 7342* — 138023 + 180022 — 1500z + 625 devemos observar que Q(z) = (z% — 2z +
5)%(2? — 4v+5)2.

Assim, devemos obter Biy, Ch1, Bi2, Ch2, Ba1, Cao1, Bas, Cy tais que

P(:c) - Bi1+Chix Bio+ Ciox Bo1 +Corx Boo + Coox
Q(z) 22—-22+5 (22—-20+5)2 22—42+5 (22 —4x+5)%

Como temos (1—2i) e (1+2i) como raizes de x> —2x+5 e (2+1i) e (2—1)
como raizes de (22 —4x+5), fazendo P(1+2i) e P(2+1i) obtemos Bia = 33, C1a = o,
Byy=-} eCp=1

Calculando P'(1+2i) e P'(2+41) obtemos Bi1 = 355, C11 = —&,Bo1 = —% e
Cii= 5

Dai seque que:

3l _2, B 1. _ar_ 2. _1 1,
gt =1 GFZs + Giitep + A5 + prntep)do
e, portanto,
P _

[ Qgg = 1364090 arctan (5~ +sen(2arctcm(71)) - %ln|x2 —2z+5|— 740(:82,1233%) 23070 arctan(z—

2) + tssen(2arctan(z —2)) + gsln|a® — da + 5| — +C

4x+5)
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3.5 Caso 5: Decomposicao em fatores lineares e quadraticos com repeticoes

Seja % uma fungao racional irredutivel tal que Q(z) é uma fung¢ao polinémial
de grau t. Sejam ay,...,a,, as raizes reais de Q)(z), duas a duas distintas, com multiplicida-
des aq,...,an € N* e 21,..., 2, raizes complexas de Q(z), duas a duas distintas, ndo conju-

gadas e com multiplicidades 51,..., 8, € N*, de modo que ay +- -+ +2061+---+ 26, =t.

Deste modo,

Qx)=(r—a)™. - (x—ap)*™.

(z—2)" (z—2)" (2 — 2)P (2 — 27)Pn,
e, portanto,
Qx)=(r—a)™.-- (x—am)*™.
(22 + bz 4c1) o (@ by +cn)Pn,
onde (z — 2;)(x — %) = 2% + bz +¢; para cada i € {1,...,n}. Queremos mostrar que existem

A117"'7A10t17"'7Am1a"'7AmOém cR

e
311,011,...,Blﬁl,clﬁl,...,Bnl,cnl,...,Bn/gg",cngnER

tais que

P A A A A

(r) __Au byl mom

Qlr) z—a (x—ap)™ T — G, (x — ap,)@m
B +Chiz Big, +Cip,x Bpi+Chix Byg, +Cnp,®
2+hr+er T (224birte)r T 224 by, (224 bpxr )P

Proposigao 19. Sejam P(x) e Q(z) polindmios moénicos com coeficientes reais primos
entre si, tais que Gr(P) < Gr(Q)=t. Se ai,...,am sao as raizes reais de Q(x), duas a
duas distintas, com multiplicidades oy, ..., on € N*| z1,... 2z, sdo raizes complexas de Q(z)
nao reais, duas a duas distintas e ndo conjugadas, e com multiplicidades (1, ..., 3, € N¥,

de modo que a1+ -+ Q4201+ -+ 208, =t, entao existem

A11,...,Alal,...,Aml,...,Amam eR

B11,C11,. .., B1g,, Cigys -+, Bn1,Cnas - oo, Bg,, Crp, €R



tais que
Pz A A A A
(): noy 4 Aaw o, Aml L Tmam
Qlr) z—a (x—ap)™ T — G, (x — ap,)@m
B +Chiz Big, +Cip,x Bpi +Chix Bng, +Chg,x
2+bhzr+er T (224birte) T 224 byrtce, T (224 bpxr )P

Demonstragio. Se A11,...,A1ays--sAmis- - Amam,

e Bllaclly---7B1/81701[317---aBnlaCn1a--~aBn,Bn;Cn/Bn € R sao tais que
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P(x> . A A1a1 Am1 Amam
Q((ﬁ) = v —ay + ...+ ((L‘—al)al —|—...—|—x_am —+ ...+ (:Ij'—am)am
Bi1+Cnx Big, +Cipx n
22+bir+e; T (22 +bwte)h T
Bp1+Chix Bn,Bn + Cn5n$
2+byrtc, 0 (22 +byr )’
entao
Q(x) Q(x)
Pz)=A it Ay ————+ ..
(x) llx—a1+ + 1a1(x—a1)al+ +
T—am (x — apy)>m
Q(z) Q(x)
Bi1+Ciz)———"—+..+(B C
(B + 11x)x2+blx+01 Tt Bug ¥ lﬁlx)(fEQﬂLblSB*l-Cl)Bl
Q(z) Q(z)
B Coix)———-———+..+(B C
(B + "1$)x2+bna:+cn+ T (Bug, + nﬁnx)(l'2+bn$+0n)ﬁn’
com Fjj(x) = %, para cada i € {1,...,m} e para cada j € {1,...,q;}, e Gj;(z) =
%, para cada i € {1,...,n} e para cada j € {1,...,a;}. Temos, assim,
moo n B
=2 AiyFii(@)+ ). (Bij+ Cijz)Gij(2).
i=1j=1 i=1j=1

Dado i € {1,...,m},
Fyj(ai) =0, Vs#1i, Fija;)=0, Vje{l,..,a;—1}, e Ggj(a;) =0, Vs.
Assim,
P(al-) = AiaiFiai(ai)y isto é, Ami = —
Agora, dado i € {1,....n} ere{1,...,a; — 1},

F()(az)—O Vs#i,F

sJ

) — ; ‘ () —
, U (az)—O se j <a;—r eG (a;) =0, Vs.



Dai,
P(T)(ai) = ZAi,aeri(,Qi—j(ai)a

7=0
isto é,
(") = ()
P (a;) = Aja—rFyop (@) + D" Ajay—i i _i(as).
7=0

Portanto

C PO(a) =T Av P (i)

’I,,Oéi—’r - (7’) .

Fi,ozi—j (al)

Dado i € {1,...,n},
st(zi) =0, VS, st(zi) =0, Vs 7& 1, € ng(zz) =0, Vj S {1,

Deste modo,

P(z) = (Biﬁi +Clﬂi"zi>Gi5i(’Zi>7

isto é,
P(z)
i3 Bi-~i G’Lﬁl (ZZ>
Portanto,
P(zi)
Im(Gwi(Zi)) P(%)

Ciﬁi =

e Bz = —Cis..%.
Im(z) BT G ()
Agora, dado i € {1,....m} ere{1,....0; — 1},

5J

Dai,

r

P (z) = > [(Byg,—j + Cipi—jzi) Gigi—j ()],
=0

isto é,
T

o Bi— 1)

F(r)(zi) =0 Vs, Gg)(zi) =0, Vs#1i, e Gg)(zi) =0,ej<Bi—r.

P (z) = Z[TCi,BZ-—jGZ(j:g:Pj(Zi) +(Bi,g,—j +Cz‘,ﬁi—jzi)G(rg)Fj(Zz’)]7

i,

J=0



de onde
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PO () = Gy g G5 D (20) + (By gy + Ci s i) G (20) +

r—1

r—1 r
> [TC@/BZ——J‘GE,@_E +(Big—j+ Ciﬁi—jzi>Gz(',ﬁ)i—j<zi)]‘

Jj=0

Como G(fﬂzl) (z;) =0,

1,0, —7r

P(T)(zz) = (Bz',ﬂifr + Ciﬁi,rzi)Gl(-jﬂﬁ)i_r(Zi)—i-

r—1

S GG+ (B + Cigm i) GV, (24)]

J=0

e, assim,
1

Bi gi—r +Cip—r2i = —y——
G ()

(P(T)(zi) — Z [TCi,Bi—sz(‘,rﬂ_ii)j + (Bi,ﬁi—j + Oi7ﬁi_jzi>GZ(7TB)i—j(Zi)])'

(PD)(z5) = Y [rCiogi—y G5 4 (Big,—j + Gz GV (20)])

r—1
j=0
Deste modo,
1 1
Cip_p= Am )
1762 T ]m(ZZ) (GE%_T(,ZL)
r—1
7=0
€
1
. — (r)(~.)—
,8;—r — (7") (Z) (P r (Z’L)
iyﬂi_r v
r—1

r—1

J=0

Agora, se Ajq, = FP(?Z))

para cada i € {1,...,n}, Ajq;—r =

+(Big—j + O’iﬂi—jzi)Gz(‘jgi—j(Zi)]) —Ci g,—rZi-

PO (0) =Yg Aia—i P 5(a:)

F(T) (ai)

1,0 —]

para cada i € {1,...,m} e para cada r € {1,...,a; — 1},

P zZ;
Im( Gi/i’(i (Z)i) )

para cada i € {1,...,m} e
1 1
Im( .
Im(z;) Gz(',rﬁ)i—r(zi)
r—1

Ci?ﬂifr =

P(z)
iB; = —Cig; -z

(PY)(2) = S [rCipimj GV 5 4 (Bigiej + Cipimyzi) GV _i(20)]))

J=0
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e
Bi,ﬂl—’r‘ (,r,) 1 (P(T)(Zl)_
Giaﬂi_r(zl)
r—1
r—1 r
> [TCz‘,ﬁi—jG;gF)j + (Bigi—j+ Cz‘,ﬂi—jZi)Gg,@)Fj(Zi)]) — G gi—rZi,
=0

para cada i € {1,...,n} e para cada r € {1,...,3; — 1}, entao
P(a;) = Ajn, Fio,;(ai) para cada i € {1,...,n},

PO a;) = 3 Aiag i (@),
=0

para cada i € {1,...,m} e para cada r € {1,...,a; — 1},

P(z;) = (Big, + Cip,-2i)Gip,(2i) para cada i € {1,...,n},

r

P")(z) = Y [(Big,—j + Cip—j2i) Gig—j(20)] ")
=0

para cada i € {1,...,n} e para cada r € {1,...,3; — 1}. Portanto, pelo Corolario 4,

mo o n Bi
=22 AiFi(@) + 3. > (Bij + Cijr)Gijx),
i=1j=1 i=1j=1
isto é,
oS Al Q)
Ajj—————+ +Cyix) ,
ZE:UE:I V(@ —ai) 121121 VT (a2 bt o)
e, assim,
m oy A n B Bij+cij$

2.2

Vejamos agora um exemplo para o caso 5.

Exemplo 5. Seja p(x) = 23 +22%2 —2 -2 e q(z) = 25 — 1227 + 622* — 17623 + 28922 —
260z + 100, podemos fatorar q(x) de forma irredutivel da sequinte forma q(x) = (v — 4z +
5)%(z —2)%. Assim temos:

p(x) 234222 —x -2
q(z) (22 —4x+5)%(x —2)?
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Logo % pode ser decomposto em uma soma fragoes da sequinte forma:
p(r) A N Ao B+ Ciz By + Cox

qlz) -2 (x—2)2 22—4x+5 (22—4x+5)?

Multiplicando a equagao por q(x) obtemos:

A Bi1+C By+C
p(r) = a(w)32 + 0(e) 2 +a(e) B0 + () R

Para encontrarmos o valor de Az calculemos p(2) e obtemos Ay = 12.
Para encontrarmos o valor de By e Co basta calcularmos p(2+1), pois 2+1i é
raiz de x* —4x +5 e pela igualdade de nimeros complexos obtemos By =32 e Cy = —18.

Para obtermos A1, By e Cy precisamos calcular p'(2) de onde obtemos Ay = 19.

Para obtermos By e Cy basta fazermos p'(2+1), de onde temos: C1 = —19 e
By =26.
Dai temos:
p(z) 19 12 26 — 19z 32— 18z

qz) -2 (z—2)2 +x2—4x+5+ (22 —4x +5)?

Para calcularmos [ %c& basta fazermos:

/ 19d +/ 12 d +/ 26—19:Ed +/ 32 —18x d
——dx —dr ————dx N Bra—— A
r—2 (r—2)2 2 — 4245 (22 —4x+5)?
Efetuando separadamente cada integral obtemos:
fé% = 19In|z — 2| — 4 — Bin|2? — 42 + 5| — 12arctan(z — 2) + Wﬁm -
6arctan(x —2) — 3sen(2arctan(z — 2)).
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Assim, concluimos a demontragao do Teorema I, demonstrando que para cada
caso a decomposicao ¢ eficaz e ainda a forma de cada termo da decomposicao das fungoes
racionais em fragoes parciais mais simples. Observe, a partir das demonstragoes, que as
decomposi¢oes obtidas sao tnicas e que obedecem a um padrao.

O fato deste método ser eficaz para todos os casos permite que a decomposicao
de uma funcao racional em fragdes parciais apresentada aqui seja utilizada para a construcgao
de algoritmos computacionais que tornam mais simples a obtencao dos resultados esperados.

Tendo concluido este trabalho, esperamos que as demonstracoes aqui apresen-
tadas sejam tteis ao leitor, a fim de que este se beneficie deste material no estudo de

Célculo Diferencial em Integral nos mais diversos cursos que o requisitem.



47

REFERENCIAS

HEFEZ ABRAMO; VILELA, M. L. T. Polindémios e Equagées Algébricas. [S. L]:
SBM.Colecao Profmat, 2012.



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Justificativa e metodologia
	Decomposição em frações parciais
	Caso 1: Decomposição em fatores lineares e não repetidos
	Caso 2: Decomposição em fatores lineares com repetições
	Caso 3: Decomposição em fatores lineares e quadráticos sem repetições
	Caso 4: Decomposição em fatores quadráticos com repetições
	Caso 5: Decomposição em fatores lineares e quadráticos com repetições

	Resultados e discussões
	REFERÊNCIAS

