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RESUMO

DAMASCENO, Marcela Pimenta Furtado. Ensinando geometria nao euclidiana na educacao
basica: uma proposta relacionando as geometrias esférica e hiperbdlica. 99 f. Dissertacdo -
Programa de Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade
Tecnolégica Federal do Parand. Curitiba, 2021.

Este trabalho apresenta uma proposta de ensino para a educagdo bdsica a qual aborda as geome-
trias esférica e hiperbdlica, com a utilizacdo do software Geogebra. Esse estudo € feito a partir
das geometrias dos espacos esférico e hiperbdlico, suas projecdes e simetrias. Além disso, os
modelos de geometria ndo euclidiana podem ser obtidos naturalmente de projecdes do espago
hiperbdlico no plano, o que tem inspirag@o nas ideias de Beltrami para a criacao desses modelos.
Essas projecoes sdo andlogas a diferentes mapeamentos cartograficos. Dessa forma, hd uma
conexdo entre essas duas geometrias, contribuindo para o processo de aprendizagem de tais
conceitos. O estudo de projecOes ainda permite, de forma natural, realizar trabalhos artisticos

com ladrilhamentos "hiperbdlicos", que podem ter apelo visual para os estudantes.

Palavras-chave: Geometria Nao Euclidiana; Geometria Esférica; Geometria Hiperbdlica; Geo-

désicas; Projecdes; Proposta de ensino.



ABSTRACT

DAMASCENO, Marcela Pimenta Furtado. Teaching Non-Euclidean geometry in the sec-
ondary education: an approach which connects spherical and hyperbolic geometries. 99 pg.
Master’s Thesis - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Curitiba, 2021.

In this work we present a spherical and hyperbolic geometries teaching approach for the sec-
ondary education, in which the software Geogebra is used. This study is developed from the
geometries of the spherical and hyperbolic spaces, its projections and symmetries. In addition,
the non-Euclidean models can be naturally obtained from the hyperbolic space projections in the
plane, which is inspired by the Beltrami’s ideas in the creation of these models. These projections
are similar to different map projections. Therefore, there is a conection between these geometries,
which contributes for the learning process of such concepts. The study of the projections also
allows, in a natural way, the students to make a piece of art using "hyperbolic" tilings which can

have a visual appeal.

Keywords: Non-Euclidean Geometry; Spherical Geometry; Hyperbolic Geometry; Geodesics;

Projections; Teaching Approach.
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1 INTRODUCAO

1.1

OBJETIVO GERAL

A presente dissertacdo tem como objetivo apresentar uma proposta didatica para o estudo

de tépicos de geometria ndo euclidiana na educagdo basica. O desenvolvimento do contetido tem

como foco a aplica¢do em sala de aula, levando em consideracdo a maturidade matematica do

aluno e o que € relevante para a sua aprendizagem. Assim, detalhes profundos da parte tedrica

ndo se aplicam para esse contexto.

1.2

ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Com o intuito de apresentar um texto sucinto para orientar o professor do ensino basico

quanto a proposta apresentada, o trabalho foi dividido da seguinte forma:

Introducio e Capitulo 2: Orientacdes quanto aos objetivos, estrutura, motivacdes e

diretrizes, além de uma breve anélise das dissertacdes do Profmat dentro da temética.
Capitulo 3: Introducido aos conceitos de isometrias e geodésicas na esfera.

Capitulo 4: Apresentacdo do conteido de mapas e proje¢des na esfera, focando nas

projecdes estereografica e central, bem como as geodésicas nessas projecoes.
Capitulo 5: Introducdo aos conceitos de isometrias e geodésicas no hiperboloide.

Capitulo 6: Apresentacdo do contetido das proje¢des no espaco hiperbdlico, focando nos

modelos propostos por Beltrami, bem como as geodésicas nesses modelos.

Capitulo 7: Descricdo e detalhamento da proposta de ensino com base na teoria abordada
nos capitulos 3, 4, 5 e 6, alternando os conceitos entre a geometria esférica e a hiperbdlica

para que as analogias sejam feitas ao longo do estudo.

Capitulo 8: Finalizagdo com um relato de aplicagao de parte do que foi proposto no

capitulo 7.

Optou-se por abordar, primeiramente, os topicos tedricos para direcionar o professor

quanto ao conteido que serd abordado e apds, detalhar a proposta de aplicacao em sala de aula

utilizando essa teoria.



15

1.3 MOTIVACOES E DIRETRIZES

O desenvolvimento das habilidades matematicas do aluno ao longo de sua formacao
bésica ocorre em decorréncia da associacdo entre as diversas ramificacdes da Matematica,
relacionando-as entre si, com demais dreas do conhecimento ou com experiéncias individuais ja
vivenciadas. A medida que os alunos vio amadurecendo, a aprendizagem vai se consolidando,

ampliando e aprofundando.

Para auxiliar nesse processo, tem-se a utilizacao de diferentes recursos didéticos, como
os softwares de geometria dinAmica. Nesse sentido, a historia da Matematica pode ser utilizada
como um recurso para despertar o interesse e possibilitar a criacdo de um contexto que traga
significado para o aprendizado e o ensino da Matematica, como pode ser visto em (NUNES;
ALMOULOUD; GUERRA, 2010).

Um aspecto importante a se considerar é o desenvolvimento da capacidade de abstrair
o conceito abordado para poder aplicd-lo em outros contextos. Assim, pode ser interessante
oportunizar a reelaboracdo de um problema proposto e resolvido anteriormente, refletindo e

questionando o que aconteceria se alguma condi¢@o fosse mudada, retirada ou adicionada.

Para aplicar essas ideias na drea de geometria e no tema de estudo do trabalho, nos
voltamos a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que determina o estudo de projecdes e na
habilidade (EM13MAT509) e recomenda o que se considerem aspectos funcionais da geometria,

como simetrias.

(EM13MATS509) Investigar a deformagdo de dngulos e areas provocada pelas diferentes
projecdes usadas em cartografia (como a cilindrica e a conica), com ou sem suporte de tecnologia

digital.

A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedi-
mentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes
areas do conhecimento. Assim, nessa unidade tematica, estudar posic¢ao e des-
locamentos no espaco, formas e relagdes entre elementos de figuras planas e
espaciais pode desenvolver o pensamento geométrico dos alunos. Esse pensa-
mento é necessario para investigar propriedades, fazer conjecturas e produzir
argumentos geométricos convincentes. E importante, também, considerar o as-
pecto funcional que deve estar presente no estudo da Geometria: as transforma-
¢Oes geométricas, sobretudo as simetrias. As ideias matemdticas fundamentais
associadas a essa temdtica sdo, principalmente, construcio, representacio e
interdependéncia.(MEC, 2018, Acesso em: 22 dez. 2020)

Sendo assim, o trabalho pretende apresentar uma proposta didética para o estudo da
geometria hiperbdlica a partir da geometria do espacgo hiperbdlico, suas projecdes e simetrias.
Esse estudo € inspirado nas ideias de (REYNOLDS, 1993) e nos trabalhos de Eugenio Beltrami,
que desenvolveu os modelos de Beltrami-Klein, Riemann-Beltrami-Poincaré e de Liouville-

Beltrami' como projecdes de pseudo-esferas (SCHENA, 2019).

1" Mais conhecidos como Disco de Klein, Disco de Poincaré e Semi-plano de Poincaré.
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O estudo das projecdes ainda permite, de forma natural, realizar trabalhos artisticos com
ladrilhamentos "hiperbdlicos", que podem ter apelo visual para os estudantes e expandem o
contexto de outra habilidade da BNCC:

(EM13MATS05) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem apoio
de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou composicao de

poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando padrdes observados.

Dentro desse contexto, pode-se citar Maurits Cornelis Escher (1898-1972) o qual é um
dos artistas graficos mais famosos do mundo e em suas obras, encontra-se diversos destaques
que sdo referéncia para o estudo de Geometria. Ele nasceu na cidade de Leeuwarden, na Holanda

e curiosamente, nao teve um conhecimento Matematico muito s6lido em sua formagao bésica.

Coxeter, Bruno Ernst, Lionel e Roger Penrose foram matematicos que tiveram papel
fundamental na carreira do artista, auxiliando-o em seus estudos para se aprofundar mais na

disciplina e enriquecer o seu trabalho.

Figura 1 — Maurits Cornelis Escher

Fonte — (FOUNDATION; COMPANY, 2019, Acesso em: 16 dez. 2020)

De acordo com (SILVA, 2018), Escher teve a oportunidade de visitar em 1926 um
palacio de Alhambra, Espanha, o qual foi construido por drabes no século XIII. Suas paredes
decoradas com o que é chamado de mosaico, ladrilhamento, tecelagens ou pavimentacdo do

plano impressionaram o artista, pois varias figuras congruentes foram utilizadas, fazendo o
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preenchimento da superficie sem sobreposicdes e sem deixar espagos entre as imagens. Ele
tentou por alguns anos utilizar-se dessa técnica, mas ndo obteve sucesso. Porém, ele retornou a
cidade e com o auxilio de sua esposa, ele copiou a ornamentacao do paldcio. Apds esse fato, ele
se empenhou em estudar e experimentar, descobrindo que utilizavam-se das isometrias para o

ornamento cobrir-se a si mesmo.

Esse conceito de pavimentacdo foi expandido por Escher. Ele substituiu formas geomé-
tricas por imagens realistas e/ou criacionistas. Acredita-se que esse seu trabalho marcou a sua

carreira e o tornou famoso dentre os matemdticos, principalmente.

Em especial, a aproximacdo de Escher com Harold Coxeter foi o que agugou a vontade
de acrescentar assuntos mateméticos académicos em sua arte. E relatado em (SANTOS, 2013)
que Coxeter ficou encantado com as obras de Escher que foram expostas durante a International
Congress of Mathematicians (ICM) em 1954. Apds alguns anos, com a permissao de Escher,
o matematico utilizou duas figuras do artista em um artigo sobre simetria. Ao receber uma
reedi¢do do artigo, Escher ficou impressionado com uma ilustra¢ao de Coxeter (Figura 2) na qual
tridngulos hiperbdlicos diminuiam de tamanho. A partir disso, o artista entra no universo das
geometrias nao euclidianas para produzir seus trabalhos utilizando propriedades da geometria

hiperbdlica. Algumas dessas obras sao mostrados na Figura 3.

Figura 2 — Ilustragcao de Coxeter

Fonte — (SANTOS, 2013)

Nesse trabalho, serdo abordadas duas superficies diferentes, a principio, a esfera e o
hiperboloide. Dentro do contexto de cada uma, suas caracteristicas e simetrias serdo estudadas
para que o conceito de geodésica seja investigado e introduzido, o que estd relacionado com a
seguinte habilidade proposta pela BNCC:

(EF08MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composi¢des de transformacdes
geométricas (translacdo, reflexdo e rotagdo), com o uso de instrumentos de desenho ou de

softwares de geometria dinamica.

Os modelos de geometria ndo euclidiana podem ser obtidos naturalmente de projecdes do
espaco hiperbdlico no plano, o que reflete as ideias de Beltrami na criagdo desses modelos, como

pode ser visto em (SCHENA, 2019). Essas projecoes siao andlogas a diferentes mapeamentos
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Figura 3 — Ladrilhamento de Escher

Fonte — (FOUNDATION; COMPANY, 2019, Acesso em: 16 dez. 2020)

cartograficos. Assim, tem-se a oportunidade de explorar essas projecdes como aplicagdo, com a

abordagem dos ladrilhamentos, unindo Matemadtica com a Geografia e a Arte.
Destaca-se entdo, as seguintes habilidades encontradas na BNCC:

(EF07MAZ21) Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de translacio, rotagcdo
e reflexdo, usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria dindmica e vincular esse

estudo a representacdes planas de obras de arte, elementos arquitetdnicos, entre outros.

(EM13MAT105) Utilizar as nocdes de transformagdes isométricas (translagdo, reflexao,
rotacdo e composi¢des destas) e transformacdes homotéticas para construir figuras e analisar
elementos da natureza e diferentes producdes humanas (fractais, construcdes civis, obras de arte,

entre outras).

(EM13MATS509) Investigar a deformacdo de angulos e dreas provocada pelas diferentes
projecdes usadas em cartografia (como a cilindrica e a conica), com ou sem suporte de tecnologia

digital.

Logo, a proposta didatica se inicia com a esfera, pois € o modelo natural do globo
terrestre e cujas projecdes sdo familiares nos mapeamentos cartograficos para que, em seguida,
seja feita a ligacdo com o hiperboloide, identificando muitas similaridades em todo o processo.
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2 BREVE ANALISE DE DISSERTACOES DO PROFMAT SOBRE O
ASSUNTO

Pesquisando as dissertagdes presentes no acervo do site do PROFMAT até dezembro de
2020, encontramos trabalhos relacionados a geometria nao euclidiana, em especial a geometria
esférica e geometria hiperbélica, bem como trabalhos relacionados ao conceito de geodésica,
pois foi observado que nio encontra-se com facilidade materiais abordando esses tépicos para o

ensino bdsico, principalmente estabelecendo ligagcdo entre os mesmos.

A lista completa do material analisado consta nas tabelas da se¢ao 2.1. A maioria dos
trabalhos, trinta e trés no total, possuem toépicos relacionados a geometria esférica. Por outro lado,
dezenove trabalhos abordam a temética de geometria hiperbdlica. Dentre eles, hd dez trabalhos

que abordam ambos os contextos das geometrias citadas acima.

Dentro dos trabalhos envolvendo geometria esférica, notou-se que muitos se direcionaram
para o topico "distancias no globo" o qual ndo € parte da proposta desse trabalho. Além disso,
vérios abordaram algo relacionado a ideia das geodésicas na esfera, mesmo que de forma breve.
Porém, apenas cinco falaram de mapas e projecdes € somente um abordou as geodésicas nos
mapas. Outro conceito que ndo foi muito trabalhado € o de isometrias na esfera o qual esteve

presente em cinco dissertacdes.

Ja os trabalhos envolvendo geometria hiperbdlica focam majoritariamente em relatos
histéricos com conceitos iniciais de base e nos modelos em si. O tnico trabalho que trata de
geodésicas na esfera e no hiperboloide, bem como nos modelos é o (SCHENA, 2019), porém,

nao ha aplicacdes para o ensino basico.

O trabalho (MATQOS, 2016) € o tnico que tem o enfoque em geodésicas, mas é voltado
para a parte tedrica dentro da geometria diferencial exclusivamente. No final, é abordado um
pouco da geometria esférica, porém, se direcionando para a aplicacdo no tépico de distancias no
globo. Durante a pesquisa bibliografica, notou-se a dissertacao de (ALVES, 2020) a qual trata da
geometria do plano de Minkowski com aplicagdes para o ensino bdsico. Mesmo nédo sendo o
foco da anélise e ndo se encaixando nos topicos das tabelas da secdo 2.1, € importante cita-la
porque o hiperboloide se torna uma superficie natural para a geometria hiperbdlica no Espacgo de

Minkowski, possibilitando as analogias feitas com a superficie esférica.

Logo, dentro da revisao realizada, ndo encontrou-se dissertacdo que aborde geometria
esférica e geometria hiperbdlica, falando de projecdes e geodésicas em ambos os contextos,
estabelecendo conexdes entre eles e propondo uma aplicacdo para o ensino basico. Dessa forma,

oportunizou-se a elaboracdo do presente trabalho.
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TABELAS COM OS TRABALHOS ANALISADOS

Os tdpicos pesquisados dentro do contexto da geometria esférica foram os seguintes:
A: Isometrias na esfera

B: Geodésicas na esfera

C: Mapas e projecdes

D: Geodésicas no mapa

E: Distancias no globo

A marcacdo "X" indica que o topico em questdo foi identificado.

Tabela 1 — Tépicos abordados em dissertacdes do Profmat sobre geometria esférica

Dissertacao AB|C|D|E

1 | GEOMETRIA ESFERICA E O RELOGIO DE SOL (SOUZA, | X X
2019)

2 | A GEOMETRIA ESFERICA E A DISTANCIA ENTRE DOIS | X X

PONTOS DO GLOBO NA PERSPECTIVA DO GEOGEBRA
(UCHOA, 2018)

3 | DAS CORDAS AO GPS: UM ESTUDO SOBRE A GEOMETRIA X X
ESFERICA (SALEMA, 2018)
4 | AREAS DE FIGURAS PLANAS E GEOMETRIA ESFERICA X

(SILVA, 2018)

GEOMETRIA ESFERICA: UMA PROPOSTA PEDAGOGICA | X | X
(MACHADO, 2018)

A CONTEXTUALIZACAO DA GEOMETRIA ESFERICA PELO X
ESTUDO DO GLOBO TERRESTRE E SUAS REPRESENTA-
COES COM O USO DO SOFTWARE GEOGEBRA (SILVA,
2017)

GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS: UMA PROPOSTA DE IN- X
SERCAO DA GEOMETRIA ESFERICA NO ENSINO BASICO
(CARVALHO, 2017)

O ENSINO DE TRIGONOMETRIA/GEOMETRIA ESFERICA: X X
UMA PROPOSTA DE ATIVIDADES ATRAVES DA SEQUEN-
CIA CRA (SILVA, 2017a)

GEOMETRIA ESFERICA NA EDUCACAO BASICA: UMA XX X
PROPOSTA DE INTERVENCAO CURRICULAR (MEDEIROS,

2017)

10 | TEOREMA DE EULER PELA GEOMETRIA ESFERICA X X
(KUNTZ, 2016)

11 | GEOMETRIA ESFERICA E TRIGONOMETRIA ESFERICA X X
APLICADAS A ASTRONOMIA DE POSICAO (ABREU, 2015)

12 | UMA INTRODUCAO A GEOMETRIA ESFERICA (SILVA, X

2015)
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Dissertacao A/B|C|D|E

13 | GEOMETRIA ESFERICA E CARTOGRAFIA: UMA PRO- X | X X
POSTA DE ESTUDO E ATIVIDADES PARA O ENSINO ME-
DIO (AMARAL, 2014)

14 | GEOMETRIA ESFERICA: UMA PROPOSTA DE ESTUDO E X X
ATIVIDADES PARA A ESCOLA BASICA (GOMES, 2014)

15 | UMA ABORDAGEM DE GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS X X
NA EDUCACAO BASICA: GEOMETRIA ESFERICA (CARVA-
LHO, 2014)

16 | GEOMETRIA ESFERICA (VIEIRA, 2013) X | X X

17 | GEOMETRIA ESFERICA: PROPOSTA DE ATIVIDADES EM X X
CONEXAO COM A GEOGRAFIA (HEIM, 2013)

18 | GEOMETRIA ESFERICA: PROPOSTAS DE SEQUENCIAS DI- X
DATICAS INTERDISCIPLINARES (DUELI, 2013)

19 | GEOMETRIA ESFERICA: UMA PROPOSTA DE ATIVIDADES X X
COM APLICACOES (ZANELLA, 2013)

20 | UMA DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE EULER PARA X X
POLIEDROS CONVEXOS VIA GEOMETRIA ESFERICA
(NASCIMENTO, 2013)

21 | GEOMETRIA EUCLIDIANA: POLIEDROS DE PLATAO E IN- X
TRODUCAO A GEOMETRIA NAO EUCLIDIANA (YAMA-
SAKI, 2020)

22 | CARTOGRAFIA: UMA INTRODUCAO AOS CONCEITOS DE X | X X
GEOMETRIA NAO EUCLIDIANA NA EDUCACAO BASICA
(MULHBAUER, 2014)

23 | PROPOSTA DE INSERCAO DE UM MODELO DE GEOME- X
TRIA NAO EUCLIDIANA NA EDUCACAO BASICA (FREITAS,
2014)

24 | GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS PARA A SALA DE AULA X | X[ X
- LINHAS (NEGRELLO, 2015)

25 | GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS (PRESMIC, 2014) X X

26 | GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS: ELIPTICA E HIPERBO- X X
LICA NO ENSINO MEDIO (DARIO, 2014)

27 | SOBRE GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS (VIEIRA, 2018) X

28 | MODELO DE INSERCAO DAS GEOMETRIAS NAO- X
EUCLIDIANAS NA EDUCACAO BASICA (AZEVEDO, 2013)

29 | GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS: PROPOSTA DE ABOR- X
DAGEM APLICAVEL AO ENSINO BASICO (ROCHA, 2013)

30 | UMA ABORDAGEM SOBRE A GEOMETRIA NAO- X | X
EUCLIDIANA PARA O ENSINO FUNDAMENTAL (TOLEDO,
2018)

31 | TRABALHANDO COM GEOMETRIA NAO-EUCLIDIANA, X X

COM ENFASE PARA A GEOMETRIA DO GLOBO TERRES-
TRE NA EDUCACAO BASICA - PROPOSTA DE NOVAS ATI-
VIDADES (SANTANA, 2013)
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Tabela 3 — Tépicos abordados em dissertacdes do Profmat sobre geometria esférica

Dissertacao A|B|C|D|E
32 | GEODESICAS:SUAS EQUACOES E ALGUMAS APLICA- X X
COES (MATOS, 2016)
33 | A HISTORIA DO SURGIMENTO DA GEOMETRIA NAO EU- | X | X
CLIDIANA: O DESPERTAR PARA NOVOS MUNDOS E OS
MODELOS DE BELTRAMI (SCHENA, 2019)

Os topicos pesquisados dentro do contexto da geometria hiperbolica foram os seguintes:
F: Relatos histdricos e/ou conceitos iniciais da geometria hiperbdlica

G: Isometrias no hiperboloide

H: Geodésicas no hiperboloide

I: Modelos

J: Geodésicas nos modelos

A marcacgdo "X" indica que o tépico em questdo foi identificado. Note que hé trabalhos
que foram listados também nas tabelas anteriores, pois 0s mesmos possuem tépicos abordados

em ambos 0s contextos.

Tabela 4 — Tépicos abordados em dissertacdes do Profmat sobre geometria hiperbdlica

Dissertacao F GIH|I |J

1 | GEOMETRIA HIPERBOLICA E APLICACOES (BATISTA, | X X
2019)

2 | NOCOES DE GEOMETRIA HIPERBOLICA (SILVA, 2017b) | X X

3 | INTRODUCAO A GEOMETRIA HIPERBOLICA (VALERIO, | X
2017)

4 | FUNDAMENTOS DE GEOMETRIA HIPERBOLICA (PEREZ, | X X
2015)

5 | GEOMETRIA HIPERBOLICA: EXPLORANDO O DISCO DE | X X
POINCARE (GALVAO, 2015)

6 | GEOMETRIA HIPERBOLICA: CONSISTENCIA DO MODELO | X X
DE POINCARE (SOUZA, 2014)

7 | GEOMETRIA HIPERBOLICA COM INVERSAO GEOME-| X X
TRICA: UMA ABORDAGEM DIDATICA PARA O PROFES-
SOR DO ENSINO BASICO (SANTOS, 2014)

8 | UMA ABORDAGEM DE GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS | X X
NA EDUCACAO BASICA: GEOMETRIA ESFERICA (CARVA-
LHO, 2014)

9 | GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS: UMA PROPOSTA DE IN- | X X
SERCAO DA GEOMETRIA ESFERICA NO ENSINO BASICO
(CARVALHO, 2017)
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Dissertacao

F

G

H

10

GEOMETRIA EUCLIDIANA: POLIEDROS DE PLATAO E IN-
TRODUCAO A GEOMETRIA NAO EUCLIDIANA (YAMA-
SAKI, 2020)

X

11

PROPOSTA DE INSERCAO DE UM MODELO DE GEOME-
TRIA NAO EUCLIDIANA NA EDUCACAO BASICA (FREITAS,
2014)

12

GEOMETRIA NAO EUCLIDIANA (SASSI, 2013)

13

GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS: ELIPTICA E HIPERBO-
LICA NO ENSINO MEDIO (DARIO, 2014)

14

SOBRE GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS (VIEIRA, 2018)

15

MODELO DE INSERCAO DAS GEOMETRIAS NAO-
EUCLIDIANAS NA EDUCACAO BASICA (AZEVEDO, 2013)

16

GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS: PROPOSTA DE ABOR-
DAGEM APLICAVEL AO ENSINO BASICO (ROCHA, 2013)

17

UMA PROPOSTA DE ENSINO DE GEOMETRIA NAO-
EUCLIDIANA UTILIZANDO AMBIENTE DE GEOMETRIA
DINAMICA (ROCHA, 2014)

18

TRABALHANDO COM GEOMETRIA NAO-EUCLIDIANA,
COM ENFASE PARA A GEOMETRIA DO GLOBO TERRES-
TRE NA EDUCACAO BASICA - PROPOSTA DE NOVAS ATI-
VIDADES (SANTANA, 2013)

19

A HISTORIA DO SURGIMENTO DA GEOMETRIA NAO EU-
CLIDIANA: O DESPERTAR PARA NOVOS MUNDOS E OS
MODELOS DE BELTRAMI (SCHENA, 2019)
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3 ESFERA: CONCEITOS INICIAIS

Esfera € a reunido de todos os pontos (z,y, z), no espaco, que estdo a distdncia r de
um ponto central (a origem, por exemplo). Essa distancia é chamada de raio. Assim, os pontos

satisfazem a equacdo:
Py 42t =r?

Um exemplo de esfera é mostrado na Figura 4 e sua equacgao é dada por:

S% = {(z,y,2) € R*|2? +¢* + 2% = 9}.

Figura 4 — Esfera de Raio 3

Fonte — Autoria propria

R? munido com o produto interno usual é chamado de Espaco Euclidiano. Nesse espaco,
a esfera é a superficie mais natural para a geometria esférica a qual serd explorada no contetido

que se segue.

3.1 INTERSECAO DE UM PLANO COM UMA ESFERA

Se um plano corta uma esfera, a sua interse¢ao com essa esfera € um circulo maximo ou

um circulo menor (Figura 5).

Os circulos sao méximos quando os planos que interceptam a esfera passam pelo centro
da esfera e sdo menores quando nao for esse o caso. Convém observar que os centros dos circulos

maximos coincidem com o centro da esfera correspondente, como pode ser visto na Figura 6.

3.2 PONTOS ANTIPODAS

Dois pontos sao ditos antipodas, quando sdo diametralmente opostos, ou seja, esses dois

pontos pertencem a superficie esférica e sdo extremos de um segmento de reta que contém o
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Figura 5 — Interse¢do de um plano com uma esfera

/.
N7

Fonte — (COUTINHO, 2001)

Figura 6 — Circulo maximo

Fonte — (COUTINHO, 2001)

centro dessa esfera. Os pontos B e C' da Figura 7 sdo exemplos de dois pontos antipodas.

Figura 7 — Pontos antipodas

Fonte — Autoria prépria
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3.3 ISOMETRIAS NA ESFERA

3.3.1 ROTACAO

Uma rotacdo Ry de angulo (orientado) # no plano em torno de um ponto P € um

movimento rigido que mantém o ponto P fixo e que, para qualquer outro ponto () do plano, e
que mapeia o ponto () no ponto Q' = Ry(Q), satisfazendo PQ = PQ' e LQPQ" = 6.

Uma rotacdo Ry de angulo (orientado) 6 no espago em torno de um eixo 7 € um movi-
mento rigido que mantém todos os pontos de 7 fixos e que, realiza rotagcdes de angulo 6 em cada

plano perpendicular ao eixo em torno do ponto de intersecdo daquele plano com o eixo.

Um sélido no espago possui simetria de rotacdo de angulo # > 0 em torno de uma reta r
se existe uma rotacdo Ry de angulo 6 no espaco em torno do eixo r de modo que a imagem do

s6lido por essa rotagdo coincide com o sélido original.

A esfera possui simetria de rotagdo de angulo 6 para qualquer eixo que passe pelo seu

centro e para qualquer angulo 6 > 0.

A esfera ¢ um exemplo de figura geométrica que possui simetria de rota¢do, o que pode
ser observado na sequéncia presente na Figura 8. Nela, a esfera € rotacionada em torno de uma

reta (eixo central, nesse caso) no sentido anti-hordrio, como mostra a seta azul.

Figura 8 — Rotagdo na Esfera

Fonte — Autoria prépria

Os conceitos de rotacdo e simetria de rotacdo sdo naturais para os estudantes € nao
pensamos que seja necessario definir formalmente essas operacdes para utilizd-las no ensino

basico.

3.3.2 REFLEXAO

Uma reflexao no espago M, por um plano o € um movimento rigido do espago que
mantém os pontos do plano « fixos e que mapeia cada ponto @) ¢ « do espago no ponto
@' = R(Q) sobre a reta por () perpendicular ao plano, de modo que o pé da perpendicular é o

ponto médio do segmento QQ()’.

Um sélido no espago possui simetria de reflexdo por um plano « se existe um plano « de

modo que a imagem do sélido por essa reflexdo coincide com o sélido original.
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A esfera possui simetria de reflexdo por qualquer plano que passe pelo seu centro.

Dessa forma, ao fazer algum desenho na superficie esférica, é possivel fazer a sua

reflexdo em relacdo ao plano que passa pelo centro da esfera, como é exemplificado nas Figuras
9e 10.

Figura 9 — Reflexdo na Esfera

Fonte — Autoria prépria

Figura 10 — Desenho refletido em diferentes angulos de visdao

Fonte — Autoria prépria

Os conceitos de reflexdo e simetria de reflexdo sdo naturais para os estudantes e ndao
pensamos que seja necessario definir formalmente essas operagdes para utilizd-las no ensino

basico.

3.4 GEODESICAS NA ESFERA

As geodésicas sio as curvas de menor distancia entre dois pontos sobre uma superficie!.
Por exemplo, na superficie plana, essa curva é o segmento de reta definido pelos dois pontos. Na
superficie esférica, caso esses dois pontos sejam antipodas, haverd infinitas geodésicas que os

contém. Assim, a geodésica € unica entre dois pontos nao antipodas (CARVALHO, 2017).

A seguir, serd apresentada uma investigacdo para concluir qual é a forma da geodésica
na esfera (BIRINGER, 2019).

Suponha que a geodésica entre dois pontos da superficie esférica seja dada pela curva

azul da Figura 11.

1

Utilizamos aqui essa forma simplificada do conceito para torn-lo mais acessivel. Em geral, as geodésicas sdo as
curvas que minimizam localmente o funcional de comprimento de arco e podem haver miltiplas geodésicas
entre dois pontos com comprimento distintos.
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Figura 11 — Investigacao Geodésica: 1* Parte
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Fonte — (SCHENA, 2019)

Fazendo a reflex@o dessa curva por um plano que passa pela origem da esfera (o qual

pode ser visto explicitamente na Figura 14), tem-se a situagcdo apresentada na Figura 12.

Figura 12 — Investigacdo Geodésica: 2* Parte
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Fonte — (SCHENA, 2019)

Como a reflexdo € uma simetria na esfera, haverao duas geodésicas nesse caso. Porém,

isso ndo € possivel, pois a geodésica € Unica entre esses dois pontos.

A tunica alternativa € a geodésica entre esses dois pontos ser exatamente a intersecdo da
esfera com o plano que passa pela sua origem e por esses dois pontos, a qual € identificada pela

arco de circulo verde na Figura 13.

Figura 13 — Geodésica entre dois pontos na superficie esférica

Fonte — (SCHENA, 2019)
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Essa intersec@o define exatamente uma curva a qual é um circulo maximo. Dessa forma,
a geodésica que minimiza a distancia entre dois pontos na superficie esférica € dada pelo arco de

circulo mdximo de menor comprimento, como mostra na Figura 14.

Figura 14 — Geodésica: arco de circulo mdximo de menor comprimento

Fonte — Autoria prépria
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4 MAPAS E PROJECOES

Um mapa é uma representagdo da superficie da Terra em um plano de duas dimensoes.
Para ser possivel transferir pontos da superficie tridimensional da Terra para uma superficie

plana, a projecdo em mapas € utilizada.

A superficie da Terra pode ser projetada em uma simples superficie geométrica: um
cilindro, um cone ou um plano. Como ela € uma superficie aproximadamente esférica, projecoes
em uma superficie plana impde distor¢des. Assim, componentes da superficie da Terra, tais

como paises e continentes, serdo distorcidos em forma, drea ou tamanho.

Consequentemente, a escolha de uma projecao esférica depende do objetivo da represen-
tacdo cartogréfica e de quais caracteristicas deseja-se preservar. A maioria das projecdes preserva

uma das caracteristicas com o prejuizo de distorcer todas as outras.

4.1 REFERENCIAIS NA SUPERFICIE DA TERRA

Ao estudar as projecoes da superficie terrestre, alguns referenciais devem ser esclarecidos.

Polos: A Terra gira diariamente em torno de seu eixo de rotagdo, e os pontos P e P’
(Figura 15) em que esse eixo cotra a sua superficie chamam-se, respectivamente, Polo Norte e
Polo Sul.

Figura 15 — Meridianos, Paralelos e Equador

PARALELO

MERIDIANO

EQUADOR

Fonte — (COUTINHO, 2001)

Equador: E o circulo maximo cujo plano € perpendicular ao eixo de rotagdo da Terra

e, consequentemente, divide a Terra em duas partes iguais, denominadas Hemisfério Norte e
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Hemisfério Sul.

Meridianos: Sdo os diversos semicirculos maximos, que vao de um polo ao outro. Assim,
cada circulo maximo que passa pelos polos compreende dois meridianos, sendo um o antipoda

ou o antimeridiano do outro.
Paralelos: Sao os diversos circulos menores paralelos ao Equador.

Leste e Oeste: A direcao na qual a Terra gira chama-se Leste, e a dire¢do oposta, Oeste.

O Polo Norte fica a frente de um observador que tenha direcdo Leste a sua direita.

Figura 16 — Leste e Oeste

Po6lo Norte

Fonte — (COUTINHO, 2001)

4.2 PROJECAO DE MERCATOR

A projecdo de Mercator foi apresentada em 1569 pelo gedgrafo do norte da Bélgica
chamado Gerardus Mercator e € habitualmente utilizada nos mapeamentos. Essa projecao
foi desenvolvida com objetivos nduticos, pois possui a vantagem de representar meridianos e
paralelos projetados como linhas retas paralelas e perpendiculares umas as outras, e preservando

os angulos. Assim, as formas sdo mantidas, mas dreas e distancias nao sao.

A projecdo de Mercator € caracterizada como projec¢do cilindrica e € feita da seguinte
forma, de acordo com (MACEDQO, 2018):

1. Considere um cilindro tangente em torno da esfera de tal forma que o equador se torne o

circulo tangente (ver Figura 18).

2. Projete cada ponto P da esfera em torno ()’ do cilindro, de modo que a reta que contém P

e ()’ passe pela origem (ver Figura 17).
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3. Mova Q' para baixo ao longo de uma linha descendente para um ponto (), como pode ser
visto também na Figura 17.

4. O passo final € desenrolar o cilindro em um plano, mostrado na Figura 18.

Figura 17 — Projecao de um ponto

Fonte — (MACEDO, 2018)

Figura 18 — Projecdo Cilindrica

Fonte — (BAIMA, 2014)

A distorcdo de tamanho aumenta a medida que hd um distanciamento do Equador,
criando polos infinitos. Por exemplo, a Groenlandia aparece com praticamente 0 mesmo tamanho
que a Africa, enquanto, na realidade, é em torno de quatorze vezes menor. O video <https:

/lwww.youtube.com/watch?v=CPQZ7NcQ6Y Q> mostra de forma ripida e pratica como essa
distorcao ¢ feita.


https://www.youtube.com/watch?v=CPQZ7NcQ6YQ
https://www.youtube.com/watch?v=CPQZ7NcQ6YQ
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4.3 PROJECAO AZIMUTAL

A projecio azimutal plota a superficie da Terra usando um plano tangente a ela. Imagine
raios de luz irradiando de uma fonte seguindo linhas retas. Esses raios interceptam o globo,
chegando no plano em diferentes angulos. Esses raios de luz podem ser emitidos em diferentes
posicdes desenvolvendo, assim, diferentes tipos de projecdes azimutais. Dentre esses tipos, serdo

abordados dois dos mais famosos: a projecao estereografica e a projecao central.

A projecao estereografica € comumente utilizada para analisar aspectos polares e para
mapas de navegacdo devido a como ela preserva as formas. Mesmo tendo a escala bem deformada
em perspectiva, essa projecao tem sido utilizada para mapear grandes continentes ou oceanos,
incluindo o Artico e a Antartica.

Figura 19 — Projecdo Estereografica

Fonte — (WEISSTEIN, 2020, Acesso em: 22 abr. 2020b)

A chave para compreender a projecio estereogrifica € entender a sua fonte de luz. No
ponto final do lado oposto ao que o plano tangente toca o globo de referéncia € onde fica a fonte
de luz dessa projecdo, como pode-se observar na Figura 20. Emitindo vérios raios de luz, o

mapeamento através da projecao estereografica € realizado, como visto na Figura 21.

Uma ferramenta educacional sobre o conteddo acima é o video <https://www.youtube.
com/watch?ist=PL3C690048E1531DC7&v=6cpTEPTS510A&feature=emb_logo> o qual explica
a projecao estereografica de uma forma didatica e muito interessante. A projecao estereografica
mapeia circulos na esfera em circulos ou em retas no plano, como demonstrado em (NUNES,
2015), nas paginas 26 e 27.

A projecdo central foi primeiramente introduzida por Tales de Mileto em cerca de 600
a.C., sendo possivelmente uma das projecdes mais antigas. Ao contrario da projecdo estereogra-
fica, a fonte de luz da projecdo central € localizado no centro da esfera. Ou seja, € a projecdo de

uma esfera sobre um plano tangente a partir do seu centro. Isso significa que pode-se apresentar


https://www.youtube.com/watch?list=PL3C690048E1531DC7&v=6cpTEPT5i0A&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?list=PL3C690048E1531DC7&v=6cpTEPT5i0A&feature=emb_logo
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Figura 20 — "Um raio de luz" da Projecdo Estereografica

N

S o

Fonte — (WEISSTEIN, 2020, Acesso em: 22 abr. 2020b)

Figura 21 — "Os Raios de Luz" da Projecdo Estereografica

Projection
Plane

Equator

Projection
Point

Fonte — (GISGEOGRAPHY, 2016, Acesso em: 22 abr. 2020)

Figura 22 — Projecao Central

Fonte — (WEISSTEIN, 2020, Acesso em: 22 abr. 2020a)

menos do que um hemisfério por vez. Nas Figuras 23 e 24, é possivel visualizar como essa

projecdo € obtida.
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Figura 23 — "Um raio de luz" da Projecao Central

S P

Fonte — (WEISSTEIN, 2020, Acesso em: 22 abr. 2020a)

Figura 24 — "Os Raios de Luz" da Projecao Central

<" Projection
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Fonte — (WEISSTEIN, 2020, Acesso em: 22 abr. 2020a)

4.3.1 GEODESICAS NA PROJECAO AZIMUTAL

Na projecdo estereografica, os circulos maximos (geodésicas) que passam pelo ponto
de tangéncia sdo linhas retas. Os outros circulos sio representados como circulos ou arcos de
circulos. Isso ocorre pois a projecio estereografica mapeia circulos na esfera em circulos ou em

retas, como foi citado anteriormente.

Ja na projecdo central, cada geodésica € mapeada para uma linha reta, como percebido
por Lagrange no artigo “Sur la construction des cartes géographiques” de 1779. Isso faz com
que essa projecdo seja a mais facil para plotar a menor distancia. Dessa forma, os navegadores a
utilizavam juntamente com a projecao de Mercator para encontrar a menor distancia entre dois
pontos. Assim, ela € particularmente ttil para navegagado, pois a linha reta desenhada no mapa é

o circulo maximo.

Na Figura 25, foram mostradas as projecoes de duas geodésicas: uma passando pelo
ponto de tangéncia ao plano e outra que nao passa pela ponto de tangéncia. Dessa maneira,

pode-se observar a diferencga entre as duas.

Na Figura 26, foram mostradas também as projecdes dos mesmos dois tipos de geodésicas
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Figura 25 — Geodésicas na projecao estereografica

Fonte — Autoria propria

Figura 26 — Geodésicas na projecao central

Fonte — Autoria propria

para que se observe que ambas serdo linhas retas, independente do tipo.

Isso € explicado pelo fato de que as geodésicas entre dois pontos na esfera sao obtidas
pela intersecao da superficie com um plano que contém esses pontos e a origem. Dessa maneira,
a projecao central das geodésicas na esfera serdo intersecdes desse plano com o plano utilizado

para projetar, ou seja, retas.
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S HIPERBOLOIDE: CONCEITOS INICIAIS

A segunda superficie estudada serd uma das folhas do hiperboloide de duas folhas. Um

exemplo pode ser obtido pelo conjunto de pontos do espaco satisfazendo:

-2 =2 2>0

Figura 27 — Folha superior do hiperboloide de duas folhas

Fonte — Autoria prépria

A equagao do hiperboloide representado pela Figura 27 é

H? = {(z,y,2) € R®|2® +¢* — 2* = —1}.

Para ter-se um modelo compativel com a geometria hiperbdlica, é necessario que o
produto interno usual em R? seja modificado. Dessa forma, considerando o produto interno

Lorentziano dado por:

<($1a Y1, Zl)v (%; Y2, Z2)>H = T1%2 + Y1Y2 — 2122

R? munido com o produto interno Lorentziano é chamado de Espago de Minkowski
de dimensao 3. Nesse espaco, o hiperboloide se torna uma superficie natural para a geometria

hiperbdlica a qual serd explorada no conteido que se segue.

A escolha dessa exploracao se dd pelo fato de que o modelo de uma das folhas do
hiperboloide de duas folhas no Espaco de Minkowski possui a mesma relagdo com modelos
planos do que o globo possui com os mapas. O hiperboloide possui uma geometria familiar com
a esfera no Espago Euclidiano, sendo guia para defini¢cOes e argumentos. Esse contetido pode ser
visto com profundidade em (REYNOLDS, 1993).
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Dessa forma, o conhecimento dessa geometria se torna natural, devido as suas correlacgoes,

e interessante por ser algo que nao € costumeiramente divulgado e ensinado.

5.1 ISOMETRIAS NO HIPERBOLOIDE

Nessa secao, serdo abordados os seguintes tipos de isometria no hiperboloide: rotagdo
por um angulo 6 (ao redor do eixo do hiperboloide), reflexao por um plano (que contém o eixo

do hiperboloide) e transformacao de Lorentz, as quais podem ser representadas pelas matrizes

abaixo:
cos) —senf 0 10 0 coshs 0 sinhs
[Ro] = | send cos@® O |,[/i]=0 1 0 |,[Ls]= 0O 1 0
0 0 1 00 —1 sinhs 0 coshs

Ao fazer composicoes delas, geram-se todas as simetrias do hiperboloide, o que € possivel
demonstrar. Mais detalhes podem ser vistos em (REYNOLDS, 1993).

5.1.1 ROTACAO

Apenas rotacdes em torno do eixo do hiperboloide mapeiam-no sobre si mesmo, ainda

que de um angulo qualquer, como pode ser visto na sequéncia presente na Figura 28.

Figura 28 — Rotagao no Hiperboloide

Fonte — Autoria prépria

5.1.2 REFLEXAO

Dentre todas as reflexdes no espaco, apenas algumas delas levam o hiperboloide sobre si
mesmo. Essas sdo exatamente as reflexdes por planos que contém o eixo central do hiperboloide.
Dessa forma, ao fazer algum desenho na superficie do hiperboloide, é possivel fazer a sua

reflexdo em relag@o ao plano que passa pelo seu centro, como € mostrado na Figura 29.

5.1.3 TRANSFORMACAO DE LORENTZ

Uma novidade sdo as chamadas transformagoes de Lorentz as quais movem todos os

pontos, enquanto os mantém sobre o hiperboloide.
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Figura 29 — Reflex@o no Hiperboloide

Fonte — Autoria prépria

Figura 30 — Transformagao de Lorentz

I
Fonte — (SCHENA, 2019)

Essa transformacdo pode ser observado na sequéncia de Figuras 31, 32 e 33, pelo
movimento da seta verde que destaca um ponto movendo-se sobre o hiperboloide ao realizarmos
transformacdes de Lorentz sucessivas.

5.2 GEODESICAS NO HIPERBOLOIDE

Como foi visto na secao 3.4, as geodésicas sdo as curvas de menor distancia entre dois
pontos sobre uma superficie. A geodésica € tinica entre quaisquer dois pontos sobre a superficie
do hiperboloide.

De maneira similar ao que foi feito na esfera, serd apresentada uma investigagdo para

concluir qual é a forma da geodésica no hiperboloide.

Supondo que a geodésica entre o ponto (0,0, 1) dado por A e um ponto qualquer B da

vizinhanga de A na superficie hiperbdlica seja uma curva qualquer, como a curva azul ilustrada



na Figura 34.

Figura 31 — Movimento da seta - 1

Fonte — Autoria prépria

Figura 32 — Movimento da seta - 2

Fonte — Autoria prépria

Figura 33 — Movimento da seta - 3

Fonte — Autoria prépria

40
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Figura 34 — Investigacdo Geodésica Hiperboloide: 1* Parte

Fonte — Autoria propria

Fazendo a reflexdao dessa curva em relagdo ao plano que contém o eixo central do
hiperboloide e passa pelo ponto B temos uma isometria que mapeia a geodésica em outra curva

de mesmo comprimento, como ilustrado na Figura 35.

Figura 35 — Investigacdo Geodésica Hiperboloide: 2° Parte

Fonte — Autoria prépria

Como a reflex@o € uma isometria no hiperboloide, haverdo duas geodésicas nesse caso,

porém, isso nao € possivel, pois a geodésica € Unica entre esses dois pontos.

A tunica alternativa € a geodésica entre esses dois pontos ser exatamente a interse¢ao do
hiperboloide com o plano que contém eixo z e esses dois pontos, a qual € identificada pela curva
de cor preta na Figura 36.

Essa intersecao pode ser vista de forma mais clara na Figura 37.

Agora, para encontrar a geodésica entre dois pontos quaisquer, pode-se mover um desses
pontos até o ponto (0,0, 1) pelas isometrias de rotagdo e transformagdes de Lorentz, utilizar o
conceito descrito acima e "retornar” esse ponto ao seu lugar original juntamente com a curva
desejada, utilizando também essas isometrias. Como resultado, a geodésica que passa por esses
dois pontos € a curva de intersec¢do do hiperboloide com o plano definido por esses pontos € a

origem do espaco (ver Figura 38), pois as isometrias sdo transformacdes lineares e preservam
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Figura 36 — Investigacao Geodésica Hiperboloide: 3* Parte

Fonte — Autoria prépria

Figura 37 — Investigacdo Geodésica Hiperboloide: Final

Fonte — Autoria prépria

tanto a origem do espago como o fato dos pontos A e B estarem contidos no plano.

Figura 38 — Geodésica hiperboloide passando por dois pontos quaisquer

Fonte — (SCHENA, 2019)

Dessa forma, nota-se a semelhanga do conceito de geodésica entre a esfera e o hiperbo-
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loide. Em ambas as superficies, a geodésica entre dois pontos € a curva de intersecao entre o

plano que contém esses dois pontos e a origem com a superficie em questao.
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6 MODELOS DA GEOMETRIA NAO-EUCLIDIANA

De forma andloga ao que foi realizado para a esfera, esse capitulo ird apresentar projecdes

do hiperboloide e especialmente, como serdo as imagens das geodésicas por essas projecoes.

Para o leitor mais interessado sobre as simetrias e cdlculos explicitos das propriedades

enunciadas, recomendamos o livro (DORIA, 2019).

6.1 DISCO DE BELTRAMI-KLEIN

Quando projeta-se o hiperboloide em um plano z = a, com a > 0, utilizando a origem de
R3 como centro de proje¢do, obtém-se 0 modelo de Beltrami-Klein. Assim, tem-se uma proje¢io

central andloga a projecdo central na esfera.

Da mesma forma, a fonte de luz é localizada no centro e nesse caso, no de R?, como

pode ser observado na Figura 39.

Figura 39 — Projecdo Central: Hiperboloide

————

Fonte — (SCHENA, 2019)

6.1.1 GEODESICAS NO DISCO DE BELTRAMI-KLEIN

Sabe-se que as geodésicas entre dois pontos no hiperboloide sdo obtidas pela intersecdo

da superficie com um plano que contém esses pontos e a origem.

Dessa maneira, as projecdes das geodésicas por esse modelo sdo as intersecdes desse
plano com o plano z = a. Assim, as imagens das geodésicas sd@o segmentos de retas (interse¢ao
entre dois planos), como mostra a Figura 40. Nota-se que tal situagcdo é andloga a projecdo central

na esfera na Figura 26.
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Figura 40 — Projec@o Central da Geodésica no Hiperboloide

Fonte — (SCHENA, 2019) | Autoria prépria

6.2 DISCO DE RIEMANN-BELTRAMI-POINCARE

Quando projeta-se o hiperboloide no plano z = 0, utilizando o ponto S = (0,0, —1)
como centro de projecdo, obtém-se o modelo de Riemann-Beltrami-Poincaré. Assim, tem-se
uma projecdo andloga a projecdo estereografica na esfera com a fonte de luz localizada em um

dos polos, como pode ser observado na Figura 41.

Figura 41 — Projecao Estereografica: Hiperboloide

Fonte — (SCHENA, 2019)

6.2.1 GEODESICAS NO DISCO DE RIEMANN-BELTRAMI-POINCARE

Pode-se observar que as projecdes das geodésicas por esse modelo sdo arcos de circunfe-
réncia perpendiculares a fronteira do disco ou a cordas passando pelo centro do disco de raio

unitdrio no plano z = 0, como pode ser observado na Figura 42.
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Figura 42 — Projecao Estereogréfica da Geodésica no Hiperboloide

Fonte — (SCHENA, 2019) | Autoria prépria

6.3 MODELO DO SEMIPLANO DE LIOUVILLE-BELTRAMI

O modelo do semiplano de Liouville-Beltrami pode ser obtido em duas etapas: € realizada
uma projecao do hiperboloide em um hemisfério e, em seguida, projeta-se o hemisfério no plano

r=—1.

Em primeiro lugar, € feita a projecio do hiperboloide no hemisfério utilizando o ponto

(0,0, —1) como centro de proje¢do, o que pode ser visto na Figura 43.

Figura 43 — Modelo do Semiplano de Liouville-Beltrami: 1* Etapa

Fonte — Autoria prépria

Agora, o resultado da projecao no hemisfério € projetado no plano x = —1 utilizando o

ponto (1,0,0) como centro de projecdo, mostrado na Figura 44.

Dessa forma, obtém-se o modelo do semiplano de Liouville-Beltrami.
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Figura 44 — Modelo do Semiplano de Liouville-Beltrami: 2* Etapa

Fonte — Autoria prépria

6.3.1 GEODESICAS NO MODELO DO SEMIPLANO DE LIOUVILLE-
BELTRAMI

As projecdes das geodésicas por esse modelo sdo determinadas por arcos de circunfe-
réncia perpendiculares a reta que define o semiplano, como pode ser visto na primeira parte da

figura 45. J4 na segunda parte da figura, observa-se a projecao de varias geodésicas por esse

modelo.

Figura 45 — Geodésica no Semiplano de Liouville-Beltrami

Fonte — Autoria propria
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7 PROPOSTA DE MATERIAL PARA O ENSINO

O objetivo desse capitulo € ser um guia para professores de matematica interessados
em realizar uma interven¢do pontual com estudantes dos anos finais do ensino fundamental
(8° € 9° anos) ou do ensino médio sobre projecdes da esfera e do hiperboloide, identificando

similaridades entre as duas superficies e trabalhando o conceito de geodésicas.

O contetdo ndo pretende ser uma exposi¢cdo profunda sobre essa temdtica, seguindo
a mesma linha da teoria abordada nos capitulos anteriores. O foco sao os alunos da educacao
bésica e assim, deve-se respeitar a maturidade matematica dos mesmos. E importante destacar
que o texto foi elaborado pensando na interatividade com o aluno, para que ele compreenda ao
ler e executar o que € apresentado. Assim, apesar de ndo haver demonstracdes formais de muitas
propriedades, as explicacdes e discussdes das mesmas sdo muito importantes para a compreensao

efetiva.

Esse material pode ser aplicado de forma completa ou curta (separando alguns conteidos
de interesse) como um workshop, sendo de natureza paradidatica para ser utilizado em algum

momento oportuno em sala de aula, com justificativa presente na se¢ao 1.3.

Os conteudos serdo aplicados na esfera e no hiperboloide em paralelo para que o aluno
possa enxergar as analogias ao longo do estudo e das atividades. As se¢Oes serdo divididas da
seguinte forma:

1. Antes de iniciar o estudo

2. Conceitos iniciais

* Intersecdo de um plano com a esfera
* Isometrias
* Geodésicas

3. Projecdes

* Central
» Estereografica

* Um modelo especial

4. Ladrilhamento do plano

Dentro de cada tipo de projecao, serdo trabalhados os conceitos de geodésicas nessas

projecdes. Além disso, a utilizacdo do software Geogebra é constante e de extrema importancia
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para o desenvolvimento do que é proposto. Caso o professor queira introduzir sobre o contexto
histérico das geometrias ndo euclidianas, o trabalho (SCHENA, 2019) € uma sugestao para ser

usado como fonte.

7.1 ANTES DE INICIAR O ESTUDO

Em primeiro lugar, é necessdrio ter uma conta no site do Geogebra para viabilizar a
visualiza¢do/execucio das figuras e atividades. E recomendado a utiliza¢io de computador ou
laptop para garantir o bom funcionamento dos arquivos e a correta manipulagdo dos mesmos.
Sugere-se que logo ao abrir cada link disponibilizado, o usudrio salve uma cépia individual para

garantir o uso adequado do material.

Caso voceé ja tenha uma conta nesse site, pode seguir para a proxima secao para iniciar o

estudo. Caso contrdrio, as instrucdes se encontram no apéndice A.

Observacao 7.1. Caso ndo haja a possibilidade de utilizagdo da internet no momento da
aplicacdo das atividades para algum grupo especifico, serd necessdrio baixar anteriormente
os arquivos disponibilizados ao longo do texto, bem como o software Geogebra e deixd-los

disponiveis em cada computador que serd utilizado.

7.2 CONCEITOS INICIAIS

Iremos trabalhar no sistema tridimensional de coordenadas (z, y, z). Para recordar, a sua

representacao se segue pela Figura 46.

Figura 46 — Sistema tridimensional de coordenadas

Fonte — Autoria prépria

A primeira superficie estudada serd a esfera a qual a reunido de todos os pontos (z,y, z),
no espaco, que estdo a distancia r de um ponto central (a origem, por exemplo). Essa distancia é

chamada de raio. Um exemplo de esfera € dado pela Figura 47.

A segunda superficie estudada serd uma folha do hiperboloide de duas folhas. Um

exemplo € dado pela Figura 48.
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Figura 47 — Esfera de Raio 3

Fonte — Autoria prépria

Figura 48 — Folha superior do hiperboloide

y -~

Fonte — Autoria prépria

A esfera é uma superficie bem conhecida pela maioria, porém, € possivelmente a primeira
vez que varios de vocés estdo tendo contato com o hiperboloide. No final desse capitulo, ele serd

tao proximo a voc€s quanto a esfera.

7.2.1 INTERSECAO DE UM PLANO COM A ESFERA

Se um plano corta uma esfera, a sua interse¢do com essa esfera € um circulo maximo ou

um circulo menor (Figura 49).

Figura 49 — Intersecao de um plano com uma esfera

/U
N

Fonte — (COUTINHO, 2001)
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Os circulos sdo maximos quando os planos que interceptam a esfera passam pelo centro
da esfera e sdo menores quando ndo for esse o caso. Convém observar que os centros dos circulos

maximos coincidem com o centro da esfera correspondente.

Figura 50 — Circulo mdximo

Fonte — (COUTINHO, 2001)

7.2.2 ISOMETRIAS

Serdo abordados os seguintes tipos de isometria na esfera e do hiperboloide: rotacao e
reflexdo. Além disso, uma isometria do hiperboloide também serd apresentada: a transformacgao

de Lorentz.
ROTACAO

Quando uma figura geométrica pode ser rotacionada em torno de um ponto fixo (para
figuras de duas dimensdes) ou de uma reta (para figuras de trés dimensdes) de modo que a figura

apods a rotacdo seja idéntica a figura original, ela possui simetria de rotagao.

A esfera € um exemplo de figura geométrica que possui simetria de rotacao, o que pode
ser observado na sequéncia presente na Figura 51. Nela, a esfera € rotacionada em torno de uma
reta (eixo central, nesse caso) no sentido anti-hordrio, como mostra a seta azul. Apenas rotagcoes
em torno do eixo do hiperboloide mapeiam-no sobre si mesmo, ainda que de um angulo qualquer,

como pode ser visto na sequéncia presente na Figura 52.

Vocé pode visualizar a rotacao das duas superficies pelos links abaixo. Ao abri-los, va
até o canto superior direito da pagina e clique nos icones em sequéncia tal como na Figura 53

para que ocorra 0 movimento.
Esfera: <https://www.geogebra.org/classic/rdv7wwj5>

Hiperboloide: <https://www.geogebra.org/classic/ghuueutq>


https://www.geogebra.org/classic/rdv7wwj5
https://www.geogebra.org/classic/qhuueutq
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Figura 51 — Rotagao na Esfera

Fonte — Autoria prépria

Figura 52 — Rotacao no Hiperboloide

Fonte — Autoria prépria

Figura 53 — Animacao no Geogebra

U
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1l

A JIDIC % = =8

Fonte — Autoria prépria

REFLEXAO

Uma figura tem simetria de reflexdo se existe uma reta (para figuras de duas dimensdes)
ou um plano (para figuras de trés dimensdes) que a divide em duas partes as quais sao imagens
espelhadas uma da outra. Assim, esse plano pode ser pensado de forma andloga a um espelho

que passa pelo centro da superficie.

Dessa forma, ao fazer algum desenho na superficie esférica, é possivel fazer a sua
reflexdo em relagdo ao plano que passa pelo centro da esfera, como é exemplificado nas Figuras
54 e55.

Observacao 7.2. Note que os circulos mdximos, que sdo as curvas definidas pela intersecdo da
esfera com planos que passam pela origem, tem uma propriedade especial: as reflexoes pelos

planos que os definem deixam os grandes circulos imoveis.

Dentre todas as reflexdes no espaco, apenas algumas delas levam o hiperboloide sobre si

mesmo. Essas sdo exatamente as reflexdes por planos que contém o eixo central do hiperboloide.
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Figura 54 — Reflexdo na Esfera

Fonte — Autoria prépria

Figura 55 — Desenho refletido em diferentes angulos de visao

~

Fonte — Autoria prépria

Dessa forma, ao fazer algum desenho na superficie do hiperboloide, € possivel fazer a sua

reflexdo em relag@o ao plano que passa pelo seu centro, como € mostrado na Figura 56.

Figura 56 — Reflexdo no Hiperboloide

Fonte — Autoria prépria

Observacao 7.3. No hiperboloide também hd um tipo de curva que tem uma propriedade
semelhante: as intersecoes do hiperboloide com planos que contém o eixo vertical. As reflexoes

pelos planos que as definem deixam-nas imoveis.

Para melhor visualizacao da reflexdo nas duas superficies, abra os links abaixo e mexa

nas figuras com o cursor para movimenta-las.

Esfera: <https://www.geogebra.org/classic/zspdtrpe>


https://www.geogebra.org/classic/zspdtrpe
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Hiperboloide: <https://www.geogebra.org/classic/sdv3tqur>
TRANSFORMACAO DE LORENTZ

Uma novidade sdo as chamadas transformacées de Lorentz as quais movem todos os

pontos do hiperboloide, enquanto os mantém sobre o hiperboloide.

Figura 57 — Transformacdo de Lorentz no Hiperboloide

|
Fonte — (SCHENA, 2019)

Essa transformacdo pode ser observado na sequéncia presente na Figura 58, pelo mo-
vimento da seta verde que destaca um ponto movendo-se sobre o hiperboloide ao realizarmos

transformacdes de Lorentz sucessivas.

Figura 58 — Movimento da seta

Fonte — Autoria prépria


https://www.geogebra.org/classic/sdv3tqur
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Para obter ainda uma melhor compreensdo de como € feita essa transformagao, entre no
link <https://www.geogebra.org/classic/tvyntkfw> e mova o controle deslizante do arquivo para

que a seta verde possa se mover.

7.2.3 GEODESICAS

As geodésicas sdo as curvas de menor distancia entre dois pontos sobre uma superficie.
Por exemplo, na superficie plana, essa curva € o segmento de reta definido pelos dois pontos.
Para os pontos que iremos considerar em nosso estudo, a geodésica € tnica entre dois pontos

tanto na superficie esférica quanto no hiperboloide.

Quais serdo as formas das geodésicas na esfera e no hiperboloide? Iremos fazer as
investigagdes e atividades a seguir para encontrarmos as respostas para tais perguntas. Sera
necessario utilizar seu caderno, juntamente com seus materiais bédsicos de desenho para os

conteddos de geometria, além do software Geogebra.
INVESTIGACAO I - DESCOBRINDO A GEODESICA NA ESFERA

1. Desenhe uma esfera em seu caderno e marque dois pontos suficientemente proximos em

sua superficie.

2. Vamos supor que a geodésica entre esses dois pontos seja uma curva qualquer, que nao

esteja contida em um circulo maximo, como a curva azul da Figura 59.

Figura 59 — Investigacao Geodésica Esfera: 1* Parte

Fonte — (SCHENA, 2019)

Faca o desenho dessa curva ligando os dois pontos que vocé havia marcado.

3. Agora, faca a reflexdo dessa curva em relagdo ao plano que passa pela origem da esfera.
Pense na imagem dessa curva por um espelho que esteja "cortando"a esfera e passando

por sua origem.

4. Como a reflexdo é uma simetria na esfera, haverao duas geodésicas nesse caso. Porém,

isso ndo € possivel, pois a geodésica € Unica entre esses dois pontos.


https://www.geogebra.org/classic/tvyntkfw
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Figura 60 — Investigacao Geodésica Esfera: 2* Parte

Fonte — (SCHENA, 2019)

Qual seria entdo a unica alternativa de uma curva ligando esses dois pontos de tal forma

que isso ndo aconteca?

5. Aunica alternativa € a geodésica entre esses dois pontos ser exatamente a curva identificada

de verde na Figura 61.

Figura 61 — Geodésica entre dois pontos na superficie esférica

Fonte — (SCHENA, 2019)

Essa curva € um arco de circulo determinado pela interse¢io da esfera com o plano que
passa pela sua origem e por esses dois pontos. Essa intersecao define exatamente uma curva a
qual € um circulo maximo. Dessa forma, a geodésica que minimiza a distincia entre dois pontos
na superficie esférica é dada pelo arco de circulo médximo de menor comprimento, como mostra

na Figura 62.

Figura 62 — Geodésica: arco de circulo médximo de menor comprimento

Fonte — Autoria propria
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ATIVIDADE 01 - IMPLEMENTANDO A GEODESICA NA ESFERA NO GEOGEBRA

1. Na sua pagina inicial do Geogebra, va no canto superior direito, clique no link indicado na

Figura 63 e abra uma janela do Geogebra Cldssico a qual estd na dltima opcao da lista.

Figura 63 — Atividade 01 - Passo 01

€2 Calculadora

A\ Calculadora Grafica
@ Geometria

& Calculadora 30

X Calculadora CAS

& calculadora Cientifica
[ Notas

€7 GeoGebra Classico

Fonte — Autoria propria

2. Ao abrir a nova janela, escolha trocar para o formato 3D, como mostra a Figura 64

Figura 64 — Atividade 01 - Passo 02

& g

Fonte — Autoria prépria

3. Na janela 3D, crie uma esfera pelo icone mostrado na Figura 65. Qualquer uma das
escolhas para criar a esfera sdo validas. Nesse exemplo, foi escolhida a segunda opc¢ao.
Clique nela, escolha um ponto para ser o centro e ird abrir uma janela para escolher o

tamanho do raio.

Figura 65 — Atividade 01 - Passo 03

R A >dae d(@) 4 N e P
+ Y

(&) Esfera: Centro & Ponto

(@ Esfera: Centro & Raio,
J

Fonte — Autoria propria

4. Para o exemplo em questdo, o centro escolhido foi o ponto (0,0, 0) e o raio de tamanho 4,

originando a esfera mostrada na Figura 66.
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Figura 66 — Atividade 01 - Passo 04

(6]
g

lll

Fonte — Autoria prépria

Figura 67 — Atividade 01 - Passo 05

4
®
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¥

KA D> PB e h @ LN e p

O .A Ponto

b

@ Ponto em Objeto

O X Intersegao de Dois Objetos

o * Ponto Médio ou Centro

+
& Vincular / Desvincular Ponto

Fonte — Autoria propria

5. Agora, selecione a op¢ao "Ponto" e marque dois pontos suficientemente préximos na

superficie esférica, como mostra na Figura 67.

6. Selecione a opg¢ao "Plano por trés pontos", clique no centro da esfera e nos dois pontos

criados anteriormente, criando assim um plano como mostra a Figura 68.

Figura 68 — Atividade 01 - Passo 06

Tl

R A7 D>OB®Ad @ LN

A = Interses@o(EixoY, Eix0Z) gl Plano por rés pontos
— (0,0,0)

Plano

@ ai; Esfera(A.4) ¢ Plano Perpendicular

- 4y +2=16
% Plano Paralelo
5 Peere - -

Fonte — Autoria prépria

7. Para finalizar, selecione a op¢ao "Intersecao entre duas superficies"”, clique na esfera e no
plano, mostrando a curva de intersecao entre eles, indicada pela cor azul na figura. Essa
curva € um circulo mdximo. O arco de menor comprimento desse circulo que liga os dois

pontos escolhidos é a geodésica entre esses dois pontos.
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Figura 69 — Atividade 01 - Passo 07

R A A D> D@ e s @ L N P

A = Intersegao(EixoY,, Eixoz e Intersego de Duas Superficies
— (0,0,0)

Fonte — Autoria propria

INVESTIGACAO II - DESCOBRINDO A GEODESICA NO HIPERBOLOIDE
1. Desenhe um hiperboloide em seu caderno. Marque o ponto (0, 0, 1) e outro ponto suficien-
temente proximo a ele a sua escolha.

2. Vamos supor que a geodésica entre esses dois pontos seja uma curva qualquer, que nao

esteja contida em um plano que contém o eixo vertical, como a curva azul da Figura 70.

Figura 70 — Investigacdo Geodésica no Hiperboloide: 1* parte

Fonte — Autoria prépria

Faca o desenho dessa curva ligando os dois pontos que vocé havia marcado.

3. Agora, faca a reflexdo dessa curva em relagdo ao plano que passa pela origem do hiperbo-
loide. Pense na imagem dessa curva por um espelho que esteja "cortando"o hiperboloide e

passando pelo ponto (0,0, 1).
4. Como a reflexdo é uma isometria do hiperboloide, haverao duas geodésicas nesse caso.
Porém, isso ndo € possivel, pois a geodésica € tinica entre esses dois pontos.

Qual seria entdo a tnica alternativa de uma curva ligando esses dois pontos de tal forma

que isso ndo aconteca?
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Figura 71 — Investigacdo Geodésica no Hiperboloide: 2* parte

Fonte — Autoria propria

5. Atnica alternativa € a geodésica entre esses dois pontos ser exatamente a curva identificada

de preto na Figura 72.

Figura 72 — Investigacdo Geodésica no Hiperboloide: 3* parte

Fonte — Autoria prépria

Essa curva € exatamente a interse¢ao do hiperboloide com o plano que contém o eixo z e

esses dois pontos a qual pode ser vista de forma mais clara na Figura 73.

6. Para encontrar a geodésica entre dois pontos quaisquer, pode-se mover um desses pontos
até o ponto (0,0, 1) pelas isometrias de rotagio e transformagdes de Lorentz, utilizar o
conceito descrito acima e "retornar"esse ponto ao seu lugar original juntamente com a
curva desejada, utilizando também essas isometrias. Como resultado, a geodésica que
passa por esses dois pontos € a curva de interse¢ao do hiperboloide com o plano definido

por esses pontos e a origem do espacgo (ver Figura 74).

Dessa forma, nota-se a semelhanca do conceito de geodésica entre a esfera e o hiperboloide.
Em ambas as superficies, a geodésica entre dois pontos € a curva de interse¢do entre o

plano que contém esses dois pontos e a origem, com a superficie em questao.
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Figura 73 — Investigacdo Geodésica no Hiperboloide: 4* parte

Fonte — Autoria prépria

Figura 74 — Geodésica no hiperboloide entre dois pontos quaisquer

Fonte — (SCHENA, 2019)

ATIVIDADE 02 - IMPLEMENTANDO A GEODESICA NO HIPERBOLOIDE NO
GEOGEBRA

1. Na sua pagina inicial do Geogebra, va no canto superior direito, clique no link indicado na

Figura 75 e abra uma janela do Geogebra Cldssico a qual estd na tltima opcao da lista.

Figura 75 — Atividade 02 - Passo 01

Fonte — Autoria prépria

2. Ao abrir a nova janela, escolha trocar para o formato 3D, como mostra a Figura 76
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Figura 76 — Atividade 02 - Passo 02
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Fonte — Autoria prépria

3. Najanela 3D, crie a folha superior do hiperboloide digitando a equagdo z = /22 + y? + 1
na janela de comando tal como na Figura 77. Obs.: para que obtenha a raiz quadrada, é

necessario digitar "sqrt".

Figura 77 — Atividade 02 - Passo 03

B >t B> b O L N SIEHA)
O ey EL)
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B b dded @4 NP
©) a:z:\/m dn =N Q

Fonte — Autoria prépria

4. Agora, selecione a opcdo "Ponto" e marque dois pontos suficientemente proximos na

superficie hiperbdlica, como mostra na Figura 78.

Figura 78 — Atividade 02 - Passo 04
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+ Q
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Fonte — Autoria propria

5. Selecione a op¢do "Plano por trés pontos", clique na origem do espago (ponto (0,0,0)) e

nos dois pontos criados anteriormente, criando assim um plano como mostra a Figura 79.
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Figura 79 — Atividade 02 - Passo 05
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Fonte — Autoria prépria

6. Para finalizar, selecione a op¢ao "Intersecdo entre duas superficies", clique no hiperboloide
e no plano, mostrando a curva de intersecao entre eles, indicada pela cor preta na Figura

80. Essa curva € a geodésica entre os dois pontos em questao.

Figura 80 — Atividade 02 - Passo 06

B = PontoEm(s)
° (o
(366,084, 3.88)
S C = Intersecio(EnoY, EixoZ)
0
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© a:z=x+y2+1 g Intersegao de Duas Superficies
: b

- A = PontoEm(a)

Fonte — Autoria prépria

7.3 PROJECOES

Algumas respostas podem surgir para pergunta sobre o significado de projetar tais como:
atirar(-se) a distancia, planejar uma ideia, desenhar a planta de uma casa, transmitir em uma tela
0 que esta ocorrendo no computador ou em outro dispositivo (tal como o projetor das salas de
aula ou do cinema fazem).

Porém, o nosso objetivo ndo € tratar de nenhuma das op¢des descritas acima. Iremos
trabalhar o conceito geométrico de projetar, ou seja, iremos fazer representagdes do que estd em
uma superficie tridimensional, a saber a esfera e o hiperboloide, por meio de projecdes em outra
superficie plana.

Para iniciar, iremos tratar das projecdoes mais conhecidas: as cartogréficas. Esse tema

geralmente € abordado na disciplina de Geografia, mas ha muita Matemaética por detrds dele.

Um mapa € uma representacdo da superficie da Terra em um plano de duas dimensdes.

Para ser possivel transferir pontos da superficie tridimensional da Terra para uma superficie
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plana, a projecdo em mapas € utilizada.

A superficie da Terra pode ser projetada em uma simples superficie geométrica: um
cilindro, um cone ou um plano. Como ela € uma superficie aproximadamente esférica, projecoes
em uma superficie plana impde distor¢cdes. Assim, componentes da superficie da Terra, tais

como paises e continentes, serdo distorcidos em forma, drea e tamanho.

Consequentemente, a escolha de uma projegado esférica depende do objetivo da represen-
tacdo cartogréfica e de quais caracteristicas deseja-se preservar. A maioria das projecdes preserva

uma das caracteristicas com o prejuizo de distorcer todas as outras.

Para saber mais, sugiro assistir ao video <https://youtu.be/zZUESLOwFrvk>. Além disso,

para um momento de descontracdo sobre essa temdtica, segue a imagem 81.

Figura 81 — O que a sua projecao favorita diz sobre vocé?

0 QUEASUA

PROJEGRO CARTOGRAFICA

PREFERIDA DIZ SOBRE VOCE?

VANDER GRINTEN

PLATE CARREE

MERCATOR HOBO-DYER EarEmSLD

VOCE ACHA QUE ESSE £ OK VOCE GOSTA DE COMO
0 XE 0Y SAO MAPEADOS COM A LATITUDE E
LONGTUDE. AS OUTRAS PROJEGDES COMPLICAM
DEMAIS AS COISAS. VOCE QUER QUE EU PARE DE
FALAR SOBRE MAPAS, PARA PODER JANTAREMPAZ.

VOCE QUER EVITAR O IMPERIALISMO CLLTURAL. MAS VOGE
TEM OUVIDO COISAS RUNS SOBRE O GALL -ETERS VOGE
E CONTRA GUERRAS E COMPRA ORGANICOS. VOCE USA 05
RECENTES INVENTADOS PRONOMES SEM GENERO. ALEM
DISSO ACREDITA QUE O MUNDO PRECISA DE UMA
REVOLUGRONA CONSCENCIA DAS PESSOAS.

VOCE NAD £ UMA PESSOA COMPLICADA. VOCE AMA A PROECRO
DE MERCATOR, MAS APENAS GOSTARIA QUE NAD FOSSE
QUADRADA. AFINAL, A TERRA NAO £ QUADRADA E SM UM
CIRALO VOCE GOSTADE CRCLLOS. HOUE VAISER UM DIABOM

VOCENAOE TAO AFIMDE MAPAS ASSIM
BORBOLETA DE WATERMAN

ROBINSON UM GLOBO!

DYMAXION
i

VOCE TEM UM CONFORTAVEL PAR DE TENIS DE CORRIDA SIM,VOCE E MUITO ESPERTO!

QUE USA EM TODOS 0S LUGARES. VOCE GOSTA DE
CAFE E ESCUTA BEATLES NOCE ACHA QUE A PROJECAO
ROBINSONE A MAIS BONITA DE TODAS, SEMMAIS!

VOCE GOSTA DO LSAAC ASIMOY, XML E SAPATOS (OM DEDOS. VOGE
ACHA QUE O SEGHAY PEGOU UMA MA REPUTACRO. VOCE TEM
GCULOS 3D, QUE USA PARA VER MODELOS TRIDIMENSIONAS DE
OCULOS 3D AINDA MELHORES. VOCE DIGTAEM DOVORAK

SERIOP VOCE CONHECE WATERMANP NOCE VIU QUE O
MAPA DE CAHLL DE 109 E BASEADO... — .NOCE TEM UM
QUADRO COM ESSE MAPA EM CASA? UAU . AQUI, ESQUECE
ESSAS QUESTOES. VOCE VAIFAZER ALGO HOJE ANOITE?

PIERCE QUINCUNCIAL

WINKEL-TRIPEL GOODE HOMOLOSINE

Poss

GALL-PETERS

DIZEM QUE MAPEAR A TERRA EM UMA SIPERFICE 2 € 0
MESMO QUE PLANIFICAR" A CASCA DE UMA LARANUA, 0 QUE

A NATIONAL GEOGRAPHC ADOTOU O WAKEL-TRPEL EM  ppgece FAQL 0 SUFIGENTE PARA VOGE. VOGE GOSTA DE

1998, MAS VOCE JA ERA UM FX DO /-7 BEM ANTES DA
NATGEO* APARECER. VOCE ESTA PREOCUPADO SE ESTA
VALENDO A PENA E ESTA PENSANDO EM MUDAR PARA O
KAVRAYSKTY. UMA VEZ VOCE DEIXOU UMA FESTA ENOJADO,
QUANDO UM CONVIDADO APARECEU (OM SAPATO (OM
DEDOS. SEUGENERODE MUSICAFAVORTOE POST-*

SOLUCOES FACEIS. VOCE ACREDITA QUE NAO TERIAMOS
GRANDES PROBLEMAS SE APENAS ELEGESSEMOS PESSOAS
“NORMAIS* PARA O CONGRESSO, EM VEZ DE POLITICOS. VOCE
ACHA QUE AS COMPANHAS AREAS DEVERAM APENAS
COMPRAR COMIDA DOS RESTAURANTES PROXIMOS A0S PORTOES
E SERVIHLA NO VO00. VOCE TROCA O OLEO DO SEU CARRD,

VOCE PENSA QUE QUANDO OLHAMOS PARA UM MAPA,
DEVEMOS VER NOS MESMOS. DEPOIS DA PRIMERA VEZ QUE
VOCE VI VCEPTION, VOCE FICOU SENTADO DURANTE SEIS
HORAS EM SILENCIO NO CINEMA. VOCE FICA DESESPERADO
AO SABER QUE TODOS AO SEU REDOR TEM UM ESQUELETO
DENTRODELES. VOCE VIU COM CERTEZA SUASMAOS.

EUNAO GOSTODE VOCE!

POREM, SECRETAMENTE PENSA SE £ REALMENTE NECESSARIO.

Fonte — Adaptado de (ESRI, 2000, Acesso em: 22 abr. 2020)

Ao estudar as projecdes da superficie terrestre, alguns referenciais devem ser esclarecidos.

Polos: A Terra gira diariamente em torno de seu eixo de rotagdo, e os pontos P ¢ P’
(Figura 82) em que esse eixo cotra a sua superficie chamam-se, respectivamente, Polo Norte e
Polo Sul.

Equador: E o circulo maximo cujo plano € perpendicular ao eixo de rotagdo da Terra
e, consequentemente, divide a Terra em duas partes iguais, denominadas Hemisfério Norte e

Hemisfério Sul.


https://youtu.be/zUE5LOwFrvk
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Figura 82 — Meridianos, Paralelos e Equador

PARALELO

%, s MERIDIANO

EQUADOR G, d prl gt

-
-------

Fonte — (COUTINHO, 2001)

Meridianos: Sao os diversos semicirculos maximos, que vao de um polo ao outro. Assim,
cada circulo maximo que passa pelos polos compreende dois meridianos, sendo um o antipoda

ou o antimeridiano do outro.
Paralelos: Sao os diversos circulos menores paralelos ao Equador.

Leste e Oeste: A direcdo na qual a Terra gira chama-se Leste, e a direcdo oposta, Oeste.

O Polo Norte fica a frente de um observador que tenha direcao Leste a sua direita.

Figura 83 — Leste e Oeste

Pélo Norte

Fonte — (COUTINHO, 2001)

A projecao de Mercator € habitualmente utilizada nos mapeamentos. Ela foi apresentada
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em 1569 pelo gedgrafo do norte da Bélgica chamado Gerardus Mercator. Essa projecdo foi
desenvolvida com objetivos nduticos, pois possui a vantagem de representar meridianos e
paralelos projetados como linhas retas paralelas e perpendiculares umas as outras, e preservando

os angulos. Assim, as formas sdo mantidas, mas dreas e distancias nao sao.

Figura 84 — Projecdo de Mercator

Fonte — (ESRI, 2000, Acesso em: 22 abr. 2020)

Essa distor¢ao aumenta de tamanho a medida que hd um distanciamento do Equador,
criando polos infinitos. Por exemplo, a Groenlandia aparece com praticamente o mesmo tamanho
que a Africa, enquanto, na realidade, é em torno de quatorze vezes menor. O video <https:
/Iwww.youtube.com/watch?v=CPQZ7NcQ6Y Q> mostra de forma rdpida e pratica como essa

distorcao ¢ feita.

O tipo de projecdo que € de nosso maior interesse e foco € a projecao azimutal a qual plota
a superficie da Terra usando um plano tangente a ela. Imagine raios de luz irradiando de uma
fonte seguindo linhas retas. Esses raios interceptam o globo, chegando no plano em diferentes
angulos. Eles podem ser emitidos em diferentes posicdes desenvolvendo, assim, diferentes tipos
de projecdes azimutais. Dentre esses tipos, serdo abordados dois dos mais famosos: a projecao

central e a projecdo estereogréafica.

De maneira andloga, iremos apresentar modelos pelos quais podemos também projetar a

superficie do hiperboloide seguindo o mesmo principio descrito acima.

7.3.1 PROJECAO CENTRAL

A projecao central foi primeiramente introduzida por Tales de Mileto em cerca de 600

a.C., sendo possivelmente uma das projecdes mais antigas.

A fonte de luz da projecdo central € localizado no centro da esfera. Ou seja, é a projecao
de uma esfera sobre um plano tangente a partir de seu centro. Isso significa que pode-se apresentar
menos do que um hemisfério por vez. A seguir, nas Figuras 86 e 87, € possivel visualizar como

essa projecao € obtida.


https://www.youtube.com/watch?v=CPQZ7NcQ6YQ
https://www.youtube.com/watch?v=CPQZ7NcQ6YQ
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Figura 85 — Projecao Central

Fonte — (WEISSTEIN, 2020, Acesso em: 22 abr. 2020a)

Figura 86 — "Um raio de luz" da Projec@o Central

S P

Fonte — (WEISSTEIN, 2020, Acesso em: 22 abr. 2020a)

Figura 87 — "Os Raios de Luz" da Projecdo Central

Fonte — (WEISSTEIN, 2020, Acesso em: 22 abr. 2020a)

Por outro lado, quando projeta-se o hiperboloide em um plano z = a, com a > 0,
utilizando a origem de R® como centro de projecdo, obtém-se o modelo de Beltrami-Klein.

Assim, tem-se uma projecao central andloga a projecdo central na esfera.

Da mesma forma, a fonte de luz é localizada no centro e nesse caso, no de R?, como

pode ser observado na Figura 88.
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Figura 88 — Projecao Central no Hiperboloide

Fonte — (SCHENA, 2019)

GEODESICAS NA PROJECAO CENTRAL

Na projecao central da esfera, cada geodésica € mapeada para uma linha reta. Isso faz com
que essa projecdo seja a mais facil para plotar a menor distancia. Dessa forma, os navegadores a
utilizavam juntamente com a projecdo de Mercator para encontrar a menor distancia entre dois
pontos. Assim, ela € particularmente util para navegacgdo, pois a linha reta desenhada no mapa é

o circulo maximo.

Figura 89 — Geodésica na projecdo central da esfera

Fonte — Autoria propria

Na Figura 89, foram mostradas as projecdes dos mesmos dois tipos de geodésicas para
que se observe que ambas serdo linhas retas, independente do tipo. Isso é explicado pelo fato de
que as geodésicas entre dois pontos na esfera sdo obtidas pela interse¢do da superficie com um
plano que contém esses pontos e a origem. Dessa maneira, a projecdo central das geodésicas na

esfera serdo intersecOes desse plano com o plano utilizado para projetar, ou seja, retas.

Ao projetar varias geodésicas pela projecao central da esfera, pode-se obter a Figura 90,

por exemplo.

Agora, sabe-se que as geodésicas entre dois pontos no hiperboloide sdo obtidas pela

intersecdo da superficie com um plano que contém esses pontos e a origem. Dessa maneira, as
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Figura 90 — Geodésicas na projecao central

Fonte — Autoria propria

projecdes das geodésicas por esse modelo € a intersec¢do desse plano com o plano z = a. Assim,
as imagens das geodésicas sdo segmentos de retas (interse¢do entre dois planos), como mostra a

Figura 91. Nota-se que tal situacio ocorre também na na Figura 89.

Ao fazer vérias projecdes de geodésicas no Disco de Beltrami-Klein, tem-se a Figura 92.

Figura 91 — Projec@o Central da Geodésica no Hiperboloide

Fonte — (SCHENA, 2019)

Para visualizar melhor a projecdo central da geodésica em cada uma das superficies, abra
os links abaixo e movimente figura com o cursor, vendo em trés dimensdes o que esta descrito

acima.
Esfera: <https://www.geogebra.org/classic/jvbdebfa>
Hiperboloide: <https://www.geogebra.org/classic/rhmvbv7b>

Nas atividades que se seguem, voce terd a oportunidade de trabalhar um pouco com a

projecdo central.


https://www.geogebra.org/classic/jvbdebfa
https://www.geogebra.org/classic/rhmvbv7b
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Figura 92 — Projecdes no Disco de Beltrami-Klein

Fonte — Autoria prépria

ATIVIDADE 03 - CRIANDO A SUA PROPRIA PROJECAO CENTRAL DAS
GEODESICAS DA ESFERA
. Abra o link <https://www.geogebra.org/classic/gupktfbe>.

. Na janela, vocé verd uma parte na qual encontra-se a projecao central das geodésicas na

esfera e na outra a esfera sendo projetada.

. Na parte superior da janela em que mostra exclusivamente a projecao, ha dois controles

deslizantes, como mostra a Figura 93.

Figura 93 — Atividade 03 - Parte 01

u:[}ﬁ
®
vi= 0.3
@ @

Fonte — Autoria prépria

. Mova os controles deslizantes e v4 ajustando de acordo com o seu gosto, para criar a sua

propria projecao.

. D€ um clique em algum lugar dentro dessa janela exclusiva da projecao (isso € importante
para ndo exportar a tela inteira) e apds, clique no icone que se encontra no canto superior

direito da janela, indicado na Figura 95.


https://www.geogebra.org/classic/gupktfbe
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Figura 94 — Atividade 03 - Parte 02
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Fonte — Autoria prépria

Figura 95 — Atividade 03 - Parte 03
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Fonte — Autoria propria

6. Selecione a op¢do "exportar imagem", faca download da sua prépria projecdo. Se for do
seu gosto, edite a imagem em algum editor auxiliar para retirar os controles deslizantes,

deixando-a mais ajustada. Guarde esse arquivo, pois utilizaremos na préxima se¢ao.

Figura 96 — Atividade 03 - Parte 04

Exportar Imagem

e com o botEo irclo para copiar para a drea de ransferéncia

DOWNLOAD

Fonte — Autoria prépria
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ATIVIDADE 04 - CRIANDO A SUA ARTE EM UMA PROJECAO CENTRAL DAS
GEODESICAS DO HIPERBOLOIDE

Para essa atividade, serd necessario material para colorir e realizar a impressao da

imagem.
1. Imprima a figura que estd disponivel no anexo A. Essa projec@o € a versdo para impressao

da Figura 92.

2. Com seu material de colorir, use a sua criatividade e pinte a figura que foi impressa,

produzindo a sua arte a partir de uma projecao.

Segue uma figura colorida para te inspirar.

Figura 97 — Disco de Beltrami-Klein Colorido

Fonte — Autoria prépria

7.3.2 PROJECAO ESTEREOGRAFICA

Primeiramente, assista o video indicado abaixo o qual explica a projecdo estereografica
de uma forma muito interessante. Caso seja necessdrio, troque a legenda para Portugués, pois ha
essa possibilidade nas configuragdes do video.

<https://www.youtube.com/watch?list=PL3C690048E1531DC7&v=6cpTEPT5i10A &feature=emb_
logo>

A projecdo estereografica da Terra é comumente utilizada para analisar aspectos polares

e para mapas de navegacdo devido a como ela preserva as formas. Mesmo tendo a escala bem


https://www.youtube.com/watch?list=PL3C690048E1531DC7&v=6cpTEPT5i0A&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?list=PL3C690048E1531DC7&v=6cpTEPT5i0A&feature=emb_logo
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Figura 98 — Projecao Estereogréfica na Esfera

Fonte — (WEISSTEIN, 2020, Acesso em: 22 abr. 2020b)

deformada em perspectiva, essa projecdo tem sido utilizada para mapear grandes continentes ou
oceanos, incluindo o Artico e a Antartica.

A chave para compreender a projecdo estereografica na esfera € entender a sua fonte de
luz. No ponto final do lado oposto ao que o plano tangente toca o globo € onde fica a fonte de

luz dessa projec@o, como pode-se observar na Figura 99.

Figura 99 — "Um raio de luz" da Projecao Estereografica na Esfera

N

S P

Fonte — (WEISSTEIN, 2020, Acesso em: 22 abr. 2020b)

Emitindo varios raios de luz, o mapeamento através da projecdo estereogréfica € reali-

zado.

Por outro lado, quando projeta-se o hiperboloide no plano z = 0, utilizando o ponto
S = (0,0, —1) como centro de projec¢ao, obtém-se o modelo de Riemann-Beltrami-Poincaré.

Assim, tem-se uma projecao andloga a projecao estereografica na esfera com a fonte de luz
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Figura 100 — "Os Raios de Luz" da Projecao Estereografica na Esfera
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Fonte — (GISGEOGRAPHY, 2016, Acesso em: 22 abr. 2020)

localizada em um dos polos, como pode ser observado na Figura 101.

Figura 101 — Projecao Estereografica do Hiperboloide

-_—

- }
Sl
= ' P\
&
s

Fonte — (SCHENA, 2019)

GEODESICAS NA PROJECAO ESTEREOGRAFICA

Na projecio estereografica da esfera, os circulos méximos (geodésicas) que passam pelo
ponto de tangéncia sdo linhas retas. Os outros circulos sdo representados como circulos ou arcos

de circulos.

Na Figura 102, foram mostradas as projecdes de duas geodésicas: uma passando pelo
ponto de tangéncia ao plano e outra que ndo passa pela ponto de tangéncia. Dessa maneira,

pode-se observar a diferenca entre as duas.

Ao projetar vdrias geodésicas pelas projecdes estereografica pode-se obter a Figura 103

por exemplo.



Figura 102 — Geodésica na projecao estereografica da esfera

Fonte — Autoria prépria

Figura 103 — Geodésicas na projecdo estereogréfica

Fonte — Autoria propria
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Agora, pode-se observar que as projecoes das geodésicas pelo modelo de Riemann-

Beltrami-Poincaré sao arcos de circunferéncia perpendiculares a fronteira do disco ou a cordas

passando pelo centro do disco de raio unitario no plano z = 0.

Ao projetar vérias geodésicas no Disco de Riemann-Beltrami-Poincaré tem-se a Figura

105.
Para visualizar melhor a projecao estereografica da geodésica em cada uma das superfi-

cies, abra os links abaixo e movimente figura com o cursor, vendo em trés dimensdes o que esta

descrito acima. No link da esfera, especificamente, pode-se mover os pontos D e G no contorno

de cada uma das geodésicas que eles pertencem para gerar o trago da proje¢ao no plano.
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Figura 104 — Projecdo Estereogréfica da Geodésica no Hiperboloide

Fonte — (SCHENA, 2019)

Figura 105 — Projecdes no Disco de Riemann-Beltrami-Poincaré

Fonte — Autoria prépria

Esfera: <https://www.geogebra.org/classic/gh9ftc3g>

Hiperboloide: <https://www.geogebra.org/classic/ntxeegje>

ATIVIDADE 05 - CRIANDO A SUA PROPRIA PROJECAO ESTEREOGRAFICA DAS
GEODESICAS DA ESFERA
1. Abra o link <https://www.geogebra.org/classic/pggh3vgu>.

2. Na janela, vocé verd uma parte na qual encontra-se a projecdo central das geodésicas na

esfera e na outra a esfera sendo projetada.

3. Na parte esquerda da janela em que mostra exclusivamente a projecdo, ha trés controles

deslizantes, como mostra a Figura 106.


https://www.geogebra.org/classic/gh9ftc3g
https://www.geogebra.org/classic/ntxeegje
https://www.geogebra.org/classic/pggh3vgu
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Figura 106 — Atividade 05 - Parte 01
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Fonte — Autoria prépria

4. Mova os controles deslizantes e va ajustando de acordo com o seu gosto, para criar a sua
propria projecao.

Figura 107 — Atividade 05 - Parte 02
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Fonte — Autoria propria

5. D€ um clique em algum lugar dentro dessa janela exclusiva da proje¢do (isso € importante
para ndo exportar a tela inteira) e apds, clique no icone que se encontra no canto superior
direito da janela, indicado na Figura 108.

Figura 108 — Atividade 05 - Parte 03

Fonte — Autoria prépria
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6. Selecione a opcao "exportar imagem", faca download da sua prépria projecdo. Guarde

esse arquivo, pois utilizaremos na préxima secao.

Figura 109 — Atividade 05 - Parte 04

Fonte — Autoria prépria

ATIVIDADE 06 - CRIANDO A SUA PROPRIA PROJECAO ESTEREOGRAFICA DAS
GEODESICAS DO HIPERBOLOIDE

1. Abra o link <https://www.geogebra.org/classic/cmexbdkv> e mova com o cursor para ver

como € a projecao estereografica de varias geodésicas no hiperboloide.

2. Como foi visto anteriormente, as projecdes das geodésicas pelo modelo de Riemann-
Beltrami-Poincaré sdo arcos de circunferéncia perpendiculares a fronteira do disco ou a
cordas passando pelo centro do disco de raio unitario no plano x = 0. Nessa atividade,
voce ird se concentrar no disco em si e tragar as suas proprias geodésicas, de acordo com o

seu gosto de projecao.

3. Assim, abra o link <https://www.geogebra.org/classic/fwwyk7ka> e selecione a opcao

"hyperbolic line" na janela de comando, como mostra na Figura 110.

Figura 110 — Atividade 06 - Parte 01

» AEXB R Z @
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Fonte — Autoria prépria


https://www.geogebra.org/classic/cmexbdkv
https://www.geogebra.org/classic/fwwyk7ka
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4. Clique em um ponto na borda do disco e depois em outro ponto em outra parte da borda
para criar a sua geodésica. Va criando quantas for do seu agrado, desenhando a sua

projecao.

Figura 111 — Atividade 06 - Parte 02
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Fonte — Autoria propria

5. Ao terminar, clique com o botdo direito em cada ponto e tire a selecdo da opgao "exibir
objeto" para esconder o ponto e seu rotulo, deixando a figura mais limpa. Para cada ponto,

serd necessdario realizar o procedimento duas vezes, pois eles aparecem duplicados.

Figura 112 — Atividade 06 - Parte 03
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Fonte — Autoria prépria

6. Clique no icone no canto superior direito da tela indicado na Figura 113 e exporte a sua
imagem. Faca download de sua projecdo e se for do seu agrado, utilize uma ferramenta
de edicdao de imagem para recortar e adequar o disco, retirando parte do fundo cinza em

excesso. Guarde esse arquivo, pois iremos utilizd-lo na préxima secao.
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Figura 113 — Atividade 06 - Figura 04
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Fonte — Autoria propria

7.3.3 UM MODELO ESPECIAL

Esse modelo € especial porque pode ser obtido em duas etapas, utilizando a projecao
estereogréfica duas vezes: € realizada uma projecdo do hiperboloide em um hemisfério e, em

seguida, projeta-se o hemisfério no plano r = —1.

Em primeiro lugar, € feita a projecio do hiperboloide no hemisfério utilizando o ponto

(0,0, —1) como centro de projegio.

Figura 114 — Modelo Especial: Etapa 1

Fonte — Autoria prépria

Agora, o resultado da projec@o no hemisfério é projetado no plano x = —1 utilizando o

ponto (1,0,0) como centro de projecao.

Dessa forma, obtém-se o modelo chamado de semiplano de Liouville-Beltrami.
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Figura 115 — Modelo Especial: Etapa 2

Fonte — Autoria prépria

GEODESICAS NO MODELO DO SEMIPLANO DE LIOUVILLE-BELTRAMI

As projecdes das geodésicas por esse modelo sdo determinadas por arcos de circunferén-

cia perpendiculares a reta que define o semiplano, como pode ser visto na Figura 116.

Para visualizar melhor a projecdo da geodésica por esse modelo, abra o link <https:
/lwww.geogebra.org/3d/evyg9uh9> e movimente figura com o cursor, vendo em trés dimensdes
0 que esta acontecendo, identificando os passos descritos na explicacdo de como cada passo é

realizado.

Figura 116 — Geodésica no Semiplano de Liouville-Beltrami

Fonte — Autoria prépria

Ao projetar vérias geodésicas por esse modelo, pode-se obter o que € visto na Figura
117, o que lembra a estufa do Jardim Botéanico da cidade de Curitiba-PR. Pelo link <https:
/Iwww.geogebra.org/calculator/nnjh5xth>, € possivel visualizar essa projecio, aproximando ou

afastando da figura para ver o resultado.


https://www.geogebra.org/3d/evyg9uh9
https://www.geogebra.org/3d/evyg9uh9
https://www.geogebra.org/calculator/nnjh5xth
https://www.geogebra.org/calculator/nnjh5xth

Figura 117 — Geodésicas no Semiplano de Liouville-Beltrami

Fonte — Autoria prépria

ATIVIDADE 07 - CRIANDO A SUA ARTE EM UMA PROJECAO PELO MODELO

DE LIOUVILLE-BELTRAMI DAS GEODESICAS DO HIPERBOLOIDE

Para essa atividade, serd necessdrio material para colorir e realizar a impressdo da

imagem.

1. Escolha e imprima uma das figuras que estd disponivel no anexo B. Foram feitas duas

versoes para impressao do arquivo que deu origem a Figura 117.

2. Com seu material de colorir, use a sua criatividade e pinte a figura que foi impressa,

produzindo a sua arte a partir de uma projecao.

Segue uma figura colorida para te inspirar.

Figura 118 — Semiplano de Liouville-Beltrami Colorido
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Fonte — Autoria prépria
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7.4 LADRILHAMENTO DO PLANO

De acordo com o portal Matemateca, temos que a definicao de ladrilhamento (tecelagem

ou pavimentacao) do plano € a seguinte:

A arte do ladrilhamento consiste no preenchimento do plano com poligonos,
sem superposi¢des ou buracos. Essa técnica é usada em uma grande variedade
de aplicacdes: papéis de parede, pisos decorativos com cerdmicas ou pedras,
pisos e forros de madeira, estamparia de tecidos, malharias e crochés, no empa-
cotamento ou empilhamento de objetos iguais etc. IME-USP, 2003, Acesso
em: 13 jan. 2021)

Maurits Cornelis Escher (1898-1972) é um dos artistas graficos mais famosos do mundo
e foi responsavel por expandir esse conceito, trabalhando com geometria hiperbdlica inclusive,
fazendo assim trabalhos que marcaram a sua carreira. Algumas obras sdo mostradas na Figura
119.

Figura 119 — Ladrilhamento de Escher

Fonte — (FOUNDATION; COMPANY, 2019, Acesso em: 16 dez. 2020)

Nas Atividades 04 e 07 voce ja teve as primeiras oportunidades de realizar seus trabalhos
artisticos dentro do conceito de tecelagem do plano. O estudo de projecdes permite, de forma
natural, produzir arte com as pavimentacdes. Assim, iremos dar continuidade a essa aplicacao
na proxima atividade, utilizando os arquivos que foram salvos nas Atividades 03, 05 e 06 feitas

anteriormente.

ATIVIDADE 08 - TRABALHANDO COM LADRILHAMENTOS UTILIZANDO
FERRAMENTAS DIGITAIS

1. Os arquivos salvos nas Atividades 03, 05 e 06 também sdo exemplos de ladrilhamento do
plano. Agora, € momento de produzir o seu trabalho artistico a partir de cada projecao

criada por voce.

2. Abra um arquivo de cada vez no editor de imagens de seu computador. O software indicado

€ o Paint, por ser de facil manipulagdo.
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Clique no icone que é um pequeno balde de tinta, escolha as cores e va preenchendo
os espacgos de acordo com o seu critério e gosto. Cuidado para nao clicar nas linhas e
mudé-las de cor. Caso isso aconteca, utilize as teclas ctrl+z para desfazer. D€ zoom na

figura, em espacos pequenos, pois facilita o trabalho.

4. Ao finalizar cada um, salve o arquivo e sua arte digital estd pronta.

A seguir, temos uma arte de cada projec@o para inspirar.

Figura 120 — Trabalhos Artisticos
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Fonte — Autoria prépria

Observacao 7.4. Caso ndo haja a viabilidade de utilizacdo de um editor de imagens, os trés

exemplos das possibilidades de projecoes estdo no anexo C para serem impressas e coloridas a

mdo.
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8 RELATO DE APLICACAO

Na semana de 05 a 09 de outubro de 2020, o Colégio Sui¢co-Brasileiro de Curitiba realizou
a "Semana de Workshop do EF2". A programagdo consistia em oferecer workshops com duragdo
de 2h de diferentes areas que seriam repetidos em diversos dias durante a semana (de acordo
com a disponibilidade dos professores que estavam ministrando) para que os alunos tivessem
a oportunidade de participar a cada dia de um diferente. Esses workshops foram realizados
de forma 100% remota por videoconferéncia devido ao contexto vivido de educacio remota
emergencial (ERE) em decorréncia da pandemia do coronavirus. Os alunos de 6° a 9° anos

fizeram inscri¢des e escolheram em qual participar a cada dia.

Assim, como professoras de Matemadtica do EF2 do colégio, eu, Marcela Pimenta Furtado
Damasceno, e Gisele Ana Rezler Pianaro Léwen montamos um workshop utilizando o que foi
proposto no capitulo 7 para compor a programagdo. Ofertamos a atividade durante os cinco dias

da semana e recebemos diferentes grupos com, em média, 15 alunos por dia.

Infelizmente, nao foi possivel aplicar toda a proposta porque o tempo de realizagdo
era de duas horas. Dessa forma, alguns tépicos e atividades foram escolhidos de tal forma
que tivesse linearidade e que os alunos pudessem absorver o conteido, bem como ter tempo
e disponibilidade para produzir. O titulo escolhido para o workshop foi "Um convite a arte de

projetar”e o cronograma escolhido € o que se segue:

—_—

. Criag@o de uma conta no site do Geogebra;
2. Introdugdo as projecoes;

3. Projecdo estereografica na esfera e no hiperboloide, incorporando o conceito de geodésicas

com énfase no objetivo das atividades;
4. Atividade 05;
5. Atividade 06;
6. Ladrilhamento do plano;
7. Atividade 08 utilizando os arquivos das atividades 05 e 06.
Compartilhar a tela das professoras, exemplificando e mostrando os passos foi de extrema
importancia no decorrer da aplicacdo. Além disso, foi observado que o ideal € aplicar esse

conteddo para alunos a partir do 8° ano, pois demonstram mais maturidade matemaética e em lidar

com as ferramentas tecnoldgicas. Tiveram alunos dos 6° e 7° anos que acompanharam muito
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bem, porém, os alunos que apresentaram maiores dificuldades em executar o que era proposto

foram dessa faixa etaria, necessitando de auxilio com mais frequéncia.

No momento de feedback, dentre os relatos, destacam-se que os alunos:

* ficaram surpreendidos em relacdo a proximidade da Matemadtica com a Arte;
 gostaram da oportunidade de ter contato e poder trabalhar com o software Geogebra;

* gostaram de ter a oportunidade de aprender novos conceitos que ndo sdo comumente

abordados no dia-a-dia da sala de aula;

* elogiaram a forma como foi apresentado o contetido de tal maneira que eles tivessem

tempo para produzir, interagir, ndo sendo apenas ouvintes e sim participantes do workshop.

Como resultado final, alguns dos trabalhos dos estudantes foram escolhidos para serem

apreciados.

Figura 121 — Trabalhos 1

Fonte — Acervo da autora

Figura 122 — Trabalhos 2

Fonte — Acervo da autora
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Figura 123 — Trabalhos 3

Fonte — Acervo da autora

Figura 124 — Trabalhos 4

Fonte — Acervo da autora

Porém, o destaque foi para o trabalho que se segue devido a sua criatividade, simplicidade

e sutileza.

Figura 125 — O Por do Sol de Lorenzo

Fonte — Acervo da autora
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9 CONCLUSAO

William F. Reynolds em seu artigo Hyperbolic Geometry on a Hyperboloid diz que:

Dificilmente alguém manteria a opinido de que € melhor comecar a aprender
geografia pelos mapas do que pelo globo. Porém, quase todas as introducdes a
geometria ndo euclidiana hiperbdlica apresentam modelos planos, tais como os
modelos dos discos projetivos e conformes, sem mencionar que existe um mo-
delo que tem a mesma relagdo com os modelos planos que o globo possui com
os mapas. Esse modelo, o qual é uma das duas folhas do hiperboloide, possui
mais de cem anos. (...) Mesmo assim, nio € tdo conhecido como deveria ser,
provavelmente porque, tal como o globo, requer trés dimensdes. (REYNOLDS,
1993), tradugdo nossa)

Assim, foi apresentada neste trabalho uma proposta de ensino de geometria ndo eucli-
diana para o ensino bdsico correlacionando as geometrias esférica e hiperbdlica, utilizando o
globo terrestre e o modelo do hiperboloide. Isso possibilita a aprendizagem de um novo contexto
dentro do que ja € conhecido pelos alunos. O foco foi apresentar os conceitos sem aprofunda-
mento da parte tedrica devido a faixa etdria, mas oportunizando investigagdes, utilizacao do
software Geogebra, visualizag¢des e atividades de fixacdo que proporcionam o desenvolvimento

do conteddo por parte dos estudantes.

E importante mencionar a interdisciplinariedade desse assunto o qual une matematica,
geografia e arte, agucando a curiosidade e trazendo sentido ao estudo desenvolvido. Tal fato
colabora para um processo efetivo de ensino-aprendizagem baseado no desenvolvimento de
habilidades, como € proposto na BNCC (MEC, 2018, Acesso em: 22 dez. 2020).

Alguns direcionamentos de materiais complementares sao dados ao professor na parte
tedrica para que ele possa se aprofundar no assunto, caso deseje, pois, mesmo no contexto dos
cursos de graduacao, esses topicos ndo sao comumente abordados. Além disso, ele pode adaptar
a proposta de acordo com sua necessidade e disponibilidade, aplicando em sua totalidade ou em

partes.

Na breve pesquisa bibliogréfica realizada no acervo de dissertacoes do PROFMAT nao
foi encontrado material que introduzisse a geometria ndo euclidiana a partir do modelo do
hiperboloide. De fato, poucos materiais chegam a mencionar esse modelo, principalmente em
lingua portuguesa. Dessa maneira, esperamos que esse material seja ttil para professores e alunos
no ensino e na aprendizagem de geometria ndo euclidiana, trazendo de forma clara a importincia
e riqueza de tal conhecimento, inspirando o despertar para novos mundos, tal como € dito no
titulo de (SCHENA, 2019).
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APENDICE A - CRIANDO UMA CONTA NO GEOGEBRA ONLINE

1. Entre o site <https://www.geogebra.org/> e ird abrir uma péagina similar a da figura 126

Figura 126 — Pagina inicial site Geogebra

= GeoGebra @

GeoGebra - Aplicativos Mateméticos

Ready for Tests More Great Apps

Powertul Math Apps

Materiais em Destaque

Fonte — <https://www.geogebra.org/>

2. Clique em "entrar no sistema'"no canto superior direito da tela, como estd indicado em

vermelho na figura 127.
Figura 127 — Entrar no sistema

GeoGebra - Aplicativos Mateméticos

Ready for Tests

Powerful Math Apps

Materiais em Destaque

Fonte — Autoria propria

3. Uma janela ird abrir tal como a da figura 128. Clique em "criar uma conta", indicado em

vermelho no canto inferior direito.
Figura 128 — Criar uma conta

Fonte — Autoria prépria


https://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/

94

4. Vocé serd direcionado a uma pégina tal como a figura 129. Escolha utilizar um login ja
existente, como mostra a primeira op¢ao (recomendado, pois € mais rdpido) ou preencha
os seus dados na segunda opc¢ao. Finalize de acordo com a op¢ao escolhida e seu cadastro

sera finalizado.

Figura 129 — Finalizar cadastro

Cadastre-se

Fonte — Autoria prépria

Observacao A.1. Para entrar no sistema apos ter criado a conta, siga até o passo 3 descrito
acima. Porém, ao invés de criar uma conta, vd na op¢do escolhida para login e vocé poderd

acessar o seu usudrio.
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ANEXO B - PROJECOES PARA IMPRESSAO - ATIVIDADE 07
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