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RESUMO

Neste trabalho, consideramos o produto interno de vetores de um espaco vetorial com
especiais aplicagdes no Ensino Médio através de conceitos como Matrizes, Sistemas Lineares
e Operagdes com Vetores no R2 e R3 Verificamos, também, caracteristicas de operadores
lineares definidos por projecdes ortogonais. Também estabelecemos relacdes entre vetores e
matrizes formadas por bases do R? com o intuito de melhorar e fortalecer os conhecimentos
dos professores do ensino basico, proporcionando-lhes mais seguranca e clareza ao ministrar
suas aulas, como também procuramos incentivar os professores a se atualizarem e fazer com
que os seus alunos se motivem para 0 ensino superior, em &reas que a Matematica, em
particular, a Algebra Linear esta presente. Conhecendo a definicio de produtos internos e
espacos Vvetoriais, acreditamos que o professor podera compreender melhor as técnicas e
operacOes algébricas dos contetudos por ele ensinados. Acreditamos que 0 ndo conhecimento
desta estrutura de algebra, faz com que o professor exponha de forma limitada e sem
motivacao futura, em termos de outros estudos por parte dos seus alunos no ensino medio, e é
claro, que esta visdo ou esta abordagem néo € interessante; é preciso melhorar esta visdo em
sala de aula, é preciso que o professor tenha uma visdo panoramica daquilo que ensina.
Assim, pretendemos com este trabalho apresentar os conceitos de produto interno e de
espacos vetoriais expondo-os de forma didatica, mostrando que de algum modo esta associado

aos conceitos estudados no ensino basico através de exercicios aplicados.

Palavras-chave: Algebra Linear, Produto interno, Espacos Vetoriais, Operadores

Lineares
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INTRODUCAO

Os objetos de que trata a Algebra Linear sdo vetores e matrizes, que aparecem,
por exemplo, quando procuramos as solucfes para um sistema de equacdes lineares. Assim,
sdo generalizagcdes dos conceitos de nimero. Na literatura, segundo Carvalho (2013), deveria
existir um trabalho que reunisse os conteidos do ensino bésico e introduzisse sobre eles a
ideia de algebra linear, em especifico, o conhecimento de espacos vetoriais, tema inicial de
guem estuda algebra linear. Nas escolas da educacdo basica, os alunos se deparam com 0s
contetdos diversos como FuncBes, Matrizes e Geometria Analitica, por exemplo. Estes
objetos sdo munidos de estruturas algébricas que nos livros didaticos ndo é se quer
mencionados que estas estruturas, para aqueles alunos que seguirdo estudos académicos em
areas de exata, estardo presentes na disciplina de algebra linear. Além disso, o professor deve
ter um conhecimento daquilo que se ensina de forma panoramica e neste sentido este material

deve fornecer, também, a este professor, a condicao de saber mais do que aquilo que se esta.

Com objetivo de facilitar a leitura deste material, daremos uma visao geral do que
sera feito em cada capitulo. No Capitulo 1, se baseando em Pulino (2012) e dos Santos
(1998), estudaremos os produtos internos com 0 objetivo de estender os conceitos para 0s
espacos vetoriais sobre um corpo IF. Assim, faremos a generalizacdo através do estudo de
certos tipos de aplicacGes que sdo definidas sobre pares de elementos de um espaco vetorial e
tomando valores no corpo. No capitulo 2, sob a luz de Leite (2007), Lima (2000) e Boldrini
et. al (1984), trataremos da parte da Algebra Linear que trata das propriedades comuns a
sistemas algébricos constituidos por um conjunto mais uma noc¢do razoavel de uma
combinacdo linear de elementos do conjunto. Assim, estudaremos 0s espacos vetoriais que € a
abstracdo (til deste tipo de sistema algébrico. Desta forma, este presente trabalho apresenta
um texto gradativo, concatenado, escrito em linguagem objetiva com algumas conexdes e
aplicacdes a outras do conhecimento, respeitando, porém, o rigor necessario para servir de

referéncia aos educadores e estudantes que se preparam para exercer o0 magistério.

Em relacdo as aplicagOes da teoria, incluimos exercicios resolvidos para serem
aplicados no Ensino Superior e no Ensino Médio no final de cada capitulo com o intuito de

facilitar a aprendizagem e mostrar como ensinar estes contetldos nestes niveis de ensino.



1. PRODUTO INTERNO

Na geometria Euclidiana as propriedades que nos possibilitam expressar o
comprimento de vetor e o angulo entre dois vetores sdo denominadas de propriedades
métricas. No estudo do R", em geometria analitica, definimos comprimento de vetores e

angulo entre vetores através do produto escalar
i)
r-y = E T; Yy para x, y € IR".
i=1

Nosso objetivo é de estender esses conceitos para 0s espacos vetoriais sobre um
corpo IF. O conceito de produto interno em um espago vetorial real (complexo) ¢ uma
generalizacdo do conceito de produto escalar definido em R'. Faremos essa generalizagdo
através do estudo de certos tipos de aplicacfes que sdo definidas sobre pares de elementos de

um espaco vetorial e tomando valores no corpo.

Denotamos o produto interno entre dois elementos U e V de um espaco vetorial da
seqguinte forma: (u,v). Neste capitulo apresentamos um estudamos das propriedades
geométricas que sdo atribuidas a um espaco vetorial por meio de algum produto interno
definido sobre ele. Mais especificamente, estabelecemos as propriedades basicas, e suas
aplicacdes, dos conceitos de comprimento, angulo e ortogonalidade determinadas ao espaco

vetorial pelo produto interno.

1.1. Definicdo de Produto Interno

Definicdo 1.1.1. Seja VV um espaco vetorial sobre o corpo R. Uma aplicacédo
(-, ):VxV—DR
que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Simetria: {(w,v) = (v,u) ; ¥V w,v €V
2. Positividade: {(u,u) > 0 ; VueV, com {(u,u) =0 < u =0y

3. Distributividade: (ut+w,v) = {u,v)y + {w,v) ; Vauv,weV



4. Homogeneidade: {(Au,v) = AMu,v) ; Vuv eV e € R
define um produto interno no espaco vetorial real V .
Utilizando as propriedades de simetria, distributividade e homogeneidade tém-se:

e (u. v+ w) = {u, vy + (u,w)paratodos wu, v. w € V.
° I::n.:’-.r':l = I{n.r':lparatodos u, v e Vo oe A e L.

Assim, dizemos que o produto interno, em um espago vetorial real, é uma

aplicacdo bilinear, isto é, ¢ uma aplicacdo linear nas duas variaveis.

Definicdo 1.1.2. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo C. Uma aplicacdo
(-, -} :VxV—C

que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Simetria Hermitiana: {(u,v} = {v,u} ; ¥V u,v € V

5 Positividade: t%:#) =20 ¢ Yuel, com (u,u) =10 < u=0

3. Distributividade: (ut+w, vy = (u,vy+ (w, v} ; ¥Yuovwel

4, Homogeneidade:  {Au, v} = AMu, v} ; VuvelV e eC
Define um produto interno no espaco vetorial complexo V.

Podemos verificar que com as propriedades de simetria Hermitiana,

distributividade e homogeneidade temo que:

o (u, v+ w) = (u, v}y + {u,w) para todos u, v, w e V.

o (u,dv) = dlu,v) para todos u,velV e Xe L

E importante observar que em um espaco vetorial complexo o produto interno
possui a propriedade de simetria Hermitiana, que € necessaria para garantir a propriedade de
positividade. De fato, considere um elemento u € V ndo-nulo, como V é um espago vetorial

complexo, tem—se que o elemento iu € V. Logo, obtemos



(i, iu)y = difu,u) = =1{u,u} < 0

que € uma contradi¢do, proveniente da ndo utilizacao da simetria Hermitiana.
Considerando agora a propriedade de simetria Hermitiana, tem—se que
(i, iu) = ii{u, uy = (u,u) > 0,
0 que mostra a necessidade da propriedade de simetria Hermitiana. V(o)) (o)
Definigdo 1.1.3. Um espaco vetorial (V,(-, -)) com produto interno, que denotamos por é um
espaco Vetorial V sobre o corpo F com produto interno (-, -). Um espaco vetorial real com

produto interno é denominado espaco Euclidiano. Um espaco vetorial complexo com produto

interno é denominado espaco unitario.

Exemplo: Seja B = {ey,...,e,} a base candnica do R". Todo elemento x = (x4,...,x,) €

R" é escrito de modo Unico da seguinte forma:

k)
I = E I & .
i=1

Em muitas situacdes, por simplicidade de notagdo, associamos o elemento x € R"

a matriz coluna X € Mx1 (R), tendo em vista que os espagos vetoriais séo isomorfos,

Iy

Desse modo, o produto interno usual do R" que vamos denotar por (-, -),

denominado produto interno Euclidiano, pode ser escrito como:

(x,y} = Z my =YX = VX para todos r, oy e R,

i=1
onde In € Mn(R) ¢é a matriz identidade de ordem n.

De modo analogo, no espago vetorial complexo C" o produto interno usual,

denominado produto interno Hermitiano, é escrito da seguinte forma:

(x,y) = Z n7, =YX =YX para todos =z, y € C™.

i=l1



onde Y~ ¢ a transposta Hermitiana da matriz coluna Y.

Exemplo: Considere o espaco vetorial real R* munido com o produto interno usual e com a

() base ordenada I" = {vy, V,, v3} dada por:
m = (1,0,-1) , w»s=(1,21) £ vy = (0,=3,2).

Podemos verificar facilmente que a matriz A = [a;] dada por:

2 0 =2
ai; = (v, ) = (w, ) = ap = A = 0 6 —4
-2 =4 13

¢ a matriz do produto interno usual com relacdo a base ordenada I'.

1.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Teorema 1.2.1. Seja V um espaco vetorial real munido do produto interno (-, - }. Entdo, para

todo u, v €V temos que
(uw, vy < {u,u)l{v,v).

Além disso, a igualdade é valida se, e somente se, 0s elementos u e v sdo

linearmente dependentes.

Demonstracdo — No caso em que os elementos u e v sdo linearmente dependentes, a
igualdade ¢ obtida trivialmente. VVamos considerar u e v linearmente independentes, isto é, u +

Av # Ov para todo 4 € R. Desse modo, temos que
(u+ Av,u+ Av) = {w,u) + (u,dvy + (Ao, u} + X {v, v}

(u,uy + 2A{u, v} + M{v, v} > 0

¢ uma inequagdo de segundo grau na variavel A. Note que a equacdo do segundo grau
(u, u) + 22{u, vy + M{v,v) =0
ndo possui raizes reais. Assim, devemos ter
Hu, vy = Au,u){v,v) < 0 = (u,v) < {u,u){v,v)

0 que completa da demonstracao.



1.3 Defini¢do de Norma. Norma Euclidiana

Definicdo 1.3.1. (Norma) Seja V um espaco vetorial sobre o corpo IF. Uma norma, ou
comprimento, em V é uma aplicacdo ||-|| que para cada elemento u € V associa um numero

real ||u||, que possui as seguintes propriedades:

1. Positividade: ||| =0 paora w0 , com |u]| =0 = u = .
2. Homogeneidade: |Aw| = |A| || u] pora todo w e V, A e F.
3. Desigualdade Triangular:  |lu + v| < |[u]| + ||¢| pam todos u, v € V.

Um espaco vetorial V munido de uma norma ||-|| € denominado espa¢o normado,

que denotamos por (V, ||*]| ).
Exemplo: No espaco vetorial real R" temos as seguintes normas

(@) Norma do Maximo: l#llee = max{]a:f 5 1 <i<mn}

(b) Norma-1 ou Norma do Téxi: e ll = Zl: S

Podemos verificar facilmente que as aplicacbes ||-||.. e ||-|l1 satisfazem as

propriedades de norma utilizando as propriedades de modulo de um ndmero real.

Teorema 1.3.1. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo F munido do produto interno.

Entdo, a aplicacdo q(:): V —R definida da seguinte forma:
qlu) =  (u, u) : Vue V,

satisfaz as propriedades de norma:

1. Positividade: g(u) = 0 pam u # Oy , com qlu) = 0 <= u =
2. Homogeneidade: g{Au) = |A|glu) paratodo w e V., A€ F

3. Desigualdade Triangular: glu + v) < glu) + qlv) poratodos u, v € V



Demonstracéo - Vamos provar que a aplicacdo q(-) define uma norma em V com relagdo ao
produto interno (.. -}, que denotamos por |||[2, denominada [|-||. As propriedades (a) e (b)

seguem das propriedades de produto interno.

Para mostrar que a aplicacdo ||-||, satisfaz a propriedade da desigualdade triangular,

utilizamos a desigualdade de Cauchy—Schwarz escrita da forma:
[{w, v} < |ulz|v]- para todos u, v e V.
Temos que
ludv|z = (udv, udv) = {u, u) + {(u, o) + {(v,u) + (v, v)
Inicialmente considerando um espago vetorial real, tem-se que
lutv|s = (u, u} + 2{u,v) + (v, v} < {u,u) + 2|{u,v)| + {v,v)
Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
lutvlly < (u,u) + 2[ullzllvll: + (v.v) = [ullz + 2ul2vil + o]

lutvly < (lulz + [vll2)* = llu+vlz < lull2 + [lv]2

0 que completa a prova para o caso de um espaco vetorial real.

Finalmente, para um espaco vetorial complexo, temos que

lu+v]; = (u,uy + {u,v) + {u, v} + (v, v)

= {u,u) + 2Re( {(u,v)) + (v, v)

P

(u,uy + 2| Rel (u,v})| + (v, v}
< {u,u) + 2| {u, v} + (v, v)
Utilizando a desigualdade de Cauchy—-Schwarz, obtemos
lut ol € (uu) + 20ulalols + (o 0y = Jull + 20ulalol + ol

Portanto, temos que

letvllz = (lull: + el = lutvls < el + [v].



0 que completa a demonstracéo.

Definigdo 1.3.2. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo F. Uma aplicagéo

i) VxV — R

(w,v) — diu,v)
com as propriedades:

(a) Positividade: d{u,v) =2 0, com dlu,v) = 0 <= u = v
() Simetria: d{u,v) = dlv,u) ; ¥V wuv eV

(c) Desigualdade Triangular: d{u,v) < d{u,w) + dlv,w) ; ¥V u,v,w € V

define uma métrica, ou distancia, no espaco vetorial V.

Um espaco vetorial V munido de uma métrica d(-, -) € denominado espaco meétrico, que

denotamos por (V, d(:, -) ).

1.4 Definicdo de Angulo. Ortogonalidade
Seja V um espaco vetorial real munido do produto interno (-,"). Observe que utilizando a
desigualdade de Cauchy—Schwarz mostramos que para quaisquer elementos ndo—nulos u, v €

V 0 quociente

(u, v)
[l oellz ]l

esta no intervalo [—1, 1]. Desse modo, existe um numero real 6§ € [0, 2z/ tal que

(u, v)
Feefla 1[Iz

= cos{f) .

Além disso, existe um unico valor § € [0, =] satisfazendo a igualdade. Assim,
podemos ter a nocdo de angulo entre dois elementos de um espaco vetorial munido com um
produto interno, que sera compativel com a definicdo de ortogonalidade que apresentamos a

sequir.

Definicdo 1.4.1. (Angulo) Seja V um espago vetorial real munido do produto interno (- ,). O
Angulo entre dois elementos ndo—nulos u, v € V ¢é definido como sendo o valor 6 € [0, & ] que

satisfaz a equacéo



(u, v)

cos(fl) = ————

[Foellz 1o ll2 -

Definicdo 1.4.2. (Ortogonalidade) Seja V um espago vetorial sobre o corpo IF com o
produto interno (-,-). Dizemos que os elementos u, v € V sdo ortogonais se, e somente se,

(u, v) =0, e denotamos por u L v.

Podemos observar facilmente que

[,
]
[,
=

(u, v}y =0 = cos(f) =0 = # = para 0

b2 =

mostrando a compatibilidade entre os conceitos de angulo e ortogonalidade.

Definicdo 1.4.3. Considere VV um espaco vetorial sobre o corpo IF munido do produto interno
(-,7). Seja S = {vy, - - -, Vo} um conjunto de elementos de V com (vi, vj) = 0 para i #; . Entéo,
dizemos que S é um conjunto ortogonal em V com relacdo ao produto interno (-,-). Além

disso, se ||vj|l=1paraj=1,- - -, n,dizemos que S é um conjunto ortonormal em V.

1.5 Base Ortogonal. Coeficientes de Fourier

Definicdo 1.5.1. Seja V um espaco vetorial de dimens&o finita sobre o corpo IF com o
produto interno (- ,-). Dizemos que uma base = {qi, - - -, On} de V é uma base ortogonal se S
€ um conjunto ortogonal em V. No caso em que o conjunto £ € ortonormal, dizemos que S é

uma base ortonormal de V.

Teorema 1.5.1. Sejam V um espac¢o vetorial de dimens&o finita sobre o corpo IF com o
produto interno (- ,-) e £ ={0q1, - - -, On} UmMa base ortogonal de V. Entdo, todo elemento u €V

é escrito de modo Unico da seguinte forma:

Tt
(TI'.':"!':}
i = 0% com g = ————.
; o o)

Neste caso, as coordenadas de u com relagdo a base ortogonal f sdo denominadas coeficientes

de Fourier de u com relacéo a base ortogonal f.

Demonstracédo — Dado um elemento u €V, como g = {q1, - - -, Qn} € uma base para V, existem

escalares ay, - - -, a, tais que o elemento u € escrito de modo Unico como:

T

u o= E 0

i=1
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Fazendo o produto interno entre o elemento u e um elemento g; da base ortogonal 3, obtemos

e

(w @) = > (a5 &) = (@, @) paa  i=1--,n.
i=1

Assim, temos que as coordenadas, coeficientes de Fourier, do elemento u em relacdo a base

ortogonal  sdo dadas por:

Il
=

y; = — AT i « LT

No caso em que § ¢ uma base ortonormal, temos que 0s coeficientes de Fourier do elemento u

séo dados por:

Q'f: ‘:TI.II?{:} pE]_'I_'E], é=11"'1TL1

0 que completa a demonstracéo.

Definicdo 1.5.2. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo IF munido do produto interno
(> e B ={q1,..,q; } um conjunto ortogonal em V com elementosq; # Ov para
j = 1,...,n. Os coeficientes de Fourier do elemento u € V relativos ao conjunto ortogonal

B séo definidos como:

(v, ) .

prlurart - LT,
‘:'?'i-.'?i'}

em homenagem ao matematico francés Jean Baptiste Fourier.

() O elemento g. ¢ ortogonal a todo elemento do subespago [gu, -+, Ge—1]-

(b) O subespaco Sp = [w, ---, vk] ¢ igual ao subespaco Wi = [, --- , @ ].

(c) A seqiiéncin qv, g2, -+, Qn, --- € tinica, a menos de uma constante multiplicativa,
isto €, se eristir uma oulra segiiéncia qy, qy, -+, q,, - , de elementos de V

satisfazendo as propriedades (a) e (b), entdo existem escalares ¢, € F tais que

{ﬁczﬂk‘?ﬁc pard k= 11 2711

1.6 Complemento Ortogonal
Definicéo 1.6.1. Seja V um espaco vetorial munido do produto interno (-, -) e S um conjunto

nédo vazio de elementos de V. O conjunto S+ definido por:
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St ={ueV /{u,v) =0 paratodo veS},

¢ denominado “S perpendicular”. No caso em que S é um subespago vetorial de V, 0 conjunto

St é denominado complemento ortogonal de Sem V.

Teorema 1.6.1. O conjunto S< € um subespaco de V, mesmo que S ndo o seja. Além disso,

tem-se que S N S< = {0y} no caso em que S é um subespaco de V.

Demonstragédo — Temos que S+ # @, pois (0,,v) = 0 para todo v €S. Desse modo, temos que

Oy €S4. Sejam wy, w, €S4 e v €S. Entdo, tem-se que
{wn, v} =0 e (wa,v) =0 = (wip + wa,v) = 0.

Logo, w; + w, €S<. De modo analogo, temos que A, € S+ paratodo A € IF.

Considerando agora S um subespaco de V, vamos mostrar que S N S+ = {Oy}. Tomandow &€
St NS istoé, weSLew €S. Comow € S4, temos que (w,v) = 0 para todo v € S. Em
particular para v = w, pois w € S, obtemos (w,w) = 0. Logo, w = 0y, 0 que completa a

demonstragéo.

Teorema 1.6.2. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finita munido do produto interno
("), U e W subespacos vetoriais de V. Entdo, (U + W )<= U< N W,

Demonstracéo — Inicialmente, tomamos v € (U + W), isto &, v é ortogonal a todo elemento u
+ w pertencente ao subespaco U + W. Como U cU+WeW cU + W, temos que v é
ortogonal a todo elemento de U e a todo elemento de W, isto é, v e U< e v € W, Logo, v €
U£LN w4, Assim, mostramos que (U + W)<c U+LN W4,

Finalmente, sejav € U<N W<, isto é, v é ortogonal a todo elemento de U e a todo elemento de

W. Desse modo, dado um elemento u + w € U + W, temos que
(v, u+w) = (v,u} + (v,w) = 0.

Logo, v € (U + W)<, Assim, mostramos que U< N W+ < (U + W)<. Portanto, provamos que
(U+W)L=ULN w4,

Proposicdo 1.6.1. Sejam V um espaco vetorial munido do produto interno (-,-), W um
subespaco de Ve p ={wy, -, W} uma base para W . Entdo, v € W< se, e somente se, (w;, V)

=0Qparatodoi=1,---,n.
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Demonstracéo - (=) Se v € W, isto &, (w, v) = 0 para todo w € W. Em particular, temos que

(w;,v) =0paratodoi=1,---,n.
(<) Sejaw €W, isto e, w e escrito de modo Unico como:

W= oy o b

Considerando (w;,v;) = 0, para / <i < n, temos que (w,v;) = 0. Logo, v € W<, o que

completa a demonstragao.

Exemplo: Considere o espaco vetorial IR* munido do produto interno usual (-, -). Determine

U+ do seguinte subespago.
= lew e ¥ fop-22=0}.

Note que U é uma reta no plano passando pelo origem e que tem por vetor diretor

u=(1, 2). Assim, todo elemento v = (x, y) € U<satisfaz
(v, u} =0 = x4+ 2y = 0.
Portanto, todo elemento (x, y) € U< satisfaz a equagao da reta y = —x/2.

1.7 Operadores Simétricos

Definicdo 1.12.1. Sejam V um espaco vetorial real munido do produto interno -, -), Wum
subespaco de Ve T : W —J um operador linear. Dizemos que T é um operador simétrico em
W se

(T{u), vy = (u,T(v))

para todos u, v € W.

Teorema 1.7.1. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre o corpo IF com o
produto interno (-, *), f = {q1, - - -, On} UMa base ortonormal para V e T um operador linear
sobre V . Entdo, a matriz A = [T]g do operador linear T com relacdo a base ortonormal S é
dada por a;; = (Tq;, q;).

Demonstracdo — Como S = {g1, - - -, Qn} € uma base ortonormal para V, temos que todo

elemento u €V é escrito de modo Unico como
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=

u o= (. g ) g

.
1l
—

Desse modo, temos que o elemento T(g;) €V e escrito de modo unico como:

e

T(q) = > (T(ss) a)a para

i=1

Il
=

I

Portanto, os elemento da matriz A = [aij], que € a matriz do operador linear T com relagéo a

base ortonormal £, séo dados como:
ai; = (T{q;), @} para i, 7=1---.mn,

0 que completa a demonstracéo.

Teorema 1.7.2. Sejam V um espaco vetorial real de dimensédo finita com o produto interno
¢, ) f={q1, - - -, qn} uma base ortonormal para V , T um operador linear sobre Ve A = [T]g

a matriz do operador T com relacdo a base ortonormal f . Entdo, T é um operador simétrico

se, e somente se, A é uma matriz simétrica.

Demonstracéo — (=) Vamos denotar por A = [aij] a matriz do operador T com relacdo a base

ortonormal ., temos que
ayg = (T{y). @) = (g5, Ta)} = ag.
Logo, T é um operador simétrico.

Definicdo 1.7.2. Sejam V um espaco vetorial real munido do produto interno (-, ), W um
subespaco de V e T - W — V um operador linear. Dizemos que T é um operador anti—

simétrico em W se
(T({u), vy = —=(u, Tv))

paratodos u,v éW.
1.8 Operadores Hermitianos

Definicdo 1.8.1. Sejam V um espaco vetorial complexo munido do produto interno (-, ), W
um subespaco de Ve T : W — V¥V um operador linear. Dizemos que T é um operador

Hermitiano em W se
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(T(u), v}y = (u, T())

para todos u, v € W. Nesta secdo é importante recordar o conceito de transposta Hermitiana de
uma matriz A = [a;] € IMy(C), que denotamos por A* que € definida da forma A*= [a;].

Assim, dizemos que A € IM(C) € uma matriz Hermitiana se A*= A.

Teorema 1.8.1. Sejam V um espaco vetorial real de dimensdo finita com o produto interno
¢, ) f={qs, - - -, qn} uma base ortonormal para V , T um operador linear sobre Ve A = [T]g

a matriz do operador T com relagdo a base ortonormal 4. Entdo, T € um operador Hermitiano

se, e somente se, A é uma matriz Hermitiana.

Demonstracéo - (=) Vamos denotar por A = [aij] a matriz do operador T com relacéo a base

ortonormal 3, temos que
ai; = (T{a), ) = (a5, Tlg)) = (Tla), @5} = @i
Logo, A= [T]g ¢ uma matriz Hermitiana.
B

(<) Utilizando o resultado do Teorema 1.12.1 e a hipotese que A = [T]; € uma atriz

Hermitiana, temos que

ay; = (T{ay), @} = @ = (T{w), a5} = Ly, Tw)).
Logo, T é um operador Hermitiano.

Teorema 1.8.2. Considere V um espaco vetorial complexo munido do produto interno (-, -) e
T um operador linear sobre V. Entdo, T é Hermitiano se, e somente se, (T (u),u) € IR para

todou €V.

Demonstracdo — Tomando a hipdtese que T é um operador Hermitiano. Para todo u €V,

temos que

T, T = (T(u), u} = (u,T(w)} = (T(u),u} € R.
Considerando a hipdtese de que (T'(u), ui) €IR, temos que

(T(u),u) = {u, T(u)} = (v, T(u)}) paratodo u € V.

Portanto, temos que T é um operador Hermitiano, o que completa a demonstracao.
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Definicdo 1.8.2. Sejam V um espaco vetorial complexo munido do produto interno (-, ), W
um subespaco de Ve T : W — V um operador linear. Dizemos que T é um operador anti—
Hermitiano em W se

(T{u), v) = —=(u, T(v))

para todos u, v e W.

1.9. Exercicios

As questbes abaixo estdo divididas em questdes aplicaveis ao Ensino Superior (1,
3 e 5) e questdes aplicaveis ao Ensino Médio (2, 4 e 6). Mostrando formas de como explicar

este conteudo com complexidades diferentes.

1. Fixado o vetor unitario u = (aq,..,a,), seja P: R™ — R" o operador linear definido
por P.v = pr,(v) projecdo ortogonal de v sobre o eixo de u. Mostre que P* = P,
determine o Ndcleo de P, as matrizes de P, de | — P, e da reflex&o ortogonal H = | — 2P em

torno do ndcleo de P.

Solucgéo:Inicialmente temos por definicdo que

<u, >
<uu>

Pv =pr)= Uu=<uv>u (< u,u >= 1 pois, u € unitario)

Portanto temos que: P2.v = P(P.v) = P(u,v >.u) =< u,<u,v>u>=<u,v ><
uu>u=<uv>u=Pv Vv eR"

Logo, P2 = P

Para o calculo do ndcleo, noteque <u,v>u = 0 ©<u.v>= 0

Logo,

NP) ={v eR*Pv=0={veR*/<uyv>u=0}={v eR*/<u,v>

=0} =ut
Ou seja, 0 nucleo de P é o conjunto dos vetores perpendiculares a u.
Para calcular a Matriz de P, observe que a i-ésima coluna dessa matriz ¢ dada por
Ple;)) =<u,e; >u= a;.u=(a,a..,a,a;)

Logo, a matriz de P € dada por a;; = a;.q;.
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0,i#j

1i=j*%2

Dai ¢ facil ver que a matriz de | — P ¢ dada por b;; = §;; — a;.a;, onde &;; = {
Matriz H = | - 2P € dada por ¢;; = §;; — 2a;.q;.

Explicitamente temos:

a;a; - 410y
anp@y - ApQy

1-ayaqy - a,a,
an,aq o 1—=aua,
1-2a,a; - 2a4a,
[I-2P] = ( : : )
2a,a4 o 1-=2a,a,

vz V2

> 2) € R, seja P: R* — R? dado por Py = (u,v).u, a projecéo

2. Seja 0 vetor u = (

ortogonal em torno do eixo de u.
a) Determine Py,
b) Verifique que P>=P

€) Seja a matriz de P em relag@o a base canonica o = {(1, 0) | (0,1) }. Verifique que A’= A.
Solucéo:

a) P(X'y) = (u, ‘U) u

Pey = (2, D), (x,3)) - (2, 2)

V2 | xV2\ (V2 V2 +y x+
Per=(F+ ) (£ D) =G 15+ D=2
YV 2t x+y+x+y x+y+x+y v Xt
b) P’y = P(Pixy) = P(7, =~ ( L, —2 )—( =57 = Piy)

11
OPuy=G32)  Pon=G3)

1 1
— x—[|2 2
_[P]o(_ 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

- —_ _ - _+_ _+_ _ -

A2: 2 2 2 2 —| 4 4 4 4 ) — 2 2 =A

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

- —_ _ - _+_ _+_ _ -

2 2 2 2 4 4 4 4 2 2
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Q\E —V2+VZ —V2+2 N
2'

DP(33) = =5 =(33)

(5= ) =l =00

2° 2 2 2 212

3. Seja a um vetor ndo nulo no espaco vetorial E, de dimensédo n, munido de produto interno.
Paratodo b € R", prove que o conjunto V = {v € E; < v,a >= b}é uma variedade afim de

dimensdo n — 1. Dado v, €V, mostre que v eV se, e somente se v — v, € ortogonal a a.
Solucéo:

Dadosx,yeVete R,como < x,a >=<1y,a > = btemos diretamente que
<A-t)x+ty,a>=0-t)<x,a>+t<y,a=(1-t)b+b=0>b.

Implicando (1 —t)x +ty € V.

Logo, V é uma variedade afim.

Agora, seja A: E » Rdada por A.v =<wv,a >. E claro que A é uma Transformag&o
Linear, e ainda temos que a dimensdo de Im(A) é 0 ou 1, visto que a Im(A) < R. Mas como
A é ndo nulo, entdo A ndo é identicamente nulo, impossibilitando dim(Im(A)) = 0. Logo,
dim(Im(4)) = 1.

Pelo teorema do ndcleo e da imagem, temos entéo:
dim(E) = dim(N(4)) + dim(Im(4)) = n = dim(N(4)) +1 = dim(N(4)) =n—1

Tomando entdo qualquer v tal que A vo = b (podemos tomar assim pois A é Sobrejetiva)

temos que v, € V e além disso

veV e<va>=beo Av=Arv, o Av—-1)=0v—-—1v,E N(A) ©vED, +

N(4)
isto implica que

V =v,+ N(A),oquenosdadimV = dim(N(A)) = n- 1.
Alémdisso, v eV @ v —vy € N(A) & <v —1vy,a = 0.

4. Seja o vetor a = (1, 2, 3) e b = 6. Determine o conjunto V = {v e R®/ (v,a) = b}. Verifique
que v, =(1,1,1) e VequeVvEeYV,V-v, e ortogonal a a.

Solugéo:
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V = (x,y,2)(via)=>b

(%,9,2),(1,23))= 6 = x + 2y + 3z = 6 éumplanodo R?

Observe que v, é solugdo 1 + 2.1 + 3.1 = 6.Logovy eV,

DadoveV,v = (x,y,2z) = (6 -2y —32,y,2)

Sejav —vo = (5-2y-3z,y —1,z—1)
(v—vo,a)=((5—-2y—-3z,y—1,z—1).(1,23))=5-2y-3z + 2y-2 + 3z -3 =

0. Portanto v — vo é ortogonal a «.

5 Seja r={(1—-t)u+tv;t € R} a reta que liga uavem E, com u#v. Dado que w €

E, prove que, tomando:

<w-uv-—u>

|v—ul?

Obtém-se 0 ponto 0 ponto x = (1 — t)u + tv de r mais proximo possivel de w, ou seja, tem-

se:
Ix —wl| <ly—wl

Para qualquer outro ponto y € r.
Solucgéo:

Sejax : R — E dada por x(t) = (1 —t)u + tv.Considere f:R - R dada f(t) =

lx(t) — wl?,
temos entao
fO=l1-du+tv—wlr=lu—w+tlv—uw)l|?=

=lu—wl?+2<u—-w,v—u>t+ |v—ul?t? ouseja como u # v,temos que f é uma
funcdo quadratica. A concavidade de f é para cima, pois:

lv—ul?>0,

além do mais o valor de t que minimiza f(t) também minimiza |x(t) — u]|.

s ’ . . b 2<u-w,v—u> _ <w-u,v-u>
Ovalor minimo de f é atingido quando ty = —— = — =
2a 2|lv—u|? lv—u|?

Observando que Im(x) = r, temos que x(t,) = (1 —ty)u + tyv € o ponto da reta r mais

proximo de w.
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6.Seja r = {(1-t)u + tv/t €R} a reta que liga u a v em R? e tomando u =
(-1,2),v = (2,3)ew = (5,2), determine:

a) As equagOes paramétricas de r.

r=(x),yt) = QA-tHu + t.v =1 -t)(-1,2) + t(23) =

= (t—1,2-2t) + (2t,3t) = (3t —1,t—2).

{X(t)=3t—1
y(t) =t+2
b) A equacéo reduzida da retar.
x+1
x(t) =3t—-1->3t=x+1->t = 3
y@) =t+2->t=y-2
x+1 y-—2 1 7

3 1 —>3y—6=x+1—>3y=x+7—>y=§x+—
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2 ESPACOS VETORIAIS

Definicdo 2.1.1. Seja um conjunto V, ndo vazio, sobre o qual estdo definidas as operacgdes

adicédo e multiplicacdo por um escalar, ou seja,

YVuve V,utve V
Vaoe R, Vue V,aue V.

O conjunto V com essas duas operacfes é chamado espaco vetorial real (ou espaco vetorial

sobre R) se as seguintes propriedades forem satisfeitas:

A) Em relacdo a adicdo: Vu,v,w eV

Al) Comutatividade: (u+v)+w=u+ (v+w)

A2) Associatividade: u+v=v +u

A3) Elemento Neutro: 30e Vtalqueu+0=u

A4) Elemento Simétrico: 3 -u eV talqueu + (-u) =0

M) Em relagdo a multiplicacdo por escalar: Vu,veVeVa B ER
M1) Associatividade: (a.p).u = a.(B.u)

M2) Distributividade para a Adi¢ao de Elementos: (o + f).u=o.u + p.u
M3) Distributividade para a Multiplicacdo por Escalar: o.(u + v) = a.u + a.v
M4) Elemento Identidade: 1.u = u

Exemplo: V=R2={(X,y) / X, y € R } é um espaco vetorial com as opera¢des usuais de

adicdo e multiplicacdo por escalar:
(X1, Y1) + (X2, ¥2) = (X1 + Xz, Y1+ Y2)

a.(X, y) = (ax, ay)

Exemplo,: Os conjuntos R3, R*, ..., R" sdo espacos vetoriais com as operacdes usuais de

adicdo e multiplicacao por escalar.

Exemploz. V = M(m,n), o conjunto das matrizes reais m x n coma soma e o produto por

escalar usuais. Em particular:
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a) V = M(n,n) o conjunto das matrizes quadradas de ordem n;

b) V = M(1,n) = {[a11, a1z, ..., &1n]; &j ER}, também identificado com V = R" séo

espacos vetoriais relativamente as mesmas operacoes.

Exemplos: O conjunto P, = {ap + ax+ ax2 + ... + ax"; & €R} dos polindmios com
coeficientes reais de grau < n, em relagdo as operagdes usuais de adigdo de polinbmios e
multiplicacdo por escalar. Em particular, o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a

2, P, = {ap + a;x+ a,x%; a; € R} € um espaco vetorial relativamente as mesmas operacoes.

2.1. Propriedades dos espacos vetoriais

Da definicdo de espaco vetorial V decorrem as seguintes propriedades:
i. Existe um Unico vetor nulo em V (elemento neutro da adi¢éo).

ii. Cada vetor u € V admite apenas um simétrico (-u) €V.

iii. Para quaisqueru,v,w € V,seu+v=u+w,entdov=w.

iv. Qualquer que sejav € V, tem-se —(-v) = v.

v. Quaisquer que sejam u, v € V, existe um e somente um w € V tal que u + w = v. Esse

vetor w sera representado por w = v — u.

vi. Qualquer que sejav €V, tem-se Ov = 0.

vii. Qualquer que seja A ER, tem-se A0 = 0.

viii. Se Av =0, entdo A= 0 ou v =0.

ix. Qualquer que sejav €V, tem-se (-1)v = -v.

X. Quaisquer que sejam u, v € Ve A € R, tem-se (-A)v =A(-V) =— (Av).
2.2. Subespacos vetoriais

Definicdo: Dado um espago vetorial V, um subconjunto W, ndo vazio, € um subespago

vetorial de V se:
I. Para quaisquer u,v € Wtem-seu +v e W.

ii. Para qualquer o € R, u € W, tem-se a.u € W.
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Obs;: As condigdes da definicdo garantem que ao operarmos em W ndo obteremos um vetor
fora de W. De modo que W é ele proprio um espaco vetorial.

Obs,: Qualquer subespaco W de V precisa necessariamente conter o vetor nulo (condicéo (ii)

para 0 = o).

Obss: Todo espaco vetorial admite pelo menos dois subespacos (chamados subespacos

triviais), o conjunto formado somente pelo vetor nulo e o proprio espago vetorial.
Exemplos: Sejam V = Rz2e W = {(X, 2x); X € R}.

Evidentemente, W # @, pois (0,0) € W.

Verifiqguemos as condicdes (i) e (ii).

Para u = (X1, 2X1) e V = (X2, 2X2) € W, tem-se:

LU+ V= (X, 2X1) + (X2, 2X2) = (X1 + Xo, 2X1 + 2X2) = (X1t X2, 2(X11X2)) € W, pois a segunda

componente de u + v é igual ao dobro da primeira.

il o.u=a(xg, 2X1) = (ax1, 2(ax1)) EW, pois a segunda componente de a.u é igual ao dobro da
primeira. Portanto, W é um subespaco vetorial de RZ que representa geometricamente uma

reta que passa pela origem.

Observemos gque ao tomarmos dois vetores u e v da reta que passa pela origem, o
vetor soma ainda é uma reta que passa pela origem. E se multiplicarmos um vetor u da reta
por um niimero real a, o vetor a.u ainda estard nesta reta. O mesmo nédo ocorre quando a reta

ndo passa pela origem. Por exemplo, a reta
W ={(x, 4 — 2xX); X €ER}
ndo é um subespaco vetorial do R2.
Se escolhermos os vetores u = (1, 2) ev = (2, 0) de W, temos u + v = (3, 2) ¢ W.
Ainda a.u € W, para a # 1.

Os exemplos destas duas retas sugerem, para qualquer subconjunto W de um
espaco vetorial V, que: sempre que 0 ¢ W, W néo é subespaco de V. No entanto, se 0 € W
ndo nos enganemos pensando de imediato que W seja subespaco de V, pois sera necessario

verificar as propriedades (i) e (ii).
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Para V = R?, os subespacos triviais sdo {(0,0)} e o prdprio R%, enquanto que 0s
outros subespacos (subespacos proprios) sdo as retas que passam pela origem.

Exemplo,: Sejam V = R* e W = {(x,y,z,0); x,y,z €R}. (0,0,0,0) EW
Para u = (X1, Y1, Z1, 0) e v = (X2, Y2, Z2, 0) € W:

. U+ V= (X, Y1, 21, 0) + (X2, Y2, Z2, 0) = (X1 + Xo, V1t VYo, 21+ Z2, 0) € W, pois a quarta

componente é nula.

ii. au = a(x, Y1, 21, 0) = (axy, ay1, az;, 0) € W, pois a quarta componente é nula. Logo, W é

subespaco vetorial de R*.

Exemplos: Sejam V = M(3,1) e W o conjunto-solugédo de um sistema linear homogéneo a trés
variaveis. Consideremos o sistema homogéneo.
a x+a,y+az=0

Ay X +d,V+a,z=0

g X+ dy,V+agz=0
Fazendo:
dy @y gy X 0
A=la, a, a,| X=|y e 0=|0|, osistema, em notacio matricial, sera dado
ay, @y g z 0

por AX =0, sendo X elemento do conjunto-solugdo W.
X Ay
Seu=X,=|y| e v=X, =y, | sio solugtes do sistema, entdo: AX, =0e AX> =0.

I I3

i. Somando essas igualdades, vem: AX;+ AX,= 0 ou A(X1+ X;) =0 = X+ X, € W, isto €, a

soma de duas soluc@es é ainda uma solu¢do do sistema.

ii. Multiplicando por a € R a primeira igualdade, vem: a(AX1) =0 ou A(0X3) =0 = aXj €
W, isto é, o produto de uma constante por uma solucgdo é ainda uma solucgdo do sistema. Logo,

0 conjunto-solucdo W do sistema linear homogéneo é um subespaco vetorial de M(3,1).

2.3. Combinacéo linear
Definicéo 2.5.1. Sejam os vetores vy, v,, ..., v, 0 espaco vetorial V e os escalares aj, ay, ..., an.
Qualquer vetor v € V da forma a;vi+ apvo+ ... + apvy, € uma combinagdo linear dos vetores

V1,V3, ..., Uy,
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Exemplo: Em Py, o polindmio p=5t* —5¢t+7 uma combinagdo linear dos polindmios

p,=t"=2t+1, p,=t+2 e p,=2t"—t ,pois p=3p +2p, +p,.
2.4. Subespacos gerados
Definicdo 2.6.1. Seja V um espago vetorial 4=1{v,,v5,....v, }CV, 42 d.

O conjunto W de todos os vetores de V que sdo combinacdo linear dos vetores de A é um

subespaco vetorial de V.

W ={weV;v=aqv; + ayv, + ...+ ayv,; a4,a,,...,a, € R} é dito subespaco gerado

pelo conjunto A.

Notagio: W=[v,1,,...,v, ] ou W =(G{4).

i.vy,V,,..., Uy SA0 ditos vetores geradores do subespaco W.
ii. Por definigdo: A = ® <[] = {0}.

i, A CG(A), ou st e b Db, 1

iv. Todo subconjunto A de V gera um subespaco vetorial de V, podendo ocorrer G(A) =
V. Nesse caso, A é o conjunto gerador de V.

v.Seja W = [v,v,,...,v, |- Ao acrescentarmos vetores de W ao conjunto dos geradores,

0S NOVOs conjuntos continuardo gerando 0 mesmo subespago W.

vi. A observacdo 5 nos permite concluir que um espaco vetorial pode ser gerado por uma

infinidade de vetores, mas existe um namero minimo de vetores para gera-lo.
2.5. Dependéncia e independéncia linear

Definigdo 2.8.1. Sejam V um espago vetorial,

A ={v],v2,...,vu}CV e av, ta,n+..t+a v, =0,
O conjunto A diz-se linearmente independente (L.l.) ou os vetores vy, vy, ..., Uy,
sdo ditos L.I., caso a equacdo acima admita apenas a solucgdo trivial a; =0, a, =0, ..., a, = 0.
Se existirem solucgdes a; # 0 para algum i = 1, 2, ..., n, diz-Se que 0 conjunto é linearmente
dependente(L.D.).

2.6. Propriedades da dependéncia e da independéncia linear
Seja VV um espago vetorial A ={v,v,,...,v, }
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1. SeA={v}cVev#0,entdao A¢L.L

2. Considera-se por defini¢do que o conjunto vazio @ ¢ L.I.

3. Se um conjunto A c V contém o vetor nulo, entdo A é L.D.

4. Se uma parte de um conjunto A cV é L.D., entdo A é também L.D.

5. Se um conjunto A cV é L.1., entdo qualquer parte de A é também L.I.
Observemos que a reciproca desta afirmacao ndo € verdadeira.

De fato, voltando ao exemplo (d), A = {(1,0), (0,1), (3,-2)} temos que qualquer subconjunto
préprio de A é L.I.

AL = {(1,0)}, A2= {(0,1)}, A3={(3,-2)}, Ad= {(1,0), (0,1)}, A5= {(L,0), (3,-2)}, A6 = {(3,-
2), (0,1)}.

Porém verificamos que o conjunto A é LD.

6. Se A={v,v,,...v.} éLIe B={v,v,,...,v,,w} é LD, entdo w é combinagio linear dos

VELOTES V),V ¥, .

2.7. Base de um espaco vetorial

Passamos agora a tarefa de atribuir uma dimens&o a certos espagos vetoriais.
Apesar de associarmos usualmente dimensao a algo geométrico, precisamos encontrar uma
definicdo algébrica adequada da dimensdo de um espaco vetorial. Isto sera feito através do
conceito de uma base para o espaco vetorial.
Definicdo 2.10.1 Seja V um espago vetorial sobre o corpo R. Uma base de V é um conjunto
linearmente independente de elementos de V que gera V.
Um conjunto B = {v,, v,, ..., v,} © V é uma base do espaco vetorial V se:
i) BéLl,
i) BgeraV.
Exemplo:: B ={(1, 1), (-1, 0)} é base do R%

OBS: quaisquer dois vetores ndo colineares do R?, portanto L.I. formam uma base desse

espaco.

B = {(1, 0), (0, 1)} é base do R?, denominada base canonica.
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Teorema 2.10.1. Seja V um espago vetorial sobre o corpo IF finitamente gerado pelos
elementos do conjunto S = {vy, - - -, vp}. Entdo, podemos extrair do conjunto S uma base para
V.

Demonstracédo - Se {v,,v,, ..., v,} € V sdo linearmente independentes, entdo eles cumprem
as condicOes de base, e ndo temos nada a fazer. Se {v,,v,,...,v,} € V sdo linearmente

dependentes, entdo existe uma combinagéo linear nula.

o+ o+ oepn, = e

com os coeficientes ¢; ndo todos nulos. Digamos que ¢, # 0. Desse modo, temos que

] Ci—1
ey = ——17 — +++ —
e e

he—1

Assim, os elementos vi, - - -, V41 ainda geram V. Se {vi, - - -, V41} for linearmente
dependente, repetimos o processo anterior e extraimos o elemento, digamos v,-;, que é uma
combinacéo linear dos outros. Repetindo esse processo um namero finito de vezes, obtemos
um subconjunto de {vi, - - -, v,} formado com m elementos linearmente independentes {vy, -

-+, Vm} que ainda geram V, com m < n . Assim, obtemos uma base para o espaco vetorial V.

Teorema 2.10.2. Seja V um espaco vetorial gerado por um conjunto finito de elementos vy, - -
-, Vp €V. Entdo, todo conjunto linearmente independente de V é finito e contém no maximo n

elementos.

Demonstracdo — Para provar o teorema, basta mostrar que todo subconjunto W de V que

contém mais de n elementos é linearmente dependente. Seja W um tal conjunto.

Em W existem elementos distintos wq, - - -, Wy, com m > n. Como os elementos vy, - - -, Vy

geram V, existem escalares cjj tais que

Tr
wy = E 5 T : =1 - . m
i=1

Consideramos agora uma combinacdo linear dos elementos de W, isto é,

i3 T Tt Tt
a4 o b Aty = E o E City = E E 4 O "
i=l1 i=1

i=1 i=1



27

Como m > n, podemos encontrar escalares oy, - - -, am, N80 todos nulos, solugdo do sistema

linear homogéneo

Tt

Zr.‘t-j;r?ujzll] : i=1, «««, 1.

i=1

Logo, ol w1 + - - - + om Wy = Oy com algum ai # 0. Portanto, mostramos que W ¢é um

conjunto linearmente dependente em V.

Definicdo 2.10.2. Dimensdo de um espaco vetorial € 0 nimero de vetores da base de um
espaco vetorial. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo IF. Dizemos que V é um espaco
vetorial de dimensdo finita se V possui uma base finita.

Exemplo:
i. dimR*=2
ii. dimR"=n

iii. dim Mz (R) = 4

iv. dimMpyxp=m-n

v. Seja P, 0 polinbmio de graun, dimP,=n+1

vi. dim {0} =0, pois {0} € gerado pelo conjunto vazio e portanto ndo possui base.
Observacoes:

i. dimV =neW ésubespaco de V = dim W <n

No caso de dim W = n, entdo temos que W = V.

Caso Particular: Seja V = R®, entdo dim V = 3. A dimenséo de qualquer subespago W do R®

sO podera ser 0, 1, 2 ou 3. Portanto temos:

a. dimW =0, entdo W = {(0,0,0)} € a origem.

b. dim W =1, entdo W é uma reta que passa pela origem.
c. dim W =2, entdo W é um plano que passa pela origem.
d. dim W =3, entdo W = R®.

ii. Se dimV =n, entdo qualquer subconjunto de VV com mais de n vetores é LD.
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iii. Se soubermos que a dim V = n, para obtermos uma base de V basta que apenas uma das
condicBes de base esteja satisfeita, pois a outra ocorrerd como consequéncia. Ou seja:

a. Se dim V = n, qualquer subconjunto de V com n vetores LI é uma base de V.
b. Se dim V =n, qualquer subconjunto de V com n vetores geradores de V é uma base de V.

Corolério 2.10.1. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita. Entdo, quaisquer duas bases

de V tém o mesmo numero (finito) de elementos.

Demonstracao — Vamos supor que
o= {oy, o, v} e = {wn, e, Wt

sejam duas bases finitas para V.

Como = {vi, - -,VatgeraVey={wy- -, Wn}té linearmente independente em V, pelo

Teorema 2.10.2 temos que m < n.

Por outro lado, como y = {wy, - - -, Wy} gera v e B = {v1, - - -, Vo} € linearmente independente
em V, pelo Teorema 2.10.2 temos que n < m. Portanto, mostramos que m = n, o que completa

a demonstracao.

3. OPERADORES ORTOGONAIS

3.1. Matriz Ortogonal

3.1.1 Definicéo de Matriz Ortogonal

Uma matriz M, «, é dita ortogonal quando sua inversa é igual a sua transposta, isto €, quando
M~t=M

Ou seja, M € ortogonal quando:

MM =1

§N|§|

Exemplo: A matriz é ortogonal.

NED)

™|

3.1.2 Propriedades

1. A inversa de uma matriz ortogonal € uma matriz ortogonal.
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2. O determinante de uma matriz ortogonal M é 1 ou -1.

3. Uma matriz é ortogonal se, e s0 se, suas colunas séo vetores ortonormais (com relacéo ao
produto interno usual de R™). O mesmo vale para as linhas.

4. O produto de duas matrizes ortogonais € uma matriz ortogonal.

3.2 Definic@o de Operadores Ortogonais

Seja V um espaco vetorial euclidiano, isto €, um espaco vetorial de dimenséo finita, munido
de um produto interno. Um operador linear T: V — V é dito ortogonal quando preserva a
norma de cada vetor, isto é, |T (v)| = |v| paratodov € V.

Exemplo:

Seja V = R3 munido do produto interno usual. O operador linear T : R3 — R3 definido por:

—-6Xx 3y 2z 2x
7 7 7

o

T(xy,z) = (37x + 27y + 6—72 - 372) é ortogonal.

)

3.1.4 Propriedades:

Seja V um espaco vetorial euclidiano com produto interno <, >. Sdo validas as seguintes
propriedades:

1. T: V - V é ortogonal se, e somente se, preserva o produto interno, isto €, se, e somente se,
< T(u), T(v) >=<u,v>paratodosu,veV.

2.5eT,S:V — V sdo ortogonais, entdo T o S:V — V é ortogonal.

4 Seja B ={w;,w,, .., w,}éumabase ortonormalde V. T :S — V é ortogonal se, e
somente se, Bt = {T(w;), T(w,), ..., T(wy)} é uma base ortonormal de V.

5 Seja B uma base ortonormal de V. T: V — V é um operador ortogonal se, e somente se, a
matriz [T] de T com relacdo a base B € uma matriz ortogonal.

Exemplo:
Seja T: R3— R3 a transformacéo linear dada por:

T(x,y,z) = (x+y+zx—y+2z2x+2y—32)

Determine a matriz de T' na base V = {vy,ve,va}, onde vy = 4—5 (1,1,1),19 =
A )

ﬁu.—l.m £ Uy = Tlr (1,1,-2).
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3.3 Exercicios

As questbes abaixo estdo divididas em questdes aplicaveis ao Ensino Superior (1,
3, 5 e 6) e questdes aplicaveis ao Ensino Médio (2, 4 e 7). Mostrando formas de como

explicar este conteido com complexidades diferentes.

1.Sejaf: R" > R"uma funcdo tal quef(0)=0 elf(u) —f(v)|= |u—v|para

quaisquer u,v € R. Prove:

a) Para todo v € R", tem — se que |f(v)| = |v|

b) Para quaisquer u,v € R" tem — se que < f(u),f(v) >=<u,v >
c) Os vetroes u; = f(eq), ... ,u, = f(e,) formam uma base ortonormal
d) Paratodov = x;e; + -+ + X,e, € R", tem-se < f(v),u; > = x;, logo
f(v) = xquq + -+ + xquy,

e)f: R™ - R" é um operador linear, logo é ortogonal

Uma funcdo g: R™ — R"chama-se uma isometria quando |g(u) —g(v)| = |u — v|para
quaisquer u,v € R". Conclua que todo isometria tem a forma g(v) = A.v + b, onde
A: R™ - R"™ é um operador linear ortogonal e b € R™ € um vetor constante (independente
de v)

Solucéo:

a) Oraparatodo v € R*temosque |f(v)|=I|f(v) +0| =|f(v) + f(0)] =|v+0|=|v|
b) Observe que:
lu—vP=<u-vu—-v>=<uu>-2<uv>+<vV,v>=
=lulP-2<uv>+? a2<uyv>= %(Iul2 + |v|? = lu — v|?).
Assim, <u,v>= %(Iul2 +v|]2=|u—v]?) = %(|f(u)|2 +IfWI* -
JSu—fv2=
=<f),f(w) >
c) Peloitema) |u;| = [f(e)| = |e;| = 1 epeloitemb) <u;,u; >=< f(e), f(ej) >=
=< e;e >= 6;.Logo {uy, ..., u,} € uma base ortogonal.
d) Para v =1x.e; + -+ x,e, temos < f),u;>=<fW),f(e)>=<v,¢; >=x;

sendo assim, considerando o vetor x;u; + -+ + x,u, , temos que
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< f) = (ug + -+ xup), u; >=< f(v),u; > — < XUy + -+ XUy, U > =
= x; — x; = O para cada i. Portanto f(v) — (xquqy + -+ x,u,) = 0=
= f() = (e ug + - + xUy)
e) Dadosv = x;e; + -+ x,ep,€ W= y,e; + -+ y,e, temos
v+ Aw = (x; + Ay )er + -+ (x, + Ay, ) e, € assim pelo item anterior:
f+Aw) = (x; + Ay Duy + -+ (xp + Ay)uy, =
= (xuq + -+ xuy) + Ayuy + -+ you,) = f(v) + Af(w). Logo, f é operador

linear. Como f preserva distancias, temos que f é ortogonal.

Por fim, se g : R™ -» R"satisfaz |g(u) — g(v)| = |lu — v|, tomando b = g(0), a fungdo
dada por A(v) = g(v) — b satisfaz A(0) = 0 e |[A(w) —AW)| = |glw) —gv)| =

|lu — v|. Logo, A é operador ortogonal. Dai temos g(v) = A.v + b.

2. Seja Ty: R? — R? a rotagdo de angulo 6, no sentido anti-horario dada por:
Te(X,y) = (xcos @ — ysen 8 |x sen 8 + ycosH)

Verifique que:

a) Ty (0,0)=(0,0)

b) [Te(w) — Te(W)| = |u—v|
) [To(w)| = |ul

d) (To(w),Te(v) )= (u,v)

Solucéo:
a) Ty (0,0) = (0,0)
Ty (0,0) = (0.cos & — 0.sen 6, 0.sen & + 0.cos #) = (0,0)

b) ITe(w) = To(W)| = |u — v

u=(ab) v =(c,d)

To (U) = (a.cos 8 — b.sen 6, a.sen 6 + b.cos 0)

To (v) = (c.cos 0 —d.sen 6, c.sen 0 + d.cos 0)

|To(w) — To(v)| =|(a—c)cos 8 — (b —d)sen6,(a—c)send + (b —d)cos 6)|

J[(a—c)sen® — (b —d)cos 0]2 + [(a — c)sen 8 + (b — d)cos 0] 2

J(a—c)2(sen?6 + cos?) + (b — d)2(sen? + cos26)
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Va-o? +®-d?=|(a-cb-dl=1(ab)—(cdl=u-v|
¢) ITo(W| = |ul u=(xy)

[Ty (x,y)| = |(xcos8 — ysen6, xsenf + ycos6|

\J (xcos8 — ysenf)? + (xsenf + ycosH)?

Jx2(sen20 + cos?0) + y2(sen?8 + cos20) =/x2 + yZ = |(x,y)| = |v|

d) (Tg(u), Tg(v)) = ((acosd — bsen6,asend + bcosh), (ccosd — dsenb, csend + dcosfh))
= (acos@ — bsen®)(ccosf — dsenB) + (asenb + bcos0)(csenb + dcosb) =

= (ac)cos?8 + (bd)sen?0) + (ac)sen®d + (bd)cos?*6) =

=ac + bd = ((a, b), (¢c,d)) = (u.v)

3. Dado o vetor unitario u € R" prove que o operador H, : R™ — R" definido por H,.v =
v—2 < wv,u>.u, é ortogonal (reflexdo em torno de {u}*). Dados os vetores v # w em R?,
|v] = |w|, mostre que, tomando u = (v—w)/|v—w]|, tem-se H,.v=w. Determine a

matriz de H, em funcdo das coordenadas de u.
Solucéo:

Para mostrar que H, € ortogonal, mostraremos que H, preserva produto interno: dado

v,w € R", temos que:
<H,(v),Hw)>=<v-2<vu>uw-2<w,u>u>=
=<v,w>-2<wu>x<nvu>-2<rv,u>x<uw>+tH<vu><wu><uu>=
=<nw>—4<wu>><kvu>Hi<vu><wu>=<v,w >,

Agora,sejau = (v—w)/|v—w|. Tomando a = |v —wltemos v =w + a u.

Dai, Hyv=v-2<vu>u=w+ au—-2<w+ au,u>u=
=wH+au—-2<wu>u—-2a<<uy,u>u=w+au—2<w,u>u-—2au =
=w—-—(a—-2<w,u>u

Mas note que |w|? = [v|? =<w+ au,w+ au>=|w|? +2a <w,u > +a?|ul|? =

= |w|? + 2a < w,u > +a?

Isto implicaque 2a < w,u > +a?=0=>2<w,u> +a
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Portanto H,.v =w

Por fim, no exercicio 1 do capitulo anterior a matriz de H, em funcéo das coordenadas de u.

Seu = (ay,...,a,), teremos

1-2a,a; - 2a,a,
[|-2p]:( : : ):I—ZuuT

2a,aq - 1—-2a,a,

4. Fixado o vetor unitario u = (0,1), seja H, : R* - R? o operador definido por H, = v-2< v,u
>.u. mostre que:

a) Hu(xy) =(x-y)

b) Se A é a matriz de Hy em relagdo a base canénica, o= {(1,0), (0,1)}, entdo A=,

c) Se B éamatriz de Hu em relagdo a base p = {(1,2), (3,4)}, entdo B° = I,

d) Em geral H2=I

Solucéo:

a) Hu (xy) = (xy) -2 < (xy), (0,1)>. (0.1) = (xy) — 2(x.0 +y.1). (0,1) = (xy) - 2y(0,1) =
(va) - (01 '2y) = (X, 'y)

b) Dado o = {(1,0), (0,1)}

Sejam, Hyc,0) = (1,0) Huo1) = (0, -1)

#= 26 2)= 0T or)=( D=t

o) B=1{(12), 34},
Hu(1,2) = (1, -2) = a(1,2) + b(3,4)
Hu(3,4) = (3, -4) = ¢(1,2) + d(3,4)

{a+3b=1 {c+3d=3
2a+4b = =2 2c+4d = —4
a=-5 c=-12

b=2 d=5

G 0=
_ (-5 _12).(_25 —512)

Clovto Zavas)= (o 1=t
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d) Hi(x,y) = Hu(Hu(xy) = Hu(X,-y) = (xy) = 1(x,y)

5. Seja E um espaco vetorial de dimensdo finita com produto interno. Em uma funcdo
S : E — E chama-se semelhan¢a quando existe um numero r > 0 (chamado de razéo de
semelhanga) tal que |S(u) —S(v)| = rlu—v| para quaisquer u,veEE. Se S é uma
semelhanca de razdo r, prove que existe um operador ortogonal A:E — Ee um vetor b € E

taisque S(v) = r.Av + bparatodov € E.
Solucéo:

Considerando T =%.5, temos que |T(u) —T(v)| = %.S(u)—%.S(v) = %.rlu—vl =

|lu — v|. Logo T é uma isometria, e como foi visto no exercicio 14.4, existem A:E - E, b’ €

E, com A operador ortogonal tais que:

Tw)y =Av + b = %.S(v) =Av + b =>SW)=r.Av+r.b’=>SWw)=r.Av+b
Observe o caso particular:

Sg=2 T, é a semelhanca de razéo 2.

Soay = Sow) = 2|To wy = To | = 2lu — vl

Obs.: Geometricamente a distancia entre os vetores u e v dobra.

6. Seja A uma matriz ortogonal n x n.

a) Prove que A : Mg, yxn) = M(uxn defina por Ax = ax™ + xa™ é transformagéo linear cuja

imagem é conjunto das matrizes simétricas.

b) Prove que, dada uma matriz se M, x ) O conjunto das matrizes x tais que ax™ + xa” = s é

uma variedade afim de dimenséo n(n — 1)/2 no espago vetorial M, y ).
Solucéo (a):

Dados x,y € M, x )€ A € R, temos:

Alx+2y) =alx + )T+ (x + 2y)a’ = a(x" + 2y") + (x + 1y)a’ =

=ax” + xa” + A(ay” + ya") = Ax + 1Ay .
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Logo, A é transformacdo linear. Agora dado z € Im(4) temos z = ax” + xa” para algum
X € Mn xn) e assim 2T = (ax")T + (xa")T = xa” + ax” = z.

Temos que z é simétrica. Sendo agora Z uma matriz simétrica tomando x= ? temos:

za
2

za z z Z
Ax=axT+xaT=a(7)T+( )aTza'aT'5+a'aTE=E+ —

NN

A penultima igualdade se deve ao fato de termos a.a” = I pois é a ortogonal.

Solucao (b):

SejaagoraV = {x € M, )/ Ax = s}. Primeiro observe quese x,y € Ve t € R, entdo:
All-tx+tyl]=1-t)Ax+tAy = (1 —t)s + ts =s.

Logo, (1 —t)x+ty €V o que implica que V é variedade. Agora, dado x, € V vamos

mostrar que V = x, + N(A). De fato, dado y € V, temos que:
Ay —x9) = A(y) —A(xg) =s—s=0.

Logo, y —x, € N(A) = y € N(A). Por outro lado, dado y € x, + N(4), temos y = x, + 1,
r € N(A) e dai:

Ay = Axy + A.7r = Axy = 5.

Logo, y € V. Concluindo a igualdade. Assim temos dimV = dim N(A) e por fim, sabendo

pelo item () que Im(A) = S (conjunto das matrizes Simétricas), e que dim S = n(n+1), temos
pelo teorema do nucleo e da imagem, que:

nn+1)
dim(Me, x ) = dim(N(4)) + dim(Im(4)) = n? = dim(N(4)) + ——— =

2

nn+1)
——

D)

= dim(N(A)) = n? = dim(N(4)) = n(nT_

nn-1)
2

logo, dim(V) = dim(N(4)) =

1 2
2 1

0 -1

- _ E:
7. Sejama—A2 (1 0

) ortogonal e s = ( ) Determine, uma matriz x tal que

ax'+xa' =s



0 1
-1 0

)

Solucéo:
G DG D+6 o
=(m )+ )
—-2n m-—q 1
:<m—q 2p >:(2
1
n=—§ m-—q =2
pz% m=2+q

)
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