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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar ao leitor um estudo sobre a Iden-
tidade de Lockwood e sua relacdo com sequéncias definidas recursivamente. Essa
identidade, que ainda € pouco conhecida, fornece resultados interessantes aplicados
aos numeros de Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, permitindo que qualquer termo de
tais sequéncias seja exibido por meio de um somatorios de binomiais, somatorio este
que também pode ser visualizado no triangulo de Pascal.

Palavras-chaves: Identidade de Lockwood, Fibonacci, Recorréncias lineares, Lucas,
Pell-Lucas, Triangulo de Pascal.



ABSTRACT

The present work aims to present to the reader a study on the Lockwood’s ldentity and
its relation to sequences defined recursively. This identity, which is not well known, yields
interesting results applied to Fibonacci, Lucas, Pell and Pell-Lucas numbers, allowing
every term of these sequences to be expressed as a sum of binomial numbers, which
the latter ones can also be displayed in Pascal’s Triangle.

Key-words: Lockwood’s Identity, Fibonacci, Linear recurrence relations, Lucas, Pell-
Lucas, Pascal’s triangle.
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1 INTRODUGAO

Este trabalho apresenta um estudo sobre a Identidade de Lockwood e suas
aplicagdes nas sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell e Pell-Lucas.

O objetivo deste trabalho é tornar a Identidade de Lockwood mais conhecida,
bem como apresentar ao leitor algumas de suas aplicacdes.

Inicialmente, o estudo apresenta resultados preliminares que contribuem para
melhor compreensao da aplicacao da Identidade nas recorréncias lineares homogéneas
de segunda ordem.

Em seguida, a apresentacdo da demonstracao da Identidade de Lockwood,
chave principal que norteia esse trabalho, pois permite alcangar um ambiente pouco
explorado por professores e estudantes, como caminho para chegar a solugéo de
problemas que envolvem recorréncias lineares de segunda ordem.

Através de exemplos da aplicagédo da ldentidade nas sequéncias mais conhe-
cidas, de Fibonacci e de Lucas, e também nas menos conhecidas, Pell e Pell-Lucas,
podemos verificar a facilidade de exibir qualquer termo dessas sequéncias por meio da
ldentidade de Lockwood.

Por fim, sendo o objetivo do estudo ampliar e enriquecer os caminhos algébricos
que facilitam a resolugao de problemas que envolvem esse mecanismo de resolucao, a
relacdo da Identidade foi generalizada a qualquer recorréncia linear de segunda ordem.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, vamos abordar alguns conceitos basicos que seréo uteis no
que vem a seguir.

2.1 FATORIAL

Definimos o fatorial de um numero natural n, n > 2, e representamos por n! o
produton-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1. Por convengao, paraoscasosn=1en =0
temos 1! =1e 0! =1 (MORGADO, 2015).

2.2 NUMERO BINOMIAL

Sejam n e p dois numeros naturais com n > p. Definimos numero binomial de
numerador n € denominador p e representamos por (;j) a seguinte expressao:

n!
pt-(n—p)!
Se n < p ou p um inteiro menor que zero, definimos (;) = 0.

2.2.1 Relagéo de Stifel-Pascal

Dentre as varias propriedades que valem para os numeros binomiais, uma que
sera muito Util adiante e que serve até para escrever de maneira rapida as entradas do
triangulo aritmético é a Relacdo de Stifel-Pascal (MORGADO, 2015), descrita abaixo:

n ( n ) (n + 1)
+ = .
Q) p+1 p+1
Demonstragao:

<Z>+(ﬂZJ::ﬂwgth+@+1ﬂ(z—p—U!
(p+1) n! n! (n—p)

D) P mpl Dl (n—p—11 (n-p)
Cnl(p+ 1) + nl(n — p)

 (p+ D! (n—p)!

_ (n+1)-n!
(p+1)!(n—p)

B n+1)!

C(p+D(n+1) = (p+ D!

_(n—l—l)
C\p+1)
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2.3 SOMATORIO

Dada uma sequéncia a;, com k € N, representa-se o somatorio dos termos
dessa sequéncia desde o indice m até o indice n, chamados de limites inferior e
superior, respectivamente, com m,n € N; m < n por:

A + 1 + Qpyo + ...+ ay, N 2>2mMm
ajp =
j— 0, n<m

2.3.1 Propriedade Aditiva

A propriedade aditiva do somatorio, descrita a seguir, sera util na demonstragao
da |ldentidade de Lockwood:

n

Z(@k+bk) = Zak+zbk-
k=m k=m

k=m

Demonstracao:
Sem >n,

n

Z (ak + bk) - (a'm + bm) + (a'm—i-l + bm+1) + 4 (an + bn)

k=m
:am+bm+am+1+bm+1+"'+an+bn
:(am+am+1+"'+an>+(bm+bm+l+"'+bn)

J/ (. J/

N~
n

D> a Db
k=m

k=m

= Z ap + Z bk
k=m k=m

Sem > n,
Z(ak+bk):0:0+O:Zak+Zbk.
k=m k=m k=m

2.3.2 Proposicao

Seja p um numero inteiro, temos:

n n—+p
E ap — E Qf—p-
k=m k=m++p

Demonstragao:
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n

Zak =am + Gpt1 + A2 + ... T ayp

k=m
= Umip—p + Qmypti—p T Amgpy2—p + oo T Qngpp

n-+p

= E A—p-

k=m-+p

2.4 RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM HOMOGENEAS

Recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas, com coeficientes cons-
tantes, sdo da forma z,, + px,_1 + qx,,_o = 0, com ¢ # 0. A cada recorréncia desse tipo,
associa-se uma equagao do segundo grau, 7* + pr + ¢ = 0, chamada de equagéo ca-
racteristica (LIMA, 2016). Se r, e r, séo raizes da equagao caracteristica r* +pr+q = 0,
entdo a, = Cir} + Cory € solugdo da recorréncia x,, + pr,_1 + qx,_» = 0, quaisquer que
sejam C; e Cs.

Demonstracao: Substituindo a,, = Cyr} + Cor} na recorréncia x,, + px,_1 + qr,_2 =0,
obtemos, agrupando convenientemente os termos:

Ciry (r} +pri+q) + Cory (r3 + pro+q) = Cir} - 0+ Corly - 0 = 0.

2.5 SEQUENCIAS DE FIBONACCI E LUCAS

Os numeros de Fibonacci, F,,, e os numeros de Lucas, L,, podem apresen-
tar diferentes maneiras de serem explorados na matematica (KOSHY, 2011). Essas
sequéncias podem ser definidas recursivamente da seguinte forma:

=1 Ly =1
=1 Ly=3
Fn:anl—i_anZ; NZS, Ln:Lnfl_FLana n > 3.

Os numeros de Fibonacci e Lucas satisfazem a mesma relacao de recorréncia. Observe
gue a equacdo caracteristica dessas recorréncias é 2 — z — 1 = 0, cujas as raizes sao

14++/5
o =

2

1-v5
5

b=
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O termo geral dessas sequéncias pode ser obtido aplicando a Férmula de Binet. Assim,
o termo geral da sequéncia de Fibonacci é dado por F,, = Cia™ + C55", com Fy = 1,
F,=1,C,, 0, € Reae fjraizes reais da equagio 2> — x — 1 = 0. Logo,

F1 = 01061 + 0251 C’loz + Cgﬁ =1

FQ = Cla2 + 02/82 O]CY2 + CQﬁZ =1
Multiplicando por constantes convenientes e somando as equagdes obtidas, temos:

BCy(—a+ ) = —a + 1.

Comoa+p=1,
ﬁCZ(_a+6) :ﬁa
isto &,
1
B—a

Substituindo 5 na primeira equacgao, temos:

Cy =

Entao,

F, = Cia" + Gy
1 n 1 n
=T Tl
__an+6n
-t

Multiplicando o numerador e o denominador por -1,

_an_ﬁn
F, = o_F (2.1)

O termo geral da sequéncia de Lucas é dado por L, = Cia™ + Cy5", com
Li=1,L,=3,C,, C, € Reae jraizes reais da equagio 2> — z — 1 = 0. Logo,
L1 = ClOél + Cgﬁl ClOé + CQB =1

Ly = Cia? 4+ Cy 32 o+ 82 =3

De modo analogo ao anterior, podemos escrever o termo geral da sequéncia de
Lucas da seguinte forma:
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2.6 SEQUENCIAS DE PELL E PELL-LUCAS

Os numeros de Pell, P,, e os numeros de Pell-Lucas, (),,, sdo definidos recursi-
vamente da seguinte forma:

P1:1 lel
P2:2 Q2:3
Pnzzpnfl_kpnf% n237 Qn:2Qn71+an2> n > 3.

Os cinco primeiros numeros de Pell sdo 1,2, 5,12 e 29; e 0s cinco primeiros nimeros
de Pell-Lucas sdo 1,3,7,17 e 41.

Essas sequéncias possuem a mesma equagao caracteristica 2 — 2z — 1 = 0,
cujas as raizessdoy =1++v2ed=1—-+v2. Noteque v +d =2,y -0 =22 e
~v0 = —1. Utilizando a férmula de Binet, como foi feito anteriormente para a sequéncia
de Fibonacci, podemos obter uma féormula direta para as sequéncias de Pell e Pell-
Lucas (KOSHY, 2011):

2.7 PRINCIPIO DA INDUGAO FINITA

Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Suponha que
i) P(1) é valida.
i) Paratodon € N, a validez de P(n) implica a validez de P(n + 1).
Entdo, P(n) é verdadeira para todo n € N (MORGADO, 2015).

2.7.1 Principio da Inducao Forte

O Princio Forte de Indugéo Finita é uma variante do Principio de Indugéo. Seja
P(n) uma propriedade relativa ao numero natural n. Suponha que

i) P(1) é valida.
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i) Paratodon € N, a validez de P(k), para todo k£ < n, implica a validez de P(n + 1).

Entdo, P(n) é verdadeira para todo n € N (MORGADO, 2015).

Demonstracgao:

Considere a sentenca aberta Q(n): "P(k) € valida para todo natural k£ < n". Como P(1)
é valida por i), Q(1) também é. Suponha que Q(n) é valida, isto é, P(k) é valida para
todo £ < n, o que implica na validade de P(k + 1) por ii), que, por sua vez, implica
na validade de P(k) paratodo k < n+ 1. Logo, Q(n + 1) &€ verdadeira. Portanto, pelo
Principio de Inducéo, Q(n) é verdadeira para todo natural n e, consequentemente, P(n)
€ vélida para todo natural n.
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3 IDENTIDADE DE LOCKWOOD

Sejam z e y numeros reais quaisquer. Entao, pelo Teorema binomial (MOR-
GADO, 2015), temos

5

'yt = (v +y),

2? +y* = (x4 y)? — 2wy,

¥+ y* = (v +y)* = 3(xy)(z +y),

2t +yt = (z+y)t = Aey) (@ +y)® +2(ay)?
(z +y)° = 5(

+ ;
P4y =(z+y zy)(z +y)® + 5(xy)*(x +y).

Nesse caso, a expresséo =" + y" € expressa como a soma de | 5] + 1 termos em zy e
v +y, onde | 3] representa o maior inteiro, menor ou igual a 3.

De modo geral, a Identidade, descoberta por E. H. Lockwood em 1967 (KOSHY,
2014) é expressa da seguinte forma:

P S i(—nk (") (D e @)

k=

w[3

quando n > 1.

Demonstracao: Pelo principio forte de inducdo Matematica, a Identidade é valida para
n =1en = 2. De fato:

Quandon =1,

(x4+y) +0- (zy)(x+y)
=(x+y)+0=x+y.

Quando n = 2,

x+y2+i Ly Kz"“) + (,1:‘1“)] () +

Agora, assumindo que afirmacgédo dada é verdadeira para todo nimero inteiro positivo
menor ou igual a n, quando n € um numero inteiro qualquer maior ou igual a 2,
provaremos que essa afirmacédo também vale para o natural seguinte, n + 1. Assim,
temos:

5]

o 1) e

k=1
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Multiplicando os dois membros da igualdade por (z + y), obtemos:

(ZL’ _|_y)n+1 — In+1 + yn—i-l +xny + wyn_
3]

> (=D)f Kn N k) + (n ;f; 1)} (zy)*(x +y)" 17

k=1
Como o limite superior da soma acima depende da paridade de n, vamos separar a
demonstragcao em duas partes, a saber:
Caso 1: Consideremos inicialmente n um nimero par, ou seja, n = 2m, m € N. Entao:
(QZ + y>2m+1 — $2m+1 + y2m+1 + mey + nym_

i(—l)k‘ Kmk— k) N <2mk_—k1_ 1)} (o) (e 4 ), (3.2)

k=1
Vamos inserir a seguinte soma nula —(zy)(z + y)*™ ! + (zy)(z + y)*" ! para facilitar a
fatoracéo:

(ZE + y)2m+1 — x2m+1 + y2m+1

zy)(z + )"+ 2y + 2y?™ — (vy) (v +y)

M-

T

_|_

—~

Colocando xy em evidéncia nos trés ultimos termos, teremos:

(ZL' + y>2m+1 _ x2m+1 + me—i—l

ny)(l’ + y)2m—1 + xy [me—l =+ y2m—1 - (ZL’ 4 y)2m—1} .

M-

T

_|_

~—

Por hipdtese de inducao, a ldentidade é valida para 2m — 1, assim podemos escrever
2=l g2l (g 4 y)?™~! da seguinte forma:

— 2m —k —1 2m —k — 2
—1)* k 2m—2k—1
> T T e
Retornando a expresséo principal (3.2), temos:

(.ZU + y)2m+1 — me—‘rl + y2m+l

St () () Jewras e

3
—_

(]

ST [ () e g
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Destacando a primeira parcela do primeiro somatério e aumentando em uma unidade
os limites inferior e superior do segundo, obtemos:

(Q? + y>2m+1 — x2m+1 + y2m+1

) (s

S [ (B s g

+
8
s
=
+
<
o
3

- [ (2m — k 2m —k — 1\ |
- _1\k k 2m—2k+1
S0t |G e () e
Agrupando os somatorios e aplicando a relagdo de Stifel, temos:

(.CE + y)2m+1 — x?m-ﬁ-l + y2m+1

[ e

+ (zy)(z +y)* !

_Zm:(_ Kmn k+1

|
2m+1 2m+1 )
|

|

+ (3] e e

)

_i<_ [(Qm k+1

+ 1} (z +y)*™ !

+ ()] e+ e

Sabemos que

Entao:

(x4 y)?m = 2?4y
)+ () et e

k=2

St [ ) () s e

- i(—l)k [(Zm _kk i 1) + (2]7:_—1/@)] (zy)* (@ +y)?m 2 = g2 gyt
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Com isso, chegamos a ldentidade desejada:

(ZL’ + y)n+1 — xn—i—l + yn+1

23]

2y () (o) e v

Caso?2 : Considerando agora n um namero impar, ou seja, n = 2m + 1 e utilizando mais
uma vez a ldentidade:

(.CIZ' + y)n+1 — xn+1 + yn+1 4 xny + xyn
3]

| R e | (7 SR

k=1
podemos escrever

(.T + y)2m+2 — I2m+2 + y2m+2 + :L,Qm—&-ly + xy2m+1

|25 )

SR | G R GO |

Inserindo a soma nula —(zy)(z + y)*™ + (zy)(z + y)*™ para facilitar a fatoragéo:

(.ZU + y)2m+2 — x2m+2 + y2m+2
2 1-k 2m —k
e G B G | (R e
=1

+ 2"y + 2y — (zy) (@ + y)P"™ + (zy)(z +y)*"
2m—+2 + y2m+2

NE

ol

=X

et () () e s e

+ay 2+ " — (2 4+ y)*" ]+ () (@ +y)P

Por hipétese de inducao, a ldentidade de Lockwood é valida para 2m, assim podemos
escrever 2™ + ¢*™ — (z + y)?™ da seguinte forma:

125

S| () ()| o g

k=1

- é(—l)k [ R G | C R e

Dessa forma, a expressao

(x+y)2m+2 — x2m+2 +y2m+2

2m -k +1 2m —k
G B G | (R e
1

+ay [+ 7" — (24 y)*"] + (2y) (@ + )",

NE

e
Il
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pode ser reescrita da seguinte forma:

([L’ + y)2m+2 — l,2m+2 + y2m+2

- Zm:(—l)k [(Qm _kk " 1) + (QZL__lkﬂ (2y)* (2 + y)?m 272

k=1
+ (zy)(z +y)*"
“ 2m — k 2m —k —1 _
e () () et s
k=1
Destacando a primeira parcela do primeiro somatorio e aumentando em uma unidade
os limites inferior e superior do segundo:

(w4 y)2e? = g2 42 KQ;”) + (Qmo_ 1)] (zy)(x + )"

- [(Zm _kk i 1) + <2Z__1k)] (wy)* (w +y)>m 22

S G B G | L SRR

k=2

Note que o termo geral do primeiro somatério se anula para k = m + 1, assim:

(w4 y)2me? = g2 42 sz) + (2m - 1)} (zy)(x + )"

1 0
ol [ /om —k+1 o2m — k\ ]
S (=1 ( ; ) ; ( " ) (o) (@ + )22
k=2 L |

+ (zy) (x +y)*"
- g—nk |G B i | R

Agrupando os somatoérios e aplicando a relagao de Stifel:

(l’ 4 y)2m+2 _ x2m+2 + y2m+2

+ KQIR) 1 <2m0_ 1>} (29) (x + )2 + (zy)(z + y)2™

B ’g (1) [ (2m —kk - 2) . (ka—_k1+ 1)} R —

— 22 g g 2me2

+ KQT) + <2m0_ 1> + 1} (2y) (@ + y)™™

- i(—l)k ) () et e
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Como
2m — 1 B 2m
0 ~\ 0
e
2m\ Ly (2m]
1 N 1 ’
entao

(l’ 4 y)2m+2 _ x2m+2 4 y2m+2

) ()

- "il (1) <2m —kk; - 2) . <2mk—_k1+ 1>] ) (o 4 g2

S [ ) ) e g

DIl () R (A | (AR s

Portanto, a Identidade

eyt =+ S0 (M) (M) e s

k=

—_

¢é valida para todo n natural.

Nessa ldentidade, podemos observar que (z + y)" é o valor que o somatorio
assume quando k£ = 0, logo podemos reescrevé-la da seguinte forma:
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Exemplo 3.1 Paran =17,
T—k 7T—k—-1 _
oy = Z [ R (i | i

(0 ) [)- e

|6+ O)| @[ (3) + ()| @ren
=140 (z+y)" —[6+1](zy)(z+y)°
+ [10 + 4] (zy)*(z + y)° — [4 + 3] (zy)*(z + )

(z
= (z+y)" = T(zy)(z +y)° + 14(zy)*(z + y)* = T(2y)*(z + y).
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4 NUMEROS DE LUCAS

A ldentidade de Lockwood do capitulo anterior sera util para apresentar Identi-
dades relacionadas aos Numeros de Lucas, representados da seguinte forma:

Ly,=a"+ 8"

S

1+
2

Considere + = a € y =  na Identidade de Lockwood, com o = e

g1 _2‘/5, obtendo (KOSHY, 2011):

o'+ =3 (1) K”;k) + (" o 1)} (af)(a+ 8)"*
s () < () feror

L:k0[<”;k)+(”;le)} (4.1)

13]G
“[(0) ()] 16+ @1+ 1G) + ()]

140)+(4+1)+(3+2)

Devido a estrutura dos binomiais, os numeros de Lucas podem ser obtidos através de
uma soma no tridngulo de Pascal. Note que a soma

o) )]G @+ 1G)+C)]

obtida no calculo de Ls, € equivalente a soma das entradas em destaque na Figura 1.
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FIGURA 1—NUMEROS DE LUCAS NO TRIANGULO DE PASCAL

1
1

Y
SIS

1
20 15 6
21 35 35 21 7 1

~1 O
—
N

1
1
FONTE: Adaptado de (KOSHY, 2011,
p. 128)
De fato:
(1+0)+(4+1)+(3+2)=11=Ls.

A ldentidade de Lockwood permite encontrar qualquer nimero da sequéncia de Lucas.

Exemplo 4.2 Calcule Ls.

NEE ()} 0

=(14+0)+(7+1)+(154+5)+(10+6) + (1 + 1)
=1+8+20+16+42
L8:47

No triangulo de Pascal, o calculo de Lg pode ser feito por meio da soma das entradas

em destaque na Figura 2.

De fato:
(14+0)+(7T+1)+(15+5)+(10+6)+ (1 +1) =47 = Ls.
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FIGURA 2 —NUMEROS DE LUCAS NO TRIANGULO DE PASCAL

B S

1
1
1
1
1 %
1 1
% 15 6 1
% 35 21 7 1
% 70 56 28 8 1
FONTE: Adaptado de (KOSHY, 2011,
p. 128)

E possivel encontrar outra expressdo para a ldentidade de Lockwood, reescre-
vendo os binomiais do somatério da seguinte forma,

Kn;k) " (n;i 1” B [k!((t;_—l;)li)! i <k(”5?n‘-1§k> ]
Vn—@m—k—n (n—k—1) }
Kk — D)l(n — 26)! (k- D)l(n — 2k)!

(n—k— 1) (n—k+1)

T k—Din—2k) \ &
 (n=k=1) n
(k- 1)@z—2ky<k>

Multiplicando o numerador e o denominador por k(n — k), temos:

40 ()= e ] )
(n—k)n-k-1! [ n
© k(k— 1Mn—2@'<n—k)

_n n—k
n—k k)

Dessa forma, a Identidade pode ser escrita assim,

Consequentemente,




Logo, o L5 se confirma,

il
o

b,
ot

I
e
ot

| | ot
>~
VRS

ot
> |

>~

> d

I
| o
+ —
o O
+
o +
A~ |
A~
—
+
w| ot

I
— = on

h
ot

I
=

27
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5 NUMEROS DE PELL-LUCAS

De modo analogo ao capitulo anterior, a ldentidade de Lockwood sera utili-
zada para apresentar identidades relacionadas aos Numeros de Pell-Lucas, que sao
representados da seguinte forma (KOSHY, 2014):

Qu="T""

Aplicando a Identidade de Lockwood na sequéncia de Pell-Lucas, temos:
5]

=g (") (LT )] oo
= % (-D)" (n;k) + (n ;f; 1) (=D)f )"

S CDRUIES

=0

Exemplo 5.1 Calcule Q5.

o3[+ ()

[0 C 16 Q[0+ 0)

=16+20+5
=41.

Exemplo 5.2 Calcule Qs.

o)

k=0

DN | —

=(1+0)-1284(7+1)-32+(154+5)-8+(10+6)-2+ (1 +1)-

=128 +256 + 160 + 32+ 1
Qs = 577.
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Também é possivel obter os nimeros de Pell-Lucas através das entradas do
triangulo de Pascal.

FIGURA 3 — NUMEROS DE PELL-LUCAS NO TRIANGULO DE PASCAL

5 3 1
1 6 15 20 15 6 1
17 21 35 35 21 7 1

FONTE: Adaptado de (KOSHY, 2011,
p. 130)

Tomando como base o Exemplo 5.1, ao multiplicar a soma das entradas destacadas
na Figura 3, a partirde [(0) + (_*,)] por 2%, 22 e 2°, respectivamente, obtém-se 41 que
corresponde ao valor Q5.

FIGURA 4 — NUMEROS DE PELL-LUCAS NO TRIANGULO DE PASCAL

12 1
1 3 5 g™

14 (6Tat T

1 (57810410 5 1
07613 20 15 6 1

1
PNy 31 3 88 3L 4
1Y 8 28 56 70 56 28 8 I

FONTE: Adaptado de (KOSHY, 2011,
p. 130)

De maneira analoga, tomando como base o Exemplo 5.2, o produto da soma das

. . 1
entradas destacadas na Figura 4, a partir de [(}) + (,)] por 128,32, 8,2 ¢ 5> respec-
tivamente, obtém-se 577 = Qs.
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6 NUMEROS DE FIBONACCI DE ORDEM iMPAR

A Identidade de Lockwood também pode ser utilizada para obter os numeros
da sequéncia de Fibonacci de grau impar (KOSHY, 2014). Considere

an _ Bn

a—pf"
sendo « e [ suas raizes. Trocando y por —y na ldentidade, sendo n um namero impar,
temos:

F, =

:w—ynzi;«nkﬁf;k)+(”;f;1ﬂ<ﬂwv@_yw4a

) -y

(
el (R G [0l
(

1) ] 5(n—2k-1)/2

Exemplo 6.1

Bl (i
) ()
10 G- 10-01-10-01

= (140)25—(4+1)5+ (3+2)1
=25-25+5
5.
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7 NUMEROS DE PELL DE ORDEM iMPAR

Analogamente ao capitulo anterior, a Identidade de Lockwood sera util para
representar um numero de ordem impar da sequéncia de Pell (KOSHY, 2014). Para
iSsO, considere x = v e y = ¢, entao:

n—1

=i =3 (M) ()] -
(3 (e
B[ (e

- 100110+ Cl
=(14+0)64—(4+1)8+(3+2)1
=64—-4045

Ps =29
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8 A IDENTIDADE DE LOCKWOOD EM RECORRENCIAS LINEARES HOMOGE-
NEAS DE SEGUNDA ORDEM

Nessa secao, veremos como expressar recorréncias lineares de segunda
ordem homogéneas através da Identidade de Lockwood, dadas as condigdes inicias a
sequir.

8.1 RECORRENCIAS DO TIPO z,, + pzn_1 + qn_> = 0 COM CONDICOES INICIAIS

ZE0:2E]I1:O'1+O'2

Considere a recorréncia linear de segunda ordem homogénea de coeficientes
constantes x,, + pr,_1 + qr,_o = 0; g # 0 ; n > 2 e condi¢des iniciais o = 2 e
xr, = o, + 09, Onde o, e o, sdo solugdes da equacgdo caracteristica o2 + po + ¢ = 0.
Vamos mostrar que a solucao geral de tal recorréncia pode ser expressa através da
ldentidade de Lockwood. Temos dois casos a considerar.

Caso 1: 0y, 05 € R.
A solugao geral da recorréncia é da forma z,, = Ri07 + Ryo% , Ry, Rs € R . Das

condi¢des iniciais, obtemos o seguinte sistema de equagdes:

Ri+ Ry =2

R1‘01+R2.'O'2:O'1+0'2

cujas solugdes sao R; = R, = 1. Portanto, a solucéao geral pode ser reescrita como
x, = o + oy. Fazendo z = 0, e y = 03 na ldentidade de Lockwood, temos:

13

ol +oy =) (-1 [(“ ; "“) + (” ;f; 1)} (0109)" (01 + o)™,

k=0

Como o, e o, sdo solugdes da equagdo ¢* + po + ¢ = 0, segue que o, + 0y = —p €
o109 = q. Consequentemente:

T, = 2(—1)k K" . k) + (” ;f; 1>] ()*(—p)" 2. (8.1)

Exemplo 8.1 Dada a recorréncia z,,_5 + 5x,_1 + 6z, = 0, vamos calcular x4 por meio
da Equacéo 8.1. Substituindo n = 4 na equacao, obtemos:
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=S o [() () s

(0o [0)- Qoo [+ Ol

Exemplo 8.2 Seja x, » — 8z, 1 + 12z, = 0, uma recorréncia linear de segunda ordem,
cujas condigées inicias sdo xy = 2 e x; =. Vamos calcular x5 por meio da Equacgéo 8.1.
Substituindo n = 3 na equacio, obtemos:

e (7)) e
(3) * (_21)} (12)° -8 {@ n ((1))] 191!

=(1+0)-8—(2+1)-12-8
=512 — 288.

&
w
I

I
&

Caso 2: 54, 0, € C.

Sejam o, e 0, = 7, raizes complexas da equacdo caracteristica o2 + po +q = 0,
reescrevendo-as na forma trigonométrica, obtemos o, = |o1|(cosf +isenf) e oy = 77 =
|71|(cos @ — isen ) . Dessa forma, a solugé@o geral da recorréncia x,, = o} + o} fica

Ty = |o1|"(cosnd + isennb) + |o71|" (cosnb — i sennb);
|o1| = |71| e, portanto:
x, = 2|o1|" cos né.
Por outro lado, utilizando a ldentidade de Lockwood, temos:

L& n—=~k n—k—1
sl cosnd = Y- | (") (M) [t s

k=0

. 1
multiplicando ambos os membros por ——, temos:

2|O‘1|n,

cosnf = 2|;1|n > (-1 K” ; k) + (” ;f; 1)] (0161)" (o1 + 61)" %%, (8.2)
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Exemplo 8.3 A recorréncia x,, — 2x,_1 +2x,,_, = 0 tem equacgdo caracteristica o> — 20 +
2 = 0, cujas raizes complexas sdo o, = 1 +i e 0, = 1 — i. Note que |o1| = |03 = V2,
o1-09=2€0,+0y,=2. Fazendon=4¢e0 = % na Equacéo 8.2, temos:

£ (7)o

@}
@}
m

mg{[@w [0 = [0 0}
§<24 2.442.2)

8.2 RECORRENCIAS DO TIPO y,, + pyn_1+qyn_s COM CONDIGOES INICIAIS , = 0
Eyp=1

Nesta secdo vamos seguir um procedimento de célculo similar ao da secao
anterior, no sentido de que vamos expressar a solugao geral, considerando n impar,
de recorréncias do tipo v, + pyn_1 + qyn_2; ¢ # 0 ; n > 2, com condi¢des iniciais y = 0
e y; = 1, por meio da Identidade de Lockwood. Sejam \; e )\, solugdes da equacgéo
caracteristica \? + p\ + ¢ = 0, temos dois casos a considerar.

Caso 1: A, A2 € R,

A solugéo geral da recorréncia é da forma y,, = M\ + MyAy , My, My € R .
Das condicdes iniciais, obtemos o seguinte sistema de equacdes:

M, 4+ My, =0

Ml')\1+M2.')\2:1

: - ~ 1 1 ~
cujas solugdes sédo M; = e My =— . Portanto, a solucao geral pode ser
_ AL — A AL — A
reescrita como

AL — A3
AL — Aoy
Fazendo x = \; e y = — )\, na Identidade de Lockwood e considerando n impar, temos:

Yn =

n—1

Al — Ay = i(—l)k Kn ; k) + (n ;f; 1)] (= A1) (A = Ag)" 2

k=0
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1
, temos:
A

Multiplicando ambos os membros da igualdade por 3
17— 2

Mo & L=k (n—k—1\] . s
~ N (-1 _ )
N > (~1) W o _( AA2)" (A1 = A2)

e | O | O T
H ) (R omron

Como \; e )\, sdo solugdes da equacdo N2 + p\ + ¢ = 0, segue que M\ )y = g €
A1 — Ay = v/p? — 4q. Consequentemente,
n—1

O ] [ Y Gt |

k=0

Exemplo 8.4 Dada a recorréncia y,, — 6y,,—1 + 8y,—» = 0, vamos calcular y; por meio
da Equacéo 8.3. Substituindo n = 3 na equacédo, obtemos:

Caso 2: \, \, € C.

Sejam )\, e \, = \; raizes complexas da equagao caracteristica A2 +p\+¢ = 0,

reescrevendo-as na forma trigonométrica, obtemos \; = |\|(cos¢ +isen) € A\; =
n __ )\n
1 2 ¢

A1 — Ao

|A\1](cos ¢ + isen ¢) . Dessa forma, a solugdo geral da recorréncia y,, =

~ [Ai["(cos ng + isenng) — [Ai|"(cos ng — isenng)
B A =M ’

n

como |A;| = ||, temos:
~ 2i|A " (sen no)

)\1 - Xl
Por outro lado, utilizando a Identidade de Lockwood:

n

n—1

=32 |( )+ (L) ez,
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/\1—X1

NE

multiplicando por , temos:

1 . n—=k n—k—1 TRy Y \n—2k
Senngb—%‘)\l‘n;{( i >+< P )]()\1)\1) (A — M) 2 (8.4)

Exemplo 8.5 A recorréncia vy, — 2v/3y._1 + 4y._» = 0 tem equacdo caracteristica
A2 —2v/3\ 44 = 0, cujas raizes complexas sdo A\, = /3 +i e \, = /3 — i. Note que
M| =Xl =2, M- Ao =4e)l — X\, =2i. Fazendon =3 e ¢ = % na Equacéo 8.4,
temos:

o (5) - 5[0 (e
2

10+ (e e+ Q)+ (o ]
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9 CONSIDERACOES FINAIS

O coracgao desse texto é a Identidade de Lockwood. Através da demonstracéo
dessa ldentidade, vimos que podemos relaciona-la a sequéncia de Fibonacci, Lucas,
Pell e Pell-Lucas, bem como a qualquer recorréncia linear de segunda ordem, como
visto no caso geral. Além disso, mostramos a praticidade que o uso da ldentidade
possibilita para encontrar qualquer termo dessas sequéncias. Isso permite aplicar a
ldentidade de Lockwood em diferentes situagées-problemas que envolvam sequéncias
numeéricas recursivas de segunda ordem e combinacao.

A intencdo de apresentar essa ldentidade € de torna-la mais conhecida e
de utiliza-la como ferramenta para a resolu¢ao de problemas deste género. Por isso,
demonstramos de forma clara a Identidade, de modo a facilitar o entendimento para
que possam utilizar a Identidade na resolug¢ao de problemas.
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