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Resumo

Este trabalho trata-se de uma reflexao, uma anélise, sobre o Ensino de Matematica nas
escolas brasileiras, mas especificamente sobre o ensino de teoremas, como eles sao e podem
ser trabalhados com os alunos do Ensino Bésico . Iniciamos o trabalho estudando as trés
grandes escolas filoséficas matemédticas (Logicismo, Intuicionismo e Formalismo) do final
do século XIX e inicio do século XX, o rigor matematico e os documentos norteadores do
Ensino Bésico no Brasil (Lei de Diretrizes e Bases da Educagao, Parametros Curriculares
Nacionais, Base Nacional Comum Curricular). Selecionamos alguns teoremas trabalhados
no Ensino Bésico para serem estudados, incluindo suas demonstragoes, e analisamos quais
podem ser trabalhadas nas escolas. Verificamos também como alguns livros didaticos do
Ensino Fundamental e do Ensino Médio trabalham tais teoremas. Finalizamos o trabalho
propondo atividades (planos de aula para os dois niveis de ensino) envolvendo o importante

exercicio de verificagao (prova) de resultados mateméticos simples.

Palavras-chave: Escolas Filosoficas Matematicas, Teoremas, Demonstragoes, Livros Di-

daticos, Propostas de atividades.
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Abstract

This dissertation is about reflecting on the Teaching of Mathematics in Brazilian scho-
ols, more specifically on the teaching of theorems to students of Basic Education, how they
are presented and whether they are taught and whether they should be taught in every-
day school, their concepts and classic theorems of mathematical education, in addition
to their demonstrations, application of exercises and activities extracted from textbooks
of Elementary and High School. We started with the study of the three great mathe-
matical philosophical schools (Logicism, Intuitionism and Formalism), from the end of
the 19th century and the beginning of the 20th century, the mathematical rigor and the
guiding documents of Basic Education in Brazil (Law of Directives and Bases of Educa-
tion, National Curriculum Parameters, National Common Curricular Base). We selected
some theorems worked at this level of education to be studied and applied with their
demonstrations, based on the selected authors and established considerations about their
teaching. We ended by proposing activities (lesson plans for the two levels of education)

involving exercises to verify simple mathematical results.

Keywords: Mathematical Philosophical Schools, Theorems, Demonstrations, Textbooks,

Proposals for activities.
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Introducao

Com o titulo “Uma reflexao sobre o ensino de teoremas nas escolas”, este trabalho traz
um estudo de 9 (nove) teoremas abordados no Ensino Bésico (EB), ou seja, no Ensino
Fundamental (EF) e no Ensino Médio (EM). Nele, buscamos compreender a estrutura
geral da ciéncia matematica de hoje e como os teoremas sao e podem ser abordados em
sala de aula.

Justificamos a escolha do tema pelo fato de os teoremas serem as pecas centrais da
Matematica. Refletir sobre os teoremas, suas demonstracoes e aplicabilidades é algo
natural para um professor de matematica.

No capitulo 1, estudamos a concepcao, o ensino e o rigor da Matematica nas escolas.
Refletimos sobre a influéncia das trés grandes escolas filoséficas (Logicismo, Intuicionismo
e Formalismo) na Matemética hoje. Analisamos também os documentos oficiais: Lei
de Diretrizes e Bases (LDB), Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) que norteiam os professores em suas praticas pedagdgicas.

No capitulo 2, enumeramos os “elementos” que dao corpo ao sistema axiomatico da
Matematica: axiomas, defini¢oes, proposicoes, conjecturas, teoremas e outros. Apresen-
tamos nove teoremas abordados no Ensino Bésico, aspectos historicos, demonstragoes e
aplicacoes. Também analisamos quais demonstracoes podem ser trabalhadas nas escolas
contemplando as orientacoes dos documentos oficiais LDB, PCN e BNCC.

No capitulo 3, escolhemos alguns livros didaticos (LD) para uma anélise de como os
nove teoremas estudados no capitulo anterior sao abordados nas escolas, uma vez que os
LD sao praticamente indispensaveis aos professores. Os livros escolhidos sao de colegoes
bem conhecidas nas escolas publicas. Os autores dos livros analisados sao Gelson lezzi et
al., Luiz Roberto Dante, José Ruy Giovanni Junior e Benedicto Castrucci.

No capitulo 4, apresentamos duas propostas de atividades (dois planos de aula do EB)
que trabalham verificagoes (provas) de resultados mateméticos simples. As duas propostas
tém como objetivo principal despertar o instinto investigativo dos alunos.

Terminamos este trabalho com algumas consideragoes pertinentes sobre nosso estudo.



Capitulo 1

O rigor matematico no ensino

Neste capitulo, faremos uma breve reflexdo sobre o que é Matematica, a influéncia
das trés grandes escolas matemaéticas no ensino de hoje e o rigor matematico exigido nos

documentos LDB, PCN, BNCC para nossas praticas pedagdgicas.

1.1 As escolas do Formalismo, do Logicismo e do In-

tuicionismo Matematico

Comecamos nossa reflexao sobre o ensino de teoremas nas escolas com uma pergunta
“elementar”: O que é Matematica?

“Matematica” deriva da palavra grega “matemathike” que significa “ensinamentos,
aquilo que se pode aprender”. E uma ciéncia que estuda quantidade e formas e pos-
sui uma linguagem prépria para representacao, pois é vista como uma expressao da mente
humana, uma linguagem universal, formada por signos linguisticos que passam ideias e
significados (NISKIE,2017).

Niskie (2017, p. 61-63) afirma que:

Ao longo dos séculos, a matemadtica aprimorou-se para solucionar de-
safios. Por meio da formulacao de leis, que podem ser propriedades
ou teoremas, obtivemos diversas férmulas que facilitam os célculos do
dia a dia. (...) A matemdtica é uma ciéncia formal (seus axiomas sdo
independentes dos axiomas das outras ciéncias), e que se baseia em axi-
omas, teoremas, corolarios, lemas, postulados e proposicoes para chegar
a conclusoes tedricas e praticas. Ela também pode ser vista como um
sistema formal de pensamento para reconhecer, classificar e explorar

padroes.

A busca de fundamentos para estruturar a Mateméatica como uma Ciéncia, iniciada
com os gregos, teve seu auge no final do século XIX e inicio do século XX, quando

houve um grande movimento entre os matematicos para justificar sua estruturagao como



Ciencia. Podemos destacar trés correntes filosoficas que dao suporte para a concepcao de

Matematica atual: o Logicismo, o Intuicionismo e o Formalismo.

O intuicionismo, o logicismo e o formalismo sdo as correntes filoséfi-
cas que apresentam visoes distintas sobre o que é a Matemdtica. H&
entre elas incompatibilidade em alguns pontos. Mas haver incompati-
bilidade nao significa que uma exclui a outra. (...) O intuicionismo,
fundamentado no construtivismo, mostrou quais conhecimentos mate-
maticos podem e quais nao podem ser construidos partindo de idéias
intuitivas. O logicismo mostra as interseccoes da Matemaética com a
Légica. E o formalismo estabelece a Matematica como a Ciéncia dos

sistemas formais (MONDINI, 2008, p.8).

A primeira doutrina que se apresentou por volta de 1884, com seu defensor Gottlob
Frege (1848-1925), entre outros, foi o logicismo. Esta doutrina foi o ponto de partida para
o desenvolvimento da Légica Matematica Moderna, do método axiomético-dedutivo, com
base em dois eixos mais importantes: os axiomas matematicos sao principios da légica e a
Matematica pode ser deduzida da légica. Segundo Bicudo (2010), o objetivo da doutrina
era mostrar a Matematica como uma Ciéncia consistente e completa e expo-la como uma
linguagem simbdlica para simplificar suas formas de apresentacao, excluindo as intui¢oes
geométricas da Anélise e substituindo-as por nocoes da Aritmética. A Anélise estaria
fundamentada no sistema de ntimeros naturais. O realismo, fundamentado no platonismo,
foi base filoséfica para o movimento logicista que fracassou porque nem todos os axiomas
puderam ser escritos na forma de proposicoes légicas (MONDINI, 2008; BATISTELA,;
BICUDO; LAZARI, 2017).

Em 1907, surge o intuicionismo, criado pelo matemaético holandés L. E. J. Brouwer
(1881-1966), uma das principais correntes do movimento construcionista. Segundo Mon-
dini (2008), os construcionistas/intuicionistas consideravam o ser humano dotado de uma
intuicao primeira sobre os numeros naturais. Por isso defendiam uma reelaboracao da
Matematica desde seus fundamentos. Partindo sempre da intuigao, os axiomas, os teore-
mas, enfim, toda a Matematica deveria ser reconstruida. Todo e qualquer conhecimento
deveria ser construido a partir da intuigao, pois concebiam que entidades abstratas, como
a Matematica, eram apenas elaboracoes humanas e nao objetos ideais platonicos e que a
Matematica Classica era falivel em alguns pontos, como os paradoxos da teoria dos conjun-
tos, que eram para eles, erros da Matematica. Ja os defensores do logicismo acreditavam
que os paradoxos da teoria dos conjuntos eram erros dos matematicos.

Por tltimo, veio o formalismo, criado pelo mateméatico alemao David Hilbert (1862-
1943) em 1910. O formalismo é a corrente filoséfica cujo objetivo principal é provar que
as ideias matematicas sao isentas de contradi¢oes. Sendo assim, a Matematica se tornaria

livre de paradoxos e contradi¢oes e, quando ela pudesse ser reescrita com demonstragoes



rigorosas em um sistema formal, se estabeleceria como verdade. Para os formalistas, a
Matematica é um conjunto de regras e simbolos que permitem operar mecanicamente
(LOUREIRO, 2015). A base para o formalismo é o nominalismo, segundo o qual as enti-
dades da Matematica nao existem, nem como objetos reais e nem como objetos mentais.
Conforme esclarece Silva (2007, p. 184), “as dedugoes s@o cadeias de transformagoes de
expressoes simbolicas segundo regras explicitas de manipulacao de simbolos”. Gracas a
esse conjunto de regras, hoje sao utilizados calculadoras e programas de computador para
executar diversos céalculos.

Quadro Sintese das concepgoes das escolas: Logicismo, Intuicionismo e Formalismo:

Escola R
‘ Concepcao
Filoséfica

Reduzir a matematica em termos logicos, propondo, demonstrar
Logicismo analiticidade de determinada proposicao a partir das leis gerais da

légica.

A matemaética deve ser sistematizada partindo sempre da intuicao.
Intuicionismo | Para tanto utiliza-se de nimero finito de passos, a partir dos nimeros

naturais, “métodos construtivos”, dados intuitivamente.

Formalizar toda a Matematica Cldssica em um sistema formal

Formalismo | consistente e completo, utilizando demonstracoes procedendo a

axiomatizacao de toda Matematica.

Fonte. (LOUREIRO; KLUBER, 2015, p. 12)

Segundo Mondini (2008), entende-se que o logicismo mostra as intersecgoes da Mate-
matica com a Légica, o que permitiu o avanco da informatica, de ciéncias cognitivas e da
inteligéncia artificial do século XX, além do aparecimento de geometrias nao euclidianas,
de teorias dos conjuntos de Cantor com a nocao de infinito atual. O intuicionismo mostra
o conhecimento baseado na intuicao. Ja o formalismo estabelece a Matematica como “a
Ciencia dos sistemas formais”.

Mesmo que essas correntes filoséficas nao tenham alcancado seus obje-
tivos, no sentido de fornecer a Matematica uma fundamentacao ultima,
os reflexos de suas contribuigoes se esbogam no contexto educacional.
Embora exista um movimento voltado a superagao da compreensao
do conhecimento matematico como independente do sujeito, ainda sao
necessdrias reflexdes filoséfico/epistemoldgicas que permitam ao futuro
professor valorizar o aluno como sujeito capaz de elaborar estratégias
de construcao de conceitos matematicos e de preenché-las de significado

(MUTTI et al., 2019, p. 315).
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(a) Logicismo (b) Intuicionismo e Formalismo

Figura 1.1: a. Logicismo: Referéncia as ideias dos logicistas: mostrar que a Matematica

classica era parte da Légica;

b. Intuicionismo e Formalismo: As duas escolas - a seu jeito - construiam o que seria a
base do edificio da Matematica: a intuigao e a formalizacao, respectivamente.

Fonte. Batistela, Bicudo e Lazari (2017, p. 199 e 201).

Certamente, a Matematica de hoje, aquela apresentada no ensino superior e no ensino

basico, é resultado do processo de elaboracao e reelaboragao da propria matematica com

o passar do tempo.

As discussoes fomentadas no que tange as caracteristicas e concepcoes,
a partir das trés escolas filoséficas, manifestam-se de diferentes formas
no ensino da Matematica, como por exemplo, as abordagens de deter-
minados contetidos matematicos, a postura docente diante dos enfren-
tamentos das salas de aula, a apresentacao de determinados exercicios
pelos professores e livros didéticos, ou o que as instituigoes de ensino
almejam de seu corpo docente e discente. (...) o pensar pedagdgico, no
que se refere as praticas docentes em todos os niveis de ensino, carecem
de reflexdao. A compreensao a respeito de cada uma das escolas e de
suas doutrinas se faz necessaria, pois entendemos que tal conhecimento
promove uma seguridade ao fazer pratico do profissional. Por fim, a
Matematica se constituiu da contribuicao de diversos pensadores, que
com seus estudos idealizaram uma Ciéncia capaz de responder uma di-
versidade de problemas, além de subsidiar outras Ciéncias. (...) O que
podemos considerar é que a Matematica emerge das contribuigoes dei-
xadas outrora pelo modo de pensar dos filésofos e pelas reestruturagoes
internas da Ciéncia Matematica. E que o ensino de Matematica nao
é isento. As contribuicoes destas escolas, no ambito da Matemadtica,
podem se constituir em entraves as perspectivas do Ensino de Mate-
matica. Por isso, uma avaliagao critica das escolas se faz necessaria

(LOUREIRO; KLUBER, 2015, p. 13).



1.2 O rigor matematico segundo os documentos LDB,
PCN, BNCC e o estudo de teoremas no ensino
basico

Por definigao, o rigor matematico pode se referir tanto a métodos de ma-
tematicas como a métodos de pratica matematica. Também classificam-
se os graus de rigor em matemética de rigor matemético (propriamente
dito) e rigor axiomédtico. O rigor axiomatico trata-se dos axiomas que
se utilizam para construir teoremas em matematica. O rigor matema-
tico vem sendo usado em sala de aula como uma forma de ensino da
matematica voltada apenas ao seu carater nobre de pensamento. E ne-
cessario destacar que nem todos os alunos se encaminharao para a drea
das exatas, fazendo com que o docente, ao utilizar-se de técnicas me-
canicas e descontextualizadas de ensino, acaba por prejudica-los, pois
para muitos deles o conhecimento matemético é algo extremamente
complexo e sem nenhuma relagao com sua vida cotidiana (DIAS et al.,

2017, p. 65).

Comecamos esta se¢ao refletindo sobre esta citagao. Acreditamos que os contetdos
matematicos devem ser trabalhados com todos os alunos sempre de maneira consciente,
independentemente de suas escolhas futuras em diferentes dreas (exatas ou nao), tendo
como base os documentos oficiais do Ministério da Educagdo (MEC), cujas diretrizes
esclarecem a medida adequada do rigor matematico nas praticas pedagogicas. Neste
estudo, daremos atencao especial em como os teoremas sao abordados nesses documentos
oficiais.

Os documentos oficiais LDB , PCN e BNCC apresentam a concepcao de que a Mate-
matica no Ensino Bésico (EB), especialmente a partir dos tltimos anos (8° e 9°) do Ensino
Fundamental (EF) e no Ensino Médio (EM), tem um valor formativo e também instru-
mental, contribuindo para estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo dos alunos,
servindo como ferramenta para auxilid-los no seu cotidiano.

A LDB (Lei 5.692, de 11/08/1971) define e regulariza o sistema educacional brasileiro,
baseada nos principios da Constituicao de 1988. Ao longo do processo da educacao no
Brasil, sua reforma, com alteragoes e acréscimos (Lei Federal n® 9.394/96), desempenhou
um papel fundamental para as mudancas do ensino, definindo o EM como uma etapa da
EB (Educagao Infantil ao EM), com finalidade de preparar os alunos para a continuidade
dos estudos, trabalho e exercicio da cidadania, determinando uma base nacional comum
e uma parte diversificada para a organizacao do curriculo escolar (BRASIL, 1996).

Tanto na LDB, quanto nos PCN e na BNCC, os objetivos, propostas, sugestoes apon-

tam para a matematica que enfatiza a reflexao, o desenvolvimento do pensamento, a



resolucao de problemas cotidianos envolvidos em contextos sociais, economicos e culturais
nos quais os alunos vivem, e nao mais o ensino de maneira descontextualizada, fragmen-
tada e repetitiva, ao proporcionar aos estudantes a visao de que a matematica faz parte
da cultura e da historia e nao se resume em um conjunto de regras e técnicas a serem “de-
coradas”. Assim, os temas relacionados aos numeros, a algebra, a geometria, a estatistica,
a probabilidade e aos mais diversos teoremas devem estar ligados as aplicagoes praticas
(BRASIL, 2018a, 2018b).

A BNCC (drea de Matemadtica e suas Tecnologias) propoe ao EM a ampliagao e o
aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas no EF. Os conhecimentos ja
explorados possibilitam aos alunos a constru¢ao de uma visao mais integrada da matema-
tica, com outras areas do conhecimento e da sua aplicacao a realidade. Desta forma, um
problema ou um teorema, por exemplo, podera ser aplicado ao meio ambiente ou a outra
disciplina, conjugando conhecimentos; a organizacao curricular deixa de ser estanque e
passa a ser mais focada no cotidiano dos alunos (BRASIL, 2018b).

A escola deve incentivar o protagonismo do aluno proporcionando experiéncias para
torna-lo em um jovem critico, capaz de desenvolver competéncias e habilidades com maior
reflexao e abstracao, por meio de estratégias, acoes, conjeturas e demonstracoes, para
interpretar situagoes em diversos contextos socioeconémicos ou tecnoldgicos (saide, sus-
tentabilidade), utilizando linguagens proprias da Matemaética.

As diferentes abordagens dos mais variados teoremas podem ser incorporadas na apren-
dizagem de ideias fundamentais, por meio de diferentes linguagens e exemplos concretos,
tais como aquelas que envolvem o raciocinio combinatorio, probabilistico e estatistico, e o
calculo mental frente ao uso da tecnologia. Porém, estas abordagens, a partir de técnicas
ou formas de resolucao, devem considerar a potencialidade dos alunos para sua vida e
para o desenvolvimento de diferentes formas de pensar (ARCEGO; BERLANDA, 2016).

Com relacao as propostas dos PCN e da BNCC para o uso de diferentes materiais con-
cretos, apoios visuais e a utilizagao de tecnologias digitais sobre o ensino-aprendizagem
dos mais diversificados conteidos matematicos no EM, essas se coadunam com o em-
prego de microcomputadores, datashow e softwares matematicos e educativos nas aulas
de matemadtica e ciéncias afins, dentro de um contexto interdisciplinar (como o software
GeoGebra) e que podem contribuir para aquisicdo das habilidades a fim de selecionar e
analisar as informagoes obtidas e tomar decisoes as quais exigirao linguagem, procedimen-
tos e formas de pensar matematicos que devem ser desenvolvidos ao longo dos trés anos
do EM (BRASIL, 2018b).

Os PCN e a BNCC propoem sobre o ensino dos teoremas no EF (4° ciclo - 8° e 9° anos)
e no EM, através de verificacOes experimentais, demonstragoes e aplicagoes, apontando
que a funcao da matematica, tanto no EF como no EM, deve ser mais do que memo-
rizar férmulas e enunciados, pois a aquisicao do conhecimento matematico deve estar

vinculada ao dominio de um “saber fazer matematica e de um saber pensar matematico”.



A aprendizagem em matemética explora trés momentos distintos e ordenados: “a) Fa-
zer matematica; b) Desenvolver registros de representacoes pessoais; ¢) Apropriar-se dos
registros formais”(BRASIL, 2015, p. 129).

Percebe-se que a “histéria da Matemdtica também tem uma relevancia para o apren-
dizado pessoal e social dos estudantes, pois ilustra o desenvolvimento e a evolucao dos
conceitos a serem aprendidos”(BRASIL, 1998b, p. 54). D’ambrosio (2009) aponta ser
relevante contextualizar e conhecer historicamente a matemadtica, presente em todas as
formas de “fazer e de saber”, ao invés do docente resumir suas aulas com exercicios sem
significados, memorizacao de férmulas e enunciados de teoremas, impossibilitando a ar-
gumentagao e a reflexao de fatos do cotidiano ou de outras areas do saber. A histéria da
matematica é essencial para perceber como teorias e praticas matematicas foram criadas,
desenvolvidas e utilizadas no contexto especifico de cada época. Como afirma Pereira
(2019, p.16): “A Historia esclarece ideias, conceitos, métodos e da resposta a muitos
porques”.

Com relagao as propostas da BNCC, Pereira (2019) critica o letramento mateméatico
proposto pelo documento, pois as bases propoem que o aluno deve se tornar capaz de apli-
car a matemadtica (singular) em uma variedade de contextos, quando, na verdade, isto nao
ocorre na pratica, apenas teorias na intencao de “uniformizar as praticas matematicas”,
sendo que “em momento algum faz referéncia a pluralidade de construgoes matematicas
criadas dentro desta variedade de situagoes”(PEREIRA, 2019, p. 235).

Compartilhamos da ideia de Pereira pois, na pratica, a maioria dos professores tem
dificuldades em alcancar todos os objetivos propostos pelos documentos oficiais (LDB,
PCN, BNCC), sendo necessario mudar o ensino ainda centrado em procedimentos me-
canicos e buscando novas tecnologias e praticas pedagogicas adequadas. Para tanto, o
professor deve ter um dominio aprofundado do contetdo, estar sempre se capacitando,
ser sensivel a realidade do aluno e “tentar” agucar a curiosidade e o interesse deles. Mas
devemos enfatizar também que, muitas vezes, o professor se depara com a falta de infraes-
trutura e de recursos pedagdgicos. A abordagem dos teoremas nessa realidade exige uma
forma mais criativa e contextualizada. Dai a importancia dos livros didaticos que trazem
estes assuntos de uma maneira mais acessivel, prazerosa e ao mesmo tempo formal, pois
muitas vezes sao um dos unicos recursos didaticos que o professor tem a sua disposigao.

O entendimento sobre as diferentes normativas, recomendacoes e legislagoes para o
ensino é diversa, e, consequentemente, as visoes sobre os processos formativos trazidos
por cada um deles também pode variar.

Na vis@o de Diniz (2019), enquanto os PCN miram formar pessoas mais capazes,
flexiveis e mais confiantes em si mesmas e prepara-las para o mercado de trabalho, a
BNCC objetiva a formacao integral das pessoas, por competéncias, preparando-as também
para o trabalho, mas, sobretudo, para a convivéncia na diversidade e no enfrentamento

das questoes que poderao surgir ao longo da vida, “[...] de modo respeitoso, produtivo e



participativo, o que diferencia os Parametros da BNCC”(DINIZ, 2019, s.p).

Em contraposicao, Burigo (2019, p. 15) comenta que, no I Férum Nacional da SBEM
(Sociedade Brasileira de Educacao Matemadtica) sobre Curriculos de Matematica (FNCM),
em junho de 2004, os PCN avancaram quanto “a formacao para a cidadania, transversali-
dade, resolucao de problemas, histéria da matematica, conhecimentos prévios dos alunos,
uso das tecnologias”, porém, esclarece que, segundo a SBEM, as expectativas de aprendi-
zagem e o desenvolvimento de um curriculo devem atender a todos os alunos na sala de
aula e em cada unidade escolar, “sem paternalismos e discriminagoes”.

Quanto a BNCC, Birigo (2019, p. 17) cita que, de acordo com a SBEM, o documento
preliminar da BNCC nao traz uma proposta renovadora, “nao apresenta uma coeréncia
interna entre objetivos gerais iniciais e da area de matemadtica, entre o que se pensa e
contetido, objetivos e operacionalizagao”, estando desvinculado das principais tendéncias
matematicas e representando retrocesso em relagao aos avancos conquistados em outros
documentos, como os PCN. Para esta Sociedade (SBEM, 20164, p. 7, citado por BURIGO,
2019, p. 17), a BNCC valoriza “a interdisciplinaridade, mas, nao considera a formacao
para a cidadania a ser tratada pela Educacao Basica”, ou seja, a Educacao Matematica
Critica.

Nesse sentido, Burigo (2019) expde também que a Associagao Nacional de Pés-Gradua-
¢ao e Pesquisa em Educacao (ANPEd) e vérias outras entidades do campo da educagao
defendem o que propoe a LDB, isto é, um conjunto amplo de conhecimentos essenciais ao
pleno desenvolvimento humano e nao apenas o portugués e a matematica como disciplinas

obrigatorias como apresenta a BNCC para o Ensino Médio.

(...) considerando a diversidade e a autonomia necessarias a construgao
cotidiana de escolas democréticas que respeitem e valorizem as juven-
tudes e garantam as possibilidades de pleno desenvolvimento humano
e oportunidades justas, contribuindo para a reducao das desigualda-
des em nosso pafs (NOTA DAS ENTIDADES, 2018, p.1, citado por
BURIGO, 2019, p.18).



Capitulo 2

Alguns teoremas estudados no

ensino basico

Com o tempo, com influéncias das escolas que estudamos no capitulo anterior, a mate-
matica foi evoluindo, se tornando uma Ciéncia. A partir de defini¢oes e axiomas, seguindo
raciocinios logicos, a matematica analisa “objetos”, grandezas e relacoes entre entidades
abstratas. Isso permite, uma vez detectados certos padroes, formular conjecturas, estabe-
lecer defini¢oes, formular resultados aos quais se chegam por deducao.

Neste capitulo, primeiramente, apresentaremos os “elementos” que dao corpo ao sis-
tema axiomdtico da Ciéncia Matematica nos dias de hoje. Em seguida, apresentaremos
nove teoremas estudados no ensino basico. Nosso objetivo é ressaltar a importancia dos
teoremas na Matematica sem esquecer da nossa pratica pedagogica consciente nas escolas.
Faremos uma reflexdao do que acreditamos poder ser abordado, trabalhado, ou nao nas

escolas.

2.1 Sistema axiomatico da Ciéncia Matematica

2.1.1 Definicao de um objeto matematico

E a enumeracao das propriedades que um determinado objeto matematico deve ter
(ou deixar de ter) para pertencer a uma determinada classe de objetos; é um enunciado

que descreve um conceito.

Exemplos: Para que um objeto seja considerado um triangulo, ele deve ser um poli-
gono e possuir exatamente trés lados. Ou um inteiro p é primo se, e somente, for divisivel
por exatamente quatro numeros: 1, —1, p, —p (http://www-di.inf.puc rio.br/ poggi/discret
e.pdf).
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2.1.2 Conceito

Do latim conceptus, do verbo concipere, que significa “conter completamente”, “formar
dentro de si”. O conceito é aquilo que a mente concebe; é uma ideia ou uma nogao (MELO,

2012, p. 9).

2.1.3 Axioma

Termo de origem grega que significa “consideracao, opiniao, dogma”; é um ponto de
partida de raciocinio, uma proposi¢ao assumida como verdadeira e que nao precisa de
prova. Sao verdades gerais, aceitas sem discussao ou consideradas evidentes por si pré-

prias, como na Filosofia e na Matematica. Geralmente, baseia-se no senso comum.

Exemplos: “Todo niimero inteiro tem um tnico sucessor” e, em geometria plana
euclidiana, “Por dois pontos distintos A e B passa uma unica reta.”.
Entretanto, os axiomas nao podem ser derivados por principios de deducao, assim

como nao podem ser demonstrados por derivacoes formais, por serem hipdteses iniciais

(AMORAS, 2015).

2.1.4 Postulado

Do latim postulatus, é um principio bésico que é necessario admitir, sem precisar de
demonstracao, uma premissa, sendo considerado também como um axioma por ser verdade
absoluta e nao precisar de provas (MORENO, 2017).

2.1.5 Proposicao

E um conjunto de palavras ou simbolos ou uma sentenga declarativa (que declara um

fato) que pode ser verdadeira ou falsa, mas nao ambas.

Exemplos:

(1) 2+ 5 =7 (proposigao verdadeira);

(71) A funcdo f(r) = —x é uma fungao crescente (proposicao falsa). (MELO, 2012;
http://www-di.inf.puc-rio.br/ poggi/discrete.pdf)

2.1.6 Conjectura

E uma proposicao cuja veracidade ainda nao foi provada nem refutada. Consiste
em uma sentenca sendo proposta como verdade, e quando uma demonstracao de uma
conjectura é achada, a conjectura se torna um teorema.

Segundo Caputi e Miranda (2017, p. 75), uma conjectura é “uma sentenga que inici-

almente é proposta como verdadeira, usualmente com base em alguma evidéncia parcial,
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um argumento heuristico ou a intuicao de um perito”. Muitas vezes sao verificadas que

conjecturas sao falsas, portanto elas nao sao teoremas.

Exemplo 1 - Conjectura de Fermat: Trata-se de uma generalizagao do Teorema
de Pitagoras. Fermat substituiu o expoente 2 na formula de Pitdgoras por um niimero
natural n maior do que 2.

O dultimo Teorema de Fermat afirma que nao existe nenhum conjunto de inteiros po-
sitivos x,y, z e n, com n maior que 2, que satisfaca esta equacao.

Fermat relatou ter prova deste resultado, mas nunca a publicou. Assim, esta conjectura
ficou para ser demonstrada como um desafio para os matematicos ao longo dos tempos.

Somente em 1995, apos 358 anos de sua formulagao, o teorema foi solucionado pelo bri-
tanico Andrew Wiles. Por isso, este teorema passou a ser chamado também por “Teorema
de Fermat-Wiles”.

Assim, a conjectura de Fermat é verdadeiral

Exemplo 2 - Conjectura de Euler: O matematico Euler afirmou que nao existia
solugdes com numeros inteiros para uma equacao nao muito diferente do Teorema de
Fermat:

gt =t
A falta de um contra-exemplo parecia ser uma evidéncia em favor desta conjectura.

Porém, em 1988, Noam Elkies, da Universidade de Harvard, descobriu uma solucao:
(2.682.440)* + (15.365.639)* + (18.796.760)* = (20.615.673)*.

Assim, a conjectura de Euler estava errada, pois Elkies provou que existem infinitas
solucoes possiveis para a equacao.

Assim, a conjectura de Euler é falsa!

2.1.7 Teorema

Termo introduzido por Euclides de Alexandria (¢.325 a.C - 265 a.C.), de origem grega,
e que originalmente, significava “espetaculo”, mas hoje, significa “valido, adequado ou au-
toevidente”. E uma proposicao fundamental, garantida por uma prova, que se demonstra

ser verdadeira através de operacoes e argumentos matematicos.

Exemplos:

(1) A trajetéria de um projétil arremessado no vacuo préximo a superficie da Terra é
parabdlica (MELO, 2012).

(7i) Um angulo externo de um triangulo qualquer é maior do que qualquer angulo
interno nao adjacente a ele (MORENO, 2017).
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Hipédtese: Ea parte do teorema que apresenta as informacoes conhecidas sobre o
problema. As hipdteses sao as informacoes ja adquiridas para provar algo. A partir da
hipotese chega-se a tese.

Tese: E a parte do teorema que representa o que de fato se deseja provar.

Exemplo: Em um triangulo equilatero, a altura em relagao a um lado é também uma

bissetriz deste triangulo (MORENO, 2017). Veja a figura a seguir.

Hipotese e tese

A
Hipotese: /I
e ABC equilatero f
AM altura '
Tese ! rllﬁ B

AM e bissetriz

Figura 2.1: Hipdtese e Tese

Fonte. https://www.youtube.com/watch?v=Tquq_-N7JDMg

2.1.8 Lema

Do grego A\pupa (1émma) significa “algo recebido, ganho, como um presente”; é uma
afirmacao provada e que ajuda a provar afirmacoes mais importantes como os teoremas,
sendo considerado um “teorema auxiliar” (“pré-teorema”), utilizado para provar outros
teoremas maiores. A diferenga entre lema e teorema é um pouco arbitraria, visto que
grandes resultados s@o por vezes usados na prova de outros (MELO, 2012; AMORAS,
2015).

Exemplo: Relagao de Stifel: Para todo n € N e todo i € N U {0}, tem-se que:

() + G5 = (5
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2.1.9 Corolario

De origem latina (corollarium) “é um teorema que pode ser estabelecido diretamente
de um teorema que ja foi demonstrado”; é uma consequéncia direta de um teorema, ou
definigao. Muitas vezes as suas demonstragoes sao omitidas, por serem simples (CAPUTT,;
MIRANDA, 2017, p. 75).

Exemplos:
(1) Teorema: A soma dos angulos internos de um triangulo é 180 graus. Corolario: Cada
angulo de um triangulo equilatero tem 60 graus (http://www-di.inf.puc rio.br/ poggi/discre
te.pdf).
B/A;) x P(A;)]

P(B) é o coroldrio do Teorema da

P
(17)O Teorema de Bayes P(A;/B) = LP(
Probabilidade (SOUZA, 2018).

2.1.10 Prova (demonstracao) de uma proposicao

E um argumento valido que estabelece a verdade de uma proposicao matematica.
Segundo Loureiro (s.d, p. 2) “é preciso ter precisao de pensamento e linguagem para obter
a certeza matematica a respeito de um determinado problema”. Sao vérios os métodos
de prova: prova direta, prova por inducao, por contradicao, por contraposi¢ao, prova pela
negativa e outros.

Observa-se que a prova de um teorema pode utilizar outros teoremas, desde que eles
também tenham sido devidamente provados, uma vez que resultados cada vez mais com-
plexos podem ser provados a partir de resultados mais simples.

Geralmente uma demonstracao é a prova matematica de que uma dada propriedade
(sentenca) TT é deduzida de outra propriedade (sentenca) HH. Essa prova é feita por
meio de uma cadeia de argumentacoes légicas que utilizam defini¢oes, propriedades ou re-
sultados j& conhecidos. Nesse processo, HH é denominada hipétese e, T'T, tese (MORAIS
FILHO, 2012; CAPUTI; MIRANDA, 2017).
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2.2 Teorema de Tales

2.2.1 Sintese historica

Figura 2.2: Tales de Mileto

Fonte. https://www.webestudante.com.br /tales-de-mileto/

Tales de Mileto (624-548 a.C.) foi um importante pensador, filésofo, matematico, en-
genheiro, homem de negdcios e astronomo. Nasceu em Mileto (Jonia), colonia grega, na
Asia Menor (hoje Turquia). Considerado o “Pai do Pensamento Cientifico” e da “Filo-
sofia Ocidental” e um dos Sete Sabios da Grécia por gostar de estudar e se dedicar aos
conhecimentos da sua época por puro prazer, trazendo do Egito e da Babilonia os co-
nhecimentos da Geometria do Oriente. Tales foi fundador da Escola Jonica, considerada
mais antiga escola filoséfica, na qual os seus pensadores buscavam explicacoes para teorias
cosmoldgicas, como o surgimento do universo.

Tales de Mileto conseguiu demonstrar varios teoremas, todos ramificados da geometria.
Conta-se que o estudioso fora convidado pelos egipcios (e por um farad) para medir a altura
da piramide de Quéops, o que ele fez utilizando um teorema geométrico, denominado mais
tarde como Teorema de Tales (FONTANA, 2011) (Tales apoiou-se a uma vara espetada
perpendicularmente ao chao e esperou que a sua sombra tivesse comprimento igual ao
da vara. Apds isto acontecer disse a um colaborador: “Vai e mede depressa a sombra da

piramide. Esta medida é igual a altura da piramide”).
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Figura 2.3: Tales de Mileto medindo a altura da piramide

Fonte.http: //matematicaferafacitec.blogspot.com.br/2011/08/tales-de-mileto-piramide-
e-oteorema.html.

i e
piramide
(AB =17)

Figura 2.4: Calculo da altura da Piramide por meio de sua sombra

Fonte.https://uenf.br/posgraduacao/matematica/wp-content /uploads/sites/14,/2017/09
/22092014Paulo-Fernando-Silva-dos-Reis.pdf

2.2.2 Enunciado do Teorema Tales

Teorema 2.1. (de Tales) A intersecio entre duas retas paralelas e transversais formam
segmentos proporcionais, ou seja, se duas retas sao transversas a uwm eixe de retas para-
lelas, entao a razao entre dois segmentos quaisquer de uma delas € iqual a razdo entre os
segmentos correspondentes da outra (MACEDO, 2014, p. 17).

Tales de Mileto defendia a tese de que os raios solares que chegavam a Terra estavam na
posicao inclinada. Partindo desse principio basico observado na natureza, o matematico

intuiu uma situagao de proporcionalidade que relaciona as retas paralelas e as transversais.
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Enunciado

Teorema de Tales

Figura 2.5: Teorema de Tales - Enunciado

Fonte. https://www.todamateria.com.br/teorema-de-tales/

Lé-se: AB esta para BC', assim como A’'B’ estd para B'C’. E OA esta para OC, assim
como AA’ estd para CC'.

2.2.3 Demonstracao do Teorema de Tales

Observacao 2.1. Para demonstrar este teorema € necessdrio o conhecimento de que a
drea de um triangulo € igual a metade do produto da medida da base pela medida da altura
relativa a mesma base e o conhecimento da propriedade do paralelogramo, em que seus
pares de lados opostos sao iguais. Sua demonstracao € bem possivel de ser trabalhada com
0s alunos das séries finais do ensino fundamental e do ensino médio. Fssa demonstracao

aborda apenas contetdos ja trabalhos nesse nivel de ensino.

Inicialmente traga-se, passando por D, a reta r’ paralela a reta r. Sejam B’ e C' as

intersecoes de ' com BE e C'F, respectivamente.

Figura 2.6: Teorema de Tales - Construgao geométrica usada na demonstragao

Fonte.Macedo (2014, p. 18-19).
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A drea do triangulo DB’E pode ser calculada de duas maneiras:

DB -EH DE - B'G
5 ou 5 .

Logo,

DB'-EH DFE-BG
2 2
Da igualdade acima, conclui-se que DB’ - FH = DE - B'G.
Como DB’ = AB temos

AB BG 0
DE EH

Os triangulos C'"B'E e FEB' tém &reas iguais (mesma base, considere B'E, e mesma

altura, que é a distancia entre as paralelas r5 e r3).

Logo,
BC'-EH EF-BG
2 2
Como B'C'" = BC temos
BC BG
oY 9
FF FEH 2)
De (1) e (2) segue-se que
AB  BC
DE EF’

Como queriamos demonstrar (MACEDO, 2014, p. 18-19).

2.2.4 Aplicacao do Teorema de Tales

O Teorema de Tales possui inimeras aplicacoes nas diversas situacoes envolvendo
calculo de distancias inacessiveis e possui grande aplicabilidade nas questoes relacionadas
a Astronomia. Uma importante aplicacao deste teorema é em semelhanca de triangulos,

empregado em muitas situagoes do cotidiano. Vejamos um exemplo.

Exemplo: Calcule o comprimento da ponte que devera ser construida sobre o rio, de

acordo com o esquema a seguir (considere DE//BC).
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10m. Sm

18m

Figura 2.7: Aplicacao do Teorema de Tales - Exemplo

Fonte.
http://matematicosdemogi.blogspot.com/2013/06/aplicacoes-do-teorema-de-tales.html

Pela figura temos um triangulo ABC' e o segmento DE paralelo a BC, sendo formado
o triangulo ADE. As informacoes que temos sao as medidas dos seguintes segmentos:
AD=10m, AF=9m, EFC =18 me DB = x.

O valor de DB sera determinado através do Teorema de Tales que diz: retas para-
lelas cortadas por transversais formam segmentos proporcionais. Desse modo, podemos

estabelecer a seguinte relacao:

AD AE
DB~ EC
10 9
= 18
9z = 180
x =20

Portanto, a ponte tera 20 metros de comprimento.

2.3 Teoremas das Bissetrizes

A bissetriz ¢ uma semirreta que inicia no vértice de um angulo e o divide em dois
angulos com a mesma medida. E usada na geometria para analisar principalmente os
triangulos. Na Matematica, a bissetriz ¢ um lugar geométrico com pontos que equidistam
de duas retas concorrentes (duas retas que se cruzam em um ponto que é comum a ambas),
dividindo um angulo em dois angulos congruentes. Na figura a seguir, a semirreta OC' é
a bissetriz do angulo AOB:
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0

Figura 2.8: Bissetriz interna

Fonte. https://matematicabasica.net /bissetriz/

De acordo com suas medidas, os angulos podem ser classificados em: reto, agudo,

obtuso , meia volta (raso) e volta inteira, como na tabela abaixo:

Tabela 2.1: Tipos de angulos.

Tipos de Angulos

Os angulos sao classificados conforme suas medidas:

Classificacao Medida Representacao
Agudo Menor que 90°. :

Reto Igual a 90°, |

Obtuso Maior que 90°. \\

—

Meia Volta Igual a 180°-,

Volta Inteira Igual a 360°. @——

Fonte. https://www.slideshare.net /trigono_metria/mat-utfrs-15-angulos /6

Os triangulos possuem angulos internos e externos, podendo ser tracadas bissetrizes

em cada um destes angulos.
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H& dois tipos de bissetrizes, a bissetriz interna que é a semirreta que divide um
angulo interno qualquer. A bissetriz externa é a semirreta que divide o angulo su-
plementar, ou seja, do angulo externo. O angulo suplementar é um angulo que quando

somado com o angulo interno equivale a 180°.

2.3.1 Enunciado dos Teoremas das Bissetrizes

Teorema 2.2. (da bissetriz interna) Em um triangulo, a bissetriz de um dngulo interno

divide o lado oposto em partes proporcionais aos lados adjacentes.

Na figura 2.9, AD ¢é a bissetriz do angulo interno A. O teorema diz que

DB AB
DC  AC’

Figura 2.9: Bissetriz interna

Fonte. A autora.

Teorema 2.3. (da bissetriz externa) Em um triangulo, a bissetriz de um angulo externo

divide o lado oposto em partes proporcionais aos lados adjacentes.

Na figura 2.10, AD é a bissetriz do angulo externo A. O teorema diz que

DB AB
DC  AC

C D
Figura 2.10: Bissetriz externa

Fonte.https://matematicabasica.net/bissetriz/

21



2.3.2 Demonstracao do Teorema da Bissetriz interna

Dado um triangulo ABC tracemos a bissetriz AD, logo BAD = DAC = a. No vértice
C tracemos uma reta paralela a AB. Chamemos de F' o encontro do prolongamento de
AD com a reta paralela a AB tragada por C. Observe a figura a seguir; marcamos o
angulo 5. Temos que a = 3 porque sao angulos alternos internos nas paralelas AB e C'F,
logo o triangulo ACF' é isdsceles, ja que possui os angulos das bases iguais e concluimos
que AC = C'F. Como BDA = CDF , pois sao angulos opostos pelo vértice, temos que

os triangulos ABD e F'DC' sao semelhantes pelo critério de semelhancga de triangulos AA

~ . . i DB AB
(angulo-angulo: pelo menos dois angulos internos congruentes), entao e = Fo Como
DB AB
FC = AC temos que — DC = AC como queriamos demonstrar.
A
o ’O‘.\
Ae \\
B :‘// C
B

Figura 2.11: Bissetriz interna - Demonstracgao

Fonte. A autora.

2.3.3 Demonstracao do Teorema da Bissetriz externa

Dado um triangulo ABC, tracemos a bissetriz AD, logo a=(. Tracemos por C a
paralela a AD que encontra AB em E, AD//CE. Temos que a=a’, pois sdo angulos
alternos internos nas paralelas AD e C'E e =[5’ porque sao angulos correspondentes nas

paralelas CE e AD, entao o triangulo ACE é isésceles, pois = «a”, logo AE = AC.

DB  AB DB  AB

Pel Tal AE = A
elo teorema de Tales temos que —— D C A5 Como C temos que — D C’ a0

como queriamos demonstrar.
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Figura 2.12: Bissetriz externa - Demonstracao

Fonte. A autora.

Portanto, em um triangulo, a bissetriz interna e a bissetriz externa dividem harmoni-

camente o lado oposto quando tracadas do mesmo vértice

EB AB DB
EC AC DC’

B D C E

Figura 2.13: Bissetriz interna e bissetriz externa

Fonte. Muniz Neto(2013).

Observacao 2.2. Os teoremas das bissetrizes internas e externas tém vasta aplicacdo na
geometria e na trigonometria e se apoiam nos teoremas da proporcionalidade e de Tales.
FEsses dois teoremas possuem demonstracoes bem acessiveis os alunos das séries finais do
ensino fundamental e do ensino médio. Essas demonstracoes abordam apenas conteidos

ja trabalhos nesse nivel de ensino.

O incentro é o ponto de encontro das trés bissetrizes internas de um triangulo e esta a
uma mesma distancia dos trés lados do triangulo (Este fato é um teoremal!). Quando uma
circunferéncia esta inscrita em um triangulo, este ponto, indicado na figura, representa o

centro da circunferéncia. Para mais detalhes, ver Dolce et al.(2013, p.121).
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Figura 2.14: Incentro

Fonte. https://www.todamateria.com.br/bissetriz/

2.3.4 Aplicacao do Teorema das Bissetrizes

O teorema das bissetrizes tem varias aplicacoes na geometria e na trigonometria. Ve-

jamos alguns exemplos:

Exemplo 1: Determine o valor de z no triangulo abaixo sabendo que AP é bissetriz

do angulo A.

Figura 2.15: Bissetriz interna - Aplicacao

Fonte. https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/teorema-bissetriz-interna.htm

4 5

r S8—ux
48 —x) = bx
32 —4x = bz
—4r — bx = —32

—9r = —-32

3
Portanto z = R
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Exemplo 2:

Na figura, AD é bissetriz externa do angulo A. Calcule x.

Solucgao:
Usando TBE vem:

r+4
— =

= Jr=9r4+8 = =24

it | o

Figura 2.16: Bissetriz externa - Aplicacao

Fonte. https://brainly.com.br/tarefa/13507725.

2.4 Teorema de Pitagoras

2.4.1 Sintese historica
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Figura 2.17: Pitagoras e o Papiro com o seu Teorema

Fonte.<http://amatematicadavida.blogstop.com.br/search?q=pit%C3%A1goras>

Matematico e filésofo, Pitdgoras nasceu na Ilha De Samos, no Mar Egeu (570-490

a.C.). Foi estudante de matemética, astronomia, filosofia e musica. Em Crotona, sul da

Itélia, criou a escola de filosofia pitagérica e outras escolas de conhecimento em geral em

viagens pelo Oriente Médio, e que deram origem a Teoria dos Numeros, base dos estudos

de Ciéncia e Tecnologia (FLOOD; WILSON, 2013; SOUZA, 2018).
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Ferramenta importante para a Geometria (célculo de perimetros, dreas e volumes de
objetos), e Trigonometria (calculo de distancias entre pontos no espaco, e construgao de
expressoes mateméticas na Geometria Analitica), o Teorema de Pitdgoras consiste em um
relevante feito no estudo dos triangulos, aplicado aos comprimentos dos lados do triangulo
retangulo, triangulo que possui um angulo reto, isto é, que mede 90°.

Pitagoras nao foi o inventor ou descobridor deste teorema, conhecido bem antes dele,

porém, foi ele o primeiro matemadtico a demonstrar a sua veracidade (SOUZA, 2018).

2.4.2 Enunciado do Teorema de Pitagoras

Teorema 2.4. (de Pitigoras) O quadrado da medida da hipotenusa de um triangulo

retangulo € igual a soma dos quadrados das medidas de seus cateto.

A hipotenusa ¢ o lado do triangulo retangulo que tem a maior medida e fica oposta
ao angulo reto; o cateto oposto a um angulo (nao reto) deste triangulo fica em frente a

este angulo e o cateto adjacente ¢ aquele lado que fica ao lado deste mesmo angulo:

D

cateto adjacente

A ;
oore, Hooge
Us 9 /7(,86

cateto oposto

cateto ojosto

cateto adjacente

Figura 2.18: Triangulo retangulo

Fonte. https://matematicabasica.net/teorema-de-pitagoras/.

2.4.3 Demonstracao do Teorema de Pitagoras

Demonstracao Cléssica por semelhanca de triangulos

Considere o triangulo retangulo ABC', em que a, b e ¢ sao os comprimentos dos lados

desse triangulo e h é o comprimento da altura relativa a hipotenusa BC.

Figura 2.19: Teorema de Pitagoras - Demonstracao

Fonte. https://www.youtube.com/watch?v=pXr1VKaVKGO.
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Observe que podemos destacar os triangulos ABD e ADC'. E observe também que
os triangulos ABC, ABD e ACD sao semelhantes, pois possuem angulos congruentes
(AAA).

Temos entao as relacoes:

c n 5 - b m 9 ~

—=—=c¢"=a-n (equacdo [1]) e — = — = b* = a - m (equagao [2]).

a ¢

Somando as equagoes [1] e [2] e observando a figura anterior que a = m + n, temos
V+cd=a m+a-n=b0+E=am+n)=b+c=a-a=d? como querfamos

demonstrar (NASCIMENTO, 2018).

Observacao 2.3. Segundo Souza (2018), existem mais de trezentas demonstracoes do
Teorema de Pitdgoras, mas destacam-se dois tipos: as demonstra¢oes geométricas (com-
paragdo entre dreas de poligonos) e as algébricas (relagoes métricas de um triangulo re-
tangulo). Por possuir diversas demonstragoes, muitas sio acessiveis aos alunos das séries

finais do ensino fundamental e do ensino médio.

Pitagoras provou que a area dos quadrados construidos sobre os lados de um triangulo
retangulo referentes aos catetos, equivalem a drea do quadrado construido sobre o lado
da hipotenusa (MATEMATICA BASICA, 2019).

Exemplo: Considerando um triangulo retangulo com as seguintes medidas: Hipote-
nusa a=5 cm; Cateto b=4 cm; Cateto c= 3 cm. Verifique o teorema de Pitagoras para
essas medidas.

Aplicando o Teorema de Pitagoras, a soma dos quadrados dos catetos tem que ser igual
a hipotenusa ao quadrado, assim: a? = b?> + ¢2. Entao: 52 =32 +42 = 25 =9+ 16 =
25 = 25.

9 10 11 12

13 14 15 16
42=16

Figura 2.20: Teorema de Pitagoras - Exemplo

Fonte. https://matematicabasica.net/teorema-de-pitagoras/
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2.4.4 Aplicacao do Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras tem intimeras aplicagoes nao s6 na matematica, como em
outras areas do conhecimento, além de podermos observar que ele estd presente em boa
parte da natureza (uma arvore faz um angulo reto com o solo) e nas construgoes humanas
(edificios, pontes, monumentos assentam em angulos retos). Assim, conforme cita Souza
(2018), o Teorema de Pitagoras pode ser aplicado:

(a) Na construgao civil, para garantir a formacao de angulos retos na colocagao dos
pisos, e entre as paredes e o chao do comodo, além da construcao da cobertura da casa
(“tesoura do telhado”);

(b) Na Fisica e Biologia, para descobrir a intensidade das forcas perpendiculares e o
equilibrio entre elas;

(¢) Na construcao de cestos, azulejos, em que os desenhos artesanais e “quadrados
dentados” estao associados ao conceito de triplas pitagoricas, os quadrados geométricos;

(d) Na arte contemporanea.

/

Tesoura simples

Tasou ra simples com asnas

Tesoura com lanternim

Tesoura com lanternim

@A

Tesoura com tirantes e escoras Tesoura sem linha

Figura 2.21: Tesouras dos telhados

Fonte. https://abordandoamatematica.files.wordpress.com/2015/09/06.jpg

Figura 2.22: Obra de arte: Teorema pitagdrico

Fonte.https://www.pinterest.es/pin/440438038534282782/. 2010.
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2.5 Teorema (Férmula) de Heron

2.5.1 Sintese historica

0 GENIAL AERON DE ALEXAURl
A -\ M Ay

\\)% 8

7

Figura 2.23: Heron

Fonte. https://oblogdojf.blogspot.com/2017/03/o0-genial-heron-de-alexandria.html

O estudo sobre o calculo de areas teve inicio ja com Arquimedes de Siracusa (287-212
a.C.), “que desenvolveu trabalhos sobre perimetros de figuras planas, dreas de superficies
e volumes de sélidos” (SOUZA, 2018, p. 60).

Heron de Alexandria (Hero ou Herao, 10-70 d.C., século I) foi um geometra, matema-
tico e engenheiro egipcio, que realizou trabalhos em Fisica e Geometria (como uma espécie
de méquina a vapor, precursora do termometro e outros engenhos mecanicos), autor de
um tratado, “Métrica”, que versa sobre a medicao de figuras simples de planos sélidos, com
prova das férmulas envolvidas no processo, divisao das figuras planas e solidas, contendo a
Formula de Heron para o calculo da area de um triangulo, utilizando somente através das
medidas dos lados, sem utilizar a altura do triangulo, diferente de outras expressoes mate-
méticas para a mesma finalidade, e também um método (ja antecipado pelos babilénios)

de aproximacao a uma raiz quadrada de nimeros nao quadrados.

2.5.2 Enunciado da Formula de Heron ou Teorema de Heron

Conforme Souza (2018, p.62), o Teorema de Heron enuncia-se:

Teorema 2.5. (de Heron) Seja s o semiperimetro do triangulo, a,b,c os comprimentos
dos trés lados do triangulo e A = Area do triangulo. FEntao a drea de um triangulo
qualquer € a raiz quadrada do produto entre o seu semiperimetro (metade do perimetro)

e as diferencas entre o semiperimetro e a medida de cada um de seus lados.

A=+/s(s—a)(s—Db)(s—c)
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Heron's Formula

. Area A
{ocof b
| Triangle Z][b_\‘,

=Js (s-a) (s-b) (s-0)

Figura 2.24: Férmula de Heron

Fonte.https://www.google.com /search?q=Heron%27s+{%C3%B3rmula+area+of-+triangle...

2.5.3 Demonstracao da Formula de Heron

Seja um triangulo qualquer com a base a e os outros lados b e ¢. Os lados b e ¢ tém

projecoes ortogonais, indicadas por m e n sobre o lado a, conforme figura abaixo.

Figura 2.25: Relagoes métricas no triangulo retangulo

Fonte.https://blogdoenem.com.br /relacoes-metricas-no-triangulo-retangulo-matematica-
enem/

Tomando h como a medida da altura do triangulo, relativa ao lado a, segue-se que a
area da regiao triangular serd dada por A = “Th Tem-se a formagcao de mais dois pequenos
triangulos retangulos e com eles, sao extraidas as relagoes:

Relagio I: b> = m* + h?>  (pelo Teorema de Pitdgoras);

Relagdo II: ¢ =n*> + h*  (pelo Teorema de Pitdgoras);

Relagdo III: m+mn=a  (os segmentos m e n juntos equivalem ao lado a).

Subtraindo as Relacoes I e II , membro a membro, temos  b? — ¢ = m? — n?.

Desenvolvendo o segundo membro da nova equagao, segue-se  b*—c? = (m+n)(m—

b —c* =alm —n).
b — c?

E substituindo a relagao 111, obtemos

Agora considere a Rela¢ao IV sendo m —n =
a
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Somando, membro a membro, a relacdo III e IV, segue-se que

b2—C2 b2_c2
= 2m =a+
a a

(m+n)+(m—-—n)=a+

a? + b> — 2

Finalmente, temos a ultima Rela¢cao V sendo m = 5
a

Da Relagao I segue  h? = b* — m?.
Resolvendo este produto notével, obtemos ~ h? = (b+ m)(b—m).

Substituindo o valor de m, conforme a Rela¢do V, temos

2 2 2 2 2 2
s a*+b°—c _at+b—c
= (o =) (- =)

9 2ab + a® + b* — * 2ab — a® — b* +
= h® =
2a 2a

2= ﬁ[((cﬁ +2ab+ 1) — )( — (a — 2ab + )]
= 4a’h* = [(a + b)? — ?][¢* — (a — b)?]
Resolvendo estes produtos notaveis, segue-se
4a*h? = (a+b+c)a+b—c)a+c—Db)(b+c—a).
Como a + b+ ¢ = 2p (Soma dos lados é igual ao dobro do semiperimetro), e também
a+b—c=a+b+c—2c=2p—2c=2(p—c);

a+c—b=a+b+c—2b=2p—2b=2(p—b);
b+c—a=a+b+c—2a=2p—2a=2(p—a);
Obtemos de  4a*h? = (a+b+c)(a+b—c)(a+c—b)(b+c—a), a equagio a seguir
4a”h* = [2p][2(p — )]12(p — D)[2(p — a)];
4a*h* = 16p(p — a)(p — b)(p — ©);

a’h?
4

(%)2 = p(p—a)(p —b)(p — c);

=pp—a)(p—0)(p—c);

Como a area do triangulo pode ser expressa por A = % temos que
A? = p(p—a)(p = b)(p — ©);
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A= /plp—a)(p—0b)(p—c).

Chegamos a conclusao que em qualquer triangulo, conhecida as medidas dos seus lados
a, b e ¢, podemos calcular a sua area, utilizando a Férmula de Heron, como queriamos

demonstrar.

Observacao 2.4. Nessa demonstracao usamos teorema de Pitdgoras e produtos notdveis.
Apesar de ser uma demonstracao trabalhosa, € possivel ser trabalhada com os alunos das
séries finais do ensino fundamental e ensino médio. Aconselhamos ao professor fazer
um roteiro bem definido dos passos da demonstracao, caso ele acredite ser interessante

trabalha-la em sala de aula.

2.5.4 Aplicacao da Formula de Heron

A férmula de Heron de Alexandria é sempre 1util nos casos em que nao se sabe as
alturas de um triangulo, mas se tem as medidas de todos os seus lados (SOUZA, 2018).

Vejamos um exemplo.

Exemplo: Utilizando a formula de Heron, calcule a area de uma regiao triangular
coma as seguintes medidas: lado a = 26 c¢m, lado b = 26 cm e lado ¢ = 20 cm.

Calculando o semiperimetro, temos

_atbie 2642642 72,
b= 2 T2

Agora usamos a férmula de Heron para o célculo da drea do triangulo.

A= /p(p—a)(p = b)(p — ¢) = /36(36 — 26)(36 — 26)(36 — 20)

A=1+/36-10-10- 16 = V57600 = 240

Logo, a area desta regidao triangular é 240 cm?.

2.6 Teorema dos Cossenos

2.6.1 Sintese histoérica da Trigonometria

A palavra “trigonometria” vem do grego e corresponde as palavras tri (trés), gonia
(angulo) e métron ou metrein (medidas); assim sendo, trigonometria é a ciéncia que
estuda os triangulos. Os primeiros a usa-la nos século IV e V a.C., foram os egipcios,
babilonios e, posteriormente, os gregos. Mas, a introducao da Trigonometria nos estudos
cientificos se deve ao astronomo grego Hiparco de Niceia (190-120 a.C.), considerado o “Pai

da Trigonometria” por estabelecer as medigoes e registrar em tabuas os resultados dos
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célculos efetuados pelos astronomos (construgao das primeiras tabelas trigonométricas),
“por se tratarem de valores correspondentes ao arco e a corda de uma série de angulo”
(FRITZEN, 2011, p. 44; SOUZA, 2018).

Mais tarde, Ptolomeu (90-168 d.C.) ampliou o trabalho de Hiparco na obra “Alma-
gesto”, na qual apresenta uma tabela de valores numéricos (ou aproximagoes) “associados
a cordas correspondentes a diversos angulos, em ordem crescente e em funcao da metade
do angulo, o que equivale a uma tabela de senos”(FRITZEN, 2011, p. 44).

A trigonometria é um dos ramos mais importantes da Matemaética, podendo ser apli-
cada em diversas areas do conhecimento e as nogoes acerca do tema sao devidas aos
estudos nao somente de Hiparco, mas de Pitagoras, Isaac Newton, Ptolomeu e outros que

foram fundamentais para a histéria da matematica (GAIESKI, 2014).

Figura 2.26: Hiparco e Ptolomeu

Fonte.https://www.google.com/search?q=fotos+dos+primeiros+msatem

O cosseno é uma funcao trigonométrica. Dado um triangulo retangulo com um de seus
angulos internos, diferente do reto, igual a @, define-se cosf como sendo a razao entre o

cateto adjacente a # e a hipotenusa deste triangulo. Ou seja:

Cateto adjacente

cosf = -
Hipotenusa
C
cateto oposto b
seny = ————— = —
g Hipotenusa a
B cateto adjacente ¢
oSy = —F—————— = —
Hipotenusa @
cateto oposto b
tany = ————— = -
cateto adjacente ¢
a
a
Y
A ‘ c B

Figura 2.27: Cosseno no triangulo retangulo

Fonte. https://pt.wikipedia.org/wiki/Cosseno.
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O conceito de cosseno de um angulo surgiu somente no século XVII, como sendo o
seno do complemento de um angulo. Os estudos trigonométricos no triangulo sao emba-
sados no cosseno e em mais duas relagoes fundamentais, o seno e a tangente (FRITZEN,
2011). “Os conceitos de seno e cosseno foram originados pelos problemas relativos a As-
tronomia, enquanto que o conceito de tangente surgiu da necessidade de calcular alturas
e distancias”(GAIESKI, 2014, p. 15).

Segundo Souza (2018, p. 49), a primeira tabela de senos e cossenos foi criada por um
astronomo persa, mas coube a um astronomo turco criar a “tabela de sombras” (“cotan-
gentes de angulos de 1° a 90°”), formulando uma regra para determinar a elevagao do sol
acima do horizonte através da medicao de sombra, calculando também a inclinacao do

eixo da Terra.

2.6.2 Enuciando da Lei ou Teorema dos Cossenos

Teorema 2.6. (dos cossenos) A Lei dos Cossenos ou Teorema dos Cossenos estipula
que, em qualquer triangulo, o quadrado de um dos lados equivale, ou € igual, a soma dos
quadrados dos outros dois lados menos o dobro do produto desses dois lados pelo cosseno
do angulo formado por eles (GAIESKI, 2014).

Férmulas da Lei dos Cossenos aplicado ao triangulo ABC":

Figura 2.28: Triangulo ABC

Fonte. Gaieski( 2014, p.30).
a? =b* 4 — 2bc - cosfl;

b = a® + ¢ — 2ac - cos B;

A =a2+b*—2ab-cosC.
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2.6.3 Demonstracao do Teorema dos Cossenos

Figura 2.29: Teorema dos Cossenos - O angulo A pode estar em um triangulo acutangulo,
retangulo ou obtusangulo

Fonte. Dante (2016, v. 2 EM, p. 18).

Neste momento, vamos demonstrar o Teorema dos Cossenos utilizando o triangulo
acutangulo. Na pagina 75, encontram-se as demonstracoes no triangulo obtusangulo e
retangulo.

Considerando a figura a seguir de um triangulo acutangulo qualquer, podemos obter
as seguintes relagoes:

b=m+n e m=c-cosA

Os triangulos ABD e BDC sao triangulos retangulos. Assim sendo, o Teorema de

Pitagoras é utilizado para determinar as relagoes entre os lados desses triangulos como a

seguir:

m

| b |

Figura 2.30: Teorema dos Cossenos - Demonstracao usando o triangulo acutangulo

Fonte. https://pt.wikipedia.org/wiki/Lei_dos_cossenos

No triangulo ABD encontra-se: ¢? = m? + h?
No tridngulo BC'D encontra-se: a? = n? + h?

Na substituicao dos elementos n = b —m e h? = ¢ — m? em a? = n? + h%, obtemos

a® = (b—m)*+c* —m?
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= a2 =0 —2m+m?>+c*—m?
= a®> = 0>+ 2 — 2bm.

Com base na relagao m = ¢ - cos A é possivel chegar a Lei dos cossenos
a? =0+ c? — 2bc - cos A,

como queriamos demonstrar.

Observacao 2.5. Nesta demonstracao usamos o teorema de Pitigoras e produtos no-
taveis. Esse teorema possui demonstracao acessivel aos alunos do ensino médio. Essa

demonstragcao aborda conceitos ja estudados nesse nivel de ensino.

2.6.4 Aplicacao do Teorema dos Cossenos

Este teorema ajuda a determinar um lado de um triangulo em funcao dos outros dois
lados e do angulo entre eles (GAIESKI, 2014).

A Lei dos Cossenos é um dos teoremas mais importantes da trigonometria. Com o
seu uso é possivel obter elementos do triangulo, conhecendo mais lados do que angulos,
estabelecendo relacoes que auxiliam no calculo dos angulos e dos lados dos triangulos. Sua
aplicagao é valida para todos os tipos de triangulo, porém é especifica para o triangulo
acutangulo (possui todos os angulos agudos, menores que 90°) e o triangulo obtuso (possui
um angulo interno obtuso, maior que 90°), entretanto para o calculo das medidas do
triangulo retangulo (possui um angulo interno reto, com 90°) as aplicagbes do Teorema

dos Cossenos nos levam ao Teorema de Pitagoras. Vejamos um exemplo.

Exemplo: Considere o triangulo da figura a seguir. Calcule o lado x.

A 15¢cm B

Figura 2.31: Teorema dos Cossenos - Aplicacao

Fonte. Educa Brasil (2018).
Pelo teorema do cossenos obtemos a relagao:
2® =10*+ 15 — 2-10 - 15 - cos 60°
9 1
e = 100+225—300~§
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2% =325 — 150
2 =175
= V175 = 5V7

Temos que o lado x mede 5v/7 cm.

2.7 Teorema dos Senos

2.7.1 Sintese historica

Sobre a origem da palavra senos encontramos: Os drabes traduziram textos de trigo-
nometria do sanscrito. Os hindus tinham dado o nome de jiva a metade da corda, e os
arabes a transformaram em jiba. Os tradutores arabes registraram jb, mas na tradugao
do arabe para o latim, Robert de Chester, arabista inglés do século XII, interpretou jb
como as consoantes da palavra jaib, que significa “baia ” ou “enseada”, e escreveu sinus,
que ¢ o equivalente em latim, originando de jiba, ou meia corda hindu, a denominacao de
sinus, seno em portugués (https://pt.wikipedia.org/wiki/Seno).

O seno é uma funcao trigonométrica. Dado um triangulo retangulo com um de seus
angulos internos, diferente do reto, igual a #, define-se senfl, como sendo a razao entre o
cateto oposto a # e a hipotenusa deste triangulo. Ou seja:
cateto oposto

senf = — .
hipotenusa

2.7.2 Enunciado do Teorema dos Senos

A Lei dos Senos ou o Teorema dos Senos é uma relagao matematica de proporgao entre

as medidas dos lados de triangulos arbitrarios e seus angulos.

Teorema 2.7. (do seno) Esta lei, ou teorema, estabelece que em um triangulo qualquer
as medidas dos lados sao proporcionais aos senos dos angulos opostos. Assim, num dado
triangulo, a razao entre o valor de um lado e o seno do seu angulo oposto, sempre serd

constante.
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LEI DOS SENOS

LADO

- = constante
SENO DO ANGULD OPOSTO

c a
b
2 _ . _'b =
senae  senf sen@
?Ahin_-n«n-

Figura 2.32: Lei dos senos

Fonte. https://www.passeidireto.com/arquivo/43124096/slide-lei-dos-senos

Na verdade, temos mais do que isso. Qualquer que seja o triangulo ABC), seus lados sao
proporcionais aos senos dos angulos opostos na mesma razao do diametro da circunferéncia

circunscrita ao triangulo, ou seja:

a b c
—~ = — = — = 2’]"’
senA  senB  senC

em que BC' =a, AC =be AB = cer é o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo
ABC.

2.7.3 Demonstracao do Teorema dos Senos

Consideramos um triangulo ABC' qualquer inscrito em uma circunferéncia de raio r e
seja BD um diametro dessa circunferéncia. Suponha A < 90°. Como BD é um diametro,
entdo o triangulo BC'D é retangulo, com o angulo reto em C' (Este é um resultado de
geometria planal). Considere a figura a seguir:

Temos que,

A a
senD = —.
2r

Observe que D= A, pois ambos sao angulos inscritos na circunferéncia e subtendem o
arco BC' (Outro resultado de geometria planal).
Desse modo,

. . a
senA = senD = o

Logo,
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Figura 2.33: Lei dos Senos A < 90°

Fonte. Gaieski (2014, p. 28).

Procedendo de modo analogo para os outros angulos e lados, teremos:

a b c
~ = — = — = 2r.
senA  senB  senC

Para A > 90°, considere um ponto E sobre o arco maior determinado por B e C. Os

. P z - . a
angulos A e F sao suplementares. Logo, senA = senE. Pelo caso anterior, —— = 2r.
senk’
Logo,
a
= 2r.

senA
Procedendo de modo analogo para os outros angulos e lados, teremos:
a b c

~ = — = — = 2r.
senA  senB  senC

Figura 2.34: Lei dos Senos A > 90°

Fonte.Gaieski (2014, p. 29).

Como queriamos demonstrar.
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Observacao 2.6. Nesta demonstracao usamos alguns resultados de geometria plana,
sendo acessivel aos alunos do ensino médio, pois aborda apenas conteudos jd trabalhos

nesse nivel de ensino.

2.7.4 Aplicacao do Teorema dos Senos

Este teorema ¢é utilizado para encontrar as medidas dos lados de um triangulo e também
dos angulos.

“Importa saber que, para se encontrar as medidas dos lados de um triangulo, é ne-
cessario apenas conhecer as medidas dos seus angulos e apenas a medida de um de seus

lados”(NOVAES, 2019a, s.p).

Exemplo: Considere o triangulo ABC' a seguir de lados a, b e ¢, com a medindo 10

cm:

10 cm

Figura 2.35: Lei dos Senos - Aplicacao

Fonte. https://matematicabasica.net /lei-dos-senos/

c b 10

send5°  sen30°  senl05°

A soma interna dos angulos de um triangulo é igual a 180°. Assim, podemos estabelecer

as medidas para b e ¢ da seguinte forma:

sen4b® sen30°

€= sen105° ’ " senl05°

Portanto, obtemos as medidas de ¢ = 7,32 cm e b = 5,18 cm.
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2.8 Teorema Fundamental da Aritmética (TFA*)

2.8.1 Sintese historica

(a) Demdcrito (b) Pitdgoras (¢) Euclides (d) Eratdstenes (e) Fermat

Figura 2.36: Alguns dos responsaveis pelo Teorema Fundamental da Aritmética

Fonte.https://www.google.com

Os primeiros trabalhos em teoria aritmética dos nimeros tem origem na India Antiga
(800 a.C.), porém, os resultados mais importantes foram demonstrados pelos gregos, que
descobriram que toda matéria é formada por dtomos (a nao; tomo divisdo), que sao
pequenas particulas. Foi o filésofo grego Deméerito (546 a 460 a.C'.) quem denominou essas
particulas de atomos, considerando-as indivisiveis. Hoje os dtomos podem ser divididos
em particulas menores ou “unidades minimas”.

Na aritmética, as “unidades minimas” também tem origem grega e o papel dos atomos
é exercido pelos nimeros primos, que funcionam como “blocos numéricos fundamentais”,
responsaveis por gerar todos os nimeros naturais diferentes de 0 e de 1 (OBMEP, 2019).

Eves (2011) cita que Pitagoras (570-495 a.C.) e seus seguidores iniciaram o desenvolvi-
mento da teoria dos nimeros, com a descoberta dos nimeros amigos (soma dos divisores
de um resulta exatamente no outro), e “os numeros perfeitos, deficientes e abundan-
tes”(EVES, 2011, p. 99).

Euclides de Alexandria (360-295 a.C'.) foi um professor, matemético e escritor grego
que desenvolveu a teoria dos nimeros. O Teorema Fundamental da Aritmética (TFA*)
aparece publicado nos “Elementos”, no livro IX, onde se explica que qualquer inteiro s
pode ser decomposto como produto de primos de uma tunica maneira. Em teoria de
nimeros, é possivel enumerar diversos resultados notaveis (e usados até hoje) atribuidos
a Euclides, como o algoritmo para a divisao, a demonstragao da irracionalidade do niimero
V2 (diagonal de um quadrado de lado 1) e a prova de que os niimeros primos sao infinitos,
demonstrados pelo método da contradi¢ao (EUCLIDES, 2009).

Eratéstenes de Cirene (276-194 a.C') realizou sua contribuigao para a teoria de niime-

ros com a criagao do Crivo de Eratéstenes, uma das formas mais eficientes para criagao
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de listas de niimeros primos com aplicabilidade em varias teorias, como na teoria de crip-
tografia ou sistemas de cédigos e em computacao (SOUZA, 2018). Outros mateméticos
se dedicaram ao estudo da teoria dos nimeros, como Pierre de Fermat (1601-1665), que
conjecturou no Ultimo Teorema de Fermat que z" +y" = 2" nao tem nenhuma solucao de
inteiro (ndo zero) para z, y e z quando n > 2.; Leonhard Euler (1707-1783), que criou mui-
tas notagoes matematicas e Friedrich Gauss (1777-1855), que demonstrou corretamente o

TFA* publicado em 1801 na obra Disquisitiones Arithmeticae.

2.8.2 Enunciado do Teorema Fundamental da Aritmética

Numeros primos sao os numeros naturais que tém apenas dois divisores naturais dife-

rentes: o 1 e ele mesmo.

Teorema 2.8. (TFA*) Todo inteiro maior do que 1 (um) pode ser representado de ma-
neira unica (a menos da ordem) como um produto de fatores primos. Assim, todo nimero

inteiro mator ou tgual a 2 pode ser escrito como produto de niumeros primos.

Este teorema garante obter uma tnica representacao para qualquer nimero natural,
com diversas possibilidades de aplicacao, e sua compreensao permite conexoes que envol-

vem conceitos de fatoragao, divisibilidade, primalidade, entre outros.

Exemplos:
12=2x2x3,  30=2x3x5  935=5x11x 17
2100 =2 x2x3 x5 x5 xT7=22x3" x5 x 7!

“Significa que os nimeros primos sao como os “atomos” ou “tijolos” da construgao
numérica pela multiplicacao”’(OLIVEIRA; FONSECA, 2017, p. 884).

Os conceitos e propriedades dos niimeros primos sao elementos essenciais da Teoria dos
Numeros que € a “porta de entrada” para o estudo da matematica, por identificar elementos
da Aritmética bésica por toda parte, possibilitando o desenvolvimento das “habilidades

de conjecturar, generalizar, testar e validar as conjecturas”(RESENDE, 2007, p. 7).

2.8.3 Demonstracoes do Teorema Fundamental da Aritmética

Vamos dividir a demonstracao do TFA* em duas etapas:

(i) Existéncia da decomposi¢cao em primos:

Usaremos o principio da indugao matematica.

Se n for primo, nada ha a demonstrar.

Considere, entao, n nao primo, ou seja, um numero composto. Neste caso, o menor
valor para o qual o teorema se verifica é n =4 =2 - 2.

Hipétese de inducao: Suponhamos que o teorema também seja vélido para todos os

nimeros maiores que 4 e menores que n. Vamos mostrar que também ¢é valido para n.
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Como n é composto, existem a e b € N, com 1 <a <nel<b<n tais que n = ab.

Mas, como a e b sao menores que n, por hipotese de inducao, existem primos ry, 7o, ..., 7¢, q1, Go, -..

de forma que, a = riry...1; € b = q1qa...qs.
Logo, n = ab = rirs...7:q1¢2...qs, Ou seja, n também pode ser decomposto em fatores

primos, provamos a existencia.

(ii) Unicidade da decomposi¢ao em primos:

Usaremos a redugao ao absurdo.

Suponhamos que o nimero n admita duas decomposicoes diferentes. Sejam elas:
n = p1.pa...pk (1) n=q.q...q (2)

Vamos supor, também, que r > k.

Concluimos que p; deve ser algum dos fatores ¢;, pois p's e ¢'s sao primos. Suponha
que p; = gr-
Simplificando estes fatores comuns, temos ps...pr = q1¢2...¢r—1.

Prosseguindo com a mesma logica,

p3...pp = T = ps.pe = qiga-..¢r—2, ete.

Portanto, para cada p; do primeiro membro, vamos ter um ¢; do segundo membro tal
que p; = g;-

Uma vez que p; = g¢;, reescrever (2) da seguinte maneira n = py.pa...pkq;qj+1---Gjtm-

Mas, dividindo (2) por (1), temos 1 = ¢jqj+1..-qj+m, um absurdo.

Mas nao seria se em (1) e (2) se verificasse k = r ( mesma quantidade de primos ) e
pi = ¢; (igualdade dos primos correspondentes ).

Logo, a decomposi¢ao de n em fatores primos é tinica (a menos da ordem dos fatores).

Como queriamos demonstrar.

Observagao 2.7. Nesta demonstracao cldssica do TFA* usamos o principio de inducdo
matemdtica e redugdo por absurdo que sao conteidos (técnicas) nao estudados no en-
sino bdsico. Portanto, pensando num panorama geral das nossas escolas publicas, ndao €

razodvel aos alunos nesse nivel de ensino.

Corolario do TFA*: Se n # 1 nao é um nimero primo, entao n possui necessariamente

um fator primo menor do que ou igual a \/n.

Demonstragao: Suponha que n é um nimero composto positivo, entao existe ao menos
um par de inteiros n; e ns tais que n = nine. Sem perda de generalidade, suponha
ni < ny. Claramente devemos ter ny < y/n, uma vez que se n; > /n terfamos:
n=ning > ning > \/ny/n =n, o que é um absurdo.
Usando o TFA*, temos que n; é primo ou n; é produto de primos. Se n; é primo
temos o resultado. Caso contrario, ny = ap, em que p é primo e 1 < a = ny/p. Como

max{q, p} < n; < +/n segue-se que p < v/n. Como querfamos demonstrar.
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2.8.4 Uma aplicacao do TFA* - Crivo de Eratdstenes

Do corolério anterior do TFA*, segue um dispositivo matematico bem pratico.

O Crivo de Eratéstenes ¢ um algoritmo bem conhecido do ensino fundamental,
um método simples e pratico, para encontrar ntimeros primos até um certo valor limite.
Segundo a tradicao, foi criado pelo matematico grego Eratostenes.

O Crivo comeca com a lista de todos os numeros inteiros entre 1 e N. Em seguida
excluimos dessa lista os multiplos de todos os nimeros primos entre 1 e vV N (sabemos que
isso é possivel pelo corolario anterior). Os sobreviventes, deste processo de sele¢do, sao:

o nimero 1 e os ntimeros primos entre v N e N. Podemos ilustrar isso como se segue:

Exemplo: Faca N = 48, temos que os primos menores do que /48 sao 2,3 e 5, assim,

17 27 }37 %7 57 67 77 $7 97 ]7/()7
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
2/]‘7 2/2’ 237 14’ 2/57 %’ 2/77 2/87 29’ 3@7
317 ?¥27 %7 3/47 %7 367 377 3’87 397 4707
A1, 40, 43, 44, 45, 46, 47, 48

Desta forma, concluimos que os nimeros primos de 1 a 48 sao:
2,3,5,7, 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.

2.9 Teorema Fundamental da Algebra (TFA**)

2.9.1 Sintese historica

De acordo com Sobral (2015, p. 119), Peter Rothe (7-1617) escreveu em Arithmetica
Philosophica (1608) que uma equagao polinomial de grau n, com coeficientes reais, podia
ter solugoes. Em 1629, Albert Girard (1595 -1632), matemético francés, afirmou em seu
livro L invention nouvelle em 1’Algebre, que “uma equagao polinomial de grau n tem
solugoes, mas nao disse que tais solugoes eram necessariamente niimeros complexos”.

Frangois Viete (1540-1603), matemadtico francés, trabalhou com vérias equagoes poli-
nomiais com coeficientes reais e foi quem adotou as vogais para as incognitas, consoantes
para os numeros conhecidos, graficos para resolver equagoes ctibicas e biquadradas (ou de
4° grau) e trigonometria, para as equagoes de graus mais elevados, sendo considerado um
precursor da geometria analitica.

Thomas Harriot (1560-1621), um matematico estudante da Algebra, introduziu varios
simbolos e notagoes algébricas, tais como: os sinais > (maior que) e < (menor que) e se
a for raiz de um polinémio, entao (z — a) divide o polinémio.

O matematico francés René Descartes (1596 -1650), primeiro filésofo a utilizar as
técnicas algébricas como meio de exploracao cientifica, em 1637, confirmou a descoberta

de Harriot e afirmou que “para todas as equacoes de grau n, pode-se imaginar n raizes
s ) )
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mas estas podem nao corresponder a quantidade nos nimeros reais”, nimeros que o
matematico denominou de “niimeros imaginarios”(SOBRAL, 2015, p. 120).

No século XVIII, Abraham de Moivre (1667-1754), matematico francés criador da
férmula De Moivre, e Leonhard Paul Euler (1707-1783), matematico e fisico suigo, esta-
beleceram uma estrutura algébrica para os nimeros complexos. No escopo dos nimeros
complexos, o TFA** afirma que “qualquer polindémio p (z) com coeficientes complexos de
uma varidvel z e de grau n > 1 tem alguma raiz complexa”(SOBRAL, 2015, p. 120).

Assim, uma consequéncia do TFA** é que “qualquer polinomio com coeficientes reais
e grau superior a 0 pode ser escrito como produto de polinomios com coeficientes reais, de
primeiro ou segundo grau”. Entretanto, Gottfried Leibniz (1646-1716), em 1702, afirmou
que “nenhum polinémio do tipo z* + a* (com a real, e nao nulo) poderia ser obtido sob
aquela forma”’(SOBRAL, 2015, p. 120).

(a) Girard (d) Descartes (e) de Moivre  (f) Euler

‘eorema Fundamental da Algebra com

(i) Argand (j) Weierstrass

(k) Hellmuth Kneser (1) Martin Kneser (m) Bhakara

Figura 2.37: Responsaveis pelo Teorema Fundamental da Algebra

Fonte. https://en.wikipedia.org/wiki/; Sobral, 2015.
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No final do século XVIII, foram feitas duas demonstracoes algébricas com falhas
de natureza topoldgica. Em 1799, o matemédtico alemao, Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), publicou sua tese de doutorado com a primeira demonstragao plausivel do TFA**
para a comunidade matematica. Porém, foi somente em 1806, que o matematico fran-
cés Jean-Robert Argand (1768-1822) enunciou este teorema para “polindomios com coe-
ficientes complexos e nao apenas para polinomios com coeficientes reais”. Em 1891, o
professor alemao Karl Weierstrass (1815-1897) chamou atengao para a criacdo de uma
demonstracao construtiva do teorema, realizada pelo matematico alemao Hellmuth Kne-
ser (1898-1973) em 1940 e simplificada em 1981, pelo matematico alemao Martin Kneser
(1928-2004)(SOBRAL, 2015, p. 122).

2.9.2 Enunciado do Teorema Fundamental da Algebra

Teorema 2.9. (TFA**) Qualquer polindmio p(z) com coeficientes complexos em uma

varidvel z e de grau n > 1 possui n raiz compleza.
O enunciado mais detalhado seria:

Teorema 2.10. (TFA**) Considere o polinomio p(z) € C|z| com grau n > 1. En-
tao, existem numeros complexos distintos ay,as, ...,a, com k < n e numeros naturais
mg

M1, Ma, .y My, COM My +Ma~+...4+my = n, tais que p(z) = a(z—ay)™ (z—az)™...(z—a)™,

com a € C.

E importante salientar que “nem todas as raizes de um polinémio sdo nimeros reais,
mas, se forem niimeros complexos, sempre aparecerao aos pares, tanto o complexo como
seu conjugado (se z + yi é raiz de um polindomio, o conjugado x — yi também é raiz deste
mesmo polinomio)”. (SOUZA, 2018, p. 130)

2.9.3 Demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra

Nos livros-textos de Matématica do Ensino Médio, o teorema Funda-
mental da Algebra é apresentado como um resultado que faz (de modo
algo mdgico) com que possamos garantir a existéncia de exatamente n
raizes para um polindmio de grau n. A rigor, ele é apresentado nos
livros como se fosse um axioma, sem qualquer razao para pelo menos
mostrar que se trata de um resultado plausivel. Isso se justifica pelo
fato de que sua demonstracao requer argumentos que nao podem ser
feitos de modo preciso no Ensino Médio. Mas ¢é interessante que pelo
menos o professor tenha ideia sobre como demonstra-lo (LIMA et al.,

2016, p.182-185).
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Encontramos dois tipos de demonstragoes para o TFA**: as analiticas e as algé-
bricas.

e Encontramos uma demonstragao algébrica em (SALVADO, 2016, p.30-31). Essa
demonstracao é por indugao matematica e é necessario saber dois fatos sobre o corpo dos
nimeros reais.

(a) Qualquer polindémio de grau impar com coeficientes reais tem pelo menos uma raiz
real;

(b) Todo nimero real ndo negativo tem raiz quadrada real.

e Encontramos também duas demonstragoes analiticas (usam argumentos de ané-
lise complexa) para o TFA**. A primeira que encontramos foi no livro do professor Mércio
Soares (SOARES, 2009). Essa demonstracao elegante exige bastante conhecimento prévio
da teoria de residuos e polos da analise complexa, ela sai como um corolario do teorema
de Rouché. Encontramos uma segunda demonstracao analitica também nos trabalhos de
(SALVADOR, 2016, p.31-33) e de (SCARAMELLA, 2018, p.12-15) cuja referéncia princi-
pal é o volume 3 da cole¢ao A Matemdtica do Ensino Médio da SBM (LIMA et al., 2016,
p.182-185).

Demonstracgao: Suponhamos conhecidos os trés seguintes fatos:
(a) As fungoes polinomiais sao continuas (holomorfas) em todo C.
(b) A representacao polar (ou trigonométrica) de um nimero complexo z = a + bi

¢ a forma z = r(cosf + isenf), em que 7 é o médulo de z e 6 é seu argumento.

imag
F )
bl Wi
21 - Forma Algébrica: Z=a +bi |
i Forma Polar: Z=|Z] . (cosf +isen gﬂ
al. _
a real

Figura 2.38: Representacao polar de z

Fonte. https://www.google.com.br/search?sxsrf=ALeKk03POQj1OdBUV3NOzQPYGsREtGW
KJA:1610704667189&source=univ&tbm=isch&q=figura+da-+representa%C3%A7%C3%A30+p

olar+em-+

(c) Teorema de De Moivre:

Se z = r(cosf + isenf), entao 2" = r"(cos(nd) + isen(nh)).
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Considere uma fungao polinomial p : C — C, dada por:

p(2) = ap2"+a, 12" ' +...+ajz+ap, emqueay,an_1,...,a1,ay, S40 nimeros complexos.
Entao cada ponto do plano complexo tem uma imagem por p que também ¢ um nimero
complexo.

Vamos provar (explorando de modo intuitivo, mas que pode ser matematicamente
preciso, a continuidade de fung¢oes polinomiais) que existe um complexo z, tal que a sua
imagem ¢ zero (p(z,) = 0), ou seja, 2, ¢ raiz de p. Desta forma, segue a demonstragao do
TFA**,

Consideremos um circulo C no plano complexo com centro na origem e raio r, temos
|z| = r. Como p é uma fung¢do continua, a imagem de uma curva continua e fechada é
outra curva continua e fechada (a curva imagem pode cruzar a si mesma).

Vamos estudar a imagem dos pontos deste circulo C quando aplicado no polinémio
p(2) = apn2" + ap_12"' + ... + a1z + ap. Primeiramente, vamos supor que ag # 0.

Considere z € C, sua forma polar serd z = r(cosf + isenf), temos:

p(2) = a,(r(cost + isend))" + a,_1(r(cosd + isend))" ! + ... + ai(r(cosd + isend)) + ao.

Logo, por De Moivre, temos:

p(2) = an(r*(cos(nf) + isen(nd))) + a,_1(r"(cos((n — 1)0) + isen((n — 1)0))) + ... +
a1 (r(cost + isenf)) + ay.

Quando z percorre C, circulo de raio r, o argumento # varia de 0 a 27. Observe entao
que 22 terd argumento 20 que varia de 0 a 47 e, no geral, 2" tem argumento nf que varia
de 0 a 2nm.

Observamos também que quando z percorre C de raio r, z? percorre duas vezes o
circulo de raio 7% e 2" percorre n vezes o circulo de raio r".

Logo, a imagem do circulo C por p nao é simples de se enxergar, note as parcelas
de p(z). Porém podemos perceber o que acontece com a curva imagem p(C) nos casos
extremos, ou seja, quando r é muito pequeno ou quando r é muito grande. Isso fica mais
claro quando colocamos r™ em evidéncia em p(z):

p(2) = r"[(an(cosnf +isennf)) + == ((cos(n —1)0 +isen(n—1)0)) + ... +
isenf)) + 4|

/,'-n

4 ((cosh+

rn

Para valores de r proximos de zero, as poténcias de r serao valores cada vez menores,

ou seja, r > 1% > .. > "t > " porém + < 5 < .. < Zbp < . Assim, a imagem

de C pelo polinomio p é um “circulo” centrado em ag, com pouca perturbacao dos outros
termos (parcelas) de p(z).

Para valores grandes de r, p(C) é um “circulo” de centro na origem e raio r", ligeira-
mente perturbado pelas contribui¢oes das outras parcelas de p(z).

Portanto para valores bem pequenos de r a curva descrita por p(C) é uma curva fechada
em torno do complexo ag e proxima de ag. Assim a origem zero de C é exterior a essa
curva. Quando os valores de r sdo grandes, a curva descrita por p(C) se comporta como

um circulo de centro na origem.
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Finalmente, pensando numa variacao continua de r em R, de r’s grandes para peque-
nos, para que o centro do “circulo” p(C) passe do interior para o exterior da curva fechada
p(C), significa que para algum valor de r a curva passa pela origem e, assim, existe algum
2, tal que p(z,) = 0.

Para o caso em que ay = 0, escrevemos p(z) = z - (a,2" ' + @, 122 + ... + @1),
logo z = 0 é uma raiz de p. Se a; # 0, entao temos que o teorema esta provado para
o polinémio ¢q(z) = a,2"* + a,_12""? + ... + a;, consequentemente estd provado para o
polinémio original. Se a; = 0, repetimos o mesmo procedimento aplicado aqui, agora em
q.

Portanto, toda equagao polinomial tem uma raiz complexa, como queriamos demons-
trar (SALVADO, 2016, p.31-33).

Em Lima et al.(2016, p.182-185), para ficar mais visivel o argumento usado na demons-
tragao acima, foram considerados o circulo C centrado na origem |z| = r e o polindémio
p(2) = 2%+ 2+ 2. Para raior = V2, a curva imagem de C passa pela origem. Logo existe

um complexo z, de médulo 2, cuja imagem p(z) = 0. De fato, as rafzes de p(z) = 22 +2+2

o —1+Ti

Sa0 —s que tém modulo V2.

Figura 2.39: Curva imagem de C para r = 1/2, r = /2 e r = 3, respetivamente.
Fonte. Lima et al.(2016, p.182-185).

2.9.4 Aplicagoes do do Teorema Fundamental da Algebra

Souza (2018) aponta que o TFA** pode ser aplicado em diferentes situagdes relaciona-
das as ciéncias da natureza (pressao da dgua do mar, conversao de medidas da tempera-
tura em Celsius (C), em Kelvin (K) ou em Fahrenheit, a trajetéria de um corpo langado
obliquamente no espago ou a ionizagao de moléculas), as ciéncias humanas e ao cotidi-
ano (equilibrio de mercado, comércio, lucro, produgao, entre outras), “sendo as fungoes

polinomiais tteis para economistas, cientistas e tecnélogos”(SOUZA, 2018, p.135).
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2.9.5 A Férmula de Bhaskara

[lustrando o TFA** para n = 2, a férmula de Bhaskara é um dos métodos mais conhe-
cidos para encontrar as raizes de uma equacao do segundo grau (polinémio de segundo
grau). Essa férmula recebe este nome em homenagem ao matematico, astronomo e profes-
sor indiano Bhaskara Akaria ou Bhakara II (1114 -1185), considerado o dltimo matemadtico

medieval importante da India do século XIL.

Teorema 2.11. (de Bhaskara) Considere uma equagdo do 2° grau
ar’ +br +c =0,

em que a, b e ¢ sao numeros reais quaisquer, com a # 0. Entao as raizes desta equagao

sao duas dadas por

b= Vb? — 4dac

2a

X

Vejamos uma demonstracao bem simples deste teorema:

Consideremos a equacao ax? + bx +c =0, com a # 0, entdo azx? + bxr = —c.
3 ) )

bx c
Como a # 0 podemos dividir a tltima igualdade por a e obtemos z? + — ="

Agora, completando quadrado do lado esquerdo da igualdade teremos que somar i

4a2
dos dois lados.
br b c b

2
t—t—=—+—
v a + 4a? a + 4a?
b\ 2
O lado esquerdo da ultima igualdade pode ser reescrito como | x + 2—) .
a
—4 2 b2 —4
Ja o lado direito também pode ser reescrito como act = ac.
4q2 4a?

Logo, ficamos com a seguinte igualdade:

+b 2_b2—4ac
v 2 )  4a?

Extraindo a raiz quadrada dos dois lados desta igualdade, obtemos

b Vb? — 4dac
T+ —=+——.
2a 2a

Finalmente isolando x no lado esquerdo, obtemos

b 4 Vb? — 4dac

xr =

2a 2a
Ou melhor,
—b +Vb? — dac
x = :

2a
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A conhecida férmula de Bhaskara, como queriamos demonstrar.

Chamamos de discriminante da equacao ax? + bx + ¢ = 0 o valor A = b? — 4ac.
Note, pela férmula de Bhaskara, que:

Se A = b? — 4ac > 0, a equacao ax? + bx + ¢ = 0 tem duas raizes reais distintas;
Se A = b? — 4ac = 0, a equacao ax? + bx + ¢ = 0 tem duas raizes reais iguais;

Se A = b?—4ac < 0, a equacao ax?+bxr+c = 0 tem duas raizes complexas conjugadas.
Observagao 2.8. Acreditamos que qualquer demonstra¢ao do teorema fundamental da
algebra € muito sofisticada para o ensino bdsico. Porém, a demonstracao da formula de

Bhaskara aqui apresentada pode ser um exercicio do conteudo “completar quadrados” do

ensino basico.

2.10 Teorema Binomial de Newton

2.10.1 Sintese historica

Figura 2.40: Newton

Fonte. http://clubes.obmep.org.br/blog/b_inewton/

Isaac Newton (1643-1727), cientista inglés, estudioso de Fisica e de Matemadtica pura e
aplicada, tornou-se notavel no meio cientifico-académico pelos estudos da Sistematizacao
das Leis da Dinamica, Concepcao da Lei da Gravitagao Universal, ()ptica (incluindo a
Teoria das Cores), criando e fabricando diversos instrumentos cientificos como telescépios e
lentes (GARBI, 2010). O cientista se dedicou também em estudar como conectar expansao
binomial com o Calculo Diferencial e Integral, denominado por ele de método das fluxoes,
segundo Eves (2011).

O termo “Binomio de Newton” é dedicado a Isaac Newton, embora haja indicios do
Teorema nos escritos de Euclides, sobre o desenvolvimento binomial com expoente dois; no
interesse dos hindus antigos sobre os coeficientes binomiais, como quantidades combinaté-
rias que expressam o nimero de maneiras de selecionar k objetos de n sem substitui¢ao; no

trabalho de Al-Karaji, matemético persa do século XI, que descreveu o padrao triangular
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dos coeficientes binomiais e também forneceu uma prova matematica do teorema bino-
mial do triangulo de Pascal usando uma forma primitiva de inducao matematica, além da

contribuicao de outros matematicos para o desenvolvimento do Teorema Binomial com
expoente natural (LEACHENSKI, 2017; CUNHA, 2017).

2.10.2 Enunciado do Teorema Binomial de Newton

Um bindémio é uma adigao ou subtracao de dois monomios, ou seja, € uma expressao
do tipo (a+b) ou (a —b). Em matemética, bindmio de Newton permite escrever na forma
canonica o polinomio correspondente a poténcia de um binémio. Casos particulares do
binomio de Newton:

(a+b)?=1a*+2ab+ 10> e  (a+b)®=1a>+ 3a®b + 3ab® + 1b%.

Coeficientes binomiais ou niimeros binomiais sao relacoes estabelecidas entre dois
n!

pl(n—p)!”

Chamamos (Z) de coeficiente binomial de classe p do niimero n ou coeficiente bino-

nimeros naturais n e p, tais que n > p, indicadas por (Z) =
mial n sobre p (n e p sdo naturais). O coeficiente binomial (;) corresponde, em andlise
combinatdria, ao nimero de combinagdes de n (numerador) elementos agrupados p a p
(denominador).

Os coeficientes binomiais podem ser organizados num triangulo denominado trian-
gulo de Pascal (1623-1662, Blaise Pascal, matemaético, fisico, inventor, filésofo e tedlogo
catélico francés) ou de Tartaglia (1500-1557, matematico italiano). O triangulo de Pascal
dispoe os coeficientes binomiais, de modo que os coeficientes de mesmo numerador fiquem
agrupados em uma mesma linha, e coeficientes de mesmo denominador ficam agrupados

na mesma coluna. Veja as duas figura a seguir.

linha O

linha 1

linha 3

linha 4

|
|
linha 2 [
|
|

wer (3)2)D)EH

Figura 2.41: Triangulo de Pascal, modelo 1

Fonte.https://www.todamateria.com.br /triangulo-de-pascal /
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Triangulo de Pascal

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126126 84 36 9 1
1 10 45 120210252 210120 45 10 1

Figura 2.42: Triangulo de Pascal, modelo 2

Fonte. http://www.cognoscomm.com/arquivo/2208/81-escada-de-venus/

Teorema 2.12. (Binomial de Newton) Sejam a e b niimeros reais e n um nimero natural,

(a+b)" = zn: (Z) a" ok

k=0

entao vale a tqualdade:

2.10.3 Demonstracao do Teorema Binomial de Newton

Usaremos o principio da indugao matematica.

Para n = 1, do lado esquerdo da igualdade do teorema, temos (a + b)! = a + b.
Do lado direito da igualdade, temos (;)a'=%° + (;)a!~'b! = a +b.

Entao o teorema é verdadeiro para n = 1.

Hipdtese de inducao: suponha o teorema vélido para n = k.

P(k) : (a+b)* = Xk: (k> kP,

p=0 p

Mostraremos que o teorema ¢ vélido para n =k + 1.

k41
P(k+1): (a+Db)"! = Z ( )ak+1_pbp.
p
p=0

Em uma notagdo mais economica, mostraremos que P(k) = P(k + 1).

Partindo da hipédtese de inducao P(k), multiplica-se ambos os lados da equagao por
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(a+0b):

E

(a+b)(a+Db)* = (a+b)

(k) a PP,
p

p=0
Efetuando-se a propriedade distributiva:
[k [k
(a+b)Ft = az ( )ak_pbp —i—bz ( )ak_pbp.
p=0 p p=0 p

E utilizando a propriedade distributiva para todos os termos do somatorio:

k1 = (k k+1— L (k k—ppp+1
(a+b) :E a pbp—l—g a™ Py
p
p=0

p=0 p

Calculando o 0-ésimo termo do primeiro somatério e em seguida retirando-o do soma-

tério, tem-se que:
k

k bk
Z ( )ak+1pbp — ak+1 + Z < )ak+1pbp.
p =\

p=0
Calculando o k-ésimo termo do segundo somatoério e retirando-o do somatorio, e em

seguida redefinindo a varidavel p como p := p — 1 tem-se:
L 1o k I

> ( )dﬂ—%ﬁl Sy ( )ak_pbp“ =4y ( )ak“_pbp.

p=0 p p=0 p p=1 p—1
Dessa forma, obtém-se:

Ly ok
(@ + byt = ghtt 4 ph+l Z ( )ak+1—pbp 1 Z ( )ak—i-l—pbp.
p=1 P p=1 p—1

Colocando em evidéncias o termo a*'~PbP nos dois somatérios, tem-se:

k
(a—l—b)kH _ ak+1 +bk+1 + Z [(k) + (pﬁ 1)] ak+1fpbp_

p=1 p

E f4cil verificar que (];) + (1:1) = (kzl) (Relagao de Stifel ), entao:

k
(a4 b)FHY = M+ gl 4 Z (k + 1) aFH-rpp

p=1 p

Como o (k + 1)-ésimo termo do somatério é igual a b*! e o 0-ésimo termo é igual a
a**', podemos incorporar esses dois termos ao somatério modificando o indice p = 1 para

p =0, e o indice k para k + 1:
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k+1
(a + b)k—l—l _ Z (kj + 1> ak—l—l—PbP_

p=0 p

Logo, a partir de P(k), foi possivel provar P(k + 1), e o resultado é valido para todo
nimero natural n > 1, como querfamos demonstrar (CANDIDO et al.,2014, p.7-8).

Observacao 2.9. Nesta demonstracao utilizamos o principio de indu¢dao matemdtica. A
demonstracao deste teorema exige conhecimentos matemdticos dificilmente abordados no

ensino bdsico. Portanto, em geral, nao € razodvel aos alunos desse nivel de ensino.

2.10.4 Aplicacoes do Teorema Binomial de Newton

O teorema binomial pode ser utilizado nos calculos de probabilidade envolvendo dois
eventos mutuamente exclusivos, quando nao importa a ordem de ocorréncia de tais even-

tos.

Exemplo 1: Vamos pensar no exercicio em que um dado é lancado 3 vezes consecu-
tivas. Vamos listar os eventos possiveis.

Considere S (sucesso) o evento retirada da face seis em um lancamento e F
(fracasso) o evento complementar de S em um langamento.

Neste caso, temos:

P(S) = probabilidade de retirada de um seis (sucesso) em um langamento = Z;
P(F) = Probabilidade da nao retirada de um seis (sucesso) em um langamento = 2.

Para 3 langcamentos consecutivos de um dado temos 8 situagoes possiveis,
23 = 8.

SSS,FSS,SFS,SSF,FFS,FSF,SFF,FFF
Como os eventos sao independentes, a probabilidade de ocorréncia, seja um sucesso

ou um fracasso de cada terna ou etc, é calculada da seguinte maneira:

e A probabilidade de apenas sucessos (3 sucessos) é



e A probabilidade de 0 sucessos (3 fracassos) é

Escrevendo por meio de uma funcao de probabilidade, em que sao observadas ocor-

réncias de um evento k vezes em n tentativas, podemos escrever:

Entao, em nosso exemplo, temos:

P(8SS) = P(X =3),  P(FSS)+ P(SFS) + P(SSF) = P(X = 2),
P(FFS)+ P(FSF)+ P(SFF)=P(X =1), P(FFF)= P(X =0).

Para uma suposta retirada de apenas um seis (k = 1) em trés (n = 3) langamentos de

um dado, tem-se a seguinte probabilidade:

- () ¢ -5

O desenvolvimento binomial para este exercicio é dado por:
(P(S)+ P(F))?=P(X=3)+P(X=2+PX=1)+PX=0)=1

Ou seja,

Uma das areas, além da matematica, em que o binomio de Newton ¢ utilizado ¢é na
area biolégica, em estudos que envolvem genética, como, por exemplo, a utilizagao
da heranga quantitativa (cor de pele humana, cor do olho humano, altura, peso, cor do
cabelo, entre outras), porque esta heranga é determinada por no minimo dois pares de
alelos, sendo que estes estao localizados em cromossomos nao homélogos (CANDIDO et
al., 2014).
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2.11 Tabela sintese dos teoremas estudados

TEOREMAS | ANOS ENUNCIADOS, CONCEITOS E FORMULAS SOBRE A DEMONSTRACAO
Se duas retas sao transversais a feixe de retas paralelas, | Sua demonstracao ¢ acessivel
Teorema de 9°ano EF | entdo a razdo entre dois segmentos quaisquer de uma aos alunos do 9° ano e do EM,
Tales 1°ano EM | delas ¢ igual a razao entre os segmentos pois depende de conceitos
correspondentes da outra. estudados anteriormente.
(1) Em um triangulo, a bissetriz de um angulo .
. . L Esses dois teoremas possuem
interno divide o lado oposto em partes proporcionais - ..
. demonstragoes acessiveis
Teoremas das | aos lados adjacentes. "
. . 8%ano EF o . . R aos alunos do 8% ano do EF,
Bissetrizes (2) Em um triangulo, a bissetriz de um angulo . .
.. L pois dependem de conceitos
externo divide o lado oposto em partes proporcionais .
. estudados anteriormente.
aos lados adjacentes.
T q 9o EF O quadrado da medida da hipotenusa de um triangulo Por possuir diversas
eorema de ano . .. N . - . -
" o retangulo é igual a soma dos quadrados das medidas demonstragdes, muitas sdo
Pitagoras 1°ano EM ..
de seus cateto. acessiveis aos alunos.
A érea de um triangulo qualquer ¢ a raiz quadrada do Apesar de ser uma demonstrac¢ao
Teorema de 8°ano EF | produto entre o seu semiperimetro e as diferengas mais trabalhosa, é possivel
Heron 2°ano EM | entre o semiperimetro e a medida de cada um de seus ser trabalhada com os alunos,
lados. pois depende de conceitos basicos.
A Lei dos Cossenos, ou Teorema dos Cossenos, estipula
Teorema dos que, em qualquer triangulo, o quadrado de um dos lados | Esse teorema possui demonstracao
C ) 7 | 2°ano EM | equivale, ou é igual, & soma dos quadrados dos outros acessivel aos alunos do EM, pois
0ssenos . . . (.
dois lados menos o dobro do produto desses dois lados depende de conceitos bésicos.
pelo cosseno do angulo formado por eles.
T q Esta Lei, ou Teorema, estabelece que em um triangulo Esse teorema possui demonstragao
eorema dos oano EM alquer as medidas dos lados sa S OmAals A0S acessivel aos al s do EM -
Senos 2°ano qualquer as medidas dos lados sdo proporcionais aos acessivel aos alunos do EM, pois
- senos dos angulos opostos correspondentes. depende de conceitos bésicos.
Todo inteiro maior do que 1 pode ser representado de - . ,
Teorema o d P P A demonstragao exige conteidos
maneira tnica (a menos da ordem) como um produto i .
Fundamental o . . , o . geralmente nao estudados no ensino
e g 6°ano EF | de fatores primos. Assim, todo ntimero inteiro maior .. e .
da Aritmética ionala 2 pod it duto d bésico, sendo portanto de dificil
ou iguala 2 pode ser escrito como produto de .
(TFA*) 28 P P acesso aos alunos do EM.
nimeros primos.
Teorema A demonstragao exige conteidos
Fundamental 30 EM Qualquer polindmio p(z) com coeficientes complexos em | geralmente nao estudados no ensino
( ano ENV L . . (. oo
da Algebra uma variavel z e de grau n > 1 possui n raiz complexa. | bésico, portanto de dificil acesso aos
(TFA**) alunos do EM.
E um caso particular do TFA**,
Considere uma equacio do 2° grau az? + bx + ¢ = 0, Sua demonstragao ¢ acessivel
Férmula de 9%ano EF | onde a, b e ¢ sio niimeros reais quaisquer, com a # 0. aos alunos do 92 ano e do EM,
Bhaskara 1°ano EM | Entao as rafzes desta equacdo sio duas dadas por pois depende de conceitos
b+ /B2 — dac estudados anteriormente.
r=———"-:
2a _ _
. , . , A demonstragao exige conteidos
Teorema Sejam a e b ndmeros reais e n um nimero z .
. . o , - . geralmente nao estudados no ensino
Binomial 2°ano EM | natural, entao vale a igualdade: L. e
N nmN onkrk bésico, portanto de dificil acesso aos
de Newton (a+b)" =30y (Ham"b

alunos do EM.
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Capitulo 3

Ensino de matematica: os teoremas

através dos livros didaticos

Para Almouloud (2017), o saber manifesta-se pela capacidade de o aluno resolver os
problemas que surgem, e para que haja intencionalidade didética, o professor tem de criar,
organizar e desenvolver situacoes que possam provocar essas aprendizagens, tendo dispo-
niveis algumas nogoes e teoremas matematicos como ferramentas para resolver problemas
e interpretar questoes novas. Estas ferramentas sao inscritas em um contexto, sob a a¢ao
e o controle do professor. O meio e as situagoes matemédticas devem estar engajados aos
saberes matematicos envolvidos no processo de ensino e aprendizagem. Assim, podera
haver trocas de informacoes e interacoes entre alunos e os diferentes recursos disponiveis
no meio. Segundo Almouloud (2017, p. 14), “os conhecimentos mateméticos s6 podem ser
compreendidos pelo intermédio de atividades que eles permitem realizar, ou seja, resolver”.

Neste capitulo, apresentaremos uma analise de Livros Didaticos (LD) de autores de
renome nos meios escolares com o objetivo de verificar como esses LD apresentam os
teoremas que estudamos no capitulo anterior.

Sabemos que os LD nao devem ser o unico material didatico utilizado pelos profes-
sores em suas praticas pedagdgicas. Existem diversos outros recursos didaticos: jornais,
revistas, folhetos, propagandas, computadores, calculadoras, filmes entre outros. Porém,
na pratica, o LD ainda é o recurso mais usado pelos professores no ensino basico, prin-
cipalmente nas escolas publicas. Desta forma, um LD que traz uma matematica rica e
contextualizada é muito importante no processo de ensino e aprendizagem, como aliado
tanto do professor quanto dos alunos, como propoem os PCN (BRASIL, 1998a, p. 67): “o
livro didatico é um material de forte influéncia na pratica de ensino brasileira. E preciso
que os professores estejam atentos a qualidade, a coeréncia e a eventuais restrigoes que

apresentem em relagao aos objetivos educacionais propostos”.
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Analisamos os seguintes LD:

Ensino Fundam

o A Conquista da Matemdtica, José Ruy Giovanni Junior e Benedicto Castrucci, v.8 e v.9.

ental

e Telaris matemdtica, Luiz Roberto Dante, v.8 e v.9.

Ensino Médio

e Matematica: Contexto & Aplicacoes, Luiz Roberto Dante, v.1, v.2 e v.3.

o Matematica: Ciéncia & Aplicacoes, Gelson lezzi et al., v.1, v.2 e v.3.
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Manual do
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Figura 3.2: Livros didaticos do Ensino Médio
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3.1 Teorema de Tales

Os conteudos razao, proporcao, teorema de Tales, relacoes métricas do triangulo re-
tangulo e circunferéncia sao apresentados no 1° ano do EM com o objetivo de aprofundar
os conteidos de Geometria Plana vistos no 9° ano (teorema de Tales, triangulos, circun-
feréncias e célculo de areas).

Nos dois livros didaticos analisados do EM, os autores apresentam o teorema de Tales,
sua demonstracdo, exercicios diretos (curtos) e exercicios contextualizados. Notamos que
Dante apresenta uma demonstracao deste teorema mais simples do que a apresentada no
livro do Iezzi et al. Dante também fala sobre Tales de Mileto, colocando o aluno em
contato com a histéria do desenvolvimento do conhecimento matematico.

A seguir algumas imagens dos livros analisados.

Vamos fazer a demonstracao supondo ﬂeﬁ e_ﬁ sdo segmentos comensuraveis, isto &, existe um seg-

mento de medida x que é submultiplo de AB e de CD, ou seja, existem nimeros inteiros p e g de modo que
AB = p-xe(CD = q-x como mostra a figura (neste caso, temosp = 5eq = 6).

A/ \A'

Temos: X
AB = p - x pvezesx{B f .
D=qg-x c/ N
Estabelecendo a razéo -
. q vezes x X
% =P X _ % =P g g .
q-x q

Conduzindo retas do feixe (paralelas a AA) pelos pontos de divisdo de AB e CD (veja linhas tracejadas

na figura), observamos que:

- 0 segmento AB' fica dividido em p segmentos con-

gruentes, cada um com medida x":

AB =p-x

- O segmento CD' fica dividido em g segmentos con-

gruentes, cada um com medida x"

CD' =q-x
B X A'B' quer dois seqgm
= { 180 apens xgment )
Estabelecemos a razdo —— = E— === Pg R S e
D g-x D g 2
% e a correspondente '_j'—c
AB _ AB g i Um estudante utilizou a
Comparando '1 e 2, temos: =— = ——. ¢ 10 _ x
ch Eh proporcao i para
Pode-se mostrar que o teorema de Tales também é valido no caso em que AB e solucionar o problema
do exemplo 5.

CD sao incomensuraveis, isto &, quando nao existe submultiplo comum de AB e CD.
Comente essa estratégia.

Figura 3.3: Demonstracao do Teorema de Tales

Fonte. lezzi et al. (2016, v. 1 EM, p. 199).
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Teorema de Tales

Se duas transversais intersectam um feixe de retas paralelas, entdo a
razao entre dois segmentos de reta quaisquer de uma transversal é
igual a razao entre os segmentos de reta correspondentes da outra.

Vamos comprovar esse teorema, para o caso em que os segmentos de reta sao comensuraveis (o fei-
xe de paralelas divide as transversais em segmentos de reta cujas medidas podem ser expressas por uma
quantidade inteira de uma certa unidade).

Considere um feixe de paralelas e duas transversais, como indica a figura abaixo.

b
A

Banco de imsgenstArquivo da ediom

Vamos supor que exista um segmento de reta u de modo que AB = mu e CD = nu (m, n € IN), ou seja,

que AB e CD sao numeros racionais. Estabelecendo a razao % obtemos:

Pelos pontos que dividlem ABe CD em m e n partes congruentes ao segmento de reta de medida v,

tracamos retas paralelas ao feixe. Desse modo, os segmentos de reta A'B’ e C'D' ficam divididosem men
partes iguais a u’, respectivamente.

Temos: o — —— — = ——=

* Fique atento!
AB  _ mu m @ O teorema de Tales também € valido  »
! para os casos em que os segmentos de "
Lreta envolvidos sdo incomensuraveis.

Das relacdes (1) e (D), concluimos que: T

AB _ AB

@b} c'D'

Podemos também enunciar o teorema de Tales assim:

Um feixe de paralelas determina, em duas transversais
quaisquer, segmentos de reta proporcionais.

Em decorréncia das propriedades das proporcoes, valem também as igualdades:

Se necessario, recorde com os alunos as
propriedades de uma proporcao.

AC _ AC _ AC

AB A'B' BC

AC
B'C’

Figura 3.4: Demonstracao do Teorema de Tales

Fonte. Dante (2016, v. 1 EM | p. 237).
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Exercicios resolvidos

1. Nasfiguras, as retas r, s e t sdo paralelas. Determine
ovalor de x.

a)

b)
) / \ r
x-1f B
3x + 4/ \6
t
/ \
Resolucao:

a)£=i:;5x=8:ax=£
5 4 5

L= =1=>5(2x—1)=3(3x+4):>
3x+4 6

=12x—-6=9x +12=3x =18 = x=6

b)

2. Observe a planta de um loteamento:

12m X y Rua Pitagoras
-1 [T [T
Lote 1
| lote2 | | o3
~_|

Quais sdo as medidas aproximadas das frentes dos
lotes 2 e 3 em metros?

Resolucao:

Este problema pode ser resolvido usando-se o teo-
rema de Tales, como segue:

12 _ 135 35k = 1848 =x =137
x 154

12 _ 135

2 135 i35y =1956 =y =145
y 63 Y TP mY =R

O lote 2 tem aproximadamente 13,7 metros de fren-
te e o lote 3 tem aproximadamente 14,5 metros.

Oo Atividade 000 Atividade
@4 emdupla @800 emequipe

ATENCAO!
Nio escreva
no seu livro!

®

1. Nafigura, r# s/ t. De-
termine a medida do
segmentode reta AB.

5

a

. Trésterrenos tém frente paraaruaAe paraaruaB,
como representa a figura. As divisas laterais sao
perpendiculares a rua A. Qual € a medida de frente
para a rua B de cada lote sabendo que a frente to-
tal para essa ruatem 180 m? 20 m; 60 m; 40 m

4. Nafigura, areta DE
€ paralela ao lado
BCdotriangulo ABC.
Calcule o valor de x.
x=9

5. sa2 (Fuvest-SP) A sombra de um poste vertical, proje-
tada pelo sol sobre um chao plano, mede 12 m. Nesse
mesmo instante, a sombra de um bast3o vertical de
1m de altura mede 0,6 m. A altura do poste é:
a) 6m. g 12m. e) 72m.
b) 72m. xd) 20m.

6. 222 (U nicamp-SP) A figura mostra um segmento

AD dividido em trés partes: AB = 2cm, BC =3 cm
eCD=5cm.
A 2B

3 cC

O segmento AD" mede 13 cm e as retas B8" e CC'
sao paralelas a DD'. Determine os comprimentos
dos segmentos AB', B'C' e C'D".

AB'=26m B C=39m. CD'=65cm

Figura 3.5: Teorema de Tales - exercicios resolvidos e propostos

Fonte. Dante (2016, v. 1 EM | p. 238).
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3.2 Teorema das Bissetrizes

O letramento matematico de um aluno é um processo gradual, feito durante anos. A
partir do 8° ano do EF, o desejado é que o aluno ja tenha a capacidade de utilizar conceitos
matematicos aprendidos nos anos anteriores, tais como os conceitos basicos de Geometria
Euclidiana Plana: angulos opostos pelo vértice (formados por paralelas e transversais), a
soma dos angulos num triangulo qualquer, congruéncia, semelhanca, mediana, bissetriz e
altura dos triangulos.

Os livros didaticos analisados definem bissetriz de um angulo mas nao trazem os
teoremas das bissetrizes apresentados no capitulo anterior. O livro do Dante do EF
cita uma propriedade que podemos enxerga-la como uma particularidade do teorema da
bissetriz interna e utiliza recursos como compasso, régua e o software GeoGebra, mas nao
apresenta exercicios algébricos. Ja o livro de Giovanni Jinior e Castrucci traz atividades
com uso de recortes, dobraduras e exercicios algébricos. Vale ressaltar que o uso do LD
é praticamente indispensavel pelo professor, no entanto, nada o impede de buscar outras
fontes alternativas para construir sua proposta de trabalho sobre os teoremas em geral,
inclusive outras demonstracoes.

A seguir algumas imagens dos dois livros analisados.

® Bissetriz de um angulo

Seja 0 angulo AOB da figura e med (AOB) = 50°.

A partir do vértice O, tracamos OP que divide AOB em dois angulos adjacentes de mesma
medida. A OF damos o nome de bissetriz de AOB. Observe:

A

50°

ILUS THAG BES: EDITORIA DE ARTE

o

Bissetriz de um angulo é a semirreta de origem no veértice desse angulo que
determina, com seus lados, dois angulos adjacentes congruentes.

Figura 3.6: Bissetriz de um angulo

Fonte. Giovanni Junior e Castrucci (2018, v. 8 EF, p. 67).

63



® Bissetriz de um triangulo

Bissetriz de um tridngulo é o segmento de reta que une um vértice do tridngulo ao seu
respectivo lado oposto, dividindo o angulo desse vértice em dois dnguios de mesma medida.

A i E

s

E s ¢ B C £
BAS = CAS BCS = SCA i
AS & a bissetriz relativa ao anguio A 5 & a bissetriz relativa ao dngulo C.

Figura 3.7: Bissetriz de um triangulo

Fonte. Giovanni Jinior e Castrucci (2018, v. 8 EF, p.76).

Usando dobraduras

£ possivel representar os elementos de um tridngulo usando dobraduras. Nesta ativi-
dade vamos obter as bissetrizes e o incentro de um triangulo.

Vocé vai precisar de:

* papel sulfite
# tesoura com pontas arredondadas
* |apis
* gsguadro
+ transferidor

1% passo: Recorte um triangulo qualquer.
2= passo: Para obter a bissetriz de um &ngulo do tridngulo, dobre-o sobrepondo diois lados.

30 passo: Obtenha, da mesma maneira, as trés bissetrizes dos dngulos internos.

42 passo: Margue o ponto | onde elas se encontram. Esse ponto & o incentro do
triangulo.

Figura 3.8: Teorema da Bissetriz - atividade proposta

Fonte.Giovanni Junior e Castrucci (2018, v. 8 EF, p.78).
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2. No AMNP, MA é a bissetriz relativa ao
lado PN. Qual a medida de PMAT 50°

P
~—_ A
e
M
s

%‘ghh
45"’

[~

M

5. Mo AMPQ, MX e PY sio bissetrizes.
Calcule as medidas a, b e ¢

M
a=115"
b=80"e
// ¢ = 65°
cl
éfﬁ . I:rll
P 35: ﬂ?_: Q

6. Em um AABC, o dngulo B mede 60° e
o dangulo € mede 20° Calcule a medida
do dngulo formado pela altura relativa
ao lado BC e a bissetriz do angulo A, 20°

Figura 3.9: Teorema da Bissetriz - exercicios

Fonte. Giovanni Jinior e Castrucci (2018, v. 8 EF, p.79).

Bissetriz de um angulo

Outro lugar geométrico do plano é a bissetriz de um angulo.

Bissetriz de um angulo € a semirreta com origem no vértice desse angulo
e que o divide em 2 angulos de medidas de abertura iguais (angulos congruentes).

A

i

-
B8 -

Banco di ImaganalArguive da ediions

A semirreta OS & bissetriz do A0B, pois A0S = BOS.

\/eja par que a bissetriz de um angulo & um lugar geométrico do plano.

* Propriedade: todos os pontos da bissetriz sao equidistantes dos 2 lados do angulo.
XM= XN, YR= Y5 2P= 20, ...

= Nenhum outro ponto do plano tem essa propriedade.

Banca de iragannlArguive de sdion

Figura 3.10: Teorema da Bissetriz

Fonte. Dante (2018
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Construcao da bissetriz de um angulo

Agora vamos construir e explorar as propriedades da bissetriz de um
angulo.

Para iniciar um novo trabalho, salve as construcdes ja feitas e comece
uma nova construcao, clicando em “"Novo”.

GeoGebra Geometria

Arquivo ~
12 passo: Cligue na opcao "Semirreta" no menu de ferramentas

&
1S
e marque 2 pontos proximos ao centro da tela, onde vocé quiser que + Nowo
Q
B
L)
<
S

Fotos: Aeprodugdoiwwwv geogetra.org

figue o desenho. Para construir a outra semirreta, cligue novamente em
um dos pontos e, depois, escolha e clique em outro ponto na tela.

22 passo: Vocé ja viu como medir a abertura do angulo formado entre
2 retas. Entre 2 semirretas vocé pode usar a mesma opcao. Faca essa
medicdo. Se necessario, vocé pode usar a opcao “Mover” para melhorar
a posicao e a visualizacao do valor obtido.

32 passo: Para determinar a bissetriz do angulo, cligue na opcao
"Bissetriz" e, em seguida, cligue nos 3 pontos que vocé usou para
tracar as semirretas.

Abrir

Gravar
Export Image
Compartilhar

Visualizar Impressdo

et ey e g -
a7 / ® § | baparnaporte
2
2 . _ ¢ | tracaaretasuporte
. / _~" % | dabissetrizdoangulo,
Rl A b () g 2 i
Bl& et / e £ | que &uma semirreta.
/ S G kS
= Vd o 2
* TN | o - 3
Fl / e &
o—«-u:- / 5 - 5¢ passo: Exemplo de
CARN=&D /,/ e resposta: A mediatriz
— " se movimenta junto,
L & 3 f({ e s continuando a sera
AR o mediatriz do angulo e
b L * mantendo as propriedades.
R e a Ao alterar a medida de
a abertura do dngulo tracado,
—- = a outra medida de abertura
2@Q@C 4 i " calculada continua sendo

a metade dela.

42 passo: Agora, meca a abertura de um dos angulos formados entre as semirretas que vocé tragou
inicialmente e a bissetriz. Qual é a relacao entre essa medida e a medida de abertura do angulo que
voceé tragg u? £ a metade da medida de abertura do angulo tracado.

5¢ passo: Use a opcao "Mover” para alterar lentamente a posicao de umas das semirretas que vocé tracou.
O que acontece com a bissetriz? E com as medidas de abertura dos angulos?

Figura 3.11: Construgao do Teorema da Bissetriz no GeoGebra

Fonte. Dante (2018, v. 8 EF, p. 64,65).
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3.3 Teorema de Pitagoras

Os PCN (BRASIL, 1998a) das séries (anos) finais do EF apontam meios de abordar
no 9° ano do EF, e no 1° ano do EM, nao somente os teoremas relacionados a geometria e,
mais especificamente a trigonometria, a formula de Bhaskara, equagoes binarias e sistemas
de equagoes do 2° grau, como o proprio Teorema de Pitagoras.

As atividades propostas nos LD de lezzi et al. (2016, EM), Dante (2016, EM; 2018,
EF) e Giovanni Junior e Castrucci (2018, EF) criam varias oportunidades de desenvolver
conceitos partindo da visualizacao da resolucao de cada situagao-problema apresentada.

Dante (2018, v.9 EF, p. 184-197), Dante (2016, v.1 EM, p. 246-248), Giovanni Junior
e Castrucci (2018, v.9 EF, p.198-208) e lezzi et al. (2016, v.1 EM , p. 209-213) apre-
sentam o Teorema de Pitdgoras, um pouco da sua Histéria (exceto Dante(2016, EM)),
sua demonstragao algébrica classica, exercicios simples e situagoes problema contextuali-
zados, de maneira acessivel ao aluno. Porém, Dante (2016; 2018) apresenta mais de uma
demonstracao do teorema, oferecendo assim mais recursos para o professor/aluno. No EF
Dante é mais detalhista em sua abordagem do que no EM.

Para Markarian (s.d) é importante que o aluno entenda o cardter cumulativo da ciéncia
matematica, pois a compreensao dos conceitos anteriores sao importantes para entender as
etapas mais avancadas, facilitando o aprendizado, e consolidando o novo mais facilmente.

A seguir algumas imagens dos livros analisados, demonstracoes e alguns exercicios

resolvidos e propostos.

B o triangulo retangulo

Todo tridngulo retédngulo, além do dngulo reto, possui dois angulos (agudos) complementares.
O maior dos trés lados do triangulo é o oposto ao dngulo reto e chama-se hipotenusa; os outros dois
lados sao os catetos.

Semelhanc¢as no triangulo retangulo

Tracando a altura AD, relativa & hipotenusa de um tridngulo retdngulo ABC, obtemos dois outros tri-
angulos retangulos: DBA e DAC. Observe as figuras:

A A A
G A b
Al Tp Al ol Iy
B D C B D D C
Os angulos fe 2 s3o complementares, O angulo B{E\D & complemento do 0 angulo D;lc & complemento
ou seja, a soma & 90°. dngulo 1. Entao, BAD = 2. do dngulo 2. Entao, DAC= 1.

Reunindo as conclusdes, vemos que os triangulos ABC, DBA e DAC tém os dngulos respectivos con-
gruentes e, portanto, sao semelhantes: AABC ~ ADBA ~ ADAC

Figura 3.12: Demonstracao do Teorema de Pitagoras

Fonte. Tezzi et al. (2016, v. 1 EM , p. 208).
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Rela¢coes métricas

Voltemos ao tridngulo ABC, retangulo em A, com a altura AD. Os segmentos BD e DC também sao
chamados de projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

A
b
s [ h == h
B n D D m C
a

n: medida da proje¢ao

m: medida da projecio
de AB sobre BC.

de AC sobre BC.

Explorando a semelhanca dos triangulos, temos que:

AABC~ ADBA= 2 =S o5 c2=a-n 1
C n
AABC~ADAC= 2 =b p2r=a.m 5
b m
ADBAn-‘f_\.DAc:)L:%:)hZ:m n 3

m

As relacbes (1, 2 e 3 sao importantes relagoes métricas no triangulo retangulo. Em qualquer
tridngulo retdngulo, temos, portanto:

+ O quadrado da medida de um cateto é igual ao produto das medidas da hipotenusa e da projecao
desse cateto sobre a hipotenusa, isto é:

b’=a-m e c2=a-n

+ O quadrado da medida da altura relativa a hipotenusa é igual ao produto das medidas dos segmentos
que ela determina na hipotenusa:

h?=m-n

Das relagbes (1, (2 e (3 decorrem outras, entre as quais vamos destacar duas:

Multiplicando membro a membro as relacdes (1 e (2 e depois usandoa (3, temos:

b?=a-m

C;g_a_n}::»b?-cz=aZAm-r1=:'b?Ac2=aZAh2=:'b-c=aAh
== ey
L 3 |

+ Em qualquer tridngulo retangulo, o produto das medidas dos catetos é igual ao produto das medidas
da hipotenusa e da altura relativa a ela:

b-c=a-h

Somando membro a membro as relacdes (1 e (2 e observando que m + n = a, temos:

b’=a-m
s_ .. t=2bl+tcd=a-m+a-n=b+2=a-(m+n)=2b2+ =2
¢&=a-n —

« Em qualquer tridangulo retdngulo, a soma dos quadrados das medidas dos catetos é igual ao quadrado
da medida da hipotenusa.

b?+ = a?

Essa Gltima relacdo é conhecida como teorema de Pitagoras.

Figura 3.13: Demonstracao do Teorema de Pitagoras

Fonte. Tezzi et al. (2016, v. 1 EM |, p. 209-210).
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I

Pitagoras de Samos

Pithgoras nasceu na ilha grega de Samos, por
volta de 565 a.C.

Sua obra, depois continuada pelos discipulos,
foi de enorme importinaa para o desenvolimen-
to da Matematica. Vanas foram as contribuictes
da escoda pitagtrica, responsavel por avangos na
area do racocinio lGgico-dedutivo. Pitagoras deu
também grandes contribuices ao desenvoha-
mento da Aritmética_

O teorema que beva seu nome j& teve centenas
de demonstragies diferentes. Observe a demons-
tracio a seguir.

Tomemos o quadrado ABCD abaixo represen-
tado, de ladoa + b.

Podemos dividi-lo em dois trapézios con-
gruentes pelo segmento EF: o trapézio AEFD e o
trapézio EECE. A area § do trapézio AEFD pode
ser calculada de duas maneiras:

Como metade da drea do quadrado ABCD:

s 2

Foirts de peispeisa BOSA, Eucdele Masia de

4| | UM POUCO DE HISTORIA

Come a soma das dreas dos tniangulos AEG,
EGF e GFD:

_ab |, cc | ab

T ta ity

Entdo:

(a+ bjfa + b) = ab + cc + ab
e dai resulta:
aF+b=c

Essa dermonstracio == deve a James Abram
Garfield (1831-1881), vigésimo presidente dos
Estados Unidos.

B, TRy

e
]

A ARSI S SRS S A

SE . 2
Filigoras desenhando na arsia o lecerma
e hoje lva o sew nome. Gravuea de aulor
descanbecido, 1833,

AP igR OEMEP, 2007 p. 3430

[rr—
Digsornhond vrne = o sbimogcng befdecsipa i B007 el s st ¢ e, 2016

EXERCICIOS

27 Sabendo que AE  TD, determine X & y.

L3
X
-
& f EH-""'H-..\_\_B -x
F: X/..‘ .y
/ e
dl (&) ¥ “E

2B Determine X e y nas figuras:

Figura 3.14: Um pouco de Histéria sobre Pitagoras e exercicios propostos

Fonte. lezzi et al. (2016, v. 1 EM , p. 211).

Na figura, o quadrado DEFG esta inscrito no tridngulo ABC. Sendo BD = 8 cm e

CE = 2 cm:
a) calcule o perimetro do quadrado.

b) determine a menor distancia entre o ponto A e a reta BC.

Figura 3.15: Teorema de Pitagoras - exercicios propostos

Fonte. Tezzi et al. (2016, v. 1 EM , p. 213).
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Bustragbes técnicas desta pigina: Banco de imagensiArquiva da edtam

Elementos do triangulo retangulo
Consideremos um triangulo ABC, retangulo em A, e o segmento de reta AD perpendicular ao lado BC,

com D em BC.

Ficam definidos os seguintes elementos do AABC:

—» hipotenusa (medida a)

AC — cateto (medida b)

AB

| &l

cateto (medida c)

cD
AD

projecio do cateto AC sobre a hipotenusa (medida n) B[

—

BD —» projecao do cateto AB sobre a hipotenusa (medida m)
—
—

altura relativa a hipotenusa (medida h)

Relacdes métricas

Uma importante aplicacao da semelhanca de triangulos sao as relacdes métricas no triangulo retangulo:
férmulas que relacionam entre si as medidas dos lados e das alturas do triangulo.

Tridngulos semelhantes

A altura relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo ABC divide-o em dois triangulos retangulos seme-
lhantes a ele e semelhantes entre si. Observe:

C B m D D n C

Como os trés triangulos tém todos os angulos congruentes, pelo 12 caso de semelhanca, temos:
AABC ~ ADBA ~ ADAC

As relacdes métricas
Da semelhanca entre AABC e ADBA, segue que:

-'ﬁ- = -@- = i = ﬂ = CJ =gm @ .rE'.-qu.r_' atemto! _\I

BC BA a c ! Vioc reparou que as relagies (T) .
I e () s&0 as mesmas, apenas |
' dam do lad; d =

Da semelhanca entre AABC e ADAC, temos: ' ::';dm,;w diﬂf;ﬂ?}]fﬂ?-, :

I Armbas podern ser I

— — i generalizadas como: .

AE DA c _h : .

= ====L==42 ah = b cateto” = hipotenusa - projecio

B AC a b @ | ctete’ = bipotemsa - projecio )

H E 2] n I

_— = = — = — = =an

BC AC a b @

Da semelhanca entre ADBA e ADAC, segue que:

DA _ DC h
= = —=

I
DB DA m h

=]

= HK=mn )

Somando membro a membro (1) e (Il temos:

¢t =am
b* = an
P+ =amian=b+l=am+n= BP+d=a @

A relai;a"m@é o famoso teorema de Pitagoras: em um triangulo retangulo o quadrado da
medida da hipotenusa é igual 3 soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Figura 3.16: Demonstracao do Teorema de Pitagoras

Fonte. Dante (2016, v. 1 EM, p. 246-247).
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Outra demonstracao do teorema de Pitagoras
O teorema de Pitigoras também pode ser demonstrado por comparacdo de dreas (segundo os historia-
dores, a demonstracdo de Pitigoras deve ter sido uma demonstracio geométrica semelhante 3 que segue).
As duas regides quadradas a seguir tém lados de medidas (b + c). Logo, tém a mesma area. Retirando
das duas as quatro regides triangulares congruentes, o que sobra na primeira (a%) € igual ao que sobra na
segunda (b + ¢?) Entdo:a’ = b + %

b c

Figura 3.17: Demonstracao do Teorema de Pitagoras

Fonte. Dante (2016, v. 1 EM, p.247).

Exercicios resolvidos

5. Calcule o valor de x em cada uma das figuras. B. Uma rodovia cruza uma hidrovia perpendicularmen-
te por meio de uma ponte. Ambas podem ser con-
sideradas retilineas. No mesmo instante em que um
carro cruza a ponte, a uma velocidade constante de
100 km/h, uma barcaca passa sob a ponte a 60 km/h
e prossegue a viagem a essa velocidade. Apos
15 minutos, qual serd a distancia aproximada entre
o automdvel e a barcaca supondo que ambos este-

a)
AN
E - L |
I = 1
b} . Jjam no mesmo plano horizontal?
: A velocidade do carro é 100 km/h; logo, em
L]
/jz\
a

15 minutos terd percorrido 25 km. Por sua vez, a bar-
caca esta a 60 km/h; logo, terd percorrido 15 km
nesses 15 minutos.

Resolucio:
A d=am=P=4x=4=dx=ax=1 i
b) Pelo teorema de Pitagoras:

TR T T T F=19+2"=2d =225+ 625=

=6+ 8=a=100=a=10 =d =850=d =534
ah=be=10x=6-8=x=48 Portanto, d = 2915 km.
27. Determine o valor de x, y, z e wno tridngulo retdn- | 29. Calcule os valores de , r, x e y do triangulo abaixo.

guloahaixa.r ay - 36, 28 % ST .

B ’ L)

x = Louldy=36
5
¥

Figura 3.18: Teorema de Pitagoras - exercicios resolvidos e propostos

Fonte. Dante (2016, v. 1 EM, p. 248).
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® Uma demonstracao do teorema de
Pitagoras

Existem inUmeras maneiras de demonstrar esse teorema. Vamos ver uma demonstracao
baseada na semelhanca de triangulos. Consideremos o triangulo retangulo da figura a seguir.

c
e a: medida da hipotenusa.
g \\a b: medida de um cateto.
e < medida do outro cateto.
e
S
AE B

Nesse triangulo, vamos tracar a altura relativa ao lado BC.
Essa altura divide a hipotenusa em dois segmentos, cujas
medidas chamaremos de x e y.

A

Os tridangulos ABC e ABD sao semelhantes, pois possuem um angulo reto e um angulo comum B.
A D
C = -~
/" b o ;_/
il il
B a (@ B

Assim, podemos escrever:

o
y ( a

Analogamente, os triangulos ABC e ACD sao semelhantes, pois possuem um angulo reto e
um angulo comum C.

A
L= b D
A
: A C
= a ¢ b

Assim, podemos escrever:

EDITORIA DE ARTE

b a b’
—=—=xa=b=x=—
X b a
Como a = x + y, podemos escrever: ») Veja no material
02 4 audiovisual o video
C S sobre o teorema de
R T Pitagoras.

Figura 3.19: Demonstracao do Teorema de Pitagoras

Fonte. Giovanni Junior e Castrucci (2018, v. 9 EF, p.202-203).
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3.4 Teorema de Heron

O uso da férmula de Heron nas escolas de EF (8° ano) e EM (2° ano) é uma boa
alternativa para o cdlculo de areas de figuras geométricas planas, porém sua demonstragao
nao ¢ muito simples para os alunos. As demonstragoes de teoremas em sala de aula podem
se tornar um fator motivador ou desestimulante a aprendizagem, isso depende do teorema
e da abordagem empregada pelo professor.

A férmula de Heron é considerada longa e trabalhosa para se demonstrar nas escolas,
mesmo que a demonstragao, por nés apresentada, aborde contetidos ja estudados pelos
alunos. Observamos que sua demonstragao nao consta nos LD do EB que pesquisamos
neste trabalho.

Em Dante (2018, v.8 EF, p. 167) nao temos a demonstragao do teorema, e sim a
formula de Heron e exercicios que envolvem esta férmula. Dante traz também um texto
pequeno sobre Heron de Alexandria.

No EM, lezzi et al. (2016, v.2 EM ) néo cita o teorema de Heron e no livro de Dante
(2016, v. 2 EM, p. 129) apenas a férmula.

Abaixo imagens dos livros analisados.

Area do triangulo sendo conhecidos os trés lados
Conhecidos os trés lados (a, b e ¢) de um triangulo, a area do tridngulo pode ser calculada pela férmula

de Heron. oo ———-
A : , Para refletir _\I

I O que significa semiperimetro
de um poligono?

B A ARIUAD db 8 ane
=
I
o
w
W
=
w
-
o
™
I

lados

e WA UG db B

-
=
Bustraghes taonicas dasta pigine

[==]

=]

~
B

Heron de Alexandria, gedmetra e

a+h+c mecanico grego, esteve no auge
Sendo o semiperimetro p = , € possivel demonstrar que: de sua producio intelectual em
2 torno do ane 62 a.C.

A= “allp — blp — ¢ Farmula de Heron, muito dtil quando
Jpﬁp Np p ) [nén conhecemos a altura do tridngulo.

Figura 3.20: Area de uma regiao triangular sendo conhecidos os tres lados

Fonte. Dante (2016, v. 2 EM, p. 129).
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Heron de Alexandria e o calculo da
medida de area de regioes triangulares

0 matemaético e inventor grego Heron de Alexandria (c. 10-c. 70) teve impor-
tante papel no desenvolvimento de varios conceitos matematicos.

No principal trabalho dele sobre Geometria, denominado Métrica, ele apresentou dife-
rentes maneiras de determinar:a medida de area de regides triangulares; a medida de area
de regioes limitadas por quadrilateros, por poligonos regulares de 3a 12 lados e por elipses;
a medida de areado circulo; e a medida de volume de cilindros, de cones e de esferas.

Nesse trabalho, ele demonstra uma férmula que permite calcular a medida de area
de uma regido triangular sendo conhecidas as medidas de comprimento a, b e c dos
3 lados. Ela & chamada de férmula de Heron e pode ser escrita da seguinte maneira:

a+hbh+c

A= Jﬂ[p—ﬂ)[p—b}(,o—c}.comp= -

Fonte de consulta: REPOSITORIO INSTITUCIOMAL DA UFPL. Disponivel em: <http:frepositorio.ufpi br/xmiuibitstreamy

handle/123456789/729/Dissena%c3%aT%c3%a3o_Udhoa_18_11_2016 pdf? sequence=1>. Acesso em: 30 set. 2018

Aa resalver um problema, podemos escolher a formula que usaremos depen-
dendo dos dados do problema.

Veja estes exemplos.

}Eé As imagens desta

H pagina ndo est3o
fg 6m 5m representadas em
i3 7m proporgao.
§§ =]

E 12m 7m

12-7
= — =42 p= M = E =9
2 2 2
A=42m: A=+8-3-2-4 =216 = 14,7 {€om umacalculadora)

A= 14,7.m?*

A medida de perimetro do
tridngulo é dadapora + b + c.
Como prepresenta metade
dessa medida e ‘semi’ pode
dar a ideia de metade, temos
que pé o semiperimetro do
tridngulo.

Bate-papo
p é chamado de
semiperimetro do
triangulo. Por gue vocé
acha gue ele recebe
esse nome?

Para calcular o valor de
uma raiz quadrada nao
exata, podemos usar
uma calculadora e obter
umaaproximagao
racional, como no
exemplo a seguir.
Teclamos
B(el ) =

€ 0 visor mostrara

|.69693845E".

Entdo, a aproximacao

Iuatragbea: Banes do
magen s rquive da oditorn

com 1 casa decimal &

J216 = 14,7,

Figura 3.21: Area de uma regiao triangular sendo conhecidos os trés lados

Fonte. Dante (2018, v. 8 EF, p. 167).
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3.5 Teorema dos Cossenos

O teorema dos Cossenos é apresentado no EM, mais especificamente no 2° ano do EM,
quando espera-se que os alunos ja tenham conseguido assimilar os elementos basicos da
trigonometria e percebam sua aplicabilidade nas diversas areas das Ciéncias Exatas.

Os autores dos dois livros analisados apresentam a demonstracao deste teorema, exer-
cicios e situagoes-problemas de forma clara e adequada ao nivel do aluno do EM. Porém
lezzi et al. (2016, v.2 EM, p. 37-41 ) apresentam a demonstrac¢ao nos trés tipos de trian-
gulos (acutangulo, obtusangulo e retangulo); ja Dante (2016, v.2 EM, p. 17-21) apresenta
somente no triangulo acutangulo e solicita a verificagao para os triangulos retangulos e
obtusangulos.

Teorema

Em todo tndngulo, o quadrado da medida de qualguer lado é igual & soma dos quadrados das
medidas dos outros dois, menos o dobro do produto da medida desses lados pelo cosseno do dngulo
por eles formado.

Demonstracao:

+ Sejam o tridngulo acutadngulo ABC, e CH = h, a medida da altura relativa ac lado AB.
ABCH:a* =h* + (c - m,\z}_d’

AACH: b2 = b — m?

=a=pP-m+d-2-ccm+m’=

=a=bP+cd—-2:-c-m 1l

&ACHZCDSA=%:>I‘I‘I=b'CDSr‘3. 2

Substituindo ‘2 em (1, obtemos:
a’=b?+ c — 2bccos A
Analogamente, podemos obter:
b?=a’+c — 2accos B e cd=a’+b*—2abcos €
- Sejam o tridngulo ABC obtusdngulo em A, e CH = h, a medida da altura relativa ao lado AB.
MABCH: a* = h* + {c + m)? }:5
AACH: B2 =b* — m?

=a=bP-m+cd+2-ccm+m*=

=a=pP+d+2-ccm 1
ACHA: cos (180° — A) = % istoé, m=>b-cos(180° — A) =
=b-(—cosA)=—b-cosh
m=—bcosA (2
Substituindo 12 em (1, obtemos:
al=b?+ c? — 2bccos A

Analogamente, podemos obter:
b*=a’+ c? — 2accos B e ?=a’+b’—2abcosC
- No caso de o triangulo ABC ser retdngulo (em A, por exemplo), como cos 90° = 0, verifica-se a

igualdade a? = b? + c? — 2bc cos 90°, que se reduz a expressao do teorema de Pitagoras. Para cada um
dos dois dngulos agudos do tridngulo (B e €), a igualdade decorre também do teorema de Pitagoras.

Figura 3.22: Demonstracao da Lei dos Cossenos

Fonte. Tezzi et al. (2016, v 2 EM, p. 37-38).
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19 Um motorista de caminhao precisa fazer entregas
nas cidades Alfa e Beta, distantes 10413 km (apro-
ximadamente 36 km) entre si. Do ponto P em que
se encontra, na bifurcacdo de uma estrada, ele sabe

ompaen i . it D C
que a distdncia a Beta € o triplo da distancia a Alfa.
Alfa Beta
A B
A B
P

21 Na figura abaixo, a medida de AB é 60% maior
que a medida do raio da circunferéncia de cen-

Sabendo que med(APB) = 120° e que a veloci- tro O. Determine tg .

dade méaxima permitida no trecho de P a Beta
é de 50 km/h, determine o tempo minimo que A

serd gasto para chegar a Beta, onde seré feita a
primeira entrega.
% B

20 Na figura, o perimetro do quadrado ABCD mede
24 cm e o triangulo DEC é equildtero. Determine
a medida de AE.

Figura 3.23: Lei dos Cossenos - exercicios

Fonte. lTezzi et al. (2016, v 2 EM, p. 41).

O angulo agudo A pode estar em um triangulo acutangulo, retdngulo ou obtusangulo.

C=H b A

Vamos demonstrar a lei dos cossenos usando o triangulo acutangulo. Para refletix

.
— . . M Verifique que a relacio
Tracando a altura BH, obtemos os tridngulos retangulos ABH e CBH. | vale para A agudo no
+  trianguloretinguloe
I no triangulo
» No AABH, temos: « obtusangulo.
+ + Podemos considerar o
I teorema de Pitagoras
' (a*=b"+ ) comoum
I caso particular da lei
. dos cossenos (pois
* c0s90°=0)

cos,&=£:>AH=c-cos A
c
C=RW+AH =h=C¢-AH =h =¢ —(c-cos A)2=>h2=c2—cz-coszﬁu®

Veja comentarios deste Para
refletir no Manual do Professor.

® No ACBH, temos:
F=h+H =a@=h+pb-AH)l=h=a—(b—c cosA) =
=h’=a*—b’+ 2bc-cosA — - cos’ A @

° De@e @temos:
a? — b? + 2bc - cos A — cL€05°A = — cLeoS’A = a2 =b*+c?—2bc-cosA

Figura 3.24: Demonstracao da Lei dos Cossenos

Fonte. Dante (2016, v. 2 EM, p. 18).
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17. No tridngulo da figura abaixo, calcule a medida x.
=T

X

1

18. No triangulo da figura abaixo, determine x.

19. Emum tridngulo ABC sio dados:A =30°b =23 ¢
¢ = 3. Calcule a medida do terceiro lado do triangulo.
. a=-3
20. Considere o triangulo ABC com: A = 45°, a = 4 e
b =42 . Determinecladoc. c =4

21. No triangulo abaixo, AC = 3, BC = 4, AB
BAC = w. Determine o valor de cos a. cos « =

A

3e

o=

o da editora

25. a8 (FCMSCSP) Considerando a figura abaixo, qual
ovalor de sen o?

26. [IBEskReN Fisica
Duas forcas de intensidade F, = 8 Ne F;, = 12N formam
entre si um angulo de 60°. Qual € a intensidade R
resultante dessas duas forcas? ® = 4419 N

27. Considere uma circunferéncia de raio r e £ a medida

dolado de um decagono regular inscrito nessa circun-
_ 360“)
n

feréncia. Determine £ em funcaoder. (a

ry2(1- cos36?)

Figura 3.25: Lei dos Cossenos - exercicios

Fonte. Dante (2016, v. 2 EM, p. 19-21).
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3.6 Teorema dos Senos

No 3° ano do EM, a trigonometria aparece como ferramenta béasica para resolver
problemas relacionados a outros conteidos matematicos, como por exemplo, no estudo
de nimeros complexos. Contetidos novos de trigonometrias sao introduzidos aos alunos
até 2° ano do EM. O teorema dos senos, por exemplo, é estudado no 2° ano do EM,
juntamente com o teorema dos cossenos.

Tendo em vista que a contextualizacao dos conteidos matematicos facilita a compreen-
sao de conceitos abstratos, lezzi et al. (2016, v. 2 EM, p. 34-37) e Dante (2016, v. 2 EM,
p. 13-16) apresentam o teorema dos Senos de maneira contextualizada, sua demonstragao,
exercicios de diversos niveis e situacoes problemas. Os dois livros trazem demonstragoes
um pouco diferentes envolvendo conceitos que os alunos ja estudaram anteriormente. Am-
bos os livros apresentam suas demonstragoes somente no triangulo acutangulo e solicitam

a verificacao para os triangulos retangulos e obtusangulos, conforme imagens a seguir.

Teorema

As medidas dos lados de um tridngulo sdo proporcionais aos senos dos respectivos angulos opostos, e a
constante de proporcionalidade é igual a medida do didmetro da circunferéncia circunscrita a esse triangulo.

Demonstragao:

Dado um tridngulo ABC, consideremos a circunferéncia circunscrita a ele. Sejam O e R, respectivamente,
o centro e a medida do raio dessa circunferéncia. A, B e € sdo os &ngulos do tridngulo ABC com vértices
em A, B e C, respectivamente:

A

Tracando o didmetro BD, temos med(BAC) = med(BDC), pois BAC e BDC, como angulos inscritos (isto
é, seus vértices sdo pontos da circunferéncia e seus lados sdo secantes a ela), veem o arco comum BCe
determinam a mesma corda BC na circunferéncia.
Como o tridngulo BDC é inscrito em uma semicircunferéncia, ele é retdngulo em C:
BC a A a a

B = = = = = —_— = Professor, se achar necessario, revise o
SEn (BDC) BD 2R = sen A 2R ~ sen A 2R conceito de angulo inscrito e a relacdo entre a

medida do dngulo inscrito e a medida do arco
correspondente.

Figura 3.26: Demonstracao da Lei dos Senos

Fonte. Tezzi et al. (2016, v. 2 EM, p.34-35).
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De modo anélogo, temos:

Assim:

sen B

b

_=2Re —_=2R
sen C

Segue a expressao da lei dos senos:

a b ©

P N Ry

OBSERVAGOES ()

* Se um dos angulos for
reto (AABC retangulo),
a demonstragdo é
analoga; usa-se o fato
de que sen 90° = 1.

Se um dos angulos

for obtuso (AABC
obtusdngulo), usa-se
raciocinio andlogo e

a relago:

sen (180° — A) = sen A,

S

Figura 3.27: Demonstragao da Lei dos Senos

Fonte. Iezzi et al. (2016, v. 2 EM, p.35).

B s

EXERCICIOS

Num tridngulo ABC sio dados med(B) = 607,
med(C) = 45°e AB = 8 cm. Determine o compri-
mento de AC.

No tridngulo ABC da figura, determine as medi-
das de AB e BC. Use a tabela trigonométrica da
pagina 276 ou uma calculadora cientifica.

10em

{2 + B

Dado sen 75° = , determine X e ¥ na

figura abaixo.

Z

¥

O proprietério de um terreno deseja conhecer a distan-
cia entre sua casa e a nascente de um rio. O caminho
da casa & nascente, porém, & de dificll acesso.

A partir da frente da casa e com auxilio de um teo-
dolito, mediu o dngulo através do qual avistava a
nascente e o pomar, obtendo 48°. Caminhou, entdo,
420 metros em linha reta até o pomar, de onde mi-
rou a nascente e a casa segundo um dngulo de 64°.
Quantos metros separam sua casa da nascente? Use
a tabela trigonométrica da pagina 276 ou uma cal-
culadora dentifica.

/\ FACA NO
t p/ CADERNO

Determine a medida x do &ngulo MNP

Determine a medida do raio da circunferéncia cir-
cunscrita a um tridngulo ABC, sendo BC = 15 cm
e med(A) = 30°.

Entre os pontos A e B, extremidades do lado de
um terreno, existe uma regido plana alagadica, cuja
extens3o deseja-se estimar. Um topdgrafo, situado
em A, avistou um posto rodoviario situado na estrada
sob um angulo de 40° em relacdo a AE. Dirigiu-se,
entdo, ao posto, situado a 1500 metros de A, e
avistou as extremidades do terreno sob um dngulo
de B%°. Considere: sen 55° = 0,82; sen 85° = 0,99
e sen 407 = 0,64,

GRAH ERAAR

a) Qual é a extens3o da regido alagadica?
b) Qual ¢ a distancia entre o posto e o ponto B?

Figura 3.28: Lei dos Senos - exercicios

Fonte. Iezzi et al. (2016, v. 2 EM, p.36).
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N
(3 ) Lei dos senos

Acompanhe a seguinte situacao-problema:

Uma empresa de fornecimento de energia, ao instalar a rede elétrica em uma fazenda, precisou colocar
dois postes em lados apostos de um lago para permitir a passagem da fiacio. Com isso surgiu um pequeno
problema: para fazer o projeto da rede, seria necessario saber a distancia entre os postes, e a presenca do
lago impedia a medicao direta dessa distancia.

Um dos engenheiros posicionou-se em um local onde era possivel visualizar os dois postes e medir a
distancia entre eles. Com um aparelho apropriado, o teodolito, ele mediu o angulo entre a linha de visao
dele e os postes, obtendo 120°. Um auxiliar mediu a distancia entre o engenheiro e o poste mais afastado e
obteve 100 m; outro auxiliar mediu o angulo entre a linha do poste mais préximo do engenheiro e a linha
entre os postes, obtendo 45°. Com essas informacoes, o engenheiro ficou satisfeito, pois ele ja conseguiria
calcular a distancia entre os postes. Vamos descobrir como a seguir.

Realidade Modelo matematico

B
2
3
3
£
g
;
a
T
E
a

Banco de imagensfArquivo da editora

O triangulo AOB é obtusangulo, e a resolucdo desse problema consiste em determinar a medida do
lado AB. Para resolvé-lo, vamos estudar a lei dos senos, cujo enunciado vem a seguir.

Em qualquer triangulo ABC, as medidas dos lados
sao proporcionais aos senos dos angulos opostos,
ou seja: a b P

senA senB senC

Figura 3.29: Lei dos Senos - Situagao problema

Fonte. Dante (2016, v. 2 EM, p.14).
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Acompanhe a seguir a demonstracao da lei dos senos para um triangulo acutangulo.
Consideremos o AABC acutangulo e duas de suas alturas: AH, e BH,.

A

» No AACH,, retangulo em H,, temos:

esenc=" =h =b-senC

» No AABH,, retangulo em H,, temos:

Banca de imagensArquive du editor

s

B

I
o
o]

~ h ~ f
ssenB= < = h,=c-senB B
c

Comparando, temos:

» Para refletir |
c ®. 1 Verifique que a demonstracio vale também para
I o AABC obtusangulo e para o triangulo retangulo.

~ ~ b
b-senC=c-senB= . =
senB sen(C

® No ABCH,, retangulo em H,, temos:

~ h -
ssenC= -2 =hy,=a-senC
a

L ]

| ]

L ]
. s
- " 5
» No AABH,, retangulo em H,, temos: | c %
<
. E
~ h, - ' 4
ssenA= 2 = hy;=c-senA I b a g
P -
. H
Comparando, temos: 1 :
I A ¢ B
~ -~ a c . -

arsenC=c senA= = = = @ ' Lembre-se: sen a = sen (180° — ).

senA senC o ———

Vieja a demonstragao no Manual do Professor.

De D e (D concluimos que:

a _ b ¢
sen A sen B sen C

Observacoes: —
medida do lado a
¥) Pode-se provar que a razao - € constante e igual a 2R, em que R é o raio da
seno do angulo opostoaa

circunferéncia circunscrita ao triangulo considerado. A mesma relacao vale para os outros dois lados
do triangulo.

a b c

— = — = -= 2R
senA senB senC

Figura 3.30: Demonstragao da Lei dos Senos

Fonte. Dante (2016, v. 2 EM, p. 14-15).
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Exercicios resolvidos

1. Em um tridngulo isésceles, a base mede 6 cm e o
angulo oposto a base mede 120°. Calcule a medida
dos lados congruentes do triangulo.

llustragbes téanicas desta pigina: Banco de imagensirquivo da editora

Veja a
resolucdo no
| Manual do
I 6cm | Professor.
_ [oe———-
Resolucdo: 1 Para refletir
. o 1
Pela lei dos senos, temos: I B ol H
isosceles, a altura I
6 = & — ' relativa a base é .
120° 30° L 5 i i
sen sen também mediana e I
I bissetriz. Use esse fato J
= L = 2 — 1 eresolva este exercicio
J3 1 Ld.e outra forma. )

Cada um dos lados congruentes mede 2+/3 cm.

N

Em um tridngulo ABC, temos BC = 5 cm, A =48°%e
B = 25°. Calcule a medida aproximada do lado AB
(use a tabela da pagina 22 ou uma calculadora
cientifica).

Resolucao:

Pela lei dos senos:

BC _ AC__ 7B
send  senB  senC

sendo C = 180° — (48° + 25°) = 107°.

Fique atento! |
Com a tabela obtemos sen 107° = 0,956, -

rocurando sen 73°.
LP

Substituindo:
5 AB 5 AB
= = = =
sen 107° 0,743 0,956

sen 48°

=g =20%0 _¢ 45
0,743

Portanto, a medida aproximada do lado ABé6,43 cm.

®

12. Observe afigura abaixo e calcule o valor da medida x.

x =10042

13. Observe o tridangulo abaixo e calcule o valor da
medida x.

15. Em um tridngulo ABC, sio dados A = 45°, B = 30°e
a+b=+2 +1. Calcule ovalor de a. a-+2

16. Use atabela da pagina 22 ou uma calculadora cienti-
fica e determine os valores de x (aproximadamente):

a)

Figura 3.31: Lei dos Senos - exercicios resolvidos e propostos

Fonte. Dante (2016, v. 2 EM, p.16).

82




3.7 Teorema Fundamental da Aritmética (TFA*)

Nos 6° e 7° anos (terceiro ciclo do EF) ha um trabalho continuado com os ndmeros
naturais, que nao deve terminar no final do segundo ciclo, pois o aluno deve continuar a
trabalhar com estes niimeros “em situacoes de contagem, de ordenacao, de codificacao em
que tenha oportunidade de realizar a leitura e escrita de nimeros “grandes” e desenvolver
uma compreensao mais consistente das regras que caracterizam o sistema de numeracgao
que utiliza”(BRASIL, 1998a, p. 66). No terceiro ciclo do EF, os alunos também sao levados
a investigar questoes que envolvem primalidade dos ntimeros naturais, decomposi¢ao em
primos e divisibilidade.

Os livros citados no inicio desse capitulo nao apresentam explicitamente o TFA*, pois
sao livros de séries mais avancadas. Mas Dante (2015, v.6, p.151-155), Giovanni Junior e
Castrucci (2018, v.6 EF, p.118-129) e Giovanni Junior e Castrucci (2018, v.7 EF, p.21),
livros dos 6° e 7° anos, apresentam os conceitos e propriedades dos numeros primos,
elementos essenciais da Teoria dos Numeros, da Aritmética. Estes livros trazem o TFA*
quando abordam decomposi¢ao de niimeros naturais em fatores primos.

A seguir algumas imagens dos trés livros.

MANUAL DO 0! e MANUAL DO
PROFESSOR PROFESSOR

A
CONQUISTA
“MATEMATICA

mmmn‘ &
Matemdtica 6

®
£6 gk
eGP o

' M

Figura 3.32: Livros didaticos do Ensino Fundamental
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capiTuLD

NUMEROS PRIMOS

‘ Observe os quadros a seguir.

Numero | Divisores | | Namero | Divisores Note que:
0 12,39 5 1.5 ¢ O 1 tem apenas um divisor: o proprio 1.
. : = 1.2.3,6 | « Todo nimero natural diferente de zero ¢
g } g ; 3 ; z 3 divisivel por 1 e por ele mesmo.
4 124 9 1.3.9 * Ha numeros que sao divisiveis apenas por

1 e por eles mesmos, como: 2, 3, 5e 7.

* Ha nGmeros que, além do 1 e deles mesmos, possuem outros divisores. Como: 4, 6, 8, 9,
10, 12, 14 e 15.

e O zero tem infinitos divisores.

Um numero natural que possui apenas dois divisores naturais
distintos (o nimero 1 e ele mesmo) é denominado nimero primo.

Assim, os nimeros 2, 3, 5 e 7 sao exemplos de nameros primos.
A sucessao dos nimeros primos € infinita, ou seja, existem infinitos nimeros primos.
Os nameros naturais que possuem mais de dois divisores distintos sao chamados nimeros
compostos. Assim, 4, 6, 8 e 9 sao nimeros compostos.
Observacoes:
* Os numeros 0 e 1 ndo sao primos nem compostos.
* O Unico nimero natural par que é primo é o 2.

® Como reconhecer nimeros primos?

Primus € uma palavra latina que significa “primeiro e anico”. Ela foi escolhida para deno-
minar o grupo dos nimeros naturais divisiveis apenas por dois niimeros naturais distintos: 1
e ele mesmo. Se um numero natural nao for primo, ele serd chamado numero composto, ou
seja, podera ser dividido por outros niimeros, além do 1 e dele mesmo.

Vamos aqui usar uma regra que permitira dizer quando um nimero natural dado é ou
nao um numero primo. Veja:

¢ Dividimos o numero dado pelos nimeros primos menores que ele, até obter um gquociente
menor ou igual ao divisor.

» Se nenhuma das divisoes efetuadas for exata, o nimero serd primo.

* Se qualguer uma das divisdes for exata, o nimero nao sera primo.

Figura 3.33: Nimeros Primos

Fonte. Giovanni Jinior e Castrucci (2018, v. 6 EF, p.118).
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+1Z13 ¥l %
® PARA QUEM QUER MAIS | Resolugdes na p. 302 ) A7 (3|78
. ; 4 §
O crivo de Eratostenes [l {2 J!; 5 g
O grego Eratéstenes (276-194 a.C.) montou a primeira &7
tabua de numeros primos. 2 \2Z| 23] 25)25
Por exemplo, para achar os primos até 1000, bastacomecar  |2£ | 27| 28| 2V | 28
;Iimi:txandg 031. Aseguir, glimine.os mﬁﬂ;!)!oi d:t Zé ;:ceto 02, 2 13213334135
epois os de 3, exceto o 3, e assim por diante !
Quando tiver riscado os multiplos de 31, pode parar: vocé 36137138137 | 4] %
ja achou todos os niimeros primos menores que 1000. b1 JaZ|L3 [M | Ly s
Veja, ao lado, a tabua de nimeros primos até 50. Nela s W B I s
foram escritos os numeros de 1 a 50 e seguidos os procedi- o
mentos descritos acima. (( SAIBA QUE
1. Agora é com vocé. Monte, no caderno, uma tabua de 0 RS v Pﬁ,mo‘
G . . : ’ pois tem apenas um divisor
numeros primos até 100 seguindo o procedimento S i i
descrito anteriormente. Resposta no fim do livro. ‘9 R

Figura 3.34: Crivo de Eratostenes

Fonte. Giovanni Junior e Castrucci (2018, v. 6 EF, p.120).

L -
©® Numeros primos
Vamos relembrar o conceito de nimero primo:

Um ndmero que possui apenas dois divisores naturais distintos (0 nimero
1 e ele mesmo) é denominado nimero primo.

Os numeros naturais que possuem mais de dois divisores distintos sdo chamados numeros
compostos.

Assim:
* O nimero 1 ndo é primo nem composto.
¢ Os nameros 2, 3, 5, 7, 11 e 13 sao alguns exemplos de nimeros naturais primos.
« Os nameros 4, 6, 8, 9 e 10 sao alguns exemplos de ndmeros naturais compostos.
* O Unico nimero primo par é o 2, ja que todos os demais numeros pares sao divisiveis por 2.

Figura 3.35: Numeros Primos

Fonte. Giovanni Jinior e Castrucci (2018, v. 7 EF, p.21).
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© Decomposicao em fatores primos

Vimos que todo nimero natural maior do que 1 que nao é primo é chamado de nimero
composto, pois ele pode ser expresso como uma multiplicacao de dois ou mais fatores, em par-
ticular uma multiplicacao de fatores primos. Observe o nimero 24, que é um nimero composto:

2=2X1NR=2X2X06=2X2X2X3

Assim, 2 X 2 X 2 X 3 é a forma fatorada completa do nimero 24, ou seja, é o nimero
24 expresso como a multiplicacdo de fatores primos.

A decomposicdo em fatores primos de um nimero Escrever a multiplicacao

com todos os divisores usados
natural composto nos fornece a forma fatorada completa 0 Processo.
desse numero. Essa técnica consiste em:

i Dividir esse Dividir o ;
zgg;;;g‘;f:g nu'mero porum | _| quociente pbtido 9 cgg:;;znte
numero primo por um numero :
guer decompor. que seja seu primo que seja eiguala 1?
divisor. seu divisor.
t
Néo
Veja como decompor os nimeros 72, 116 e 231 em fatores primos:
22| 2 116 | 2 231 (3
36| 2 58 |2 7t |7
18| 2 29 | 29 nin
9| 3 1 1
% =
1
e 72=2X2X2X3X3 *l16=2Xx2%X29 ®# 231=3X7XM1N

Figura 3.36: Decomposicao em fatores primos

Fonte. Giovanni Jinior e Castrucci (2018, v. 7 EF, p.21).

86



InterfotefLatinstock

G Numero primo
Observe os divisores de alguns nuimeros naturais:

e psdivisoresde 21sdo:1,3,7e 21 * gsdivisoresde 24 sdo:1,2,3,4,6,8,12e 24
* osdivisoresde 3sdo:1e 3 * osdivisoresde 7 sdo:1e7

Note que alguns desses numeros tém apenas dois divisores. Quando isso acon-

tece, eles sdo chamadas de nimeros primos.

Numero primo é todo numero natural maior do que 1 que tem exatamente dois
divisores distintos: o 1e ele mesmo.

Entre os numeros 21, 3,24 e 7, podemos afirmar que:
* 3 énumero primo, pois e maior do que 1e so tem 1e 3 como divisores;
¢ 7também énumero primo, pois € maior doqueTetemapenasoleo7 comodivisores;
¢ 21 e 24 ndo sao numeros primos, pois tém mais do que dois divisores. Veja:
d(21):1,3,7,21ed(24):1,2,3,4,6,8,12,24.

Figura 3.37: Nimeros Primos

Fonte. Dante (2015, v.6 EF, p.151).

Crivo de Eratostenes

Quais sao os numeros primos ate 1007
Eratostenes, matematico, geografo e astrénomo grego, criou um metodo simples
e pratico para a obtencdo de numeros primos até um determinado limite: o Crivo de
Eratostenes.
Veja e faca junto.
: 1¢) Construa um quadro com os niimeros naturais de 2 até 100.
Eratést;,{es_n:;;mmm' 22) Risque os multiplos de 2 maiores do que 2.
grego(276aC-195aC).  39) Risque os muiltiplos de 3 maiores do que 3.
49) Risque também os muiltiplos de 5 e os multiplos de 7 maiores do que eles.
52) O maior numero primo a ser checado corresponde a raiz quadrada do valor-limite,
arredondado para baixo. Neste exemplo, como /100 = 10, 0o maior nimero a ser

checadoéo?.
Este quadro com —T

os nuimeros 2 |3 | A5 | 7 AN bl
riscados, no qual ] = | % L& [~ =] [
aparecem so os R | 3| M s | 6| 7|8 | 19| 20

4
numeraos primos, e

chamado Crivo de

Eratastenes. , _ ) ~ i )
Os numeros que nao foram riscados sao os numeros primos ate 100.

Vocé ja descobriu quais sdo eles?

Figura 3.38: Crivo de Eratostenes

Fonte. Dante (2015, v.6 EF, p.152).
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& Exerciciors

43. Quantos sdo os nimeros primos até 100? Complete o quadro ao lado

: Numeros primos até 100
com todos esses numeros.

44. A soma de dois nimeros primos é 40. A diferenca entre eles é 6. Quais
sdo esses numeros?

435. Reconhecimento de um numero primo
Voceé ja descobriu, pelo Crivo de Eratostenes, quais sao 0s numeros pri-
mos ate 100. Agora vocé vera um processo que pode ser usado para
descobrir os demais nimeros primos. Basta ir dividindo o nimero dado pelos numeros primos, a partir do 2,
ate que um dos seguintes fatos aconteca:

« Adivisdo "dar" exata (nesse caso o nimero ndo é primo).
» O guociente ficar igual ou menor do que o divisor sem gue nenhuma divisdo tenha "dado" exata
(nesse caso o numero é primo).

Figura 3.39: Numeros Primos - exercicios

Fonte. Dante (2015, v.6 EF, p.152).

A demonstragao desse Teorema nao é acessivel aos alunos do EB. Do ponto de vista de
Barbosa (2008, p. 249), “assuntos associados ao TFA* precisam ser retomados em véarios
momentos da vida escolar do estudante, contribuindo para que ele avance no reconheci-

mento e na generalizagao das propriedades dos niimeros inteiros”.
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3.8 Teorema Fundamental da Algebra (TFA**)

Ja foi dito neste trabalho que a demonstracao do TFA** necessita de conhecimentos
matematicos mais avancados. Os alunos do 3° ano do EM necessitam pelo menos conhecer
os numeros complexos e a definicao de polinomios para que faga sentido o enunciado deste
teorema no ensino basico.

Dante (2016, v. 3, p. 219) e lezzi et al. (2016, v. 3 EM, p. 219-220) apresentam
(enunciam) uma versao mais simples deste teorema mas nao sua demonstragao.

A seguir algumas imagens dos livros analisados.

B Teorema fundamental da Algebra (TFA)

O teorema seguinte, enunciado e provado por Carl Gauss (1777-1855),
constitui um elemento central para o estudo das equacoes algébricas.

Todo polindmio de grau n, n = 1, admite ao menos uma raiz complexa.

A demonstracao desse teorema exige conhecimentos de Matematica do
Ensino Superior e que, portanto, nao sao abordados no Ensino Médio.

Figura 3.40: Teorema Fundamental da Algebra

Fonte. lezzi el al. (2016, v. 3 EM, p. 219).

i

(<) 1cUlcilia Tdiiudliliciital Ua AlgcUl a
S g
O teorema fundamental da Algebra, que admitiremos sem demonstracio, diz que:

Toda equacao algébrica p(x) = 0 de grau n (n =1)
possui pelo menos uma raiz complexa (real ou n3o).

Esse teorema foi demonstrado em 1799 pelo matematico Carl F. Gauss, entao com 21 anos, em sua tese
de doutorado.

Figura 3.41: Teorema Fundamental da Algebra
Fonte. Dante (2016, v. 3 EM, p. 219).
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3.8.1 A Foérmula de Bhaskara

As equacgoes de 2° grau ax®+br+c=0 podem ser resolvidas utilizando a famosa
—b £ Vb2 — dac

2a
dos coeficientes a, b e ¢ da equagao.

formula de Bhaskara, x = , que nos permite calcular o valor de x através

No livro analisado de Dante (2018, v.9 EF, p. 57), temos a demonstragao dessa
férmula, um pouco de Historia, exemplos e muitas atividades, inclusive atividades com
jogos. Observamos que Dante utiliza em seus LD uma linguagem clara, concisa e objetiva.
O autor faz uso de vérias representagoes na abordagem dos conteudos (graficos, tabelas
e ilustragoes), havendo um equilibrio entre elas. Ele procura seguir os objetivos e as
orientagoes metodoldgicas dos PCN (BRASIL, 1998a, 1998b), apontando um contexto
social e conteidos matematicos que sao desenvolvidos a partir de situagoes-problema e
envolvendo outras areas do conhecimento.

Também em lezzi et al. (2016, v.1 EM, p.97) e em Giovanni Junior e Castrucci
(2018, v.9 EF, p.100-103) temos a férmula de Bhaskara com uma demonstragao de facil
entendimento, seguida de exemplos, exercicios resolvidos e propostos, porém Giovanni
Junior e Castrucci (2018, v.9 EF, p.104-105) traz o software Ofi Calc.

A seguir algumas imagens dos livros analisados.

) Raizes de uma equacdo do 2° grau

Chamam-se raizes ou zeros da funcao polinomial do 2egrau, dada por
fix) = &’ + bx + ¢, com a # 0, os ndmeros reais X tais que fix) = 0.

Em outras palavraz, as raizes da funcio vy = ax’ + bx + ¢ 550 as solugbes
{=e existiren) da equacio do 28 grau ax” + bx + ¢ = 0,

Vamos deduzir a formula gue permite obter as raizes de uma funcio qua-
dratica. Ternos:

H.:J-EI=.'~a.x’+l:u:+n:—l]=ara|'.::"+§x+§'|—l]=ar

b C Ja] C b b b C
S rt+at—=0l=vt+x=——=art+tRmt_——-=—o—— =
a a 4 4 i Az Aa”
f b ¥ b — Aac b B — dac
= |ltt—| = — =+ —= t— =
L Ia.-l Aa’ Za la Q
— _ —bx+b"—4ac B 2y 2 fum
X Ia i, s s o i Lir, "‘"Z ; i A"
b W b | Trmndme quadrada
mos 2ok e e TR g | ereito?

Essa & a farmula resolutiva de uma equacao do 2= grau.

Figura 3.42: Demonstracao da Férmula de Bhaskara

Fonte. lezzi et al. (2016, v. 1 EM, p.97).
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Formula de resolucao de uma equacao do 2° grau

Generalizando aideia de completar quadrados, podemos chegar a uma formula para resolver qualquer equa-

cdo do 22 grau, incompleta ou completa, com o primeiro membro sendo um trinémio guadrado perfeito ou nao.
Consideremos a equacao genérica do 22 grau ax? + bx + ¢ = 0, com coeficientes @, be creaise a # 0.
Dividindo ambos os membros dessa equacgao por g, obtemos:

b c
X+ Zx+-=0
a a
c
X+ Zx=—=
a a
bz
Completamos o quadrado do primeiro membro somando —- @ ambos os membros.
La
c bz
X+ —x+ —_—= =+ —
a

quadrado de x J ‘ l— quadrado de ST

Fatorando o trindmio quadrado perfeito do primeiro membro da equacao e transformando o segundo

- - b\ b —tac
membro em uma Gnica fracao, obtemos: [ x +—| = ———
2a )
2 _ 2 _
Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, obtemos: x + b T b—i;ac =x+ b i-M
2a hLa 2a 2a
o b . Nb —bac
Isolando o x no primeiro membro, obtemos: x = 5 + BETEE
a a

—b £ \b* — tiac

Finalmente, obtemos a formula da resolucao de equacoes do 22 grau: X = >
a

Figura 3.43: Demonstracao - Férmula de Bhaskara

Fonte. Dante (2018, v. 9 EF, p. 57).
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sy Y
JoGos B )

Quantas raizes ha?
Com esse jogo vocé, além de se divertir, vai aplicar alguns dos contetdos que aprendeu neste capitulo.
Preste atencdo as orientacdes e bom jogo!
Orientagoes
Niamero de participantes: 2 jogadores.
Material: 1 folha de papel sulfite.

Preparagao
Confeccionem 12 papéis para sorteio com as letrasde Aa L. ‘

Pontuacao total

Como jogar
A cadarodada, cada jo

equacao sorteada tem, usz lor de A ou outro conhecimento adquirido, e marca os pontos no quadro de pontuagao.

aizes reais, entdo o jogador nao marca ponto (0).

aizes reais iguais, entao o jogador marca 1 ponto (1).

* Sea i raizes reais distintas, entdo o jogador marca 2 pontos (2).

A ¥+ x+1=0A<0I(0ponto) G x*—6x+9=04=0(1ponto)
B 4x?—4x+1=0A=0(1ponto) H 7x*—10x+ 4=0A < 010 ponto)
’ C 2x*=3x+1=0A>0(2 pontos) I 3x2—=27 =04 02 pontos)
D x*—11x+30=04 > 0(2 pontos) J X(X+'1)=UA>D(2pDn‘[D5)
} E 3x?+ 108 =04 < 0 (0 ponto) K x(x—‘|)=‘|‘|x—36A:om ponta)
F (x—z)(x— 2)=0A:om ponto) L 2X(X—'1)=—bA<D(OpDntD]

Vence a partida quem conseguir mais pontos apds as 6 rodadas.
Figura 3.44: Formula de Bhaskara - jogos
Fonte. Dante (2018, v. 9 EF, p. 60).
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® Formula resolutiva de uma equacao do
2° grau com uma incognita

Veja como podemos chegar a formula resolutiva:

Dedugio da formula resolutiva

Processo algébrico de Bhaskara para o
exemplo

ax’+bx+c=0{@+0

¥ +4x—12=0

A | bx
T+?+

1]

Lo
a a

ey g

d d
}:1+£:+7g—7{= .
d d d

Wy =12

2+ dx +[%]2 - 12+[%]2

¥+dx+d4=12+4

bY b - dac
+ — + 2¥ =16
[x Ea] 43’ o F2F
b b* — dac
— = -
. 40— g V0" —dac X+2Z=%4
2a 2a
b b’ — dac A= =2%4
= ——=
2a 2a
. = —b Vb —dac x=2oux=-6
B 2a

Figura 3.45: Demonstracao - Férmula de Bhaskara

Fonte. Giovanni Jinior e Castrucci (2018, v. 9 EF, p.100).




—b + Vb?>—4ac

2a
22grau ax? + bx + c = 0.

A expressao b? — 4ac (que é um numero real) é usualmente representada pela letra grega
A (delta) e é chamada discriminante da equacao.
-b +JA

2a
A férmula resolutiva recebeu, também, o nome de formula de Bhaskara em homenagem

ao grande matematico hindu.

A existéncia ou ndo de raizes reais, bem como o fato de elas serem duas iguais ou diferentes,
depende, exclusivamente, do valor do discriminante A = b? — 4ac.

Na equacao ax?* + bx + c = 0, temos A = b? — 4ac e consideramos:

Aformula x =

é chamada férmula resolutiva da equacao completa do

Entédo, a férmula resolutiva pode ser escrita assim: x =

. : . |A > 0 (duas raizes diferentes)
* Quando A = 0, a equagao tem raizes reais e
A = 0 (duas raizes iguais)

* Quando A < 0, a equacao nao tem raizes reais.
Figura 3.46: Férmula de Bhaskara

Fonte. Giovanni Junior e Castrucci (2018, v. 9 EF, p.101).

@) Resolucéo de equacao do 2° grau

Nesta secao, exploraremos o campo destinado a resolucao de equacao do 2° grau do
Ofi Calc, que é um software disponivel para download gratuito no site <http:/livro.pro/tbfg5r>.
Acesso em: 16 nov. 2018.

Além de poder nos auxiliar a resolver operacées bésicas, o Ofi Calc possui diversas outras
ferramentas, por exemplo, uma para resolver equagoes do 22 grau.

Esse software é de grande utilidade para auxilid-lo na conferéncia de resultados e nao deve
substituir os calculos feitos por vocé.

Veja como podemos utilizar o Ofi Calc.

Cligue na aba Ferramentas (Ferram.) e, depois, em Equacoes — Polinémios.

Ofi Cale - Equagdes - Polinomios Do R
G Edi | Fenam Opces Adds Soids | Eensto [CB C Unkv |IC1 C.5M | (CAI C. A | €8 C. 0K O Chionostame | ] Datas | B Enderegos 1)
[pw 0% | b Geometria - Trigonometria || Convetter o valores universais G 1l
feu [Auea] Compimerto| Peso | Press3o| Tempessiwal Tempo| Vokme | YEwo| Forca | Poténcia | Velock %)
l‘ F# Fisica - Quimica [UAY Uridades de Aea  dacina
= lan: | T Estatisticas - Financeiro l e =1
= Padiéo—{ >

ﬂ Visio w Milimatios cuad /mer/Square miimeters

_Ww:.dm.—.- Centimetros cuad./

gg%l Aseas/fres = 1 Dan?
ﬁg& = : mmm::
J| Eigi2eids ¢ VT (M
2 A_EI = Ii'.' ;-—,——

Figura 3.47: Software Ofi Calc

Fonte. Giovanni Jinior e Castrucci (2018, v. 9 EF, p.104-105).
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Teremos nova tela e nela devemos selecionar a aba Equacdo/funcao do 2° grau e
biquadrada.

== b
&
m.|gaui‘n] EMIbﬂvhwrmi Satems: de equacies  Furciones grahcas
= 1
= Equacho de 2greu
Ecuacitn de 2¢ grado: Chleulo de las raices (x1 y x2) X Ir I~]
Eraien praew Forma posimia Frma tectszate ) 5%
.—n'-llrx-$-l saxsbx+c=0 o+ ([(x-xI)x-xD)=0 2 525
Cosl.a Cool b Cosle: » 401
ot 4 |
o o[ Wdox .-h.z‘!i'd._l:s._< 2 07 ol
E] -
Funcidn de 27 grade o cusdibtica > Hoszortat | 0+ W\_ﬂj |
Representacion gibhca de la lunciin de 27 Forma bisca
* Coeot 0 1oices §1 coshoenia 4= 0 :ltuuh&?'db
* Conte con e de abemas (X Vidase ecuscain de 1er grade
* Coste con e de.
* Concanndad FE—
"Vistice s = &/ 20}
* Simoteia vescal Ne
* Cnaze pex ol arigen [e=0) Si arereinc 8
Coeliciente a = 0 &u:l»lﬂundu.--ul Discriminante D = b - dac= 0
“Siiacl 2Py enx= /28 “Si. D <0 > Nolane isices wales
Si- a3 0 > Paibols odne: xe &8 “Si: D=0 > Tene una iz doble
i a=0 3 Noes aplicable 2 grade (Susep. priicaesunarecta] “Si: D3 0 5 Tiene dos taices resles yolaf 2100 424 eu2
= Equagle: de 20 gau ncongleto
Cosl & Cosl b =0
Sildadibminoc afebx =0 5[ o .j xian s b= l<n_._. AT e
&
“Sildtadibmrok #¥ s =0 5| .—'H_l ad s cw 0> wmraid-c/a)> 12
= Ecuscein bcuadiada
Codt & ﬂ-}ﬁ Ho aphc sble
webo -0 ) T ses
artebn o e ?tjf [ of{ e ted 2 af bt o<".
5 Eauaclo de 29
'Ecuacién de 2* grado: mumumm,m
Emazon gerany Forma factoreatas
Tfo?'x-c-! )1?-1&:024-l > (x-B)(x-4) =0
Coel & Coel [Ef_-ll e _<.1.no.m-1m-
(e[ ot oy 2n (02 8204

Teremos uma tela em que podemos preencher os valores dos coeficientes de uma equacao
do 22 grau e obter a resolucao.

Por exemplo: para resolver a equacdo x> —10x + 24 = 0, basta completar os campos dos

coeficientes coma = 1, b = —10 e ¢ = 24 que o software retornara as raizes e a forma fatorada
da equacao.

1. Agora, com o auxilio do software Ofi Calc, obtenha as
raizes das seguintes equacdes do 22 grau:

a) 4 —-1x+26=0
b) xX-6x+9=0
€) 3x*—-53x=0

2. Verifique se nos itens b e ¢ os valores apresentados pelo
software sao de fato raizes das equacgdes dadas.

3. Explore, com um amigo, outras ferramentas do software.

Figura 3.48: Software Ofi Calc

Fonte. Giovanni Junior e Castrucci (2018, v. 9 EF, p.105).
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3.9 Teorema Binomial de Newton

No EF, mais especificamente no oitavo ano, é apresentado aos alunos o calculo de po-
téncias de bindémios do tipo (a4 b)" ou (a — b)™, com 0 < n < 3, sendo que esses célculos
sao feitos utilizando-se da propriedade distributiva da multiplicacao em relagao a adicao
ou através de regras (geralmente decoradas pelos alunos), os produtos notéveis: quadrado

de uma soma, quadrado de uma diferenca, cubo de uma soma ou cubo de uma diferenca.

Exemplo: Utilizando a propriedade distributiva observamos o desenvolvimento dos se-
guintes binomios:

(i) (z+3)?=(x+3).(z+3)=2?+3x+ 32+ 9 = 2%+ 62+ 9;

(ii) (z+3)* = (z+3)%(z+3) = (2 +62+9).(x +3) = 2> + 32* + 62 + 18x + 9z + 27 =
23 + 922 + 272 + 27;

(iii) (z+3)* = (z +3)%(x + 3)? = 2* + 62° + 92* + 62° + 362% + Hda + 92 + Hda + 81 =
ot 4+ 122 + 542% + 108z + 81.

Entretanto, quanto maior for o expoente, mais trabalhoso é o calculo da poténcia pela
propriedade distributiva, exigindo métodos mais eficientes para desenvolver as contas.

No 2° ano do EM sao abordados os conteudos de Analise Combinatoria: permutacoes,
arranjos, combinagoes, os numeros binomiais e o teorema binomial, também chamado
binomio de Newton e o triangulo de Pascal.

O teorema do binomio de Newton agrega muito ao conhecimento matematico dos
alunos, porém é uma ferramenta considerada dificil por eles no geral. As dificuldades
podem ser minimizadas quando o tratamos de maneira contextualizada a outras ciéncias,
tornando mais produtivo o estudo (TOGNATO II, 2013). Este teorema pode ser utilizado
em conexao com calculos de probabilidade envolvendo dois eventos mutuamente exclusivos
nos quais nao importa a ordem de ocorréncia de tais eventos.

lezzi et al. (2016, EM) nao apresentam o teorema Binomial, ja Dante (2016, v. 2 EM,
p. 228-229) apresenta este teorema, mas nao o demonstra. Ele define nimeros binomiais
e apresenta algumas propriedades, o triangulo de Pascal, a propriedade dos ntumeros
binomiais complementares, propriedade das linhas, sem demonstra-los. Como leitura, o
autor apresenta aspectos historicos sobre o triangulo de Pascal e explora varios exercicios
visando a reproducao do teorema Binomial. Dante se mostra atento ao apresentar esses
conceitos matematicos de “maneira simples e compreensivel”, com aplicagao envolvendo

problemas do mundo real.
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rrﬂ\ . . .
9, Bin6mio de Newton
Toda poténcia da forma (x + ¥)",comx €R, y €R e n € N, € conhecida como binémio de Newton.

O desenvolvimento do bindbmio de Newton é simples em casos como os seguintes, que vocé ja estudou
no Ensino Fundamental:

o(x+y)°=1

s(xty)=x+y
sx+yP=(x+yx+y)=x+2xy+y
sx+yP =KX+ x+y)=x+3xY+ 32+ )

Em casos como (x + y)’, (2x — y)’, (x + 2)'° e outros, vamos recorrer aos conhecimentos adquiridos na
analise combinatoria.

Observe nos exemplos seguintes os bindmios de Newton desenvolvidos e veja como sao os coeficientes
de cada termo:

T __ 2 2 __ 2, 1,1 _ 2 2.,0 2 1,1 2 0,2
A x+ ) =X+ 2y +y =1 + Y + Iy = o XV Y,

3 3 3 3
b) (x+yF =x+ 3 +302 +y =1 + A + A + 10 = (OJXSJ’OJ' (l)x2y1+ (2Jx1y2+ (3)x°y3

Note gue os coeficientes dos desenvolvimentos sao as linhas do tridngulo de Pascal. Sera que isso tam-
bém acontece com (x + y)*?

De fato:
(x + ) =x*+ 4y + 6xy* + 4xy® + ) = 1XAY° + &y + 6xY + axlyP + IO =

o 4 4,0 4 = f | 4 2.,2 4 1,,3 4 0,,4
(o <[y« (e« oy (D)o

Generalizando, podemos escrever, paraxey €ERen €IN:

n_ i 4l i i il n- i n- h n
(x+y) —(O)X +(1Jx 1y+[2]x e+ [k]x *y*+...+(n)y

Note que os expoentes de x comecam em n e decrescem de Tem 1 até 0, enquanto os expoentes de y
comecam em 0 e crescem de 1em 1até n.

= e ’ ‘ . n -
Observacdo: Como ja vimos, dados os numeros naturais n e p, com p < n, o ndmero (p) é chamado

- n!
plin—p)

Veja, por exemplo, como efetuar o desenvolvimento de (x + a)*:

5_5 5 54— 532 523 5 4 55
(x+a)—0x+]xa+2xa+3xa+4xa+5a
1 1 1 l 1 J;

1 5 10 10 5 1

numero binomial n sobre p. Lembre que G, , = (n
p

Portanto:
(x + a)® = x° + 5x*a + 10x°a* + 10x*a® + 5xa* + @’

Figura 3.49: Teorema Binomial

Fonte.Dante (2016, v. 2 EM, p. 228).
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®

77. Efetue os fegu"_ﬂes de_s.e.nvo_lwmentos: _ 7T8. & Considerem o desenvolvimento de (x + 1)*. Sem
a) (x +2)° x* +10x" + 40x° + 80x" + 80x + 32 fazer o desenvolvimento todo, tentem responder
b) (@ — 3)* " — 120’ + 54a” — 108a + 81 as perguntas:

a) Quantos termos tem o desenvolvimento?
) - 16 termos
b) Qual & o0 12termo? x

) Qual é032termo? | _ | X" =105 x"
'S

Figura 3.50: Binomio de Newton - exercicios

Fonte.Dante (2016, v. 2 EM, p. 229).

Observacao 3.1. Os LD analisados neste estudo oferecem caminhos que conduzem o0s
alunos ao dominio progressivo de temas ou componentes curriculares, contribuindo assim
para a formagao e desenvolvimento do pensamento critico dos alunos para que possam
acompanhar os avangos das ciéncias e das tecnologias. Fsses LD articulam bem o uso dos
conteudos, de forma contextualizada, ao longo dos anos do EB. Entretanto, o professor
deve buscar apoio além dos LD, em situagoes e objetos do cotidiano, nas novas tecnologias
e em diversos outros recursos. Assim como os LD sao um auzilio fundamental na cons-
trucao dos planos de aula, organizador de rotinas para o professor, eles podem também
comprometer a autonomia do professor no ensino-aprendizagem de sua disciplina, distan-
ciando o professor da proposta de ensino e limitando as possibilidades de exploracdo do
conhecimento. E’fundamental que o professor busque o equilibrio no uso dos LD em suas

praticas-pedagogicas.
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3.10 Tabela sintese sobre os teoremas nos livros di-

daticos

A Conquista da
Matematica.
v. 6,7,8 e 9.
(Ensino Fundamental)

Telaris Matematica
v. 6,7,8 e 9.
(Ensino Fundamental)

Matematica:
Contexto & Aplicagoes
v.1,2 e 3.
(Ensino Médio)

Matematica:
Ciéncia e Aplicagoes
v.l,2 e 3.
(Ensino Médio)

Teorema de
Tales

O volume 9 apresenta o
teorema, incluindo sua
demonstracao, de maneira
clara e de facil entendimento
para o aluno.

O volume 9 apresenta o
teorema, incluindo sua
demonstracao, de maneira
clara e de facil entendimento
para o aluno.

O volume 1 apresenta o
teorema, incluindo sua
demonstracao, de maneira
clara e de facil entendimento
para o aluno.

O volume 1 apresenta o
teorema, incluindo sua
demonstracao, de maneira
clara e de facil entendimento
para o aluno.

Teoremas das
Bissetrizes

O volume 8 define bissetriz
de um angulo, mas nao traz
os teoremas das bissetrizes.

O volume 8 define bissetriz

de um angulo e cita uma
propriedade que podemos
enxergd-la como uma
particularidade do teorema da
bissetriz interna.

Nao apresenta os Teoremas
das Bissetrizes, em apenas
alguns exercicios cita
bissetriz.

Nao apresenta os Teoremas
das Bissetrizes, em apenas
alguns exercicios cita
bissetriz.

Teorema de

O volume 9 apresenta o
teorema, incluindo duas
demonstragoes (uma algébrica

O volume 9 apresenta o
teorema, incluindo uma,
demonstragao algébrica,

O volume 1 apresenta o
teorema, incluindo duas
demonstragoes (uma algébrica

O volume 1 apresenta o
teorema, incluindo uma
demonstracao algébrica,

Pitagoras e outra geométrica), de . . . e outra geométrica), de . . .
. .. de maneira clara e de fécil . .. de maneira clara e de facil
maneira clara e de facil . maneira clara e de facil .
. entendimento para o aluno. . entendimento para o aluno.
entendimento para o aluno. entendimento para o aluno.
Nao apresenta o Teorema de Nao apresenta o Teorema de
. Apresenta o teorema no Apresenta o teorema no .
Teorema Heron como uma maneira de Heron como uma maneira de
P » volume 8, mas sem sua volume 2, mas sem sua | ”
de Heron calcular a drea de uma regiao calcular a drea de uma regiao

triangular.

demonstragao.

demonstragao.

triangular.

Teorema (lei)
dos Cossenos

Niao apresenta o teorema.

Nao apresenta o teorema.

O volume 2 apresenta o
teorema, incluindo sua
demonstracao no triangulo
acutangulo, de maneira
clara e de facil entendimento
para o aluno.

O volume 2 apresenta o
teorema, incluindo sua
demonstragao nos trés tipos
de tridngulos (acutangulo,
retangulo e obtusangulo),
de maneira clara e de facil
entendimento para o aluno.

Teorema (lei)

Nao apresenta o teorema.

Nao apresenta o teorema.

O volume 2 apresenta o
teorema, incluindo sua
demonstragao, de maneira

O volume 2 apresenta o
teorema, incluindo sua
demonstragao, de maneira

dos Senos (. . L .
clara e de facil entendimento | clara e de facil entendimento
para o aluno. para o aluno.

Teorema

Fund tal Os volumes 6 e 7 apresentam | O volume 6 apresenta

ndamental < . - . - i~
da Aritmética | APCas Uma versao mais apenas uma versao mais Nao apresenta o teorema. Nao apresenta o teorema.
ritmetlt . .
simples do teorema. simples do teorema.

(TFA¥) P P

Teorema . .

O volume 3 apresenta O volume 3 apresenta

Fundamental N - - . < .

da Aleob Nao apresenta o teorema. Nao apresenta o teorema. apenas uma versao mais apenas uma versao mais

a ebra : .
E* simples do teorema. simples do teorema.

(TFA**)

Férmula de

O volume 9 apresenta a
Férmula de Bhaskara e
sua demonstracao, de maneira

O volume 9 apresenta a
Férmula de Bhaskara,
incluindo sua demonstracao,

O volume 1 apresenta a
Férmula de Bhaskara,
incluindo sua demonstracao,

O volume 1 apresenta a
Férmula de Bhaskara e
sua demonstracao, de maneira

Bhaskara clara e de facil entendimento | de maneira clara e de facil de maneira clara e de facil clara e de facil entendimento
para o aluno. entendimento para o aluno. entendimento para o aluno. para o aluno.

Teorema Apresenta o teorema no

Binomial Nao apresenta o teorema. Nao apresenta o teorema. volume 2, mas sem sua Nao apresenta o teorema.

de Newton

demonstragao.
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Capitulo 4
Propostas de atividades

De acordo com a BNCC, para o desenvolvimento de competéncias que envolvem racio-
cinar, é necessario que os estudantes saibam investigar, argumentar, formular, justificar
e defender solugoes de problemas matematicos, expressando e partilhando experiéncias e

resultados, mas procurando comunicar-se produzindo sentidos que levem ao entendimento.

Assim como ocorre no direito, tudo na matemaética deve ser pro-
vado antes que possa ser aceito como verdadeiro (...). Muitas
vezes, € muito mais dificil provar alguma coisa do que descobri-la
e decidir que ela é quase certamente verdadeira. As vezes, leva
muitos séculos para que um teorema seja provado. Mas é a prova
que define um teorema - deve ser possivel demonstrar sua ver-
dade através de um raciocinio légico a partir de axiomas e outros
teoremas ja provados (ROONEY, 2012, p.199).

A seguir, apresentamos duas propostas de atividades (dois planos de aula) que traba-
lTham verificagoes (provas) de resultados mateméticos simples com o objetivo de despertar

o instinto investigativo em nossos alunos.

4.1 Atividade 1

1) Titulo da atividade: Reflexdo sobre uma provinha matemadtica.

2) Tempo necessario: 1(uma) aula de 50 minutos.
3) Piblico alvo: Ensino Fundamental e Ensino Médio.
4) Contetdo: Definigoes, conjecturas e provas matematicas.

5) Metodologia: Aula expositiva dialogada e trabalho em grupos.
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6) Recursos/Materiais: Quadro de giz, datashow.

7) Objetivos especificos:
- Refletir sobre conjectura, proposicao, teorema, prova (demonstracao) matematica;
- Auxiliar os alunos em seus argumentos matematicos;
- Analisar resolugoes algébricas de resultados matematicos;
- Desenvolver senso critico matematico;

- Promover a interacao entre os alunos.

8) Avaliacao: Participagao dos alunos na discussdo da prova apresentada; interagao

entre os alunos e professor.
9) Desenvolvimento e conclusao da atividade:
(1) Apresentar as definigdes de proposicao, conjectura, teorema, coroldrio e prova

usando datashow ou quadro de giz;

(7i) Apresentacao da “prova” que 2=1.

Sejam a e b nimeros reais tais que a = b.

Multiplique a equacdo a = b por a = a® = ab;

Some a? aos dois membros = a?+a?=ab+a®> = 2a®>=a’®+ab;

Agora subtraia 2ab = 2a® — 2ab = a*> +ab—2ab = 2a* — 2ab = a® — ab;
Escreva a tltima equacao como se segue = 2(a® — ab) = 1(a* — ab);
Dividida ambos os lados por (a* —ab) = 2=1.

Opa! Alguma coisa estd muito errada, pois sabemos que 2 # 1.
(7ii) Solicitar a cada aluno que procure o erro e faga uma observacao em seu caderno;

(7v) Discussao oral sobre o erro na prova apresentada. Neste momento, os alunos de-
verao dizer o que observaram de “estranho” na prova apresentada. Esperamos que eles
percebam que no 1ltimo passo da prova dividimos a equagao por zero (um erro comum em
resolugoes de equagoes). Concluir a atividade refletindo que ndo devemos “sair aplicando
regras matematicas” sem saber realmente o que estamos fazendo, pois podemos chegar

em resultados bem bizarros.

10) Referéncias
1 - ROONEY, Anne.A Historia da Matemdtica. Desde a criacao das piramides até a
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exploracao do infinito. Sao Paulo, M.Books do Brasil, 2012.
2 - SOUZA, Maria Helena. Teoremas matemdticos que revolucionaram o mundo. Sao
Paulo: Planeta do Brasil, 2018. (Colegao 21).

4.2 Atividade 2

1) Titulo da atividade: O ntmero 0,9999... é igual a 17

2) Tempo necessario: 1(uma) aula de 50 minutos.
3) Piblico alvo: Ensino Médio.

4) Contetdo: Conjunto dos nimeros racionais (em particular, as dizimas periédicas),

Progressao Geométrica - PG, conjecturas e provas matematicas.
5) Metodologia: Aula expositiva dialogada e trabalho em grupos.
6) Recursos/Materiais: Quadro de giz.

7) Avaliagao: Participacao dos alunos na discussdao da questdo proposta, argumenta-

¢ao, interpretagao e interagao entre os colegas nos grupos.

8) Objetivos especificos:
- Analisar resolugoes algébricas de resultados matemaéticos;
- Auxiliar os alunos em seus argumentos matematicos;
- Desenvolver senso critico matematico;

- Promover a interagao entre os alunos nos grupos e com o professor.

9) Desenvolvimento e conclusao da atividade:

(1) Apresentar a seguinte pergunta a classe: O ntimero 0,999... é igual a 17

Muitos alunos tém dificuldades em entender que o nimero 0,999... é igual a 1. Eles acei-

tam melhor, por exemplo, que o niimero 0, 333... é igual a 3 por 3 nao ser inteiro.

(1) Solicitar a cada aluno que responda esta pergunta em seu caderno justificando sua

resposta.
(7i1) Formar pequenos grupos de discussao sobre as respostas e justificativas.

(iv) Apresentacao de cada grupo sobre a conclusdo que chegou e se houve alguma
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divergéncia entre os membros do grupo.

(v) Observar se algum grupo conseguiu provar formalmente a conjectura verdadeira

proposta. Apareceram provas diferentes?
(vi) Trabalhar diferentes provas dessa conjectura verdadeira.

Prova 1 - Determinar a fragao geratriz de uma dizima periédica como no EF
Chame a dizima periédica 0,999... dexz = = =0,999... [1]

Multiplique esta equagao por 10 = 10x =9,999... [2]

Faga a subtragao [2] - [1], membro a membro = 10z —x = (9,999...) — (0,999...)

Obtemos 9x =9 = x = 1; como se queria demonstrar.

Prova 2 - Por progressao geométrica (PG)

Observe que a dizima periddica 0,999... é o resultado da adigao de infinitas parcelas
de niimeros racionais (decimais finitos) como a seguir:

0,9999... = 0,9 + 0,09 + 0,009 + 0,0009 + ... = & + 7 + o= + o055 + ---

Podemos identificar uma PG de termo inicial a; = 0,9 e razao ¢ = 0, 1.

Assim temos os termos a; = 0,9, as = 0,09, az = 0,009 e somas parciais S; = 0,9,
Sy =0,99 e S3 = 0,999.

Portanto, 0,999... (com reticéncias) é a soma infinita desta PG.

Sabemos que a soma infinita de uma PG é dada pela férmula S =

, entao teremos

_ 09 __ 09 _
que 0,999 = 1—_0»1 = @ =1.
Ou seja, 0,999... = 1; como queriamos demonstrar.

Prova 3 - Da dizima 0,333... provaremos que 0,999...=1

1
Para o aluno do EB é bem mais facil aceitar que 0,333... = 3
1
Considere provada a igualdade 3= 0,333....

1
Multiplique por 3 ambos os membros desta igualdade = 3 x 3= 3 x0,333...

Entao temos que 1 = 0,999...; como queriamos provar.
(vii) Provavelmente, no final desta atividade, algum aluno ainda nao ird se sentir con-
fortavel com o fato de 0,999... ser igual a 1. Apresente outro exemplo semelhante, por

exemplo, 0,24999... = 0, 25.

(viti) Proponha aos alunos uma pesquisa de campo, com pessoas de diferentes niveis

de escolaridade, aplicando a questao: “O numero 0,999... é igual a 17 Justifique.”

103



10) Referéncias:

1 - ALEXANDRE Edigley. FEntendendo porque 0,999 ¢é igual a 1. 10 out. 2011. Dis-
ponivel em: https://www.prof-edigleyalexandre.com/2011/10/entendendo-porque-0999-
e-igual-1.html. Acesso em: 28 abr. 2020.

2 - FAINGUELERNT, Estela K.;. VILLELA, Lucia Maria A. 0,999... E IGUAL A 17
Disponivel em: http://mat.ufrgs.br/ vclotilde/disciplinas/html/decimais-web/9999.pdf.
Acesso em: 28 abr. 2020.

3 - Site visitado: Ezemplo 0,999... Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/0,999...
Acesso em: 28 abr. 2020.
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Capitulo 5
Consideracoes finais

Neste trabalho, buscamos entender como se dé o “rigor” que encontramos na matema-
tica nos dias de hoje. Para isso estudamos a influéncia das trés grandes escolas filoséficas
(Logicismo, Intuicionismo e Formalismo). Neste contexto, focamos nossos olhares nos
teoremas ensinados nas escolas do Ensino Bésico.

De fato, os teoremas estao presentes no ensino da matemaética desde os nossos primeiros
passos na escola. Tudo que aprendemos de matematica, desde o inicio da nossa forma-
¢ao, tem fundamentos em resultados mateméticos previamente descobertos/provados por
matematicos.

Nas escolas, os professores sao os mediadores entre os alunos e os contetidos matema-
ticos. Uma boa qualificagao dos professores, uma boa estrutura fisica e tecnoldgica nas
escolas e bons livros didaticos fazem toda a diferenga no ensino. Mas o bom senso dos
professores em entender e sentir a realidade das turmas, suas caracteristicas particulares,
também é muito importante para dar ritmo as atividades propostas aos alunos.

Terminamos nossa reflexao pensando no equilibrio que devemos levar as salas de aula.
Acreditamos ser fundamental mostrar aos alunos a importancia dos teoremas na Matema-
tica, trabalhar com eles os teoremas, mas isso pode ser feito de maneira leve, consciente.
Acreditamos também que despertar o instinto investigativo em nossos alunos é o caminho
mais promissor no ensino de matematica e os teoremas se encaixam perfeitamente neste
caminho.

Certamente muitas agoes podem ser desenvolvidas em sala de aula para proporcionar
aos alunos uma compreensao significativa e motivadora de problemas envolvendo provas
e demonstragoes (por exemplo, nossas propostas de atividades no capitulo 4). Porém,
para que isso aconteca, devemos abolir cada vez mais a pratica de se trabalhar com uma
matematica distante, sem sentido e descontextualizada, com apresentacao de teoremas
direcionados apenas para aplicacao de formulas e regras “decoradas”. Tais procedimentos
desestimulam e dificultam o aprendizado dos alunos.

Esperamos que este trabalho contribua para a formagao dos colegas professores de

matematica. Que desperte neles a busca de um dominio mais detalhado e articulado
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dos conteiidos matematicos que ensinam para seus alunos. Esperamos também despertar
outras reflexoes pertinentes ao ensino com o objetivo de melhorarmos cada vez mais nossas

praticas pedagogicas nas escolas.
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