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Resumo

Tendo em vista que um conceito matematico possui varias formas de representacao e
a fim de contribuir para o ensino dos sistemas de equacoes e inequagcoes lineares no ensino
médio, nesta dissertacao, abordaremos os sistemas lineares de modo a considerar seu signifi-
cado geométrico. Tal abordagem é feita por meio de uma breve apresentacao sobre geometria
analitica no plano e no espaco, vetores no plano e no espago, matrizes, determinantes, regra de
Cramer e o método do escalonamento. Nos limitaremos a dimensao dois e trés para permitir o
uso da intuicao geométrica de forma acessivel aos educandos da educagao basica.

Palavras-chave: Sistemas de Equacoes Lineares; Inequagoes Lineares; Geometria Analitica;

Vetores; Combinacao Linear; Método de Escalonamento; Regra de Cramer.



Abstract

Taking in account that a mathematical concept has several forms of representation and
in order to contribute to the teaching of linear systems of equations and linear inequalities
in basic education, our purpose in this dissertation is to discuss the geometric meaning of
linear systems. In such an approach we make a presentation on the analytical geometry in the
plane and three-dimensional space, vectors in the plane and in space, matrices, determinants,
Cramer’s rule and the scaling method. We limit ourselves to dimensions two and three so that
the geometric intuition is accessible to students of basic education.

Keywords: Linear Equations Systems, Linear Inequalities, Analytic Geometry, Vectors,

Linear Combination; Scaling Method ;Cramer’s Rule.
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Introducao

A escolha dos Sistemas Lineares, como tema dessa dissertacao, decorre das minhas ex-
periéncias como estudante e, atualmente professor. Enquanto estudante sempre demonstrei
interesse pelo assunto por suas intimeras aplicacoes, principalmente no que diz respeito a re-
solucao de problemas. Ja, enquanto professor percebi imensa dificuldade por parte dos meus
alunos do ensino basico em compreender os sistemas lineares e seus métodos de resolugao e a
necessidade de um significado geométrico para um melhor entendimento do tema.

Observamos que o assunto sistemas linear é abordado em nossas escolas, na maioria das
vezes, de uma maneira desmotivada, visto que a énfase recai exclusivamente a parte algébrica
e ao dominio do célculo, sem levar em consideragao a interpretagao geométrica, que é indis-
pensavel para uma perfeita compreensao do tema. Assim, nesta dissertagao, apresentaremos
uma nova abordagem alternativa para o ensino dos sistemas lineares que relacionard Geometria
e Algebra a fim de enriquecer e melhorar o processo ensino-aprendizagem desse assunto. Abor-
daremos também as inequacoes lineares, pouco trabalhadas na educacao bésica e inclusive no
Ensino Superior.

Existem inclusive, varios trabalhos relacionados a esta tematica. Como exemplo, cita-se
Carneiro [2], que constréi através da geometria vetorial, uma proposta didatica para o ensino
de sistemas de equagoes lineares no Ensino Médio. O principal objetivo, segundo o autor,
é fornecer através da geometria vetorial, uma ferramenta que capacite os alunos a analisar
geometricamente sistemas lineares de ordem 3 de modo que o estudo de tal tépico tenha um
"maior valor formativo”. Para isso, Carneiro salienta a necessidade de incluir no curriculo do
Ensino Médio, uma introducgao a geometria vetorial.

Ana Lucia Infantozzi Jordao e Barbara Lutaif Bianchini [4] desenvolvem uma sequéncia
didatica que aborda a resolucao algébrica e grafica de sistemas de equagoes lineares quadrados
com o auxilio do software denominado Winplot. A conclusao da pesquisadora aponta para
uma relevante importancia no uso do referido software, de modo a contribuir para a visualizacao
e compreensao da resolugao de sistemas lineares em 3 dimensoes.

Por outro lado, um mesmo conceito pode assumir diversos registos de representacao e a
partir de estudos de Raymond Duval E], a questao do papel de tais registros de representagao

para a aprendizagem matematica tem sido foco de varias pesquisas em Educacao Matematica

'Raymond Duval é psicélogo e filésofo de formacao, autor de varios trabalhos envolvendo a psicologia cog-

nitiva e o papel dos registros de representacao semidtica para a apreensao do conhecimento matematico.



como afirma Claidia Regina Flores [13].
Assim, a fim de contribuir com as pesquisas relativas a interpretacao geométrica dos
sistemas lineares e com melhora na qualidade do ensino da Matematica na educagao basica, o

presente trabalho, tem por objetivos:

e Fornecer uma abordagem alternativa que enfatize o aspecto geométrico dos sistemas de
equacoes e inequacoes lineares complementando algumas apresentadas em livros didaticos

de Matematica e de Algebra Linear.

e Apresentar formas alternativas para o ensino de Sistemas Lineares que proporcionem

maior motivagao e entusiasmo aos educandos;

e Apresentar e discutir o uso dos recursos computacionais Winplot e Geogebra, buscando a
melhora no processo de ensino-aprendizagem de sistemas de equagoes e inequacgoes lineares

no ensino basico;

e Contribuir com a formacao do estudante e do professor de matemética no sentido de

incorporar e unificar alguns conceitos da Algebra Linear.

e Trazer parte da Geometria Analitica no espaco tridimensional para o curriculo do ensino

médio.

Este trabalho se direciona aos alunos dos 3 © anos do ensino médio, estudantes do curso
de Matematica e também professores de matematica do ensino fundamental ou médio.

Evidentemente, surgirao algumas dificuldades para a execucao dessa proposta, por exem-
plo, a visualizacao geométrica no espaco, mas assim como em geometria espacial, o uso de mo-
delos concretos e a utilizagao de recursos computacionais como o software Winplot e o Geogebra
ajudarao a contornar tal problema.

Um possivel desdobramento dessa proposta € a sua inser¢ao no curriculo do ensino basico
junto com a Geometria Analitica, a Geometria Espacial e a Geometria Plana, algo que poderia
ser feito no 3° ano do ensino médio.

No capitulo 1 da dissertacao, serao apresentados conceitos basicos da geometria analitica
no plano que serao utilizados ao longo da dissertacao: coordenadas e distancia no plano cartesi-
ano, nogoes de vetores no plano e operagoes com vetores, produto interno e a equagao cartesiana
de reta.

No capitulo 2, apresentaremos de maneira breve alguns conceitos e resultados da Geo-
metria Analitica no Espaco que sao necessarios a compreensao da proposta: coordenadas no
espaco, nocoes basicas de vetores no espaco, a ideia de vetor normal, produto interno, produto
vetorial, produto misto e equacgao cartesiana do plano no espaco.

Os capitulos 3 e 4 sao o foco principal do trabalho, tais capitulos sao destinados ao estudo
dos sistemas de equacoes lineares e de inequacoes lineares sob a perspectiva da interpretacao

geométrica, onde tal interpretagao sera defendida como requisito importante para uma perfeita



compreensao de tais temas. Por fim entendemos que para se adequar ao curriculo da educacao
bésica e para permitir o uso da intui¢ao geométrica, a discussao sobre sistemas lineares ¢ limi-
tada a dimensao trés e as inequacoes lineares a dimensao dois, ou seja, ao espaco tridimensional
e ao plano cartesiano, respectivamente.

O trabalho é fechado com o capitulo 5, onde listaremos alguns problemas de aplicacao

pratica que podem ser modelados e resvolvidos por meio de equagoes ou inequacoes lineares.



Capitulo 1

Matrizes e Determinantes

1.1 Conceitos basicos de Matrizes

Definicao 1.1.1. Sejam m e n numeros naturais nao nulos. Uma matriz do tipo m x n é
uma tabela com m - n nimeros reais dispostos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas

verticais).

Representamos usualmente uma matriz colocando suas entradas em entre parénteses ou
entre colchetes.

Veja alguns exemplos de matrizes:

A:(1 -3 6)éumamatrizl><3.

3
-2 5 4
B=1| 2 8 0,5 | ¢ uma matriz 3 X 3.
1 = 3
Genericamente, representamos uma matriz A do tipo m x n ,isto é, A = [a;;] ., em que

1<i<m, 1<j5<n, ea; ¢ um elemento qualquer de A, por:
ai;y ... Qip
A=
Am1 Gmn

Definicao 1.1.2. Diz-se que a matriz A é quadrada quando tem o mesmo nimero de colunas

e de linhas. Neste caso, dizemos simplesmente que A tem ordem n.

diagonal secunddria diagonal principal

Figura 1.1: Matriz quadrada.



Definicao 1.1.3. A soma de duas matrizes do mesmo tipo m X n e o produto de uma matriz
por uma constante sao definidos elemento a elemento por: se A = [a;;] e B = [b;;| sdo matrizes

m X n, entdo A+ B = [a;; + b;; Jek- A =[k-a;], paratodo k € R.

ay +b, a,+b, ... a,+bh, keay keay o keay,
4+ B—| % by ay tby . oay, by, e Eed= k-ay k-ay . k-ay,
k-a, k-a o kra
aml +bm1 amE +bm2 o amn +bmn mxn ml m2 L2 ST

Figura 1.2: Soma de duas matrizes e o produto de uma matriz por uma constante real.

Definigao 1.1.4. Dadas as matrizes A = [a;]

mxn€ B =1bjr] . »» chama-se produto de A por

B, e se indica A- B, a matriz C' = [cij]m « p» €M qUe Cijy = a1 - b1k + o - bop + ... + a4y, - byi; para

todo i € {1,2,...,m} etodo k € {1,2,...,p}.
Observagao 1.1.1. A existéncia da matriz produto AB esta condicionada a exigéncia de que
o nimero de colunas de A deve ser igual ao niimero de linhas de B. O exemplo abaixo mostrara

como ¢ obtida a matriz produto, multiplicando linhas por colunas.

1 4
2 31
Exemplo 1.1.1. Dadas as matrizes A = e B= 1 2 |, vamos determinar,
10 2
5 3

se existirem, as matrizes AB e BA.

Solugao:
Como o numero de colunas de A é igual ao nimero de linhas de B, entao existe a matriz C' do

tipo 2 X 2 que é dada por:

[ 2 3 1 b

C=A-B = -1 2
10 2

- 5 3

[(2.1+3-1+1-5 2-4+3-2+1-3 | [10 17
| 1-140-1+2-5 1-4+0-242-3 11 10
Vejamos agora se existe a matriz BA. Como o nimero de colunas de B é igual ao niimero

de linhas de A, entao existe a matriz D do tipo 3 x 3 dada por:

b 2 31
D=B-A=| 1 2 |-
1 0 2
5 3
1-2+4-1 1-3+4-0 1-14+4-2 6 3 9
D=|1-2+2-1 1-342-0 1-142-2 | =4 3 5
5:2+3-1 5-3+3-0 5-1+3-2 13 15 11



Observagao 1.1.2. Veja que a multiplicacdo de matrizes nao é comutativa, isto é, AB nao é

necessariamente igual a BA.

Definicao 1.1.5. A matriz identidade n x n é a matriz I, = [m;;] cujos elementos sao

mi; = 0sei # jem; =1, set = j. Assim :

I, =
0 --- 1

Tem-se também que A-0=0, A-I,, = Ael,- A= A desde que estejam definidos esses
produtos. O produto de matrizes ¢é associativo: (AB)C' = A(BC) e distributivo: (A + B)C =
AC+ BC e A(B+C)=AB+ AC.

Definigao 1.1.6. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz A é dita inversivel se

existe uma matriz B(quadrada e de mesma ordem) , tal que:
A-B=B-A=1,

Nesse caso, B é dita inversa de A e é indicada por A~L.

| 2 1Y) . | 3 -1 |
Exemplo 1.1.2. A inversa de A = €A = , pois :

5 3 —5 2
doar (28 (o),
5 3 —5 2 0 1
~1 2 1 1
Atoa=(? : — "o
—5 2 5 3 0 1

1.2 Determinantes

Seja A uma matriz quadrada de ordem 1 < n < 3. Definimos o determinante da matriz
A(e indicamos por det A) como sendo o niimero que obtemos operando os elementos de A da

seguinte forma:
1. Se A é de ordem 1, entao det A é o unico elemento de A.
A= [CLH] = det A = aq;.

Exemplo 1.2.1.
A=]-5=det A= —5.

Também é comum indicar o det A pelo simbolo |ay].



2. Se A é de ordem 2, entao det A é igual ao produto dos elementos da diagonal principal

menos o produto dos elementos da diagonal secundéria.

a1 Q12
A:< >:>detA:a11~a22—a12-a21.

ag1 A2

5
Exemplo 1.2.2. A = < ; > =detA=5-(-2)—3-(=5H) =5.

3. Se A é de ordem 3, isto é,
Al Qi2 a3

A= a21 A2z A23 ’
azyp asz as3

definimos:

det A = a1 -agp- a3z +a12- a3 - a31 4 G13 - G21 - A32 — Q13- A2 - A31 — (11~ A3~ A32 — Q12 - Q21 - A33.

Vejamos um procedimento pratico para obter o valor de det A nesse caso:
(a) copiamos ao lado da matriz A as suas duas primeiras colunas;

(b) multiplicamos os elementos da diagonal principal de A. Segundo a direcao da diagonal

principal, multiplicamos separadamente, os elementos das outras duas ”diagonais”;

(c) multiplicamos os elementos da diagonal secundaria de A, trocando o sinal do produto
obtido. Segundo a direcao da diagonal secundaria, multiplicamos, separadamente, os

elementos das outras duas diagonais, também trocando o sinal dos produtos;
(d) somamos todos os produtos obtidos nos itens b e c.
Esse procedimento é conhecido como Regra de Sarrus.

[, B \_\\ e .
ay, ay o5 | 91 9n
a, @ &g | ag a;
; ko o | "

L1 Eye

o .
a ag ey |ay ay

Figura 1.3: Regra de Sarrus.

1 3 5
Exemplo 1.2.3. Calcular do determinante da matriz A = 2 4 6
—4 1 -1

Solucao:



Aplicando a Regra de Sarrus, seque que:

1 3 5
2 4 6

-4 1
det A=—-4—-72+10+80—-6+6 = 14.

-1



Capitulo 2

Geometria Analitica

2.1 Conceitos basicos da Geometria Analitica no plano

2.1.1 Coordenadas no plano e distancia entre dois pontos

Um sistema de eizos ortogonais num plano m é um par de eixos OX e OY, tomados em
7, que sao perpendiculares e tém a mesma origem O. Diz-se que o eixo OX é horizontal e eixo
QY ¢é vertical.

Um plano 7 munido de um sistema de eixos ortogonais poe-se, de modo natural, em
correspondéncia biunivoca com o R?, que é o conjunto dos pares ordenados (z,y), onde z e y
sao numeros reais. Dado o ponto P do plano, baixamos por ele paralelas aos eixos OY e OX.
Essas paralelas cortam os eixos em pontos cujas coordenadas sao x e y, respectivamente. Ao
ponto P do plano 7 faz-se entdao corresponder o par ordenado (x,y) € R% Reciprocamente,
a cada par ordenado (z,y) € R? corresponde o ponto P € T, intersecao da paralela a OY
tracada pelo ponto de coordenada x com a paralela a OX tracada a partir do ponto de OY
cuja coordenada é y. Os nimeros x e y sao denominados de coordenadas cartesianas do ponto
P relativamente ao sistema de eixos ortogonais fixado: = é a abscissa e y a ordenada de P.

Os eixos ortogonais decompoem o plano em quatro regioes, denominadas de quadrantes.
Tem-se o primeiro quadrante, formado pelos pontos que tém ambas as coordenadas positivas.
No segundo quadrante, a abscissa é negativa e a ordenada ¢é positiva. No terceiro, abscissa
e ordenada sao ambas negativas. No quarto quadrante, os pontos tém abscissa positiva e

ordenada negativa.
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¥
P
Yif----*
|
P |
2° quadrante Fooooo-- Y2+ 1°quadrante
1 1
1 1
1 1
T3 | | Ty X
E €T9 0 Iy i
P 1
¢ Y3 '
o
Yaf---mmmmmmm oo + 4
3° quadrante
(—,—) 4° quadrante
(+, _)

Figura 2.1: O plano cartesiano e os quadrantes.
Dados dois pontos A = (x1,y1) e B = (22,y2), vamos obter a expressao que calcula a

distancia d(A, B) em termos das coordenadas de A e B. Para isso, vamos introduzir um novo

ponto C' = (zg,y1).

Y2 — Y1

i To — T :

Figura 2.2: Distancia entre dois pontos no plano.

Como A e C, tém a mesma ordenada, o segmento AC' é paralelo a OX. Analogamente, o
segmento BC é paralelo a OY, pois B e C' tém a mesma abscissa. Portanto, o AB é a hipotenusa
do triangulo retangulo ABC'. Os catetos desse triangulo medem |zo — 1] e |y — y1|. Logo,

pelo teorema de Pitagoras resulta que:

d(A,B) = \/(z9 — 21)2 + (Y2 — 11)?
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2.1.2 Vetores no plano

Designamos por AB o segmento de reta orientado percorrido de A para B. O mesmo
segmento, quando orientado no sentido oposto, sera designado por BA. No segmento AB, o
ponto A é chamado de origem e o ponto B de extremidade. Diz-se que os segmentos orientados

AB e CD sao equipolentes, e escreve-se AB = C'D, quando eles:

1) Tém o mesmo comprimento;
2) Sao paralelos (também chamados de colineares);

3) Tém o mesmo sentido.

Figura 2.3: Segmentos equipolentes.

Proposicao 2.1.1. A fim de que os segmentos orientados AB e C'D sejam equipolentes é
necessario e suficiente que o ponto médio do segmento AD coincida com o ponto médio do

segmento BC'.

Demonstragao. Se AB || CD, a equivaléncia é imediata, nao tem o que provar, pois ABC'D
seria um paralelogramo e como sabemos suas diagonais cortam-se ao meio.

Se AB e C'D sao colineares, considere r a reta que os contém, munida de uma origem
O e uma orientacao escolhida de modo que B esteja a direita de A (Figura 2.4). Sejam a, b, ¢

e d as coordenadas de A, B, C' e D na reta r em relacdo a uma unidade de medida escolhida.

Figura 2.4: AB=CD.
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(=) Se AB=CD, temos a < bec < d, pois AB e CD tém o mesmo sentido e , b—a = d —c,
pois |[AB| = |C'D| . Logo,

a+d b+c
b—a=d—-c+ =
a c 5 5
ou seja, o ponto médio de AD ¢é igual zjio p%nto médio de BC.
(«<=) Se o ponto médio de AD = a—;— = ;C = ponto médio de BC, temos:

at+td=b+tcesb—a=d—c

Como b—a e d — ¢ tém sinais e mddulos iguais, entao os segmentos colineares AB e C'D

tém o mesmo sentido e o mesmo comprimento. Portanto, AB = CD.
O

A relagao de equipoléncia é reflexiva (isto é, AB = AB), simétrica (se AB = C'D entao
CD = AB) e transitiva ( se AB=CD e CD = EF entao AB = EF).

Quando dois segmentos AB e C'D sao equipolentes, diz-se que eles representam o mesmo
vetor v. Escreve-se v = 1@ = @

Assim, um vetor v no plano é a colecao de todos os segmentos orientados equipolentes
a um segmento orientado dado. Se v é designado por E Qualquer segmento orientado
equipolente a AB é chamado de um representante do vetor ﬁ Os vetores também sao

., -
denotados usando letras mintsculas com uma flecha, como 7, b ,7 etc.

St

Y

ST
&

Figura 2.5: Vetores no plano.

Por extensao, admitiremos que um ponto qualquer do plano representa o vetor nulo, ou
vetor zero.
Em relagdo a um sistema de eixos ortogonais de origem O, fixado no plano, sejam

A = (z1,11) e B = (22, y2). Existe um tnico ponto P tal que O‘f’ = f@ As coordenadas desse
Y2 — W1
To — T

ponto sao P = (xy —x1,y2 —y1). Pois, os segmentos AB e OP tém a mesma inclinacao

e que os segmentos OA e PB tém a mesma inclinagao g Dai, AB e OP, bem como OA e

Ty
P B sao lados opostos de um paralelogramo. Portanto, AB e OP sao equipolentes.
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Yo

Y1

Y2 — VY1

g 1 Ty — X1 T2

Figura 2.6: O segmento de origem O é equipolente a AB.

Dados A = (x1,11) € B = (22, 42) pontos do plano e ¥ = AB.
Dizemos que (xg — x1,Y2 — Y1) SGo as coordenadas do vetor 7, € escrevemos:
v = (2 — 21,92 — ¥1).

Vamos definir duas operacoes no conjunto de vetores do plano, uma operacao de adi¢ao

e uma operacao de multiplicacao de vetores por nimeros reais.
i) Se W = (z1,y1) e V = (22,1), entdo a adi¢io de & com U é dada por:

U+ = (1 + 22, y1 + Y2).

ii) Se U = (x1,71) e a é um numero real, entdo a multiplicacao do vetor 0 pelo numero real
a é dada por:

- U =a-(x,y) = (@, oxs).

Pode-se verificar que, geometricamente a soma de dois vetores U+ 7, estd em uma das
diagonais do paralelogramo determinado por Uq e W quando eles estao representados com a

mesma origem.

C
~ 4~
- N
~|~ N
_ - N
N
A -7 AN
i+T
U+ v < B
—
(%
=
u

Figura 2.7: Vetor soma u + .
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Ja a multiplicagao por um nimero, « - 7, é um vetor que tem a mesma direcao e mesmo
. - L . .
sentido de 7, sea>0e W # 0; mesma diregao e sentido contrario ao de 7, sea<0e

# 0 e é o vetor nulo caso contrario.

Figura 2.8: AC representando ai para: a) a > 1;b) 0 <a <1;¢) a <0

Dizemos que dois vetores nao nulos sao paralelos ou colineares se eles tém a mesma
direcao. Dizemos que o vetor U é combinacgao linear dos vetores 71, ?2, ) Un quando

existirem numeros reais oy, s, ..., o, tais que

7 = 041’1)_1> —+ OéQU—2> + ...+ Odn?)_n>.
O vetor U = (x1,11) diz-se maltiplo do vetor ¥ = (x2,12) quando existe k € R tal
que U =k- 7, istoé, vy =k-x9 ey, =k-ys. Tomando k = 0, vemos que o vetor zero é
_>
multiplo de qualquer outro. Se v # 0 ¢é multiplo de o entdao U 6 multiplo de , pois de
1
U =k -V resulta v = T . Assim, dois vetores sao paralelos ou colineares se, e somente

se, eles sao multiplos.

3)

Exemplo 2.1.1. Os vetores U = (2,3) e ¥ = (1, 5 T

N | —

sao paralelos, pois U =

2.1.3 Produto interno no plano e a equacao cartesiana da reta

Seja P = (x,y) um ponto do plano e O a origem do plano cartesiano, entao o com-
primento do segmento de reta OP é, como sabemos, igual a /22 4+ y2. Diremos assim que o

comprimento ou norma do vetor v = 0?7 ¢é esse comprimento e escrevemos:

171 = [ 0P] = v+

Se || V|| = 1, dizemos que ¥ é um vetor unitdrio.
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Figura 2.9: Norma

do vetor 7.

Dados os vetores ¥ = (z1,11) ¢ U = (3, 4s2), chama-se produto interno de @ por ¥ ao

numero:

(77 7> = 2122 + Y1Y2

Segue imediatamente desta definigio que:
1L (W, V) = (¥, )
2. \U, V) =\ (W, V) = (U, \7)
3. (W 4+, W) = (W, ) + (¥, D)
4 (W, V) = |7
5. <6>, 7> —0
6. (7, 0)=0=71=0

para quaisquer vetores 7, 7, W e qualquer A € R.

Proposigio 2.1.2. Se ¥ e ¥ ortogonais, entdo (i, ¥) = 0.

Demonstragao. Representando Ued por segmentos orientados de mesma origem O conforme

a figura 2.10 e como U e U sao ortogonais,
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<y
i~
_|_
S

S

Figura 2.10: Vetores ortogonais.

entdo pelo teorema de Pitdgoras segue que:
17+ 7| = 12| + |7
Mas, |7 + V| =0+, U+ V)= (T, W) +2- (U, V) + (0, V)= ||[Z|” + | 7| Dai,
2.(U, V) =0= (U, V)=0

]

Mostraremos ao longo desse trabalho que se 6 é o angulo entre os vetores U eV, tem-se

que:

(W, T) =[] - |I7] - cosé.

Deste ultimo resultado decorre facilmente a reciproca da proposi¢ao acima, isto é, se
(€, ) = 0, entdio os vetores @ e V sdo ortogonais.

Uma aplicacao interessante dessa interpretacao geométrica do produto interno,
(W, V) = ||| - || V] - cos b, é a deducio da equacdo cartesiana da reta.
7w

Dada uma reta r no plano, seja 7 = (a,b) um vetor normal a r. (Isto significa que

%
K # 0 e que, escrevendo W= 1@ tem-se que AB é perpendicular a r).
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r:ar+by==c

Figura 2.11: Vetor normal a reta r de equacao ax + by = c.

Seja Py = (x9,yo) um ponto fixado em r. Um ponto P = (z,y) do plano pertence
a reta r se, e somente se, o vetor Poﬁ = (r — zo,y — yo) ¢ ortogonal a = (a,b), isto é,
<%>, By F> =0<a-(r—x9)+b-(y—1yo) =0, ou seja, a equagao cartesiana da reta r é dada,

portanto, por: ax + by = c,onde ¢ = axy + byy.

Exemplo 2.1.2. A equacao 2z + y = 3 representa no plano a reta r indicada na figura 2.12,

ondea=2,b=1¢e P =(2,1) determina um vetor normal a r, obtido ligando a origem O ao

ponto P.

1@ ----——---\--mmm - -

o

N@-------

2 -1 _0lo 1

Figura 2.12: Vetor normal a reta r.

Exemplo 2.1.3. Escreva a equagao cartesiana da reta que passa pelo ponto P = (1,3) e €

paralela a reta r : 2z — 3y = 1.

Solugao: Seja s tal reta. A equagao de s é da forma ax+ by = ¢, onde (a, b) é um vetor normal
a reta. Como a reta s é paralela a r : 2o — 3y = 1, entdo (2, —3) também ¢é um vetor normal

as,isto é, a =2eb= —3. Assim, s : 2x — 3y = ¢. Por outro lado, P = (1,3) € s. Dali,



18

2-1—3-3=c< c= —7. Portanto, a equacao procurada é:

s5:2x — 3y = —T.

2.2 Conceitos basicos da Geometria Analitica no espaco

2.2.1 Coordenandas cartesianas no espaco e distancia entre dois

pontos

Vamos definir um sistema de coordenadas retangulares no espago. Seja E o espago
da Geometria Euclidiana tridimensional. Um sistema de eixos ortogonais OXY Z em E con-
siste de trés eixos OX, OY e OZ com a mesma origem O tais que dois quaisquer deles sao
perpendiculares.

Fixado um sistema de eixos ortogonais OXY Z, as notagdes [[,,,[[,. e [[,. indicam
respectivamente os planos que contém os eixos OX e OY, OX e OZ, OY e OZ,onde cada
plano desses é chamado de plano coordenado.

A escolha de um sistema de eixos ortogonais OXY Z permite associar a cada ponto P
do espaco euclidiano £ um terno ordenado (x,y, z) chamado de coordenadas de ponto P como

segue:

e Passe trés planos por P paralelos aos planos coordenados.

e A intersecao do plano paralelo ao plano zy, passando por P, com o eixo OZ determina a

coordenada z.

e A intersecao do plano paralelo ao plano xz, passando por P, como o eixo OY determina

a coordenada y.

e A intersecao do plano paralelo ao plano yz, passando por P, com o eixo OX determina

a coordenada .

(2,9)

Figura 2.13: Coordenadas no Espaco.
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Outra maneira de determinarmos as coordenadas de P é como segue:

e Trace uma reta paralela ao eixo OZ, passando por P.

e A intersecao da reta paralela ao eixo OZ, passando por P, com o plano ny é o ponto
P’. As coordenadas de P’, (z,y), no sistema de coordenadas XOY sao as duas primeiras

coordenadas de P.

e A terceira coordenada é igual a distancia de P a P’, se P estiver acima do plano ny e

menos a distancia de P a P’ se P estiver abaixo do plano ny.

A
Bl
- P
=
0} _ y .
Xl IlIzsao. 1’{3. Y

Figura 2.14: Ponto P no R3.

Seja OXY Z um sistema de coordenadas retangulares no espaco E. Vamos obter uma
formula que exprima a distancia entre dois pontos de E em termos das coordenadas desses
pontos no sistema OXY Z. Considere dois pontos P, = (x1,y1,21) e Pr = (21, y1, 21) do espago.
Sejam @ = (x1,y2,21) e R = (22,¥2,21). Como os segmentos de reta PiQ,QR e RP, sao

respectivamente paralelos aos eixos OX, OY e OZ, segue que:
d(P1,Q) = |y1 — 42| ,d(Q, R) = |21 — 22| e d(R, P2) = |21 — o] .

Além disso, os triangulos PiQR e Py RP; sao retangulos.
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Figura 2.15: Distancia entre dois pontos no espaco.

Logo, pelo teorema de Pitagoras, vem que:
d(Py, P,)? = d(P1,R)* + d(R, P»)?
d(Pla P2)2 = d(P17 Q)2 + d(Qa R>2 + d(Ra P2)2

d(Py, P2)2 = (x; — I2)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2‘

Dali resulta a férmula

d(P, Po) = /(21 — 22)2 + (g1 — y2)2 + (21 — 22)2

para determinar a distancia entre dois pontos do espaco.

2.2.2 Vetores no espaco

Um vetor ¥ no espago ¢ identificado por v = (x,y,z), onde z,y e z representam as
coordenadas do ponto final P representante de o que tem ponto inicial na origem, também
chamadas de componentes de um vetor . O vetor nulo é aquele em que todas as componentes

.. . . ,
sao iguais a zero, isto é, 0 = (0,0,0).

<

Figura 2.16: Coordenadas de um vetor no espaco.
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Se A = (x1,11,21) € B = (x2, Yy, 22) sdo pontos do espago. Os nimeros x5 — 21,
Yo — Y1 € 2o — 21 sa0 as coordenadas do vetor 1@ no sistema de eixos ortogonais OXY Z e

escrevemos:

1@ = (12 — 1,92 — Y1, 22 — 21)
Trés vetores do R? tem um destaque especial, a saber:

i=(1,0,0), 7= (0,1,0) e k = (0,0,1).

T

~

- -

Figura 2.17: Os vetores i, j e k.

Os vetores 7, j e k sao mutuamente ortogonais. O conjunto i, j, k é dito a base canonica

do R3. Para todo 7@ = (z,y, z) € R? temos:
T =xi4y) + 2k

Vamos agora definir duas operacoes no conjunto de vetores do plano, uma operacao de
adicdo e uma operacao de multiplicacdo de vetores por niumeros reais. A operacao de adi¢ao
de vetores que a cada par de vetores W e U associa um novo vetor, designado por U+ e

chamado de soma dos vetores U e U, se define como segue:
Se U = 1@, seja C' o unico ponto tal que v = ﬁ O vetor soma de U com ¥ é o

vetor 1@ :

T+ = AC

Figura 2.18: Adicao de vetores.
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Sejam U = (x1,91,21) € v = (2,Y2, 20) vetores do espago expressos em termos de
coordenadas em relagao a um sistema de eixos ortogonais fixo OXY Z, entao o vetor soma é
dado por:

U+ = (21 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22).

Se W = (x1,91,21) e @« € R é um escalar, entdo a multiplicacao de 0 por « é dada por:
o-U=o- (x1,21,21) = (wy, yy, zy).
Exemplo 2.2.1. Dados os vetores U = (1,2,-3) e U = (4,3,—1). Determine:

a) U+

Solucao:
U+ 7V =(4,3,-1)+(1,2,—-3) = (5,5, —4).

b) 24 + 37

Solucao:
20U + 37 =2-(4,3,—1)+3-(1,2,-3) = (8,6, —2) + (3,6, —9) = (11,12, —11)

Pode-se verificar que, geometricamente, a soma de dois vetores, U 4+ U estd na diago-
nal do paralelogramo determinado por Ued quando eles estao representados com a mesma
origem. A multiplicacao por escalar « - 7, é um vetor que tem a mesma direcao e sentido de
U,sea>0e W #+ 6>; mesma direcao e sentido contrdrio ao de W, se a < 0 e o =+ 6) eé
o vetor nulo caso contrario. Dizemos que dois vetores nao nulos sao paralelos ou colineares se
eles tém a mesma direcao.

Assim, segue:

Proposicao 2.2.1. Dois vetores nao nulos, W = (x1,11,21) € v = (22, Y2, 22), sao paralelos se,

e somente se, um é multiplo escalar do outro (isto é, existe um unico o € R tal que T =a-U

ou U =a- ).
Demonstracao. Decorréncia imediata da definicao de multiplicagao de um vetor por escalar. [

Exemplo 2.2.2. O vetor nulo é mailtiplo de todos os outros (tome a = 0) e nenhum vetor
diferente de zero é mailtiplo do vetor nulo. O vetor v = (4,6, —8) € multiplo de U = (6,8, —12),
po1s U = 1,5-7.

Definicao 2.2.1. A subtracao do vetor o pelo vetor U 6 asoma de U com o inverso aditivo

de . Seﬁz@e?z%ﬁ,entéo:
T W=7+ (-)=AC + BA = BA + AC = BC.
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Figura 2.19: Vetor diferenca v — 4.

Definigao 2.2.2. Dados os nimeros reais ay, as, ..., @, € 0S vetores v—f, v—2>, - Wn, o vetor

U = o - 71 —|—ag-v—2>+...+an-7n chama-se combinacao linear de v_1>, v_2>, e ﬁ Diz-se também

que 6 gerado pelos vetores e v_2>, e

Exemplo 2.2.3. O vetor v = (—1,8,—=2) € combinagao linear dos vetores o = (I,1,-1)e

Vs = (—1,2,0), pois existem os nimeros 2 e 3 tais que U =201 + 30%.

Outro conceito fundamental em vetores é o conceito de dependéncia linear e inde-

pendéncia linear .

Definicao 2.2.3. Seguem as definicoes:

i) Um conjunto (') de um tinico vetor o' € R? é linearmente dependente (LD) se v = T. Se
v £ 6>, o conjunto (7) é linearmente independente (LI).

ii) Um conjunto (, @) de dois vetores do R? é linearmente dependente (LD) se U e U sdo

paralelos. Caso contrario, o conjunto (7, 7) é linearmente independente (LI).

iii) Um conjunto (, ¥, @) de trés vetores do R? é linearmente dependente (LD) se U,V e W

forem coplanares. Caso contrario, (7, o, E?) é linearmente independente (LI).

iv) Qualquer conjunto com quatro ou mais vetores do R? ¢é linearmente dependente (LD) por

definicao.

Observacgoes:

1. Conforme ficou explicitado acima, dependéncia e independéncia linear sao qualidades ine-
rentes ao conjunto de vetores e nao aos proprios vetores. Pois podemos ter, por exemplo,
dois vetores i e ¥ nao nulos e paralelos que individualmente sao LI, mas o par (7, 7)
é LD.
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2. Dizer que um conjunto de dois ou mais vetores do R? é LI significa também que nenhum
deles pode ser escrito como combinacao linear dos outros. Quando for possivel escrever
pelo menos um dos vetores como combinacao linear dos demais, eles serao linearmente

dependentes.

3. Uma propriedade do determinante nao tratada aqui diz que, se uma matriz quadrada tem
uma fila que é combinagao linear das outras filas paralelas a ela, entao o determinante
igual a zero. Dessa forma é possivel verificar se um conjunto de vetores (7, o, E?) é
LD ou LI a partir do valor do determinante da matriz formada por esses vetores. Se o

determinante for nulo, entao os vetores serao considerados LD. Caso contrario, serao LI.

4. Se um conjunto de vetores (v_l),'u_g, ,v_n>) é LD [LI] entdo qualquer permutagao desse

conjunto também é LD [respectivamente, LI].

Exemplo 2.2.4. Analisar os itens abaixo:
a) Os vetores v = (2,—2,4) e o = (4,—4,8) sao LD, pois U =2-7.

b) Vamos verificar se os vetores U = (2,3,4), ¥ = (1,1,1) e W=(—1,0,0) sdo LI ou LD.

Calculando o determinante da matriz formada pelos vetores dados, temos:

2 3 4
1 1 1|=1. Como1#0 entao o conjunto formado por esses trés vetores é LI.
-1 0 0

2.2.3 Produto interno no espaco e a equacao geral do plano

A norma de um vetor ¥ = (x1,y1,2) ¢ denotada por ||7/]|. Segue do Teorema de

Pitdgoras aplicado no triangulo retangulo OP P’ da figura abaixo que a norma de um vetor do

170 = /ot + 9 + 21

R? pode ser calculada por



25

Figura 2.20: Norma de um vetor no espaco.

Vamos definir, agora, um produto entre dois vetores, cujo resultado é um ntimero real,
isto é, um escalar. Por isso ele é chamado de produto escalar. Este produto tem intimeras
aplicacoes, por exemplo, em Fisica: o trabalho realizado por uma forca é o produto escalar do
vetor forca pelo vetor descolamento, quando a forca aplicada é constante.

O produto escalar ou interno de dois vetores U = (x1,y1,21) € W = (2, Y2, 22) é definido
por

(77 W) = T1%2 + Y1Y2 + z122.
Exemplo 2.2.5. Se ¥ = (2,-3,5) e @ = (1,2, —4), entio
(U, W) =2-1+(=3)-245-(—4) =2—6—20 = —24.

Proposigao 2.2.2. Sejam 7, U e W vetores e & € R um escalar. Entao sio validas as seguintes

propriedades:
i) (7, ) = (W, 7);

i) (0 + 0,0 = (U, 0+ (U, )

iii) (oW, V) =a- (U, V)= (U,a?)

iv) (7,7) = || 7|, para todo T e (T, 7) = 0 se, e somente se, T = 0.

A demonstracao dessas propriedades decorre naturalmente da definicao de produto in-
terno.

O angulo entre dois vetores nao nulos, U e W, 6 definido pelo angulo 6 determinado por
Ve que satisfaz 0 < # < 7, quando eles estao representados com a mesma origem.

Quando o angulo  entre dois vetores ¥ e W é reto (6 = 90°), ou um deles é o vetor

nulo, dizemos que os vetores T e W sdo ortogonais ou perpendiculares entre si.
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<L

g1

Figura 2.21: O angulo entre dois vetores.

Sejam 7 e W dois vetores nao nulos e 6 o angulo entre eles. Pela lei dos cossenos,

1% =W = 17N+ I1)° = 2- | ¥ - || - cos 6.

Figura 2.22: Norma do vetor diferenca pela lei dos cossenos.

Por outro lado,
17 =@ = (¥ =%, ¥ =) =7 |E - 2(7, ).
De onde segue que o produto escalar ou interno entre Ve W pode ser escrito por
(T, @) = |7 - ||| cos .
Portanto, dois vetores 7 e W nao nulos, sao ortogonais se, e somente se, <7, ﬁ) = 0.
Exemplo 2.2.6. Os vetores U = (1,-2,3) e W = (2,7,4) sao ortogonais, pois:
(U, W) =1-24(-2)-7+3-4=0.

Uma aplicacao interessante dessa interpretagao geométrica do produto interno,
(U, W) = |7 - || @] - cosb, é a deducio da equacdo geral do plano.
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Proposigao 2.2.3. A equacao geral de um plano 7w que passa por um ponto

Py = (0, Yo, 20) € é perpendicular ao vetor W= (a,b,c) é dada por
ar +by+cz+d=0,

onde d = —(axy + byy + c2p). Esta equagao é chamada de equagao geral do plano 7 e o vetor

= (a,b, ) é chamado de vetor normal do plano.

Demonstra¢ao. P = (z,y,2) € m & PolB for perpendicular ao vetor 7 = (a,b,c), ou seja,
<ﬁ, P013> — 0.
Mas, PO?’ = (z — x0,Y — Yo, 2 — 20). Dal segue:

a(x —x9) +b(y —yo) +c(z—29) =0
ax + by + cz — (axo + byo + cz9) =0

Pondo d = —(axg + byo + czp), vem que a equagao do plano 7 é dada por:

ar +by +cz+d=0.

i

@/ﬂp
B

Figura 2.23: Vetor normal a um plano.

Exemplo 2.2.7. A equagdo 2x+3y—2z—4 = 0 representa no espago um plano, onde (2,3, —2)

¢ seu vetor normal, poisa=2,b=3 ec= —2.

2.2.4 Produto vetorial, produto misto e aplicacoes

O produto interno de dois vetores, como vimos, ¢ um nimero real e foi definido tanto
no plano quanto no espago.
J4 o produto vetorial, que definiremos a seguir s6 faz sentido no R?® e d4 como resultado

outro vetor com algumas propriedades que veremos a seguir.
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Considere OXY Z um sistema de eixos ortogonais no espaco e sejam os vetores

U = (x1,91,21) € v = (22, Y2, 22). O produto vetorial de U por U é o vetor:
7 X 7 - (y122 — Y221, —(96122 - $221),$1y2 - I2y1)-

Um método pratico para determinar o produto vetorial consiste em calcular o determi-
nante simbodlico da matriz 3 X 3 cujos elementos da primeira linha sao os vetores i = (1,0,0),
j = (0,1,0) e k= (0,0,1), os elementos da segunda linha sdo as coordenadas de U e os

elementos da terceira linha sdo as coordenadas do vetor o'

17k
Z — .Z' Z — .23 -
T X T = ow om | = L N B B i+ 1 U i
Y2 22 To2 22 T2 Y2
T2 Y2 Zz2

Decorrem diretamente desta definicao, as seguintes propriedades do produto vetorial:
Para quaisquer vetores no espaco o = (x1,21,21), v = (22, Y2, 29) € W = (3,y3,23) e X € R,

temos:

1L (U XV, V) =(q x ¥, q) =0, isto U x ¥ é um vetor ortogonal a e a .

S

Sy

Figura 2.24: 4 x v é ortogonal a u e a v.

— . .
2. UXxU =20 se, e somente se, um dos vetores Ueé multiplo do outro. Ou seja, U e

7 néo sio miltiplos se, ¢ somente se, @ X T % 0.
3. x V|| = ||| - || 7] senb, onde 6 = £ (W, 7).
4. Se W x T #£ 0, entio @,7 e @ x T sio L.
5. U x ¥ =—(T x )
6. VU)XV =U x(A) =\NW x V).
T (M+T)x TV =UXxT+WXxTeUx(V+W)=Ux T+ xW.
8. (U x U, W) =det(W, ¥, @), onde

r1 Y1 2

(7,7,?): To Y2 22

T3 Yz z3
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é a matriz 3 X 3 cujas linhas sao as coordenadas dos vetores U, e E?, na ordem em

que sao apresentados.

9. (7 X 7, ﬁ) = 0 se, e somente se, 7, o e W sao vetores LD. Consequentemente,
(7 x U, ﬁ) £ 0, se e somente se, ©, U e W sdo vetores LL.

Vamos agora interpretar geometricamente a norma do produto vetorial.
. - — ? — - . .
Sejam @ =0A+£ 0 e¥ =0 # 0 vetores nao-colineares. Seja C' o ponto tal que
o quadrilatero P = OABC é um paralelogramo. Considerando o segmento OA como base, a
P |
altura de P é h = HO?H -senZ(OA, @) Portanto,

Area(P) = |O—A>| : \6237 : sené(O—zzl, O?)
= ||| - || sens(W, )
= | x V.

i h P

Z(d, V) ]

o i A

Figura 2.25: Paralelogramo P = OACB de altura h.

—
Assim, a norma do produto vetorial de @ = OA por ¥ = O@ mede a drea do paralelo-
gramo que tem os segmentos OA e OB como lados adjacentes.
— —
Note que se U e U sao colineares, ou @ = Oou ¥ = 0, entdo o paralelogramo P fica

reduzido a um segmento ou um ponto e tem, portanto, area zero, isto ¢,

|7 x 7| =0.

Exemplo 2.2.8. Determine o produto vetorial U x U, sendo U = (1,-2,0) e
7 =(0,2,-2).

Solucao:

-2 0 1 0 1 =2
UXT =
2 =2 0 —2 0

Vamos agora definir o produto misto de vetores. O produto misto dos vetores 7, Ve

—

71—

—

j+ k = 4i+2j+2k. Logo, U x U = (4,2,2).

do espacgo ¢ o nimero real

@7, W] = (7 x T3
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O produto misto de 7, 7 e W nada mais é, pela propriedade 8 do produto vetorial, o
determinante da matriz 3 x 3 que tem por linhas as coordenadas dos vetores 7, e E?, nessa

ordem em que forem listados. Ou seja,
@7 T = det(R. T, D).

Interpretacao geométrica do produto misto
Sejam A, B,C' e D pontos nao coplanares e P o paralelepipedo que tem os segmentos

AB, AC e AD como arestas adjacentes.

Considerando o paralelogramo S de lados adjacentes AB e AC' como base de P, vem

que:

Vol(P) = Area(S) - h, onde h é a altura relativa & base S.

Figura 2.26: Paralelepipedo P de base S e altura h.

Seﬁzﬁ,?zﬁeﬁ:@, segue que:

Area(S) = |t x V|| e h= ||| - |cos Z(W, U x 7).

Ou seja, o volume de P é o modulo do produto misto dos vetores U,V e W:
vol(P) = [[W, ¥, @]].

Observacao 2.2.1. Se os vetores 7, T e W sdo coplanares o paralelepipedo fica reduzido a

um paralelogramo, ou a um segmento, ou a um ponto e, portanto, o seu volume sera zero.



Capitulo 3

Sistemas Lineares

3.1 Aspectos historicos dos Sistemas Lineares e Deter-

minantes

Os breves comentarios a seguir sobre a historia dos Sistemas Lineares apoiam-se no livro
Fundamentos de Matematica, volume 4 [g].

Na matematica ocidental antiga sao poucas as aparigoes de sistemas de equacoes lineares.
No Oriente, contudo, o assunto mereceu atencao bem maior. Com seu gosto especial por
diagramas, os chineses representavam os sistemas lineares por meio de seus coeficientes escritos
com barras de bambu sobre os quadrados de um tabuleiro. Assim acabaram descobrindo o
método de resolucao por eliminacao — que consiste em anular coeficientes por meio de operacoes
elementares. Exemplos desse procedimento encontram-se nos Nove capitulos sobre a arte da
matematica, um texto que data provavelmente do século 111 a.C. Mas foi sé em 1683, num
trabalho do japonés Seki Kowa, que a idéia de determinante (como polinémio que se associa
a um quadrado de numeros) veio a luz. Kowa, considerado o maior matematico japonés do
século XVII, chegou a essa nocao através do estudo de sistemas lineares, sistematizando o
velho procedimento chinés (para o caso de duas equagoes apenas). O uso de determinantes no
Ocidente comecou dez anos depois num trabalho de Leibniz, ligado também a sistemas lineares.
Em resumo, Leibniz estabeleceu a condicao de compatibilidade de um sistema de trés equagoes
a duas incégnitas em termos do determinante de ordem 3 formado pelos coeficientes e pelos
termos independentes (este determinante deve ser nulo). Para tanto criou até uma notagao com
indices para os coeficientes: o que hoje, por exemplo, escreveriamos como al2, Leibniz indicava
por 12. A conhecida regra de Cramer para resolver sistemas de n equagoes a n incégnitas, por
meio de determinantes, é na verdade uma descoberta do escocés Colin Maclaurin (1698-1746),
datando provavelmente de 1729, embora s6 publicada postumamente em 1748 no seu Treatise
of algebra. Mas o nome do suigo Gabriel Cramer (1704-1752) nao aparece nesse episédio
de maneira totalmente gratuita. Cramer também chegou a regra (independentemente), mas

depois, na sua Introducdo a andlise das curvas planas (1750), em conexao com o problema de

31
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determinar os coeficientes da conica geral A+ By+Cz+Dy?+Exy+Fz? = 0. O francés Etienne
Bézout (1730-1783), autor de textos matemédticos de sucesso em seu tempo, sistematizou em
1764 o processo de estabelecimento dos sinais dos termos de um determinante. E coube a outro
francés, Alexandre Vandermonde (1735-1796), em 1771, empreender a primeira abordagem da
teoria dos determinantes independente do estudo dos sistemas lineares — embora também os
usasse na resolucao destes sistemas. O importante teorema de Laplace, que permite a expansao
de um determinante através dos menores de r filas escolhidas e seus respectivos complementos
algébricos, foi demonstrado no ano seguinte pelo préprio Laplace num artigo que, a julgar
pelo titulo, nada tinha a ver com o assunto: ”Pesquisas sobre o calculo integral e o sistema
do mundo”. O termo determinante, com o sentido atual, surgiu em 1812 num trabalho de
Cauchy sobre o assunto. Neste artigo, apresentado a Academia de Ciéncias, Cauchy sumariou
e simplificou o que era conhecido até entao sobre determinantes, melhorou a notagao (mas a
atual com duas barras verticais ladeando o quadrado de niimeros s6 surgiria em 1841 com Arthur
Cayley) e deu uma demonstragao do teorema da multiplicagdo de determinantes — meses antes
J. F. M. Binet (1786-1856) dera a primeira demonstracao deste teorema, mas a de Cauchy era
superior. Além de Cauchy, quem mais contribuiu para consolidar a teoria dos determinantes foi
o alemao Carl G. J. Jacobi (1804-1851), cognominado as vezes "o grande algorista”. Deve-se a
ele a forma simples como essa teoria se apresenta hoje elementarmente. Como algorista, Jacobi
era um entusiasta da notacao de determinante, com suas potencialidades. Assim, o importante
conceito de jacobiano de uma funcao, salientando um dos pontos mais caracteristicos de sua

obra, é uma homenagem das mais justas.

3.2 Equacoes lineares

Definicao 3.2.1. Equacao linear é toda equacao do tipo:
a1T1 + asxs + asxs + ... + a,x, = b,

onde ay, ag, as, ..., a, e bsdo nimeros reais e r1, To, T3, ... , T, Sa0 as incdgnitas. Os nimeros

reais aq, as, as, ..., a, sao chamados de coeficientes e o niimero real b é o termo independente.

Definicao 3.2.2. Uma solugao de uma equagao linear ayx, + asxs + asxs + ... + apx, = b, €

uma sequéncia de nimeros reais oy, oo, as, ..., &, para o qual a sentenca
ai(aq) + as(ag) + az(asg) + ... + ap (a,) = b

¢ verdadeira.

Exemplo 3.2.1. Vejamos alguns exemplos:

a) A terna (2,1,0) é solugcao da equagdo:

201 —4xo + 323 =0, pois 2-2—4-14+3-0=0
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b) A quadra (-1,3,5,8) é solugdo da equagdo:

0z + O0xg 4+ 023+ 024 =0, pois 0-(—=1)4+0-340-54+0-8=0

Definicao 3.2.3. Denominamos de conjunto solucao de uma equagao linear o conjunto formado

por todas as suas solucoes.

Em uma equacao linear com duas incognitas, o conjunto solugao é representado grafica-
mente por uma reta do plano cartesiano, isto é, o conjunto de todos os pares (x,y) € R* que
satisfazem uma equacao da forma ax + by = ¢ é uma reta,conforme ja vimos. Por exemplo, o

conjunto solugao da equacao 2z + y = 4 define a reta representada na figura 3.1.

y
r:2z+y=4

Figura 3.1: Reta no plano.

Ja é uma equagao linear com trés incognitas, o conjunto solugao representa graficamente
um plano do espaco, isto €, o conjunto de todos os ternos que satisfazem uma equagao da forma
ax + by + cz = d define um plano, comforme ja mostramos.

Por exemplo, o conjunto solucao da equacao 2z + y — z = 0 determina graficamente o

plano representado na figura 3.2.

z

Ti2r4+y—2=0

Figura 3.2: Plano no espaco.
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Observacao 3.2.1. Se o termo independente da equacao linear for nulo, por exemplo, tomemos
a equacao azr + by = 0, e se tem (x1,y1) e (z2,y2) como duas de suas solugoes entao soma delas
(x1 4+ 2,91 + y2) e a multiplicacdo por escalar k - (x1,y1) = (kx1, ky;) também serd solucao.
Pois, se (x1,y1) € solucdo de ax + by = 0, entdo ax; +by; =0 (I). Analogamente, se (x2,ys) €
solucdo de ax + by = 0, entdo axs + by, = 0 (I1I). Dai, somando as equagoes (I) e (II), vem
que:

axy + axy + by + by = 0+ 0 < a(xy + x2) + b(y1 + y2) = 0.
Logo, (z1 + z2,y1 + y2) é também solugdo de ax + by = 0. Além disso, multiplicando (I) por
k € R, temos que:

kax, + kby, = k - 0 < a(kzy) + b(ky,) =0,

ouseja, k-(x1,y1) = (kx1, ky; ) também é solugao de ax+by = 0. Vale salientar que tal afirmacao

continua valendo para uma equagao linear com n variaveis, n € N, n > 1.

Pensemos agora no seguinte problema: Qual a relacao entre as equacoes lineares
r+y=1, r+y=3ex+y=06sob o ponto de vista geométrico? Sabemos que tais equagoes

representam retas, a figura 3.3 abaixo ilustrard tal situacao.

ttx+y=6

X
4 3 2 0 1& N 5 e\

Figura 3.3: As retas r, s e t sdo paralelas.

Conforme mostra a figura 3.3 as equagoes t +y =1, t +y = 3 e x +y = 6 descrevem trés retas
paralelas. Nas proximas secoes analisaremos melhor as retas representadas por equacoes da

forma ax+ by = c e também os planos representados por equacoes da forma ax+by+cz+d = 0.

3.3 Sistema Linear com duas equacoes e duas incégnitas

Um sistema linear S com duas equacoes e duas incégnitas nada mais é do que um

conjunto de equagoes lineares da forma:

ar + by =
(S)
asT + boy = o
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Uma solugio do sistema linear (S) é um par (z,y) € R? cujas coordenadas x, y sa-
tisfazem ambas as equagoes. O sistema (S) é classificado em indeterminado, impossivel ou
determinado quando admite mais de uma solu¢ao, nenhuma solucao ou uma tnica solucao,
respectivamente. Conforme ja vimos, cada equagao em (.S) tem como solugdes as coordenadas
(x,y) € R? dos pontos de uma reta.

As linhas do sistema (S) sao os vetores do R?%:
Iy = (ay,b1) e ly = (ag, by) € R%
As linhas aumentadas de (S) sdo os vetores do R3:
Ly = (a1,b1,¢1) e Ly = (ag, by, 3).

Suporemos sempre que l; # 0 e Iy # 0. Assim, cada uma das equagoes do sistema (5)
representa uma reta em R?, onde l; e I, sao seus respectivos vetores normais. Denotaremos
essas retas por r e s, respectivamente. As solugoes do sistema sao, portanto, pontos (z,y) que
pertencem a ambas as retas, ou seja, a intersegao é o conjunto solucao de (.5).

Sob o ponto de vista algébrico, ha trés alternativas possiveis a respeito das linhas do
sistema (.5). Sao elas:

Aq: Existe k # 0 tal que Ly =k - L.
Ag: Existe k£ 0 tal que lo =k -1y mas Ly £ k- L.
Asz: O vetor I3 ndao é multiplo de /.

Por outro lado, do ponto vista geométrico, temos trés possibilidades para as retas r e
s, as quais se excluem mutuamente, ou seja, se uma delas for verdadeira, as outras duas nao
ocorrem. Sao elas:

G1: As retas r e s coincidem:

(GGo: As retas r e s sao paralelas:

rNs=0;

(G3: As retas r e s sdo concorrentes, portanto, a intersecao é um ponto:
rNs={P}.

Proposicao 3.3.1. As posicoes relativas Gy, Gy e (G3 entre as retas r e s sao equivalentes,

respectivamente, as alternativas algébricas A, Ay e As.

Demonstracao. Provaremos a seguir as implicagoes A; = G, Ay = Gy e A3 = G3. Como
as alternativas A;, As e A3 esgotam todas as possibilidades, enquanto By, By e B3 se excluem
mutuamente, consequentemente, as reciprocas G; = A;, Gy = Ay e G3 = As também sao
verdadeiras. Portanto, as afirmagoes sao de fato equivalentes, para ¢ = 1,2 e 3. (Suponhamos,
por exemplo, que se tenha (73, entdo nao podem ocorrer as alternativas A; nem Aj, pois

Ay = G, Ay = Gy e G5 é incompativel com G e com Gy. Logo, vale A3, ou seja, Gz = Aj).
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Ay = Gy. Se Ly = k- Ly entdao as = k- ay1,bp = k-by eco = k- c;. Assim, a equacao da reta
s é obtida multiplicando por k£ ambos os membros da equacao da reta r. Portanto, um ponto
que satisfaz a primeira equacao deve, necessariamente, satisfazer a segunda e, reciprocamente.
Logo, um ponto pertence a reta r se, e so se, pertence a reta s. Ou seja, as retas r e s coincidem

e o conjunto solugao do sistema é {(z,y) € r = s}. Conforme ilustra a figura 3.4.

y

Figura 3.4: Retas coincidentes.

Ay = G5. Note que As significa que ay = k- ay, by = k- by mas ¢y # k - ¢;. Logo,
a1z + b1y = c1 = asx + boy = o = kayx + kbyy = k(a1x + bry) = key # keo.

Ou seja, (x,y) € r = (z,y) ¢ s. Logo, as retas r e s ndo tém pontos em comum, isto é, sao

paralelas conforme ilustra a figura 3.5.

S

Figura 3.5: Retas paralelas.

A3 = (3. Neste caso, sabemos que o vetor [; é normal a reta r e o vetor [y é normal a reta
s. Como eles nao sao paralelos e além disso as retas r e s sao coplanares, entao elas nao sao
paralelas tampouco coincidentes. Portanto, as retas r e s concorrentes conforme ilustra a figura

3.6 abaixo.
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Figura 3.6: Retas concorrentes.

Quanto ao numero de solugoes, o sistema (.5) ¢é classificado em:

i) Impossivel, se o sistema nao possui nenhuma solugao. Isso ocorre se as retas r e s represen-

tadas pelas duas equagoes de (S) forem paralelas;

ii) Indeterminado, se o sistema possui uma infinidade de solugoes. Isso ocorre se as retas r e s

representadas pelas duas equagoes de () forem coincidentes;

iii) Determinado, se o sistema possui uma unica solugao. Isso acontece se as retas r e s repre-

sentadas pelas duas equagdes de () forem concorrentes.

Exemplo 3.3.1. No sistema

20 + 3y =5
4x + 6y = 10,

temos evidentemente que Ly = 2 - Ly, pois (4,6,10) =2 -(2,3,5).

Portanto, essas duas equagoes representam a mesma reta. Assim, esse sistema admite infinitas

5—2x
3

solucoes que sao da forma (x, >, onde x € numero real escolhido livremente.
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r:2z+3y=>5
s:4x + 6y =10

Figura 3.7: As retas r e s coincidem.

Exemplo 3.3.2. Verifique que o sistema
T+y=2
20 + 2y =5,

De fato, pois note que I, = 2 -1y, mas L; # Lo. Assim, as representadas pelas equagoes

¢ impossivel.

acima sao paralelas, e, portanto, o sistema nao admite solugao.

rix+y=2
s:2x+2y=>5

Figura 3.8: Retas paralelas.

Exemplo 3.3.3. Verifique geometricamente que o sistema
20 +y =95
z +y =10,

Observe que nenhum dos vetores l; = (2,1) e Iy = (1,1) é miltiplo do outro. Logo, essas

tem solucdo unica.

equacoes representam retas concorrentes, isto é, a intersecao é um unico ponto P. Resolvendo

o sistema pelo método da substituigao, concluimos que este ponto P é o par ordenado (—5, 15).
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DAY

Figura 3.9: O ponto (—5,15) é a intersecao das retas.

3.4 Sistema Linear com duas equacoes e trés incégnitas

Um sistema (S) de duas equagdes lineares a trés incégnitas consiste num conjunto de

equacoes lineares sob a forma:

(9): a1 + by +ciz =dy
' as + boy + coz = ds.

As letras z, y e z representam as incégnitas. Cada ponto (z,y, 2) € R? cujas coordenadas
satisfacam as equacoes do sistema S denomina-se uma solu¢ao do mesmo.

Os vetores I} = (a1, by, ¢1) e ly = (ag, by, ¢2), em R3, chamam-se as linhas do sistema (.9),
enquanto que os vetores Ly = (a1, by, c1,d1) e Lo = (ag, by, o, ds), em R chamam-se as linhas
aumentadas.

Suporemos sempre que [y # ﬁ ely # ﬁ, onde ﬁ é o vetor nulo, assim teremos L # 6>
e Ly # 6> Logo, cada uma das equacoes do sistema (5) representa um plano em R3, onde [; e
[y sao seus respectivos vetores normais. Indicaremos o plano de equacao ayx + byy + c12 = dy
por 71 e o plano de equacao asx + bey + coz = dy por my. As solugoes do sistema sao, portanto,
os pontos (x,y, z) que pertencem a ambos os planos m e g, isto é, a intersegdo m N 7wy é 0
conjunto solucao de ().

Vamos agora estabelecer uma relagao entre as propriedades algébricas das linhas do
sistema e as propriedades geométricas dos planos representados pelas equacoes desse sistema.

Sob o aspecto algébrico, existem trés possiblidades a respeito das linhas do sistema (5).
Sao elas:

Aq: Existe k #£ 0 tal que Ly = k- Lo.
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Ag: Existe k # 0 tal que I = k-1, mas Ly # k- L.
As: O vetor [, nao é multiplo de [;.
Por outro lado, sob o aspecto geométrico, podemos formular trés possibilidades a respeito
dos planos 7 e mo, onde apenas uma delas ocorre. Sao elas:
G1: Os planos 7 e my coincidem:

T = T,

(G5: Os planos 7 e my sao paralelos:

m Ny =

GG5: Os planos 7 e my sao secantes definindo uma reta:
1 N T =T.

Proposicao 3.4.1. As posicoes relativas G, G5 e G3 entre os planos m; e 7 sao equivalentes,

respectivamente, as alternativas algébricas Ay, As e Ajs.

Demonstracdao. Provaremos a seguir as implicagoes Ay = G, Ay = Gy e A3 = G3. Como
as alternativas A;, As e A3 esgotam todas as possibilidades, enquanto By, By e B3 se excluem
mutuamente, consequentemente, as reciprocas G; = A;, Gy = Ay e G3 = A3 também sao
verdadeiras. Portanto, as afirmagoes sao, de fato, equivalentes, para i = 1,2 e 3. (Suponhamos,
por exemplo, que se tenha (3, entao nao podem ocorrer as alternativas A; nem A,, pois
Ay = G, Ay = Gy e G5 é incompativel com G e com Gy. Logo, vale A3, ou seja, Gz = Aj).
Ay = G1. Se Ly = k-L;y entao ay = k-a1,bp = k-bi,co = k-credy = k-dy. Assim, a
equacao do plano m, é obtida multiplicando por &£ ambos os membros da equacao do plano 7.
Portanto, um ponto que satisfaz a primeira equagao deve, necessariamente, satisfazer a segunda
e, reciprocamente. Logo, um ponto pertence ao plano m; se, e somente se, pertence ao plano

my. Ou seja, os planos 7 e my coincidem e o conjunto solugao do sistema é:

S:7T1:7T2

Figura 3.10: O plano m = ms.
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As = G5. Note que Aj significa que as = k- ay1,bo = k- by,co = k-cymasdy # k- d;.
Logo,

axr + by +cz=dy =
= a9 + boy + oz = dy = kayx + kbyy + kc1z = k(a1x + biy + ¢12) = kdy # ds.

Ou seja, (z,y,2) € m = (x,y, 2) ¢ my. Logo, os planos m; e m ndo tém pontos em comum, isto

é, sao paralelos.

Figura 3.11: O plano m; em azul é paralelo a my em vermelho.

A3 = (3. Neste caso, a hipdtese implica que o produto vetorial entre os vetores normais
o= (ay1,b1,¢1) e ny = (ag, by, c2), respectivamente, de m; e mo é diferente do vetor nulo,
isto é, nj x np = (brcg — bacy, agey — aqca, arby — asby) # (0,0,0). Sem perda de generalidade,
suponhamos que a ultima coordenada D = a1by — asb; do produto vetorial TT{ X 775 seja diferente

] ar+by+cz=d ]
de zero. O sistema S: ! wra ! pode ser reescrito na forma:
s + boy + coz = dy
{ axr+ by =d — 1z

A + bey = dy — caz.

Sendo o determinante D = aibs — asb; # 0 da matriz do sistema acima diferente de zero, ele

pode ser resolvido de forma tnica para cada valor de z:

z =3 [(di — c12)by — (do — c22)by]
y= % [((dy — c2z)ay — (dy — 12)ag) .
Portanto, a interse¢ao m N g, ou seja, o conjunto das solugoes (z,y, z) do sistema S é
uma reta cujas equacoes paramétricas sao:
{ r = 5 [(dy — c12)by — (dy — c22)b1]
y =

[(dy — c22)ay — (dy — ¢12)as)

I

o= o=
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onde z € R é o parametro.

Figura 3.12: A reta r é a intersecao dos planos m; e ms.

Exemplo 3.4.1. No sistema
20 +3y —2=5
dr + 6y — 2z = 10,

temos evidentemente que Ly =2 - Ly, pois (4,6,—2,10) =2 (2,3, —1,5).

Portanto, essas duas equagoes representam o mesmo plano. Assim, esse sistema apre-
senta infnitas solugoes que sao da forma (x,y, 2z + 3y — 5), com x e y nimeros reais escolhidos

livremente.

Exemplo 3.4.2. Verifique que o sistema

3r+y—22=2
12z + 4y — 8z = 10,

¢ impossivel.

De fato, pois note que ly = 4 -1y, mas Ly # L. Assim, os planos representados pelas

equacgoes acima sao paralelos, e, portanto, o sistema nao admite solucao.

Exemplo 3.4.3. Verifique que o sistema

20 +3y —z2=95
r + 6y — 2z = 10,

possui infinitas solucoes.

Observe que nenhum dos vetores I, = (2,3,—1) e [y = (1,6, —2) é multiplo do outro.
Logo, essas equagoes representam planos m; e mo secantes, isto é, a intersecao ¢ uma reta.

Portanto, o sistema admite infinitas solugoes, pois as solugoes sao os pontos dessa reta.
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3.5 Sistema Linear com trés equacoes e trés incognitas

Um sistema linear com trés equagoes e trés incégnitas é um conjunto de equacoes lineares

da forma:
ar + by +crz=dy

(S) S asx + boy + oz = dy
asx + bsy + c3z =ds
Uma solugdo do sistema linear (S) é um terno (z,y, 2) € R? cujas coordenadas z, y e 2
satisfazem ambas as equagoes. O sistema (S) é classificado em indeterminado, impossivel ou
determinado quando admite mais de uma solucao, nenhuma solucao ou uma tunica solucao,
respectivamente. Como vimos na subsecao 2.2.3, cada equagao em (S) tem como solugoes as
coordenadas (z,y, z) € R® dos pontos de um plano.

As linhas do sistema (S) s@o os vetores:
i = (a1,b1,¢1), ly = (ag, ba, c3) e ls = (as, bs, c3) € R,
E as linhas aumentadas de (S) sao os vetores do R*:
Ly = (a1,b1,¢1,dy), Ly = (ag, by, c2,ds) e Ly = (ag, bs, c3,d3).

Suporemos sempre que I3 # 0, ls # 0 e I3 # 0. Assim, cada uma das equagdes do sistema (5)
representa um plano em R?, onde [y, 5 e I3 sdo seus respectivos vetores normais. Indicaremos
tais planos por 7, my e 73, respectivamente. Assim, um terno (z,y,z) é solucdao do sistema
quando o ponto P = (z,y, z) pertence simultaneamente aos trés planos 7y, w5 e 3.

Sob o ponto de vista algébrico, ha oito alternativas possiveis a respeito das linhas do
sistema (5). Sao elas:
Ay: Existem A\, pu € R tais que Lo = \- Ly e Ly = - Ly;
Ag: Existem A\, € R tais que Lo = A Ly ely =y -1y, mas d3 # p - dy;
As: Existem A\, p € R taisque lo = A -lyely = p-ly, mas dy # X - dy,ds # p-dyeds # 5 - dy;
Ay: Existe A € R tal que Ly = A - Ly , mas [; e [3 ndo sao multiplos;
As: Existe A € R tal que [y = A -1, mas dy # A\ - djy e [y e l3 ndo sdo multiplos;
Ag: Nenhum dos vetores [y, [ e I3 é multiplo do outro, mas existem A, u € R tais que
Ly=X-Li+p- Lo.
A7 Os vetores [y, [ e I3 sao dois a dois nao-colineares, mas existem A, € R tais que
l3=X-li+p-ly, mas d3 # X - dy+p - do;
Ag: Os vetores 1, [ e I3 sao linearmente independentes, isto é, nenhum deles pode ser escrito
como combinacao linear dos outros dois.

Por outro lado, do ponto vista geométrico, temos oito possibilidades para os planos
m, Ty € T3, as quais se excluem mutuamente, ou seja, se uma delas for verdadeira, as outras
sete nao ocorrem. Sao elas:
(G1: Os trés planos coincidem:

T = Tg =T3;
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G5 Dois planos coincidem e o terceiro é paralelo a eles:
T =Ty emgNm = 0
G3: Os planos sao paralelos dois a dois:
m N =0 , T Mg :(Z)eﬂzﬂﬂgz@;
(G4: Dois planos coincidem e o terceiro os intersecta ao longo de uma reta r:
T =T emg T =71
G'5: Dois dos planos sao paralelos e o terceiro os intersecta segundo retas paralelas r e s:
T Nm=0,m NT3=1emNmT3=s;
G: Os trés planos sao distintos e se intersectam ao longo de uma reta r:
T # Mo, M F# T3, Mo F# W3 e Ny N T3 =775
G7: Os trés planos se intersectam, dois a dois, segundo retas paralelas entre si:
mNm=1,mNmTy=s5,meNmg=tcomr| s|t
(Gg: Os trés planos tém um tnico ponto em comum:
7T1ﬂ7T2ﬂ7T3:{P}.

Proposicao 3.5.1. As posicoes relativas G; — Gg entre os planos 7y, my e w3 sdo equivalentes,

respectivamente, as alternativas algébricas A; — Ag.

Demonstracdao. Basta mostramos as equivaléncias A; < G;,7 = 6,7,8. Pois, as equivaléncias
A; & Gii=1,...,5, seguem diretamente das equivaléncias A; < G;,i = 1, ..., 3, da proposicao
a T + bly +cz= dl

3.4.1, aplicadas aos pares de planos m; e my, T € T3 € T € 73, do sistema
as® + boy + coz = ds

da secao 3.4.
Ag = Gg. Vamos supor que os vetores [y, 5 e [3 sao dois a dois nao-colineares. Pela implicacao
Az = (3 da proposicao 3.4.1, temos que os planos 7 e my se intersectam ao longo de uma reta

r. Sejam P = (z,y, z) um ponto da reta r = m Ny e A\, u € R. Entao:

a1+ by + 1z =dy e asx + by + oz = dy
= a1 T + A1y + Aepz = Ady e pase + pboy + pcez = pds
= (Aay + paz)x + (Aby + pbs)y + (Aey + peg)z = Ady + uds.

Se, além disso, existem A\, u € R tais que L3 = AL+ puLo, entao azx—+bsy+ csz =ds, e, portanto
P € m3. Assim, r C m3. Como os planos 7 e 3, pela proposicao 3.4.1 também se intersectam

ao longo de uma reta e como r C m; N 73, dai segue que m N 73 = r. Logo,

T NmTe NIy =T,
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3

Figura 3.13: A reta r é a intersecao dos planos, m N N7y = 7.

A7 = G5. Pelo provado acima, 7 e my se intersectam ao longo de uma reta r e essa reta nao
intersecta o plano w3, j& que, por hipdtese, existem A, € R tais que I3 = A - [+ - I, mas
ds # \-dy+p-dy. Portanto, mNmaNms = (). Sejam s e ¢ as retas tais que myN73 = s e w1 N7z = t.
Como my Ny N3 =0, vem que r Ns =7 Nt =sNt =10, ouseja, as retas sdo duas a duas

paralelas.

Figura 3.14: my Nm=r1r,m Nm3 =5, mNm=tcomr || s || ¢

Ag = (. Sendo os vetores [1, [ e I3 linearmente independentes, entao nenhum deles é multiplo
do outro e produto misto [l1,ls,l3] = (I3 X l3,1l3) # 0. Logo, pela implicacao A3 = G3 da
proposicao 3.4.1 e pelo significado geométrico do produto vetorial visto ao longo desse trabalho,
segue que 7 Ny = r é uma reta paralela ao vetor [ x lo. E como (l; X ls,[3) # 0, temos que a

reta r nao pode ser paralela ao plano 3. Dali, r é concorrente ao plano 73, isto é, rNmw3 = {P}.
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Figura 3.15: A reta r = m N7y e 0 ponto P, onde r N7y = {P}.

Ademais, como as posigoes relativas G; — Gg dos planos 71, m e 73 se excluem mutua-
mente e as alternativas algébricas A; — Ag esgotam todas as possibilidades, entao as implicacoes

G; = A;, paratodoi =1,...,8, sdo também validas. O

Observacao 3.5.1. Um sistema de trés equacoes lineares com trés incognitas é homogéneo

quando todos os termos independentes sao iguais a zero, conforme indicado abaixo:

a1 x + bly +ciz = 0
asx + by + coz =0
azx + by + c3z =0.

Note que o sistema homogéneo sempre possui a solu¢do trivial (z,y,z) = (0,0,0). Conforme

visto anteriormente, esse sistema serd determinado, admitindo apenas a solugao trivial se os
ap by

vetores linha forem LI, ou seja, se det | ay by ¢y | # 0. Do contrério, o sistema serd inde-
az bz c3

terminado.

Exemplo 3.5.1. No sistema

r+3y—z=>

2z 4+ 6y — 22 =10

3z + 9y — 32 = 15,
temos evidentemente que Ly =2- Ly e Ly =3 - Ly, pois (2,6,—2,10) =2-(1,3,—1,5) e
(3,9,-3,15) = 3-(1,3,—1,5). Portanto, essas trés equagoes representam o mesmo plano.
Assim, esse sistema possui infinitas solug¢oes que sao da forma (z,y,z+ 3y —5), com xey

numeros reais escolhidos livremente.

Exemplo 3.5.2. No sistema
rT4+2y—22=2
1 —
sxt+y—z=1
dr + 8y — 8z = 5,
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1
tem-se que Ly = 3 Ly el = 4-1; mas Ly nao € multiplo Ly. Portanto, os planos m e Ty

cotncidem, mas 3 € paralelo a m. Logo, o sistema nao possui solugao.

Exemplo 3.5.3. No sistema
r+2y—22=2
20+ 4y — 4z =4
dr +y — 22 =5,
temos que Lo = 2 - Ly, mas l3 nao é maultiplo de l,. Portanto os planos m e wy coincidem e 3

os intersecta sequndo uma reta. Para determinar essa reta basta resolver o sistema

T+ 2y =242z
dor +y=>5+2z

Portanto, o sistema admite infinita solucoes.

Exemplo 3.5.4. No sistema

r+3y—2z=1

20+ 6y —4z =4

3r + 9y — 6z =5,
temos que lo = 2 -1y ely = 3 -1, mas nenhum dos vetores Ly, Lo e Ly € maultiplo um do
outro. Logo, as equacoes desse sistema representam planos paralelos m,, o € 3. Portanto, esse

sistema € impossivel.

Exemplo 3.5.5. No sistema

—x4+2y+z=1
—2r+4y—42=14
3z +y— 62 =23,

temos que lo = 211, Ly # 2- Ly mas l3 nao € multiplo nem de l; tampouco ly. Logo, as equagoes
desse sistema representam planos paralelos m e T, definidos pelas duas primeiras equagoes, o

que jd garante que o sistema € impossivel.

Exemplo 3.5.6. No sistema

—r+2y+z=1

—2x+4y—4z=14

-3z + 6y — 3z = 5,
temos que nenhum dos vetores ly,ly e l3 € multiplo do outro. Mas, observe que L3 = Ly + Lo.
Logo, pela implicacio Ag = G, os trés planos w1, T e w3, definidos pelas equacoes do sistema

acima, tém uma reta v em comum. Portanto, o sistema é admite infinitas solugoes.
Exemplo 3.5.7. Considere agora o sistema

—r+2y+z=1
—2r+4y—4z=14
—3x 4+ 6y — 32 = 2,
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note que nenhum dos vetores ly,ls e l3 € multiplo do outro. Mas, observe que
l3 = 11 + Iy, mas Ly # Ly + Lo. Portanto, seque da implicacio A; = G7, que o sistema €

1Mpossivel.

Exemplo 3.5.8. No sistema
—r+2y+z=1
—2r4+y—42=4
T+ 2y — 3z =5,

temos que menhum dos vetores li,ly e l3 € maltiplo do outro. Ademais, nenhum deles é com-

-1 2 1
binacao linear dos outros dois, assim ly,ls elz sao LI, pois| —2 1 —4 | = —30 # 0. Portanto,
1 2 -3

o sistema dado possui solugao unica.

3.6 Escalonamento (eliminagao gaussiana)

Nas secoes anteriores desse capitulo foi feita uma andlise qualitativa dos sistemas li-
neares, com énfase na classificacao dos sistemas e na interpretacao geométrica. Nesta secao
apresentaremos um método simples e extremamente eficiente para resolver um sistema linear
qualquer, em particular os sistemas discutidos ao longo desse trabalho , que é o escalonamento

ou método de Eliminacdo de Gauss.

Definicao 3.6.1. Dado um sistema linear

.
a1y + a1ae + a13r3 + ... + a1y, = by

a91T1 + a9 + 23X3 + ...+ agpT, = b2
S a31T1 + A39T2 + A33T3 + ... + A3, Ty = bg

| @1 %1+ Qa2 + A3 T3+ -+ @ = by,

diremos que S esta na forma escalonada , quando o primeiro elemento nao-nulo de cada uma
de suas linhas situa-se a esquerda do primeiro elemento nao-nulo da linha seguinte. Além disso,

as linhas que tiverem todos os elementos iguais a zero devem estar abaixo das demais.
Exemplo 3.6.1. Considere os sistemas lineares abaixo:

20 —y+3z=1
Sl y—22=3
5z = 10,

r—y+3z+w=1
S y—2z+4+2w=3
oz —w = 10
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Note que esses sistemas exemplificados acima estao na forma escalonada e podem ser

facilmente resolvidos de baixo para cima, por simples substituicoes.

Definicao 3.6.2. Dizemos que dois sistemas lineares S e S5 sao equivalentes, se toda solucao

de S7 também for solucao de Ss e vice-versa.

Exemplo 3.6.2.

22—y =0

g, “rY
r+y=3
20—y =1

g, Y
3r =3

S1 e Sy sao equivalentes, pois ambos admitem como solug¢do o par ordenado (1,2).

Assim, o método do escalonamento se baseia no fato que todo sistema é equivalente a
um sistema escalonado. Precisamos, entao, saber que operacoes efetuar a fim de transformar
um sistema S7 em outro equivalente S, na forma escalonada. Essas operacoes sao dadas por

dois teoremas que veremos a seguir.

Teorema 3.6.1. Multiplicando-se os membros de uma equacao qualquer de um sistema linear
S, por um numero real k # 0, o novo sistema S’ assim obtido, serd equivalente a S.

Demonstracao. Considere o sistema

p
a11x1 + ajoxe + a13x3 + .t apT, = b1

a21T1 + a29T9 + 9313 + ...+ aonLy — bg
S§ azx1 + a3 + azsxs + ... + azp T, = by

A1 T1 F Q2T + Qp3®s + ...+ G Ty = by,

Multiplicando a i-ésima equacao de S, com i € {1,2,...,m}, por um nimero real k # 0 obtere-

mos o sistema: )

a1 + ajoxre + a13x3 + ...+ apT, = bl
a21T1 + a92T9 -+ 9233 + ...+ Aonly = bg

kaﬂxl + kaing + k’aigl'g + ...+ kamxn = kbl

Am1T1 + AT + 33 + ... + Qyp Ty = by

Agora observemos que a tnica diferenga entre os sistemas S e S’ é i-ésima equagao. Assim,
basta analisarmos ela. Suponhamos que (aq, s, ..., ;) é uma solucdo de S, isto é, a igualdade
a1 + aipas + ai3as + ... + apoy, = b; é verdadeira. Agora vamos mostrar que (o, o, ..., )

também é solucao de S’. De fato, pois:
kaioq + kaggas + kajzas + ...+ kag,ap,

= k(aﬂal —f- ;9009 —f- ;3003 + —f- aman)
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Assim, temos que (o, @, ..., ) satisfaz a i-ésima linha do sistema S’. Portanto, (ay, as, ..., a,)
é solucao de S’. Reciprocamente, suponhamos agora que (aq, s, ...,a,) é uma solugdo do
sistema S’, isto é, a sentenca ka;j; + kajpas + kagas + ... + ka,a, = kb; é verdadeira e
provemos que (a1, @, ..., &, ) também é solucao de S. De fato, pois substituindo (ay, o, ..., ay,)

no 1° membro da i-ésima equacao de S, vem:

a;1001 + Qa0 + Q303 + ... + A0y,

= %(%’1041 + apas + apas + ...+ apay)

= %(kaﬂal + k‘aigag + k‘aigag + ...+ k’a,m(l/n)
= 1. kb,

O que significa que (aq, ag, ..., ay,) satisfaz a i-ésima equacao de S. Portanto, (o, g, ..., ap,) é

solugao de S. n

Teorema 3.6.2. Se substituirmos uma equacao de um sistema linear S, pela soma membro a
membro, dela com outra equacao de S, o novo sistema obtido S’ assim obtido, sera equivalente

as.
Demonstracao. Seja

a1 -+ 199 —+ a13T3 + ...+ ATy — b1
2121 + A% + Q233 + ... + Aon Ty = by

| @m1 71 + oo + Am3Ts + ... + QynTn = b

Dai, substituindo a i-ésima equacao de S, pela soma membro a membro, dela com j-ésima
equacao, teremos o sistema:

.
a1 + 19T + 1373 + ...+ ATy = b1

2171 + Q222 + A23T3 + ... + A2, Ty = o

o) (i + aji)xr + (@ie + ajo)xs + (a3 + aj3)xs + ...+ (G + ajn)n = b + b;
j j j j

A1 L1 + Qa2 + @33 + ... + Gn®yn = by

Note que a tunica diferenca entre os sistemas S e S’ é a i-ésima equacao. Portanto, basta

mostrarmos que elas sao equivalentes. De fato, pois:
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Se (a1, aa, ..., o) for solugao de S entao:
a;101 + Qo0 + ;303 + ...+ Ain Oy = bl (I)

;10 + Q200 + ;303 + ot Ay, = bj (I[)
Substituindo (ay, g, ..., ay,) no 1° membro de i-ésima equagao de S’, segue:
(aﬂ + ajl)oq + (CLiQ + CLjQ)OéQ + (aig + Cng)Oég + ...+ (CLm + CLjn)Oén

= (aﬂal + ;909 —|— + aina/n) + (ajloq + anOZQ + + CLjnO[n)

— b+ b,

O que prova que (ai,ag, ..., ;) é solucdo de S’. Reciprocamente, se (ay,as, ..., a,) é uma

solucao de S entao:

(ail + (ljl)CYl + (a@g -+ an)OéQ + (CLig —+ ajg)Oég + ...+ (am -+ ajn)ozn = bl -+ bj (I)

5101 + Fp1e) + ...+ AjnOlpy = bj (II)
Das igualdades (I) e (II) , vem que:
a;100q + @0 + ...+ Aoy, = b;

O que significa que (aq, ag, ..., a,,) satisfaz a i-ésima equagao de S. Portanto, (aq, ag, ..., ap) €

solucao de S. [

Resumindo, as operacoes que permitem escalonar um sistema S, decorrentes dos teore-
mas 3.6.1 e 3.6.2, sao:

1. Troca de equagoes entre si;
2. Multiplicagdo de uma equagao por uma constante real k # 0;

3. Adicdo a uma equagao de um multiplo de outra (Sem alteragdo das demais equagoes).

Observagao 3.6.1. Mas, qual o siginificado geométrico de tais operacoes ? No caso de um
sistema 2 X 2, cujas equacoes representam retas, ao efetuarmos as operagoes elementares apre-
sentadas acima, estamos gerando novas retas, porém, preservando a intersecao das mesmas, ou
seja, o conjunto solucao, pois conforme ja vimos estamos produzindo um sistema equivalente
ao original. Andlogo ao caso 2 X 2, 0 mesmo vale para um sistema linear 2 X 3 ou 3 x 3 cujas
equacoes lineares do sistema representam planos. Geometricamente, a transformagao aplicada

produz novos planos, contudo, é mantida a intersecao dos planos, ou seja, o conjunto solucao.

A ilustragao abaixo vai tornar mais clara tal afirmacao.

=4
s, r+y
20 —y =95
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Figura 3.16: Representagao geométrica do sistema Sy, onde (3,1) é a solugao do sistema.

r+y=4
Ox — 3y = —3

y
Xx+y=4
4

S

Figura 3.17: Representagao geométrica do sistema Ss.

Temos dois sistemas equivalentes S; e S, onde S, foi obtido de S; substituindo sua 2% equagao
por ela somada ao produto da 1? equagao por —2. Conforme colocamos, as novas retas obtidas
em Sy preservam o ponto de intersecao como podemos ver na figura 3.17.

Agora vejamos o passo a passo de como escalonar um sistema, o procedimento é o
seguinte:
1° Passo
Colocamos 1* equacao aquela em que o coeficiente da 1* incognita seja diferente de zero.
2° Passo
Anulamos o coeficiente da 1* incégnita em todas as equacoes abaixo da 1?; substituindo a i-

ésima (i > 2) equacao pela soma da mesma com a 1* equagao multiplicada por uma constante
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conveniente.

3° Passo

Deixamos de lado a 1* equacao e aplicamos o 1° e o 2° passos nas equagoes restantes.

4° Passo

Deixamos de lado a 1* e a 2* equagoes e aplicamos o 1° e 0 2° passos nas equagoes restantes, e
assim por diante, até o sistema ficar escalonado.

Os exemplos a seguir, ajudarao a esclarecer o método do escalonamento.

Exemplo 3.6.3. Vamos resolver pelo método do escalonamento o sistema do exemplo 3.5.8
da secao anterior:

—r+4+2y+z=1

—2r+y—42=4

r+2y—32=5

Solucao:

Trocando a 1* com a 3* equagao, vem:

r+2y—32=95
—2r4+y—42=4
—r+2y+z=1

Substituindo a 2* equacgao pela soma da mesma com a 1* equacao multiplicada por 2 e substi-

tuindo a 3% equagao pela soma dela com a 1* | vem:

rT+2y—32=95
oy — 10z =14
4y —22=06

1
Multiplicando a 2* equagao por 5 segue:

rT+2y—32=95
y—22=238
4y —22=06

Substituindo a 3* equagao pela soma dela com a 2* equacao multiplicada por —4, vem:

r+2y—32=25

y—22=28
~592 —13
6= -52=r=_22_"°°
: ETET TG 15

o . 16 o
Dai, substituindo o valor de z na 2* equagao segue que y = G e substituindo y e z na

4 16 —13}

4
1* equacao decorre que x = 5 Portanto, o conjunto solugao é S = {E’ =1
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Exemplo 3.6.4. Vamos agora resolver pelo método do escalonamento o exemplo 3.5.4 da
secao anterior.

r+3y—2z=1

20+ 6y —4z =14

3r+9y —62=5

Solucao:
Substituindo a 2* equacao pela soma da mesma com a 1* equacao multiplicada por —2 e

substituindo a 3* equacao pela soma dela com a 1* multiplicada por —3 , vem:

r+3y—2z=1
0z 4+0y+0z=2 =S5=0
Oz +0y 4+ 0z =2

Portanto, de fato, o sistema nao admite solucoes reais, pois nao existem ntimeros reais

tais que Oz + Oy + 0z = 2.
Exemplo 3.6.5. Consideremos o sistema:

r+3y—2z2=1
20 +y—32=0
20+ 6y — 4z =2

Solucgao:
Substituindo a 2* linha pela soma dela com a 1* linha multiplicada por —2 e substituindo a 3?*

linha pela soma dela multiplicada por —2, vem que:

r+3y—2z=1
—oy+z2=0
0z=0

Portanto, temos um sistema com infinitas solugoes e que sao da forma :

(Ty +1,y,5y);y € R.

3.7 Regra de Cramer

Nesta secao apresentaremos mais um método de resolugao de sistemas lineares desta-
cando seu significado geométrico, que é a regra de Cramer. Tal regra sé se aplica a sistemas
lineares em que o nimero de equagoes é igual ao nimero de incognitas e estd baseada no cédlculo
de determinantes.

Essa regra leva o nome do matemadtico sui¢o Gabriel Cramer (1704-1752), que a demons-
trou em 1750, embora nao tenha sido o primeiro matematico a fazé-lo; acredita-se que a regra

jé era conhecida por Maclaurin desde 1729.
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Inicialmente, vamos enunciar e demostrar essa regra para o caso de um sistema 2 x 2.

. . arr + by = ¢ .
Antes, observe que um sistema linear da forma pode ser escrito em termos
s + boy = co
. . , ar b z by .
de matrizes, isto é, na forma AX = B, onde A = , X = e B = .Aé
az by Y by

denominada de matriz dos coeficientes, B de matriz dos termos independentes e X de matriz

das incégnitas.

I : : : o mzr+by=a
Proposigao 3.7.1. Considere um sistema linear 2 X 2 nas incognitas z e y:
as® + bay = co

Seja D o determinante da matriz A dos coeficientes do sistema, isto é,

a; by

A= (§ D:albg—agbl.

a9 bg
Se D # 0, entdo o sistema tem uma tnica solugao (x,y) dada por:
D, D,

xzﬁeyzf,

em que D, e D, sao os determinantes das matrizes obtidas a partir de A substituindo, respec-
tivamente, a coluna dos coeficientes de = e a coluna dos coeficientes de y em A pela coluna dos

termos independentes das equagoes dos sistema.

. . a1 + by = ¢ ,
Demonstragcao. Vamos resolver o sistema pelo método do escalonamento.
as + by = co

Multiplicando a 1* equagao por (—as), as # 0, e a 2* equacao por ay, a; # 0, pois D # 0, e

substituindo a 2* equacao pela soma dela com a 1*, vem que:

x4+ by =
(&1-b2—a2-b1)y:a1-CQ—ag-cl
Agora note que a; by —az-by =D ea;-cy —ay-cy =D,. Logo, como D # 0, segue que:
Substituindo o valor de y na 1* equacao, vem:
a1Cy — AsC
ar+by=c = a1$+bl-M:q:
a,lbg — a2b1
= ap- (a1b2 — agbl)ﬂf -+ bl . (alcg — CLQCl) =C - (a162 — (lzb) =
N _ b162 — bgCl
a1b2 — CLle.

Veja que ay - by —as - by = D e bicy — bycy = D,. Portanto, x = fx

Logo, de fato, o sistema tem uma tnica solugao dada por :

(z,y) = (%,%)
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‘ rT+2y==6
Exemplo 3.7.1. Usando a regra de Cramer, resolva o sistema .
20+ 3y =0
Solucgao:
1 2 : : , , .
Observemos que D = 5 3 =3 —4=—1+#0. Assim, o sistema ¢é possivel e determinado.
6 2 18
D, = =18—-0=18=1r=— =" =—18
0 3 D -1
16 D —12
D, = =0-12=-12=y=-"S=—"=12
Y 2 0 YYD T 1

Logo, o conjunto solugao é S = {(—18,12)}.
E geometricamente, qual o significado da Regra de Cramer em sistemas 2 x 27

ar + by =

No sistema { , consideremos os vetores-coluna:

as + by = co
a=(ay,as),b=(b1,b3) ec=(cy,¢a).

Os pares de vetores a e b, c e b e ¢ e a determinam no plano trés paralelogramos, se os
representarmos com a mesma origem. No livro Coordenadas no Espago de Elon Lages Lima,
pagina 112 [I5], é mostrado que os determinantes D, D, e D, da regra de Cramer, medem, em

valor absoluto, a area desses paralelogramos conforme ilustra a figura abaixo:

Figura 3.18: Interpretacao geométrica da Regra de Cramer no caso 2x2.

Proposicao 3.7.2. Considere um sistema linear 3 x 3 nas incognitas z, y e z:

ax+biy+cz=0
asT + boy + coz =0
asx + b3y + c3z =0.

Seja D o determinante da matriz A dos coeficientes do sistema:

ap by o
A= ay by c e D =det A.
az by c3
Se D # 0, entdo o sistema tem uma tunica solucao (x,y, z) dada por:

D, D, D.
D?y_D D’

Tr =
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em que D,, D, e D, sdao os determinantes das matrizes obtidas a partir de A substituindo,
respectivamente, a coluna dos coeficientes de = , a coluna dos coeficientes de y e a coluna dos

coeficientes de z pela coluna dos termos independentes das equacoes do sistema.

Demonstracao. A demonstracao pode ser feita de modo analogo ao caso 2 x 2, resolvendo o

sistema pelo método do escalonamento chegaremos a tal conclusao. O]

Observagao 3.7.1. Assim como no caso 2 x 2, a regra de Cramer também tem um significado
geométrico em trés dimensoes, a diferenca é que ao invés de areas de paralelogramos, temos
que os valores dos determinantes na resolugao dos sistemas 3 x 3 : D, D,, D, e D, represen-
tam, em valor absoluto, os volumes dos paralelepipedos determinados pelos ternos de vetores,

la,b,c], [d,b,c], [a,d,c|e]a,b,d], respectivamente, onde:

a = (alaa’27a3>7b = (blab27b3)7 c= (01762763) ed= <d17d27d3)~

Figura 3.19: Interpretacao geométrica da Regra de Cramer no caso 3x3.

—r+2y+z2=1
Exemplo 3.7.2. Usando a regra de Cramer, vamos resolver o sistema § —2x +y—4z =4

T+ 2y — 32 =95,
do exemplo 3.5.8 da secao anterior.

Solugao:
-1 2 1
Temos que D =| —2 1 —4 | = —30 # 0, assim o sistema tem uma tnica solugao.
1 2 -3
1 2 1 . A
il TD T80 15
5 2 =3
b D 32 16
y 2 4 —4 32 =y D 50" 15

1 5 -3
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e D. -2 13
D,=|— == r=—"=_——=_2
21 4 =z D 30 B
1 25
Logo, o conjunto solucao S = {(5f, 12, 722)}

Observacao 3.7.2. Eis algumas consideracoes sobre a regra de Cramer.

1. Vale ressaltar que a regra de Cramer s6 funciona perfeitamente quando o determinante
da matriz dos coeficientes é diferente de zero. Aplica-la em outro caso, podera induzir a
erros, como é comum observamos em alguns livros didaticos que afirmam:

“Se os determinantes da regra de Cramer forem todos nulos o sistema é indeterminado,
isto é, tem infinitas solugoes”, o que é falso, pois o sistema poderd ser impossivel, por

exemplo, quando os planos representados nas equacoes sao paralelos.

2. A regra de Cramer no caso sistemas com trés equagoes e trés incognitas, se consagra,
tradicionalmente, como o principal método de resolucao, porém como vimos é bastante
penoso, assim, acreditamos que o Escalonamento se apresenta como um método mais

pratico, até porque nao exige certas condicoes, sendo, portanto, mais geral.



Capitulo 4

Sistema de Inequacoes Lineares

4.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos as inequagoes linerares da mesma forma que as equagoes
lineares tanto sob o ponto de vista algébrico quanto do geométrico. Para permitir o uso da
intuicao geométrica e ficar acessivel aos alunos da educagao basica, nos limitaremos ao estudo

das inequacoes lineares no plano cartesiano.

4.2 Inequacoes Lineares em uma variavel

Uma inequagao é afirmacao envolvendo uma ou mais varidaveis expressa por uma de-
sigualdade. Em particular, uma inequacdo do 1° grau (linear) em wma varidvel é qualquer

inequagao que pode ser escrita na forma:
ar+b>0ouar+b<0ouaxr+b>0ouar+0b<0,

onde z ¢é a variavel e a e b sao nimeros reais.

A inequacao 2x + 5 > 3z + 2 é uma inequagao de primeiro grau em uma variavel que
afirma que o membro esquerdo da inequacao é maior do que o direito. Nesta secao resolveremos
e representaremos geometricamente equacoes dessa forma. Certos valores reais da variavel vao
satisfazer a inequacao. Esses valores formam o conjunto solucdao da inequacdo. Por exemplo, o
nimero 2 pertence ao conjunto solugao de 2x+5 > 3x42, pois 2-2+5 = 9 > 3-242 = 8. Resolver
uma inequacao significa encontrar seu conjunto solucao, e duas inequacao sao equivalentes se
elas tiverem o mesmo conjunto solugao.

Assim como fizemos com as equacoes, determinamos as solugoes para as inequagoes
encontrando inequacoes equivalentes a partir das quais as solucoes podem ser facilmente obtidas.
Usamos as seguintes propriedades para reduzir uma inequagao a uma inequacao mais simples

mas equivalente a inequagao original.

1) Propriedade da Substituicao

29
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A inequacao formada pela substituicao de uma expressao por outra igual é equivalente a

inequagao original. Como mostra o exemplo abaixo:

3x—2x >4 >4

2) Propriedade da Adicao

A inequagao formada pela adicao do mesmo nimero real em ambos os lados de uma

inequacao ¢ equivalente a inequagao original. Veja no exemplo abaixo:

r—5>4<<r—-—5+5>4+5<x>0.

3) Propriedade da Multiplicagao

A inequacao obtida pela multiplicacao de ambos os lados de uma inequacao pelo mesmo
valor real positivo é equivalente a inequacao original e a inequacao formada pela multi-
plicacao de ambos os membros de uma inequacao pelo mesmo valor real negativo e pela
inversao da direcao do simbolo de desigualdade é equivalente a inequagao original. Veja

nos exemplos abaixo:

1 1
§x>4<:>§x'3>4-3<:>x>3.

2r <9 & —2 1 >0 1 & >"9
r < €T 5) 2 5 x_2.

Representa-se graficamente a solucao de inequagoes em uma varidvel na reta real. Por
exemplo, o grafico de x < 3 consiste de todos os pontos a esquerda de 3 na reta real. O circulo
vazado no grafico da Figura 4.1 indica que a solucao é formada por todos os pontos até 3, mas

sem incluir o 3.

Figura 4.1: Solucao grafica da inequagao z < 3.

Exemplo 4.2.1. Resolva a inequac¢ao

T
— <4
-3
e represente graficamente o conjunto solucao.
SOLUCAO:
T
— <4
-3
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Multiplicando ambos os lados por —3 e invertendo a desigualdade vem que:

—3-(—3) >4 (=3)er>—-12
Assim, conjunto solugao é S = {x € R;z > —12}. Geometricamente, temos o grafico que é

mostrado na Figura 4.2.

16 -15 -14 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7
Figura 4.2: Representacao geométrica de x > —12.
Exemplo 4.2.2. Resolva a inequacao e represente goemetricamente seu conjunto solucao.

z—2
3

2-(x—3) <

SOLUCAO: ,
T —
2-(x—=3)< 3
6-(x—3)<x—2
6r —18+18<x —2+4+18
6z <z + 16
6r—rz<zx+16—2x

S5r < 16

<16
a’;’ —
)

. : . 16 :
Assim, o conjunto solugao é S = {:IJ eRx < ?} Geometricamente, temos como

grafico a Figura 4.3.

16
5}
3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7
. . Y 16
Figura 4.3: Representacao geométrica de z < =

Exemplo 4.2.3. Resolva e represente geometricamente o conjunto solugao da inequagao:

3r—4<6
SOLUCAO:
Resolvendo usando as propriedades mostradas acima, segue:
3r—4<6
3r <10
10
r < —

3
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: . 0 . . :
Logo, o conjunto solucgao é S = {:c eRjz < E} . Geometricamente, temos o grafico na Figura

4.4.

10

3
-— >
-4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6

10
Figura 4.4: Representacao geométrica de x < 3

4.3 Inequacoes Lineares em duas variaveis

Ja vimos que a uma equagao do tipo axr + by = ¢ < axr + by — ¢ = 0 esta associada
uma reta no plano cartesiano. Esta equacao pode ser representada por algebricamente pela
equacao F(z,y) = 0 onde F(x,y) = ax + by — ¢ é uma expressao algébrica linear envolvendo
duas varidveis x e y, isto é, ambas do 1° grau. Nesse caso, F/(z,y) = 0 representa uma reta
no plano. Essa reta divide o plano em duas regioes, ditas semi-planos. Uma dessas regioes ¢é
formada por todos os pontos (x,y) do plano que satisfaz a desigualdade F(z,y) > 0 e a outra
por todos os pontos do plano que satisfazem a condigao F(z,y) < 0.

Casos Particulares
Analisaremos, inicialmente, inicialmente exemplos para os casos particulares, em que

pelo menos uma das constantes reais a e b é nula.

I.a=0eb#0

Exemplo 4.3.1. Representar, no plano, os pontos que satisfazem a condi¢ao
y—2<0.

Solucgao:
Os pontos P = (x,y) do plano cartesiano que satisfazem esta condigdo sao aqueles situados

“abaixo” da reta y = 2, ou seja, um semiplano aberto.
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Figura 4.5: Semiplano y < 2.

II. a #0eb=0
Exemplo 4.3.2. Representar, no plano, os pontos que cumprem a condi¢ao
20 —2>20 x> 1.

Solucgao:
Os pontos P(x,y) do plano cartesiano que cumprem tal condigao sao aqueles situados “a direita”

da reta x = 1, reunidos com os pontos dessa mesma reta, ou seja, um semiplano fechado.

5 4 3 2 - 0
11
2

-3

4

Figura 4.6: Semiplano x > 1.

III. a=0eb=0
Exemplo 4.3.3. Representar no plano os pontos que satisfazem a condi¢ao

0z + Oy 4 3 > 0.
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A condigao é satisfeita por todos os pontos P = (z,y) do plano cartesiano.

e T R

24

-31

—4

Figura 4.7: Plano cartesiano

Exemplo 4.3.4. Representar no plano os pontos que satisfazem a condi¢ao 0z 4+ Oy — 3 > 0.

Nenhum ponto do plano cartesiano cumpre essa condicao, logo ela representa um con-
junto vagzio.
Caso Geral

Analisaremos agora os casos em as constantes a e b nao sao nulas. Seja r uma reta do
plano cartesiano de equagao ax + by = ¢ (a # 0 e b # 0) , representada, por exemplo, conforme

a Figura 4.8:

Y

Yo

YA

r Tg=XTo=TB

Figura 4.8: yg > 1o > ya.

Consideremos também a equacao reduzida de r : y = mx +n. Sendo P = (xg, o), temos
que yo = mxo + n. Consideremos agora no plano cartesiano um ponto A = (z4,y4), situado
“abaixo” de r, e um ponto B = (zg,yp), situado “acima” de r modo que x4 = x¢ = xp, onde

xo é abscissa de um ponto P = (x¢,yo) da reta r.
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Do gréfico, podemos observar que:
Ya < Mxyg+nN=mxs+neyp>mrog+n=mrg-+n.
Assim, podemos concluir que:
1. Para todos os pontos P = (x,y) do plano situados “acima” de r vale a relagao:

Yy>ma+n

2. Para todos os pontos P = (z,y) do plano situados “abaixo” de r vale a relagao:

y<mx—+n

Exemplo 4.3.5. Represente graficamente a inequac¢ao 3x — 2y < 6.

Solucao:

Observe que 3z —2y < 6 <y > gx—l—?). Tracando a reta representada por y = gx+3 como uma
linha cheia pois os pontos que estao na reta satisfazem a inequacao dada, vem das conlusoes
acima que o conjunto solugao é formado por todos os pontos ”acima”da reta reunidos com os

pontos ja indicados da reta, conforme a Figura 4.9 abaixo.

y 3x-2y <

Figura 4.9: Semiplano 3z — 2y < 6.

4.4 Sistema de Inequacoes Lineares com duas variaveis

Um sistema de inequagoes lineares com duas incégnitas é um conjunto de duas ou mais
desigualdades dos tipos ax +by +c <0, ax +by+c >0, ar+by+c <0ouax+by+c >0,
onde a, b e ¢ representam numeros reais. O conjunto solu¢ao de um sistema desse tipo é
o conjunto de todos os pontos (x,y) do plano cartesiano que satisfazem, simultaneamente, a

todas as desigualdades dadas.
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De um modo geral, para encontrarmos a solucao de um sistema de inequagoes com duas
incognitas, devemos primeiro, encontrar os semiplanos que sao as solucoes de cada uma das
inequagoes lineares dadas e por fim determinarmos a intersecao dos mesmos. Os exemplos a

seguir mostrarao como resolvermos tais sistemas de inequacoes lineares.

Exemplo 4.4.1. Represente graficamente a solucdo do sistema
20 —3y >4
r+y—2>0

Solucgao:

As inequacoes, de forma equivalente, podem ser escritas na forma

2
< -z-—-4
V=3
y > —x+2
2 . : .
Tracamos y = —x — 4 como uma reta cheia e y = —x + 2 como uma reta tracejada. A solucao

da primeira inequacao é o semiplano fechado abaixo da reta y = gx — 4 e a solucao da segunda
inequacgao é o semiplano aberto acima da reta y = —z + 2. Portanto, a solucao do sistema é
a intersecao dessas regioes. Os pontos de encontro das retas que satisfazem ambas inequacoes
sao denominados de vértices, como ja sabemos tais vértices sao obtidos resolvendo o sistema
linear formado por cada uma das equagoes lineares presentes nesse sistema, nesse exemplo, o

vértice é o ponto P = (2,0) conforme indicado na Figura 4.10.

N

‘\)\(+y-2>06-

<

Figura 4.10: A regiao em lilas representa o conjunto solucao do sistema.

Exemplo 4.4.2. Represente graficamente a solucdao do sistema

20 +y >6
z>0
y>0
r4+2y>7
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Solugao:

As inequacoes, de forma equivalente, podem ser escritas na forma:

y>—2x+6
x>0
y=>0

>—x+7
Yy=5 T3

Tracamos y = —2x + 6 como uma reta cheia, assim como as retas e y =

como
uma reta tracejada. A solucao da primeira inequacao é o semiplano fechado acima da reta
y = —2x + 6, a segunda e terceira inequagao restrigem as regioes ao primeiro quadrante e a

—r+ 7 - : —r+7
+ é o semiplano aberto acima da reta y =

solucao de y > . Logo, a solucao do

sistema € a intersecao dessas regides conforme indicado na Figura 4.11, em lilas.

Figura 4.11: Representagao geométrica da solugao restrita ao primeiro quadrante.



Capitulo 5

Resolucao de Problemas por Sistemas

Lineares

Sistemas lineares aparecem em aplicagoes em areas como Administracao, Economia,
Eletronica, Informatica, Engenharia, Fisica, entre outras. Neste capitulo iremos apresentar

algumas dessas aplicacoes por meio da resolugao de problemas do cotidiano.

5.1 Problemas modelados por Desigualdades Lineares

Problema 5.1.1. Um vendedor tem um ganho mensal y dado pela féormula
y =1000+0,2 -z,

onde x é o volume mensal de vendas, em reais. Quando ele deve vender para ganhar pelo menos
R$ 2.500,00 em um més?

Solugao:
Devemos encontrar = tal que y = 1000 + 0,2 - = > 2500. Resolvendo essa inequagao, vem que

x > 7500. Logo, o vendedor deve vender R$ 7.500,00.

Problema 5.1.2. (FGV 2010) Maria, que tem 52 anos, faz uma dieta alimentar e precisa
tomar um lanche as 15:30 horas, no qual nao pode consumir mais que 500 calorias, e precisa
ingerir as necessidades minimas didrias de célcio, a saber, 1.200 mg/dia. Nesse lanche, ela quer
tomar leite desnatado e comer améndoas. Dentre os dados fornecidos por sua nutricionista,

estao os seguintes:

Porgao Calorias Teor de célcio
(quantidades  aproxima- | (kcal) (mg por 100 g de alimento)
das)

Leite desna- | 250 ml 100 300

tado

Ameéndoas 30 g 200 150

68
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a) Represente algebricamente as condigoes do problema, considerando as porcoes de leite des-
natado e de améndoas.

b) Represente graficamente as condigdes do problema no plano cartesiano X0Y'.

c) E possivel Maria ingerir exatamente 500 calorias e 1200 mg de célcio se ingerir somente leite

desnatado e améndoas no lanche da tarde? Justifique sua resposta.

Solugao:

100z 4+ 200y < 500 - x+2y<5H
a

0,252.300 + 0, 3y.150 > 1200 50z + 3y > 80
b)

y 50x + 3y = 80

Figura 5.1: Regiao triangular PBC representando as condigdes do problema.

+2y=5
c¢) O ponto P solugao do sistema Ly fornece a quantidade de leite desnatado e
50z + 3y = 80

améndoas que Maria deve consumir.
Resolvendo temos que x = 1,49 e y = 1, 75.

A resposta é 1,49 porgoes de leite desnatado e 1,75 porgoes de améndoas, ou seja, é sim possivel.

Problema 5.1.3. (UEG 2010) Em uma chdcara hd um pasto que é utilizado para criar
vacas e bezerros. Esse pasto tem area de dois hectares, sendo que cada um corresponde a um
quadrado de 100 metros de lado. Observacoes técnicas indicam que cada vaca devera ocupar
uma drea de, no minimo, 1000 m? e cada bezerro de, no minimo, 400 m?.

a) De acordo com as observagoes técnicas, esse pasto comportard 15 vacas e 15 bezerros?
Justifique sua resposta.

b) Represente algébrica e graficamente as condigoes dessa situacao, respeitando as observagoes

técnicas.
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Solucgao:
a) Nao. A édrea do pasto, em m?, é:
2 ha = 200 a = 200 dam® = 20.000 m*.
De acordo com as observagoes técnicas, temos:
15 - (1000 4 400) = 21.000 m* > 20.000 m>.

b) Sejam x e y, respectivamente, o niimero de vacas e o nimero de bezerros. Logo, as seguintes

condicoes devem ser satisfeitas:

x>0 x>0
y=>0 =4q y=0
1000z + 400y < 20000 bx + 2y < 100

A representacao grafica das condigoes acima € a regiao triangular limitada pelos eixos

coordenados e a reta y = —5% + 50.

601Y
50
40
301
201

101

0o 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 5.2: Representacao grafica das condi¢oes do problema

Problema 5.1.4. Um comerciante vende dois tipos de produtos, A e B. Na venda do produto
A tem um lucro de R$ 25,00 por unidade, e na venda do produto B tem um lucro de R$ 40,00
reais por unidade. Em seu depdsito s6 cabem 120 produtos e sabe-se que por compromissos ja
assumidos ele vendera pelo menos 20 produtos do tipo A e 30 produtos do tipo B. O distribuidor
pode entregar ao comerciante, no maximo, 70 produtos do tipo A e 80 produtos do tipo B.
Quantos produtos de cada tipo devera o comerciante encomendar ao distribuidor para que,

supondo que venda todos, obtenha o lucro maximo?
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Solucgao:
Se x representa o niimero de produtos A e y o numero de produtos B, entao queremos o valor

maximo da funcao L = 25z + 40y, sujeita as restri¢oes:

r+y <120
20< <70
30 <y <80,

onde L representa o lucro, em reais. Resolvendo geometricamente esse sistema de inequagoes,

segue que a regiao poligonal ACDEB ¢é a solugao do sistema.

J= 80 100- NB

E
5. \
y =30 C B\

-50 0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 5.3: Poligono ACDEB.

Sendo assim, é preciso verificar para qual dos vértices, L é maximo:

= (20,80) = L = 25- 20 + 40 - 80 = 3700
(20,30) = L = 25 - 20 4 40 - 30 = 1700
(70,30) = L = 25 - 70 + 40 - 30 = 2950
(70,50) = L = 25 - 70 4 40 - 50 = 3750
(40,80) = L = 25 - 40 4 40 - 80 = 4200

A
C
D
E
B

Logo, o lucro serd maximo quando o comerciante encomendar 40 produtos A e 80 pro-
dutos B.

O problema que acabamos de resolver é um exemplo simples de problemas estudados
pela programacao linear.

O problema geral de programacao linear é utilizado para otimizar (maximizar ou mi-
nimizar) uma fungao linear de varidveis, chamada de fun¢do objetivo, sujeita a uma série de
equagoes (ou inequagoes) lineares, chamadas restrigoes.

A formulacao do problema a ser resolvido segue trés pontos bésicos:
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1. Definicao do objetivo do problema;
2. Definicao das variaveis de decisao envolvidas;

3. Conhecimento das restrigoes a que esta sujeito o problema.

Observacao 5.1.1. Perceba que no exemplo acima, o Dominio da funcao-objetivo era uma
regiao poligonal. Como estamos sempre lidando com eqiiagoes e inequacoes lineares, o dominio
sempre sera um poligono. Nunca conseguiremos obter curvas no grafico do Dominio da fungao-
objetivo. Outra coisa interessante é que o ponto 6timo que estavamos buscando coincidiu
com um dos vértices do poligono. No caso de modelos de programacao linear, isso sempre sera
verdade. Assim, basta fazermos o grafico do Dominio da fungao-objetivo e checarmos os valores

da funcao em todos os seus vértices para calcularmos o ponto 6timo.

Problema 5.1.5. Uma empresa fabrica dois tipos de boxes (8 mm) para banheiros, o transpa-
rente, cujo prego unitario de custo, no tamanho padrao, é de R$ 200,00, e o colorido ( fumé ou
verde), cujo prego unitario de custo, no tamanho padrao, é R$ 300,00. As restri¢oes financeiras
da empresa permitem que ele gaste, semanalmente, no maximo R$ 9.000,00 para fabricar os
boxes. Sua capacidade produtiva é de até 32 boxes por semana. Os boxes sao vendidos aos
precos unitarios de R$ 280,00 o transparente e R$ 360,00 o colorido. Quantos boxes de cada
tipo devem ser fabricados e vendidos, durante uma semana, a fim de maximizar a receita da

empresa’

Solucao:
Se x representa o numero de boxes transparentes e y o nimero de boxes coloridos que serao
produzidos e vendidos, entao queremos o valor maximo da funcao R = 280x + 360y, sujeita as

restricoes:
x>0

y>0

2002 + 300y < 9000

r+y <32
R representa a receita da empresa, em reais. Resolvendo esse problema de programagao linear,
conforme o problema anterior, teremos que a receita serd maxima quando forem vendidos 6

boxes transparentes e 26 boxes coloridos.

5.2 Problemas modelados por Equacoes Lineares

Problema 5.2.1. (UERJ 2010) Ao final de um campeonato de futebol, foram premiados
todos os jogadores que marcaram 13, 14 ou 15 gols cada um. O numero total de gols realizados
pelos premiados foi igual a 125 e, desses atletas, apenas cinco marcaram mais de 13 gols. Calcule

o numero de atletas que fizeram 15 gols.
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Solucgao:
Sejam:
x = numero de atletas que marcaram 13 gols
y = numero de atletas que marcaram 14 gols
z = numero de atletas que marcaram 15 gols
Dali, temos que:
132 + 14y + 152 = 125
Yy+2=50=>2=5—yel<y<>H
13z + 14y + 15(b — y) = 125 = 13z + 14y + 75 — 15y = 125
13 —y=50=13z—-50 =y

0§y§5:>0§13x—50§5:>50§13x§55:>i)—2Sxﬁ%szll.
Portanto:

y=13x—50=13-4—-50=2

z=5—y=3

Logo, o nimero de atletas que fizeram 15 gols ¢ igual a 3.

Problema 5.2.2. (UFU 2011) A prefeitura de uma cidade, preocupada com o meio ambiente
e com o problema da falta de espago fisico adequado destinado a depdsitos de lixo, criou uma
cooperativa de reciclagem em parceria com os moradores de baixa renda. A Tabela 1 fornece os
pregos de venda (em reais) de cada kg de papel, vidro e plastico referente & primeira semana dos
meses de setembro de 2009 e setembro de 2010; a Tabela 2 expressa a quantidade total (em kg)
vendida desses trés materiais na primeira semana dos meses mencionados acima e o rendimento

(em reais) referentes a venda dos materiais reciclados, obtidos nas referidas semanas.

Tabela 1

Papel | Vidro | Plastico
Set/2009| 0,30 | 0,20 | 0,50
Set/2010| 0,40 | 0,30 | 1,0

Tabela 2
Quantidade | Rendimento
(kg) (reais)
Set /2009 8.000 R$ 2.580,00
Set /2010 9.000 R

Sabe-se que, na primeira semana de setembro de 2010, foram vendidos 50% a mais de papel do
que o vendido na primeira semana de 2009 e iguais quantidades, que aquelas comercializadas
na primeira semana de 2009, de vidro e plastico. Interprete e analise o texto dado, descrevendo

expressoes matematicas que conduzam ao valor de R. Determine-o.
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Solucgao:

x4y + 2z = 8000
0,3z + 0,2y + 0,5z = 2580
1,5z +y + 2z = 9000

Resolvendo o sistema, temos:

z = 2000
y = 3400
2 = 2600

Portanto, o rendimento obtido sera:
R=10,4-30040,3-3400 + 1 - 2600 = 4820 reais

Problema 5.2.3. (Unicamp 2010) Uma confeitaria produz dois tipos de bolos de festa. Cada
quilograma do bolo do tipo A consome 0,4 kg de actcar e 0,2 kg de farinha. Por sua vez, o
bolo do tipo B consome 0, 2 kg de acticar e 0,3 kg de farinha para cada quilograma produzido.
Sabendo que, no momento, a confeitaria dispoe de 10 kg de acgicar e 6 kg de farinha, responda
as questoes a seguir.

a) Sera que é possivel produzir 7 kg de bolo do tipo A e 18 kg de bolo do tipo B? Justifique
sua resposta.

b) Quantos quilogramas de bolo do tipo A e de bolo do tipo B devem ser produzidos se a

confeitaria pretende gastar toda a farinha e todo o agicar de que dispoe?

Solucgao:

1 kg do bolo A: 0,4 kg de agticar e 0,2 kg de farinha

1 kg do bolo B 0,2 kg de agticar e 0,3 kg de farinha

a) 7 kg do tipo A e 18 kg do tipo B (2.8 + 3.6) kg de agticar e (1,4 + 5,4) kg de farinha.
Logo nao sera possivel, pois faltara farinha.

b) x kg do tipo A e y kg do tipo B

{ 0,42 + 0,2y = 10

0,2¢ 40,3y =6
Resolvendo o sistema vem que y = 5 kg e x = 22,5 kg

Logo, a resposta é 22,5 kg do tipo A e 5 kg do tipo B.

Problema 5.2.4. (UFPE 2011) Uma locadora de videos tem trés estilos de filmes: de ficcao
cientifica, dramaticos e comédias. Sabendo que:

- o total de filmes de ficcao cientifica e draméticos, adicionado de um quarto dos filmes de
comédia, corresponde a metade do total de filmes da locadora;

- o numero de filmes de comédia excede em 800 o total de filmes de fic¢ao cientifica e dramaticos;
- 0 numero de filmes draméticos e 50% superior ao nimero de filmes de ficcao cientifica.

Encontre o numero de filmes dramaticos da locadora e indique a soma de seus digitos.
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Solucgao:
Sejam z, y e z, respectivamente, o ntumero de filmes de ficcao cientifica, o niimero de
filmes dramaticos e o nimero de comédias.

De acordo com as informacoes do enunciado, temos que:

z+y+§=% z =dx
z=x+y+800 ~§ z =252+ 800
y=1,5z y=1,5z
(2,52 =800
~q y=105x
z = 2,bx 4+ 800
x =320
~ < y=480
| z = 1600

Portanto, a locadora possui 480 filmes draméticos.

Problema 5.2.5. (UFG 2012) Um fabricante combina cereais, frutas desidratadas e casta-
nhas para produzir trés tipos de granola. As quantidades, em gramas, de cada ingrediente

utilizado na preparacao de 100g de cada tipo de granola sao dadas na tabela a seguir.

Tipo de gra- | Cereais | Frutas | Castanhas
nola/ingredientes

Light 80 10 10
Simples 60 40 0

Especial 60 20 20

O fabricante dispoe de um estoque de 18 kg de cereais, 6 kg de frutas desidratadas e 2 kg de
castanhas. Determine quanto de cada tipo de granola ele deve produzir para utilizar exatamente

o estoque disponivel.

Solucgao:

Considerando:

x a quantidade de porgoes de 100 g de granola light

y a quantidade de porcoes de 100 g de granola simples e
z a quantidade de porgoes de 100 g de granola especial

Temos o seguinte sistema:
80z + 60y + 60z = 18000

102 + 40y + 20z = 6000
10z + 20z = 2000

Resolvendo o sistema temos x = 120, y = 100 e z = 40, logo 12 kg de granola light, 10
kg de granola simples e 4 kg de especial.
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Problema 5.2.6. (UFPE 2011) Uma fébrica de automéveis utiliza trés tipos de ago, A, Ay
e A3 na construcao de trés tipos de carros, C7, Cy e C3. A quantidade dos trés tipos de acgo,

em toneladas, usados na confecgao dos trés tipos de carro, estda na tabela a seguir:

Cy | Cy | C
A2 |3 |4
A |1 |1
A |3 |2 |1

Se foram utilizadas 26 toneladas de aco do tipo A;, 11 toneladas do tipo A, e 19 toneladas do

tipo Az, qual o total de carros construidos (dos tipos Cy, Cy ou C3)?

Solucgao:
Sejam x, y e z, respectivamente, os numeros de carros fabricados dos tipos C, Cy e Cj.
De acordo com as informacoes da tabela e do enunciado, obtemos o sistema
r+y+2z=11
20+ 3y +42 =26 .
3r+2y+2=19

Queremos calcular x + 1y + z. Somando as duas ultimas equagoes do sistema, vem que bx + by +
=4 r+y+2=09.

Portanto, o total de carros construidos é 9.

Problema 5.2.7. (UFES 2010) Vicente, que tem o habito de fazer o controle do consumo de
combustivel de seu carro, observou que, com 33 L de gasolina, ele pode rodar 95 km na cidade
mais 276 km na estrada e que, com 42 L de gasolina, ele pode rodar 190 km na cidade mais
264 km na estrada.

a) Calcule quantos quilémetros Vicente pode rodar na cidade com 1 L de gasolina.

b) Sabendo que Vicente viajou 143,5 km com 13 L de gasolina, determine o comprimento do

seu trajeto na estrada e o comprimento do seu trajeto na cidade.

Solugao:
a)
95x + 276y = 33
{ 190z + 264y = 42

(onde x é o consumo em litros por km rodado na cidade e y é o consumo a cada km rodado na
estrada ).

2 1
Resolvendo o sistema, segue que z = T L/kmey= D L/km.

Portanto ele poderd rodar com 1 L de gasolina 5 km na estrada e 12 km na cidade.

1 2
—E+—=-C=1
12 * 19 ¢ 3

E+C =143,5
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(onde E é o trajeto na estrada e C' o trajeto na cidade)

Resolvendo o sistema obteremos £ = 96 km e C' = 47,5 km.

Problema 5.2.8. (UFG 2010) Em um estadio, sdo colocados a venda ingressos para arqui-
bancada e cadeira. Em um jogo de futebol, o publico total que pagou ingresso foi de 5.715
pessoas. Desse total, 40% pagaram meia-entrada, sendo que 2/3 dos que compraram ingresso
para arquibancada pagaram meia-entrada e 1/6 dos que compraram ingresso para cadeira pa-
gou meia-entrada. Considerando que o preco do ingresso de arquibancada era R$ 20,00 e o de

cadeira, R$ 30,00, calcule o valor total arrecadado com a venda de ingressos para esse jogo.

Solugao:
Sejam a e ¢, respectivamente, o nimero de ingressos disponiveis para arquibancada e cadeira.

Sabemos que 0,4 - 5715 = 2286 pessoas pagaram meia-entrada. Logo, devemos ter:

a+c=5715 {a+c:5715 {a:2667

2_a + € _ 2986 c= 13716 — 4a c = 3048

3 6

Portanto, o valor total arrecadado com a venda de ingressos para esse jogo foi de:
1 2 1 5
3 2667 - 20 + 3 2667 - 10 + 6 3048 - 15 + 6 3048 - 30 = R$ 119.380, 00.

Problema 5.2.9. (INSPER 2009) Renato decidiu aplicar R$ 100.000,00 em um fundo
de previdéncia privada. O consultor da empresa responsavel pela administracao do fundo
sugeriu que essa quantia fosse dividida em trés partes x, y e z, que seriam aplicadas em trés
investimentos A, B e C, respectivamente. Em seguida, mostrou a Renato duas simulacoes do

desempenho da aplica¢ao, considerando dois cendrios distintos, para um periodo de 5 anos.

Cenario Rendimento previsto para um Saldo  pre-
periodo de 5 anos visto apds 5
anos
Investimento | Investimento | Investimento
A B C
Conservador | 100% 50% 25% R$ 170.000
Otimistas 100% 150% 200% R$ 235.000

Com essas informacoes, determine os valores de x, y e z sugeridos pelo consultor.

Solucgao:

Com base nas informacgoes fornecidas, temos:

x + 1y + z = 100000
2z + 1,5y + 1,25z = 170000
2z 4 2,5y + 3z = 235000
Resolvendo o sistema , temos que: x = 50000, y = 30000 e z = 20000.
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Problema 5.2.10. (UNESP 2007) Uma pessoa consumiu na segunda-feira, no café da
manha, 1 pedago de bolo e 3 paezinhos, o que deu um total de 140 gramas. Na terca-feira, no
café da manha, consumiu 3 pedagcos de bolo e 2 paezinhos (iguais aos do dia anterior e de mesma
massa), totalizando 210 gramas. A tabela seguinte fornece (aproximadamente) a quantidade

de energia em quilocalorias (kcal) contida em cada 100 gramas do bolo e do paozinho.

Alimento ENERGIA
100g de bolo 420 kcal
100g de paozinho | 270 kcal

Apoés determinar a quantidade em gramas de cada pedacgo de bolo e de cada paozinho, use a
tabela e calcule o total de quilocalorias (kcal) consumido pela pessoa, com esses dois alimentos,

no café da manha de segunda-feira.

Solucgao:
Sejam x e y, respectivamente, a quantidade em gramas de cada pedaco de bolo e a quantidade

em gramas de cada paozinho. De acordo com o enunciado, temos que:

x + 3y = 140
3z + 2y = 210

Resolvendo o sistema, vem que x = 50 g e y = 30 g. Dal, pela tabela temos que o total consu-

mido pela pessoa foi 210 kcal 4+ 81 kcal =291 kcal.
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