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RESUMO

O trabalho consiste em um estudo da sequéncia de Fibonacci e os efeitos desse estudo no
intelecto ¢ na motivagdo do estudante na aprendizagem da Matemadtica. Trata-se de um
contetdo pouco trabalhado na Educacdo Basica e que pode ser estimulo para as aulas da
disciplina, bem como mostrar que a Matematica possui estreita ligagdo com a natureza, obras
humanas e demais disciplinas, como historia e ciéncias. Resumo teorico, abordagem historica,
demonstracdo de situagdes naturais em que € possivel observa-la e questdes para aplicagdao
aos estudantes sdo apresentadas ao longo das paginas, oferecendo ferramentas para que os
professores do ciclo basico possam apresentar aos estudantes essa parte da disciplina,
explorando habilidades da Matematica na Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Nesse
trabalho também serd apresentada uma proposta de abordagem para o sexto ano do

fundamental.

Palavras-chave: Interdisciplinaridade; BNCC; Pensamento Computacional; Sequéncia de

Fibonacci



ABSTRACT

The work consists of a study of the Fibonacci sequence and the effects of this study on the
intellect and motivation of the student in the learning of mathematics. It is a content little
worked in the basic education and that can be a stimulus for the classes of the discipline, as
well as show that mathematics has close connection with nature, human works and other
disciplines, such as history and sciences. Theoretical summary, historical approach,
demonstration of natural situations in which it is possible to observe it and questions for
application to students are presented throughout the pages, offering tools for teachers of the
basic cycle to present to students this part of the discipline, exploring mathematics skills in
the Common National Curriculum Base (BNCC). In this paper will also be presented a

proposal for an approach for the sixth year of the fundamental.

Keywords: Interdisciplinarity; BNCC; Computational Thinking; Fibonacci sequence.
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1. INTRODUCAO

O objetivo desse trabalho ¢ ilustrar uma proposta de abordagem da sequéncia de
Fibonacci no Ensino Fundamental. A sequéncia de Fibonacci ¢ multifacetada uma vez que
envolve historia, aplicagdes na natureza, aplicagdes especificas em Matemadtica e outros
desdobramentos como, por exemplo, o desenvolvimento do pensamento computacional.

E importante mencionar que um dos motivos para a escolha desse tema deve-se a um
interesse pessoal por tratar-se de um conteudo que pode ser aproveitado transversalmente em
estudos filosoficos na area de Estética e também em estudos na area de Historia, disciplina
cuja licenciatura também possuo.

Aliada a minha motivagdo, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o Ensino
Fundamental, aprovada em 2017, apresenta dez competéncias gerais para a Educagdo Bésica e
oito competéncias especificas de Matematica para o Ensino Fundamental. Competéncia, na
BNCC, ¢ definida como a mobilizacdo de conhecimentos, habilidades, atitudes e valores para
resolver demandas complexas da vida. Destaco a seguir a primeira e segunda competéncias

gerais da Educacao Basica.

Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo
fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade, continuar
aprendendo e colaborar para a constru¢do de uma sociedade justa, democratica e

inclusiva. (BRASIL, 2017)

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das ciéncias,
incluindo a investigacdo, a reflexdo, a analise critica, a imaginacgdo e a criatividade,
para investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular e resolver problemas e
criar solugdes (inclusive tecnologicas) com base nos conhecimentos das diferentes

areas. (BRASIL, 2017)

Destacam-se ainda a primeira e sexta competéncias especificas de Matematica para o

Ensino Fundamental na BNCC.

Reconhecer que a Matematica ¢ uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupagdes de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, € ¢ uma

ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnologicos e
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para alicercar descobertas e¢ construc¢des, inclusive com impactos no mundo do
trabalho. (BRASIL, 2017)

Enfrentar situacdes-problema em multiplos contextos, incluindo-se situagdes
imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario, expressar
suas respostas e sintetizar conclusdes, utilizando diferentes registros e linguagens
(graficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna e outras

linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados). (BRASIL, 2017)

A descoberta de que o conhecimento matematico ¢ construido ao longo do tempo, com
a contribuicao de diferentes pessoas em diferentes lugares, ¢ exemplificada com uma pesquisa
sobre a historia da vida do matematico Leonardo de Pisa e de sua influéncia na apresentacao e
utilizacdo dos algarismos indo-ardbicos na Europa em vez dos algarismos romanos
amplamente utilizados, mas que dificultavam as operagdes matematicas e, consequentemente,
as relacdes comerciais.

Ademais, ao trabalharmos com a historia de Fibonacci (Leonardo de Pisa), ¢ possivel
mostrar que a Matematica ¢ desenvolvida com a inten¢do de resolver problemas reais desde
muito tempo, bem como mostrar que o conhecimento que temos hoje ¢ fruto de contribui¢des
de inumeros estudiosos ao longo da historia. Essa abordagem pode estreitar a relagdo entre os
discentes e os grandes nomes da disciplina, fazendo com que esses se tornem mais “humanos”
e, por isso, mais proximos e possiveis de serem seguidos.

Além do aspecto histérico do matematico que teve seu nome associado a famosa
sequéncia 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., na qual a partir do terceiro termo vale a regra de que o proximo
termo ¢ dado pela soma dos dois anteriores, existem varios exemplos praticos na Natureza em
que esse modelo estd presente.

Com um olhar mais especifico para a Matematica do Ensino Fundamental, a BNCC
inclui habilidades na unidade tematica de Algebra para trabalhar com sequéncias numéricas
recursivas nas quais o trabalho com a sequéncia de Fibonacci se encaixa.

Finalmente, além de todos esses aspectos, pretendo apresentar um possivel
desdobramento dessa abordagem de modo a estimular o desenvolvimento do pensamento
computacional dos alunos, propondo a constru¢ao de fluxogramas para ilustrar a quantidade
de termos na sequéncia de Fibonacci e suas propriedades no tempo, além de explorar os
parametros que a caracterizam, para depois sugerir algumas variagdes desses parametros e
construir os respectivos fluxogramas.

Na figura 1 apresento um esquema resumindo a proposta a ser apresentada nesse

trabalho.
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SEQUENCIA DE FIBONACCI NO ENSINO FUNDAMENTAL

* Habilidades de
Matemdtica do
Ensino
Fundamental na
BNCC

| e Competéncias
geraise
especificas da
BNCC

Historia Aplicagbes

Alteragdo de
parametros,
outras
o Pensamento sequéncias
computacional

Sequéncia
numeérica,
recorréncia

* Pensamentos
numérico e
algébrico

Figura 1: Resumo da proposta de abordagem da sequéncia de Fibonacci

Esse trabalho foi estruturado de tal maneira que no capitulo 1 incluo os
objetivos e motivacdao. No capitulo 2, a fundamentagdo tedrica da proposta, no qual
documentos oficiais da Educagdo Basica sdo apresentados. No capitulo 3 serd
abordada a historia de Leonardo de Pisa, suas contribuigdes na Matematica ¢
propriedades geométricas da sequéncia de Fibonacci; ja no capitulo 4 serdo abordadas
aplicagcdes da sequéncia. No capitulo 5 serdo propostas atividades envolvendo a
sequéncia de Fibonacci para avaliar a aprendizagem dos fundamentos dessa sequéncia
com alunos do 6° ano do Ensino Fundamental. No capitulo 6, apresento as

consideragdes finais.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Sempre foi possivel encontrar na Matematica um aparato para o desenvolvimento de
novos conhecimentos e ciéncias, bem como para a boa formacao do individuo. Desde a Idade
Média, com a educagdo baseada no Trivium (Retorica, Logica e Gramatica) e Quadrivium
(Musica, Aritmética, Geometria e Astronomia), passando pela Modernidade e
Contemporaneidade, a Matematica ¢ um dos fundamentos para a formagdo do intelecto
humano.

Conforme Rico (2019), atualmente ha um projeto que se iniciou nos Estados Unidos,
conhecido como STEAM, que corrobora com a mesma ideia, uma vez que inclui a
Matematica como um dos pilares da potencializacdo da aprendizagem do individuo. Trata-se
de uma tendéncia da educagdo que defende a ideia de que uma aprendizagem integrada ¢ mais
atrativa e eficiente do que aquela em que cada componente do curriculo ¢ trabalhado de forma
isolada, uma vez que as questdes do cotidiano sdo complexas e envolvem capacidades que sao
trabalhadas em diversas disciplinas. Nesse sentido, cada uma das letras da sigla STEAM tém
o seguinte significado: S (Science/Ciéncias); T (Technology/Tecnologia); E
(Engineering/Engenharia); A (Art/Artes); M (Mathematics/Matematica). A intengdo do
STEAM, portanto, é fazer com que as particularidades de cada uma das areas se somem.

Sabendo da importancia da Matematica no processo de uma aprendizagem integrada, a
abordagem da sequéncia de Fibonacci no Ensino Fundamental se torna importante por
apresentar aos alunos, através da resolugdo de problemas especificos, as possibilidades de
estruturacdo do raciocinio e de desenvolvimento cognitivo.

Nesse sentido, a aplicacdo da sequéncia de Fibonacci ¢ interessante também por
colocar em pratica principios relevantes dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), que

sustentam o que foi dito:

E importante que a Matematica desempenhe, equilibrada e indissociavelmente, seu
papel na formagdo de capacidades intelectuais, na estruturagdo do pensamento, na
agilizagdo do raciocinio dedutivo do aluno, na sua aplicagdo a problemas, situa¢des
da vida cotidiana e atividades do mundo do trabalho e no apoio a constru¢ao de

conhecimentos em outras areas curriculares. (BRASIL, 1997).

A aprendizagem em Matematica esta ligada a compreensao, isto ¢, a apreensdo do
significado; aprender o significado de um objeto ou acontecimento pressupde vé-lo

em suas relagdes com outros objetos e acontecimentos. (BRASIL, 1997).



14

Também ¢ importante mencionar que ao estudar os problemas pelos quais a
humanidade passou e como eles foram resolvidos através da Matematica, o aluno comeca a

perceber o esfor¢o conjunto na construgdo desse conhecimento:

O conhecimento matematico deve ser apresentado aos alunos como historicamente
construido e em permanente evolugdo. O contexto historico possibilita ver a
Matematica em sua pratica filosofica, cientifica e social e contribui para a

compreensdo do lugar que ela tem no mundo. (BRASIL, 1997).

Seguindo adiante, embora o conhecimento matematico tenha surgido a partir da
Aritmética e Geometria, que s3o areas mais voltadas a necessidade de calcular, medir e
organizar o espago, o surgimento da Algebra inaugura um novo momento em que teve inicio a
sistematizagdo e organizacdo dos conhecimentos matematicos. Para evitar uma dissociagdo
entre as partes, o estudo entre elas deve ser interligado para que se desenvolva um sentido de
unidade na disciplina. Com isso, a BNCC prevé que a relacdo da algebra com o estudo das
sequéncias e dos numeros deve estar presente desde os anos iniciais do Ensino Fundamental,

podendo ser realizada de maneira eficaz através da sequéncia de Fibonacci.

Nessa perspectiva, ¢ imprescindivel que algumas dimensdes do trabalho com a
algebra estejam presentes nos processos de ensino e aprendizagem desde o Ensino
Fundamental — Anos Iniciais, como as ideias de regularidade, generalizacdo de
padrdes e propriedades da igualdade. No entanto, nessa fase, ndo se propde o uso de
letras para expressar regularidades, por mais simples que sejam. A relagdo dessa
unidade tematica com a de Numeros ¢ bastante evidente no trabalho com sequéncias
(recursivas e repetitivas), seja na a¢do de completar uma sequéncia com elementos
ausentes, seja na constru¢do de sequéncias segundo uma determinada regra de

formacdo. (BRASIL, 2017, p. 270)

Se a aplicagdo da relacao entre nimeros e algebra for feita de modo satisfatorio, ¢
possivel alcangar o desenvolvimento de um modelo de pensamento eficaz como consequéncia
direta dessa interagdo, uma vez que os modelos algébricos podem esclarecer e representar de

maneira mais precisa as estruturas dos nimeros, das sequéncias e suas regras de formacao:

A unidade tematica Algebra, por sua vez, tem como finalidade o desenvolvimento
de um tipo especial de pensamento — pensamento algébrico — que ¢ essencial para
utilizar modelos matematicos na compreensdo, representacdo e analise de relagdes

quantitativas de grandezas e, também, de situagdes e estruturas matematicas,
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fazendo uso de letras e outros simbolos. Para esse desenvolvimento, é necessario
que os alunos identifiquem regularidades e padrdes de sequéncias numéricas e nao
numéricas, estabelecam leis matematicas que expressem a relagdo de

interdependéncia entre grandezas em diferentes contextos (BRASIL, 2017, p. 270).
A mesma BNCC define pensamento computacional como ferramenta que

Envolve as capacidades de compreender, analisar, definir, modelar, resolver,
comparar ¢ automatizar problemas e suas solugdes, de forma metddica e sistematica,

por meio do desenvolvimento de algoritmos. (BRASIL, 2017).

Cumpre salientar que, além das competéncias citadas anteriormente, o pensamento
computacional ¢ mais uma ferramenta desenvolvida como um desdobramento do estudo das
sequéncias, uma vez que € necessario que os estudantes transformem as informagdes dadas

num problema em relagdes e calculos matematicos. A BNCC dispde que:

Outro aspecto a ser considerado é que a aprendizagem de Algebra, como também
aquelas relacionadas a Numeros, Geometria ¢ Probabilidade e estatistica podem
contribuir para o desenvolvimento do pensamento computacional dos alunos, tendo
em vista que eles precisam ser capazes de traduzir uma situacdo dada em outras
linguagens, como transformar situagdes-problema, apresentadas em lingua materna,
em formulas, tabelas e graficos e vice-versa [...] Outra habilidade relativa a algebra
que mantém estreita relacdo com o pensamento computacional € a identificagdo de
padrdes para se estabelecer generalizagdes, propriedades e algoritmos. (BRASIL,

2017, p. 271).

Por isso, o proprio aprofundamento no estudo da sequéncia de Fibonacci, que abarca
conceitos de nimeros e Algebra, promove competéncias matematicas e trabalha as
habilidades propostas na BNCC, desenvolvendo competéncias que irdo colaborar ndo sé com
a vida escolar do aluno, mas também com sua capacidade de resolver problemas na vida
pessoal e futura vida profissional.

Para concluir esse capitulo, enumero as habilidades da BNCC envolvidas nessa
proposta, destacando que existe uma flexibilidade entre elas e os anos escolares, sabendo que

pode haver um pequeno adiantamento ou atraso entre anos adjacentes como sexto e sétimo.
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e (EFO6MAO04) Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo por
fluxograma que indique a resolugdo de um problema simples (por exemplo, se um

numero natural qualquer é par).

e (EFO6MA34) Interpretar e desenvolver fluxogramas simples, identificando as relagdes
entre os objetos representados (por exemplo, posicdo de cidades considerando as

estradas que as unem, hierarquia dos funcionarios de uma empresa etc.).

e (EFO7MAOQ7) Representar por meio de um fluxograma os passos utilizados para

resolver um grupo de problemas.

e (EF07MAI14) Classificar sequéncias em recursivas € ndo recursivas, reconhecendo
que o conceito de recursdo esta presente ndo apenas na matematica, mas também nas

artes e na literatura.

e (EF07MALIS5): Utilizar a simbologia algébrica para expressar regularidades
encontradas em sequéncias numéricas.

e (EFO8MAL11): Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica recursiva
e construir um algoritmo por meio de um fluxograma que permita indicar os

nimeros seguintes.

Pode-se mencionar também algumas habilidades de anos iniciais do Ensino

Fundamental.

e (EFOIMAI10): Descrever, apoés o reconhecimento e a explicitacio de um
padrao (ou regularidade), os elementos ausentes em sequéncias recursivas de
nimeros naturais, objetos ou figuras.

e (EF02MAO09): Construir sequéncias de niumeros naturais em ordem crescente
ou decrescente a partir de um numero qualquer, utilizando uma regularidade
estabelecida.

e (EF02MA10): Descrever um padrao (ou regularidade) de sequéncias repetitivas
e de sequéncias recursivas, por meio de palavras, simbolos ou desenhos.

e (EFO02MAT11): Descrever os elementos ausentes em sequéncias repetitivas e em

sequéncias recursivas de nimeros naturais, objetos ou figuras.
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3. HISTORIA DE LEONARDO DE PISA E ALGUMAS
PROPRIEDADES GEOMETRICAS DA SEQUENCIA DE
FIBONACCI

Neste capitulo, sera abordada a historia de Leonardo de Pisa e da sequéncia que leva o
seu nome. Depois disso, definicdes e propriedades da Sequéncia de Fibonacci serdo

apresentadas.

3.1 Historia de Leonardo de Pisa

Figura 2. Leonardo de Pisa
Fonte: Leopoldino (2016 apud. Zahan, 2011, p. 9)

De acordo com Boyer (1974), Leonardo Fibonacci, também chamado de Leonardo de
Pisa, nascido em 1170 na cidade italiana de Pisa foi um matematico de grande influéncia na
Idade Média, inclusive sendo considerado por alguns como o maior matematico desse
periodo. Filho de Guglielmo dei Bonacci (de onde vem “Fibonacci”, isto €, filho de Bonacci),
mercador da regido de Pisa, acompanhou as atividades do pai no porto da cidade, onde tomou
contato com a matematica indo-arabica praticada no comércio oriental.

Conforme Bez (1997), Guglielmo representou, durante algum tempo, os interesses
comerciais de Pisa em Bugia, cidade na atual Argélia. Devido a essas viagens de seu pai,
Leonardo percorreu todo o Mediterraneo, passando pela Espanha muculmana, o Levante e
familiarizando-se com a matematica arabe. Em Bugia, Fibonacci teve aulas com um professor

muculmano, através de quem foi apresentado ao sistema de numeracao indo-arabico. Ele
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também apresentou Fibonacci a um livro sobre Algebra, Hisab al-jabr w’al muqabalah,
escrito pelo matematico Al-Khowarizmi, de quem o nome origina a palavra algarismo.

Em 1200 retornou a Italia convencido de que o sistema de numeragdo indo-arabico
era superior ao romano para a realizagdo de operacdes matematicas. Como matematico ainda
foi convidado para um torneio pelo imperador romano-germanico Frederico II, onde teve suas

habilidades com os nameros testadas.

Sob a protecdo do imperador Frederico II, e por ter resolvido problemas
matematicos da corte, Fibonacci aprofundou seus estudos sobre matematica,
avaliando que os algarismos arabicos seriam mais eficientes que os numeros
romanos para calculos aritméticos. Isso fez com que o matematico pudesse viver

apenas dos estudos e pesquisas. (FRAZAO, 2017)

Por volta de 1202 publicou o Liber Abaci, dedicado a Geometria, Aritmética e
Algebra Elementar, tratando de problemas algébricos e introduzindo o uso dos numerais indo-
arabicos, uma vez que estava convencido de sua superioridade frente ao sistema de

numeragéo romano.
O Liber Abaci foi um veiculo que permitiu difundir na Europa ocidental o sistema
de numerag¢do indo-arabe que era usado, ocasionalmente, ja ha alguns séculos antes
de Leonardo de Pisa e que fora trazido pelos mercadores, embaixadores, eruditos,

peregrinos e soldados vindo da Espanha e do Oriente. (STRUICK, 1989, p. 139)

Segundo Koshy (2001), por volta de 1240, alguns anos apds a morte de Fibonacci,
comerciantes italianos comegaram utilizar o sistema indo-arabico em seus negdcios. A maior
parte do continente europeu ja o tinha adotado até o fim do século XVI, tendo o Liber Abaci
um papel significativo na substituicdo do sistema de numeracdo romano para o sistema indo-

arabico.
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Fibonacci torna-se mais conhecido a partir dessa obra, uma vez que, segundo Boyer

(1974), no 12° capitulo do Liber Abaci demonstra a resolugdao de um problema conhecido

atualmente como o problema da reproducdo dos coelhos, narrado da seguinte forma: “Num

patio fechado coloca-se um casal de coelhos. Supondo que em cada més, a partir do segundo

més de vida, cada casal da origem a um novo casal de coelhos, ao fim de um ano, quantos

casais de coelhos estdo no patio? .

Para fins de estudo, ndo serdo consideradas mortes de alguns dos coelhos ou

infertilidade. Sendo assim, no primeiro més hd apenas um casal de coelhos, os quais se

tornardo adultos férteis apenas no segundo més. No terceiro més esses terdo um novo casal de

coelhos, os quais também se tornarao férteis no seu segundo més de vida, e assim por diante.

Podemos representar o problema com a tabela a seguir:

Més Casais adultos Casais jovens Total

1 0 1 1
2 1 0 1
3 1 1 2
4 2 1 3
5 3 2 5
6 5 3 8
7 8 5 13
8 13 8 21
9 21 13 34
10 34 21 55
11 55 34 89
12 89 55 144

Tabela 1. Representacdo esquematica do problema do coelho. Criada pelo autor
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O problema também pode ser apresentado através de um fluxograma, como a figura 3:

Numero de Pares

N 42 2
&
. / \ |
J'(y{ix'ﬁ' \(;u‘ﬁ &
N2 S < & 2
- S 7% S 7P
7 ] (\;’yt&/ b7 ] 5
/ \x - \ ’Q\
(~\‘j> q'?-% (\w 2 '.-/ 2 % \\ ve. % \-, { 2 ’-{ 2 8
E()xuj Fertd Rep s ()"hx:’ \,, NS & &er a5

Figura 3. Representag@o em fluxograma da resolug@o do problema dos coelhos

A solugdo do problema ¢ entdo determinada como 144. Porém, o mais importante para
o nosso estudo ¢ perceber que, a partir do terceiro més, o total de casais de coelhos em
determinado més ¢ igual a soma do nimero de casais dos dois meses imediatamente

anteriores.
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3.3 Sequéncia de Lucas e Fibonacci

Através da solugdo do problema dos coelhos forma-se a sequéncia:

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144...

A sequéncia numérica apresentada acima recebeu o nome de Sequéncia de Fibonacci
por Frangois Edouard Anatole Lucas (1842-1891), um matemadtico francés que contribuiu
também para a Teoria dos Numeros e desenvolveu volumes sobre matematica ludica. Uma de
suas principais invengdes € o que hoje conhecemos como Torre de Hanoi (fig. 1), que consiste
numa brincadeira cujo objetivo € transferir discos de uma torre a outra, onde o numero
minimo de movimentos da-se pela solugdo 2" — 1, onde n representa a quantidade de discos.

. A . ~ "3
Assim, caso a torre apresente trés discos, a solugdo é 2° -1 = 7.

.

Figura 4 — Torre de Hanoi
Disponivel em: <https://www.matematica.pt/fun/torre-hanoi.php>

A Sequéncia de Fibonacci ¢ entdo caracterizada como uma recorréncia de numeros

naturais. E necessario definir como condi¢do inicial que:

fi=fh=1

Com isso, tem-se a relacdo de recorréncia:

fao = fa-1 + fa2s comn>2,neN
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3.4 Propriedades geométricas decorrentes da sequéncia de
Fibonacci.

E possivel deduzir, a partir da sequéncia de Fibonacci, algumas consequéncias
matematicas que serao mostradas a seguir, formando figuras ou padrdes que sao usados desde
simbolismo de sociedades secretas, como o pentagrama, até a fotografia, como a espiral de

ouro.

3.4.1 Numero de Ouro

A sequéncia de Fibonacci ndo esta associada historicamente somente ao problema da
reproducdo de coelhos. Outros problemas cldssicos como o tridngulo de Pascal ou entdo a
arvore genealdgica de um zangdo também estdo profundamente associados & sequéncia
estudada. Além deles, a sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro, isto ¢, o nimero que €
encontrado a partir dessa sequéncia, estao presentes em diversas outras realidades da natureza
e da humanidade, tais como, dentre outras, a literatura, musica, formato de seres vivos e
disposicao dos galhos das arvores.

De acordo com Livio (2011), alguns dos maiores matematicos como Pitagoras,
Leonardo de Pisa e o astronomo Johannes Kepler, bem como cientistas contemporaneos como
o fisico Roger Penrose dedicam-se ao estudo da sequéncia e de suas propriedades. Contam-se
ainda nessa lista artistas, historiadores, musicos, bidlogos, arquitetos e psicologos. Conforme
0 mesmo autor, o motivo para toda essa reunido de diferentes especialidades em torno de um
mesmo assunto ¢ o nimero conhecido por véarios nomes como “Razdo Aurea”, “Propor¢io

Divina” ou “Numero Aureo”.

De qualquer forma ele foi descoberto, sua presenga ¢ marcante ndo s6 nos vegetais,
mas nos seres vivos em geral, inclusive no homem, nos cristais, na natureza ¢ no
proprio cosmos. Depois de sua descoberta, de forma brilhante, o homem, através da
algebra, o equacionou e chegou numa propor¢ao, a qual deu o nome de proporgdo
aurea, e foi através, principalmente, da geometria, que pode vislumbrar as formas
perfeitas que a ele estdo relacionadas. Foi através dele que buscou o entendimento
nido s6 da estrutura da natureza e do Universo mas, principalmente, do préprio

homem. (CONTADOR, 2011, p. 18-19)
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Encontramo-lo a partir de uma breve defini¢ao disponivel no Livro VI dos Elementos

de Euclides: um segmento de reta se diz dividido em média e extrema razao, se a razao entre o

menor e o maior dos segmentos ¢ igual a razdo entre o maior e o segmento todo. Suponhamos

que o segmento tem comprimento total igual a 1 e que o segmento maior tem medida x,
conforme imagem abaixo:

A X

&

1-x B
™

Entdo a defini¢dao de Euclides pode ser traduzida na seguinte equagao:

1-x

X
X 1

Dai, segue que
x*+x-1=0
E como x ¢ positivo, tem-se que

_ -1++5
2

X

Com isso,

AX 1 5
XB 1—x 2

Portanto, temos que o numero de ouro corresponde ao valor aproximado de 1,618 e ¢
denotado pela letra grega ¢ (phi), em homenagem ao escultor Phideas, que o teria utilizado

para construir o Parthenon.
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3.4.2 Retangulo de Ouro

Figura 5. Retangulo de ouro
Fonte: Leopoldino (2016 apud. Lopes, 2006)

Esse nimero também pode ser representado a partir do retangulo de ouro. De acordo
com Leopoldino (2016 apud. Zahn 2011, p. 31-32), “chama-se retangulo aureo qualquer
retangulo no qual a razdo de suas medidas obedece a razdo durea com a seguinte propriedade:

se dele retirarmos um quadrado, o retangulo restante sera semelhante ao retangulo original”.

B a F b C

A E D

Figura 5.1. Retangulo de ouro

Da figura acima tem-se que
a
a+b

De onde se pode tirar

ab + b =a? (1)
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Para construi-lo, pode-se obedecer aos seguintes passos:

1) Constréi-se um quadrado ABFE de lado a e marca-se o ponto médio da base do

quadrado, chamando-o de M.

B F

>
=

E

Figura 5.2. Retangulo de ouro (1°passo)

2) A partir dai, traga-se a diagonal que liga o ponto médio M ao vértice oposto F.

B F

A M E

Figura 5.3. Retangulo de ouro (2°passo)
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3) Fixando a ponta seca do compasso em M, traga-se o arco com comprimento MF
até que encontre o prolongamento do segmento de reta AE. O ponto de interseccao

do arco com o prolongamento de AE sera o ponto D.

B F

A M E D

Figura 5.4. Retangulo de ouro (3°passo)

4) A partir do ponto D, traga-se um segmento de reta perpendicular ao segmento AD.
Depois disso, prolonga-se o lado BF até que encontre o segmento de reta no ponto

E.

A M E D

Figura 5.5. Retangulo de ouro (4°passo)

Para ter certeza de que se trata de um retangulo de ouro basta notar que:

a
MF=MD=b+§

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo MEF, tém-se

(b+ 5=+ )
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Dai vem:

b? + ab = a®
Conforme a equacao (1), demonstrando assim a validade da demonstragao.

5) Por fim, esta construido o retdngulo de ouro.

B F C

A E D

Figura 5.6. Retangulo de ouro concluido

E possivel, também, realizar outras constru¢des de retangulos de ouro dentro dos ja

construidos anteriormente, conforme figura 6.

Figura 6. Retangulos de ouro.
Fonte: Leopoldino (2016 apud. Ramos, 2013, p. 42)
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3.4.3 Espiral de Ouro

E possivel construir, a partir dos retingulos de ouro, uma curva chamada de espiral de
ouro. Leopoldino (2016 apud. Zahn, 2011) explica que ¢ feita utilizando-se o compasso nos
quadrados ja construidos, tragando-se arcos que sao quartos de circunferéncia contidos em

cada um dos quadrados.

Figura 7. Espiral de Ouro
Fonte: Leopoldino (2016 apud. Zahn, 2011, p. 32)

E possivel também construir uma espiral de ouro a partir dos lados do retdngulo aureo,
conforme figura abaixo. Considerando que a razdo entre o maior € o menor lado do retangulo
¢ igual a @, tragaremos a espiral a partir dos lados dos retangulos de ouro que sdo construidos

no interior do retangulo anterior, mantendo a mesma razao.

Figura 7.1. Espiral de Ouro



29

3.4.4 Pentagrama

A definicdo do pentagrama como uma figura durea aqui apresentada sera baseada em
Afeitos (2013). Parte-se do principio de que existem apenas cinco sélidos platonicos, isto €,
figuras tridimensionais cujos lados possuem a mesma medida.

Esses solidos eram, na Grécia Antiga, relacionados com elementos da natureza, a
saber: cubo associado a terra; tetraedro ao fogo; octaedro ao ar; icosaedro a agua; e
dodecaedro ao cosmos. Dessa forma o dodecaedro ¢ a figura mais importante dentre todas,
uma vez que simboliza todo o universo.

A partir dessa figura, formada por doze faces em formato pentagonal € possivel formar

o pentagrama através da unido dos vértices a partir das diagonais.

Figura 8. Pentagrama inserido no pentagono

O pentagrama foi também simbolo dos pitagdricos, além de ser associado a sociedades
secretas. Além disso, guarda uma relagdo interessante com o numero de ouro. Para analisar

essa relacdo, considere a figura ABCDE.
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Figura 8.1. Pentagrama inserido no pentagono

Tome agora a diagonal EB e suas interseccdes. E possivel estabelecer as seguintes
relagoes:
EB EG EF
I 5F 76’

Para demonstrar a equagao acima, considere os tridngulos isosceles AEJ e AFG:

Figura 8.2. Pentagrama inserido no pentagono

Pelos dois tridngulos mencionados serem isdsceles, ¢ possivel fazer a seguinte relagao:

x _ xty
S=T2 O

. + ~ .
Onde = ¢ relacdo no triangulo AFG, enquanto % ¢ relagdo no tridngulo AEJ.

De (2), vém que:



x? =xy+ y?
A partir dai, tem-se:
x2—xy—vy%2=0
1

Multiplicando a equagdo acima por 57 encontra-se:

x? x

——=-—-1=0

ye oy
Substituindo § por m, obtém-se:

mi—-m—-1=0
Cuja solugdo possivel é:

_1+\/5
m=-

= 1,618

Ou seja,

X 1++/5
—_=m=
y 2

= 1,618

31
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4. APLICACOES

Nesse capitulo serdo abordadas aplicagdes da sequéncia de Fibonacci em diversas

realidades, sejam elas pertencentes a criacdes do homem ou a natureza.

4.1 Literatura

O namero de ouro encontra sua aplicacdo mais conhecida, segundo Livio (2011), no
poema de Homero chamado Iliada, que fala sobre os tltimos dias da guerra de Troéia. E
possivel encontrar um valor préximo ao nimero 1,618 na razdo entre as estrofes maiores e
menores.

Ja na saga Eneida, de Virgilio, que trata sobre Eneias e como ele ¢ salvo da morte em
Troéia, € possivel notar a razdo divina na propor¢do entre as estrofes maiores ¢ menores. Por
fim, na obra Os Lusiadas, de Luis de Camdes, ¢ possivel notar que a chegada dos portugueses

a India divide a obra na razdo divina.

4.2 Musica

Para que uma musica possa ser tida como boa ¢ necessario que disponha de uma boa
harmonia entre os acordes, sendo alcancada a partir das razdes entre os nimeros obtidos
constituintes da escala musical. Conforme Afeitos (2013), a estrutura do ritmo e da harmonia
da musica ¢ baseada na razao de ouro. Tomando os intervalos musicais, a oitava (2:1) e a
quinta (3:2) sdo os mais simples e agradaveis de ouvir. Olhando com mais atenc¢ao, percebe-se
que os seus numeros constituintes sdo os primeiros da sequéncia de Fibonacci. A proporgao
continua ainda com a sexta maior (5:3) e menor (8:5), além da proxima que ¢ (13:8).

O ntimero de ouro também estd presente na Sinfonia n°5 e Sinfonia n° 9 de Ludwig
van Beethoven. Ainda segundo Afeitos (2013), o compositor e pianista hungaro Béla Bartok

utilizava desta propor¢ao em suas obras.
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4.3 Botanica

Segundo Rodrigues e Camara (2008), quando as folhas brotam nos ramos das plantas
ndo se dispdem de modo regular, uma vez que, assim, as folhas superiores fariam sombra nas
inferiores. Dessa forma, ha uma separacdo angular das bases de duas folhas sucessivas da
planta, cuja medida ¢ feita através de uma espiral tragada da raiz da planta até o ponto de
crescimento. Douady e Couder, ambos matemadticos franceses, em 1993 demonstraram
matematicamente que o angulo tem como medida 222°29°34”. Esse mesmo angulo recebeu o

nome de “angulo 6timo”.

Figura 9. Esquema da disposi¢ao das folhas
Fonte: Leopoldino (2016 apud. Mendes, 2017, p. 131)

Nesse sentido, conforme Rodrigues e Camara (2008), se uma folha brotar formando
esse angulo com a que fica logo abaixo dela em cada geragdo sucessiva, a probabilidade de
que uma folha venha a se localizar logo acima de outra ¢ reduzida ao minimo e o

aproveitamento de recursos ¢ 0 maximo possivel.
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Figura 10. Girassol
Fonte: Leopoldino (2016 apud. Mendes, 2017, p. 131)

Os autores ainda comentam que o “adngulo 6timo”, quando convertido para notacao
decimal resulta em 222,492°. Esse valor, quando divide 360° tem como resultado aproximado

1,618, ou seja, o proprio nimero de ouro.

360°
222,492°

=1,618=¢

Conforme Leopoldino (2016 apud. Zahn, 2011), algumas plantas possuem numeros de
Fibonacci escondidos atras de sua beleza. De maneira geral, as margaridas tém 13, 21, 34, 55
ou 89 pétalas, conforme figura 7; j& os crisantemos tém 34 pétalas. Continua afirmando que os
girassoOis tém suas sementes distribuidas em espirais, normalmente 34 espirais no sentido

horario e 21 no sentido anti-horario, de acordo com a figura 8.

Figura 11. Margarida com 34 pétalas Figura 12. Espirais no girassol
Fonte: Leopoldino (2016 apud. Zahn, 2011, p. 12) Fonte: Leopoldino (2016 apud. Ramos, 2013, p.60)
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Pode-se dizer também, conforme Rodrigues (2008), que de maneira geral em muitas
plantas os galhos e ramos crescem em quantidades baseadas nos numeros da sucessdao de

Fibonacci, conforme figura 9.

Figura 13. A distribuicdo de ramos e a sequéncia de Fibonacci
Fonte: Rodrigues (2008)

Vale ressaltar que, de acordo com Ramos (2013 apud. Livio, 2011, p. 136), o
crescimento da planta também depende de outros fatores, fazendo com que as regras expostas
acima ndo sejam vistas em todas as circunstancias como uma regra da natureza. Ainda sobre a
presenca da sequéncia de Fibonacci na botanica, conforme Ramos (2013), “nas palavras do
famoso matematico canadense Coxeter, elas sdo ‘apenas uma tendéncia fascinantemente

29

predominante’”.

4.4 Fauna

Através da espiral de ouro € possivel encontrar a Sequéncia de Fibonacci no reino
animal. Pode-se encontra-la em formatos de galaxias, chifres de alguns animais, conchas do
mar, dentre outras.

A titulo de exemplo ¢ possivel citar a concha marinha onde vive o molusco Nautilus
pompilius. Ramos (2013) afirma que, “a medida que esse molusco cresce dentro da concha,
ele constrdi camaras cada vez maiores, onde as menores sdo fechadas por ndo serem mais

usadas. Tais camaras sucessivas estdo relacionadas, aproximadamente, na Razao Aurea”.



Nautilus pompilius Redomoinho

Figura 14. Formas espiraladas na Natureza.
Fonte: Ramos (2013)

36
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4.5 Corpo humano

De acordo com Ramos (2013), na Grécia Antiga ja havia evidéncias do conhecimento

da presenca do nimero de ouro no corpo humano, fato que passou a ser analisado com maior

precisdao no Renascimento.
Ainda com Ramos (2013), pode-se dizer que algumas razdes no corpo humano tendem

a ser aureas, tais como:

a) & 1 b)

9 ) s
V=] d 1
/’/ \\ /) L\
( ) ) ¢ N
( }\‘ A | 5) | 1
I \ (AL IA)
| /( \ | / \ |
VP D
\\JV‘ )l/ \_(‘ \L)
\ / \, /
K N
(1) i
\ () / \ ( /
A8 1 218

Figura 15. Razdes aureas no corpo humano.
Criada pelo autor

a) Razdo da altura total pela altura do umbigo;

b) Razdo entre a medida que vai do ombro até a ponta do dedo médio pela medida do

cotovelo até a ponta do dedo médio;
¢) Razao da altura dos quadris pela altura dos joelhos;

d) Razdo da medida da cintura até a cabeca pela medida da cintura até o torax;
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4.6 Artes e Arquitetura

E dito também que o nimero de ouro esta presente nas técnicas para alcangar a beleza

¢ harmonia nas artes, embora nao se encontre em todas as obras.

Com a insistente busca pela beleza e perfeicdo em suas obras, renomados artistas,
tais como Piet Mondrian, Candido Portinari, Michelangelo, Salvador Dali, Albrech
Diirer, Leonardo da Vinci, dentre outros, usaram o nimero aureo, por meio do
retangulo de ouro, em suas criagdes artisticas, para lhes conferir harmonia.
(FERRER, 2005, p. 9)

Assim, diversas obras de arte ao longo da histéria sdo conhecidas por terem em suas
proporc¢des e medidas a razdo durea. Segundo Possebon (2016), Michelangelo pinta, em sua
obra “A Criagdo de Adao”, o dedo de Deus tocando o dedo de Adao no ponto de proporgao

aurea da largura e altura da area que contém os dois.

Figura 16. “A Cria:; de Adﬁé’, de Michelangelo '
Fonte: Possebon (2016 apud. Meisner, 2014)

Ainda com Possebon (2016), Salvador Dali enquadrou sua pintura “O Sacramento da
Ultima Ceia” em um retangulo de ouro, posicionando a mesa na razio durea da altura da
pintura; os discipulos de Jesus Cristo na propor¢ao aurea da largura da obra; e as janelas do
fundo formam um dodecaedro, composto por 12 pentagonos, exibindo relagdes qureas em

suas proporg¢oes.
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Figura 17. “O Sacramento da Ultima Ceia”, de Salvador Dali
Fonte: Possebon (2016 apud. Meisner, 2014)

Ja sobre a arquitetura,
Os Egipcios consideravam o numero de ouro sagrado tendo uma importancia
extrema na sua religido e chamavam-no ndo de nimero de ouro, mas sim de
"nimero sagrado". Utilizavam-no para a constru¢do de templos e sepulcros para os
mortos, pois consideravam que, caso isto ndo acontecesse, o templo poderia ndo
agradar aos deuses, ou a alma do falecido ndo conseguiria chegar ao além. Para além
disso, os Egipcios consideravam-no muito agradavel esteticamente, usando-o
também no seu sistema de escrita e na decoragao dos seus templos. (LEOPOLDINO,

2016 apud. VEIGA, 2006, p. 7)

Segundo Saraiva (1990), foi utilizado o tridngulo aureo nas faces laterais da piramide
de Quéops, a maior entre as encontradas na necropole de Gizé, que se caracteriza como sendo
uma piramide reta de base quadrada. Essa piramide tem 230 metros de base e 142,6 metros de

altura, aproximadamente.

Figura 18. Piramide de Quéops
Disponivel em: < http://filosofiactecnologia.blogspot.com/2011/07/grande-piramide-de-keops.html>. Acesso em
27 mai. 2020
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Conforme Leopoldino (2016 apud. Veiga, 2006), sao notadas presengas da razao aurea
nas ruinas do Parthenon, templo grego dedicado a deusa Atena, construido em Atenas, na

Grécia, entre 447 a.C. e 443 a.C.

Figura 19. Parthenon
Fonte: Leopoldino (2016 apud. Veiga, 2006, p.11)

4.7 Mercado financeiro

A sequéncia ¢ utilizada como uma das ferramentas possiveis para projetar o recuo do
preco de algum ativo, quando esse esta em tendéncia. Conforme Castilhori (2020), o célculo

da projecdo ¢ realizado através de niveis determinados pela razdo entre termos da sequéncia.

Embora esses niveis sejam utilizados no mercado financeiro ¢ dificil mensurar ou
descobrir quando essa abordagem comegou a ser utilizada no contexto da analise das
movimentagdes dos pregos. A maioria das literaturas ja comeca falando sobre o
assunto sem introduzir quando comegou. No entanto, ¢ notério compreender que o
olhar para o nimero de ouro (ou a propor¢do divina) muitas vezes estd associado as
crengas € ao misticismo, uma vez que esse numero estd anexado na natureza e nas

formas e ¢ considerado, por muitos, divino e especial. (CASTILHORI, 2020, p.43)
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S. PROPOSTA DE ATIVIDADES

Neste capitulo serdo abordadas atividades propostas para o sexto ano do Ensino
Fundamental. Antes disso, € necessario relevar que a Matematica tem sua importancia como
uma ciéncia fundamental na solucdo de variados tipos de problemas, podendo ser descrita,
segundo Perius (2012), como um método que fornece instrumentos para compreender e atuar
no mundo que nos cerca.

Pode-se afirmar, entdo, que a Matematica no Ensino Fundamental exerce um papel de
facilitadora para o desenvolvimento e estruturacao do pensamento do individuo, bem como
para os primeiros passos na formacao da cidadania.

Por isso, de acordo com Giardinetto (1996), o processo de ensino-aprendizagem
precisa oferecer condigdes para que o aluno possa absorver o conhecimento do contetdo
estudado, apropriando-se da logica das relagdes existentes, ou seja, aprender o conceito.

Conforme o Plano Curricular Nacional (2006), o processo de ensino-aprendizagem da
Matematica deve ser abordado de modo a levar os alunos a um processo de aprendizagem que
valorize o raciocinio matematico nos aspectos de formular questdes, questionar-se sobre a
existéncia de solugdo, estabelecer hipoteses e criar solugdes, apresentar exemplos, generalizar
situagdes, abstrair regularidades, criar modelos e argumentar com fundamentacdo logico-
dedutiva.

Assim, seguindo Giardinetto (1999), a aquisicdo de conhecimento sistematizado
possui como mediador a esfera escolar. Ela tem como fungdo possibilitar a cada individuo o
acesso as objetivacdes para si, ou seja, tomar posse do conhecimento acumulado pelas
geracdes passadas ao decorrer do tempo.

Nesse sentido, as atividades propostas buscam desenvolver o raciocinio dos alunos e
relacionar o conhecimento matematico aprendido na sala de aula com a realidade concreta, a
partir de exercicios que associam os conteudos com a Sequéncia de Fibonacci e suas
propriedades.

Com isso, para introduzir a Sequéncia de Fibonacci nas turmas de 6° ano do Ensino
Fundamental foi apresentado um video da Etérea Studios intitulado Nature by numbers.
Depois disso, foi narrada a histéria de Leonardo de Pisa como matematico italiano e também
sua importancia na transicdo do uso do sistema de numeragdo romano, que dificultava os
calculos matematicos, para o hindu, cujas operagdes eram realizadas com mais velocidade e

precisao.
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Assim, na apresentacdo do problema dos coelhos foi utilizada uma proposta de
fluxograma para o estudo da sequéncia (conforme figura 20), onde os estagios de cada termo
seriam caracterizados. Essa proposta facilita o entendimento do desenvolvimento da

sequéncia e ¢ capaz de estimular o raciocinio do aluno na resolu¢do do problema.

A

LEGENDA

A Par de filhotes

\ Par de adultos

w— Mesmo par

“"~ Geragdo de um par de filhote

Figura 20. Exemplo de fluxograma utilizado para explicar o problema dos coelhos.
Criada pelo autor

Foram colocadas no Apéndice I, a titulo de curiosidade, questdoes de vestibulares
brasileiros que abordam o conceito de Sequéncia de Fibonacci. O intuito com isso ¢ de
mostrar que, além de se tratar de um conceito importante para o desenvolvimento do
raciocinio do estudante, também se trata de conteudo que ¢ abordado em vestibulares e,

portanto, avaliado como conhecimento para acesso ao ensino superior.
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5.1 Metodologia

A aplicagdo da proposta de atividades e da ficha de avaliagdo foi feita com quarenta e
cinco alunos das turmas de 6° ano de uma escola particular da cidade de Cabo Frio, na regido

dos lagos do estado do Rio de Janeiro.

Para apresentar o contetido da sequéncia de Fibonacci fez-se uso no primeiro dia de
duas video-chamadas, em carater excepcional por razao da quarentena imposta pelo Covid-19,
com duragao total de uma hora e quarenta minutos, onde foi explicado o contetido tratando da
histéria de Leonardo de Pisa; em seguida foi abordado o problema dos coelhos exposto na
obra Liber Abaci e sua resolugdo; depois foi apresentada a sequéncia de Fibonacci e suas
propriedades basicas. Em seguida, os alunos assistiram ao video Nature by numbers,
disponivel na internet em canais como youtube, para que pudessem ter acesso de forma
audiovisual as aplicagdes na natureza da sequéncia de Fibonacci. Por fim, o problema dos
coelhos foi resolvido usando o esquema de fluxograma, para familiarizar os alunos com essa

nova ferramenta.

No segundo dia, numa nova video-chamada com duracdo de cinquenta minutos, o
conteudo apresentado na aula anterior foi revisado e, em seguida, foi apresentada uma ficha

de avaliagdo para que os alunos pusessem em pratica o conhecimento adquirido.

A ficha de avaliacdao ¢ composta de seis questdes, onde cada uma aborda as seguintes

habilidades da BNCC:

Questio 1:

(EFO8MA11) - Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica recursiva e
construir um algoritmo por meio de um fluxograma que permita indicar os niimeros seguintes.

(EFO6MA34) - Interpretar e desenvolver fluxogramas simples, identificando as
relagdes entre os objetos representados (por exemplo, posicao de cidades considerando as

estradas que as unem, hierarquia dos funcionarios de uma empresa etc.).

Questio 2:
(EFO8MAI11) - Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica recursiva e

construir um algoritmo por meio de um fluxograma que permita indicar os niimeros seguintes.
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Questao 3:
(EFO8MAT11): Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica recursiva e

construir um algoritmo por meio de um fluxograma que permita indicar os nimeros seguintes.

Questao 4:

(EFO6MAO04) - Construir algoritmo em linguagem natural e representd-lo por
fluxograma que indique a resolugdao de um problema simples (por exemplo, se um nimero
natural qualquer € par).

(EFO7TMAOQ7) - Representar por meio de um fluxograma os passos utilizados para

resolver um grupo de problemas.

Questio 5:
(EFO8MA11) - Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica recursiva e

construir um algoritmo por meio de um fluxograma que permita indicar os nimeros seguintes.

Questio 6:

Primeira competéncia especifica da Matematica para o Ensino Fundamental na BNCC:
Reconhecer que a Matematica ¢ uma ciéncia humana, fruto das necessidades e preocupacdes
de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, e ¢ uma ciéncia viva, que contribui
para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos e para alicercar descobertas e

construgdes, inclusive com impactos no mundo do trabalho.
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5.2 Ficha de Avaliacao

Questao 1.

Fibonacci apresentou em seu livro Liber Abaci o problema dos coelhos: “Um homem
colocou um par de coelhos num local cercado por todos os lados. Quantos pares de coelhos
podem ser gerados a partir desse par ao fim de um ano, sabendo que, por més, cada par gera

um novo par, que se torna produtivo no segundo més de vida”.

Numero de Pares

1

& -2 o 2 & -~ S 4D YN 49 e
203 \ . 7&. \J;w \RT& 7 N2 T&7 2 (L A &y
eSS ) R s Fertss 75 a2 A 7, TPt FePx

Tomando como verdade que nenhum coelho morreu, responda: Quantos pares de
coelhos existirdo no 7° més? Quantos pares de coelhos existirdo no 8° més?

a) 13e2l

b) 8¢ 13

c) 8e2l

d) 21e43
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Questio 2.

A concha do molusco Nautilus pompilius serve como casa para o animal. Conforme
ele vai crescendo, constroi camaras cada vez maiores, onde as menores sao fechadas por nao
serem mais usadas. Tais camaras sucessivas estdo relacionadas, aproximadamente, na Razao
Aurea. Considerando que as dimensdes das cdmaras crescem conforme a sequéncia de
Fibonacci e sdo fechadas uma por ano, qual sera o tamanho da camara do 6° ano sabendo que

as dos quatro primeiros anos possuem dimensao 1, 1, 2 e 3 respectivamente?

Nautilus pompilius

a)5s
b) 8
c)13
d) 21

Questao 3.

Os termos a seguir obedecem a mesma lei de formacdo da Sequéncia de Fibonacci,
porém iniciamos com os termos 1 e 3, no lugar de 1 e 1. Sabendo disso, determine o valor de
A, BeC:

1 3 4 7 11 18 29 (A) (B (©

Questao 4.

Agora iremos fazer uma pequena alteracdo no problema dos coelhos. No lugar de
termos apenas um par de coelhos iniciando o problema, teremos dois, mas continuamos com
as mesmas regras sobre o tempo dos filhotes se tornarem adultos e a quantidade de filhotes
por par. Assim, determine a quantidade de pares de coelhos no final do quinto més e

construa um esquema (fluxograma) para representar essa situagao.
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Questio 5.

Agora vocé vai definir as condi¢gdes iniciais do problema dos coelhos. No problema
original era definido que seria um par de coelhos no inicio, um més de tempo de
amadurecimento dos filhotes e seria gerado um par de filhotes a cada gestacdo. Dessa vez
voceé ird criar um novo problema e resolvé-lo, baseado no problema dos coelhos. Para isso,
vocé ira utilizar as seguintes faixas de valores:

-Quantidade de pares de coelhos no inicio: 1 a 3 pares

-Tempo de maturagdo: 1 a 2 meses

-Quantidade de filhotes: 1 a 2 pares

Com essa sua escolha, quantos pares de coelhos havera apds cinco meses? Lembre-se
que ndo pode deixar todos os valores iguais a 1 (como no problema original), nem com os
valores iguais aos da questdo anterior, isto €, dois pares de coelhos iniciando o problema, um
més de gestacdo e um par de filhotes gerados.

Construa um esquema visual (fluxograma) para representar os pares més a meés.

Questio 6.
Escreva, com suas proprias palavras, o que vocé achou a respeito da Sequéncia de

Fibonacci, sua presenca na natureza e nas obras da humanidade.
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5.3 Respostas da ficha de avaliacao

O intuito inicial da proposta era de aplicar a ficha de avaliagdo aos quarenta e cinco
alunos das duas turmas de sexto ano. Porém, a realidade das aulas online por conta da
quarentena imposta pelo Covid-19 atrapalhou o planejamento inicial, uma vez que para que a
escola pudesse se adaptar as novas rotinas, ndo foi possivel inserir a ficha de avaliagdo como
atividade valendo pontuacao extra ou alguma pontuagdo dentro da ja estipulada no
planejamento. Por isso, a participagdo na ficha de avaliagao foi apenas de alunos voluntarios e
nao de todos os quarenta e cinco alunos, o que explica a participacdo de apenas oito deles,

sendo uma adesdo abaixo do desejado.

Questio 1.

Foi possivel verificar nas respostas que os alunos entenderam a proposta da questdo e
a maioria alcangou o resultado esperado. Apenas um aluno errou, provavelmente tomando
como base a imagem que ilustra a quantidade de pares até o sexto més, ignorando o comando

de tratar-se dos sétimo e oitavo meses.

Questio 2.
Seis alunos acertaram a resposta, porém, dentre as alternativas incorretas, a Unica

assinalada foi a 5.

Questio 3.

Cinco alunos acertaram a resposta da questdo, evidenciando que foram capazes de
assimilar a regra geral da sequéncia. Foi possivel perceber também que os erros se devem
mais a dificuldade de compreender o enunciado e o que era pedido do que o proprio calculo

da sequéncia, com cada alternativa incorreta assinalada por um aluno.

Questao 4

Entre as questdes propostas, essa foi uma das que gerou maior dificuldade no alcance
da resposta, embora o valor certo tenha sido respondido por cinco dos alunos.

Os outros trés alunos responderam que alternativa correta seria a 5, o que sinaliza a
falta de atencao dos alunos na leitura do enunciado. Esse numero seria a resposta correta caso

a situacao-problema comecgasse com apenas um par de coelhos.
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Questio 5

Dentre as respostas dadas pelos alunos se destaca o fluxograma apresentado abaixo,
em que toda estrutura da sequéncia e as regras logicas foram obedecidas. Um tnico ponto a
ser corrigido seria apenas alterar a cor dos circulos que representam o primeiro més de
maturacdao do par de coelhos para verde, por exemplo, com o intuito de facilitar a anélise do
esquema. Isso, contudo, ndo ¢ um demérito para a resposta apresentada, ainda mais se

tratando de uma estudante do 6° ano que foi recém-apresentada ao contetido.

QUANTIDADE INICIAL: 1 PAR
TEMPO DE CRESCIMENTO: 2 MESES

QUANTIDADE DE FILHOTES POR MES: 1 PAR

(linha roxa: mesmo par — linha azul: novo par)

Questio 6.

Chamaram a atencdo no momento da corre¢do dos questionarios as seguintes

respostas:

- “A respeito dessa sequencia é incrivel, pois os numeros seguintes sao sempre a soma
dos dois numeros anteriores, que é uma sessdo de numeros que aparece em muitos fenomenos
da natureza, no nosso cotidiano, e nos organismos vivos. Ao somar esses numeros de maneira
geomeétrica, podemos formar um espiral por exemplo.”;
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- “Eu achei facil de compreender, pois se seguirmos a sequéncia, tudo fica mais
simples. E também é uma matéria super importante.”;

- “Eu achei muito confuso, mas acho que ¢ muito importante para a natureza ficar

’

organizada.”;

- “Muito interessante. Porque a muitas coisas segue essa sequéncia, por exemplo, as
folhas das arvores, o girassol, concha dos caracois, para fazer desenhos perfeitos, na

>

matematica...”.

As respostas acima foram destacadas entre as dadas pelos alunos que responderam ao
questionario. Percebe-se que a maioria deles interessou-se pela Sequéncia de Fibonacci e pela
sua aplicabilidade. A reag¢ao dos alunos quando assistiram ao video apresentado a eles antes
da proposta de atividades foi de espanto, gerando reacdes positivas e estimulando a
curiosidade para saberem onde mais era possivel aplicar o conceito que aprenderam e como
poderiam encontra-lo em outros lugares.

Destaca-se também um aluno que achou o conteudo confuso e teve dificuldade em
compreender o funcionamento da sequéncia, porém reconhece as demonstragdes de

aplicabilidade na natureza e construgdes humanas.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

O principal objetivo desse trabalho e das atividades propostas foi apresentar o uso da
sequéncia de Fibonacci nos anos finais do Ensino Fundamental, principalmente no 6° ano. Os
capitulos 2 e 3 apresentam uma abordagem histdrica e tedrica de Leonardo de Pisa e da
sequéncia. O capitulo 4 apresenta algumas aplicacdes, enquanto o 5 apresenta sugestdes de
atividades organizadas num questionario, de modo que possa aprofundar o conteudo e
verificar a aprendizagem dos estudantes.

Em principio nota-se que embora ndo seja um conteudo que ¢ apresentado com
frequéncia na Educacdo Bésica, cumpre um papel importante de desenvolver o raciocinio
logico e a estruturagdo do pensamento do individuo, bem como a relagdo dos alunos com os
numeros, a partir da aprendizagem da regra de formagao da sequéncia. A partir dai € possivel
trabalhar o desenvolvimento de outras sequéncias numéricas que, obedecendo a outras regras
de formagdo, possam desenvolver o pensamento matematico e a agilidade nos calculos, além
da resolucdo de problemas contextualizados a partir de aplicagdes matematicas aprendidas.

E importante pontuar também que a Sequéncia de Fibonacci permite que os estudantes
percebam a presenca real da Matemadtica na natureza e no mundo concreto, afastando a
disciplina da mesa da sala de aula e aproximando-a da realidade do estudante.

Apesar disso, mesmo que diversas afirmagdes possam ter sido expostas acima sobre a
presenca e influéncia da sequéncia de Fibonacci em diversos ramos da ciéncia e da natureza, ¢
importante mencionar um contraponto que, conforme Afeitos (2013), Markowsky (1992)
apresenta no artigo Misconceptions about the Golden Ratio sobre a utilizagdo do numero de
ouro na antiguidade, citando para isso trabalhos de Frangois Lasserre. Markowsky ainda
critica os trabalhos de Martin Gardner, publicados na Pyramidology Fallacy que mostra
edificios em Washington D.C. que usam o numero de ouro em sua construgdo, além das
pirdmides egipcias. Por fim, ainda afirma que o nimero de ouro ndo aparece no Partenon nem
se encontra presente no corpo humano, bem como diversos pintores incluindo Leonardo da
Vinci ndo o utilizaram em suas obras.

Com essa proposta de abordagem, além de trabalhar competéncias da BNCC (geral e
especifica de Matematica) do Ensino Fundamental, os alunos tém uma vivéncia com a
Matematica de forma integrada e criativa, como em um projeto STEAM em que se trabalha
com tecnologia (introdugdo ao pensamento computacional), engenharia (modelagens, criagdao
de problemas etc.), ciéncias (com a integracao da sequéncia aos estudos da natureza), artes e

Matematica.
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Espera-se, assim, apresentar uma contribui¢do para tornar o ensino da Matematica no
nivel fundamental um momento de descoberta sobre a natureza e a realidade que cerca o dia a

dia do aluno.
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APENDICE I —- QUESTOES DE VESTIBULAR

A sequéncia de Fibonacci, por se tratar de conteido que aplica conceitos matematicos
na realidade, marca presenga em diversas provas de vestibulares, ENEM e olimpiadas de
matematica. Pode-se apresentar a partir de Silva (2017), como exemplo, as seguintes

questoes:

(OBM - 2003) Na sequéncia de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ... cada
termo, a partir do terceiro, ¢ igual a soma dos dois termos anteriores. Quanto vale a soma

infinita

+2+3+5+8+13+21+34+55+
8 16 32 64 128 256 512 1024

1+1
2 4

Onde o n-ésimo termo ¢ o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci dividido por 2™?

3
a) =
)2

b) 2
C)S
d)3

1+/5
2

e)

(IME - 2008) Uma série de Fibonacci ¢ uma sequéncia de valores definida da seguinte
maneira:

- Os dois primeiros termos sdo iguais a unidade, ou seja, T1 =T2 =1.

- Cada termo, a partir do terceiro, ¢ igual 4 soma dos dois termos anteriores, isto é:

Tn =Tn-2 + Tn-1.

Se T18 =2584 ¢ T21 = 10946 entdo T22 ¢ igual a:
a) 12225
b) 13530
c) 17711
d) 20412
e) 22121
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(ESAF - 2010) A partir da lei de formacao da sequéncia 1, 1, 2, 3, 5, §, 13, 21,...,
calcule o valor mais proximo do quociente entre o 11° e o 10° termo.

a) 1,732

b) 1,667

c) 1,618

d) 1,414

e) 1,5

(FDC - 2015) A sequéncia de nuameros 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13... é conhecida como
sequéncia de Fibonacci. O 14° termo desta sequéncia ¢:

a) 233

b) 273

c) 327

d) 373

e)377
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APENDICE II - PROPRIEDADES ALGEBRICAS DA SEQUENCIA DE
FIBONACCI

1)

2)

3)

fr+2

Pode-se apresentar algumas propriedades da sequéncia. Dentre elas, destacam-se:

A soma dos #n termos da Sequéncia € igual a:

fi+ fo+ f3+...+fn= fn+2 — 1,vélidaVn € N.

Demonstracio: Pelo principio da Indugdo matematica é possivel provar a igualdade

acima.

A afirmacdo ¢ verdadeira paran=1,pois f1 = le fi+2-1 = f3-1 =2-1 =
1.

Logo, vale a base da indugao.

Agora, suponha que a afirmagao seja verdadeira paran =Xk,

fi+ f2+...+ fk = fr+2- 1; Hipotese de Indugado (HI):

Devemos mostrar que ela ¢ também verdadeira para n = k + 1, ou seja, mostraremos
que:

fi+ fo+...+fik+ fekv1= fk+n+2 — 1

Realmente, somando fk + 1 em ambos os membros da HI e considerando que fr +1 +

= fk+3, tem-se

fi+ fo+...+fik+ fekv1 = fr+2-1+ fe+1 = fe+3-1 = foe+1)+2-1

Determinando o resultado Vn € N.
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° Serdo primos entre si quaisquer dois nimeros consecutivos na Sequéncia de Fibonacci,

ou seja, possuem maximo divisor comum (MDC) = 1.

Demonstracdo: A demonstracao acima se dara por reducao ao absurdo.

Verificando para f; e f, , tem-se que MDC(1,2) = 1. Portanto ¢ valido para n=1 e n=2.

Agora, suponha que MDC(f,,, f—1) se€ja um inteiro ¢ maior que 1, ou seja, f;, € f,_1
ndo sdo primos entre si. Nessa situacdo, existe ¢ € N que divide f,, e f,,_1.

Contudo, como f,, = f,,_1 + fn_2 , € possivel dizer que ¢ divide f,,_,. De

frn-1 = fn_2 + fn_z vém que c divide f,,_3.

Seguindo sucessivamente, ¢ também ird dividir f,_ 1), cujo valor € f; = 1, 0 que €

uma contradi¢do. Logo, MDCf,, f—1) = 1.

a) A soma S,, n>1 dos primeiros n niimeros da sequéncia de Fibonacci ¢ dada por:

Sp=Qpz — 1

Demonstracao: Considere a relagao de recorréncia abaixo

ap_1 = Qpt+q — Ay

ap = Any2 — Antq

Assim, ao somar todas as igualdades e simplificar termo a termo, tem-se:

Sh=a1ta;taz+...tap_1+a, = G —Aay = Aupyp— 1



b)

A soma S,z dos quadrados dos n primeiros tempos da sequéncia é definida por:

2 _
Sn = Qn-An+1

Demonstracao: Tomando a; = a, = 1, tem-se:
(a1)* = a;.a,
Para k>1,
A App1 = Qp(Arar — Qe—1) = (@) (3)
Pela identidade,

41 = Q-1 + ag

Tomando os valores de k=2,3,4,...,n na igualdade (3), obtém-se:
(a1)* = ay.a,
(a2)? = az.a3 — a;.a,

(a3)2 = ds3.44 — Ay.43

(an—l)z =0p-1-Ap — Ap—2-0n—

(an)z =dp.Apyq1 — Ap—1-Ap

Ao somar os membros de todas as n igualdades e simplificar o resultado, obtém-se:

Snz = (al)z + (az)z + (a3)2+- . -+(an—1)2 + (an)z = ap-Anyq
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¢) Quaisquer quatro numeros consecutivos da Sequéncia formam um terno

pitagdrico.

Demonstracio: Para provar a afirmag¢do acima tomemos como exemplo os nimeros

1, 1, 2 e 3. O produto dos nimeros das extremidades, isto ¢, 1.3 = 3; o dobro do

produto dos niimeros de dentro da sequéncia, isto ¢, 2.1.2 = 4; ja a soma dos

quadrados dos numeros de dentro, isto ¢, 12 + 22 = 5. Os valores citados formam o

terno pitagorico 3,4 e 5.
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Nesse sentido, ainda ¢ possivel notar que o nimero que corresponde a

hipotenusa sera sempre um niimero da sequéncia de Fibonacci.



