UNIVERSIDADE FEDERAL DO CARIRI
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

JORGE BELEM E SILVA

ANALISE COMBINATORIA NO CONTEXTO DOS
CONCURSOS E VESTIBULARES

JUAZEIRO DO NORTE
2021



JORGE BELEM E SILVA

ANALISE COMBINATORIA NO CONTEXTO DOS CONCURSOS E
VESTIBULARES

Dissertacao de Mestrado apresentada
ao Programa de Pods-Graduagao em
Matematica em Rede Nacional, do
Centro de Ciéncias e Tecnologia da
Universidade Federal do Cariri, como
requisito parcial para obtencao do
Titulo de Mestre em Matematica. Area
de concentracao: Ensino de Matematica.

Orientador:
Prof. Dr. Francisco de Assis Benjamim
Filho.

JUAZEIRO DO NORTE

2021



Dados Internacionais de Catalogacéo na Publicagéo.
Universidade Federal do Cariri.
Sistema de Bibliotecas

S58a Silva, Jorge Belém e.
Analise combinatéria no contexto dos concursos e vestibulares / Jorge Belém e Silva. —
2020.
106f.: il. color.30 cm.
(Inclui bibliografia p.104- 106).

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal do Cariri, Programa de Pds-Graduacdo em
Matematica em Rede Nacional, Juazeiro do Norte, 2020.

Orientagdo: Prof. Dr. Francisco de Assis Benjamim Filho.

1. Anélise combinatéria. 2. Aplicacdo da teoria a pratica. 3. Concursos. 4. Vestibulares. .
Titulo.

CDD 511.6

Bibliotecaria: Glacinésia Leal Mendonca
CRB 3/ 925



JORGE BELEM E SILVA

ANALISE COMBINATORIA NO CONTEXTO DOS CONCURSOS E
VESTIBULARES

Dissertacao de Mestrado apresentada ao
Programa de Pos-Graduacao em Matemética
em Rede Nacional, do Departamento de
Mateméatica da Universidade Federal do
Cariri, como requisito parcial para obtencao
do Titulo de Mestre em Matemaética.

Area de concentracao: Ensino de Matema-
tica.

Aprovada em: 08/01/2021.
BANCA EXAMINADORA

FF\(omcimoo c;e, &m:—o&m :Benj,am-‘«.-m T*R'exo
Prof. Dr. Francisco de Assis Benjamigm Filho (Orientador)
Universidade Federal do Cariri (UFCA)

N C v
loao 49 do 5. %hlho
@.‘of. Dr. Joao Francisco da Silva Filho
Universidade da Integracao Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira (UNILAB)

Prof? Dra. Clarite Dias de/Albuquerque
Universidade Federal do Cariri (UFCA)

Fw« e cO 'DQA,L«A.A\ C/L\o\v A
Prof. Dr. Francisco Pereira Chaves
Universidade Federal do Cariri (UFCA)




Aos meus pais e irmaos, pelo apoio e

ncentivo que eles sempre me oferecem.



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais e irmaos de quem sempre recebo incentivo e apoio incondicionais.
Em particular, a minha mae, que me fez ver desde crianca que a escola era o unico
caminho, sempre me ajudando dentro das suas limitacoes; a meu irmao Willames, ja que
foi ele quem me levou a UFCA para que eu pudesse efetuar a primeira matricula.

A meu amigo e colega Jackson, que me forneceu o meio de deslocamento semanal
da Paraiba ao Juazeiro, mesmo quando fiquei sem condigoes financeiras de contribuir com
os gastos. Sem a ajuda dele, eu teria sido for¢ado a desistir na metade do curso.

Ao meu amigo Sidney Moreira, além da ajuda que tem me dado enquanto co-
lega de trabalho, ele também fez a leitura detalhada do meu texto e forneceu diversas
orientacoes que foram de grande importancia para a conclusao deste trabalho.

A minha amiga e colega Erica, que me ajudou bastante durante as disciplinas e
também na formatacao desse trabalho. Perdi as contas de quantas vezes a ocupei com
alguma dtvida minha, e ela sempre paciente e disposta a me ajudar.

A meu ex-professor Tonires (UFCG), que além de me ajudar com problemas na
formatacao, também me forneceu dicas em relacao a alguns topicos do texto.

Aos demais colegas do mestrado, Victor, Vonaldo, Matheus, Elion, Jéssica, Mar-
celo, todos foram importantes, principalmente quando nos reuniamos para fazer trabalhos
e estudar provas; inclusive, aos que lamentavelmente ficaram pelo caminho, nao tinha
como nao rir com as brincadeiras de “Chiquin” e “Darcio”. Fui duas vezes a casa de
Chiquin para estudarmos o dia inteiro.

Agradeco muitissimo ao professor Francisco de Assis Benjamim Filho, meu ori-
entador, que além das orientagoes valorosas, deu-me o beneficio de escolher o tema que
eu ja tinha em mente antes mesmo de acessar o PROFMAT.

Aos professores Valdinés Leite de Sousa Junior, Erica Boizan Batista, Vicente He-
leno Feitosa Batista Sobrinho, Leandro da Silva Tavares, Francisco Pereira Chaves e Steve
da Silva Vicentim, com quem tanto aprendi nas aulas. Agradego as professoras (coordena-
doras) Maria Silvana Alcantara Costa e Clarice Dias de Albuquerque, esta principalmente
pela preocupacao para com a nossa turma.

Agradego aos professores Joao Francisco da Silva Filho, Francisco Pereira Chaves
e Clarice Dias de Albuquerque, que compuseram a Banca Examinadora, pelas orientacoes
de grande importancia para conclusao deste texto.

Para finalizar, agradeco demais a Sociedade Brasileira de Matematica e ao Insti-
tuto de Matematica Pura e Aplicada pela criacao desse programa maravilhoso, que hoje
estd me dando a chance de conquistar o tao sonhado titulo de mestre, e, além disso, agra-
deco & CAPES pelo suporte financeiro importantissimo, que desde a universidade vem

possibilitando os meus estudos.



RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma abordagem contextualizada para a Andlise Combina-
toria, tendo como objetivo explanar esse assunto de forma pratica e objetiva, por meio
da exploracao de problemas. Para isso, recorremos a resolucao minuciosa de questoes de
concursos, vestibulares e livros, e, por meio destas, abordamos os topicos mais importan-
tes da combinatoria ensinados nas escolas. Procuramos estruturar o texto de modo que o
nivel de dificuldade das questoes aumente & medida em que o leitor avanca no texto, sem
necessidade, porém, do leitor retornar a paginas anteriores para rever um outro problema
que sirva de embasamento para o que esta sendo apresentado. Tudo para que seja 1til
como material de estudo para estudantes de concursos e de vestibulares ou como texto de
apoio para professores do Ensino Médio utilizarem em suas aulas. Na integra, o trabalho
leva a conclusao de que o aprendizado da combinatoria s6 é atingivel por meio do envol-

vimento e trabalho duro, isto é, colocando-se em pratica aquilo que se estuda.

Palavras-chave: Anélise Combinatoria. Aplicacao da Teoria & Pratica. Concursos e

Vestibulares.



ABSTRACT

In this work we present a contextualized approach to Combinatorial Analysis, with the
objective of explaining this matter in a practical and objective way, through the explora-
tion of problems. For that, we resort to the detailed resolution of problems extracted from
competitions, entrance exams and books, and through them, we cover the most important
topics of the combinatorics taught at the schools. We try to structure the text so that
the level of difficulty of the questions increases as the reader progresses through the text,
without the need, however, for the reader to return to previous pages to review another
problem that serves as a basis for what is being presented. Everything to be useful as
material of study for students in competitions and entrance exams or as a supporting text
for high school teachers to use in their classes. In full, the work leads to the conclusion
that the learning of combinatorics is only attainable through involvement and hard work,

that is, putting into practice what is studied.

Keywords: Combinatorial Analysis. Application of Theory to Practice. Contests and

entrance exams.
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1 INTRODUCAO

Durante os estudos para concursos ptuiblicos e/ou testes vestibulares, por vezes
o estudante se vé procurando em livros ou na internet por problemas e pelas solucoes
daqueles que ele encontra dificuldade em resolver. Essa situacao aparece com frequéncia
consideravel quando se trata do assunto Andlise Combinatdria. Quando o estudante
encontra o material, geralmente os exercicios nao trazem as solucoes, sendo necessério
um outro trabalho dele para obter as respostas na internet, e quando as encontra, muitas
vezes elas estao desorganizadas ou até mesmo incorretamente redigidas.

Além disso, dificilmente ha disponivel um material que contenha um bloco razoa-
vel de problemas com suas respectivas solucoes bem organizadas e explicadas, que facilite
o trabalho do estudante. Levando em consideracao os fatos mencionados anteriormente,
surgiu a ideia de produzir um texto que procure sanar essas dificuldades, englobando
parte consideravel do que aparece de Andlise Combinatéria em provas de concursos e de
vestibulares que ocorrem pelo pais. A maior parte do material que aqui serd abordado
estd disponivel em sites como o do PClconcursos e o do Qconcursos. Esse trabalho é fruto
da experiéncia propria do autor, que passou mais de dois anos estudando para provas de
concursos publicos.

Os livros didaticos trazem uma gama de problemas acerca de combinatoria, mas
quem esta estudando para um concurso ou um vestibular nao tem tempo suficiente para
procurar por aqueles que tém caracteristicas em comum e ajudam a resolver os problemas
que realmente sao tipicos das provas de concursos ou vestibulares. Logo, entende-se ser
util um trabalho que faca uma sintese do que de fato aparece nestas provas. Claro que
material de qualidade para estudos dessa natureza certamente ja existe, por exemplo, na
forma de apostilas e bons livros. Porém, custa algum valor para o candidato adquirir.
Esta dissertagao, no entanto, estara livre e gratuita na internet aos interessados.

Além disso, fizemos uma pesquisa no site do PROFMAT pelas dissertacoes que
abordam combinatoria e encontramos cerca de 83 registos. Porém, somente duas dessas
dissertacoes trabalham especificamente com combinatoria em Concursos e Vestibulares,
que sao os seguintes textos: Andlise Combinatoria e Probabilidades nos Concursos Pi-
blicos de Nivel Médio, de Oliveira (2018); e, A Andlise Combinatdoria nos Vestibulares
Militares e Olimpiadas, de Mourdo (2018). Logo, ha uma escassez de textos voltados para
o contexto em questao. Tomamos isso também como uma motivagao para escrita deste
trabalho. Ressaltamos ainda que a nossa abordagem ¢ diferente das apresentadas nos
textos citados. Oliveira (2018) traz uma analise didética e conceitual sobre combinatoria
e probabilidade, e apresenta alguns problemas resolvidos no final do texto. Ja Mourao
(2018), apresenta diversas aplicagoes ao longo do seu texto, mas os problemas que aborda

sao mais especificos de vestibulares e olimpiadas.



12

A combinatoria, de acordo com Trevizan e Brolezzi (2016) em Como Ensinar
Andlise Combinatoria, tem grande potencial em relacao a resolucdao de problemas, mas
as vezes ela é ensinada na escola como se fosse um conjunto de férmulas que o aluno
deve aprender a manipular para resolver exercicios. Ela é tida como um tema dificil
pelos estudantes e até mesmo pelos professores, em virtude de ser um assunto bastante
abstrato. Geralmente, os professores deixam para ensina-la no fim do ano, e acaba nao
dando tempo. Por exigir muita abstracao, os alunos tém dificuldades de entendé-la e os
professores de explica-la. Quando esse tema aparece nos vestibulares, os alunos acabam
se complicando com as questoes. Ao ingressar no Ensino Superior, dificilmente vé-se uma
disciplina especifica sobre combinatoria. Dai, quando o estudante termina a faculdade e
tenta aprovacao num concurso, acaba se perdendo em problemas tecnicamente simples,
gerando insatisfacao e até divida sobre a propria capacidade.

A fim de superar essa dificuldade, muitos estudantes retornam a seus estudos em
livros sobre assuntos sobre os quais ja deveriam ter conhecimento. Porém, as questoes de
concursos tém suas especificidades, o que acarreta demora ao estudante se adaptar caso
estude apenas do jeito que o contetido se apresenta nos livros. O presente texto é resultado
de um esforco para concentrar o que ha de importante disponivel na internet para ser
aprendido sobre combinatoria que aparece nos concursos para o magistério e vestibulares,
como também nas provas do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e do exame de
acesso ao Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), visto
que o grau de dificuldade é semelhante.

E importante ressaltar que uma maneira de solucionar problemas de Matematica
Basica é pela resolucao de outros problemas semelhantes. Partindo desse pressuposto,
é indiscutivel a importancia da utilizacao de problemas em Matemética como recurso
didético, visto que é por meio destes que a disciplina tem se desenvolvido ao longo do
tempo. Resolvendo problemas, o individuo aprende a conviver com as dificuldades e a
superar barreiras, adquire autonomia de pensar criticamente sobre seu proprio modo de
agir diante do conhecimento, isto é, o sujeito aprende a aprender. Isso estd de acordo com
o que sugerem os Pardametros Curriculares Nacionais, Brasil (1998), as contribui¢oes da
Matemaética, acerca do desenvolvimento do nosso modo de pensar e agir, nos fornecem
condicoes de resolvermos problemas genuinos, nos gera hébitos de investigagao, melhora
nossa confianca e nos ajuda no enfrentamento de novas situacoes.

Os problemas de combinatoria, como de outros assuntos, exigem compreensao
do enunciado, ou seja, entendimento das informagcoes presentes na questao por parte
do estudante. Para isso, é fundamental que ele tenha um bom dominio de leitura e
interpretacao de texto; caso contrario, tera sérias dificuldades, sobretudo em problemas
mais elaborados e com enunciado extenso. E importante que o estudante utilize tudo
o que tiver disponivel de ferramenta, se possivel, até o tracado de uma figura ajuda a

compreender a situacao. Nos vestibulares se vé problemas bem contextualizados; ja nos
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concursos, as vezes nao ha tanta contextualizacao e o que realmente se cobra do candidato
¢ o dominio de técnicas.

A rapidez de raciocinio também é importante, uma vez que se tem um limite
de tempo para resolver as questoes durante a aplicacdao de exames. O estudante precisa
trabalhar com a ideia em mente de que ele deve priorizar as solugoes que sao menos
trabalhosas. Sendo assim, em nosso trabalho, com frequéncia, apresentamos mais de
uma solucdo para o mesmo problema, a fim de que o estudante procure a melhor e mais
rapida forma de resolver cada tipo de situacao que se coloque diante dele, tornando-o
mais habilidoso e preparado.

Além disso, quando uma questao é mais elaborada e dificil, pode ser que o estu-
dante s6 consiga solucioné-la, durante uma prova, se em seus estudos ele tiver aprendido
técnicas que lhe permitam, ao ler tal questao, saber como agir diante dela. Esse tipo de
situagdo exige, em conformidade com o que defende Polya (2006) em A Arte de Resolver
Problemas, recorréncia ao aprendizado anterior, concentragao naquilo que se quer, bons
habitos mentais e até mesmo um pouco de sorte. Até porque, as vezes a pessoa ji co-
nhece as técnicas necessarias para resolver certo problema, mas a ideia de como utiliza-las
simplesmente nao vem & mente.

Considerando os trés componentes fundamentais que abrangem o ensino da Ma-
tematica que, segundo Lima (2007) em Matemdtica e Ensino, sao Conceitua¢ao, Mani-
pulacao e Aplicagoes, a nossa proposta é resolver questoes de combinatoria de variados
tipos que aparecem nos concursos e vestibulares cujas provas estejam disponiveis na in-
ternet, com rigor metodolégico apropriado, para que o texto nao fique altamente técnico e
de dificil entendimento. Ao longo dos dois primeiros capitulos serao resolvidos sessenta e
cinco problemas, que servirao de base para a construcao da teoria que julgamos necessaria
para as nossas finalidades. Nestes capitulos, todas as questoes correspondentes a provas
de Concursos, Enem e Profmat tiveram suas alternativas omitidas e os problemas sem
indicagao de fonte foram criados pelo autor deste texto.

No segundo capitulo, trabalhamos os conceitos mais basicos e recorrentes em
vestibulares e concursos, como o Principio Fundamental da Contagem, os Arranjos, as
Combinacoes e outros; e resolvemos trinta e nove questoes de concursos com muitos deta-
lhes. No terceiro capitulo, tratamos de alguns topicos importantes, mas que possuem um
cardter mais técnico, entre eles, o Bindmio de Newton, o Principio do Terceiro Excluido,
Principio da Casa dos Pombos e outros; e resolvemos vinte e seis questoes extraidas de
livros de ensino médio e superior. Finalmente, no quarto e altimo capitulo, disponibiliza-
mos uma lista de noventa questoes retiradas de provas de concursos ptiblicos de diversas
bancas, com gabarito ao final, as quais englobam os topicos mais essenciais abordados nos

dois primeiros capitulos, para que o leitor possa treinar o que aprendeu.



2 FUNDAMENTOS BASICOS DE
COMBINATORIA

O interesse por questoes relacionadas & combinatoria existe desde a antiguidade.
Ha evidéncias de que povos indianos e islamicos ja lidavam com problemas de combinacoes
alguns séculos antes da Era Crista. Segundo Katz (2010) em Histdoria da Matemdtica, ndo
ha justificativas e muito menos provas, mas é possivel que os textos mais antigos sobre
combinatoria tenham surgido na India. Inclusive, ha indicios de que o tratado médico
de Sushruta teria sido escrito no século sexto antes de Cristo, e neste se considera que
é possivel fazer 63 combinagoes considerando-se seis gostos diferentes - amargo, azedo,
salgado, adstringente, doce e picante - se forem tomados um de cada vez, dois de cada
vez, trés de cada vez, e assim sucessivamente. Ainda conforme Katz, numa obra também
daquele século, de Varahamihira, este considera que “se uma quantidade de 16 substancias
se varia de quatro formas diferentes, o resultado sera 1820”.

Atualmente a combinatoria consiste em um conjunto de técnicas e procedimentos
uteis para se efetuar operagoes de contagem, cujo objetivo é desenvolver métodos de agru-
pamento dos elementos de um dado conjunto finito de maneira eficiente. Os arranjos, as
permutagoes e as combinacoes sao os principais tipos de agrupamento. Mais formalmente,
ela corresponde ao estudo das estruturas e relacoes discretas ou finitas. De acordo com
lezzi et al. (2018), sao caracteristicos da combinatoria os problemas do tipo: calcular
o total de formas distintas de dez pessoas se posicionarem lado a lado numa fila, saber
a quantidade de placas de automoéveis que podem ser produzidas sem se repetir letras
nem ndimeros, contar quantos resultados de seis dezenas podem aparecer num sorteio da
Mega-Sena, etc.

De acordo com Morgado et al. (1991), os problemas mais frequentes em combi-
natoria sao contar ou demonstrar existéncia de subconjuntos compostos por elementos de
um conjunto finito que satisfazem certas condicoes. Ele também considera que os proble-
mas de combinatoria exigem do sujeito a postura de saber se colocar no lugar da pessoa
que executara a acao pedida; que, caso haja restricoes em um dado problema, estas devem
ser enfrentadas em primeiro lugar; e que, por vezes, é interessante dividir o problema em
casos mais simples, para atender as exigéncias das eventuais restricoes.

A combinatoria abordada neste capitulo e em quase todo o restante do texto é
essencialmente derivada de um principio béasico, chamado de Principio Fundamental da
Contagem ou Principio Multiplicativo. Esse principio serve de “alicerce” para a construcao
de processos formais em combinatoéria e é também a base para obtengao de féormulas e

solucoes de quase todos os tipos de problemas combinatoérios abordados nas escolas.
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2.1 Principio Fundamental da Contagem (PFC)

Na maioria das vezes é interessante iniciar o estudo de um tépico qualquer de
combinatoéria por meio de um problema motivador, o qual servird de padrao para se

introduzir a teoria correspondente. Entao considere o seguinte problema:

Problema 1 Hd quatro estradas ligando as cidades A e B, e trés estradas ligando as

cidades B e C. De quantas maneiras distintas pode-se ir de A a C, passando por B?

Solucao: Sejam [y, ls, I3, l4 as estradas que ligam as cidades A e B e sejam %y, to,
t3 as estradas que ligam as cidades B e C. Para ir de A a C, passando por B, temos
que caminhar por uma estrada [; e em seguida tomar uma estrada t;, entao todas as

possibilidades podem ser representadas como segue
(list),  (latz),  (liuts)s
Uot1),  (at2),  (laits);
(ast1),  (Iast2),  (Ists);
(lg,t1), (l4,t2), (l4,t3).

Observe que sao formados 4 grupos de 3, e, portanto, o total de possibilidades

pode ser obtido fazendo 4 - 3 = 12. Logo, sao 12 caminhos possiveis.
o
Vimos, nesse exemplo, que tinhamos duas decisoes a tomar, em que a primeira
delas era escolher uma das estradas que ligam as cidades A e B, a qual poderia ser tomada
de quatro modos; e a segunda, era escolher umas das estradas que ligam as cidades B e C,
que poderia ser tomada de trés modos. Ao se tomar as duas decisoes simultaneamente, o
numero de caminhos possiveis era dado pelo produto 4-3 = 12. Perceba que esta situacao
pode ser generalizada para um niimero qualquer de decisoes, cada uma das quais podendo
apresentar qualquer niimero de possibilidades a serem escolhidas. Dessa ideia resulta o

Principio Fundamental da Contagem (PFC’)EI ou Principio Multiplicativo, que nos diz que:

Principio Fundamental da Contagem: Se Dy, Ds,..., D, sao n decisoes independen-
tes tais que D1 pode ser tomada de x1 modos, Dy pode ser tomada de xo modos, e assim
por diante, D,, pode ser tomada de x, modos, entao o nimero de modos de se tomar todas

as n decisoes de forma simultdinea € dado por x1 - x9---x,.

De posse do principio fundamental da contagem e apenas dele ja podemos resolver

diversos problemas de combinatoria. Isso é interessante, pois ele nos da a possibilidade de

Vide a dissertagao de Lima (2015), que apresenta uma abordagem especifica e detalhada sobre esse
principio.
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evitarmos inclusive o uso de férmulas, por ser, por si mesmo, um método geral de resolugao
de problemas de contagem. Inclusive, um texto de Carvalho (2015), sobre “Métodos de
Contagem e Probabilidade”, traz varios problemas de contagem resolvidos exclusivamente
pelo Principio Multiplicativo.

Claro que existem problemas de contagem que necessitam de técnicas mais espe-
cificas que nao derivam do principio fundamental, e, ha situacoes em que, somente aplicar
tal principio, tornaria a solu¢ao muito trabalhosa. Porém, nas provas de concursos e ves-
tibulares, esse principio é amplamente aplicavel, como veremos adiante. Vide também “A
Matematica do Ensino Médio - Vol. 2” de Lima et al. (2006).

Problema 2 (VUNESP, 2011) Lan¢am-se, ao mesmo tempo, uma moeda e dois dados
em formato de cubo (um verde e outro amarelo) e anotam-se os resultados das faces
superiores, na sequinte ordem: dado verde, moeda e dado amarelo. O numero total de

respostas possiveis desse experimento €7

Solugao: Cada dado tem 6 faces, numeradas de 1 a 6, e a moeda tem 2 faces, que sao
cara e coroa. Ao lancar o dado verde, qualquer uma das 6 faces pode ficar voltada para
cima, logo hé 6 possibilidades. Ao lancar a moeda, ha 2 possibilidades, ou ocorre cara ou
ocorre coroa. Por fim, também hé 6 possibilidades para ocorrer uma face no lancamento

do dado amarelo. Portanto, pelo PFC, o total de possibilidades é
6-2-6=7T2.

<

Problema 3 (VUNESP, 2005) Considere a identifica¢ao das placas de veiculos compos-
tas de trés letras sequidas de 4 digitos. Sendo o alfabeto constituido de 26 letras, qual
o numero de placas possiveis de serem constituidas, pensando em todas as combinacoes

possiveis de 3 letras sequidas de 4 digitos?

Solugao: Imaginemos sete posicoes em linha tais que as trés primeiras serao ocupadas
por letras e as quatro ultimas por digitos. A primeira posicdo pode ser ocupada por
qualquer uma das 26 letras do alfabeto dado. Para a segunda e terceira posi¢oes também
sao 26 possibilidades cada, ja que nao ha restricao alguma sobre nao repetir letras. O
mesmo raciocinio se aplica ao preenchimento das posicoes dos 4 digitos, com a ressalva de
que os digitos serao algarismos escolhidos de 0 a 9, ou seja, 10 possibilidades para cada.

Assim, pelo PFC, multiplicamos todas as opcoes e obtemos o numero de placas, isto é,
26-26-26-10-10-10-10 = 175760000.

o
Se o problema que acabamos de resolver viesse com a restricao de que as letras e os

numeros da placa nao podem se repetir, entao fariamos os célculos considerando 26 letras
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para ocupar a primeira posicao; ocupada a primeira posigao, restariam 25 para a segunda;
ocupadas as duas primeiras posicoes, restariam 24 letras para a terceira. Seguindo de
forma analoga para os algarismos, a quarta posi¢ao poderia ser ocupada por qualquer um
dos 10 algarismos, restariam 9 possibilidades para a quinta, 8 para a sexta e 7 para a sétima
posicao. Dai, multiplicando todos os casos, terfamos 26-25-24-10-9-8-7 = 78624000, que
¢ um nimero menor do que o resultado obtido anteriormente, como ja era de se esperar.
Em geral, sempre que alguma restricao ¢ posta em um problema é natural que ocorra

reducao no nimero de possibilidades.

Problema 4 (UNESP, 2009) Uma rede de supermercados fornece a seus clientes um
cartao de crédito cuja identificacdo é formada por 3 letras distintas (dentre 26), sequidas
de 4 algarismos distintos. Uma determinada cidade receberd os cartoes que tém L como
terceira letra, o ultimo algarismo € zero e o peniltimo € 1. A quantidade total de cartoes

distintos oferecidos por tal rede de supermercados para essa cidade €7

Solucgao: Imaginemos sete posicoes em linha em que as trés primeiras contém letras e
as quatro ultimas digitos. Como as trés primeiras posi¢coes sao ocupadas por letras e a
terceira posicao tem que ser ocupada pela letra L, s6 ha 1 forma de ocupar esta posicao.
Para ocupar a primeira posi¢do, s6 nao podemos colocar a letra L (jA que é proibido
repetir letras), entdo restam 25 letras para ocupar essa posi¢ao, ou seja, 25 possibilidades.
E na segunda posicao, s6 nao podemos usar a letra L e nem a letra usada na primeira
posicao, logo restam 24 possibilidades. A sétima e a sexta posicoes serao digitos ocupados,
respectivamente, pelos algarismos 0 e 1, o que nos da 1 possibilidade para cada. Na
quinta posi¢ao, s6 nao podemos utilizar o 1 nem o 0, logo restam 8 possibilidades. E para
a quarta posicao, nao podemos usar nenhum dos algarismos ji usados, assim restam 7

possibilidades. Portanto, pelo PFC, o numero total de cartoes é:
24-25-1-7-8-1-1=33600.

o
Problemas envolvendo o calculo do nimero de placas de veiculos ou cartoes telefo-
nicos sao geralmente simples e aparecem com bastante frequéncia nas provas de concursos.

Vale a pena analisar as variacoes deles.

Problema 5 (PROFMAT, ENA, 2018) Para colorir os quatro tridngulos, indicados na
Figura 1 por A, B, C e D, pode-se usar uma mesma cor mais de uma vez, desde que
dois tridngulos com um lado em comum tenham cores diferentes. Obedecendo essa regra e
usando no mdrimo quatro cores, de quantas maneiras distintas pode-se colorir os quatro

triangulos?

Solucao: Podemos iniciar colorindo o triangulo C da Figura 1 usando qualquer uma das

quatro cores, logo ha 4 modos distintos de colori-lo. Em seguida, como o tridngulo A tem
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Figura 1: Triangulo das cores

/
/ \\ C /"If\
/ \\\ ) / \
/ B\ /D

Fonte: ENA 2018.
Disponivel em: https://bit.1ly/2IKWKbK

lado comum com C, nao podemos usar em A a mesma cor usada em C, logo dispomos
de 3 cores para colorir A. Analogamente, temos 3 modos distintos de colorir B e 3 modos

distintos de colorir D. Portanto, a resposta é:
4.-3-3-3=108.

o

O problema que acabamos de resolver é bastante simples, porém, de repente
alguém poderia se complicar com ele. Imagine que a pessoa comecasse colorindo primeiro
o tridangulo A, logo ela teria 4 cores disponiveis; em seguida, colorisse B, neste caso ela
teria também 4 opcoes de cores, pois A e B nao tém lado em comum; em seguida, colorisse
D, haveria também 4 opcoes, ja que D nao tem lado comum nem com A nem com B;
quando ela, finalmente, fosse colorir C, logo notaria um problema. Porque se A, B e D
tiverem, por exemplo, sido coloridos com uma mesma cor, entao a pessoa dispoe ainda
de 3 cores para colorir C, e o total de casos seria 4 -4 -4 -3 = 192. Em vez disso, se
a pessoa tiver colorido A, B e D com cores distintas, entao s6 resta 1 tnica cor para se
colorir D, logo o niimero de casos seria 4-4-4-1 = 64. Ora, entao essa pessoa chegaria a
dois resultados diferentes, o que é certamente uma contradicao.

Para se evitar erros em combinatéria, o mais seguro é optar por tomar as decisoes
mais restritas em primeiro lugar. Observe que a decisao mais restrita da situacao acima
¢ claramente a escolha da cor para o triangulo C, pois ele tem lado em comum com
todos os outros. Por isso, devemos comegar escolhendo a cor deste triangulo. Vide outros
problemas semelhantes a este em “Temas e Problemas Elementares” de Lima et al. (2016).

Analise com cuidado o proximo problema e perceba que, por questao de simpli-

cidade, ele foi dividido em dois itens.

Problema 6 (UNESP, 2003) Dispomos de 4 cores distintas e temos que colorir o mapa
mostrado na Figura 2 com os paises P, @), R e S, de modo que paises cuja fronteira é uma

linha nao podem ser coloridos com a mesma cor.


https://bit.ly/2IKWKbK
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Figura 2: Mapa colorido

P Q

R S

Fonte: Curso Objetivo.
Disponivel em: https://bit.1ly/38Q3P5S

Responda, justificando sua resposta, de quantas maneiras € possivel colorir o mapa, se:
a) os paises P e S forem coloridos com cores distintas.

Solucao: Suponhamos que na Figura 2 as cores sao azul, vermelha, branca e preta. Se
iniciarmos pintando o pais P, como podemos usar qualquer uma das quatro cores, temos
4 possibilidades de pinta-lo. Se P foi pintado com a cor vermelha, entao, neste caso, o
pais S nao pode ser pintado com a mesma com de P, logo restam 3 cores ou possibilidades
de pintarmos S. Para pintarmos Q, nao podemos usar a cor usada em P nem a cor usada
em S, ou seja, restam 2 possibilidades. E o mesmo ocorre com o pais R, ha 2 modos de
colori-lo. Sao, portanto,
4.2-3-2=148

as formas de colorir o mapa.

b) os paises P e S forem coloridos com a mesma cor.

Solugao: Se iniciarmos pintando o pais P com qualquer uma das cores, temos 4 possibili-
dades. Se P foi pintado com a cor vermelha, entdao o pais S deve ser pintado desta mesma
cor, logo s6 ha 1 possibilidade de pintarmos S. Para pintarmos o pais (), nao podemos
usar a cor ji usada nos paises P e S; como ainda dispomos de trés cores, ha 3 formas de

colori-lo. E 0 mesmo ocorre com o pais R, ha 3 modos de colori-lo. Sao, portanto,
4-1-3-3=236

as formas de colorir o mapa.
o
E se o redator do problema acima tivesse simplesmente fornecido o mapa e im-
posto a restricao de que os paises cuja fronteira é uma linha nao podem ser coloridos com
a mesma cor, dai perguntado qual o total de formas de se colorir o mapa?
Neste caso, a atitude a ser tomada pela pessoa que pretendesse resolver a situacao

deveria ser a de aplicar praticamente o mesmo raciocinio da situacao anterior.


https://bit.ly/38Q3P5S
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De fato, essa pessoa deveria dividir o problema em dois casos, calcular as possi-
bilidades em cada caso, como feito nos itens (a) e (b), e, no final, somar os resultados.
Obtendo, assim, 48 4+ 36 = 84 formas de o mapa ser colorido.

Note que as coloracoes dos mapas do item (a) sdo distintas das do item (b), isto
é, nao é possivel encontrarmos um mapa no item (a) que tenha o mesmo padrao de cores
de um outro no item (b). Como os itens (a) e (b) sdo complementares, ou ocorre o item
(a) ou ocorre o item (b), e também nao ha solugdo na intersegio desses itens, podemos
fazer a soma.

A ideia descrita acima pode ser posta de forma mais geral, dando origem ao que

chamamos de Principio Aditivoﬂ cujo enunciado esta apresentado abaixo:

Principio Aditivo: Dados os conjuntos M e N disjuntos (M NN € vazio), com m en

elementos, respectivamente, entao M U N possui m + n elementos.

Por exemplo, suponhamos que existam quatro estradas ligando as cidades A e B,
trés estradas ligando as cidades B e D; 5 ligando as cidades A e C, e 2 ligando C e D.
Queremos saber de quantas maneiras distintas pode-se ir de A a D.

Primeiro, para irmos de A até D passando por B, note que temos 4 opgoes de
estradas que nos levam de A até B, e, estando em B, temos 3 opcoes de estradas para
irmos até D. Logo, pelo PFC, ha 4 - 3 = 12 estradas possiveis.

Segundo, para irmos de A até D passando por C, veja que temos 5 opcoes de
estradas que nos levam de A até C, e, estando em C, temos 2 opcoes de estradas para
irmos até D. Logo, pelo PFC, ha 5 -2 = 10 estradas possiveis.

Agora, ir de A até D passando por B é completamente diferente de ir de A até D
passando por C, e, neste caso, o principio aditivo se aplica perfeitamente. Portanto, héa
12 4+ 10 = 22 formas distintas de irmos de A até D.

Problema 7 (CONPASS, 2017) Considere os algarismos de 0 a 9. A quantidade de

numeros naturais pares com quatro algarismos distintos é¢

Solucao 1: Inicialmente vamos dividir esses nimeros pares em dois grupos, a saber, os
que terminam em 0 e os que terminam em 2, 4, 6 ou 8. Comecamos o preenchimento pelo
quarto digito. Comecando com os nimeros que terminam em 0, ha apenas 1 possibilidade
de escolha do algarismo que ocupa o quarto digito (que tem que ser o 0). Como os alga-
rismos precisam ser distintos, o terceiro digito pode ser ocupado por qualquer algarismo
exceto o 0, logo ha 9 possibilidades. O segundo digito s6 nao pode ser os algarismos 0
nem o que foi usado no terceiro digito, logo ha 8 possibilidades. O primeiro digito s6 nao
pode ser ocupado pelos algarismos 0, nem os ja usados no segundo e terceiro digitos, logo

restam 7 possibilidades. Assim, a quantidade de pares terminados em 0 é

20 Principio Aditivo, tal como apresentado aqui, estd enunciado em Morgado et al. (1991).
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7-8-9-1=504.

Considerando agora os numeros que terminam em 2, 4, 6 ou 8; ha 4 modos de
escolhermos o algarismo do quarto digito. Para o primeiro digito, s6 nao podemos escolher
o algarismo 0 e nem o ja usado no quarto digito, logo temos 8 possibilidades. O segundo
digito s6 nao pode ser ocupado pelos algarismos ja usados no primeiro e quarto digitos, logo
restam 8 possibilidades. No terceiro digito s6 nao podem aparecer os algarismos usados
no primeiro, segundo e quarto digitos, temos 7 possibilidades. Assim, a quantidade de

pares terminados em 2, 4, 6 ou 8 é
8§-8-7-4=1792.

O total de nimeros pares pedido no problema é a soma da quantidade dos niimeros

terminados em 0 com a quantidade dos nimeros terminados em 2, 4, 6 ou 8. Portanto,
504 4+ 1792 = 2296.

o
Perceba que comecamos o problema o dividindo em dois casos, e isso foi impor-
tante pois, do contrario, teriamos nos deparado com uma complicacao. Se nao dividirmos
em casos, claro que para que um nimero seja par basta que ele termine com 0, 2, 4, 6
ou 8, isto ¢, sao cinco possibilidades de escolha do quarto digito. Porém, quando vamos
escolher o primeiro digito, o qual possui a restricao de nao poder ser 0, ocorre que se
tivermos usado o 0 no quarto digito, entao restarao nove possibilidades de escolha para o
primeiro digito, ou seja, ele pode ser qualquer algarismo exceto o 0; mas, se nao tivermos
usado o 0 no quarto digito, entao temos oito possibilidades para o primeiro digito, ja que
ele nao pode ser o zero nem pode ser o mesmo algarismo usado no quarto digito. Assim,
chegamos a uma espécie de contradicao ou impasse, isto ¢, uma vez escolhido o quarto
digito, nao sabemos se sao 8 ou se sao 9 as possibilidades de escolha para o primeiro
digito. Quando dividimos o problema em casos, essa dificuldade deixa de existir.
E possivel resolver o mesmo problema sem termos que dividi-lo em casos, ¢ o que

faremos a seguir:

Solucgao 2: Vamos supor que o algarismo 0 possa aparecer em qualquer digito, inclusive
no primeiro. Como o nimero deve ser par, no quarto digito pode aparecer qualquer um
dos algarismos 0, 2, 4, 6 ou 8, ou seja, temos 5 possibilidades. No terceiro digito s6 nao
podemos colocar o algarismo ja usado no quarto digito, logo temos 9 possibilidades. No
segundo digito s6 nao podemos colocar os algarismos usados no terceiro e quarto digitos,
logo temos 8 possibilidades. No primeiro digito s6 nao podemos colocar os algarismos
usados no segundo, terceiro e quarto digitos, restam 7 possibilidades. O total desses

numeros é
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7-8-9-5=2520.

A contagem acima nao é a resposta final porque consideramos nimeros com o
algarismo 0 no primeiro digito como sendo niimeros de quatro digitos, o que nao pode
ocorrer. Temos que contar quantos sao esses nimeros e em seguida descontar do total
acima calculado. Para isso, note que se o 0 é o algarismo que ocupa o primeiro digito,
entao ha apenas 1 possibilidade de escolha para esse digito. O quarto digito pode entao
ser ocupado por qualquer um dos algarismos pares, exceto o 0, logo sao 4 possibilidades.
No terceiro digito s6 nao pode aparecer o 0 nem o algarismo ja usado no quarto digito,
temos 8 possibilidades. No segundo digito s6 nao pode aparecer os algarismos () nem os

usados nos terceiro e quarto digitos, restam 7 possibilidades
1-7-8-4=224.

Portanto, efetuando o desconto, temos
2520 — 224 = 2296,

que é o resultado ji obtido anteriormente.
o
Acabamos de ver dois métodos distintos de se resolver um mesmo problema: o
primeiro deles consiste em detectar as restricoes e dai subdividir o problema em casos
mais simples; ja o segundo, consiste em ignorar alguma das restricoes implicando uma

contagem excedente, e, no final, descontar o que foi contado indevidamente.

Problema 8 (AOCP, 2013) Alberto abre sua geladeira e encontra 9 uvas, 3 ma¢as, 4
bananas e 1 abacazri. De quantos modos Alberto pode fazer sua refeicao comendo pelo
menos uma fruta e podendo comer até todas elas? (Nao importa a ordem em que Alberto

come as frutas)

Solucao: Vamos nos imaginar tentando produzir uma dessas refeicoes. Nessa refeicao,
podemos escolher colocar nenhuma uva, ou colocar 1, colocar 2, e assim por diante, colocar
até 9, o que nos da 10 possibilidades de escolha da quantidade de uvas; analogamente,
podemos colocar nenhuma maga, ou colocar 1, ou colocar 2, ou colocar 3, logo sao 4
possibilidades; podemos colocar nenhuma banana, ou colocar 1, ou colocar 2, e assim por
diante, até colocar 4, logo sao 5 possibilidades; poderiamos colocar nenhum abacaxi, ou

colocar 1, logo sao 2 possibilidades. Pelo PFC, temos
10-4-5-2=400.

Mas o valor acima considera até o caso tinico em que uma refeicao é feita sem o
uso de nenhuma das frutas, o que nao pode ocorrer. Assim, descontando esse caso, temos
um total de 400 — 1 = 399 refeicoes.
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o

O Enem geralmente preza problemas contextualizados e interessantes e, de acordo

com o portal dos Professores de Matemdtica, os niimeros e operagoes, que incluem a combi-
natdria, compoe cerca de 3, 4% das questdes desse exame. Vejamos a seguir dois problemas
combinatorios extraidos do Enem. Veja também a Dissertagao de Alcantara (2020), na

qual o leitor encontrara varios problemas combinatoérios de vestibulares resolvidos.

Problema 9 (ENEM, 2013) Um banco solicitou aos seus clientes a cria¢io de uma senha
pessoal de seis digitos, formada somente por algarismos de 0 a 9, para acesso a conta
corrente pela internet. Entretanto, um especialista em sistemas de sequrancga eletronica
recomendou a direcao do banco recadastrar seus usudrios, solicitando, para cada um deles,
a criacao de uma nova senha com seis digitos, permitindo agora o uso das 26 letras do
alfabeto, além dos algarismos de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada letra maiiscula era
considerada distinta de sua versao miniuscula. Além disso, era proibido o uso de outros
tipos de caracteres.

Uma forma de avaliar uma altera¢ao no sistema de senhas é a verificacao do coeficiente
de melhora, que € a razao do novo numero de possibilidades de senhas em relacao ao
antigo.

O coeficiente de melhora da alteracao recomendada €%

Solucao: No modelo antigo, havia 10 possibilidades para cada digito, porque os simbolos
disponiveis eram apenas os algarismos de 0 a 9. Apds recomendacao do especialista, surge
um novo modelo de senha que considera, além dessas 10 opgoes, outras 52 possibilidades,
que sao as letras mindsculas e maitasculas do alfabeto, e, com isso, tem-se um total de
62 simbolos, pois as letras maitisculas sao consideradas distintas das mintsculas, o que
significa um acréscimo de 26 letras mintsculas e 26 maitsculas. Como a senha é composta
por seis digitos e é permitida a repeticao de simbolos, pelo principio multiplicativo, havia

10 maneiras de se criar as senhas no modelo antigo, mas no novo modelo esse nimero

626

passa a ser de 62°. Portanto, a razao pedida é 166+

o
Problema 10 (ENEM, 2011) O setor de Recursos Humanos de uma empresa vai realizar
uma entrevista com 120 candidatos a uma vaga de contador. Por sorteio, eles pretendem
atribuir a cada candidato um nimero, colocar a lista de nimeros em ordem numérica
crescente e usd-la para convocar os interessados. Acontece que, por um defeito do compu-
tador, foram gerados nimeros com & algarismos distintos e em nenhum deles apareceram
digitos pares.
Em razao disso, qual é a ordem de chamada do candidato que tiver recebido o nimero
759137

Solucao: Cada nimero formado tem 5 algarismos e todos os seus digitos sao impares,

ou seja, pertencem ao conjunto {1,3,5,7,9}. Consideremos a ordem de numeracao dos
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algarismos da direita para a esquerda. Listando esses nimeros em ordem crescente, que-
remos saber a posicao de 75913, o que equivale a contarmos quantos sao os nimeros que
vém antes dele na lista. Para isto, vamos considerar dois casos:
Caso 1 - Os nimeros com algarismos 1, 3 ou 5 no primeiro digito sao todos menores
do que o numero 75913. Neste caso, o primeiro digito pode ser escolhido de 3 modos.
Escolhido o algarismo do primeiro digito, podemos alternar os 4 algarismos restantes nos
outros quatro digitos de 4! modos. Entao, com 1, 3 ou 5 no primeiro digito sao 3-4! = 72
nameros.
Caso 2 - Com excecao de 75931, os nimeros que tém 7 como primeiro digito e 1, 3 ou 5
como segundo digito sao todos menores ou iguais a 75913. Desse modo, podemos escolher
o algarismo do primeiro digito de 1 Gnico modo, que serda o 7; o algarismo do segundo
digito pode ser escolhido de 3 modos, que serd 1, 3 ou 5; e os 3 algarismos restantes
podem alternar-se entre si formando os outros trés digitos de 3! modos. Assim, temos
1-3-3! = 18 nlimeros com o 7 no primeiro digito e 1, 3, ou 5 no segundo digito. Excluindo
o nimero 75931, restam 18 — 1 = 17 ntimeros.

Portanto, o nimero 75913 esta localizado na posicao 72 + 17 = 89 da lista.

o

Apesar de o problema acima nao ser tao dificil quanto o seu enunciado sugere,
é preciso que se tenha bastante cuidado com esse tipo de situagao, porque as contagens
feitas nos dois passos da solucgao, se feitas rapidamente, como é natural de acontecer em

provas do Enem, por exemplo, induzem ao erro.

Problema 11 (PROFMAT, ENA, 2014) Cada uma das cinco regives da figura deve ser
pintada com uma so cor, escolhida entre verde, amarelo, azul e branco. De quantas
maneiras distintas podemos colorir a Figura 3, de modo que regioes adjacentes nao figuem

com a mesma cor?

Figura 3: Regioes adjacentes

Fonte: ENA 2014.
Disponivel em: https://bit.ly/2IGk4Yr

Solucao: Na Figura 4, as 5 regioes foram denotadas pelas letras A, B, C, D e E. Como
cada regiao deve ser pintada com uma sé cor e, além disso, duas regioes adjacentes quais-

quer nao podem receber a mesma cor, entao uma maneira de colorir a figura é escolher em
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primeiro lugar a cor da regiao A, que pode ser qualquer umas das 4 cores. Em seguida,

dividimos o problema em dois casos:

Figura 4: Regioes A, B, C, D, E
D

B A C

E

Fonte: ENA 2014.
Disponivel em: https://bit.ly/2IGk4Yr

Caso 1 - As regioes B e C tém cores distintas - Neste caso, dispomos de 4 cores para
pintarmos a regiao A, 3 cores para a regiao B, 2 cores para a regiao C. Feito isso, resta
apenas 1 das cores com a qual iremos pintar as regioes nao adjacentes D e E. Dai, pelo
PFC, o total de modos diferentes de pintarmos a figura é 4-3-2-1-1 = 24;

Caso 2 - As regives B e C tém cores iguais - Neste caso, dispomos de 4 cores para
pintarmos a regiao A; 3 cores para B; 1 cor para a regiao C, ja que ela tem a mesma cor
de B; 2 cores para pintarmos a regiao D e, finalmente, 2 para a regiao E. Dai, o total de
formas distintas de colorirmos a figura é 4-3-1-2-2 = 48.

Destacamos que nenhuma das 24 regioes do Caso I recebe o mesmo padrao de
cores de qualquer das 48 regioes do Caso 2. Nesta situagao dizemos que os Caso 1 e 2 sao
independentes, e, quando ocorre a independéncia de eventos em combinatoéria, podemos
efetuar a soma direta desses eventos, pelo principio aditivo. Logo, 24 + 48 = 72 é o total

de formas distintas de pintarmos a figura.

2.2 Permutacoes simples

Considere que tenhamos n objetos distintos e precisamos distribui-los em exata-
mente n posicoes em forma de fila. De quantas formas distintas podemos distribuir esses
n objetos nas n posicoes?

Para respondermos a pergunta acima ¢ importante destacar que todos os elemen-
tos sao utilizados, isto é, sao dados n objetos (elementos) e n lugares (posi¢des) para a
alocagao desses objetos.

Este problema, cuja solucao resulta diretamente do Principio Fundamental da
Contagem, ¢ tao frequente em andlise combinatoria que damos um nome especial para
ele, Problema das Permutacgoes Simples, e denotamos a sua resposta por B,.

Suponhamos que existam n pessoas e n cadeiras. Imaginemos uma fila composta

pelas n cadeiras, nas quais as n pessoas irao se sentar. Dai, a primeira pessoa a sentar tem


https://bit.ly/2IGk4Yr
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disponiveis as n cadeiras, visto que todas as cadeiras estao inicialmente desocupadas; a
segunda pessoa, terd disponiveis n—1 cadeiras, dado que uma das cadeiras ja esta ocupada
pela primeira pessoa; a terceira, tera disponiveis n—2 cadeiras, pois duas cadeiras ja estao
ocupadas; e assim por diante, a pentltima pessoa tera disponivel apenas 2 cadeiras; e, a
ultima, terd a disposicao 1 cadeira apenas.

A ordem em que essas pessoas se sentam é importante, e se aplicarmos o Principio

Multiplicativo, segue que o nimero de filas que podemos formar é dado por
n-(n—1)-(n—2)---2-1.
O produto acima pode escrito como n!, que se chama fatorial de n, isto é
n-n—1)-(n—2)---2-1=nl
Para finalizar, chamando de P, o produto acima, temos que
P, =n!

que é chamado de permutacao de n, onde n corresponde ao niimero de pessoas ou objetos
quaisquer, todos distintos. Por convencao, 0! = 1.

Observe que em problemas de permutacao simples é sempre possivel imaginarmos
n objetos distintos dados, todos enfileirados nas n posicoes disponiveis. Dai, o total de
ordenamentos distintos com que esses objetos podem ocupar as posicoes ¢ o que nos inte-
ressa saber, por isso se diz que a ordem dos objetos é importante. A seguir, resolveremos
alguns problemas envolvendo a aplicacao desse conceito. Veja também Benevides (2016),

para maiores detalhes sobre o fatorial de um ntimero e permutacoes simples.

Problema 12 Joao, Maria, Fdgar, Rute e Jorge chegaram ao mesmo tempo em uma
agéncia bancdria que possui apenas um atendente. De quantas maneiras podemos formar

uma fila entre eles, determinando assim a ordem em que eles serao atendidos?

Solugao 1: Para fixar as ideias, note que precisaremos fazer cinco escolhas para orga-
nizar a fila. De fato, devemos escolher quem serd a primeira, a segunda, a terceira, a
quarta e a quinta pessoa da fila. Podemos tomar essas decisoes uma a uma, na ordem
indicada. Vejamos: o primeiro da fila pode ser qualquer uma das cinco pessoas, logo hé
5 possibilidades para a escolha deste. O segundo da fila deve ser alguém diferente do pri-
meiro (que ja foi escolhido), e, neste caso, héa 4 possibilidades para sua escolha. O terceiro
deve ser diferente dos dois primeiros, de forma que ha 3 candidatos para essa posicao. O
quarto deve ser diferente dos trés primeiros, logo, ha 2 possibilidades para sua escolha.
Finalmente, tendo escolhido os quatro primeiros, resta apenas uma pessoa, e, assim, ha
apenas 1 maneira de escolhermos o quinto da fila. Pelo PFC, o niimero de maneiras de

formar a fila é igual a
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5-4-3-2-1=120.

o
Solugao 2: Note que a aplicacao do conceito de permutacao que acabamos de introduzir
encurta sobremaneira a solucao do problema. Pois, poderiamos ter simplesmente obser-
vado que, pelo contexto, estamos diante de um problema de permutacao simples de 5

objetos distintos (pessoas), e da mesma forma teriamos
Pi=5-(5-1)-(5-2)-(5—3)-(5—4) =5 = 120

como solucao.

o

Problema 13 Considere a palavra ESTUDQO. O niumero de anagramas que podem ser
formados com as letras desta palavra de tal forma que as letras T e U fiquem juntas,

nessa ordem, € igual a?

Solucao: Anagramas sao rearranjos das letras de uma palavra ou frase, originando novas
palavras ou frases com ou sem sentido. Queremos saber quantos anagramas podemos
formar com as letras da palavra ESTUDO. Ora, como as letras T e U precisam neces-
sariamente ficar juntas, vamos imaginar que elas foram colocadas dentro de uma caixa.
Agora vejamos a caixa como uma sé6 letra, e seja [' essa letra. Entao I' ird permutar
conjuntamente com as outras 4 letras, ou seja, vamos fazer permutacao de E, S, D, O,
I'. Ora, 5 letras distintas permutam-se de 5! modos. Dentro da caixa as letras T e U
precisam ficar nesta ordem, h& 1! possibilidade. Portanto, pelo Principio Multiplicativo,

a resposta é:
5! 1! =120.

o
Problemas envolvendo diretamente o calculo de anagramas sao geralmente arti-
ficiais, mas devemos estar atentos a eles porque as vezes surgem situacoes delicadas em

combinatoria que se tornam mais simples se as modelarmos na linguagem de anagramas.

Problema 14 (CETREDE, 2015) De quantas maneiras 10 clientes que estdo no caiza

podem se posicionar na fila de modo que as 4 mulheres do grupo fiqguem juntas?

Solucao: Como as mulheres precisam necessariamente ficar juntas, vamos imaginar que
elas foram colocadas alinhadas dentro de uma caixa. Agora vejamos a caixa como um
s6 objeto que ird ser permutado conjuntamente com outros objetos, que sao os homens;

logo temos um total de 7 objetos distintos, que permutam-se de 7! modos. Note também
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que as 4 mulheres podem ser permutadas, dentro da caixa, de 4! modos, e cada nova

configuracao delas gera uma fila distinta. Assim, temos que
7! 4! = 120960

é a resposta.
o

Problema 15 (FATEC, 2016) Uma pessoa dispoe de 4 discos diferentes de MPB, J discos
diferentes de rock e 2 discos diferentes de musica cldssica. O nimero de modos distintos
como essa pessoa pode organizd-los em uma estante, de tal forma que discos do mesmo

género estejam sempre juntos e os de rock sempre na mesma ordem, €¥¢

Solugao: Sao 4 discos de MPB os quais desejamos que fiquem sempre juntos, formando
um bloco, logo h4 4! maneiras de organizé-los nesse bloco. Sao, também, 4 de Rock,
porém, desejamos que eles fiquem sempre na mesma ordem, entdao existe somente 1!
maneira de organiza-los. Temos, ainda, 2 de misica cléssica, os que desejamos que fiquem
sempre juntos, logo ha 2! maneiras de organizé-los. Como sdao 3 categorias de discos

distintas, entao elas podem ser permutadas entre si de 3! modos. Pelo PFC, tem-se
(4r-11-20)-31=(24-1-2) - 6 = 288

formas de organizar esses discos na estante.

<

Problema 16 (ENEM, 2014) Um cliente de uma videolocadora tem o hdbito de alugar
dois filmes por vez. Quando os devolve, sempre pega outros dois filmes e assim sucessi-
vamente. Fle soube que a videolocadora recebeu alguns lancamentos, sendo 8 filmes de
acao, 5 de comédia e 3 de drama e, por isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos
esses 16 lancamentos. Inicialmente alugard, em cada vez, um filme de a¢cao e um de co-
média. Quando se esgotarem as possibilidades de comédia, o cliente alugard um filme de
acao e um de drama, até que todos os lancamentos sejam vistos e sem que nenhum filme
seja repetido. De quantas formas distintas a estratégia desse cliente poderd ser posta em

prdtica?

Solucao: O cliente consegue alugar os 16 filmes que sdao lancamentos em 8 locacoes, pois
ele pode alugar apenas 2 filmes por vez. Nenhuma das 8 locagoes conterd dois filmes do
mesmo género, entao em cada uma delas deve haver um e somente um filme de acao.
Comecando pelo filme de acao, pode ser escolhido qualquer um dos oito filmes para a
primeira locagao, logo sao 8 possibilidades; para a segunda, restam 7 possibilidades; e
assim por diante, até a dltima locagao para a qual resta apenas um filme, 1 possibilidade;

assim, ele pode escolher um filme de acao para cada uma das 8 locacoes de 8-7-6-5-4-3-2-1 =
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8!. Agora ele precisa alugar os filmes de comédia, uma vez que os filmes desse género
devem ser alugados nas primeiras locacoes. A situacao é anédloga & anterior, ou seja, os
cinco filmes de comédia ocupam as primeiras cinco locacoes de 5-4-3-2-1 = 5! formas.
Finalmente, ele deve alugar os 3 filmes de drama, nas trés tltimas locagoes, o que pode
ser feito de 3 -2 -1 = 3!. Portanto, o total de maneiras distintas do cliente alugar todos
os filmes ¢ 8!- 5! - 3!

2.3 Arranjos simples

Dados n objetos distintos, de quantas maneiras podemos distribuir uma quanti-
dade p desses objetos em uma fila contendo p posicoes?

Estamos querendo saber quantas filas de p objetos podemos montar ao tomarmos
p dentre um total de n objetos dados. Vale ressaltar que a ordem com que esses objetos
sao dispostos nas suas respectivas posicoes é importante. Chamamos esse problema de
arranjos simples e denotamos sua resposta por A, .

Para buscarmos uma resposta ao problema apresentado acima, podemos comecar
raciocinando que temos um total de n objetos e destes queremos selecionar p para dispo-
los em p lugares, que inicialmente estao vazios. Dali, o primeiro lugar pode ser ocupado por
qualquer um dos n objetos dados, logo sao n maneiras distintas de ocuparmos a primeira
posicao. Uma vez ocupado o primeiro lugar, restam (n — 1) objetos e podemos escolher
qualquer um deles para ocupar qualquer um dos (p — 1) lugares que ainda estao vazios,
logo existem (n — 1) maneiras distintas de ocuparmos a segunda posigdo. Seguindo esse
raciocinio, a p-ésima posi¢ao pode ser ocupada de (n — (p — 1)) maneiras distintas.

Ora, pelo Principio Multiplicativo, o total de maneiras distintas de se ocupar as

p posicoes é dado por:

ne(n=1)-(n=2) (= (p—1)).

Assim, obtemos o nimero de formas de escolhermos p objetos para ocupar p
posigoes, sendo esses tomados de um grupo de n objetos dados, e esse nlimero representa
o total de arranjos simples.

Denotando por A, , o nimero de arranjos simples de n objetos tomados p a p,

podemos escrever
App=n-(n=1)-(n=2)---(n—(p—-1))

Além disso, se multiplicarmos e dividirmos o lado direito por (n — p)!, segue que

szKn_DW”_m“W”_@_DHWn—M{
| (n—p)!
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ou ainda,

que é a solucao do nosso problema.

Podemos pensar nos arranjos como sendo permutacoes incompletas, ja que agora
temos a alternancia de p objetos distintos em n posicoes, onde p < n, restando locais vazios
pos alocacao dos objetos. Neste caso, queremos saber quantas sao as filas de p objetos que
podemos montar simplesmente mudando a ordem desses objetos nas n posicoes; ou seja,
a ordem dos objetos na fila é, como nas permutacoes, o que nos interessa. Os problemas

a seguir sao aplicacoes dos arranjos simples.

Problema 17 (CETREDE, 2015) Ana, Camila, Bruna, Lia, Julia e Fernanda gostariam
de danc¢ar com Pedro. Ele queria escolher uma para dancar pagode e outra para dancar

forro. Qual a quantidade de escolhas distintas que ele poderia fazer?

Solucao 1: Veja que a ordem com que Pedro escolhe as mocas é importante, entao trata-
se de um problema de arranjo simples. Sao 6 mocas, estas devem ocupar as 2 posicoes

(dangar pagode ou forrd), logo queremos saber quanto vale Ag o, isto &,

6!
':6-5:30,

As2 = 6 —2)!

entao, ele pode fazer 30 escolhas.
o
Vejamos uma outra solucao para o problema anterior utilizando o principio fun-

damental da contagem:.

Solucao 2: Note que a primeira pessoa a ocupar um dos postos pode ser escolhida de 6
modos; escolhida a primeira, a segunda moca pode ser escolhida de 5. Entao, podemos
obter a solugao pelo PFC, isto é, 6 - 5 = 30, que é a resposta obtida anteriormente.

<

Problema 18 (PROFMAT, ENA, 2019) Em um estacionamento hd 5 vagas exclusiva-
mente para carros e 7 vagas mais estreitas exclusivamente para motos. De quantas formas

€ possivel estacionar 3 carros e 4 motos nessas vagas

Solucao 1: O primeiro carro pode ser estacionado em qualquer uma das cinco vagas dis-
poniveis para carros, logo temos 5 possibilidades de escolha. Estacionado o primeiro carro,
restam quatro vagas livres, logo ha 4 possibilidades de escolha para o segundo. Estaciona-
dos os dois primeiros carros, restam trés vagas livres, logo sao 3 possibilidades de escolha
para o terceiro. Assim, pelo PFC, o nimero de possibilidades para o estacionamento dos
carros ¢ 5 -4 -3 = 60.
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Analogamente, sao 7-6-5-4 = 840 as possibilidades de estacionamento das motos.
Para cada uma das 60 possibilidades de estacionamento dos carros tem-se 840 escolhas
para o estacionamento das motos.
Portanto, sao 60 - 840 = 50400 o total de possibilidades para estacionarmos os
carros e as motos.
o
Utilizando a formula dos arranjos, temos outra forma ainda mais simples de

resolver o problema.

Solucao 2: Comecamos organizando os 3 carros nas 5 posi¢oes disponiveis, o niimero

de modos de se fazer isso é

5!

Ass = ———— = 60.
>3 (5= 3)!

Agora podemos organizar as 4 motos nas 7 posicoes que restaram, e existe um
total de .
A7y = m = 840
modos de se fazer isso.

Portanto, o total de modos de tomarmos as duas decisoes simultaneamente é
60 - 840 = 50400,

como ja sabfamos.

2.4 Combinacoes simples

De quantos modos podemos escolher p objetos dentre um total de n objetos
distintos dados?

Considere que alguém possui uma lista contendo n objetos e precisa selecionar
um grupo com p objetos dessa lista. Queremos saber de quantas formas diferentes se
pode fazer essa selecao. Note que resolver esse problema equivale a calcular o nimero
de arranjos simples de n objetos, porém sem que seja levada em conta a ordem com que
esses objetos sao escolhidos, isto é, a ordem nao é importante neste caso. Esse problema
é denominada combinacao simpleslﬂ e sua solucao é denotada por C, .

Sempre que tivermos n elementos dos quais nos interessa escolher uma quantidade
p dentre eles, sendo que a ordem com que as escolhas sao feitas nao importa, estaremos

diante de um problema de combinacao de n elementos tomados de p a p.

3Veja também “Arranjos e Combinagdes Simples” de Benevides (2016).
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Imaginemos entao as p posicoes que serao ocupadas por p objetos selecionados
aleatoriamente entre os n dados. Ora, o nimero de arranjos simples de n elementos
tomados p a p para isso acontecer é, como vimos, dado por A, , = (nﬁ—'p), Mas lembre
que essa contagem considera a ordem, isto é, as permutagoes dos objetos colocados nas p
posicoes.

Como queremos apenas escolher p objetos dentre os n, sem nos importar com a
ordem, entao basta notarmos que cada grupo de p objetos postos nas p posi¢coes pode ser
permutado de p! modos. Sendo assim, se dividirmos A,,, por p!, corrigimos a contagem
feita acima e obtemos o nimero de combinacgoes simples dos n elementos tomados p a p,

denotado por C,,,, , isto é,

Anp n!
pt pl-(n—p)

Além disso, quando selecionamos p dentre n elementos dados, restam n — p ele-

mentos nao selecionados. E interessante perceber que

ou seja,
Cn7p = C’I’Lﬂl—p'

Isso significa que, selecionar p elementos dentre n elementos dados equivale a
escolher os n — p elementos que nao foram selecionados. O nimero C,, ,,_, serd chamado
de combinacao complementar de C, ,,.

A diferenca entre a combinacao e o arranjo é que nas combinacoes a ordem
segundo a qual os objetos de um grupo podem alternar-se entre si nao importa, ja nos
arranjos a ordem dos objetos dentro do grupo ¢ importante. Podemos pensar que uma
combinagao equivale a um conjunto e um arranjo corresponde a uma sequéncia. Em
combinagoes o que se quer é escolher p objetos dentre um total de n, obviamente com
p < n, ou seja, a ideia é montar grupos de p objetos extraidos dos n disponiveis. Neste
caso, nao interessa qual objeto sera selecionado primeiro ou qual serd o tltimo, o que
importa ¢ quantos deles iremos escolher. J4 no caso dos arranjos, a ideia é formar filas,
entao além de escolher os objetos da fila, é preciso saber em quais posicoes eles serao
colocados na fila.

Os proximos problemas nos mostram como podemos aplicar o conceito de com-

binacao simples na pratica.

Problema 19 Uma microempresa ird escolher, dentre seus 6 funciondrios, apenas 2 para

representd-la junto ao Ministério Piublico. Quantas duplas podem ser formadas?
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Solucao 1: Nao interessa a ordem com que a empresa escolherd os funcionarios, logo
temos um problema de combinacao simples. Sao 6 funcionarios e queremos escolher 2, o

numero de modos distintos de se fazer isso é

6!
Coo = m = 15.

o
Solugao 2: Podemos resolver o mesmo problema usando a féormula dos arranjos. Ou seja,
calculamos primeiro o total de arranjos de 2 pessoas que podemos formar, escolhendo estas
dentre as 6 pessoas dadas; ou seja, calculamos Ago = (62—!2)! = 30 e j4 que a ordem nao
importa, como em cada escolha as duas pessoas podem permutar-se entre si, devemos
dividir o resultado obtido por 2!, obtendo como resposta % = % = 15.

o
Solugao 3: Podemos ainda resolver o problema aplicando o principio multiplicativo. Para
isto, note que ha 6 modos de escolhermos o primeiro funcionario; escolhido o primeiro,
h& 5 modos de escolhermos o segundo. Dai, pelo principio multiplicativo, temos 6 - 5 =
30. Porém, essa contagem corresponde ao dobro do valor correto, porque considera a
ordem das escolhas dos funcionarios. Para descontarmos as permutagoes dos funcionarios
escolhidos, dividimos o resultado obtido por 2-1 = 2 e obtemos % = 15.

<

Problema 20 (CETREDE, 2016) Uma empresa tem & mestres de obra e 10 pedreiros.

Quantas equipes com 1 mestre de obra e 4 pedreiros podem ser formadas?

Solucgao: Sao 5 mestres de obra dos quais queremos escolher 1, o que pode ser feito de
(51 modos; temos 10 pedreiros e precisamos escolher 4 deles, o que pode ser feito de
C10,4. Pelo principio multiplicativo, o nimero de modos de escolher o mestre de obra e o

pedreiro simultaneamente é

50 10!
Chog = —— + ——— = 1050.

Cs1 - Cho, 411! 4!. 6!

)

Logo, sao 1050 escolhas possiveis.
o

Problema 21 (IBADE, 2017) Para uma atividade lidica, o professor Mdrcio dividiu a
sua turma de 12 alunos em 3 grupos. De quantas formas distintas, de acordo com a

divisdo feita em 8 grupos, pelo professor, estes grupos poderiam estar organizados?

Solugao: Suponha que os grupos formados contenham 4 alunos cada. Para formar o
primeiro grupo, devemos escolher 4 dentre os 12 alunos citados no problema, isto ¢, Ci24;
para formar o segundo grupo, devemos escolher 4 alunos dentre os 8 restantes, logo Cyg 4;
e os 4 alunos restantes formam o terceiro grupo, ou seja, Cy4. Assim, pelo Principio

Multiplicativo, temos
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Ciga-Cga-Cya.

Perceba que, no calculo acima, estamos levando em consideracao inclusive a ordem
de escolha dos grupos, o que nao estd de acordo com o enunciado. Veja que 3 grupos
podem permutar-se entre si de 3! = 6 modos, o que implica que para cada escolha de 3
grupos temos 6 copias idénticas da mesma escolha. Logo, para evitarmos essa contagem

excessiva, devemos dividir a expressao acima por 3!, isto é

Ciga - Cga-Cya
3! ’

Portanto, a quantidade de formas distintas que esses grupos poderiam estar or-

ganizados é
12! 8! 4!

0124'084'044 1
AT s AL : : = 5775.
3l 6 (12—4) -4 (8—4)-4 (d—4)- 4l

o

Problema 22 (CESPE, 2017) Em 2015, na cidade de Sao Luis, 1560 docentes atuavam
nas escolas de ensino fundamental. Entre eles, havia 450 Marias e 150 Pedros. FEsses
1560 docentes eram distribuidos, para cada escola, de forma aleatoria. Nessa situacao,
apresente a expressao que permite determinar a quantidade de possiveis escolhas para a
formacao do primeiro grupo de 20 professores de maneira que, nesse grupo, nao haja

nenhuma Maria e nenhum Pedro.

Solugao: Em primeiro lugar, subtraimos o total de Marias e de Pedros do grupo, restando
apenas os professores que nao sao Marias ou Pedros, isto é, 1560 — 450 — 150 = 960. Agora
temos 960 professores dos quais precisamos escolher 20, portanto, trata-se de um problema

de combinacao. A resposta do problema é

960! 960!
20! - (960 — 20)! 20! - 940!

o

Problema 23 (PROFMAT, ENA, 2016) Para a selecao brasileira foram convocados 2
goleiros, 6 zagueiros, 7 meio-campistas e 4 atacantes. De quantos modos € possivel escalar

a selecao com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4 meio-campistas e 2 atacantes?

Solugao: Temos 2 opcoes de escolha para o goleiro; temos que escolher 4 dentre os 6
zagueiros disponiveis, logo sao Cgs 4 = 15 opgoes; temos que escolher 4 dentre os 7 meios-
campistas, logo sao C74 = 35 opgoes; e, finalmente, para a escolha dos atacantes temos

Cy2 = 6 opgoes. Portanto, pelo PFC, o total de modos de escalarmos a selecao é igual a

2-15-35-6 = 6300.
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Problema 24 (PROFMAT, ENA, 2015) Uma escola de educagio bdsica possui 12 pro-
fessores de matemdtica, sendo que 8 atuam exclusivamente no Ensino Fundamental e /
atuam exclusivamente no Ensino Médio. Para a organizagao da 1* Olimpiada de Matemd-
tica da escola, serd formada uma comissao de 5 professores de matemdtica, de modo que
pelo menos um deles seja professor do Ensino Médio. De quantas maneiras essa comissao

poderd ser formada?

Solugao: Inicialmente, observe que ao todo sao 15 professores, se quisermos formar co-
missoes de 5 professores sem distingao do nivel de atuacao, o total de possibilidades é
Cia5 = 792. Além disso, temos 8 professores somente no Ensino Fundamental, se qui-
sermos formar as comissoes de 5 professores pondo apenas professores do Ensino Fun-
damental, o total de possibilidades ¢ Cg5; = 56. Porém, queremos as comissoes que
tenham ao menos um professor do Ensino Médio, logo basta calcularmos a diferenca
Cia5 — Cs5 = 792 — 56 = 736, pois, com isso, eliminamos o total de comissoes que tém
apenas professores do Ensino Fundamental. Portanto, sao 736 modos de formarmos a

comissao pedida no enunciado.

2.5 Permutacoes com elementos repetidos

Suponha que queiramos contar os anagramas que podem ser formados com as
letras da palavra BATATA. Note que existem 3 letras A e 2 letras T repetidas na palavra.
Comecamos imaginando seis barras horizontais desenhadas num quadro negro, cada uma
das quais representando uma posicao, nas quais colocaremos as 6 letras que formam a
tal palavra. Iniciamos escolhendo trés dessas seis posicoes para colocarmos as letras A.
Isso pode ser feito de Cg 3 formas distintas. Em seguida, das trés posicoes vazias que
restam, precisamos escolher duas delas para colocarmos as letras T. O que pode ser feito
de (35 formas distintas. Restando, depois disso, uma tnica posi¢ao vazia na qual devemos
colocar a letra P. Ha (' ; forma de escolhermos a posi¢ao de P. De modo que, pelo PFC,
temos um total de

6! 3! 1!

: : =20-3-1 =60
6-3)-3 (3—2)0-2 (1-1) 1

Co-Cs9-Ciy =

anagramas para a palavra BATATA.

A situacgao discutida acima pode ser generalizada. Isto é, suponha que queiramos
contar o nimero de arranjos distintos de n elementos tais que n; deles sao iguais a a;, com
tentrelet, 1 <t <n.

A principio, seja Ly = n o total de lugares, e suponha que escolhemos n; desses n
lugares para colocarmos os elementos iguais a a;. Feita a primeira escolha, restam ainda

Ly = n —ny lugares dos quais podemos escolher ny, para colocarmos os elementos iguais a
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ay. Feita a segunda escolha, restam Ly = n— (ny+ny) lugares dos quais podemos escolher
ng para colocarmos os elementos iguais a as. Mantendo esse raciocinio, sucessivamente,

teremos

@
|
—

Li_l:n—(nl—f—ng—l—---—kni_l):n— le
1

J
lugares dos quais devemos escolher n; para colocarmos os elementos iguais a a;, com ¢
variando de 1 até t.

Ou seja, para cada valor de ¢ tem-se L; 1 lugares dos quais podemos escolher n;
para nestes alocarmos os elementos iguais a a;.
Ora, ja sabemos que escolher n; dentre L; | lugares disponiveis equivale & com-

binagao de L;_, tomados n; a n;, isto é, Cp, | »,. Dai, para
e Para i =1, tem-se ny e L;_; = n, donde vem

n!
OLo,nl = (Tl _ nl)' '_nl! .

e Para i = 2, tem-se ny e Ly_1 = n — nq, donde vem

(n—mny)!
[n — (n1 + ng)]! - na!”

CLth -

e Para i = 3, tem-se n3 e L3_1 =n — (n; + ny), donde vem

n— (ny + ng)]!
[n — (ny 4+ ng +nz)]! - ng!’

CLQ n3 —

t—1
e Sucessivamente, para ¢ = t, tem-se ny; e Ly 1 =n — g n;, donde vem

j=1
t—1
n— n;|!
j=1
CLt—Lnt = —1
n— | n+ n; | ! n
=1
Portanto, como
t—1
n— nt—l—z njl|!'=n—(1+ne+---+n_1+n)! =0 =1,
j=1

aplicando o principio multiplicativo e simplificando os termos iguais que aparecem simul-
taneamente no numerador e no denominador, temos que o niimero de permutacoes de n

elementos tais que n; deles sao iguais a a;, com 1 <17 <, é dado por

n!
CLOJH ’ CLL”Q T CLt—lant =

nl'ng'nt‘
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Chamando de PR, n,...n, 0 Dimero de permutagoes com elementos repetidosﬁ,

em que se tem n objetos tais que n; deles sao iguais a a;, temos.

n!
PR”;”L"%---,TH = | | I
nyl - ngl - my!

O método que acabamos de desenvolver é um bom exemplo do tipo de raciocinio
que nao é interessante de ser executado durante uma prova: porque, além do risco de se
cometer um erro em algum dos passos, também se perdera tempo em demasia.

O que ocorre em permutagoes com elementos repetidos é que a alternancia de
posicoes entre si dentre os elementos que estao repetidos nao acarreta novas configuracoes,
ou seja, se objetos idénticos trocam de posicoes entre si, entao teremos, no fim, a mesma
configuragao do inicio.

Se tivermos n objetos e dentre estes existirem r de um mesmo tipo (iguais),
entao podemos calcular o total de permutagoes dos n objetos e em seguida excluir desta
contagem as configuragoes repetidas, ou seja, as configuragoes que se dao simplesmente
pela alternancia de posicoes entre si dos r objetos idénticos; e, neste caso, o total de
permutacoes sera dado por ;—L,' Se ocorrer de haver outros p elementos de um mesmo tipo,
o total de permutacoes serd dado por r,”—]'j, Se ocorrer de existirem mais s elementos de
um mesmo tipo, entao teremos #,'q,, e assim por diante.

O raciocinio anterior consiste em se tomar o total de permutacoes dos n objetos e
sair dividindo pelo total de permutacoes dos objetos repetidos de cada tipo. Na sequéncia

vamos resolver dois problemas usando essa estratégia.

Problema 25 Um bairro é formado por 12 quarteiroes dispostos segundo a Figura 5.
Uma pessoa sai do ponto P e dirige-se ao ponto @), pelo caminho mais curto, isto €,

movendo-se da esquerda para a direita, ou de baizo para cima (na figura).

Figura 5: Bairro dos 12 quarteiroes
Q

Fonte: Forum PiR2.
Disponivel em: https://bit.1ly/36Jx9bM

Quantos caminhos diferentes ela poderd fazer?

1Veja também “Permutagoes com Elementos Repetidos” de Benevides (2016).
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Solucao: Inicialmente podemos usar a figura dada no exemplo para tracar um possivel

caminho que a pessoa pode percorrer para ir de P a QQ, obtendo assim a Figura 6.

Figura 6: Movimento no bairro
0

1] |

[
N

Fonte: Forum PiR2.
Disponivel em: https://bit.1ly/36Jx9bM

Note que a pessoa precisou fazer 7 movimentos para ir de P até Q, isto é, 4
movimentos para a direita e 3 para cima. Pondo D = direita e C = cima, podemos

representar o trajeto da Figura 6 da forma:
C,D,C,D,D,D,C

Agora, perceba que para ir de P até () pelo caminho mais curto serao necessérios 4
movimentos para a direita e 3 movimentos para cima. Entao, para calcularmos quantos sao
todos os caminhos, basta sabermos quantos sao os anagramas formados pelas permutacoes
das letras da palavra CDCDDDC, que tém repeticao de 3 letras C e de 4 letras D.

Se as letras da palavra CDCDDDC fossem todas distintas, como essa palavra
tem 7 letras, terfamos 7! anagramas. Esse ntimero conta todas as permutacoes possiveis,
inclusive as das letras C com C e das letras D com D.

Ocorre que as permutacoes das letras C e das letras D nao formam novos anagra-
mas; de fato, geram anagramas repetidos. Note que as 3 letras C podem permutar entre
si de 3! modos e as 4 letras D podem permutar entre si de 4! modos.

Podemos nos livrar dos anagramas repetidos dividindo 7! por 3! e por 4!, para
descontarmos as permutacoes das letras C e das letras D, respectivamente. Logo, o total

de anagramas é

7!
TR
Portanto, 35 é o total de caminhos para se ir de P até Q, pelo caminho mais
curto.

<

Observacao 1 O que fizemos foi calcular o total de anagramas que podemos formar com
as letras da palavra CDCDDDC, que tém repeticao de 3 letras C e 4 letras D, o que também

pode ser calculado pela formula das permutagoes com repeticao, isto €, PRr.3 4 = 3,7—'4, = 35.


https://bit.ly/36Jx9bM
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Problema 26 (PROFMAT, ENA, 2017) Um jogo € disputado em uma malha de 16
pontos, conforme a figura da esquerda abaizo. O jogador A inicia no ponto P e deve
chegar ao ponto @), podendo se deslocar apenas ao longo das retas que unem os pontos
e atingir apenas um novo ponto a cada rodada. FEm contrapartida, o jogador B inicia
no ponto () e deve chegar ao ponto P sob as mesmas condicoes. As jogadas acontecem
alternadamente, iniciando com o jogador A. Em sua vez, um jogador nao pode se deslocar

para um ponto que esteja sendo ocupado pelo outro jogador.

Figura 7: Jogo da malha

Q
e o e o
® L * *

& L L ]

® L L ]

Fonte: ENA 2017.
Disponivel em: https://bit.ly/32PrtvF

Em uma partida jd encerrada, o jogador A percorreu a trajetoria destacada na figura
da direita acima, atingindo o ponto () em 6 jogadas. De quantas maneiras diferentes o

jogador B pode ter se deslocado, sabendo que ele alcancou o ponto P também em 6 jogadas?

Solucao: Colocando a figura sobre um sistema de eixos cartesianos, tal que o ponto P
recaia sobre (0,0) e o ponto Q fique sobre (3,3), entdo o ponto R de coordenadas (1,2)
serd o unico ponto de encontro na terceira jogada do jogador A e do jogador B, uma vez
que a trajetoéria de A foi destacada na Figura 7.

Comecamos calculando o total de trajetorias possiveis que tem o jogador B ao
fazer o percurso de Q até P. Para isto, note que por qualquer caminho que B seguir,
sempre serao necessarios 3 passos na vertical “V”, de cima para baixo, e outros 3 passos
na horizontal “H”, da direita para a esquerda. Um caminho possivel seria VVHVHH, que
significa sair de Q e descer dois passos seguidos, depois dar um passo para a esquerda,
em seguida descer mais um passo e, finalmente, dar dois passos seguidos para a esquerda
chegando ao ponto P.

Temos que o total de caminhos equivale ao nimero de formas de permutarmos as
letras da palavra VVHVHH, isto é, o nimero de permutacoes com repeticao de 6 letras
em que 3 letras sao iguais a V e 3 trés letras sao iguais a H, cuja solucao é 3,6—;, = 20.

Agora vamos calcular o total de trajetérias possiveis em que o corredor B passa
obrigatoriamente pelo ponto R. Para isto, basta calcularmos o total de caminhos que B

tém para ir de Q até R, ou seja, ele precisa dar um passo para baixo e dois passos para a


https://bit.ly/32PrtvF
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direita, logo sao 2,3—'1, = 3 possibilidades. Além disso, estando B em R, o total de caminhos
que ele tem para ir de R até P, isto ¢, dois passos para baixo e um passo para a esquerda,
é dado por 1,3—'2, = 3.

Logo, existem 3 -3 = 9 caminhos possiveis para que o jogador B se desloque do
ponto (Q ao ponto P, passando pelo ponto R.

Como queremos somente os caminhos em que B ndo se encontrara com A, existem,

portanto, 20 — 9 = 11 caminhos.

2.6 Combinacoes completas

Combinagao completa se relaciona com o problema de encontrarmos solugoes para
uma equacao linear. Imagine que temos um ntmero n de objetos distintos e queremos
escolher uma quantidade p desses objetos, de tal forma que cada objeto possa ser escolhido
até p vezes. Seja x; o namero de vezes que o objeto i é escolhido. O total de modos de
selecionarmos p dentre os n objetos dados é equivalente ao niimero de solugoes inteiras

nao-negativas da equagao
T1+22+--+x,=Dp

Para obtermos as solugoes dessa equacao, vamos representar os p objetos a serem

escolhidos por p barras “ |”

e notemos também que a equacao linear acima possui n

“ 7 localizados entre essas variaveis. A

varidveis, logo tem-se n — 1 sinais de mais
resposta para o problema equivale ao calculo do ntimero de formas possiveis de se fazer
um arranjo incluindo as p barras e os n — 1 sinais de mais, isto ¢, um total de p+n — 1
elementos. O que significa calcular as permutacoes de p +n — 1 elementos com repeticao

de p barras e de n — 1 sinais de mais. A solucao do problema sera dada por

(p+n—1)!
pl-(n—1)"

Além disso, perceba que o lado direito da equacgao acima é equivalente & combi-

PRernf lin—1,p —

nacao Cpin_1,p, em que p+n — 1 objetos sao tomados de p a p. Ou seja,

o _(p+n—1)
p+n—1p — p! . (n _ 1)' :

O nimero Cpyp—1, = CR,,, nos da o total das chamadas combinagoes completas
(ou com repeti¢ao) de p + n — 1 objetos tomados p a p. Isso mostra que combinagoes
completas nada mais sao do que um caso especial de permutacoes com elementos repetidos,
o que faz a analise de uma combinacao com repeticao recair num caso de permutacao com

repeticao. Vejamos os proximos problemas.
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Problema 27 (UNIRIO, 2000) Uma pessoa quer comprar 6 empadas em uma lancho-
nete. Hd empadas de camarao, frango, legumes e palmito. Sabendo-se que podem ser
compradas de zero a seis empadas de cada tipo, de quantas maneiras diferentes essa com-

pra pode ser feita?

Solucgao: A priori, observe que as empadas sao todas idénticas, pois a troca de uma
empada de palmito por uma de frango nao vai acarretar nova configuracao, e isso é
caracteristica de um problema de combinacao completa ou combinagao com repeticao. Se
os nimeros de empadas de camarao, frango, legumes e palmito forem, respectivamente,

C, F, Le P, e a pessoa quiser comprar 6 empadas, podemos escrever a seguinte equacao
C+F+L+P=6.

Dai, o nimero de solugoes nao-negativas da equacao acima equivale a resposta ao
problema enunciado na questdo. Note que, as seis empadas equivalem a 6 barras ‘|’ as
quais devem ser permutadas conjuntamente com 3 sinais de mais ‘ +’. Abaixo ilustramos

uma das configuragoes possiveis:
[+ T+ 1+

Agora, basta calcularmos o total de modos de permutarmos esses 9 objetos, dos
quais 6 sao barras e 3 sao sinais de mais, isto é, uma permutagao com repeticao, cuja
solucao é dada por

9!

PR9;4,3 = m =

84.

&

Observacao 2 Poderiamos simplesmente usar a formula que calcula o nimero de com-
binagoes completas. Bastando fazerp=6 en =4, logop+n—1=6+4—-1=9, comp
sendo o numero de empadas e n o nimero de varidveis da equacao C' + F + L+ P = 6.
O que gera o mesmo resultado obtido acima, isto €, Ceyz6 = Cop = (9%!)!.6! = &4.

Problema 28 (ENEM, 2017) Um brinquedo infantil caminhdo-cegonha é formado por

uma carreta e dez carrinhos nela transportados, conforme a figura.

Figura 8: Caminhao-cegonha

Pl eecooe
-

Disponivel em: https://bit.ly/3pFlrr6

Fonte: ENEM 2017.
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No setor de producao da empresa que fabrica esse brinquedo, € feita a pintura de todos
0s carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. Sao utilizadas as cores:
amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho é pintado apenas com uma cor. O
caminhao-ceqgonha tem uma cor fira. A empresa determinou que em todo caminhao-
cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponiveis.
Uma mudanga de posicao dos carrinhos no caminhao-cegonha nao gera um novo modelo
do brinquedo.

Com base nessas informacoes, quantos sao os modelos distintos do brinquedo caminhao-

cegonha que essa empresa poderd produzir?

Solucao: Dispomos de 4 cores para pintar os 10 carrinhos, tal que se tenha pelo menos
um carrinho de cada cor. Note que os carrinhos sao todos iguais, logo, trata-se de um
problema de combinacao completa. Entao suponha que existem a+ 1 carrinhos amarelos,
b+ 1 brancos, [ + 1 laranja e v 4+ 1 verdes. Somando essas quantidades e igualando a 10,

temos:
a+14+b+1+1+1+v+1=10,
ou seja,
a+b+1l+v=6.

Perceba que ja temos garantido que ha, no minimo, um carrinho de cada cor,
estes ja ocupam 4 posicoes no caminhao-cegonha, restando apenas 6 posicoes a serem
ocupadas. A resposta do problema agora equivale ao calculo do ntimero de maneiras de
organizarmos 4 carrinhos nas 6 posicoes restantes, considerando a repeticao. Fazendo
p=6en=4entaiop+n—1=6+4—1=9, em que p é o nimero de carrinhos e
n o nimero de variaveis da equacao acima. Daf vem que C,4,_1, = Cy¢ corresponde ao

numero de brinquedos que a empresa podera produzir. Assim, temos

9!
Cog = ——— =84,
#0779 -6)!- 6!

o
Observacao 3 Embora o problema que acabamos de resolver seja contextualmente dife-

rente do anterior, o fato de eles terem a mesma equacao linear 0s faz possuirem também

a mesma solucao.

Problema 29 (UNIRIO, 2011) Calcule o nimero de maneiras diferentes pelas quais po-
demos repartir uma diuzia de balas iguais entre trés criancas, de modo que cada uma

receba, pelo menos, uma bala.
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Solucao: Note que o fato das 12 balas serem todas iguais é uma das caracteristicas das
combinacoes completas. Além disso, como cada crianca deve receber, pelo menos, uma
bala, entdo suponha que as criancas Cp, Cy e C3 recebam b; + 1, by + 1 e b + 1 balas,

respectivamente. Assim, temos a equacao
(b1 +1) + (b + 1) + (b3 + 1) = 12,
ou seja,
by + by + b3 = 9.

A resposta do problema proposto equivale ao nimero de solu¢des nao-negativas
que a equagao acima possui. Nessa equacao, temos que o total de balas ¢ 9, as quais
representaremos por 9 barras verticais * | ’, que devem permutar-se conjuntamente com 2

sinais de mais ‘ +’. Abaixo ilustraremos uma das configuragoes possiveis.

T+ THET T

Agora basta calcularmos o total de modos de permutar esses 11 objetos, dos
quais 9 sao barras e 2 sao sinais de mais. Trata-se de uma permutacao com repeticao,

cuja solucao é

o

Observacao 4 Poderiamos simplesmente usar a formula que calcula o nimero de com-
binacgoes completas. Bastando fazerp=9 en =3, entacop+n—1=94+3—-1=11, com
p itgual ao numero de balas e n sendo o niumero de varidveis da equacao by + by + by = 9.

Donde Cy16 = (11i—12')12' = b5, chegando ao mesmo resultado.

Problema 30 (CESGRANRIO, 2010) Uma loja vende barras de chocolate de diversos
sabores. Em uma promocao, era possivel comprar trés barras de chocolate com desconto,
desde que estas fossem dos sabores ao leite, amargo, branco ou com améndoas, repetidos
ou nao. Assim, um cliente que comprar as trés barras na promocao poderd escolher os

sabores de n modos distintos, sendo n igual a?

Solugao: Sejam [, a, b e s os sabores leite, amargo, branco, améndoas, respectivamente.

Queremos comprar 3 barras de chocolate, entao podemos escrever a seguinte equacao

l+a+b+s=3.
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A resposta ao problema proposto equivale ao nimero de solucoes nao-negativas da
equacao acima, onde 3 equivale ao total de barras de chocolate, as quais representaremos
por 3 barras verticais ‘ | ’, que devem ser permutadas conjuntamente com 3 sinais de mais

‘+’. Abaixo, ilustraremos uma das configuragoes possiveis
[ +1+ 1+

Agora basta calcularmos o total de modos de permutarmos esses 6 objetos, dos
quais 3 sao barras e 3 sao sinais de mais. Trata-se de uma permutagao com repeticao,

cuja solucao é

6!
PR6;373 — ﬂ — 20

&

Observacao 5 Poderiamos simplesmente usar a formula que calcula o nimero de com-
binagoes completas. Bastando fazer p =3 en =4, entaop+n—1=3+4—-1 =6,
com p sendo o numero de barras de chocolate e n o numero de varidveis da equacgao

l4+a+0b+s=3. Logo, 0673:(6$!)!-3!:20'

Problema 31 (CESGRANRIO, 2012) Uma pessoa dispoe de balas de hortela, de cara-
melo e de coco e pretende montar saquinhos com 13 balas cada, de modo que, em cada
saquinho, haja, no minimo, trés balas de cada sabor. Um saquinho diferencia-se de outro
pela quantidade de balas de cada sabor. Por exemplo, seis balas de hortela, quatro de coco
e trés de caramelo compoem um saquinho diferente de outro que contenha seis balas de
coco, quatro de hortela e trés de caramelo. Sendo assim, quantos saquinhos diferentes

podem ser montados?

Solucao: Sejam H, M e C os saquinhos com balas dos sabores horteld, caramelo e
coco, respectivamente. Cada saquinho tem que conter 13 balas, entao podemos escrever

a seguinte equacao
H+ M+ C=13.

Além disso, temos a restricao de que cada saquinho deve conter, pelo menos,
3 balas de cada sabor. O que nos sugere uma mudanca de variavel. Isto é, fazendo

H=3+h, M =3+meC =3+ ce substituindo na equagao acima, temos
B+h)+B+m)+ (3+c)=13.
Reescrevendo,

h+m+c=4.
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A resposta do problema proposto equivale ao ntimero de solu¢ées nao negativas
da equacgao acima, em que 4 equivale ao total de balas que o saco deve conter, as quais
4 ‘ )

representaremos por 4 barras verticais , a serem permutadas conjuntamente com 2

sinais de mais ‘ +’. Abaixo, ilustraremos uma das configuracdes possiveis.
[+ 1]+

Vamos calcular o total de modos de permutar esses 6 objetos, dos quais 4 sao

barras e 2 sao sinais de mais. Trata-se de uma permutacao com repeticao, cuja solucao é

6!

PRg.40 = a2 =

15.

<

Observacao 6 Poderiamos simplesmente usar a formula que calcula o numero de com-
binacoes completas. Bastando fazerp=4en =3, entcop+n—1=44+3—-1=6, comp
sendo o numero de barras de chocolate e n o nimero de varidveis da equacao h-+m+c = 4.

DCL’L/, 06,4 = (6%')'4' = 15.

Problema 32 Quantas sao as formas possiveis de colocarmos 7 anéis idénticos nos dedos

de uma das maos? E se os anéis forem distintos?

Solucgao: Se os anéis sao idénticos, tudo o que temos que fazer é decidir quantos deles
devem haver em cada dedo. Eis um problema de combinacao completa, observe que a
alternancia das posicoes dos anéis nao acarreta nova configuracao. Sejam x1, o, T3, T4 €
x5 as quantidades de anéis nos dedos 1, 2, 3, 4 e b, respectivamente. Decidir quantos anéis
deve haver em cada dedo equivale a procurar por todas as solucoes inteiras e nao-negativas
da equacao

X1+ To+ T3+ T4+ Ty :7,

naqualp=7,n—-1=4en+p—1=11, cuja solucao é

1 11-10-9-8-7!
A1 7 4.3.2.7

Cn+p—1,p = C7+4,7 = C111,7 = = 330.

Logo, existem 330 formas de escolhermos os 7 lugares em que serao colocados os
7 anéis.

Ja se os anéis forem distintos, além de escolhermos os lugares que eles devem ficar,
o que pode ser feito de 330 formas, também temos que calcular quantas sao as formas de
permutarmos os 7 anéis de posicao, o que pode ser feito de 7! = 5040 modos. E, neste
caso, existem

330 - 5040 = 1663200

formas de executarmos a acao pedida. o
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2.7 Permutacoes circulares

Permutagoes circulares consistem de agrupamentos de conjuntos de objetos em
ordem circular. Ocorrem quando grupos de objetos distintos posicionam-se ao redor de
uma circunferéncia. Isto é, sejam dados tq,1s,...,t,, n elementos distintos. Imaginemos
como esses n elementos podem ser posicionados ao redor de um circulo, como na Figura
9. Cada uma das maneiras de distribuir tais elementos ao redor do circulo é chamada
de permutacao circular dos elementos ¢, 1%, ...,t,. Consideramos duas distribuigoes que
coincidem por meio de rotagoes como sendo a mesma.

A primeira constatacao que devemos fazer é que as permutacoes circulares tais
como (t1,ta,t3, ..., tn), (ta, 3, .oyt t1)seens (tn, t1, Lo, ..., ty_1) sd0 idénticas duas a duas, pelo
fato de que qualquer uma delas pode ser obtida de uma das outras por meio de uma
simples rotacao, isso porque uma rotacao muda todos os elementos de posicao, porém
cada elemento mantém sua posicao relativa aos outros elementos que compoem a roda; ji
(to,t1,t3, ..., t,) € uma configuracao distinta das anteriores, uma vez que, fixados os outros

elementos, t; trocou de posi¢ao com t,, e isso nao pode ser obtido por uma rotacgao.

Figura 9: n objetos num circulo

Fonte: o autor

A segunda constatacdo é que com os n elementos em volta do circulo podem ser
feitas n rotacoes, todas elas gerando uma mesma configuracao. Ja sabemos que n elemen-
tos permutam-se de P, = n! modos, e se esses elementos estao em volta de um circulo,
cada permutacao tera n copias idénticas, isto é, que nao representam novas configuracoes.

Para eliminarmos as configuracgoes repetidas, basta dividirmos P, por n. Logo, o
ntmero de configuracgoes distintas serd dado por

P, nl

PC,=""="=(n-1)
Co= 2=t -1

em que PC,, denota o nimero de permutacgoes circulares de n elementos.

Problemas de permutagoes circulares raramente aparecem em provas de concurso
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publico ou vestibulares, mas quando aparecem seguem o modelo dos problemas que vere-

mos a seguir.

Problema 33 De quantas formas 7 criancas podem brincar de roda, de modo que Joao

e Maria, duas dessas criancas, figuem sempre juntas?

Solugao 1: Inicialmente, imaginemos uma caixa na qual colocaremos Joao e Maria den-
tro. Agora vamos permutar essa caixa juntamente com as outras 5 criancas ao redor do

circulo, isto é, permutacao de 6 elementos. Temos um total de
PCgs = (6 —1)! =5!=120.

Porém, para cada configuracao, Joao e Maria podem permutar de 2! modos

dentro da caixa. Pelo PFC, o total de modos de organizar as criancas na brincadeira é
21 PCs =2 - 120 = 240.

o
Solucao 2: Podemos utilizar o PFC para resolver esse exercicio de uma outra forma.
Para isto, tentaremos montar essa roda pondo crianca por crianca em seus respectivos
lugares. Comecamos por colocar Maria na roda, uma das criancas da restri¢ao. Se vamos
escolher Maria em primeiro lugar, ha apenas 1 modo de escolher. Note que qualquer
lugar em que ela for colocada sera indiferente, ji que os lugares nao estao inicialmente
marcados. Depois que Maria ocupa um lugar na roda, os outros lugares ficam marcados.
Vamos agora colocar Joao na roda. Sabemos que ele deve ficar & esquerda ou a direita de
Maria, logo ha 2 possibilidades. As outras 5 criancas ocuparao os 5 lugares vazios de 5!
modos. Pelo PFC, temos 1 -2 - 5! = 240.

o

Problema 34 Joao, Maria e Cristina vao brincar de roda, juntamente com outras 7
criancas. De quantas formas essa roda pode ser formada, de modo que essas trés crian¢as

fiquem juntas, sendo que Jodao deve ficar sempre entre Maria e Cristina?

Solucao 1: Inicialmente, imaginemos uma caixa na qual colocaremos Joao, Maria e
Cristina dentro. Agora vamos permutar essa caixa juntamente com as outras 7 criancas

ao redor do circulo, isto é, uma permutacao de 6 elementos. Temos um total de
PCg = (8 —1)! = 7! = 5040.

Dentro da caixa, Joao deve ficar sempre entre Maria e Cristina, podemos permutar
Maria e Cristina de 2! modos. E pelo PFC, o total de modos de organizar as criancas na
brincadeira é
2! PCg =2 - 5040 = 10080.
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o
Solugao 2: Para resolvermos o problema de outra forma, podemos comecar a montar essa
roda pondo crianca por crianca em seus respectivos lugares. Iniciamos colocando Joao
na roda, uma das criancas da restrigdo. Se vamos escolher Jodao em primeiro lugar, ha
apenas 1 modo de escolher. Note que a posicao em que Joao sera colocado é indiferente,
j& que os lugares nao estao inicialmente marcados. Depois que Joao ocupa um lugar na
roda, os outros lugares ficam marcados. Agora devemos colocar as duas meninas “Maria
e Cristina” na roda, que devem ficar nas duas posi¢oes uma a esquerda outra a direita,
ao lado de Joao, logo ha 2! modos de alocarmos as meninas. As outras 7 criancas
podem ser distribuidas nas sete posicoes restantes de 7! = 5040 modos. Pelo PFC, temos
1-2!- 7= 10080.

o
Problema 35 De quantos modos 5 casais podem formar uma roda de ciranda de forma
que cada homem permaneca ao lado de sua mulher? E se houver a restricao de que pessoas

do mesmo sexo nao podem ficar juntas?

Solucao: Podemos comecar calculando o ntimero de formas de se colocar os 5 casais na

roda, isto é,
PCs=(5—1)! =24.

Nessa situacao, note que a mocga pode estar a esquerda ou a direita do homem
formando o primeiro casal, no caso, 2 possibilidades; o mesmo ocorre com os demais

casais, 2 possibilidades para cada. Pelo PFC, temos
2% . PCs = T68.

Consideremos a restricao de que pessoas do mesmo sexo nao podem ficar juntas.
Podemos comecar pondo os 5 homens na roda, e sabemos que eles podem ser permutados
de PCs = 24 modos. Para distribuirmos as mulheres na roda, temos 2 possibilidades, isto
é, cada mulher pode ser posta a esquerda do marido, essa é uma configuracao possivel,
ou cada mulher pode ser posta a direita do marido, que é a outra configuracao possivel.
Pelo PFC, temos

2. PCs =224 = 48.

<

Problema 36 De quantos modos 5 mulheres e 6 homens podem formar uma roda de

ciranda de modo que as mulheres permanecam juntas?

Solucao: Imagine as 5 mulheres dentro de uma caixa. Agora vamos permutar esse bloco
conjuntamente com 6 homens, isto é, uma permutacao circular de 7 objetos, o que resulta

em
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PCy = (7— 1)1 = 6l.

Além disso, perceba que as 5 mulheres podem ser permutadas, dentro da caixa,
de 5! modos. Pelo PFC, temos

5!- PC7 = 5! 6! = 864000.

<

Problema 37 De quantos modos 24 criancgas podem ocupar os doze bancos de dois lugares

numa roda gigante?

Solucao: Ja que temos 24 criancas, podemos ocupar cada um dos doze bancos da roda

com uma dupla de criancas. O total de modos de fazer isso é

Como cada dupla de criancas pode mudar de lugar com o seu parceiro, no banco,
h& 2 modos de alocarmos a primeira dupla, 2 modos de alocarmos a segunda, e assim por

diante. Portanto, o total de modos de executarmos a tarefa é
211111 = 39916800.

<

Problema 38 Mariana ird fazer uma pulseira cravejada com um rubi, uma esmeralda,
um topdzio, uma dgua-marinha, uma turmaling e uma ametista, para usar no seu braco
esquerdo. De quantas formas isso pode ser feito se a pulseira nao terd fecho e o braco

puder entrar nela nos dois sentidos?

Solugao: Sao 6 pedras formando uma pulseira, que tem a forma de um circulo, elas

podem ser postas, na pulseira, de
PCs = (6 —1)! = 5! = 120.

Note que, se a pulseira nao tiver fecho e se ela puder entrar em dois sentidos no
braco, cada troca de sentido ir4 gerar uma configuragao que pode ser levada a configuragao
anterior por meio de uma simples rotacgao, isto é, trocas de sentido geram configuracoes
repetidas. Para corrigirmos o resultado acima, vamos dividi-lo por 2, isto é,

PCs 120
2 2

60.

&

Problema 39 Cada uma das 8 faces de um prisma hexagonal reqular deve ser pintada
com uma unica cor, escolhida entre 8 cores diferentes, sem que haja repeticao de cores.

De quantas formas isso pode ser feito?
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Solucao: Podemos comegar pintando as faces hexagonais. Dai, como cada face do prisma
deve ser pintada com uma tnica cor, precisamos escolher 2 das 8 cores disponiveis para

pintarmos as faces hexagonais, o que pode ser feito de

8!
= -
Cs2 (8—2)!-2l ;

Para pintarmos as 6 faces retangulares laterais, perceba que elas formam um
circulo, e geram, portanto, uma permutacao circular das 6 cores restantes. Logo, o nimero

de modos de pintamos as faces laterais é
PCs = (6 —1)! = 5! = 120.
Aplicando o PFC, temos

Cso - PCg = 28 - 120 = 3360.



3 APROFUNDAMENTOS DE
COMBINATORIA

Agora trataremos de alguns tipos de problemas de combinatéria que aparecem
com menor frequéncia em provas de vestibulares e concursos, porém sao bastante tteis
para quem quer construir um conhecimento mais profundo acerca do assunto. Antes, ve-
jamos o resultado seguinte que embora seja extremamente simples de enunciar e entender,

tem aplicacoes nada triviais.

3.1 Principio da Casa dos Pombos

Os métodos de contagem estudados até aqui estdao todos relacionados ao calculo
do nimero de maneiras em que uma determinada experiéncia pode ocorrer. Agora vamos
conhecer um novo instrumento de contagem, cuja finalidade é descobrir se determinado
fendmeno pode ou nao acontecer, este é denominado Principio da Casa dos Pombos ou
Principio de Dirichletﬂ Esse principio é de muita utilidade e pode ser apresentado em
linguagem popular pela informacgao 6bvia de que, se existirem mais pombos que casas, tera
de existir alguma casa com dois ou mais pombos. Em problemas envolvendo esse principio,
serd muito 1util considerarmos a pior das hipdteses em que o dado fendmeno possa se
dar, isto é, o que for mais improvavel de ocorrer referente ao determinado fenémeno. O

Principio da Casa dos Pombos, em seu formato mais simples, afirma que:

Principio da Casa dos Pombos: Se distribuirmos n + 1 pombos em n casas, entao

alguma das casas conterd, pelo menos, dois pombos.

Para justificar esse principio, podemos raciocinar por absurdo. Isto é, suponha-
mos que em nenhuma das casas seja depositado mais de um pombo. Entao, em cada
uma das n casas haverd um ou nenhum pombo, logo teremos um total de no maximo n
pombos depositados nas n casas, o que é absurdo, ja que, por hipotese, devemos ter n + 1
pombos. Ora, a contradicao veio de termos suposto que nao hé casas com mais de um
pombo dentro.

Vamos agora utilizar esse principio para resolver trés problemas que ocorrem com

frequéncia em provas.

Problema 40 Qual o menor nimero de pessoas num grupo para que possamos garantir

que, pelo menos, quatro pessoas “aniversariam” no mesmo més?

®Vide “Matemética Discreta” de Morgado e Carvalho (2014).
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Solucgao: Vamos imaginar a pior situagao possivel, isto ¢, suponha que temos 12 pessoas
num grupo e cada uma delas faca aniversario num meés diferente de todas as outras. Logo,
cada uma dessas pessoas faz aniversario em um més diferente das demais, ja que temos
12 meses no ano. Dali, se mais 1 pessoa for acrescentada ao grupo, agora com 13 pessoas
tem-se, inevitavelmente, que uma delas fard aniversario no mesmo dia de uma das outras
pessoas da sala, porque agora o ntimero de meses ¢é inferior ao niimero de pessoas.

Seguindo esse raciocinio, suponha que temos 36 pessoas no grupo e, na pior das
hipoteses, 3 delas nasceram em janeiro, 3 em fevereiro, 3 em marco, e assim por diante...
entao, todos os meses do ano estarao ocupados com exatamente 3 pessoas.

Se considerarmos que mais uma pessoa seja adicionada ao grupo em questao,
esta terd que aniversariar num dos meses ja ocupados por trés pessoas, ou seja, havera 4
pessoas fazendo aniversirio no mesmo mes.

Portanto, o total de pessoas necessarias para garantirmos que 4 delas fazem ani-
versario no mesmo més é 36 + 1 = 37.

<

Observacao 7 Podemos raciocinar como se cada pessoa fosse um pombo e cada més do
ano representasse uma casa de pombo. Assim, queremos saber a quantidade minima de
pombos (pessoas) para garantirmos que haverd alguma casa (més do ano) com, pelo menos,

4 pombos.

Problema 41 (FCC, 2014) Uma urna contém 14 bolas vermelhas, 15 pretas, 5 azuis
e 11 verdes. Retirando-se ao acaso uma bola por vez dessa urna, o nimero minimo de

retiradas para se ter certeza que uma bola azul esteja entre as que foram retiradas €7

Solugao: Para termos a certeza de que uma bola azul saird da urna, nossa estratégia
¢ pensarmos no pior cendrio possivel, isto é, poderiamos retirar dessa urna ao acaso,
em qualquer ordem, de uma em uma as 14 bolas vermelhas, as 15 bolas pretas e as 11
bolas verdes sem que nenhuma das 5 bolas azuis fosse retirada, isto é, um total de 40
bolas. Nessas condi¢oes, a urna agora teria apenas bolas azuis. Logo, se mais uma bola
for retirada da urna, inevitavelmente, ela serd uma bola azul. Portanto, é necessario a
extracao de, pelo menos, 41 bolas da urna para termos a certeza de que uma delas é uma
bola azul.

o

Observacio 8 E claro que uma bola azul poderia sair logo nas primeiras extracées, porém
nao € certo que isso aconteca. O que o problema pede € que se tenha certeza absoluta de
que uma bola azul estard entre as extraidas da urna, por isso precisamos considerar um
caso extremamente improvdvel, que € sair todas as bolas de outras cores que nao a azul,

restando apenas bolas azuis na urna.



CAPITULO 3. APROFUNDAMENTOS DE COMBINATORIA 53

Problema 42 (FCC, 2019) As pecas de um jogo estio todas dentro de um saco opaco.
Elas vém em 4 formatos diferentes e cada peca estd numerada com um nimero dentre 0s
sequintes: 1, 2, 3, 4 ou 5. Qual a menor quantidade de pecas que devem ser retiradas
aleatoriamente do saco para garantir que se tenha, apos a retirada, pelo menos 4 pecas de

um mesmo formato e 8 pecas com a mesma NUMETacao?

Solugao: Queremos retirar do saco, no minimo, 4 pegas de mesmo formato e 3 pegas com
a mesma numeracao. Entao vamos imaginar que as pecas sao em forma de quadrado “Q)”,
triangulo “7T7; losango “L” e circulo “C”. Como cada peca ird receber um niimero dentre

os numeros 1, 2, 3, 4 e 5, entao temos 20 casos possiveis, que sao

(@1) (@2) (@3) (@4 (@5
(T,1) (T,2) (T,3) (T,4) (T,5)
(L,1) (L,2) (L,3) (L,4) (L,5)
(C,1) (C,2) (C,3) (C,4) (C,5)

Como sao dois modelos distintos de pecas, vamos analisa-los individualmente:
I — 3 pecas com mesma enumeragao: Suponha que ocorra a pior situacao possivel, que
seria a de retirarmos as primeiras cinco pecas e todas elas terem numeragoes distintas.
Por exemplo, as cinco pegas poderiam ser os cinco quadrados (@, 1), (Q,2), (@, 3), (Q,4)
e (@,5) da primeira linha. Se uma sexta peca fosse retirada do saco, digamos (T, 2),
inevitavelmente, ela teria mesma numeragao de alguma das outras pecas ja extraidas do
saco. Suponha que, além dos cinco quadrados, mais cinco pecas de numeragoes distintas
sao extraidas do saco, por exemplo, os cinco triangulos (7', 1), (T,2), (T, 3), (T,4) e (T, 5).
Nessas condigoes, com qualquer nova peca extraida do saco, digamos (C,3), teremos,
inevitavelmente, 3 pegas de mesma numeragao, isto é, (@,3), (7,3) e (C,3). Logo, 11
pecas sao suficientes para garantirmos que ao menos 3 delas tenham a mesma numeragao.
IT — j pecas com mesmo formato: Suponha que ocorra a pior situacao possivel, isto €,
que retiremos 4 pecas e elas sejam todas de formatos distintos, por exemplo, (Q,1), (7, 1),
(L,1) e (C,1) que sao todas de mesma numeracao e representam a primeira coluna da
tabela. Entao, se extraissemos uma quinta peca, ela seria, inevitavelmente, do mesmo
formato que alguma das outras pecas ja extraidas do saco. Se, além dessas quatro pecas,
extrairmos mais 4 pegas de formatos distintos, digamos (Q, 2), (7, 2), (L,2) e (C,2), que
tém mesma enumeracao e estao na segunda coluna da tabela, entao a préxima peca que
sair nos garante que teremos 3 pecas de mesmo formato extraidas do saco. Extraindo
mais quatro pecas, digamos (@, 3), (T,3), (L,3) e (C,3), teremos, finalmente, a certeza
de que, se mais uma peca for extraida do saco, haverd 4 pecas de mesmo formato. Por
exemplo, se (@,4) for extraida, teremos (Q, 1), (Q,2), (Q,3) e (Q,4), quatro pegas de
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mesmo tipo. Portanto, é necessaria a extracao de 13 pecas para termos a certeza de que
havera 4 delas de mesmo formato.

Note que com 11 pecas ou mais a restricao I é atendida e com 13 pecas a restri-
cao II é atendida, logo bastam 13 pecas para garantirmos que sejam atendidas as duas
restricoes do problema. Portanto, bastam 13 pecas serem extraidas para que tenhamos a

certeza de que haja 4 pecas de mesmo formato e 3 pecas de mesma enumeracao.

3.2 Binémio de Newton

O Binémio de Newton é a expressao que surge quando se faz o desenvolvimento
do produto (x + a)".

Para se desenvolver essa formula é necessario algum conhecimento prévio sobre
analise combinatoria, porque os coeficientes binomiais, que sao os fatores multiplicativos
que aparecem multiplicando as poténcias de x em cada uma das parcelas do desenvolvi-
mento do binémio, sao obtidos pela féormula que fornece o nimero de combinacoes simples
de n objetos tomados p a p, isto é, seus coeficientes sao da forma C,, ,,, com p entre 0 e n.

O que definimos por Binémio de Newton ¢ a seguinte relagao:
(x4 a)" = Cppa’x™ + Cpra*z™ ' + Cpoa®s™" 2 + -+ + Cpppya™ 2! + Cp, pa"a?
em que C,, ,, com 0 < p <n, é o nimero binomial dado por

n!

AR

O desenvolvimento do binomio é feito multiplicando-se o fator (x + a) por ele
mesmo um nimero n de vezes, isto é,
(x+a) - (xr+a) - (v+a).

-~
n VeEZES

A prova da validade da expansao binomial pode ser feita aplicando-se induc¢do
sobre n associadamente a relacao de Stifel, que afirma que Cy 41 p+1 = Cppi1 + Cpp. Caso
o leitor tenha interesse em ver essa prova, ela pode ser encontrada com detalhes numa
dissertagao de Silva (2013).

Nos interessa descrever um termo geral para o desenvolvimento binomial, isto €,
vamos encontrar uma expressao que nos forneca qualquer uma das parcelas que aparecem
na expansao de (z+a)". Para isto, vamos desenvolver (z+a)" e observar o comportamento

dessa expansao.

J/ J/

(I’ + a)n — Cn,anxn + Omlalx”_l + Cn72a2x7b_2 N Cn,n—lan_l-rl + C’nvna"xo.
——— —_——— —

-~ -~

Ty Ts Ts Thn Thi1
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Temos que Ty = C), 0a’z™ é 0 1° termo da parcela; Ty = C,, 2a%2" 2, 0 2° termo;
Ty = Cpoa*z" 2, 0 & termo; e assim por diante, Ty = C,,a" Pa? é o (p + 1)—ésimo
termo.

Com base nesse padrao, o (p + 1)—ésimo termo da expansao sera dito o termo

geral do binémio, ou seja,
Ty = Cypa" PaP.

Supondo * = a = 1 e substituindo na expressao correspondente do binomio,
efetuados os célculos, vemos que a soma dos coeficientes do binémio resultante tem valor

2"™. Vejamos:
(A1+1)"=Cho- 11"+ Cp - 111" 4+ Cpp- 121" 24 4+ Cp g 11N 4Oy - 1710,
isto &,
Cn,O + CYn,l + Cn,2 +-+ Cn,nfl + Cn,n = 2"

Dai, para cada valor de n = 0, 1, 2, 3, ... se tem a soma dos coeficientes relativa
a expressao binomial correspondente.
Problema 43 (PUC/RJ, 2017) Qual é o coeficiente de x* no desenvolvimento da ex-
pressio (2z — 1)5¢

Solugao: Inicialmente, perceba que (2x — %)6 ¢ um bindémio, logo seu termo geral é da

forma

1\? 1\?
Thy = C6,p(2x)6_p (‘) = (26_p)06,p376_p <5) .

X

z6-P
xP

precisamos descobrir o valor do fator 262C,, quando se tem %% = 2| isto é, quando

= 257P7P = 26-2P Queremos obter o coeficiente de 22, ou seja,

Perceba que

6 — 2p = 2, o que implica p = 2.

Dai, substituindo p = 2 em (2577)Cj,, temos que

, 6!
6—2 _ 94, I . =
(26-2)Cgo = 2 =] 16 - 15 = 240.

Portanto, o coeficiente de z? é igual a 240.

&

Problema 44 (IBADE, 2018) O termo independente de x no desenvolvimento do bino-

mio de Newton (z + 5)° €2

Solucao: Temos um binémio cujo termo geral é da forma
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1\" 1
Tyi1 = Copa®? (x_) = Copa™? (?)

O termo independente do binémio é aquele que nao possui poténcia de z, ou

melhor, que apresenta a poténcia 2°. Assim, queremos obter o coeficiente de x°.

Para isto, perceba que 2977(=;) = 2%~ Entao, fazendo 2°% = 2°, temos que
9 —3p =0, ou seja, p = 3. Agora, basta substituirmos p = 3 na expressao do termo geral

e simplificarmos, obtendo

9!

1
T3+1 = CY9,3'7:9_3 (173> = 09,35[;0 = l:m} 20 = 8420,

Portanto, o termo independente do binémio dado é 84.

<

Problema 45 (CONSULPLAN, 2010) Qual € o valor do nimero k no desenvolvimento

de (23 + %)8 para que o coeficiente numérico do termo em x° seja 567

Solucao: Comegamos escrevendo o termo geral do binomio dado, isto é,

T _ o (:L,S)S—p i p _ 0871)‘,[/.241.731)]{:1? _ C’&pkpx%ff)p.
pHLT R 202 W2 o0

Queremos informacao acerca do coeficiente que multiplica a poténcia x”; logo,
fazendo %" = 2%, entdao 24 — 5p = 9, ou seja, p = 3. Dali, substituindo p = 3 na

expressao do termo geral, temos

0873]63.1,2475-3 0873163179

T
4 23 8

Como foi dado que T = 562, fazendo Ty = T', temos que

Cly 5k? 8l k3
8§’ 20 = 5617 = s g =00 = T3 =56 = k=2

&

Problema 46 (ITA, 2001) Sabendo que é de 1024 a soma dos coeficientes do polindmio
em x ey, obtido pelo desenvolvimento do binémio (x + y)™, temos que o nimero de

arranjos sem repeticao de m elementos, tomados 2 a 2, €%

Solugao: Inicialmente, fazemos x = y = 1 e substituimos em (x + y)™, donde resulta
(I+1)m™=2m

Sabemos que este valor equivale a soma dos coeficientes do binémio, e o problema
nos informa que essa soma ¢ de 1024, isto ¢, 2™ = 1024, donde m = 10.

Para calcularmos o ntimero de arranjos de 10 elementos tomados 2 a 2, basta

fazermos Aypo = = 90. Portanto, sao 90 casos.

10!
(10—2)!
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3.3 Triangulo de Pascal

Ao desenvolvermos todas as poténcias da forma (z + a)” obtemos as seguintes

relacoes binomiais:

2 =122 + 2xa + 1a?

3 =123 + 32%a + 3xa® + 1a®

4= 12* +42%a + 62%a® + 4xa® + la*

® = 12° + 5xta + 102%a® + 102%a® + 5xa* + 1a®

(:C + a)n — n70a0‘rn + Cn’lalxn—l _|_ . + Cn’nflan_lxl + Cn’nanl,o

Agora, coletamos apenas os coeficientes das parcelas dos binémios acima e mon-
tamos abaixo a representacdo do Tridngulo de Pascalf] e logo ao seu lado apresentamos

o mesmo triangulo escrito na forma de Nimeros Binomiais.

1

1 1

1 2

1 3

1 4 4

1 5 10 10 > 1

1 n! n! n! R |
(=Dl (n—2)l2! (n—p)lp! (n—1)I1!

Os nimeros, no triangulo acima, podem ser escritos na forma de binomiais, pro-

duzindo o triangulo abaixo.

Coyo
Cio Cia
Coo Co1 Chp

)

Cs0 C31 Cz2 Cs3
Cio Ci1 Cup Chz Cya
Cso0 Cs1 Cso Csz Csa Csp

)

Cn 0 Cn,O CYn,l e Cn,p e Cn,nfl Cn,n

)

6 Acerca do assunto, vide também o Capitulo 4 de Morgado et al. (1991).
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a)

Sao propriedades do triangulo de Pascal:

Note que, pelo padrao estabelecido, a soma dos elementos da n-ésima linha tera a
forma
C(n,O + Cn,l + -+ Cn,i + -+ Cn,n—l + Cn,n;

que é rigorosamente igual & soma dos coeficientes do Bindémio de Newton, a qual ja

sabemos que vale 2". Isto é,
C(n,O + Cn,l +--+ Cn,n = 2",

Veja que

e Cip+Cii=1+1=2=0Cyy,
0 (51 +Ch=2+1=3=0Cs,,
0 (Cyo+Cy3=6+4=10=Cs3,

sao casos particulares de um fato que vale em geral: sempre que somamos dois
elementos consecutivos numa linha, obtemos o elemento situado abaixo da tltima
parcela. Essa propriedade permite a construcao rapida do triangulo de Pascal e é

chamada de Rela¢ao de Stifel, sua forma geral é escrita como
Cn,p + Cn,p—‘rl = C’n+1,p+17

ou seja, somando-se os dois elementos que estao situados na linha n e colunas p e

p + 1, obtém-se o elemento situado na linha n + 1 e coluna p + 1.

Olhando para os elementos equidistantes dos extremos pertencentes a uma mesma
linha do triangulo de Pascal, perceba que esses elementos sao sempre iguais. Por

exemplo,

C30=1=0C33, Ci1=4=0Cy3 e C52=10=Cj3.

Pares de elementos que equidistam dos extremos e pertencem a uma mesma linha

sao chamados de combinacoes complementares. De forma geral, temos
O’ﬂ,p = C’I’L7’I’L—p'

Olhando para as colunas, perceba que

0 Coo+Cio+Cop+Cs0=1+1+14+1=4=Clyy,
0 (11 +C +C51 =1+24+3=06=Clypo,

@ Ci1+Coy+Cs1+Cy1=14+2+3+4=10=Cjs,.

Ao somarmos os elementos consecutivos de uma coluna do triangulo, comegando do
primeiro, obtemos o elemento que estd avancado uma linha e uma coluna sobre a

ultima parcela da soma. Em geral,
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Cp,p + Cp+1,p + Cp+2,p +-o+ Cp+n,p = Cp+n+1,p+l-

e) Olhando agora para as diagonais, note que
0 Coo+Cia+Con+Cs3=1+1+14+1=4=Cygs,
0 Cio+Co1 +C50=1+24+3=06=Cypo,
0 (50 +Cu1 +C50+Cs3=1+4+10+4+20=35=Cr3.

A soma dos elementos consecutivos de uma diagonal, comecando do primeiro, é
igual ao elemento que se encontra imediatamente abaixo da tltima parcela da soma.

Generalizando,

Crno+ Crp11 +Chioo+ -+ Cripp = Coipiip

A seguir resolvemos trés problemas sobre as propriedades do triangulo de Pascal.
Caso o leitor queira ver outros exemplos resolvidos, consulte “Andlise Combinatoéria e

Probabilidade, com as solugdes dos exercicios”, de Morgado et al. (2006).
Problema 47 Calcule o valor da soma dada pela expressio a sequir
1-Cioo1 +2- Cioo2 + 3 - Cioog + -+ +99 - Cioo,99 + 100 - Cip0,100-
Solucao: Seja S o valor da soma. Perceba que uma parcela qualquer dessa soma pode

ser representada por k - Coo . Vamos reescrever S na forma de somatorio, ou seja,

100
S=1-Cio1+2-Cioo2+3-Ciooz+ - +99- Cigogg + 100 - Cigp,100 = Z k- Croo k-

i=1
Devemos desenvolver o fator a direita da expressao anterior dado por

100

Z k- Croo.k-
i=1

Para isto, na expressao anterior, vamos por

100!
Crook = o0 = 1T A

e efetuar as devidas manipulacoes, ou seja,
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100 100

100!
S:; k-Cuoox = D k- (100 — k)! - k!

S 100!

£ (100 — k)! - (k — 1)
B 1200: 100 - 99!
= (100 - k) (k- 1)

100 2 99!
N ';(1oo—k)!-(k—1)!

99
— 100 . Z OggJﬁ_l.
i=1

Temos que

99
Z Cog9.k—1 = Cog.0 + Cog.1 + Cog 2 + - - - + Cog g9.
i=1

Perceba a expressao anterior trata-se da soma dos elementos de uma linha do

triangulo de Pascal. Logo,
Cogo + Cog1 + Coga + - -+ + Cog g9 = 29,

Portanto,

100
S=Y_ k- Cipp = 10027

k=1
o
Problema 48 Cualcule o valor da soma dos quadrados de todos os niumeros naturais do
1 ao 100.
Solucao: Se denotarmos por S a soma pedida, podemos escrever essa soma na forma
100

S:12+22+32+---+992+1002:Zk2.
k=1

Pelo termo geral ter a forma de um polinomio, a estratégia de solucao passa

pela obtencao de uma identidade de polinémios. Além disso, precisaremos reescrever o
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polindénimo na forma dos niimeros binomiais, ja que os binomiais formam o triangulo de
Pascal.

Como k? é um polindomio de segundo grau, podemos reescrevé-lo por meio dos
fatores 1, k e k(k 4+ 1). Eventualmente esses fatores permitirao que os nimeros binomiais
seja gerados. Para isto, sendo A, B e C trés constantes, vamos determinar seus valores

para que se tenha

k* = Ak(k +1) + Bk + C.

Ou seja,
k* = Ak* + (A+ B)k + C.
Donde
A=1, A+B=0, C=0.
Isto é,
A=1, B=-1, C=0.
Substituindo A =1, B = —1, C' = 0 na primeira expressao, temos

=1k -(k+1)+(-1)-k+0=k=k(k+1)—Fk

Agora, vamos reescrever a soma S como

100 100 100 100
S=> K= [k(k+1)—k =) k(k+1)=) k.
k=1 k=1 k=1 k=1
Note também que
(k+ 1k(k —1)! (k+1)! k!
k(k+1)=2- =2. =2.C k=—— = 1.
(k+1) 20k —1)! 20(k —1)! e T TR

Substituindo as igualdades acima na expressao da soma S, temos

100 100 100 100
S=Y kk+1)=> k = 2> Crpa—> Cia
k=1 k=1 k=1 k=1

= 2(Coa+C59+ -+ Cio2) — (Cip+ Cox+ -+ Cio11).

As expressoes entre parénteses sao somas dos elementos de colunas do triangulo
de Pascal. Logo,
0 Coo+ 30+ Cuo+ -+ Cip2o = Cious,
o U1 +Co1 +C31+ -+ Cior,1 = Cloza.

Reescrevendo S, temos
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104! 103!
: — = 358440.
101!-3!  101!- 2!

S=2-Ciuz— Ciroz2 =2

o

Problema 49 Aplique as propriedades do Tridngulo de Pascal para encontrar o valor da

soma

S=1-34+9-44+25-5+49-6+---+197%-101 + 199% - 102.

Solucao: Analisando o padrao, vemos que a soma dada tem a seguinte lei de formacao:

100

S=> (2k—1)*(k+2).

k=1

Fazendo T}, = (2k — 1)%(k + 2), note que
T = (2 — 1)2(k +2) = 4k + 4k> — Tk + 2.

Agora vamos procurar por valores A, B, C' e D tais que:

4 +4k* =Tk +2 = Ak(k+1)(k+2)+ Bk(k+1)+Ck+ D
= Ak*+ (3A+ B)k* + (2A+ B+ )k + D.

Por igualdade de polinémios, segue-se que
A=4, 3A+B=4, 2A+B+C=-7, D=2
Substituindo A =4 em 3A + B = 4, temos
3-4+B=4= B=-8.
Substituindo A=4e B=—-8em 2A+ B+ C' = —7, temos
244+ (-8)+C=-7T=C=-T.
Podemos escrever que
43 + 4k* — Tk + 2 = 4k(k + 1)(k + 2) — 8k(k + 1) — Tk + 2.

Perceba que:

k(k4+1)(k+2)(k —1)! k+1)!
. 8k:(k:+1):2!-8k<k+1)<k_1)! PYR U =21 Chp1a;

21(k —1)! 2k +1) 2!
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k(k —1)!
[ l{? = 1'm == k,1-

Juntando as informacoes, temos

T, = 4k3+4k* — Tk +2
- 4'3!'Ck+273—8‘2!‘Ck+172—7‘0k71+2
= 24-Chyo3—16-Chyio—T7-Cpy +2.

Donde vem que

100 100 100 100 100

DTk = 24) Criaz—16) Cipap—7) Cra+2) 1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

= 24-(C33+Cy3+---+Cioiz) —16- (Coa+C59+ -+ Cio12)
—7-(Ci1+Coi+--+Cing)+2-(1+1+---+1).

Note que que as expressoes entre parénteses sao somas de elementos consecutivos
de colunas do triangulo de Pascal. Logo,
© U33+Cys+Cs3+ -+ Cipiz = Cigsa,
0 Coo+Cs0+Cuo+ -+ Cipr2 = Cious,
e U1+ Co1+ -+ Cioig = Closo,
el+1+1+---4+1=100.

100 100
Além disso, como S = ZTk = Z(2k —1)(k + 2), temos, portanto, que
k=1 k=1
100
S=> (2k—12(k+2) = 24-Cigss—16-Croa3 — 7+ Ciozz +2 - 100
k=1
105! 104! 103!
— S 101-40 T 1010-30 101! 21

= 24-4780230 — 16 - 91052 — 7 - 5253 + 2 - 100

= 113232117.
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3.4 Principio da Inclusao e Exclusao

O Principio da Inclusio e Exclusiad] ¢ uma técnica utilizada em combinatoria
que serve para se calcular a quantidade de elementos da uniao de conjuntos finitos.
Considere dois conjuntos quaisquer A e B cuja unido, isto é, AU B esta ilustrada

na Figura 10.

Figura 10: Uniao de 2 conjuntos
A

AUB

Fonte: o autor

Sejam n(A), n(B), n(ANB) e n(AUB) as quantidades de elementos dos conjuntos
A, B, AN B e AU B, nesta ordem.

Sabemos que tanto o conjunto A quanto o conjunto B contém o conjunto AN B.
Quando A e B nao possuem elementos em comum, A N B é vazio, e dizemos que A e B
sao disjuntos. Neste caso, se somarmos diretamente os elementos de A com os de B, ou
seja, n(A)+n(B), disso resultard os elementos de AU B, isto ¢, n(AUB) = n(A) +n(B).

Por outro lado, quando A N B nao é vazio, ao fazermos a soma n(A) + n(B), os
elementos de AN B sao contados duas vezes, uma vez quando computamos os elementos
de A e outra quando computamos os de B. Isso significa que a expressao n(A) + n(B)
nao equivale a n(A U B), para o caso em que A e B nao sao disjuntos. Claro que essa
expressao pode ser modificada de modo que a expressao resultante forneca os elementos
de AU B. Para isso, basta que descontemos uma vez de n(A) + n(B) os elementos que
estao duplicados na contagem, que sao os elementos de AN B e que sdo no total n(ANB).
Logo, para o caso de A e B nao disjuntos, a expressao que conta os elementos da uniao é

da forma
n(AUB) =n(A) +n(B) —n(AN B).

Além disso, fazendo S =n(AU B), S; =n(A) + n(B) e Sy = n(AN B), temos

S =5 — 5.

"Para obter mais detalhes sobre o tema, veja o Capitulo 6 de “Introducdo & Matemética Combinatéria”
de Pereira (2013).



CAPITULO 3. APROFUNDAMENTOS DE COMBINATORIA 65

Essa formula nos permite inclusive deduzir formulas para se calcular o niimero

de elementos da uniao de uma quantidade qualquer de conjuntos.

Vejamos o que ocorre para o caso de trés conjuntos A, B e C, ou seja, imagine

que queremos calcular o niimero de elementos de AU B U C', ilustrado na Figura 11.

Figura 11: Uniao de 3 conjuntos

A e
N
/ \
A P N
/7 \anB/ \BNnc | N\
/ \ / N/ N
B/ \ ANBNC // \ ¢
I ~ |
\ \ Anc /
“, \_\ s /_,r
\\\LH""--\-\. _\_\_:::-‘fii/ - -"’K/
AUBUC

Fonte: o autor

Como obviamente AUBUC = (AU B)UC, a partir desse fato podemos escrever
que

n(AUBUC)=n[(AUB)UC].

Aplicando o fato que ja sabemos que é valido para a unido de dois conjuntos no
lado direito, temos que

n[(AUB)UC] = n(AU B) +n(C) — n[(AUB)N C).

Além disso, conhecendo-se a validade da equivaléncia (AUB)NC = (ANC)U
(BN C), tem-se

n[(AUB)NC] = n[(ANC)U(BNC)]
= nANnC)+n(BNC)—n[(ANC)N(BNC)].

Substituindo

n[(AUB)NC] =n(ANC) +n(BNC) —n[(ANC)N (BN C)]

n[(AUB)UC]=n(AUB)+n(C)—n[(AUB)NC],

temos
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n[(AUB)UC]=n(AUB)+n(C)—{n(ANC)+n(BNC)—n[(ANC)N(BNC)|}.

Vamos substituir agora n(AU B) = n(A) +n(B) —n(AN B) na expressao acima,

donde, temos
n(AUBUC) = n(A)+n(B)—n(ANB)+n(C)—{n(ANC)+n(BNC)—n[(ANC)N(BNC)]}.

Para finalizar, recordamos a equivaléncia (ANC)N(BNC)=ANBNC, e a

substituimos na expressao acima. Portanto,
n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC).

Pondo:
S=n(AUuBUC);
S1=n(A) +n(B) +n(C);
So=n(ANB)+n(ANC)+n(BNC);
Ss=n(ANnBNC).

Temos que, o principio da Inclusao e Exclusao para o caso de trés conjuntos tem

a forma
S=5—55+ 5.

De maneira anédloga, podemos mostrar que a féormula que calcula o ntimero de

elementos da unido para o caso de 4 conjuntos A, B, C' e D é da forma:

n(AUBUCUD) = n(A)+n(B)+n(C)+n(D)
—mANB)+n(ANC)+n(AND)+n(BNC)+n(BND)
+n(CND)]+n(ANBNC)+n(ANBND)+n(ANCND)
+n(BNCND)—n(ANBNCND,).

Pondo, de modo analogo ao que foi feito antes:
S=n(AUBUCUD),
S1 =n(A) +n(B) +n(C) +n(D);
So=n(ANB)+nANC)+n(AND)+n(BNC)+n(BND)+n(CnND),
Ss=n(ANBNC)+n(ANBND)+n(ANCND)+n(BNCND);
Sy=n(ANnBNCND).

Obtemos que, para o caso de quatro conjuntos, o principio da Inclusao e Exclusao

tem a forma

5251—52+53—S4.
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Esse principio pode ser generalizado para a reuniao de um nimero ¢ qualquer de
conjuntos. Para isso, seja A um conjunto e sejam A;, As,..., A; subconjuntos tais que
A=A UAyU---UA, Além disso, sejam S, Si, So,..., S; as quantidades de elementos

dos seguintes conjuntos:

o 5=n(A);
t
o Si=n(A)+n(Ay)+-- +n(A) =) n(A);
=1
o Sy=mn(A1NA)+n(ANA)+-+n(AaNA)= > n(ANA);
1<e<y<t
® 53 = n(AlﬂAgﬁAg)—l—n(Al ﬂAQﬂA4) s '—|—7”L(At_2ﬂAt_1ﬂAt) = Z n(AiﬂAjﬂAk);
1<i<j<k<t
[ ] St:n(AlﬂAgﬂﬁAt)

E possivel mostrar que o nimero de elementos de A; U Ay U --- U A, é dado por:
S =8-S+ -+ (-1)'S,.

Para uma demonstragao desse fato, vide “O principio da inclusao e exclusao e
suas aplicac¢oes” de Godoy (2016).

A férmula acima calcula o nimero de elementos de uma reunido finita de conjun-
tos, sejam esses conjuntos disjuntos ou nao.

A seguir apresentamos trés problemas que envolvem a aplicagao do principio da
inclusao e exclusao. Para ver outros problemas relacionados a esse principio, consulte o

livro “Problemas Resolvidos de Combinatoria” de Santos e Estrada (2018).

Problema 50 Uma loja permite que seus clientes escolham até 3 acompanhamentos para
acai, que sao: banana, granola e leite condensado. Em um certo dia, 185 clientes esco-
[heram banana, 143 escolheram granola, 209 escolheram leite condensado, 37 escolheram
banana e granola, 43 escolheram granola e leite condensado, 23 escolheram leite conden-
sado e banana, 6 escolheram os 3 acompanhamentos e 65 nao pediram nenhum dos 3
acompanhamentos.

Qual o nimero de clientes que visitaram a loja nesse dia?

Solugao: Denotamos o conjunto dos clientes que escolheram banana por B, os que esco-
lheram granola por G e os que escolheram leite condensado por L.
Perceba que o total de clientes que escolheram acompanhamento para o acai

equivale a
n(BUGUL) =n(B)+n(G)+n(L)—[n(BNG)+n(BNL)+n(GNL)|+n(BNGNL).

Pelos dados do problema, temos que n(B) = 185, n(G) = 143, n(L) = 209,
n(BNG)=37,n(BNL)=23,n(GNL)=43en(BNGNL)=6. Assim,
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n(BUGU L) =185+ 143 4+ 209 — [37 + 23 + 43| 4+ 6 = 274.

Além disso, como 65 clientes nao pediram nenhum dos 3 acompanhamentos, te-
mos, portanto, que 274 4+ 65 = 339 clientes visitaram a loja naquele dia.
Na Figura 12, representamos a solucao encontrada para o problema acima pelo

chamado diagrama de Venn.

Figura 12: Diagrama de Venn

B~ N
\ 65
137 \
) 1
T T~ T~
// I'\.\ 17 ,/\\ 31 !.l'l \\\\
[N V)
| 140 A 69 |
\ \ 37 / /
L > 6

Fonte: o autor

o

Problema 51 Considere a lista dos niumeros inteiros desde 1 até 10000. Quantos deles

sao divisiveis por 8 ou 57

Solugao: Sejam N3 e Nj os conjuntos dos miltiplos de 3 e de 5, respectivamente, entre
1 e 1000. Observe que nesses conjuntos existem multiplos simultaneamente do 3 e do 5,
tais multiplos pertencem ao conjunto intersecdo, isto é, N3N N5. Sejam n(N3) e n(N;) os
totais de elementos dos conjuntos N3 e N5, respectivamente.

O problema nos pede para calcularmos o total de elementos tais que estes possam
estar em N3 ou em Nj, o que equivale a calcular os elementos da uniao destes, ou seja,
elementos de N3 U N5. Mas perceba que se fizermos n(N3) + n(N;), estaremos contando
os elementos que pertencem N3 N N duas vezes, uma vez que eles estao tanto em Nj
quanto em Nj, e para evitarmos essa contagem indevida, basta que descontemos dessa
soma n(N3 N Ns).

Esse processo pode ser descrito pela formula:
n(N3 U N5) = n(Ng) + n(N5) — n(N3 N N5)

Entao, precisamos calcular o total de elementos de cada um dos conjuntos Nj,

N5 e N3N N5. Vejamos caso a caso:
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e Os multiplos de 3 estdo em N3 = {3,6,9,...,999}, que é uma PA de razdo 3, cujo total
de termos ¢ n(N3) = 25=2 + 1 = 333;

e Os multiplos de 5 estdao em N5 = {5,10, 15, ...,1000}, que é uma PA de razao 5, cujo
total de termos é n(Ns) = 199=2 41 = 200;

e Os multiplos de 15 estdo em N3 N N5 = {15,30,45,...,990}, que é uma PA de razao 15,
cujo total de termos é n(N3 N N5) = 2= + 1 = 66.

Portanto, o total de elementos de N3 U N5 é:
n(N3 U N5) = n(N3) + n(Ns) — n(N3 N Nj) = 333 + 200 — 66 = 467.

<

Problema 52 Imagine uma mesa em formato circular contendo 12 assentos a qual irdo
se sentar 6 casais (marido e mulher). De quantas formas eles podem se sentar de modo

que marido e mulher nunca estejam juntos?

Solugao: Se esquecermos da restricao de que marido e mulher nao podem ficar juntos,

como sao 12 pessoas, o nimero de formas delas sentarem ao redor da mesa é
PCiy = (12-1)! =111,

Considerando a restricao, chamaremos de A; o conjunto das configuragoes em
que o i-ésimo casal permanece junto, isto é, marido e mulher se sentam lado a lado. Com
isso, o nimero de permutacoes circulares nas quais existird ao menos um dos 6 casais
se mantendo junto equivale ao total de elementos da reuniao de Ay, As, As, ..., Ag, isto €,

corresponde ao nimero

S:n(AlLJAQUAgU"'UAﬁ).

Perceba que o nimero S conta todas as permutacoes circulares em que se tém
um ou mais casais ficando juntos. Entao, os casos em que nenhum casal fica junto pode

ser calculado pela diferenca
PClg—n(AlLJAQUAgUUAG) :11'—5

Para calcularmos o nimero S, pensemos nas configuragoes em que as duas pessoas
do casal ¢ ficam juntas no circulo, isto é, quando ¢ ¢ entendido como um objeto tinico.
Neste caso, o casal i junto as outras dez pessoas formam um total de 11 objetos. Sabemos
que existem PCj; = (11 — 1)! = 10! formas de colocarmos 11 objetos em circulo, e, além
disso, como em cada uma das configuracoes h& 2 maneiras de se ordenar as pessoas do
casal i, logo, ha n(A;) = 2 - 10! configuragdes em que o casal i fica junto.

Jé& as configuracoes em que os casais 7 e j formam cada um deles um objeto inico,
temos que ¢ e j juntamente com as demais 8 pessoas formam 10 objetos. Sabemos que

existem PCjy = (10 — 1)! = 9! formas de colocarmos 10 objetos em circulo, e, além disso,
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como em cada uma das configuracoes ha 2 maneiras de ordenarmos as pessoas do casal ¢
e outras 2 de ordenarmos as pessoas de j, ha n(A; N A;) = 22 - 9! configura¢oes em que o
¢t e j ficam juntos.

Analogamente, para os casais 7, j e k ficarem juntos temos

em que o fator 22 leva em conta a ordem das pessoas dentro de cada casal e o 8! corresponde
as disposicoes dos 3 casais juntamente as demais 6 pessoas no circulo.

Para i, 7, k e [ temos
n(A;NA; N A NA) =270
Para i, 7, k, [ e m temos
n(A;iNA;NANANA,,) =2 6.
Finalmente, para todos os casais ficarem juntos, temos

Para o caso em que um ftnico casal, 4, fica junto, existem Cg; = 6 formas de
escolha desse casal, ja que ao todo sao seis casais; no caso em que ¢ e j sao dois casais
cujos integrantes ficam juntos, ha Cso = 15 formas de escolha desses casais; para os
integrantes dos casais ¢, j e k ficarem juntos, temos Cgs 3 = 20 formas de escolha; e assim
por diante, existe Cg ¢ = 1, isto ¢, uma tnica situacao em que todos os casais 1, 2, 3,..., 6
ficam juntos.

Logo, o nimero S pode ser calculado por inclusao e exclusao, isto é

S = Cg1-n(A;) —Cso-n(A;NAj)+Cos-n(AiNANA) —Cos-n(AiN---NA)
+Cs5-n(A;N---NA,) —Cee-n(A NAN---N Ag)
= 6-2-1001—15-22.91420-2%.81 —15-2* . 71 46-2°.6! —1-2°. 5!
= 27144960.

Portanto, existem
11! — S = 12771840

configuracgoes circulares em que cada esposa fica separada do seu marido.
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3.5 Outras técnicas e aplicacoes de contagem

Neste topico, apresentamos uma série de problemas que servem de base para
introduzir algumas formas de contagem que até entao nao tinham sido abordadas neste
texto. Alguns dos problemas exigem solugoes simples, com calculos béasicos, e outros
necessitam de técnicas um pouco mais sofisticadas, que nao sao comumente expostas em

livros didaticos do Ensino Médio.

Problema 53 O dia 13 de fevereiro de um ano bissexto X ocorreu numa quinta-feira.

Em qual dia da semana foi registrada a data 18 de outubro de X?

Solugao: Note que contando desde o dia 13 até o dia 29 de fevereiro, passam-se 29 —
13 4+ 1 = 17 dias. Assim, entre o dia 13 de fevereiro e o dia 18 de novembro, incluindo
esses dias, passam-se 17+ 31+ 30+ 31+ 30+ 31+ 31+ 18 = 249 dias. Como tudo comeca
no dia 13, que é uma quinta feira, vamos contar quantas semanas cabem no intervalo dos
249 dias.

Para isso, basta fazermos % ~ 35,57, pegando a parte inteira, sao 35 semanas.
Isso quer dizer que se fizermos 35 - 7 = 245, o intervalo de 245 dias comeca numa quinta-
feira e termina numa quarta-feira.

Terminado o intervalo de 245 dias, sendo o ultimo dia deste uma quarta feira,
como 249 — 245 = 4, passados esses quatro dias, a data pedida caird num domingo.

<

Problema 54 Considere duas retas paralelas desenhadas em um plano. Se 9 pontos
forem marcados sobre uma delas e 5 pontos sobre a outra, quantos sdo os tridingulos que
podem ser formados tomando-se trés pontos sobre essas retas? Quantos quadrildteros

podem ser formados?

Solugao: Sejam f e g duas retas paralelas nas quais foram marcados 9 e 5 pontos,
respectivamente. Na Figura 13 vocé pode observar os triangulos GCF e HCL, além do
quatrilatero ILNJ.

Figura 13: f e g sao paralelas

SADE F H B
f%: i’ ii/ﬁ /9"
© )
oO——0— 0O O
g

Fonte: o autor

Para calcularmos a quantidade de triangulos, tudo o que temos que fazer é ligar 3
pontos, tais que dois deles estao numa das retas e o terceiro ponto pertence a outra reta.

Ha dois casos:
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9!
712!

ponto em g, o que pode ser feito de 5 modos; neste caso, sao 36 - 5 = 180 possibilidades;

Caso 1: escolhemos 2 pontos em f, o que pode ser feito de Cy o = = 36 modos, e um

Caso 2: escolhemos 1 ponto em f, o que pode ser feito de 9 modos, e dois pontos em g,
o que pode ser feito de (52 = 3,5—', = 10; neste caso, sao 9 - 10 = 90 possibilidades.

Logo, o total de triangulos é obtido somando-se 180 + 90 = 270.

Para obtermos a quantidade de quadrildteros, basta tomarmos 2 pontos em cada
umas das retas. Podemos tomar dois pontos em f de Cyo = 36 modos, e dois pontos em
g de Cs59 = 10. Segue, portanto, que o nimero de quadrilateros é dado por Cyo X C59 =
36 x 10 = 360.

o

Problema 55 Quantos sao os niumeros pares que sao os divisores inteiros e positivos do

numero 21607 Quantos desses divisores sao quadrados perfeitos?

Solugao: A ideia inicial é decompor o nimero 2160 em seus fatores primos. Quando

decomposto ele fica na forma
2160 = 2* - 33 . 5.

Queremos os divisores pares, isto é, aqueles que sao miltiplos de 2. Para cons-
truirmos um desses divisores, note que em sua decomposicao deve constar ao menos um,
podendo ser dois, trés, ou quatro fatores primos iguais a 2, logo sao 4 possibilidades; pode
constar nenhum, um, dois, ou trés fatores iguais a 3, entao sao 4 possibilidades; ja fatores
iguais a 5, pode constar nenhum ou um, isto €, 2 possibilidades.

Portanto, o nimero 2160 tem 4 - 4 - 2 = 32 divisores pares.

A lista dos divisores pares que sio quadrados perfeitos é: 22 = 4, 2 = 16,
22.32 = 36 e 2* - 32 = 144. Portanto, 4 divisores sao quadrados perfeitos.

&

Problema 56 (ENA, 2016) Acrescentando-se 3 novos elementos ao conjunto A, obtemos
o conjunto B com precisamente 22/ subconjuntos a mais do que A. O nimero de elementos

de A € igual a?

Solugao: Suponha que A = {aq,as,as, ...,a,} € um conjunto com n elementos. Quere-
mos saber quantos sdo os subconjuntos de A. Ora, para montarmos um subconjunto X
qualquer de A, teremos que decidir quais dos elementos de A devem aparecer em X.
Para isto, temos que tomar n decisoes: primeira decisao, escolher se o elemento
ay pertence ou nao pertence a X, essa decisao pode ser tomada de 2 modos, afinal de
contas, ou a; pertence ou ele nao pertence a X; segunda decisao, escolher se as pertence
a X, que de forma analoga pode ser tomada de 2 modos; e assim por diante, a n—ésima
decisao é escolher se a,, pertence ou nao a X, a qual pode ser tomada de 2 modos.

O total de modos de tomarmos essas n decisoes simultaneamente é:
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2.2.2...2 — 2
S———

n fatoresiguais a2

Com isso, contamos todas as possibilidades de montarmos subconjuntos a partir
dos elementos de A. Logo, A tem 2" subconjuntos.

Se A é o conjunto dado no problema, entao ele tem n elementos e dele se pode
montar 2" subconjuntos. Assim, o conjunto B, também citado no problema, tera n + 3
elementos e, pela mesma logica, 23 subconjuntos. Nos foi informado que B tem 224

subconjuntos a mais que A, o que nos permite escrever que
23— N L 924 & 2" .23 =2 £ 224 & T 2" =224 & 2" =32 & n = b.

Portanto, A tem 5 elementos.

<

Problema 57 Quantas sao as formas distintas em que podemos decompor o nimero 1050

no produto de dois inteiros positivos?

Solucao: A primeira providéncia é escrever o ntimero 1050 em sua forma fatorada, isto

é, podemos escrever
1050 =2-3-5%-7.

Tomando os fatores primos distintos nessa decomposicao, ou seja, 2, 3, 5 e 7, cujo
produto destes é 2-3-5-7 = 210, podemos comecar decompondo 210 no produto de dois
inteiros positivos, o que equivale a obtermos todos os pares de nimeros inteiros positivos
(x,y) tais que x -y = 210.

De fato, sao 8 casos apenas: (1,210), (2,105), (3,70), (5,42), (7,30), (6,35),
(10,21) e (14, 15).

Como 5-210 = 1050, o que precisamos fazer é simplesmente multiplicar uma das
coordenadas de cada um dos 8 pares acima por 5. Obtendo, com isso, os pares (2/,y') tais
que z’ -y = 1050.

Observe que sao 8 possibilidades de escolha de um par. Escolhido o par, podemos
optar por multiplicar uma e somente uma das coordenadas desse par pelo niimero 5, isto

é, sao 2 possibilidades de escolha da coordenada. Temos
2-8=16.

Mudar a ordem das coordenadas do par (a, b) ndo produz uma nova dupla a e b de
multiplos, porque (a,b) ndo é um par ordenado. Devemos considerar um tinico par de cada
tipo. Porém, ao descrevermos todos os 16 casos, vemos que (5,210), (10, 105), (15,70) e
(30,35) aparecem repetidos. Ora, temos que excluir as copias desses 4 pares. Logo,

existem
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16 —4 =12

formas de dividirmos 1050 no produto de dois inteiros.

o

Problema 58 Em uma lista contendo todos os nimeros de 112 até 3319, quantas vezes

o algarismo 8 € escrito?

Solucgao: Primeiro vamos contar quantas vezes o algarismo 3 aparece no digito das uni-
dades, depois quantas vezes ele aparece no digito das dezenas, depois nas centenas e,
finalmente, no digito das milhares.
e Fixando o & na unidade, note que os nimeros que apresentam 3 na unidade sao
113,123,133, 143, ..., 3303, 3313. Perceba que antes do 3, podem ser colocados qualquer
um dos inteiros 11, 12, 13, 14,..., 330, 331, isto &, sdo (331 — 11) + 1 = 321 possibilidades;
e Fixando o & na dezena, apdés o 3 podemos colocar qualquer um dos algarismos de 0 a
9, logo temos 10 possibilidades; antes do 3, podemos colocar qualquer um dos inteiros
1,2,3,4,...,32, logo sao 32 possibilidades. Entao o total de niimeros com 3 fixo na dezena
¢ 32-1-10 = 320. Note que o menor dos numeros formados serd o 130 e o maior é o 3239;
e Fixando o 3 na centena, temos os nimeros que vao de: 300 a 399, 1300 a 1399, 230 a 2399
e 3300 a 3319. Em cada um desses 4 casos tem-se 100 ntimeros, logo temos 4 - 100 = 400
possibilidades;
e Fixando o 3 na unidade de milhar, podemos completar os trés digitos apds o 3 com
uma das sequéncias de 3 algarismos da forma 000,001,002, ..., 318,319, ou seja, sao 320
possibilidades.
Portanto, o algarismo 3 foi escrito 321 + 320 + 400 4 320 = 1361 vezes.
o

Problema 59 Se ezecutdssemos o cdlculo do fatorial Psog = 626!, quantas vezes o alga-

rismo 0 seria escrito no niumero resultante?

Solucao 1: Escrevendo o fatorial, obtemos 626! = 626 - 225 - 624---2 - 1, e tomado um
numero nesse produto, se em sua decomposicao em fatores primos aparecer algum fator 5,
isto é, se ele for multiplo de 5, haverd um 0 no final da terminacao do niimero resultante
desse produto, pois 2 -5 = 10 implica 0 no final. Observe que essa multiplicacao sempre
é possivel, porque no produto ha miltiplos de 2 suficientes para gerar as poténcias de 2
necessarias. Logo, temos que analisar todos os multiplos de 5 no fatorial.

Comecemos pelo maior desses miltiplos, o 625 = 5%, que possui quatro fatores
iguais a 5, e tem-se que 2* x 5% = (2-5)* = 10000, que resulta em quatro digitos 0
na terminacdo. Em seguida vém os multiplos de 125 = 53, excluido o 625, que ja foi
contado, sdo os 5 - 1 = 4 miltiplos {125, 250, 375, 500}, os quais podem ser escritos
como 125 =1-125 e 250 = 2 - 125, 375 = 3 - 125, 500 = 4 - 125, gerando-se trés digitos

0 na terminacao a partir de cada um deles. Na sequéncia, vém os multiplos de 25 = 52,
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excluindo os ja contados, sdo eles {25, 50, 75, ...,600}, em total sdo 25— (4+1) = 20, cada
um deles gerando dois digitos 0 na terminacao. E, finalmente, contamos os miltiplos de
5, retirando os ja contados {5, 10,15, ...,615}, que no total sao 125 — (20 + 4 + 1) = 100,
os quais geram cada qual um digito 0 na terminacao.
Portanto, sdo 4 +3 -4+ 2-204 1-100 = 156 digitos 0 na terminacao de 626!.
o
Outra forma de solucionar o problema seria por meio da extracao de todas as

poténcias de 5 dentro do fatorial de 626!. Isto é

Solugao 2:
5 10 625
~ = ~ ——
625! = 1-2-3-4-(5-1):6---9-(5-2)-11---624- (5 - 125) -626

= [1:2:3:4:6---9-11---624-626][(5-1)- (5-2) - (5:3) -+ (5 - 125)]

(-

= M-5".(1-2-3.--125)

5 10 125

p— . 125. . . . . . . DY . . . DY . .
= M-5%.]1.2.3.-4-(5-1):6---9-(5-2)11---124 - (5 - 25)]

= M-5125~[1-2-3-4~6---9-11---1241-[(5-1)-(5-2)-(5-3)---(5-25)]

24

f— . 125. . 25. . . . . . . . . . . “ .. .
= M-5%.N.5%.[1.2:3-4.(56-1)6---9-(5-2)-11---24-(5 - 5)]

= M-N-5150-[1-2-3~4-6~~-9-11-~~24]-[(5-1)~(5-2)-~-(5-5)]

= M-N-5".8.5.(1-2-3-4)-5

= M-N-S-T-5"6,

Pela construcao que acabamos de executar, o produto M - N - S - T nao possui
nenhum fator 5, que gera zero no fim do fatorial, isso significa que todos os zeros no fim
de 625! provém da poténcia 5. Portanto, existem 156 digitos 0 no fim de 626!.

o

Problema 60 Quantos sio os anagramas da palavra PARALELOGRAMO que nao pos-

suem letras A juntas?
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Solucao: Queremos que as letras A nunca estejam juntas. Entdo vamos comecar orga-
nizando as outras letras, deixando sempre um espaco entre duas quaisquer, conforme o

esquema abaixo:
P R L EFE L O G R M _ O_

Observe que deixamos espacos vazios ao redor de cada letra, e nesses espacos
introduziremos as letras A, pois dessa forma sempre teremos alguma letra distinta de A
entre duas letras A em qualquer posicao.

Nosso problema agora é saber quantas sao as permutacgoes das letras da palavra
PRLELOGRMO, do esquema acima, e de quantas formas podemos escolher trés posicoes
dentre os 11 espacos, do esquema, para pormos as letras A. Sao dois passos:

Passo 1: Obter as permutagoes da palavra PRLELOGRMO, que tem dois L, dois R e

dois O repetidos, ou seja, permutagao com repeticao. Logo, o total de anagramas é:

11!
Piig20 = o1 2191 = 997920.
Passo 2: Calcular o nimero de formas de se escolher 3 posicao dentre 11 dadas, o que

pode ser feito de:

11! 11-10-9-8!
R T T
Portanto, existem 997920 - 165 = 164656800 formas dessas duas decisoes serem

tomadas simultaneamente.

o

Problema 61 Obtenha o termo mdzimo do desenvolvimento da expressao binomial dada

por (1 + }1)101.

Solucao: Sabemos que a expressao que nos permite calcular o termo geral do bindémio
(x 4+ a)™ é dada por

— n—
Tp+1 - Cn,pa pxpa

n!
(n—p)-pl
A féormula do termo geral também nos permite encontrar o termo imediatamente

com C,, , =

anterior a ele. Para isto, vamos comecar trocando p por p — 1 na férmula, ou seja,

_ —(p—=1) ,.p—1 _ —p+1,.p—1
Tp-141 = Cpp1a” (P=1) g = Ty = Cppaa" PaP™

n!
n—(p-D]- (-1
Podemos agora buscar uma relagao entre os termos 7T,.; e T}, que nos permitira

com C, 1 =

fazer comparacoes entre os termos do binémio. Comecamos dividindo 7},1; por T, isto é,
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Tpoo  Cpa™Pa?
Tp Cnypilanfp%&m-pfl :

Substituindo os nimeros binomiais, obtemos

|
L . anfpxp
Tpi1 _ (n—p)!-p!
o |
Tp n . qn—ptlpp—1

== (1)

Reescrevendo,
Toy1 n! p—-D-(n—p+1)! 2 a™P
T, pl(n—p) n! ap~1  gn-ptl’

Desenvolvendo e simplificando p! e (n — p + 1)!, segue

L _(p=Dt-(n—p+l)-(n—p) 1
T, p-(p—1! (n—p) a

Fazendo mais uma simplificacao, temos

Tppn _n—p+1l x
T, N P a

Rearranjando,
n—p+1 x
p a

A formula anterior nos permite determinar qual é o maior termo ou termo mdximo

Ty =1,

do desenvolvimento de um binémio, exatamente o que o problema nos pede.

Queremos que 1,1 > T}, ou seja, que % > 1. Ora, isso equivale a dizer que
p
n— 1 =z
r+1 z > 1
P a

Além do problema fornecer n = 101, podemos tomar z =1 e a = }1. Dai, pondo
esses dados na formula acima, temos
101 —p+1
—p .

N
v
—_

O que implica p < 80.

Como Tgoy1 > Ty, tem-se que Tg; é maximo. Portanto, o termo de maior valor
é 0 0ctogésimo primeiro.

o

Problema 62 (FCC, 2019) Os quatro funciondrios de uma reparti¢ao trabalham cada um
em uma mesa, todos na mesma sala. O chefe da reparticao determinou que os funciondrios
trocassem de mesa entre si. Os funciondrios podem ser realocados na sala de modo que
nenhum funciondrio passe a ocupar a mesa que ocupava antes da realocacao.

Quantas sao as possibilidades? E se fossem 8 funciondrios?
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Solucao: Com apenas 4 funcionarios, como informa o problema, supondo que inicialmente
os funcionarios a, b, ¢, d ocupam as posicoes 1, 2, 3 e 4 respectivamente acaba sendo
bastante simples resolvé-lo, bastando que sejam descritas todas as possibilidades, que
de fato sdo: (b,a,d,c), (c,a,d,b), (d,a,b,c), (c,d,a,b), (d,c,a,b), (b,d,a,c), (becd, a),
(c,d,b,a) e (d,c,b,a). Portanto, para o caso de 4 pessoas, existem 9 possibilidades delas
serem trocadas de posicao sem nenhuma retorna ao seu lugar primitivo.

A resposta para o caso de 8 funcionirios ja nao é tao simples e necessita de
raciocinio mais sofisticado.

Sejam x1, xa, ..., T, n objetos distintos e 1,2, ..., n suas respectivas posicoes primi-
tivas. Chama-se Permutacdo Cadtica a qualquer arranjo desses n objetos em que nenhum
deles esteja na sua posi¢ao primitiva.

Seja D,, o numero de permutagoes cadticas dos elementos do conjunto () =
{1, 29, ..., 2, }. Queremos descobrir o valor de D,,.

Para isto, seja A o conjunto de todas as permutagoes dos elementos de €); e seja
A; o conjunto das permutacoes dos elementos de {2 tais que z; foi fixado na posicao 1,
com ¢ variando de 1 a n.

O nimero D,, equivale ao total de elementos do conjunto A que nao pertencem
a nenhum dos conjuntos Ay, As, ..., A,, isto é, elementos que nao pertencem ao conjunto
ATUAU---UA,.

Dai, considere o conjunto A e seus subconjuntos A;, As, ..., A,. Vamos definir
que:

o So=H#(A)=Cho-(n—0)! =

n!
67

- n!
=1
|
1<i<j<n ’
|
¢ S3= Y #(AiﬂAjﬂAk):Cmg-(n—?))!:%;
1<i<j<k<n ’
|
o Su=#ANAA) = - (n—m)! = =,

Assim, juntando-se as informacoes acima e aplicando o principio da Inclusdo e

Ezclusao, temos:

n! nl  nl n!
Dn:SO—Sl+S2—Sg+---(—1)”Sn:n!—E+§—§+---(—1)”H
Ou ainda,

1 1 1 1 (=1)
B R R
S TR TR TR TR -

Sabendo que,
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Pondo x = —1,

B 1 1 1 1
0! 1!+2! 3!

Portanto, podemos reescrever D,, da forma:

n!

D, ~n!-(e!)=—.
e

De fato, D,, € um ntimero inteiro e positivo, entao a formula acima s6 nos permite

. ~ . , . . . P |

uma aproximagao do seu valor. Com efeito, D,, serd sempre o inteiro mais proximo de “=.

Finalmente podemos responder de quantas formas as 8 pessoas podem ser per-

mutadas caoticamente, basta fazer
8! 40320

Dgz = .
(& (&

Tomando e =~ 2, 7183 e fazendo a conta, temos
Dg = 14833.

o

Problema 63 Calcule quantos sao os divisores positivos de 10800 e o wvalor da soma

desses divisores.
Solugao: Vamos iniciar fazendo a decomposicao de 10800 em seus fatores primos, isto é,
10800 = 108 - 100 = 33 - 2% . 52,

Vamos pensar primeiro nos divisores de 10800 que sao miiltiplos de 2 ou 3, mas

nao sao multiplos de 5. Para isto, observe a Tabela 1.

Tabela 1: Divisores multiplos de 2 ou 3
1|2 4 8 16
316 |12 | 24 | 48
9 18] 36 | 72 | 144
27 | 54 | 108 | 206 | 432

Fonte: o autor

A primeira linha representa todas as poténcias de 2 presentes da decomposicao
de 10800, isto ¢, 1 =2°, 2 =2! 4 =22 8 =23 ¢ 16 = 2%; a primeira coluna representa as
poténcias de 3, ou seja, 1 = 3°, 3 =3!, 9 =232 ¢ 27 = 33,
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Todo elemento que esta abaixo da primeira linha e a direita da primeira coluna
¢ obtido por meio da relacao a;; - a1 ; = a;;. Por exemplo, as; = 9 e a4 = 8, entao
azy =az1-a4=9-8=72.

Para que percebamos um padrao interessante, vamos chamar de A e de B as
somas dos elementos da primeira linha e da primeira coluna, respectivamente, isto é,
A=1424+448+416=31e B=1+3+9+27=40. Com isso, A- B = 31-40 = 1240.

Perceba que a soma dos elementos da segunda linha equivale a 3 vezes a soma dos
elementos da primeira linha, isto porque obtivemos a segunda linha multiplicando todos
os elementos da primeira por 3; a soma dos elementos da terceira linha é 9 vezes a soma
dos da primeira; e, da mesma forma, a soma dos elementos da quarta linha é igual a 27
vezes a soma dos da primeira.

Entao, para obtermos a soma dos divisores de 10800, que encontram-se na tabela,

basta fazermos:
1-A+3-A4+9-A4+27T-A=(143+9+27)- (1+2+4+8+16) = 1240.

Agora vamos pensar sobre os miiltiplos de 5 que dividem 10800. Ora, vimos que se
os divisores que compoe a soma nhao tém miltiplos de 5, o valor da soma é 1240; ocorre que
se cada divisor dessa soma fosse multiplicado por 5, o valor da soma seria 51240 = 6200;
e, se cada divisor da soma fosse multiplicado por 25, teriamos 25-1240 = 31000. Portanto,

o valor da soma dos divisores de 10800 é:
11240 4+ 5-1240 4 25 - 1240 = (1 + 5+ 25) - 1240 = 38440.
Temos o seguinte padrao:
(14+3+9+27)-(14+24+4+8+16)- (1454 25) = 38440.

Como A =142444+8+416=31e B=1+3+9+ 27 = 40, se fizermos

C =145+ 25, podemos reescrever a soma, como
A-B-C = 38440.

o
Observacao 9 Note que cada um dos termos A, B e C representa a soma de todas
as poténcias de um determinado nimero primo que aparece na decomposicao do niumero
10800. Este fato sempre acontece. De modo que, dado um nimero, tudo o que temos
que fazer é decompd-lo em seus fatores primos, tomar um desses fatores primos, calcular
todas as suas poténcias que ainda dividem o niumero dado e somar todas elas; tomar o
sequndo fator primo e repetir o processo, sequindo dessa forma até que esgotemos todos
0s primos. Por fim, multiplicamos todos os resultados.
Por exemplo, vamos calcular a soma dos divisores do nimero 113400. Para isto, a pri-

meira providéncia € decompor esse niumero em seus fatores primos, isto €,
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113400 = 7' - 3% . 52 . 23,

Agora calculamos a soma das poténcias de cada fator primo:

o A=3"+3"4+324+33+3=121;
e B=2V4214+92242%=15;

o O =5"+5"4+52=31;

e D=7047=28.

Por fim, multiplicamos todos os resultados obtidos acima, isto €,
A-B-C-D = 450120.
Logo, 450120 ¢ a soma dos divisores de 113400.

Problema 64 Dados um poligono de n lados e a informagao de que qualquer segmento de
reta que ligue dois de seus vértices nao consecutivos corresponde a uma de suas diagonais,
calcule o nimero D,, de diagonais do poligono. Em particular, o poligono regular de 10

lados tem quantas diagonais?

Solucao: Sabemos que um poligono de n lados possui também n vértices, entdao sejam
Ay, Ay, ..., A, respectivamente, os vértices do poligono dado. Perceba que para montar-
mos uma de suas diagonais serd necessario ligarmos dois de seus vértices por um segmento
de reta, por exemplo, A; A, 1 é uma diagonal. Em particular, o poligono regular de n = 10
lados ¢ exibido na Figura 14, em que os segmentos A; Az e A1 Ag sao diagonais e A4 A5 é

um de seus lados.

Figura 14: Poligono de 10 lados

Fonte: o autor

Ora, escolher 2 vértices dentre os n dados equivale a simplesmente fazer a com-

binacao simples
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Porém, na contagem acima consideramos todos os segmentos de reta formados
ligando-se dois vértices, e isso inclui segmentos que representam, em vez de diagonais,
lados do poligono; por exemplo, o segmento A; A, (que é um lado) foi computado nessa
contagem. Para corrigirmos a conta acima e descobrirmos D,,, precisamos simplesmente

fazer C), o — n, isto &, subtrair o nimero n de lados. Portanto:

n! n-(n—3)
DTL = CTL — = —— — = -
S P T TR 2
Agora, pondo n = 10 na expressao acima e efetuando os calculos, temos que
10- (10 -3
DlO = (#) = 35

Portanto, o poligono de 10 lados tém 35 diagonais.
o

Problema 65 De um cubo de aresta a, foi extraido, a partir de cada vértice, uma pird-
mide isdsceles de base triangular e aresta lateral §. Esse processo, ilustrado na Figura 15,

dd origem a um novo solido cujo nome € cubo truncado.

Figura 15: Cubo truncado
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Fonte: Instituto GeoGebra Portugal.
Disponivel em: http://bit.1ly/39Ial46

Efetuado o processo de truncadura, o solido resultante serd composto por justaposicao de
faces octogonais e faces triangulares requlares.
Se a diagonal de um poliedro € qualquer segmento de reta que liga dois de seus vértices

pertencentes a faces distintas, calcule quantas diagonais possui o cubo truncado.

Solucdo: E facil constatar que o cubo truncado da Figura 15 tera 6 faces octogonais e 8
faces triangulares. Perceba que o total de vértices desse sélido pode ser obtido simples-
mente contando todos os vértices que compoem as faces triangulares, isto ¢, sao 8-3 = 24
vértices.

Contamos quantos sao todos os segmentos de reta que podem ser formados

tomando-se 2 vértices quaisquer do poliedro pela Cyy 9, isto €,


http://bit.ly/39IaL46
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24!
Copg = —— = 276.
2T 24— )2l
Dentre esses segmentos estao computadas as arestas (A), as diagonais de face (d)

e as diagonais do poliedro (D), entdo temos que
A+d+ D = 276.

De cada vértice partem exatamente 3 arestas, entao ao fazermos 3 - 24 = 72
deveriamos obter o total de arestas. Porém, perceba que, quando fazemos esse calculo,
cada aresta fica contada duas vezes, por isso efetuamos A = % = 36 para chegarmos ao
resultado correto. Logo, o solido tem 36 arestas.

As faces triangulares nao apresentam diagonais, entao as tnicas diagonais de face
aparecerao nas faces octogonais, e como a quantidade de diagonais de um poligono ¢ dado
por D, = @, logo as 6 faces octogonais juntas possuem d =6 - Dg =6 - @ =120
diagonais.

Portanto, o cubo truncado tem um total de diagonais igual a

D=276—-A—d=276— 36— 120 = 120.

3.6 Selecao de Contetudos

A selecao e a abordagem do contetido nos Capitulos 2, 3 e, inclusive, no Capitulo
4, prioriza os concursos para o magistério e a preparacao para vestibulares. Como o leitor
deve ter percebido, ao longo dos Capitulos 2 e 3 foram resolvidos 32 problemas incluindo
Concursos, Ena e Enemﬁ, selecionados do ano 2000 em diante, cuja distribuicao é a da
Tabela 2, em que, na primeira coluna, destacamos as bancas e na segunda, apresentamos
o numero de questoes por banca. Ainda nos Capitulos 2 e 3, h& outros 33 problemas sem
indicacao de fonte, estes foram criados pelo autor deste texto, com base na experiéncia

adquirida ao longo dos seus estudos para concursos piiblicos.

8Nao abordamos problemas de olimpiadas neste texto, caso seja do interesse do leitor, vide a dissertacio
de Américo (2013) acerca da OBMEP.
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Tabela 2: Questoes coletadas de exames
BANCA QUESTOES
AOCP
CESPE
CETREDE
CONSUPLAN
CONPASS
ENA
ENEM
IBADE
ITA
FATEC
FCC
PUC
UNIRIO
UNESP
VUNESP

NN R W R RN~ RR[R[W[ R~

Fonte: o autor

Cada questao escolhida foi resolvida pelo autor durante seus estudos para concur-
sos publicos. O nivel de dificuldade varia bastante entre os problemas dos Capitulos 2 e 3.
Contudo, perceba que quase todas as questoes de concursos e vestibulares que discutimos
concentram-se no Capitulo 2, onde estao os tdpicos mais bésicos. De fato, na pesquisa
feita pelos textos que abordam combinatoria na internet, percebeu-se que a concentragao
de contetidos contempla os topicos mais basicos. Embora nao seja possivel afirmar com
exatidao, porque mapear contetidos da internet é uma tarefa dificil, dada a diversidade de
sites que abordam o tema em estudo, parece existir uma tendéncia das bancas cobrarem
0s conceitos mais basicos em seus exames.

Nao foi possivel analisar e afirmar com precisao a percentagem de questoes de
combinatoria por prova em cada uma das bancas citadas neste texto porque nao tivemos a
disposi¢ao material suficiente para isso. As bancas de concurso nao disponibilizam todo o
seu acervo de provas na internet. Entramos em contato com algumas delas, com o intuito
de obtermos mais conteudo para termos condigoes de avaliarmos de forma quantitativa
a frequéncia dos problemas de combinatéria nas provas, porém, nao obtivemos resposta
satisfatoria por parte das bancas. Contudo, ao analisarmos 25 provas da Conpass, dispo-
niveis no site PClconcursos, vimos que a cada 28 questoes de matemética pelo menos 2
delas sao de combinatoria.

Parte do contetdo deste texto baseia-se em pesquisas na internet, tomadas as
devidas precaucgoes quanto a confiabilidade dos blogs e sites aqui utilizados como fonte
de informacao. O leitor deve ficar atento ao utilizar material da internet, pois ha muita

informacgao de origem duvidosa. Por isso, deve-se utilizar sempre sites de confianca.



4 PRATIQUE O QUE VOCE ESTUDOU

As véarias técnicas de contagem discutidas nos Capitulos 1 e 2, uma vez compre-
endidas, podem ser usadas para resolver a maioria dos problemas de combinatéria que
aparecem nos concursos publicos. Porém, nao basta apenas entender o assunto, é preciso
praticar para desenvolver a habilidade de resolver problemas. Quanto mais problemas o
estudante resolve, mais apto ele se torna para resolver novos problemas que encontrar.

Por isso, preparamos uma lista contendo 90 questoes, incluindo material das
bancas: Cespe, Educa, Aocp, Fec, Cesgranrio, Fgv, Vunesp, Idecan, Idib, Ibade, Legalle e
Conpass. Sequenciadas de tal forma que as questoes correspondentes a uma mesma banca
estao todas juntaﬂ Para que o leitor possa avaliar e melhorar sua habilidade de resolver
problemas de combinatoria.

A proporcao de questoes de cada banca esta de acordo com a disponibilidade de
material na internet, isto é, as bancas que dispoem de mais contetido sobre combinatoria
receberao maior destaque.

Dito isto, é importantissimo que o leitor tente resolver os problemas da lista a
seguir, porque essa ¢ a forma mais efetiva de aprender combinatoria (ou qualquer outro

assunto relativo & Matematica). Depois confirme sua resposta no gabarito ao final.

4.1 Tente resolver os problemas

01. (CESPE, 2020) Em um sistema de acesso a uma rede de computadores, os usuarios
devem cadastrar uma senha de 6 digitos, que deve ser formada da seguinte maneira:

e 0s 2 primeiros digitos devem ser letras mintisculas distintas, escolhidas entre as 26 letras
do alfabeto;

e 0s demais 4 digitos da senha devem ser niimeros inteiros entre 0 e 9, admitindo-se
repeticao.

Nessa situacao, a quantidade de senhas diferentes que podem ser formadas é igual a

A) 3674. B) 5690. C) 1965600. D) 3276000. E) 6500000.

02. (CESPE, 2019) Em determinado o6rgdo, sete servidores foram designados para im-
plantar um novo programa de atendimento ao publico. Um desses servidores serd o
coordenador do programa, outro sera o subcoordenador, e os demais serao agentes opera-
cionais.

Nessa situacao, a quantidade de maneiras distintas de distribuir esses sete servidores

nessas funcoes é igual a

9Caso o leitor queira praticar uma série de problemas de vestibulares sobre combinatoéria, consulte
“Fundamentos de Matematica Elementar: Combinatoria e Probabilidade” de Hazzan (2013).
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A) 21. B) 42. C) 256. D) 862. E) 5040.
03. (CESPE, 2018) Se 7 kg de feijao forem distribuidos para até quatro familias, de

tal modo que cada uma delas receba um nimero inteiro de quilos, entao, nesse caso, a
quantidade de maneiras distintas de se distribuirem esses 7 kg de feijao para essas familias

serd igual a

A) 30. B) 120. C) 330. D)820. E) 1320.

04. (CESPE, 2012) No primeiro turno da elei¢gdo em um municipio, 8 candidatos concor-
rem ao cargo de prefeito. Considerando a possibilidade de segundo turno, e que quaisquer
dois candidatos poderao disputé-lo, é correto afirmar que a quantidade de maneiras dis-

tintas de se formar a dupla de candidatos para o segundo turno é igual a
A) 16. B) 28. C) 56. D) 64. E) 256.

05. (CESPE, 2012) De um grupo de 21 pessoas dos quais 11 sdo homens e 10 sao mulheres,
0 juiz sorteard 7 deles para comporem o corpo de jurados para determinada sessao do
tribunal do jari.

Considere que, devido ao caso em julgamento, os advogados de defesa solicitaram e o juiz
atendeu, o corpo de jurados deveria ser formado apenas por pessoas do sexo feminino.
Nesse caso, a quantidade de maneiras distintas de se formar o corpo de jurados é

A) inferior a 130.

B) superior a 130 e inferior a 140.

C) superior a 140 e inferior a 150.

D) superior a 150 e inferior a 160.

E) superior a 160.

06. (CESPE, 2011) Para se realizar uma experiéncia, foram colocadas sobre uma bancada
8 substancias diferentes. Sabe-se que trés dessas substancias nao podem ser misturadas
duas a duas por formarem um composto que exala gis toxico. Nessas condicdes, a quan-
tidade de misturas distintas, com iguais quantidades de 2 dessas 8 substancias, que se

pode realizar ¢ igual a
A) 22. B) 25. C) 50. D) 15. E) 30.

07. (CESPE, 2018) Sete pessoas se dirigem para formar uma fila em frente ao unico
caixa de atendimento individual em uma agéncia bancaria. Dessas sete pessoas, quatro
sao idosos. Um servidor da agéncia devera organizar a fila de modo que os idosos sejam
atendidos antes dos demais. Nessa situacao, a quantidade de maneiras distintas de se

organizar a fila é igual a
A) 5040. B) 720. C) 576. D) 288. E) 144

08. (CESPE, 2011) O ntmero total de partidas em um campeonato de pingue-pongue
com 20 participantes em que cada competidor jogue uma tnica vez com cada um dos

demais é igual a
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A) 400. B) 380. C) 200. D) 190. E) 160.

09. (EDUCA, 2019) Um torneio de xadrez anual tem 12 participantes inscritos. Na
primeira etapa desse torneio, cada participante jogard uma s6 vez com cada um dos
demais participantes. Considerando a forma binomial, o niimero de jogos da primeira

etapa do torneio sera:
A) 96. B) 120. C) 76. D) 66. E) 48.

10. (AOCP, 2012) Os funcionérios de um setor do Tribunal de Contas do Estado sao
responséveis por hastear 7 bandeiras, diariamente, nao havendo folga em nenhum dia da
semana. Sabe-se que a bandeira do Brasil sempre ocupa o 1° mastro e a colocacao das
demais bandeiras nunca ¢ a mesma dos dias anteriores. Esses funcionarios conseguirao
hastear essas bandeiras, cumprindo a condicao de nao repetir a mesma sequéncia, durante
A) mais de 2 anos.

B
C
D
E

) mais de 1 ano e meio e menos de 2 anos.

) mais de 1 ano e menos de 1 ano e meio.

) mais de 6 meses e menos de 1 ano.

) mais de 3 meses e menos de 6 meses.

11. (AOCP, 2018) Em uma escola com 25 professores, 5 professores devem ser escolhidos
para integrar uma equipe que ird participar de um Congresso no Exterior. Como o
professor Carlos ¢ um dos 25 professores e é o representante oficial da Escola, entao ele ja
é um integrante dessa equipe, restando escolher mais 4 pessoas para completar a equipe.
Nessas condicgoes, o total de equipes que podem ser formadas sera igual a

A) 15226. B) 53130. C) 32658. D) 20000. E) 10626.
12. (AOCP, 2018) Um produto deve ser identificado com 10 letras, utilizando 3 letras A,

4 letras B, 2 letras C e 1 letra W. Dessa forma, o total de maneiras diferentes que esse

produto pode ser identificado é igual a
A) 1024. B) 12600. C) 8040. D) 6300. E) 512.

13. (AOCP, 2017) Um grupo de amigos com cinco pessoas decidiu participar de uma
gincana esportiva. O juiz responsavel por uma das provas dessa gincana deve formar uma
equipe com uma, duas ou trés pessoas desse grupo de amigos. Dessa forma, o niimero de
equipes que esse juiz poderd formar serd igual a

A) 5. B) 25. C) 10. D) 20. E) 15.

14. (AOCP, 2015) O prédio de uma empresa possui um total de 300 funcionarios que
trabalham em alguma das 45 salas disponiveis. Sabe-se que em uma parte dessas salas
trabalham 6 funcionarios por sala, e que na outra parte trabalham 8 funcionarios por sala.
O namero de salas onde trabalham 6 funcionarios é igual a

A) 30. B) 25. C) 20. D) 15. E) 12.

15. (FCC, 2018) Uma pessoa decidiu criar uma senha com dois algarismos impares di-
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ferentes e uma vogal, em qualquer ordem. O ntmero total de senhas diferentes que ela
pode criar é igual a
A) 600. B) 450. C) 300. D) 900. E) 550.

16. (FCC, 2018) Além do Presidente, uma empresa tem 3 diretores e 7 chefes de depar-
tamento. O presidente quer formar comissoes para reunioes de planejamento que sejam
formadas por 2 diretores e por 2 chefes de departamento. A cada reuniao de planejamento
o Presidente quer que haja alguma diferenca na composicao da comissao. O nimero de

reunioes possiveis de acontecerem, nessas condicoes, ¢ igual a
A) 252. B) 180. C) 128. D) 63. E) 24.

17. (FCC, 2019) Em um concurso com 5 vagas, os candidatos aprovados serao alocados,
cada um, em um dos municipios A, B, C, D ou E. O primeiro colocado foi designado para
o municipio A. O ntimero de possiveis alocacoes dos outros candidatos aprovados é
A) 120. B) 24. C) 30. D) 6. E) 4.

18. (FCC, 2018) Em um restaurante, para compor um prato, um cliente deve selecionar
quatro ingredientes, sendo que, necessariamente, pelo menos, um deles deve ser um legume
e, pelo menos, um deles deve ser uma carne. H& trés opcoes de legumes e quatro opoes

de carnes. O ntimero de combinagoes possiveis de pratos é
A)T. B) 12. C) 64. D) 34. E) 14.

19. (FCC, 2018) Um brinquedo consiste em um dispositivo vertical, de formato aproxi-
madamente triangular, tal como se vé na ilustracao abaixo. Uma bolinha é colocada na
entrada superior do dispositivo (no local indicado pela seta) e pode percorrer qualquer ca-
minho descendente, por meio das canaletas diagonais representadas em cinza, até chegar

a uma das oito cacapas inferiores.

Figura 16: Brinquedo dos caminhos

<L

My
%

® o2 3 £ 2 g 7 og

Fonte: Qconcursos.
Disponivel em: https://bit.ly/2UESduf

Nesse brinquedo, a quantidade de caminhos que podem conduzir a bolinha da entrada até

a 3 cacapa &


https://bit.ly/2UESduf
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A) 21. B) 6. C) 35. D) 10. E) 15.

20. (FCC, 2018) Dez pastas diferentes devem ser guardadas em duas caixas diferentes.
Se a dnica regra é que cada uma das caixas contenha pelo menos uma pasta, entdao a
quantidade de maneiras distintas como se pode guardar essas pastas nas caixas é

A) 510. B) 1022. C) 126. D) 2048. E) 256.

21. (FCC, 2016) Em uma gaveta ha 5 pares de meias pretas, 7 pares de meias vermelhas e
10 pares de meias brancas. O nimero minimo de pares de meias que precisam ser retirados
da gaveta, sem que se veja a cor, para que certamente sejam retirados pelo menos trés
pares de meias de cores diferentes é

A) 4. B) 15. C) 6. D) 13. E) 18.

22. (FCC, 2016) O numero de anagramas que podem ser obtidos utilizando as letras da
palavra VITORIA, e que terminam com uma consoante é igual a
A) 2520. B) 1080. C) 840. D) 5040. E) 1980.

23. (FCC, 2016) Sao realizados trés lancamentos, em sequéncia, de um dado com faces
numeradas de 1 a 6. Com os resultados obtidos, em cada trés lancamentos, forma-se um
nimero de trés algarismos. Por exemplo: se os resultados obtidos foram, nessa ordem,
2, 6 e 3, o numero formado serd 263. A quantidade de ntmeros diferentes, e que sejam
menores do que 500, que podemos formar dessa maneira é igual a

A) 499. B) 186. C) 399. D) 144. E) 400.

24. (FCC, 2016) Atengao: Para responder a questdo, considere a descri¢ao de sistemas
de senhas abaixo.

e Cada senha, do sistema de senhas J, é formada por duas letras dentre as 10 primeiras
letras do alfabeto seguidas de trés algarismos impares.

e Cada senha, do sistema de senhas K, é formada por trés letras vogais seguidas de dois
algarismos diferentes.

e Cada senha, do sistema de senhas L, é formada por uma letra dentre as dez primeiras
consoantes, seguida por duas letras vogais diferentes e ainda seguidas por dois algarismos
diferentes dentre os oito primeiros algarismos.

Quanto ao numero de senhas diferentes possiveis, a ordenacao crescente desses trés siste-
mas é

A)K, L, J. B) J, L, K. C) J, K, L. D)L, K, J. E) K, J, L.

25. (FCC, 2016) Jair tem 8 primos, dos quais ird convidar 5 para um jantar em sua casa.
Ocorre que 2 dos 8 primos s6 podem ir ao jantar se forem juntos. O total de escolhas
diferentes dos 5 convidados que Jair pode fazer para o jantar é igual a

A) 40. B) 56. C) 30. D) 26. E) 36.

26. (FCC, 2015) Em uma caixa hé 30 bolas, numeradas de 1 a 30, todas com numeragao

diferente. O menor ntamero de bolas que devem ser retiradas ao acaso dessa caixa para se



CAPITULO 4. PRATIQUE O QUE VOCE ESTUDOU 90

obter, com certeza, duas bolas com numeragao impar e menor que 19 ¢ igual a
A) 24. B) 23. C) 21. D) 19. E) 22.

27. (FCC, 2012) Um condominio de 25 casas tera seu sistema de comunicagao por in-
terfone substituido. A empresa contratada informa que usa como identificacao de cada
residéncia um codigo de trés digitos formado pelos algarismos 1, 2 e 3 (distintos ou nao).
Alguns moradores desconfiaram e alegaram que a quantia de codigos nao era suficiente
para identificar todas as casas. O representante da empresa apresentou calculos que com-
provavam que o total de possibilidades era suficiente para identificar

A) 25 casas. B) 27 casas. C) 30 casas. D) 32 casas. E) 35 casas.

28. (FCC, 2012) Em uma lanchonete ha 5 sabores diferentes de sorvete, 6 sabores dife-
rentes de sucos e 3 tipos diferentes de coberturas, sendo uma de sabor chocolate. Um
cliente deseja escolher 1 suco, 1 sorvete e cobertura de chocolate. Nessas condicoes, a

quantidade de formas distintas que pode realizar seu pedido é
A) 90. B) 60. C) 30. D) 10. E) 5.

29. (FCC, 2010) Os 63 novos contratados para o cargo de agente técnico serao alocados
em 21 salas atualmente vazias no prédio da Assembleia Legislativa. Cada sala terd pelo
menos um agente e todo agente ficarda em uma tUnica sala. Nestas condigoes, pode- se
concluir que, necessariamente,

A) havera trés agentes em cada sala.

B) nao havera salas com quatro agentes.

C) podera haver uma sala com 50 agentes.

D) havera salas com um tnico agente.

E) havera pelo menos uma sala com trés ou mais agentes.

30. (FCC, 2010) Um comerciante pediu ao caixa de um banco que lhe trocasse R$ 5,00
em moedas de 10 e 25 centavos; além disso, solicitou também que houvesse pelo menos um
tipo de cada moeda e que suas respectivas quantidades fossem nimeros primos entre si.

Nessas condi¢oes, de quantos modos o caixa pode atender ao pedido desse comerciante?
A) Dois. B) Trés. C) Quatro. D) Cinco. E) n > Cinco.

31. (CESGRANRIO, 2018) Uma arena esportiva possui exatamente 8 portoes, numerados
de 1 a 8. Essa arena é considerada aberta se, e somente se, pelo menos um dos seus portoes
estiver aberto. Por exemplo, seguem trés maneiras diferentes de se ter essa arena aberta:
e quando apenas o portao 3 esta aberto;

e quando apenas o portao 6 esta aberto;

e quando apenas os portoes 3, 7 e 8 estao abertos.

O namero total de maneiras diferentes de se ter essa arena aberta é:
A) 40320. B) 40319. C) 256. D) 255. E) 36.

32. (CESGRANRIO, 2018) De um quadro de profissionais com quatro engenheiros e
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cinco técnicos pretende-se formar um grupo de cinco profissionais com, pelo menos, um
engenheiro e um técnico. Nessas condicoes, quantas possibilidades diferentes existem de

formagao desse grupo de cinco profissionais?
A) 19. B) 20. C) 120. D) 125. E) 126.

33. (CESGRANRIO, 2018) Considere um conjunto de 10 empresas, denominadas A, B,
C,D,E, F, G, H,TelJ. Un analista precisa escolher quatro dessas empresas para distribuir
quatro servicos diferentes, um para cada uma escolhida. Apo6s uma anéalise técnica, decidiu
que exatamente duas das trés primeiras empresas - A, B e C - deveriam fazer quaisquer
dois servicos dentre os quatro disponiveis. Os outros dois servi¢os que sobrassem seriam
distribuidos entre duas das sete outras empresas restantes. Nessas condicoes, o nimero

de possibilidades diferentes para essa distribuicao de servicos é igual a
A) 1724. B) 1692. C) 1584. D) 1512. E) 1294.

34. (CESGRANRIO, 2018) Um certo time de volei possui 15 jogadores: 4 meios de rede,
5 ponteiros, 3 opostos e 3 levantadores. Desses jogadores, 12 devem ser relacionados
para uma partida, sendo que, dentre os jogadores relacionados, deve haver, pelo menos,
1 levantador, 1 oposto, 2 ponteiros e 2 meios de rede para compor o time titular. O
treinador deve especificar na simula quem serao os jogadores titulares e quem serao os

reservas. De quantas formas ele pode fazer isso?
A) 540. B) 6480. C) 12960. D) 45360. E) 62370.

35. (CESGRANRIO, 2012) Uma empresa precisa montar um grupo com 5 funcionarios
para participar de um evento comemorativo. Dos 5 funcionarios que formarao o grupo,
2 deverao trabalhar na empresa h& menos de 10 anos, e 3 deverao trabalhar na empresa
ha 10 anos, ou mais. Se a empresa possui 12 funcionarios que 14 trabalham ha menos de
10 anos e 18 funcionarios que 14 trabalham h& 10 anos, ou mais, quantos sao os possiveis
grupos distintos que podem ser montados para participar do evento?

A) 12. B) 36. C) 53856. D) 646272. E) 17100720.

36. (CESGRANRIO, 2018) Uma Organizacao sem fins lucrativos decidiu construir 3
estagoes de monitoramento sismico, idénticas. Sabe-se que cada estacao deverd ficar em
um terreno diferente e que a Organizacao possui um total de 20 terrenos atualmente
disponiveis.

De quantas formas diferentes essa Organizacao podera escolher os 3 terrenos que receberao

as estacoes, dentre os 20 terrenos que possui?
A) 8000. B) 6840. C) 3420. D) 1140. E) 60.

37. (CESGRANRIO, 2018) Um administrador precisa distribuir cinco tipos de servigos
diferentes entre trés empresas (A, B e C) ja certificadas e autorizadas para prestar qualquer
um dos cinco servi¢os. Para garantir a participagao das trés empresas, ele precisa distribuir

os 5 tipos de servicos, de modo que todas as empresas sejam contempladas com, pelo
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menos, um servico, e que todos os servicos sejam realizados. Ele estabeleceu o critério de
que um servico nao pode ser executado por duas empresas ao mesmo tempo. No Quadro

a seguir, ha 5 distribuigoes diferentes, dentre as muitas outras possiveis distribuicoes.

Figura 17: Distribuicao das empresas

51 52 53 54 S5
A A B C C
c Gc A B B
B B B A C
c c c B A
A B c B A

Fonte: Qconcursos.
Disponivel em: https://bit.1ly/3pICc4l

Assim, o niimero total de distribuicoes diferentes dos cincos servigos entre as trés empresas,

nas condicoes apresentadas, é igual a
A) 15. B) 30. C) 120. D) 150. E) 180.

38. (CESGRANRIO, 2018) Considere A o conjunto dos ntimeros inteiros maiores que
zero, e a funcao f : A — N definida por f(n) = nimero méximo de filas indianas
diferentes contendo n pessoas, que poderiam ser formadas por n pessoas dadas. Duas
filas indianas, formadas pelas mesmas pessoas, sao diferentes quando ha alguma pessoa

cuja posicao em uma fila é diferente de sua posicao na outra.

Figura 18: Uma fila indiana

Fonte: Qconcursos.
Disponivel em: https://bit.1ly/38SKzos

Para n € A, a diferenca f(n+ 1) — f(n) é igual a
A) 1. B) nl. C) n-nl D) (n+1)L. E) (n+1)-(n—1).

39. (CESGRANRIO, 2014) Um sistema computacional listou todas as senhas distintas
que podem ser formadas por 3 letras, todas maitsculas, sendo duas delas vogais e uma
consoante. O sistema considerou 5 vogais e 21 consoantes disponiveis para a formacao das
senhas. Foi permitida a repeticao de vogais. Sao exemplos de senhas admissiveis: FAE,
ERE, UOW.

Quantas senhas foram listadas pelo sistema computacional?


https://bit.ly/3pICc4I
https://bit.ly/38SKzos
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A) 3150. B) 2835. C) 2520. D) 1575. E) 315.

40. (CESGRANRIO, 2014) Uma prova semestral é composta por 10 questoes. As ques-
toes que compoem a prova sao selecionadas de um banco com questoes de quatro topicos:
Ty, Ty, T5 e T,. Cada questao que compoe a prova aborda apenas um desses quatro
topicos e, no banco, ha centenas de questoes sobre cada um deles. Cada prova possui
uma chave (t1, to, t3,t4) que indica o nimero de questoes, sobre os respectivos topicos, que
estao presentes na prova. Dessa forma, os niimeros ¢y, to, t3 e t4 sao inteiros nao negativos
e tais que t; +to+t3+t4 = 10. Por exemplo, uma prova cuja chave é (3,2,4,1) é composta
por 3 questoes do topico T, 2 questoes do tépico T, 4 questoes do topico T3 e 1 questao
do topico Ty. Uma prova com chave (0,0,5,5) nao seria composta por questdes sobre os
topicos T} ou 15, mas sim por 5 questoes do topico T3 e 5 questoes do topico Ty.
Qual é o nimero méaximo de chaves distintas que poderiam indicar alguma eventual com-
posicao de prova?

13! 10!
A)m B) 4-10!. C) 4!-10. D) 4- o E) 10%
41. (CESGRANRIO, 2010) A olimpiada premia, no podio, os trés melhores atletas de
provas de corrida, com medalhas de ouro, prata e bronze. Uma prova de corrida com 8
atletas pode formar quantos podios diferentes?
A) 24. B) 56. C) 81. D) 168. E) 336.

42. (CESGRANRIO, 2011) Existem 5 estradas entre as cidades A e B. Duas dessas
estradas cobram pedégio (em ambos os sentidos). De quantas formas uma pessoa pode ir

da cidade A para a cidade B e retornar, pagando pedégio, no maximo, uma vez?
A) 9. B) 12. C) 15. D) 21. E) 23.

43. (CESGRANRIO, 2014) No sistema de numeracao de base 8, os niumeros sao repre-
sentados por numerais constituidos de algarismos que variam de zero a sete.
Quantos sao os numerais de trés algarismos no sistema de numeracao de base 8 em que,

pelo menos, um algarismo é repetido?

A) 154. B) 204. C) 328. D) 448. E) 572.
44. (CESGRANRIO, 2014) Uma senha de 5 caracteres distintos deve ser formada usando

as letras A e O e os nameros 0, 1, 2. As senhas devem comecar e terminar com letras,
mas nao ¢ permitido usar o 0 (zero) ao lado do O (letra o).

Quantas senhas podem-se formar atendendo as regras estabelecidas?
A) 12. B) 8. C) 6. D) 4. E) 2.

45. (CESGRANRIO, 2008) Um grupo é formado por 7 mulheres, dentre as quais esta
Maria, e 5 homens, dentre os quais esta Joao. Deseja-se escolher 5 pessoas desse grupo,
sendo 3 mulheres e 2 homens. De quantas maneiras essa escolha pode ser feita de modo

que Maria seja escolhida e Joao, nao?
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A) 60. B) 90. C) 126. D) 150. E) 210.
46. (CESGRANRIO, 2012) No inicio de um reality show havia 12 participantes. A pri-

meira prova do programa teve a participacao de duas pessoas. De quantas maneiras
diferentes o grupo que participou dessa prova poderia ter sido composto?
A) 24. B) 48. C) 66. D) 132. E) 144.

47. (CESGRANRIO, 2012) Quantos anagramas de 5 letras distintas podem ser formados
com as letras T, R, A, N e S se o R nao pode preceder o T 7
A) 24. B) 48. C) 60. D) 84. E) 120.

48. (CESGRANRIO, 2006) Uma pessoa joga seis partidas, vencendo trés e perdendo trés.
Em quantas ordens diferentes podem ocorrer suas vitérias e derrotas?
A) 18. B) 20. C) 36. D) 48. E) 120.

49. (CESGRANRIO, 2010) Ha cinco pogos de petroleo a serem perfurados, que sdo
P, P, P;, P, e P5, e apenas trés sondas disponiveis para perfuracao, que sao Si,S; e
Ss. A sonda S; s6 pode ser utilizada para a perfuracdo dos pocos P, e Ps. As sondas S, e
S3 podem ser utilizadas para a perfuragao de qualquer dos cinco pogos. Serao perfurados,

inicialmente, apenas trés dos cinco pocos e, para isso, cada sonda serd alocada a um tnico

poco.
Quantas maneiras distintas ha para se alocarem as trés sondas?
A) 8. B) 10. C) 15. D) 24. E) 40.

50. (CESGRANRIO, 2010) Em uma urna, denominada Urna A, ha 12 bolas idénticas,
cada uma com um namero diferente retirado do conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}.
Em uma segunda, denominada Urna B, ha 8 bolas idénticas, cada uma com um namero
diferente retirado do conjunto {0, 1,2, 3,4,5,6,7}. Duas bolas serao retiradas da Urna A
simultaneamente e ao acaso. Em seguida, uma bola serd retirada ao acaso da Urna B.
De quantas formas diferentes esse processo pode ser feito, de tal maneira que a soma dos

trés niameros retirados nao ultrapasse 287

A) 528. B) 525. C) 515. D) 462. E) 459.

51. (CESGRANRIO, 2011) Em uma sala, had n pessoas, dentre as quais estdo Joao e
Maria. Serao sorteadas 4 pessoas para fazerem uma entrevista, em grupo, ao mesmo
tempo. Maria deseja que Joao participe do seu grupo de entrevista e esté aflita, fazendo
as contas para saber as chances que possui de ficar junto com seu amigo. Maria verificou
que ha 45 possiveis grupos formados por 4 pessoas dos quais ela e Joao fazem parte.

Assumindo que Maria fez seus calculos corretamente, tem-se que n é igual a
A)T. B) 12. C) 66. D) 99. E) 180.

52. (CESGRANRIO, 2011) O diretor, o gerente e quatro funcionérios de uma empresa,
sentam-se em volta de uma mesa circular com 6 lugares para uma reuniao. Sabendo-se

que o diretor e o gerente nao sentam juntos (um ao lado do outro), o niimero de maneiras
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diferentes em que essas seis pessoas podem ficar dispostas em volta da mesa é
A) 48. B) 64. C) 72. D) 120. E) 144.

53. (FGV, 2018) Assinale a opgao que indica o nimero de permutacoes das letras da
palavra SUSSURRO.
A) 1680. B) 1560. C) 1440. D) 1320. E) 1260.

54. (FGV, 2018) O presidente e o vice-presidente de uma comissao serdao escolhidos entre
os 10 deputados do Partido X e os 6 deputados do Partido Y. Os Partidos acordaram que
os dois cargos nao poderao ser ocupados por deputados de um mesmo Partido.

O nimero de maneiras diferentes de se escolher o presidente e o vice-presidente dessa
comissao, é

A) 16. B) 32. C) 60. D) 64. E) 120.

55. (FGV, 2018) Manoel possui tintas de 5 cores diferentes e deve pintar a bandeira
abaixo de forma que:
e cada regiao serd pintada com uma unica cor.

e duas regides vizinhas nao podem ter a mesma cor.

Figura 19: Bandeira das 5 cores

Fonte: Qconcursos.
Disponivel em: https://bit.1ly/38W42Va

O numero de maneiras diferentes que Manoel pode pintar essa bandeira é
A) 120. B) 180. C) 240. D) 360. E) 720.

56. (FGV, 2016) Regina vai sortear uma menina e um menino entre os estudantes de
uma de suas turmas para serem os representantes da turma. Nessa turma ha 10 meninas
e 12 meninos. O numero de duplas diferentes possiveis para representantes da turma é
A) 22. B) 60. C) 72. D) 110. E) 120.

57. (FGV, 2016) O professor Joel vai de sua casa para a escola, de segunda a sexta-feira,
de énibus (O) ou de metrd (M) e, em cada semana, utiliza pelo menos uma vez, cada um
desses dois transportes. Joel anota, a cada semana, a ordem dos transportes que utilizou.
Por exemplo, OOMOM significa que ele usou o 6nibus na segunda, terca e quinta-feira e
o metrd nos outros dois dias.

O namero de sequéncias diferentes que Joel pode utilizar os dois transportes em uma

semana ¢


https://bit.ly/38W42Va
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A) 10. B) 14. C) 20. D) 30. E) 32.

58. (FGV, 2016) Lucas foi a uma feira de jogos levando 45 cartas vermelhas e 45 cartas
azuis. Em um quiosque ele pode trocar duas cartas vermelhas por uma carta dourada
e uma carta azul. Em outro quiosque ele pode trocar trés cartas azuis por uma carta
dourada e uma carta vermelha. Lucas fez todas as trocas possiveis para conseguir o
méaximo de cartas douradas.

O ntamero de cartas douradas que Lucas conseguiu com as trocas foi:

A) 59. B) 60. C) 61. D) 62. E) 63.

59. (FGV, 2016) Uma senha de 4 simbolos deve ser feita de forma a conter dois elementos
distintos do conjunto A, B,C, D, E e dois elementos distintos do conjunto 0,1,2,3,4,5,
em qualquer ordem. Por exemplo, a senha 2EC'4 é uma das senhas possiveis.

Nesse sistema, o nlimero de senhas possiveis é:

A) 2400. B) 3600. C) 4000. D) 4800. E) 6400.

60. (FGV, 2013) Considere os nimeros inteiros positivos de quatro algarismos tais que
os quatro algarismos lidos da esquerda para a direita estao em ordem estritamente de-
crescente.

A quantidade de tais nimeros é:

A) 210. B) 432. C) 757. D) 3024. E) 6667.

61. (FGV, 2013) Em uma urna hé oito bolas brancas e doze bolas pretas, cada uma delas
contendo um numero. Das oito bolas brancas, seis contém nimeros maiores do que 7 e
das doze bolas pretas nove contém niumeros maiores do que 7. Retiram-se ao acaso dez
bolas da urna.

Sobre essas dez bolas é correto concluir que:

A) no maximo duas sao pretas.

B

) no maximo duas sao brancas.
C) no maximo cinco tém nimeros maiores do que 7.

D

E) no minimo cinco tém ntimeros menores ou iguais a 7.

no minimo cinco tém nimeros maiores do que 7.

62. (FGV, 2015) Joao tem 4 primas e 3 primos, deseja convidar duas dessas pessoas para
ir ao cinema, mas nao quer que o grupo seja exclusivamente masculino.

O numero de maneiras diferentes pelas quais Joao pode escolher seus dois convidados é:
A) 9. B) 12. C) 15. D) 16. E) 18.

63. (FGV, 2014) E possivel arrumar as letras da sigla SEDUC de tal forma que as vogais
aparecam entre si em ordem alfabética da esquerda para a direita e as consoantes também,
entre si, em ordem alfabética da esquerda para a direita. Por exemplo, ECDSU e CEUDS
sao duas delas.

O niamero total de tais arrumacoes é



CAPITULO 4. PRATIQUE O QUE VOCE ESTUDOU 97

A) 8. B) 10. C) 20. C) 60. E) 120.

64. (FGV, 2013) Observe o quadro da Figura 20. Note que, comecando pela letra S na
primeira linha e caminhando consecutivamente sempre para a linha de baixo em diagonal
para a coluna imediatamente a esquerda ou para a coluna imediatamente a direita ate

chegar na ultima linha, forma-se sempre a sigla SUDENE.

Figura 20: Quadro dos caminhos

5
u u
D D D
E E E E
M M M M M
E E E E E E

Fonte: Qconcursos.
Disponivel em: https://bit.1ly/2IK02Mx

A quantidade de caminhos possiveis é
A) 20. B) 21. C) 32. D) 64. E) 720.

65. (FGV, 2014) Com as letras da sigla SEDUCAM podem-se formar pares ordenados
do tipo (consoante, vogal). Por exemplo, (S, A) é um desses pares ordenados.

O numero total de pares ordenados diferentes que se pode formar do tipo citado é
A)T. B) 12. C) 14. D) 42. E) 49.

66. (VUNESP, 2012)

Figura 21: Observando o padrao

etapa 5% P

Fonte: Qconcursos.
Disponivel em: https://bit.1ly/2HcU7z4

Mantendo-se o mesmo padrao, ao completar a etapa 99 da Figura 22, o total de triangulos

sombreados serd igual a soma 1 4+2+3+4+4+5+---+n, com n igual a


https://bit.ly/2IK02Mx
https://bit.ly/2HcU7z4
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A) 44, B) 45. C) 49. D) 50. E) 99.

67. (VUNESP, 2015) No dltimo dia de aula, a turma de Giovana, Joao e Luiza, que sao
irmaos, assinou as camisas uns dos outros. Cada aluno dessa turma assinou a camisa
de todos os outros alunos da sala, mas entre os irmaos nao houve troca de assinaturas.
Nenhum aluno assinou a propria camisa e no total 266 assinaturas foram feitas, o que

permite concluir que essa turma tem um ntmero de alunos igual a

A) 15. B) 16. C) 17. D) 18. E) 19.

68. (VUNESP, 2003) O conselho administrativo de um sindicato ¢ constituido por doze
pessoas, das quais uma ¢ o presidente deste conselho. A diretoria do sindicato tem quatro
cargos a serem preenchidos por membros do conselho, sendo que o presidente da diretoria e
do conselho nao devem ser a mesma pessoa. De quantas maneiras diferentes esta diretoria

poderd ser formada?
A) 40. B) 7920. C) 10890. D) 111. E) 12!,

69. (VUNESP, 2003) Na convencao de um partido para lancamento da candidatura de
uma chapa ao governo de certo estado havia 3 possiveis candidatos a governador, sendo
dois homens e uma mulher, e 6 possiveis candidatos a vice-governador, sendo quatro
homens e duas mulheres. Ficou estabelecido que a chapa governador e vice-governador
seria formada por duas pessoas de sexos opostos. Sabendo que os nove candidatos sao

distintos, qual o ntmero de maneiras possiveis de se formar a chapa?

A) 18. B) 12. C) 8. D) 6. E) 4.

70. (IDECAN, 2017) Luana deseja substituir o habito de tomar refrigerante por suco
natural de fruta e consumir a cada dia da semana um tnico sabor de um grupo de 8
frutas diferentes. De quantas maneiras ela podera programar o consumo dos sucos no

periodo de uma semana?

A) 5040. B) 10080. C) 20160. D) 40320. E) 60640.

71. (IDECAN, 2016) Para atender uma nova demanda, uma empresa selecionou trés de
seus 16 funcionarios e formou um grupo. Um dos trés funcionérios do grupo foi designado
lider, outro foi designado analista e o outro gerente. O ntimero de combinagoes possiveis
para a formacao desse grupo é:

A) 560. B) 680. C) 3360. D) 4080. E) 5430.

72. (IDECAN, 2016) Numa escola de idiomas trabalham 13 professores e cada um deles
leciona apenas um idioma sendo que 2 lecionam francés, 4 lecionam espanhol e 7 lecio-
nam inglés. De quantas maneiras pode-se selecionar 2 professores que lecionam idiomas
diferentes?

A) 42. B) 50. C) 54. D) 66. E) 80.

73. (IDECAN, 2016) Um plano contém doze pontos. Considerando-se que ndo existem

trés pontos que estejam alinhados, o nimero de triangulos que se pode formar com esses
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pontos é:
A) 120. B) 220. C) 340. D) 720. E) 920.

74. (IDECAN, 2017) Carlos tem 7 camisas de manga longa e 6 de manga curta. Para
uma viagem ele deseja separar 5 dessas camisas, sendo que pelo menos 3 delas sejam de

manga longa. De quantas maneiras ele podera fazer a escolha?
A) 564. B) 645. C) 735. D) 756. E) 865.

75. (IDECAN, 2019) Uma determinada prova de um concurso piblico possui 5 questoes
de raciocinio logico. Cada uma dessas questoes possui 5 itens a analisar, que devem ser
julgados como corretos ou incorretos. De quantas maneiras um candidato pode responder

a essas b questoes, considerando respostas aos itens como corretos e incorretos?
A) 5. B) 625. C) 1024. D) 3125. E) 5000.

76. (IDECAN, 2018) Para uma excursao ao museu, foram selecionados 8 meninos e 10
meninas. A coordenagao da escola achou prudente formar uma comissao de lideranca
entre os estudantes selecionados, sendo que seriam escolhidos 2 meninos e 3 meninas.

(Quantas comissoes podem ser formadas?

C
A) Ajps - Aso. B) Aios + Aso. C) Cio3 - Cso. D) Cio3 + Cso. E) 03

Csa

77. (IDECAN, 2018) Uma equipe mista de volei de quadra amador conta com um plantei
de 15 jogadores, sendo 8 mulheres e 7 homens. Considerando que todos os jogadores
podem jogar em todas as posicoes, a quantidade de equipes distintas que se pode formar

com exatamente 3 homens e 3 mulheres é de

A) 1960. B) 1920. C) 1980. D) 1950. E) 1990.

78. (IDECAN, 2018) A familia de Levi costuma realizar um tradicional jogo de troca de
presentes na véspera de Natal. Mantendo-se essa tradicao familiar, se, em um determinado
ano da década de 2010 o dia de Natal fosse comemorado em uma sexta-feira, em que dia

da semana se realizaria o jogo da familia de Levi quatro anos depois?
A) Sabado. B) Domingo. C) Segunda. D) Terga. E) Quarta.

79. (IDECAN, 2015) Num jogo da Copa Sul-Americana de Clubes de Futebol, em 2011,
o Vasco da Gama, do Brasil, venceu o Aurora, da Bolivia, por 8 a 3. De quantas maneiras
distintas o placar pode evoluir de 0 a 0 para 8 a 3, a favor do Vasco da Gama, levando

em conta apenas a ordem em que os times construiram a sequéncia dos 11 gols?

A) 165. B) 264. C) 275. D) 990. E) 1220.

80. (IDIB, 2019) Joao e Maria foram comemorar o aniversario de casamento em um
restaurante que tem 3 opcoes de pratos de entrada, 3 opcoes de prato principal e 4
opcoes de sobremesa. Sabendo-se que cada pessoa deve escolher 1 prato de entrada, 1
prato principal e 1 sobremesa, assinale a alternativa que indica corretamente o nimero de

maneiras distintas que cada pessoa pode escolher sua comida:
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A) 72. B) 36. C) 18. D) 12. E) 9.

81. (IBADE, 2019) Um usuério de um sistema informatizado deseja criar uma senha
comecando com quatro letras, escolhidas entre as vogais, seguidas de cinco algarismos
impares distintos. O total de senhas possiveis é:

A) 75000. B) 125000. C) 150000. D) 625000. E) 1953125.

82. (IBADE, 2018) Uma bandeira retangular é formada por 5 faixas verticais, como
visto na figura abaixo. As faixas dessa bandeira serao pintadas, uma de cada cor, com as
cores: azul, vermelho ou verde. O ntimero de maneiras distintas que tal bandeira poderé
ser pintada, com a restricao de que duas faixas consecutivas nao sejam pintadas com a

mesma cor é:

Figura 22: Bandeira das 5 faixas

Fonte: Qconcursos.

Disponivel em: https://bit.ly/3pEvZgx

A) 128. B) 48. C) 120. D) 243. E) 64.

83. (IBADE, 2018) Um anagrama de uma palavra ¢ obtido através da alteracdo da
ordem das letras dessa palavra, mantendo-se a mesma quantidade de letras da palavra
inicial. A propria palavra inicial é considerada um dos seus anagramas e nao ha necessi-
dade de que o termo formado tenha significado no nosso idioma. Por exemplo, um dos
anagramas da palavra roupa é o termo apour. Dessa forma, podemos afirmar que a

quantidade de anagramas da palavra mercado, iniciados por uma consoante é:
A) 2880. B) 1440. C) 14200. D) 5040. E) 12000.

84. (IBADE, 2019) Se uma determinada senha de site de internet ¢ formada por 6 letras
minusculas distintas do nosso alfabeto de 26 letras, a quantidade de senhas possiveis para
esse site, iniciadas por cb, é:

A) 255024. B) 284200. C) 182350. D) 164000. E) 128900.

85. (IBADE, 2017) Uma equipe com seis analistas deve ser formada a partir de um grupo
de dez analistas previdenciarios (entre eles Marcos e Gabriel). O ntimero total de equipes

que se pode formar, se Marcos e Gabriel devem necessariamente fazer parte, é:
A) 60. B) 35. C) 70. D) 65. E) 90.

86. (IBADE, 2017) Em um departamento, trabalham seis técnicos em tecnologia da in-
formagao e quatro técnicos em suporte e manutencao em informética, o nimero de equipes
distintas com trés técnicos, sendo pelo menos um técnico em tecnologia da informacao,

que se pode formar é:


https://bit.ly/3pEvZqx
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A) 116. B) 80. C) 36. D) 20. E) 96.
87. (LEGALLE, 2015) Um quimico dispoe de 7 substancias e quer misturar 4 delas.

Porém, 2 das substancias nao podem ser misturadas, pois podem explodir. Desse modo,

o nimero de misturas que o quimico podera efetuar é:

A) 15. B) 20. C) 25. C) 30. E) 35.

88. (CONPASS, 2018) Considere dois polinémios p(z) e g(z) dados por p(z) = x'%0 +

g rtleqn) =20 2P 2% 42?41

No produto p(x) - ¢(z) qual é o coeficiente de z2°7

A) 100. B) 101. C) 102. D) 99. E) 98.

89. (CONPASS, 2018) Em uma reunido, cada um dos participantes cumprimenta cada,
um dos demais uma tinica vez. Se o nimero de cumprimentos entre dois homens foi 21
e entre duas mulheres foi 45, quantos foram os cumprimentos entre um homem e uma
mulher?

A) 60. B) 80. C) 65. D) 75. E) 70.

90. (CONPASS, 2016) Em uma lanchonete existem 8 tipos de verduras e 5 tipos de tem-
pero. Sabendo que uma pessoa deve preparar uma salada com pelo menos 1 tipo de
verdura e nenhum ou 1 tipo de tempero, o niimero de saladas que contenham obrigatori-

amente a verdura A é igual a
A) 768. B) 762. C) 756. D) 640. E) 630.

4.2 Gabarito

0O1FE; 02FB; 03-B; 04F-B; 0bF A; 06+ B; 07 E; 08 F D; 09+ D; 10 + B;
11FE; 12EB; 13-B; 14FA; 15 A; 16 D; 17 B; 18 D; 19F A; 20+ B;
21 E; 22FB; 23FD; 24F-D; 25 D; 26 -B; 27T B; 28-C; 29F E; 30 F C;
31FD; 32FD; 33FD; 34-D; 35FC; 36 D; 37T-D; 38FC; 39F D; 40 F A;
41+ E; 42+ D; 43F A; 44FB; 45 B; 46 C; 47 C; 48+-B; 49+ D; 50 F B;
51 FB; 52+ C; 53 A; b4+ E; 55 F E; 56 F E; 57F D; 58+ C; 59 B; 60 - A;
61FD; 62 C; 63FE; 64FB; 656FB; 66+ C; 67 C; 68 C; 69+ C; 70+ D;
MMEC, 2EB; 3FB; 74-D; 75 FD; 76 - C; 77THA; 78 FD; 79+ A; 80 F B;

81HA; 8FB; 8FE; 84FA; 8 FC; 8 FA; 87+ C; 8 F A; 89 F A; 90 - B.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Se nao houvesse dificuldades no ensino e na aprendizagem da andlise combina-
toria, este trabalho talvez fosse desnecessario. Ocorre que a combinatéria é um tema
gerador de obstaculos, tanto durante a jornada escolar dos alunos quanto para aqueles
que ao terminarem a vida estudantil precisam, em algum momento, aplicar conhecimentos
referentes a esse tema em alguma situagao de eventual necessidade. O objetivo principal
desse trabalho gira em torno de mostrar a aplicabilidade dos principais tépicos de com-
binatéria, frequentes em concursos e em vestibulares, formulando pois uma abordagem
direcionada, objetiva e contextualizada.

Ao analisar questoes de combinatoéria que apareceram em centenas de provas de
concursos, englobando diversas bancas, disponibilizadas na internet, foi possivel chegar a
conclusao que as bancas apresentam uma tendéncia a trazer problemas relacionados ao
teorema fundamental da contagem, aos arranjos, as combinacoes, isto ¢, as examinadoras
se atentam as técnicas basicas de contagem, as que foram abordadas no Capitulo 2 deste
texto. Questoes relacionadas ao principio da casa dos pombos, ao bindomio de Newton, ao
principio da inclusao e exclusao, Capitulo 3, por exemplo, aparecem com menor frequéncia
nas provas.

Procuramos desenvolver o raciocinio de cada questao apresentada ao longo do
texto de forma detalhada, tentando desenvolver todo o processo, evitando o uso de for-
mulas sempre que isso nao implicasse trabalho mais drduo para se obter as solucoes.
Embora isso possa tornar o texto levemente repetitivo, também o deixa menos técnico e
de mais simples entendimento para o leitor. Além disso, vale salientar que focamos na
clareza dos conceitos e, principalmente, das aplicacoes que foram expostas. Ji existem
muitos livros, artigos e dissertagoes que abordam combinatéria, mas os estudantes conti-
nuam tendo dificuldade com esse assunto, principalmente quando tentam usar as técnicas
que aprenderam na resolucao de problemas. Por isso, este trabalho esté totalmente focado
na aplicacao das técnicas de contagem, para facilitar a vida do estudante.

O que fica implicito ao longo das paginas é que a forma mais simples de se
aprender combinatoria é realmente praticando, resolvendo problemas, se familiarizando
com os conceitos; adquirindo intuicao, estratégia e autoconfianca. Quanto mais problemas
resolvemos, ficamos mais aptos a resolver outros que vierem. Porém, se o estudante
dispuser de pouco tempo e tiver que resolver muitos problemas para conseguir dominar
certo assunto, isso representara uma dificuldade. Essa situacao poderé ser vencida com
organizacao e estratégia de estudo. Foi pensando nisso que escolhemos os problemas que
aparecem com maior frequéncia nas provas de concursos e vestibulares e os apresentamos
no Capitulo 2, para que o estudante consiga, ao terminar de ler, adquirir uma base sélida

de conhecimentos que o prepare para resolver essas provas.
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A estratégia de estudos do autor deste trabalho ilustra o que acabamos de dizer:
ao longo de cinco anos, ele disputou, sem éxito, cerca de dezesseis concursos publicos
durante os quais estudou de forma ineficaz, supervalorizando quase que exclusivamente a
teoria presente nos livros didaticos e praticamente ignorando a parte pratica de resolver
problemas. Bastaram mais dois anos de preparacao utilizando a estratégia recomendada
neste trabalho, isto é, a resolucao de questoes de concurso encontradas na internet, para
conseguir duas aprovagoes consecutivas.

Este trabalho é acessivel, em termos de didatica, a professores e a estudantes em
geral e desejamos que contribua para o processo de ensino e aprendizagem deles. Haja
vista que a democratizacao do conhecimento é do interesse de todos. Esperamos que o
material coletado e organizado nesse texto sirva como referéncia para que professores de
Matematica o usem em suas aulas e para os estudantes que buscam os conhecimentos de
combinatoria com exemplos praticos. Enfim, pelo que expusemos acima, cremos que os

objetivos deste trabalho foram atingidos.
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