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RESUMO

O principal objetivo deste estudo ¢ uma melhor e maior compreensao da Geometria Euclidiana
Plana e Espacial para buscar interpretacdes mais simpldrias e apenas visuais das simetrias e
transformagdes isométricas e aplicd-las nas demonstracdes de teoremas, resolucdes de
problemas e nas metodologias pedagdgicas dos Ensinos Basico e Superior, facilitando, assim,
o processo de ensino e aprendizagem. O estudo ¢ feito sob uma visdo holistica da simetria e
transformacgdes isométricas nas artes, na beleza, na musica, na Algebra, na Geometria ¢ na
abordagem de questdes de Olimpiadas, de vestibulares em geral, principalmente no Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM) e também em questoes do Exame Nacional de Qualificacao
(ENQ) ligado ao PROFMAT. Aborda-se, na medida do possivel, ndo so6 as simetrias e as
transformagdes isométricas com e sem as formalidades usuais tanto da Algebra quanto da

Geometria, mas também como uma ferramenta de aprendizagem que pode encantar os alunos.

Palavras-chave: Simetrias. [sometrias. Geometria. Ensino de Matematica.



ABSTRACT

The main objective of this study is to develop a better and greater understanding of Euclidean
Geometry, Plane and Spatial, to seek simpler and visual interpretations of symmetries and
isometric transformations and apply them in theorem demonstrations, problem solving and
pedagogical methodologies in Basic and Higher Education, thus facilitating the teaching and
learning process of students. This assay was carried out under a holistic view of symmetry and
isometric transformations in the arts, beauty, music, algebra, geometry and in the approach
Olympic Tests, vestibular in general, highlighting the National High School Exam (ENEM) and
also doubts about the ‘“National Qualification Exam” (ENQ) linked to PROFMAT. 1t
approaches, as far as possible, not only symmetries and isometric transformations with and
without the usual formalities of Algebra and Geometry, but also it works as a learning tool that

can enchant students.

Keywords: Symmetries. Isometries. Geometry. Mathematics Teaching.
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1. INTRODUCAO

O desenvolvimento desta dissertagdo foi baseado principalmente nas davidas e nas
dificuldades dos alunos em aprender principalmente Geometria. Pensar em estratégias tentando
minimizar essas dificuldades assim como a dificuldade intrinseca de lecionar Geometria, foi
fundamental na busca de metodologias e de solugdes diferentes das comumente encontradas
em diversos periddicos matemdticos do Ensino Basico, porém embasadas segundo a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) numa nova forma de ensinar Geometria. Tentando
sempre buscar uma alternativa mais compreensivel a aprendizagem dos alunos, o autor se
apropriou de um cabedal de conhecimentos fornecido por uma vasta bibliografia utilizada ao
longo dos anos e através de observagdes das reacdes dos alunos em sala de aula. Assim o autor
pode ndo so lapidar os planejamentos de aulas como também aprimorar a forma de lecionar. De
modo empirico o autor foi dando os passos iniciais em um desenvolvimento pedagdgico
baseado no uso de simetrias e transformagdes isométricas nas resolugdes de diversos problemas
matematicos ndo somente em Geometria como também em diversos segmentos da Matematica
no Ensino Bésico e Superior.

Usando simetria na sala de aula o autor despertou nos alunos um maior engajamento
e entendimento tanto em Geometria quanto em outros segmentos da Matematica. O fendmeno
da simetria ¢ das transformag¢oes isométricas nos alunos ¢ encantador. Inicialmente a reagao
dos alunos ao visualizar resolugdes de problemas utilizando simetrias ¢ de divida em relagdo a
tais procedimentos, ou seja, se realmente esses argumentos sao validos. Com o passar do tempo,
tais procedimentos vao ganhando formalismo e, com a jun¢do de outras ferramentas
matematicas, essas davidas vao sendo dirimidas e a propor¢do que avangamos no conteudo a
simetria vai ganhando forca e se tornando cada vez mais uma ferramenta indispenséavel
possibilitando assim uma facilidade em compreender e resolver problemas matematicos em
geral. Esta dissertacdo trata da experiéncia fantastica do autor em descobrir solucdes
diferenciadas para problemas de Matemdtica em geral. E que tais solu¢des além de conter
formalismos matematicos mostram uma maior capacidade em envolver os alunos no processo
ensino-aprendizagem. O resultado da aplicagdo de simetrias e transformagdes isométricas no
processo de ensino-aprendizagem ¢ realmente primoroso.

Essa dissertagdo foi dividida em quatro partes. A primeira delas (capitulo 2) expde
a origem da simetria e algumas curiosidades como a simetria na natureza, no DNA, o numero

da beleza (nimero de ouro), na arquitetura, no corpo humano e no design.



15

Na segunda parte (capitulo 3) temos inicialmente o conceito da simetria no uso
comum do nosso cotidiano e posteriormente as propriedades das simetrias e transformacgdes
isométricas no plano e no espaco escritas e demonstradas de acordo com as exigéncias do
formalismo matematico dando embasamento necessario para as aplicagdes nas resolugdes de
problemas e demonstracdes de teoremas.

Na terceira parte (capitulo 4) temos as aplicagdes das propriedades da simetria e das
transformagdes isométricas na resolucao de problemas do Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM), de Olimpiadas de Matematica, do Exame Nacional de Qualificacio (ENQ) do
PROFMAT e de vestibulares em geral.

Na quarta parte (capitulo 5) temos as aplicagdes das simetrias e das transformacoes
isométricas em diversas propriedades e teoremas, propiciando demonstragdes visuais, ou seja,

através de desenhos e interpretagdes geométricas.
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2. SIMETRIA

A palavra simetria tem raizes antigas, vem do grego sym e metria, que se traduzem
em “a mesma medida”. Quando os gregos classificavam como simétricos uma obra de arte ou
um desenho arquitetonico, eles queriam dizer que era possivel identificar uma pequena parte da
obra tal que as dimensdes de todas as outras partes continham tal parte um numero preciso de
vezes (as partes eram “comensuraveis”).

O significado moderno de simetria (introduzido pela primeira vez no final do século
XVIII) no sentido matematico preciso € realmente “imunidade a uma possivel altera¢ao”.

Na concepgao e reflexao da maioria das pessoas, a ideia de simetria estd mais ligada
a pensamentos sobre arte e natureza do que sobre Matematica. Os homens sdo naturalmente
atraidos por simetrias desde a Grécia Antiga. Observando as Figuras 1 e 2, podemos perceber

0 uso das simetrias na construgao civil.

Figura 1 — O Taj Mahal, em Agra, India.

Fonte: Asitjain (2009).
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Figura 2 — Sede das Nagdes Unidas: a fachada do edificio ¢ formada por um retdngulo de ouro.

Fonte: Stefan Schulze (2005).

Muito frequentemente, consideramos um rosto muito bonito quando as suas
caracteristicas sao simetricamente combinadas. Somos atraidos por propor¢des equilibradas e
nos, humanos, nao somos 0s Uinicos na natureza a obedecer a este principio.

Conforme Livio (2011, p. 13), “a simetria ¢ a ferramenta suprema para preencher a
lacuna entre ciéncia e arte, entre psicologia e matematica. Permeia objetos que vao desde tapetes
persas as moléculas da vida, da Capela Sistina a teoria dos grupos”.

A natureza esta cercada de simetrias: olhe para seu corpo, olhe para as imagens em
um espelho, olhe as asas de uma borboleta, as pétalas de uma flor ou uma concha do mar.

Simetrias também podem ser encontradas na arte, como pode ser observado nos

desenhos do corpo mostrados na Figura 3, que sao trabalhos de Leonardo da Vinci.
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Figura 3 — Desenhos de Leonardo da Vinci: & esquerda, estudo sobre as propor¢des da cabeca e dos olhos
(Biblioteca Reale, Torino) e, a direita, Homem Vitruviano (Gallerie dell'Accademia, Veneza).

Mol -0 o'
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da¥a )

Yasdaa
.,..’a.,.}.}w.ﬂ.h )‘

RIS

Fonte: Scruton (2013).

Conforme o dicionario Houaiss, Palindromo significa frase, nimero ou palavra que se
pode ler, indiferentemente, da esquerda para direita ou vice-versa. A invengao dos palindromos
¢ geralmente atribuida a Sétades, o Obsceno de Maronéia, que viveu no terceiro século a.C., no
Egito dominado pelos gregos.

O Cromossomo Y, que define o sexo masculino, possui na a sua estrutura gendomica
sequéncias palindromicas. Os pesquisadores de equipe de sequenciamento gnoOmica
descobriram que o cromossomo Y combate o definhamento da sua carga genética com
palindromos. Cerca de seis milhdes de seus cinquenta milhdes de letras de DNA formam

sequéncias palindromicas nas duas fitas da dupla-hélice.
2.1 O NUMERO AUREO E PROPORCAO AUREA

“Onde existe a propor¢do aurea, existe o nimero ¢. E o caso das espirais

logaritmicas, tdo comuns na natureza € em objetos bonitos. Professores e pais, contudo, na

tentativa de entusiasmar os estudantes, nao resistem a tentacdo de ver ¢ até onde ele ndo existe.”

(BLOLEZZI, SANTOS e HAYASHI, 2011).
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Figura 4 — Pentagrama.
AN
G T D

F E

Fonte: Blolezzi, Santos e Hayashi (2011).

Segundo a lenda, os pitagoricos formavam uma espécie de sociedade secreta,
chamada de Fraternidade Pitagorica, em cujas reunides sé entrava quem tinha o pentagrama
(Figura 4) desenhado na palma da mao. Eles escolheram o pentagrama porque ele contém a
propor¢ao aurea em todo lugar. Mas o que ¢, exatamente, a propor¢ao aurea? Imagine um
segmento de reta AB qualquer. Por meio do ponto C, divida esse segmento AB em dois segmentos
menores: AC e CB. Se AB dividido por AC for igual a AC dividido por CB, entdo essa razao ou
propor¢ao comum ¢ chamada de razdo durea ou de proporc¢ao durea, de razdo dourada ou de

proporcao dourada, de razao divina ou de propor¢ao divina. O simbolo € a letra grega fi (¢):

Mas quanto vale ¢ ? Para encontrar a resposta, imagine um retangulo aureo (Figura 5).
Num retangulo dureo, divide-se o comprimento pela largura e obtém-se ¢. Além disso, num

retangulo dureo, remove-se um quadrado de qualquer uma das pontas, o que sobra ¢ um retangulo
semelhante ao original, ou seja, sobra outro retangulo dureo. Sendo assim, para facilitar as contas,

imagine um retangulo aureo cujo comprimento ¢ igual a ¢ e cuja largura € igual a 1. O comprimento
do retangulo maior dividido pela largura do retdngulo maior (¢ + 1) tem de ser igual ao

comprimento do retangulo menor dividido pela largura do retangulo menor (1 +[¢ — 1]).

Figura 5 — Retangulo aureo.
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Fonte: Blolezzi, Santos e Hayashi (2011).
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Dessa forma:

L00-D =10 -¢p-1=0.

o__ 1
1 ¢-1

Assim, obtém-se uma equacio do segundo grau (do tipo ax*> + bx + ¢ = 0) em que
a=1,b=-1ec=-1; ela tem duas raizes, uma negativa (que ndo nos interessa no momento) e
outra positiva. Essa raiz positiva ¢ o valor de ¢, isto é:

1+\/§

$=—

b

que, aproximadamente, vale ¢ =1,61803.

Matematicos e artistas ja estudaram muito a propor¢do durea. Em 1509, o
matematico italiano Luca Pacioli publicou 4 Divina Propor¢do, em que listou dezenas de
apari¢des do nimero ¢ na geometria; o livro foi ilustrado por Leonardo da Vinci. Luca chamou
a propor¢ao de divina porque ela aparece em objetos que o homem classifica como belos; para
Luca, ¢ continha algum tipo de mensagem de Deus. O que mais intrigou os matematicos,
contudo, foi a descoberta de que a sequéncia de Fibonacci contém a razao aurea.

A sequéncia de Fibonacci (fn) ¢ definida da seguinte forma: f, =1, f; =1le, a

partir desses dois primeiros numeros, pela recorréncia.

fn+2=fn+l+fn’n€N'

Ou seja, a partir do terceiro termo (inclusive), cada termo da sequéncia de Fibonacci
¢ igual a soma dos dois termos anteriores, dai a sequéncia de Fibonacci possuir grau 2. Eis os
primeiros 12 termos da sequéncia:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, ...
No século XVII, o astronomo alemao Johannes Kepler notou que, quando dividia 8 por

5, 0u 13 por 8, ou 21 por 13, ele obtinha um nimero parecido com ¢ , como mostra a Figura 6.
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Figura 6 — Razoes para aproximacgdes do ¢.

Termos Valores | Resultado
Lo 1
f1 1
Ao 2 )
/2 1
Lol
/3 2
ﬁ 2 1,6667
f4 3
f—6 § 1,6
s 5

I 0765 1 6180
f19 4.181

Fonte: Blolezzi, Santos e Hayashi (2011).

O ntimero ¢ ¢ irracional, porem ao dividir um nimero de Fibonacci pelo nimero

imediatamente anterior e conforme a operagdo tende ao infinito, a razdo dos numeros

consecutivos de Fibonacci tende a ¢ .

A certa altura, o homem percebeu que seu proprio corpo muitas vezes segue a
proporcao aurea: dividindo a altura de uma pessoa pela altura do umbigo até o chao ¢ provavel

que o resultado seja um nimero em torno de ¢ . Na verdade, para onde quer que olhe e veja

beleza, o homem acha a sequéncia de Fibonacci e a propor¢do durea. Neste caso, até hoje
matematicos e estetas discutem se uma bela pessoa ¢ bela por causa da propor¢do aurea ou se
procuramos a proporcao aurea em todo lugar por causa de pessoas belas.

De fato, o0 homem tem achado a propor¢do 4urea até onde ela ndo existe ou, se
existe, ndo foi posta 14 intencionalmente. Ela existe na Mona Lisa, o famoso quadro de
Leonardo da Vinci, mas provavelmente Leonardo ndo usou a propor¢do aurea de proposito;
talvez seja impossivel pintar um quadro como a Mona Lisa sem incluir a propor¢ao aurea, a
ndo ser para pintores como Picasso, que distorcem a realidade e usam combinag¢des incomuns
de elementos comuns justamente para incomodar o publico. Ela ndo existe no Partenon, em

Atenas, nem nas piramides de Giz¢, no Cairo, embora muita gente diga que existe. (A propor¢ao
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do Partenon e das pirdmides fica proxima da propor¢do aurea, mas, com o que os historiadores
sabem hoje, ¢ impossivel afirmar que seus construtores usaram a razao durea como referéncia.

E mais provavel que seja apenas coincidéncia.)

2.2 A CONCHA ESPIRAL

Quando quer citar um exemplo da propor¢ao aurea na natureza, quase todo
matematico cita a concha do nautilo, um molusco marinho. Conforme o nautilo vai crescendo,
sua concha vai crescendo numa propor¢do proxima da propor¢do 4urea, isto ¢, cada cdmara da
concha do nautilo ¢ 1,618 vezes maior que a camera anterior. Mas o que isto tem a ver com a
proporcao aurea, exatamente? A concha do nautilo cresce mais ou menos como uma espiral

logaritmica, como mostra a Figura 7.

Figura 7 — Espiral logaritmica.
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Fonte: Blolezzi, Santos e Hayashi (2011).

Para desenhar a espiral logaritmica a partir do retangulo aureo: separe um quadrado
numa das pontas do retdngulo, use um compasso para ligar o canto superior esquerdo do
quadrado ao canto inferior direito, e depois repita esse mesmo passo para os retangulos dureos
remanescentes dentro do retangulo original. (O desenho mostra um retangulo feito com
numeros da sequéncia de Fibonacci.)

Folhas, quando se distribuem em torno do caule de uma planta, em geral,
distribuem-se segundo uma espiral logaritmica, de modo que cada folha tenha igual acesso a
luz do Sol. As folhas se distribuem ao longo do caule num angulo de 137,5 graus: que € o angulo

aureo. Dividindo-se uma circunferéncia em dois angulos que mantenham entre si a propor¢ao
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aurea chegar-se-a a 222.5 graus e 137,5 graus, pois 222,5 + 137,5 = ¢ e, muito importante,
360 , 222,5 = ¢ . A primeira folha nasce no caule, a segunda folha nasce 137,5 graus mais

adiante, a terceira folha nasce 137,5 graus mais adiante da segunda, a quarta folha nasce 137,5
graus mais adiante da terceira — e, fazendo assim, as folhas se distribuem de modo que haja

espaco para que todas recebam um pouco de luz do sol, como mostra a Figura 8.

Figura 8 — Crescimento das folhas ao longo do caule.

0,382 volta

L

Fonte: Blolezzi, Santos e Hayashi (2011).

Na Escola Panamericana de Arte, o professor Renato Hayashi sempre da aulas sobre
a propor¢ao aurea e sobre como os alunos devem manejar o nimero ¢ . Renato diz em suas
aulas que clientes convencionais tendem a gostar mais de trabalhos que guardem a razdo aurea.
Sendo assim, se o profissional de arte vai diagramar uma pagina de internet, ou vai criar um
logotipo, ou vai montar o cendrio de uma peca de teatro, entdo o profissional deve levar o
numero ¢ em consideragao.

Um exemplo moderno ¢ a pagina do Twitter, na internet, que segue a propor¢ao

durea. Doug Bowman, diretor criativo do Twitter, confirmou a informag¢do numa entrevista.

Figura 9 — Pagina do Twitter.

#New Twitter

Fonte: Blolezzi, Santos e Hayashi (2011).



24

3. ISOMETRIAS NO PLANO E NO ESPACO

Neste capitulo, além dos conceitos basicos de simetrias ja definidos cognitivamente
pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) na Educagdo Basica, iremos abordar alguns
conceitos matematicos sobre teoremas, propriedades e exemplos envolvendo simetrias e
transformagdes isométricas no Plano e no Espago dentro de uma linguagem que envolva
formalmente a Matematica, incluindo notagdes desde os entes primitivos em Geometria
Euclidiana (Ponto, Reta e Plano) até conjuntos e fungdes. As nogdes basicas de Isometrias no

Plano e no Espaco, foram baseadas em Lima (2013), Lima (2007b) e Ledergerber-Ruoff (1982).

3.1 TRANSFORMACOES NO PLANO

Em Geometria Plana, dizemos que duas figuras sdo congruentes se coincidirem
perfeitamente, por meio de uma mudanga de posi¢ao (translagdes, rotagdes ou reflexdes) ou
movimento rigido (movimentos que preservam a forma e o tamanho dos objetos).

Na Figura 10 apresentamos alguns exemplos de simetrias.

Figura 10 — Simetrias de translagdo, de rotacéo e de reflexo.

- ; B*S

Fonte: Autor.

Em matematica, tais movimentos ou transformagodes sdo chamados de isometrias
(do grego, mesma medida). Pela Figura 10, ¢ facil concluir o porqué deste nome. Movimentos
rigidos ou isometrias devem ser transformagdes que preservam o comprimento dos segmentos
e, consequentemente, a distancia entre dois pontos quaisquer do plano e, na realidade, ¢ esta a
defini¢ao matematica de uma isometria.

Translagoes, reflexdes e rotagdes sdo isometrias, isto €, sdo transformagdes que
preservam a distancia entre dois pontos do plano. A partir desta propriedade, podemos provar
que isometrias mudam a posi¢do do desenho, mantendo a forma e o tamanho da figura original.
Por isso, figuras obtidas a partir de isometrias sdo ditas congruentes. Antes de definir,

formalmente, as isometrias, vejamos alguns tipos de simetrias.
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3.1.1 Simetria de rotacao

A transformacao de uma figura obtida ao girarmos em determinado angulo cada um
de seus pontos em relagdo a um ponto O, no sentido horario ou anti-horario, ¢ chamada simetria
de rotacao.

Na Figura 11, temos exemplos de rotagcao em relagdo ao ponto O.

Figura 11 — Simetria de rotag@o (angulos).

L. o

o
‘ >\ &'F 1 ; l:-\'
& . S = 4 4 v " -
Rotac¢do de 90° em e ﬁ i L — Rotagdo de 180° em relagdo

relagdo ao ponto O no |:> LB i " - C: ao ponto O no sentido
sentido horario. ﬂ _d xO_ W horario ou no anti-horario.
2
L]

= szi;'&

b he! 210°
Rotagdo de 90° em ﬂ S c. ﬂ e m Rotagdo de 210° em relagdo
relagdo ao ponto O no I:> & 0~._ c:! ao ponto O no sentido

sentido anti-horario. “{ : t = horario.
[ Y
. .,/,:}ﬁ '

Fonte: Autor.

Em uma simetria de rotagcdo, quando o giro for 180° no sentido horario ou anti-

-horario, dizemos que esse ¢ um caso de simetria central.

3.1.2 Simetria de translaciao

A transformagdo de uma figura que sofre um deslocamento de acordo com uma
distancia, uma dire¢dao e um sentido, mantendo seu tamanho e sua forma, ¢ chamada simetria
de translacao.

Na Figura 12, a seta em destaque indica que o jogador de beisebol sofreu uma

simetria de translagao.
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Figura 12 — Simetria de translacao.

Fonte: Autor.
3.1.3 Simetrias de reflexao

Dizemos que duas figuras sao simétricas em relagdo a uma reta qualquer quando
uma ¢ a imagem espelhada da outra em relacdo a reta considerada, chamada eixo de simetria.
Isto quer dizer que se desenharmos as figuras em uma folha de papel e dobrarmos o papel de
tal modo que a dobra coincida com a reta em questdo, as duas figuras coincidirdo perfeitamente.

Veja o exemplo da Figura 13.

Figura 13 — Simetria de reflexao.

Fonte: Autor.

3.2 0 CONCEITO MATEMATICO DE TRANSFORMACOES (ISOMETRIAS).

Uma transforma¢do T no plano [/ é uma aplicagdo T : [/ — [/, isto é, uma
correspondéncia que associa a cada ponto P do plano outro ponto P; = T(P) do plano, chamado
sua imagem por T.

Lembremos que a transformagdo 7' /] — /] diz-se injetiva quando pontos distintos
P #Q em [] tém sempre imagens distintas 7(P) = T(Q). Em outras palavras, 7T ¢ injetiva quando
T(P) = T(Q) implica P = Q. Diz-se que T é sobrejetiva quando para todo ponto P; em [/ existe
Pem [[tal que T(P) = Pi.
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Uma transformagdo T : /[ — [/ chama-se bijetiva, ou uma bije¢do, quando é ao
mesmo tempo injetiva ¢ sobrejetiva. Isso significa que, para todo ponto P; em [/ existe um
tnico ponto P em // tal que T(P) = P1.

Uma transformagdo bijetiva T : [/ — [] possui uma inversa T/ : /[ — []. Para
todo P; em [/, sua imagem T/ (P;) pela inversa T/ é o inico ponto P de // tal que T(P) = Pi.

Dadas duas transformagdes S, T : [/ — [/, a composta S o T : [[ - [[¢é a
transformag¢do que associa a cada ponto P do plano //o ponto S(T(P)). Portanto, por defini¢do,
(SoT)(P)=S(T(P)), ouseja, S o T consiste em aplicar primeiro 7 e depois S.

Uma transformagdo particular é a transformacgdo identidade Id : [[ — [] Por
definicéo, tem-se Id (P) = P paratodo P € [/.

Dada uma bije¢ao T': [/ — [/, tem-se

ToT!=T'oT=1I,

pois

I(T!(P1)) =T(P)=P1 e TYT(P)=T"'P1)=P

Uma vez que um sistema de coordenadas em // tenha sido estabelecido, uma
transformagdo 7 pode ser descrita por suas equagoes, isto ¢, pela expressao das coordenadas

(x1, y1) do ponto P; = T(P), obtido pela aplicagdo de 7 ao ponto P = (x, y).
3.2.1 Isometrias no plano

Uma isomeria do plano [/ ¢é uma transformacdo T : [/ — [[ que preserva
distancias. Considerando d(P, Q) a distancia entre os pontos P e O, temos que 7 ¢ uma isometria

quando se tem

d(T(P), T(Q)) = d(P, Q)

para quaisquer pontos P, Q no plano //.

Veremos agora algumas propriedades fundamentais desses tipos de transformagoes.
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Propriedade 3.1 — Toda isometria T : [[ — [] ¢ injetiva.
Prova: Se T(P) = T(Q), entdo d(P, Q) = d(T(P), T(Q)) = 0, logo, P = Q. |

Propriedade 3.2 — Sejam T : [] — [] uma isometria e P, Q pontos distintos de [[
Prova: Se T(P) = P1 e T(Q) = Qi, entdo T transforma todo ponto R do segmento PQ em um

ponto Ri do segmento P1Q1. Como R pertence ao segmento PQ, temos

d(P, Q) =d(P, R) +d(R, Q).

Sendo T uma isometria, temos d(P:, Q1) = d(P, Q), d(P1, Ri;) = d(P, R) e d(Ri, Q1) = d(R, Q).
Logo,

d(Pi1, Q1) = d(Pi, Ri) + d(R1, Q1).

Portanto, R; pertence ao segmento de reta P;Q;. a

A propriedade acima diz que toda isometria transforma pontos colineares em pontos colineares
e, mais ainda, preserva a ordenacdo desses pontos colineares. Dai resulta a propriedade

seguinte:

Propriedade 3.3 — 4 imagem de uma reta r por uma isometria T é uma reta r1 = T(r).

Prova: Sejam P, Q pontos distintos de » ¢ P; = T(P), Q1 = T(Q) as imagens desses pontos por
T. Chamemos de 71 a reta que passa pelos pontos P; e Q1. Dado qualquer outro ponto R na reta
r, afirmamos que sua imagem R; = T(R) deve pertencer a reta ;. Para ver isto, suponhamos,
para fixar as ideias, que Q estd entre P e R, isto €, que Q pertenca ao segmento PR. Entdao, como
acabamos de ver, Q; estd no segmento de reta PiR;, logo R; pertence a reta r; que liga Pra Q.
Os casos em que P estd entre Q e R ou R esta entre P e Q se tratam igualmente.

Acabamos de mostrar que os pontos da reta  sdo transformados pela isometria 7 em pontos da
reta 7.

Reciprocamente, se R1 ¢ um ponto da reta r;, suponhamos, para fixar as ideias, que P: esteja entre
Ri e Qi, ou seja, que P; pertenga ao segmento de reta R;Q;. Seja R o ponto da reta 7, situado a
esquerda do segmento PQ e tal que d(R, Q) = d(Ri, Q1), entdo T(R) € o ponto de r;, a esquerda
do segmento P;Q1, e tal que d(T(R), Q1) = d(Ri, Q1), logo T(R) = Ri. Assim, todos os pontos da

reta 7 s3o imagens por 7" de pontos da reta r. Isso conclui a prova de que 7(r) = r1. a
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Propriedade 3.4 — Uma isometria transforma retas paralelas em retas paralelas.

Prova: Se T': /] — [] é uma isometria e as retas 7, s do plano //sdo paralelas, suas imagens r;
= T(r) e s1 = T(s) devem ser paralelas, pois, se existisse um ponto P; a0 mesmo tempo em 7; €
em sy, teriamos P; = T(P),com Pemre P; = T(Q), com Q em s. Sendo T injetiva, isso obrigaria
P = 0, e entdo as retas e s teriam um ponto P = Q em comum, contradizendo o fato de que

sdo paralelas. a

Observagiao 3.1 — A Propriedade 3.4 ndo significa que 7 transforma qualquer reta » em uma

reta T(r) = r; paralelaa r.

Propriedade 3.5 — Toda isometria transforma um triangulo retangulo em outro triangulo
retangulo.
Prova: Sejam 7': //— /[ uma isometria e ABC um tridngulo retdngulo em 4. Pondo 4; = T(4),

B =T(B) e C1 =T(C), o Teorema de Pitagoras assegura que

d(B, C)* = d(4, B)? + d(4, C)*.

Como T preserva distancias, segue-se dai que

d(Bi, C1)? = d(A1, B1)? + d(A1, C1)°.

Portanto, 4:B:Ci ¢ um triangulo retangulo com angulo reto em A;. a

Em outras palavras, as isometrias transformam retas perpendiculares em retas perpendiculares,
ou seja, preservam angulos retos.

Mas, geralmente, dado qualquer angulo BA4C,sejam A: = T(4), Bi = T(B) e
C1 = T(C). Os triangulos ABC e A:B:C tém lados iguais, pois 7 preserva distancias. Logo, tém

angulos iguais. Em particular, B,A4,C,=BAC. Portanto, podemos concluir a proxima

propriedade.
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Propriedade 3.6 — Uma isometria preserva quaisquer angulos.

Translacoes

As isometrias mais simples sdo as translagées. A translagdo Ty : [/ — [/, determinada pelo
vetor v, ¢ a transformagdo que leva cada ponto P do plano [/ ao ponto
Tw(P) = P + v. Desde que v = AB, entdo P + v = O é o ponto tal que o segmento orientado PQ ¢
equipolente a AB , ou seja, possui mesma dire¢io, mesmo sentido e o mesmo comprimento de 4B .
Se, em um dado sistema de eixos ortogonais, as coordenadas de v sdo (¢, f) entdo, para cada

ponto P = (x, y), tem-se Tw(P) = (x + o, y + ).

Figura 14 — A translagdo determinada pelo vetor v leva toda reta » a uma paralela
e transforma o sistema OXY no sistema O’X’Y".

Y Y4
B T.(P)=P+v T, (1)
U d o X’
l)
A P -
O X
Fonte: Lima (2013).
A translacdo 7, transforma toda figura F em uma figura 7w(F) = F’, cujos pontos

P + v sdo obtidos transladando-se os pontos P de F pelo mesmo vetor v. Em particular, uma
reta » € transformada na reta
Ivr)=r+v={P+v,Per},

a qual ¢ paralela a . Um sistema de eixos ortogonais OX e OY ¢ transformado por 7, no sistema
O’X’Y’, cujos eixos sao paralelos a OX e OY, e tétm o mesmo sentido que OX e OY (Figura 14).
De modo geral, qualquer isometria 7 transforma um sistema de eixos ortogonais OXY noutro
sistema de eixos ortogonais O 'X’Y’. Além disso, T transforma um ponto qualquer P do plano
noutro ponto P; = T(P), cujas coordenadas no sistema O’X’Y’ sdo as mesmas coordenadas de
P no sistema OXY.

Segue-se imediatamente que toda isometria 7' ¢ uma transformagao sobrejetiva. Como ja vimos
que T ¢ injetiva, concluimos que 7 ¢ uma bijegdo. Sua inversa 7! é evidentemente uma

isometria.
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Figura 15 — As coordenadas de P, = T(P) no sistema O’X’Y" sdo iguais as coordenadas de P no sistema OXY.

v 7 "A‘Pl =T(P)
) N— oP i

i T

E —
0 X

Fonte: Lima (2013).

Sejam (a, b) as coordenadas de O’ = T(O) no sistema OXY e « o angulo de OX para O’X".
As coordenadas (xs, y1) do ponto P; = T(P) no sistema OXY sao dadas por

X, =Xcosa—ysena+a
(3.1)
y,=xsena+ycosa+b,
ou
X, =xcosa+ysena+a
(3.2)
y,=xsena—ycosa+b,

conforme OXY e O’X’Y’ sejam igualmente orientados ou ndo. No primeiro caso, diz-se que T
preserva e, no segundo, que T inverte a orientagcdo do plano.

Assim, quando se fixa um sistema de eixos ortogonais OXY, uma isometria qualquer do plano
transforma o ponto P = (x, y) no ponto T(P) = P; = (x1, y1) cujas coordenadas, neste mesmo
sistema OXY, sdo dadas pelas equagdes (3.1) e (3.2) acima, em que (a, b) sdo as coordenadas
de T(O) e o ¢é o angulo entre OX e O’X’ = T(OX).

Em particular, vé-se mais uma vez que toda isometria ¢ sobrejetiva.

Substituindo cos a por c e sen a por d, observamos que as equagdes (3.1) e (3.2) de uma
isometria 7" tém uma das formas:

{x,:cx—dy+a {x,:cx+dy+a
ou

y,=dx+cy+b y, =dx—cy+b

No primeiro caso, a matriz “parte linear” de 7' ¢

e, no segundo caso, ¢
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No primeiro caso, T preserva a orientagdo € o determinante
A=C+d?=1>0
enquanto que, no segundo caso,
A= —-d*=-1<0.
Portanto, o sinal do determinante A permite distinguir as isometrias que preservam das que

invertem a orientagao do plano. a

Rotacoes
Seja OXY um sistema de eixos ortogonais do plano.
A rotac@o do centro O e angulo « transforma o ponto P = (x, y) no ponto P; = (x1, y1) com

XI=xcosa—-ysena, yI=xsena-+tycosa.

Figura 16 — A rotacao de centro O e angulo o leva P a P;.

Fonte: Lima (2013).

Essa rotagdo leva o vetor unitario e; do eixo OX ao vetor f; = (cosa)er + (senajez € leva o
vetor unitario e2 do eixo OY ao vetor f2, que se obtém de f; por uma rotagdo positiva de 90°,

logo f2 = —(sen e + (cos a)ez. Temos,

OP = xe, + ye,

OP =xe +ye, =xf,+yf,,
pois, no sistema de eixos ortogonais OX:Y1, cujos vetores unitarios sdo f1 € f2, o ponto P; tem

as mesmas coordenadas (x, ) que P tem no sistema OXY. Entdo,
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X :<5ﬁ1’ e]>:<xf1 +J/f2:ez>

:x<f],e]>+y<f2,el>:xcosa—y sen a,

v, =(OP, &) =(xf, +vf..e,)
= x<f1,ez>+y<f2,ez> =X sSena+y cos a.
Em particular, uma rotagdo de /80° em torno do ponto O leva o ponto P = (x, y) ao ponto P; =
(—x, —y). Neste caso, seja qual for o ponto P do plano, a origem O ¢ o ponto médio do segmento
PP;. As vezes, diz-se que P = (—=x, =) é o simétrico do ponto P = (x, y) em relagio ao ponto
0. A rotagdo de /80° em torno de O coincide, portanto, com a simetria central de centro O.
As equagdes (3.1) mostram que toda isometria 7" do plano, que preserva orientacdo, € uma rotagao

de centro O e angulo « seguida da translagdo pelo vetor v = 70; emque O; = (a, b) = T(O)M

Mostraremos agora que, na realidade, efetuar uma rotacdo de centro O e angulo
a # (0 e, em seguida, uma translacdo no plano ¢ o mesmo que efetuar uma Unica rotacdo, de
mesmo angulo ¢, com centro noutro ponto do plano. Consequentemente, temos o proximo

resultado.

Propriedade 3.7 — As unicas isometrias do plano que preservam orienta¢do sdo as rotagoes
(com centros em pontos arbitrdarios do plano) e as translagoes (que correspondem a uma
rotagdo de angulo o = 0, seguida de uma transla¢do).
Prova: Todas as coordenadas a seguir serdo tomadas em relacdo a um sistema de eixos
ortogonais OXY prefixado. Temos uma isometria 7" que consiste na rotagdo de centro O e dngulo
a, seguida de uma translagado pelo vetor v = (@, b). Queremos determinar um ponto O’ = (¢, d)
tal que 7 seja a rotagdo de centro O’ e angulo o
Ora, a rotacao de centro O’ = (¢, d) e angulo « transforma o ponto P = (x, y) no ponto P’ = (x’,
v’), tal que
X=(x—c)cosa—(y—d)sena+c
VvV =(x—c)sena+(y—d)cosa+d.
A explicacdo para as equagdes acima ¢ simples: o ponto P’ é obtido girando-se o vetor
O’'P=(x-c,y—d) do angulo a, obtendo-se o vetor O’P’ =(X,¥ ), em que
X=(x—c)cosa—(y—d)sena
y=(x—c)sena+(y—d)cos a,

e, depois, tomando sua extremidade
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P=0+0P =(x+c¢,y+d).
Queremos determinar as coordenadas (¢, d) do ponto O’ de tal maneira que o ponto P’ coincida
com T(P). Considerando as equacdes em (3.1), devemos ter

(x—c)cosa—(y—d)sena+c=xcosa—ysena+a
{(x—c)sena+(y—d)cosa+d =xsena+ycosa+b.
Simplificando:
(I-cosa)c+(sena)d =a

{—(Sen a)c+(1—cosa)d =b.

O determinante deste sistema (cujas incognitas sdo ¢ e d) é igual a (/—cos a )’ +sen’a,

portanto ¢ diferente de zero, salvo quando & = 0, em cujo caso 7 ¢ a translagdo pelo vetor v =
(a, b). Nos demais casos (a # (), o sistema possui uma Unica solugdo (¢, d), formada pelas
coordenadas do ponto O’ que procuramos. Nao hé dificuldade em obter explicitamente os

valores de ¢ e d em fung¢do de ¢, a e b, caso haja necessidade. |

Reflexoes
O ponto P; chama-se o simétrico do ponto P em relagdo a reta » quando » ¢ a mediatriz do
segmento PP;. Se P pertencer a r, diremos que seu simétrico em relagdo a r € ele proprio.
Evidentemente, se P; ¢ o simétrico de P relativamente a r, entdo, reciprocamente, P ¢ o
simétrico de P relativamente a mesma reta r.
A reflexdo em torno da reta r € a transformacao 7" que faz corresponder a cada ponto P do plano
o ponto P; = T(P), simétrico de P em relagdo a ». Veja a Figura 17.
Tomando um sistema de eixos ortogonais OXY no qual o eixo OX coincida com a reta 7 em torno
da qual se da a reflexdo T, para cada ponto P = (x, y), tem-se T(P) = P1 = (x, —y).
Dai resulta que toda reflexdo ¢ uma isometria, pois, se P = (x, y) ¢ Q = (x’, ¥’), pondo
Pr=x -y)eQ=(x’,—y’),¢éobvio que

d(T(P), T(Q)) = d(P1, Q1) =d(P, Q).
A expressao T(P) = (x, —y), quando P = (x, y), mostra também que a reflexdo 7 inverte a
orientagdo do plano, pois deixa o eixo OX fixo e inverte a orientacdo de OY. Em termos dos
vetores unitarios dos eixos, T transforma e; em si mesmo ¢ ez em —e2. Evidentemente, o sentido

de rotacdo de e; para —e2 € oposto ao sentido de e; para ez.
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Figura 17 — O ponto P, o triangulo A;B:C; e a mao direita M, sdo, respectivamente, as imagens do ponto P, do
triangulo ABC e da mao esquerda M pela reflexdo em torno da reta r. Note que o sentido do percurso A;B;C; é
oposto ao sentido ABC.

MAO ESQUERDA

_ S —
MAODIREITA ™

Fonte: Lima (2013).

Se ABC ¢ um tridngulo escaleno e 4:B:C; € a imagem desse tridngulo pela reflexdo em torno de
alguma reta, ndo € possivel passar de ABC para 4:8:C1 mediante um movimento que tenha um
lugar no plano. A fim de sobrepor um desses tridngulos sobre o outro, ¢ necessario sair do plano
que os contém e efetuar o0 movimento no espago tridimensional.

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano. A reflexdo 7, em torno da reta », que passa
pela origem e faz um angulo & com o eixo OX, transforma este eixo noutro, OX;, obtido de OX
por rotacdo de angulo 2¢, e transforma OY no eixo OY/, tal que o dngulo de OY para OY; ¢
180° + 2a, veja Figura 18.

Portanto, se ey, e2, f1 € f2 sdo, respectivamente, os vetores unitarios dos eixos OX, OY, OX; e

0OY1, temos
f1=(cos 2a)er + (sen 2a)e:
e
f2=(sen 2a)er — (cos 2a)e:.
A reflexdo 7, sendo uma isometria, transforma o ponto P = (x, y) no ponto

P1 = (x1, y1), tal que P = xf1 + yfa.
Segue-se imediatamente que

(3.3)

{xl =xcos 2a+y sen2a

y,=xsen2a—y cos 2.

Essas sdo, portanto, as equagdes da reflexdo em torno de uma reta que passa pela origem e faz

um angulo & com o eixo OX.
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Figura 18 — A reflexdo em torno de r leva OX a OX; e OY a OY;.

Y|

i-C( )s20

Fonte: Lima (2013).

Seja agora r a reta de equagdo y = ax + b, que tem inclinacdo a = fga e corta o eixo OY no
ponto de ordenada b.

A reta r’, de equagdo y = ax, paralela a r, passa pela origem e faz com o eixo OX o mesmo
angulo a. Para obter a imagem do ponto P = (x, y) pela reflexdo 7 em torno da reta », primeiro
faremos a P a translacdo vertical de vetor —v = (0, —b), obtendo P’ = (x, y — b). Em seguida,

’

refletimos P’ em torno da reta »’, obtendo o ponto P” = (x”, y”’) com

xX’=xcos2a+(y—b)sena,

y’=xsen2a—(y—b)cos 2a.”
Finalmente, damos a P” a translagdo vertical de vetor v = (0, b), chegando a
P1=T(P) = (x1, y1), em que

{x, =xcos2a+(y—b)sena (3.4)

y,=xsen2a—(y—b)cos 2a+b

Essas equacdes fornecem as coordenadas do ponto P; = (x1, yi1), obtido de P = (x, y) pela

reflexdo em torno da reta , cuja equacao € y = ax + b, com a = tga, como mostra a Figura 19.

Figura 19 — A reflexdo em torno da reta y = ax + b leva P a P;, com as etapas intermediarias P’ ¢ P”.

y=ax+b

Y = ax

=Y

_—10

Fonte: Lima (2013).
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Devemos modifica-las de modo a eliminar o angulo & e exprimir x;, y; em funcdo apenas de x,
v, a e b. Para isso, empregaremos as cldssicas formulas que exprimem o seno € o cosseno de
um angulo como fungdes racionais da tangente do arco metade.

Segundo elas, se a = tga, conclui-se que

]_ 2
cos 2o = az
I+a
e
sen 2o = 2a2.
I+a
Portanto,
2
w =t 2 ()
I+a I+a
5 I (3.5)
a —-a
= - -b)+b
i 1+a’ ]+a2(y /

sdo as equagoes da reflexdo em torno da reta y = ax + b.

Outro tipo de isometria que inverte a orientagdo do plano é a reflexdo com deslizamento.
Chama-se assim a transformagao do plano que consiste na reflexdo em torno de uma reta r
seguida de uma translag¢do ao longo de um vetor v, paralelo a , como mostram as Figuras 20 e
21.

Se a equacdo da reta r é y = ax + b e se as coordenadas do vetor v sdo (c, ac), entdo obtém-se
as equagdes de reflexdo em torno de » com vetor de deslizamento v somando-se ¢ a primeira

equacdo do sistema (3.4) e somando-se ac a segunda equacao do sistema (3.4).

Figura 20 — O triangulo A;B,C;, imagem do tridngulo ABC pela reflexdo em torno de » com vetor de deslizamento
V.

Fonte: Lima (2013).
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Figura 21 — Pegadas ao longo de um caminho retilineo ilustram uma reflexdo com deslizamento.

°oo @o%
@8 &
S Q
@ﬁ @59 PEGADAS

Fonte: Lima (2013).

As equacdes em (3.2) dao as coordenadas do ponto P; = (x;, y1), imagem do ponto
P = (x, y) pela isometria mais geral que inverte a orientacdo do plano. Como viu-se
anteriormente, essa isometria 7' consiste na rota¢do de angulo « e centro O, seguida da reflexao

em torno da reta que passa pela origem e faz 0 mesmo angulo « com o eixo OX e, finalmente,

a translagdo ao longo do vetor v=00,, em que O; = T(0).

Esse resultado pode ser simplificado. Mostraremos agora que qualquer isometria que inverta a
orientacdao do plano ¢ uma reflexdo ou uma reflexdo com deslizamento.

Em primeiro lugar, comparando as equagdes (3.2) com as equagdes (3.3), vemos que uma
rotacdo de angulo « em torno da origem seguida da reflexdo em torno da reta que passa pela

origem e faz angulo « com o eixo OX ¢ o mesmo que uma simples reflexdo em torno da reta

que passa pela origem e faz um angulo % com o eixo OX.

Em seguida, mostraremos que, se 7 ¢ uma isometria que consiste na reflexdo em torno da reta
r seguida da translag@o ao longo do vetor v (ndo necessariamente paralelo a ), podemos obter
outra reta s e outro vetor w, este agora paralelo a s, de tal modo que T ¢ a reflexdo com
deslizamento determinada pela reta s e pelo vetor w.

Para isso, tomemos um sistema de eixos ortogonais OXY em que OX coincide com r. Se v = (a,
b), entdo T transforma o ponto arbitrario P = (x, y) em

T(P)=(x+a-y+bh).
Sejam s a reta horizontal da equagdo y = g ew = (a, 0). A reflexdo com deslizamento em torno

da reta s com vetor w transforma o ponto arbitrario P = (x, y) em
(. b=y)*(a 0)=(x+a-y+b),

logo, coincide com 7, como mostra a Figura 22.
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Figura 22 — A reflexdo em torno de r seguida da translagdo ao longo de v ¢ a mesma que
a reflexdo em torno de s com deslizamento ao longo do w.

b IS

Fonte: Lima (2013).

3.2.2 Isometrias no espaco

Indicaremos com E o espago euclidiano tridimensional.
Uma fun¢do 7 : E — E chama-se uma isometria quando preserva a distancia entre

pontos de E, isto ¢, quando d(T(X), T(Y)) = d(X, Y) para quaisquer X, ¥ € E.

Propriedade 3.8 — Toda isometria T : E — E é uma fungdo injetiva.
Prova: Se T(X) = T(Y), entdo, d(X, Y) = d(T(X), T(Y)) = 0
Logo, X =Y. |

Propriedade 3.9 — 4 imagem de um plano [[  E por uma isometria T : E — E é um plano
Il cE.

Prova: Sejam r € s retas no plano // que se cortam no ponto 4. As imagens dessas retas pela
isometria 7 sdo retas r” e s’ que se cortam no ponto A’ = T(A4). Seja /[’ o plano determinado
por r’ e s’. Afirmamos que se X € E, entdo X’ = T(X) € [['. De fato, dado um ponto arbitrario
X no plano //, fagamos passar por ele uma reta ¢ < //, que ndo seja paralela a » nem a s € que
ndo passe por 4. A reta t corta r no ponto X e s no ponto Y, com

X #Y. Logo, sua imagem ¢’ ¢ uma reta em £ que contém X~ ¢ passa pelos pontos Y’ = T(Y) e

Z’ = T(2).
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Figura 23 — I[sometria de um plano.

Fonte: Lima (2007).

Como Y’ e Z  pertencem a [[’, segue-se que t' < [/, donde X' e [[. Assim,
T(lD) < II. A restrigdo de T a /[ ¢é uma isometria entre //e [/’. Como toda isometria entre
planos ¢ sobrejetiva, temos 7(//)) = [[. [ |

Duas retas r, s < E sdo perpendiculares quando tém um ponto 4 em comum e, além disso,
tomando-se pontos B € r e C € s, vale a relagio de Pitagoras d(4, B)’ + d(4, C)F =
d(B, C)’. Segue-se imediatamente que toda isometria 7 : E —» E transforma retas
perpendiculares em retas perpendiculares.

Uma reta r, que corta o plano no ponto A, diz-se perpendicular a esse plano quando ¢
perpendicular a toda reta de // que passa por A. Para que isso acontega, basta que T secja

perpendicular a duas retas distintas contidas em //passando por 4, como mostra a Figura 24.

Figura 24 — Isometria de retas perpendiculares contidas no plano.

Fonte: Lima (2007).
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Propriedade 3.10 — Seja T : E — E uma isometria. Se a reta r é perpendicular ao plano, entdo
sua imagem r’ = T(r) é perpendicular ao plano [[' = T([]).

Prova: Se s e ¢ sdo retas distintas em //, passando pelo ponto A4, interse¢do de » com //, entdo
r’=1T(r) e s’ = T(s) sdo retas distintas no plano //’, passando por 4’ = T(4), como mostra a

Figura 25.

Figura 25 — [sometria de retas perpendiculares no espago.

Fonte: Lima (2007).

Como r e [/ sdo perpendiculares, segue-se que s e t sdo perpendiculares a r, logo

s’ e t’sdo perpendiculares a r’, portanto r’ é perpendicular ao plano //'. |

Propriedade 3.11 — Toda isometria T : E — E é uma bijecdo, cuja inversa T : E — E é ainda
uma isometria.

Prova: Com efeito, dado um ponto arbitrario X’ € E, a fim de obter um ponto X € E tal que
T(X) = X, consideramos um plano qualquer //e chamamos de //" sua imagem por //. Se X~ €
[, entdo existe X € [/com T(X) = X". Se X = [[’, tomamos a reta r’, perpendicular ao plano
[’ passando por X’. Seja A a interse¢do e ' com //’. Como /[ = T(/]), existe A € [] tal que
T(A) = A’. Seja r a perpendicular ao plano // levantada pelo ponto A.

Figura 26 — Inversdo de isometrias.

Fonte: Lima (2007).
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1]

Segue-se da Propriedade 3.10 que 7(r) = r’. Como X' € r’, deve haver um ponto
X e r com T(X) = X'. Finalmente, dados quaisquer X, Y € E, temos X = TI(T /(X)) e
Y =T(T(Y)), logo

d(X, Y) = d(T(T" (X)), (T"(X)) =d(T")X, T'(Y))

portanto 7~/ : E — E é uma isometria. [ |

Vejamos agora alguns exemplos de isometrias no espago.

Exemplo 3.1 — (Simetria em torno de um ponto.) Fixado um ponto 4 no espago E, a simetria
em torno de 4 ¢ a fungdo S« - E — E que faz corresponder a cada ponto X € E o ponto
X’ = S4(X) tal que 4 ¢ o ponto médio do segmento XX . Para ver que S4 € uma isometria, basta
observar que, dados X, Y € E, se X, Y e A forem ndo colineares, eles determinam um plano //,
restrito ao qual S4 € ainda a simetria em torno de 4, logo d(S4(X), Sa(Y)) =d(X, Y).Se X, Ye A

forem colineares, esta igualdade também ¢ valida. |

Figura 27 — Simetria em torno de um plano.

X

X r
Fonte: Lima (2007).

Exemplo 3.2 — (Reflexdo em torno de um plano.) Seja // < E um plano. A reflexdo em torno
de // é afung¢do R;7: E — E que associa a cada ponto X € E o ponto X’ = R;z(X) tal que /] é
o plano mediador do segmento XX". Isto significa que XX~ é perpendicular a // e, além disso, se

{A} = XX’ [] entio XA = AX'.Logo, para todo ponto B € [/, tem-se também XB = BX".

Figura 28 — Reflexdo em torno de um plano.

>
| e
X ‘ N ‘
/| . Y
. | e ke ) — —
Vg & B 3 #—\\ _77 ’/ \\ | ///
/_[/ o1 e ‘_1_7 - \;\",/-
L TR - —PNT
T\_ T— \ . )
\., Xl
X

Fonte: Lima (2007).
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Para mostrar que a reflexdo R;; . E — E é uma isometria, sejam X e Y pontos quaisquer do
espago, com X = RpyX) e Y = RjY). Se X e Y estdo ambos em [/ entdo
X' =XeY =Y, logod(X’, Y')=d(X Y). Veja Figura 28.

Se um desses pontos, digamos X, ndo esta em [/, consideremos o plano //’ contento a
perpendicular XX~ e o ponto Y. Seja r = [/ » [[’. Restrita ao plano //’, R;7 coincide com a

reflexdo R, [[" — [[’, em torno de r. Segue-se que d(X’, Y’) = d(X, Y). [ |

Exemplo 3.3 — (Rotagdo em torno de uma reta.) Sejam » uma reta ¢ & = AOB um angulo cujo
vértice O pertence a » ¢ cujos lados estdo sobre um plano perpendicular a ». O angulo « ¢
considerado orientado, isto €, subentende-se que A0 ¢ o primeiro lado e OB ¢é o segundo. Isto
posto, definimos a rotagdo de angulo & em torno da reta » como a fungdo p = pro - E - E, que
faz corresponder a cada ponto X o ponto X~ = p(X) determinado pelas seguintes condigdes:

1) X’ pertence ao plano // que passa por X e é perpendicular a r;

2) se O ¢é o ponto de interse¢do desse plano //com r, tem-se OX =0X';

3) o angulo orientado XOX~ ¢ igual a a.

Figura 29 — Rotagdo em torno de um plano.

Fonte: Lima (2007).

Para provar que a rotacdo p = pro - E — E ¢ uma isometria, tomemos dois pontos arbitrarios
X, Y € E, ponhamos X’ = p(X), Y’ = p(¥) e mostremos que X'Y'=XY. Seja o plano
perpendicular a » que contém os pontos X e X'. Consideremos os pontos Yo ¢ Y, projegdes

ortogonais sobre // dos pontos Y e Y, respectivamente. O segmento de reta XY ¢é a hipotenusa

de um tridngulo retangulo cujos catetos sdo XYo e YoY. Analogamente, X’Y’ ¢ hipotenusa do
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tridngulo retangulo XYY, , cujos catetos sdo X 'Yoe Y] Y’. Entdo, X'Y) = XY, porque p, restrita
ao plano /7, é uma isometria (rotagio de centro O = R M [] e angulo ¢). Além disso, Y'Y, =YY,

pois Ye ¥’ pertencem ao mesmo plano perpendicular a 7. Logo XY’ = XY. [ ]

Figura 30 — Rotacdo de um plano em torno da reta.

Fonte: Lima (2007).

Exemplo 3.4 — (Translagdo.) Assim como no caso do plano, o conceito de translacdo
T : E — E equivale ao de vetor no espaco. Recordemos esta nogdo. Dois segmentos de reta AB
e CD no espago chamam-se equipolentes quando tém o mesmo comprimento, sao paralelos (ou,
entdo, colineares) e o sentido 4 — B coincide com o sentido C — D. Tais condigdes resumem-
-se a uma unica: a de que os pontos médios dos segmentos de reta AD e BC coincidam.
Novamente salientamos que, para falar em equipoléncia, é necessario que se considerem

segmentos orientados, ou seja, que se distinga entre 4B e BA (e, naturalmente, entre CD e DC).
Se AB e CD sao equipolentes, escreve-se AB=CD e diz-se que estes segmentos determinam
o mesmo vetor v=AB=CD. Quando 4 = B, considera-se o vetor nulo 0 = AA.
Evidentemente, XX =0 para todo X € E.

Sejam A4, B pontos distintos do espacgo. A translacdo 74s : E — E ¢ a fungdo que faz corresponder
a cada ponto X € E o ponto X~ tal que XX' = AB, ou seja, tal que XX'=AB, XX' ¢é paralelo a

AB e o sentido de percurso X — X~ coincide com o sentido 4 — B.
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Figura 31 — Translagdo de segmentos.

B

A X
Fonte: Lima (2007).

Evidentemente, os segmentos 4B e CD sdo equipolentes (ou seja, AB = C_Ij) se, e somente se,
Tas = Tcp. Podemos escrever Tyem vez de Tusse v = AB.

A soma u + v de dois vetores é definida assim: seja u = 4B . Tomamos o ponto C tal que v =
BC ¢ pomos u + v = AC . E claro que 7uo Tv =Ty o Tu = Tu +v, Ou seja, a composta das
translagdes Tu ¢ T ¢ a translagdo 7y +v. Analogamente, dado o vetor v = AB , definimos o vetor
—v = BA e vemos que v + (—v) = 0 (vetor nulo), que T = (T,) ..

A relagao 7v o T-y = identidade nos leva a considerar a fun¢ao identidade como uma translacao
Ty de vetor nulo v = 0, ou seja, identidade = T44. Entretanto, salvo aviso em contrario, quando

nos referimos a translagdo 74s, estaremos supondo 4 = B.

Figura 32 — Soma de dois vetores.

B

u+v

Fonte: Lima (2007).

Seja T4p : E — E uma translacdo. Dados os pontos X e Y, com X = TupX) e
Y’ = Tup(Y), temos XX = AB=YY', logo os segmentos XX’ e YY"’ sdo equipolentes, ou seja, os

pontos médios de XY~ e XY coincidem. Isto significa também que X'V’ = XY. Portanto, toda

translagdo ¢ uma isometria. Veja Figura 33. |
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Figura 33 — Toda translag@o € uma isometria.
Y)
B
X/

X
Fonte: Lima (2007).

Exemplo 3.5 — (Isometria helicoidal.) uma isometria helicoidal 7 - E — E é a composta

T = T4 O pra = Pr,a © Tas de uma rotagdo em torno da reta » com uma transla¢do 745, em que

o segmento AB ¢ paralelo a reta » ou esta contido nela. Veja Figura 34.

Figura 34 — Isometria helicoidal.

r
4
X ’:TAB(P (X))
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p(X)
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Fonte: Lima (2007).

A isometria helicoidal de fato preserva distancias, pois ¢ a composta de duas isometrias.

Podemos sempre tomar 4, B € r. [ |

Exemplo 3.6 — (Reflexdo com deslizamento.) A reflexdo com deslizamento ¢ uma isometria do
tipo R = Tup © Rj7= R0 Tas, em que Ry7: E — E é areflexdo em torno de um plano //e Tz

e 0 segmento AB ¢é paralelo ao plano //ou esta contido nele. [ |

Figura 35 — Reflexdo com deslizamento.

X A B

* X'=Ty5(R (X))

R (X)

Fonte: Lima (2007).
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Exemplo 3.7 — (Rotagdo refletida.) Uma rotacdo refletida 7 : E — E é a composta
T=R/70 pra = pra © Rz, em que R;7¢ a reflexdo em torno de um plano // e pr« € a rotagdo
de angulo « em torno de uma reta » perpendicular a // Quando a = 180°, a rotagdo refletida

coincide com a simetria em torno do ponto O, interse¢do de //com r. |

Figura 36 — Rotacdo refletida.

X'=R (p(X))

Fonte: Lima (2007).

Uma translagdo, uma isometria helicoidal e uma reflexdo com deslizamento sao exemplos de
isometrias no espago desprovidas de pontos fixos. A rotacdo em torno de uma reta deixa fixos
todos os pontos daquela reta. A reflexdo em torno de um plano deixa todos os pontos desse
plano fixos. Uma rotagdo refletida tem um unico ponto fixo, a saber, a interse¢do do plano de
reflexdo com a reta de rotacao. Para ver demonstracoes dos fatos citados consulte Coordenadas
no Espaco, Lima (2007).

Para as proximas propriedades iremos necessitar dos seguintes lemas.

Lema 3.1 — Uma isometria T : [[ — [’ transforma retas perpendiculares em retas
perpendiculares.

Prova: Sejam as retas r e s em [/, consideramos: o ponto 4, € um ponto qualquer D sobre s. A
isometria 7 transforma a mediana AD do tridngulo is6sceles BCD na mediana A ’D’ do tridngulo
1s6sceles B’C’D’, logo A’D’ ¢ perpendicular a B’C’, ou seja, r’ € perpendicular a s’°, como

mostra a Figura 37. |

Figura 37 — Isometria de retas perpendiculares.

T 4

Fonte: Lima (2007).
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Lema 3.2 — Se uma isometria T : [[ — [[ possui trés pontos fixos ndo colineares, entdo
T = identidade.

Prova: Sejam 4, B e C pontos ndo colineares no plano [/, tais que 7(4) = A, T(B) = B ¢
T(C) = C. Considere as retas » = AB e s = AC. A imagem da reta » pela isometria 7' ¢ a reta que
passa pelos pontos 7(4) = A e T(B) = B. Logo, T(r) = r. Assim, a restricdo 7]r ¢ uma isometria
dareta r, com dois pontos fixos distintos 4 € B. Tem-se 7(X) = X para todo X € r e analogamente
se vé que T(Y) = Y para todo Y € s. Seja agora Z um ponto qualquer do plano // Fagamos
passar por Z uma reta ¢ que corta r e s respectivamente nos pontos X e Y. Como 7(X) = X e
T(Y) = Y, concluimos que 7 deixa fixos todos os pontos da reta ¢. Em particular, 7(Z) = Z. Sendo

Z um ponto arbitrario de // resulta que T = identidade, como mostra a Figura 38. |

Figura 38 — Isometria com trés pontos fixos ndo colineares.

Fonte: Lima (2007).

Propriedade 3.12 — Uma isometria do espago que deixa fixos quatro pontos ndo coplanares é
a fungdo identidade.

Prova: Sejam A, B, C e D pontos ndo coplanares deixados fixos pela isometria 7 - £ — E.
Indiquemos com //e /[, respectivamente, os planos determinados pelos pontos 4, B, Ce 4, C,
D. A isometria T, em virtude do Lema 3.2, deixa fixos todos os pontos de //¢ de //'. Seja X
um ponto do espaco ndo pertencente a //nem a //’. Fagamos passar por X uma reta que nao

seja paralela a nenhum desses dois planos.
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Figura 39 — Isometria do espago como fun¢ao identidade.

Fonte: Lima (2007).

Ela encontra //no ponto P e /[’ no ponto Q. Entdo, T(P) = P e T(Q) = Q. Uma isometria T : r
—> 1 que possui dois pontos fixos distintos ¢ a fun¢do identidade. Segue que T, restrita a essa reta,

¢ a identidade, logo 7(X) = X. Assim, T deixa fixos todos os pontos do espaco. |

Propriedade 3.13 — Sejam S, T : E — E isometrias. Se existem quatro pontos ndo coplanares
A, B, C e D tais que S(A) = T(A), S(B) = T(B), S(C) = T(C) e S(D) = T(D), entdo S(X) = T(X)
para todo ponto X € E, ou seja, S =T.

Prova: Nestas condi¢des, a isometria S o T' = identidade e dai S = T. [ |

Propriedade 3.14 — Se uma isometria do espago deixa fixos trés pontos ndo colineares, entdo
ela é uma fungdo identidade ou a reflexao em torno do plano determinado por esses pontos.

Prova: Sejam A, B, C pontos ndo colineares, deixados fixos pela isometria
T : E — E. Em virtude do Lema 3.2, todos os pontos do plano //, determinado por 4, B ¢ C,
sdo fixos por T. Consideremos um ponto qualquer X fora de //, sua imagem X’ = Ry X) pela
reflexdo R;7¢ o ponto O, interse¢do de //com a reta r, perpendicular de //, passando por X e

X

Figura 40 — Reflexdo em torno do plano.

Fonte: Lima (2007).
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Como 7(0O) = O, a isometria T transforma a reta » em si mesma, em virtude do Lema 3.1.
Restrita a », T é uma isometria com o ponto fixo O. Logo, ou ¢ a identidade » — r ou a reflexao
em torno de O. No primeiro caso, 7 : E — E coincide com a identidade £ — E nos quatro
pontos nao colineares 4, B, C e D. No segundo, coincide com a reflexdo R;7 nos mesmos pontos.

A afirmacdo alegada segue-se, portanto, da Propriedade 3.12. [ |

Propriedade 3.15 — Se as isometrias S, T : E — E coincidem nos trés pontos ndo colineares A,
BeC, entioS=TouS =Ry oT, emque[[ éo plano determinado pelos pontos A’ = S(4) =
T(4), B’=S(B) =T(B) e C’ = S(C) = T(C).

Prova: S o T/ : E — E é uma isometria que deixa fixos pontos 4’, B” ¢ C’. Recaimos, entfo,

na Propriedade 3.14. |
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4. RESOLUCAO DE PROBLEMAS USANDO ISOMETRIAS

A parte central desta dissertacdo se encontra documentada na Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), a qual determina os conhecimentos e as habilidades essenciais que
todos os alunos e alunas tém o direito de aprender.

Ela ¢ obrigatéria e esta prevista na Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional
e no Plano Nacional da Educagao. Os curriculos de todas as redes publicas e particulares devem
ter a BNCC como referencial.

Observando a BNCC ¢ possivel perceber que o objetivo central dessa dissertagao
se apoia numa nova quebra de paradigmas sobre metodologias de aprendizagens principalmente
em Geometria.

Na abordagem da BNCC, temos que a Geometria envolve o estudo de um amplo
conjunto de conceitos e procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e
de diferentes areas do conhecimento. A BNCC também considera importante o aspecto
funcional que deve estar presente no estudo da Geometria: as transformagdes geométricas,
sobretudo, as simetrias.

Nos anos iniciais do Ensino Fundamental, o estudo das simetrias deve ser por meio
da manipulagdo de representacdes de figuras geométricas planas em quadriculados ou no plano
cartesiano enquanto que, nos anos finais, devem ser enfatizadas também as tarefas que analisam
e produzem transformagdes de figuras geométricas planas, identificando seus elementos de
figuras geométricas planas, identificando os elementos invariantes, de modo a desenvolver os
conceitos de congruéncia.

No 7° Ano, no que se trata da unidade tematica Geometria, alguns dos objetos de
conhecimento contemplam transformacgdes geométricas de poligonos no plano cartesiano,
obtencdo de simétricos em relagdo aos eixos e a origem como também simetrias de translacao,
rotagao e reflexao.

Assim como algumas habilidades consistem em reconhecer e representar, no plano
cartesiano, o simétrico de figuras em relagdo aos eixos e a origem como também reconhecer e
construir figuras obtidas por simetrias de translagdo, rotagao e reflexao.

Jano 8° Ano, no que se trata da unidade tematica Geometria, alguns dos objetos de
conhecimento contemplam transformacdes geométricas: simetrias de translacdo, rotagdo e

reflexao.
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Assim como algumas habilidades consistem em reconhecer e construir figuras
obtidas por composicao de transformagdes geométricas (translacdo, rotacao e reflexao), com o
uso de instrumentos de desenho ou softwares de geometria dindmica.

Em relacdo ao pensamento geométrico, eles desenvolvem habilidades para
interpretar e representar a localizagdo e o deslocamento de uma figura no plano cartesiano,
identificar transformagdes isométricas e produzir ampliacdes e reducdes de figuras.

No Ensino Médio, o foco ¢ a construcdo de uma visdo integrada da Matematica
aplicada a realidade. Para que esse propdsito se concretize, os estudantes devem desenvolver
habilidades relativas aos processos de investigacdo, de constru¢cdo de modelos e de resolucao
de problemas. Para tanto, eles devem mobilizar seu modo proprio de raciocinar, representar,
argumentar, comunicar e, com base em discussdes e valida¢des conjuntas, aprender conceitos
e desenvolver representacdes e procedimentos cada vez mais sofisticados.

Embora todas as habilidades pressuponham a mobilizagdo do raciocinio, nem todas
se restringem ao seu desenvolvimento. Assim, a identificagao de regularidades e padrdes exige,
além de raciocinio, e a representacdo e a comunicacao para se expressar as generalizagdes, bem
como a constru¢ao de uma argumentacdo consistente para justificar o raciocinio utilizado.

Algumas habilidades consistem em utilizar as nog¢des de transformagdes
isométricas (translacdo, reflexdo, rotacdo e composicao destas) no emprego de diferentes
métodos para obtengdo da medida da area de uma superficie ou volume de um solido
(reconfiguracdes, aproximagdes por cortes, etc.) e deduzir expressdes de calculo para aplica-las
em situacoes reais.

Neste capitulo, iremos abordar a aplicacdo das simetrias em varios problemas de
Matematica relacionados ao Ensino Bésico, que, em geral, ndo usam as simetrias em suas
resolucdes. A atitude de visualizar um problema explorando as simetrias provoca um olhar
bastante desafiador de imaginagdo geométrica, o qual direciona a criatividade para outra forma
de pensar e, assim, obter mais clareza na busca de resolugdes. Nessas aplicagdes, podemos
perceber que, mesmo usando simetrias, as resolugdes ndo perdem generalizacdes, padrdes,
teoremas e propriedades matematicas.

Ao final de alguns exemplos temos um link em que consta o video da resolugdo do

exemplo.
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Exemplo 4.1 — (ENEM-2012) Para decorar a fachada de um edificio, um arquiteto projetou a

colocacao de vitrais compostos de quadrados de lado medindo 1 m, conforme a figura a seguir.
B

D

Nesta figura, os pontos A, B, C e D sdo pontos médios dos lados do quadrado e os segmentos

AP e QC medem i da medida do lado do quadrado. Para confeccionar um vitral, sao usados

dois tipos de materiais: um para a parte sombreada da figura, que custa R$ 30,00 o m?, e outro
para a parte mais clara (regides ABPDA e BCDQB), que custa R$ 50,00 o m?.

De acordo com esses dados, qual € o custo dos materiais usados na fabricagdo de um vitral?

A) R$22,50
B) R$35,00
C) R$40,00
D) R$42,50
E) R$45,00
Resolucio:

O custo dos materiais usados na fabricacao do vitral ¢ igual a soma dos produtos das areas (clara
e sombreada) pelos respectivos precos por m? (R$ 50,00 e R$ 30,00).

Célculo das 4reas (clara e sombreada) usando isometria (simetria). Pelo texto, temos que AP e

@ = % da medida do lado do quadrado, portanto, temos ﬁ= % da medida do lado do

quadrado. Além disso os pontos A, B, C e D sdao pontos médios dos lados do quadrado.

Observando a figura do exemplo e retirando dessa o quadrilatero BPDQ e tragando os eixos de

simetria AC e BD, obtemos o resultado mostrado na Figura 41.
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Figura 41 — Translagdo do losango BPDQ.

EIXO DE SIMETRIA

EIXO DE SIMETRIA

Fonte: Autor.

Podemos observar que, na Figura 41 os quatro triangulos (AXB, BYC, CWD e DZA) sao
congruentes. Assim como também os quatro tridngulos (POB, BOQ, DOQ, DOP) sdo
congruentes todos pelo caso (L.A.L.).

Fazendo, na Figura 41, uma translagdo obliqua, podemos movimentar o tridngulo (BYC)
ocupando o lugar do tridngulo (AOD). Logo, temos a translacdo do tridngulo (BYC), como

mostra a Figura 42.

Figura 42 — Translagdo do tridngulo BYC.

B

Fonte: Autor.
Procedendo da mesma forma (por analogia), temos a translacdo do tridngulo (CWD), como
mostra a Figura 43.
Figura 43 — Translagdo do tridngulo CWD.

B

Fonte: Autor.
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Fazendo uma translagdo horizontal do triangulo (BPQ), na Figura 43, obtemos o resultado

mostrado na Figura 44.

Figura 44 — Translagdo do tridngulo BPQ.

z D: w D

Fonte: Autor.

Podemos movimentar, por translagdo obliqua, o triangulo (DOQ) da Figura 44 de modo a

ocupar o lugar do triangulo (OBB’). Observe a Figura 45.

Figura 45 — Translagdo do tridngulo DOQ.

W

Fonte: Autor.

Por fim, uma translacio obliqua do tridngulo (DOP) da Figura 45 de modo a ocupar o lugar do

triangulo (B’CY), obtendo, assim, o resultado mostrado na Figura 46.
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Figura 46 — Translagdo do tridngulo DOP.

X B B=P
~
A R S5
z D: w

Fonte: Autor.

Portanto, da Figura 46, podemos perceber que a area clara equivale a % da area do quadrado

. : 3 .
e, consequentemente, a area sombreada equivale a 2 da area do quadrado.

Sabendo que o lado do quadrado (Vitral) ¢ igual a 1 m, entdio sua 4rea é igual a 1 m?. Logo,

Custo= > -1-30++ -1-50= 204 9_199_pq 3500,
4 4 4 4 4

Portanto, a resposta correta da questdo € o item B.

https://drive.google.com/file/d/1KEwBI1 OGyWgaaMs0Sb7xHQapw VL4fuQP/view?usp=sharing

Exemplo 4.2 — (ENEM PPL-2013) A logomarca de uma empresa de computacdo ¢ um
quadrado, AEFG, com as partes pintadas como mostra a figura. Sabe-se que todos os angulos
agudos presentes na figura medem 45° ¢ que AB = BC = CD = DE. A fim de divulgar a marca
entre os empregados, a geréncia decidiu que fossem pintadas logomarcas de diversos tamanhos
nas portas, paredes e fachadas da empresa. Pintadas as partes cinzas de todas as logomarcas,

sem desperdicio e sem sobras, ja foram gastos R$ 320,00.

>

ve)

(@]

O

m


https://drive.google.com/file/d/1kEwBI1OGyWgaaMs0Sb7xHQapwVL4fuQP/view?usp=sharing
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O preco das partes cinza, preta e branca ¢ o mesmo. Considerando que nao haja desperdicio e

sobras, o custo para pintar as partes pretas e o custo para pintar as partes brancas serdo,

respectivamente,

A) R$ 320,00 e RS 640,00

B) R$ 640,00 ¢ R$ 960,00

C) R$960,00 e RS 1 280,00
D) R$1280,00¢eRS$ 2 240,00
E) R$2240,00 ¢RS$ 2 560,00
Resolucio:

Para calcularmos o custo para pintar as partes pretas e as brancas, inicialmente devemos calcular

as areas dessas partes.

Pelo texto, temos AB = BC = CD = DE = % da medida do lado do quadrado.

Tragamos os eixos de simetria (horizontal e vertical) do quadrado, como mostra a Figura 47.

Figura 47 — Eixos de simetria do quadrado.
T EIXO DE SIMETRIA
i A

B

G
“--»

EIXO DE SIMETRIA

I
I
I
Fonte: Autor.

Logo, podemos perceber na Figura 48 que a area branca ¢ igual a metade da area do quadrado,

pois todos os triangulos () sdo congruentes pelo caso (L.L.L.).



Figura 48 — Congruéncia de triangulos.

Fonte: Autor.
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Entdo, por reflexao, podemos obter que a soma da area preta com a area cinza € igual a area

branca, como mostra a Figura 49.

Figura 49 — Reflexdo dos tridngulos congruentes.

“ EIXO DE SIMETRIA

o

X

o

C
—--»

EIXO DE SIMETRIA

Fonte: Autor.

Observando a Figura 49 e tragando retas paralelas aos dois eixos de simetria, com tais retas

intersectando os pontos médios M, N, T e U dos lados do quadrado XYZC, obtemos o resultado

mostrado na Figura 50.
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Figura 50 — Retas paralelas aos eixos de simetria.

T EIXO DE SIMETRIA
r

EIXO DE SIMETRIA

Fonte: Autor.

Observe na Figura 51 que tanto R quanto S sdo pontos médios dos lados a que pertencem.

Portanto, os triangulos MXR, MRS, ROS e MSY sao congruentes. (Caso de congruéncia L.L.L.).

Figura 51 — Congruéncia dos tridngulos MXR, MRS, ROS e MSY.

EIXO DE SIMETRIA

EIXO DE SIMETRIA
Fonte: Autor.

Dai, concluimos que a area da parte preta € igual ao triplo da area cinza e, portanto, temos:
custo da parte preta =3 x 320 = R$ 960,00
custo da parte branca =320 +960=R$1280,00

Logo, a resposta correta da questdo ¢ o item C.

https://drive.google.com/file/d/14vK6ydFTI1{HOT0o0OZ25dRFgcKB3ecWen/view?usp=sharing

Exemplo 4.3 — (UECE-2015) Considere o retangulo XYZW no qual as medidas dos lados XY
e YZ sdo, respectivamente, 5 m ¢ 3 m. Sejam M o ponto médio do lado XY, N o ponto médio
do lado ZW, P e Q, respectivamente, a intersecdo dos segmentos WM e NY com a diagonal

XZ. A medida da 4rea do quadrilatero convexo MYQP, em m?, ¢

A) 475
B) 4,50.
C) 425

D) 3,75.


https://drive.google.com/file/d/14vK6ydFTl1jHOToOZ25dRFgcKB3ecWcn/view?usp=sharing
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Resolucio:

Interpretacdo do texto e constru¢do geométrica do problema.

Figura 52 — Construgdo geométrica do Exemplo 4.3.

X M Y

W N z

Fonte: Autor.

Na Figura 53, tragando o eixo de simetria do retingulo XYZW passando por M e N, obtemos

o resultado mostrado na Figura 53.

Figura 53 — Eixo de simetria do retdngulo.

Fonte: Autor.

Observe que o ponto O, de intersec¢do do eixo de simetria MN com a diagonal XZ, ¢ o centro
do retangulo, logo O ¢ ponto médio de MN. Se MY ¢ congruente e paralelo a WN, entdo MW
¢ paralelo a YN. Portanto os tridngulos MPO e NOQ sdo congruentes pelo caso (A.L.A.)
(POM = NOQ; MO = ON; PMO =OQN). Entdo, se aplicarmos uma rotagdo de 180° no
triangulo MPO em torno do ponto O, obtemos que os tridngulos MXW, MNW, MNY e NYZ

sdo congruentes, como mostra a Figura 54.
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Figura 54 — Rotagao de 180° no tridngulo MPO em torno do ponto O.

M Y X

4
1
1
1
1
1
1
1
1
||
|
!
1
1
1
1

<
3
>

P

| — |3
Q

!
1
v v

B, - - -

Q

N Z w

Fonte: Autor.

Logo, a area (MYQP) ¢ igual a 4rea (MNY) e ainda igual a % da area (XYZW).

Area (MYQP)= — - 5-3=3,75.

1
4
Logo, a resposta correta da questdo € o item D.

https://drive.google.com/file/d/1xX18vSbuppanHyoo3LEvb2wluNVGeHzl/view?usp=sharing

Exemplo 4.4 — (UNIFOR-2013) Um prefeito eleito de uma cidade do interior cearense tinha
como uma de suas propostas eleitorais a constru¢do de uma praga localizada proxima a igreja
matriz, € que, nessa mesma praga, seria construida uma quadra esportiva. Se o terreno tem a

forma de um quadrado ABCD, como mostra a figura abaixo, e sabendo-se que M1, M2, M3 e

Ma sdo pontos médio dos lados e que AB = 545 m, entdio a drea da regido destacada (quadra

esportiva) vale

A)  20m2 D_ M, c

B) 25m> ' ' '

C) 30m?

D) 35m’ -

E) 40m? Mep.. ™.
A M B

Resolucio:

Podemos observar, na Figura 55, que os tridngulos ADM3, BAMs, CBM1 e DCM: sao
congruentes pelo caso (L.L.L.), enquanto os triangulos AXM4, BWMi, CZM2 e DYM3 sdo

congruentes pelo caso (A.L.A.).


https://drive.google.com/file/d/1xXl8v5buppanHyoo3LEvb2wluNVGeHzl/view?usp=sharing
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Figura 55 — Congruéncia de triangulos.

Fonte: Autor.

Efetuando uma translacgdo vertical do triangulo DZC de cima para baixo, obtemos o resultado

mostrado na Figura 56.

Figura 56 — Translagdo vertical do triangulo DZC.

D M, & D 1
b / /] ™ /]
~. ’ ’ o /
0 - " N ’
SN / - ’
", / Y el ’
7Y - / i 4 b /
’ e v ’ > ’
7 ‘\1\ 7/ "\I\
/ /5~ ’ 5 <
MA\ ’ ’ “M M4\ ’ ¢+ Z \‘M
~ ’ ’ 2 ~ / ’ 2
\\I\ 7 ‘\/\ ’
Iy~ / lg~ ’
N ’ g RS /
’ N ’ ’ g ’
’ \4\ ’ ‘d\
’ oS ’ s
/ IW s / / N
’ / M ’ / Bl
L o= r ~
’
A M, B A M, B
’

Fonte: Autor.

Efetuando uma translagdo horizontal do triangulo AYD da esquerda para a direita, obtemos o

resultado mostrado na Figura 57.
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Figura 57 — Translagdo horizontal do tridingulo AYD.

D C C
B ’ /
.y / ’
= / ’
. / i
N~ / N~ /
Y Sa ’ N S ’
/ e ’ i s ’
4 “\t._ ’ "\I‘
’ Ioba ’ TS
™ y R Al ; ST (M
\\ Il ’/ ’f l-’ “
~
o~ / o~ ’
r / ’ ’
’ s ’ ’ S /
7 S W ’ S W
4 A ’ ¢
/ ’ " ’ / s
’ ’ S ’ ’ S
& e yi L -~
A ‘M B A ‘M B

Fonte: Autor.

Entdo, podemos concluir a formagao de 5 quadrados iguais ao quadrado XYZW e que possuem
a mesma area do quadrado ABCD. Logo,

(]

A AL =25m.

(REGIAO DESTACADA)

Portanto a resposta correta da questao ¢ o item B.

https://drive.google.com/file/d/1 RyZ8MixOJLgxubzjOctaUUI09WG2eZWY /view?usp=sharing

Exemplo 4.5 — (CEFETRJ-2017) Os lados AB, BC, CD e DA de um quadrado foram divididos

em 3 partes iguais, respectivamente, pelos pontos P, Q, R, S, T, U, V e W, conforme a figura a

seguir.
D, U T C
v s
Wt R
' 8

As interse¢des AR e DP, AR e UQ, WS e DP, WS e UQ sao vértices de um quadrado de area
1, ressaltado na figura. Qual a area do quadrado ABCD?

A) 8
B) 9
C) 10
D) 11
E) 12


https://drive.google.com/file/d/1RyZ8MixOJLgxubzjOctaUUl09WG2gZWY/view?usp=sharing
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Resolucio:

Podemos observar, na Figura 58, que os tridangulos ADP, BAR, CBT e DCV sdo congruentes
pelo caso (L.L.L.).

Figura 58 — Congruéncia de triangulos.

D, Y T
V. S
Wi R
A F’ Q : B

Fonte: Autor.

Efetuando uma translagdo vertical do tridangulo CDK de cima para baixo, obtemos o resultado

mostrado na Figura 59.

Figura 59 — Translagdo vertical do tridangulo CDK.

D U T C D
A} A)
\ \
\
\ LY
\
\ \
\ \
T \ \ g
Vs 1 A e S Vv
\ \ _-C
\ \ - \
\ x - \
iy \ \
-y \ \
Wer~ \ \ ML,'R W
\ \ e
\\ :\” \\
-
\\I}I’,” \\ \\
=
= \ \
=" \ \
A B A
P Q

Fonte: Autor.

Efetuando uma translacdo horizontal do triangulo ADN da esquerda para a direita, obtemos o

resultado mostrado na Figura 60.
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Figura 60 — Translago horizontal do tridngulo ADN.

D &

Fonte: Autor.

Entdo, podemos concluir a formagao de 10 quadrados iguais e que possuem a mesma area do
quadrado ABCD. Logo,

Ascp) = 10.
Portanto a resposta correta da questao ¢ o item C.

https://drive.google.com/file/d/1 1 XKUMB493al-jAleldrWwvJOYHnU zH-/view?usp=sharing

Exemplo 4.6 — (UECE-2017) No plano, com o sistema de coordenadas cartesiano usual, a area
do quadrilatero convexo cujos vértices sao pontos de intersecao das elipses representadas pelas

equagdes x> +2y*=2e2x’+y?=2¢

u. a. = unidade de area

A) 2 u.a.
2
8
B —u.a.
) 3
7
C —u.a.
) 3
D) éu.a.
3
Resolucio:

Observe, na Figura 61, que as elipses sao idénticas (com centro na origem, eixo maior (I) e eixo

menor (II), porém simétricas por rotacao em torno do ponto O).


https://drive.google.com/file/d/11XKUMB493aL-jAIgIdrWwvJOYHnU_zH-/view?usp=sharing
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Figura 61 — Elipses simétricas por rotacdo em torno do ponto O.

v

/: xA " :> Y |
N2

(D) x> +2y*=2 (I 2x>+y*>=2

Fonte: Autor.

Observando agora a Figura 62 temos que, no ponto A de intersecao das elipses, a coordenada x

é igual a y, pois ao rotacionarmos na Figura 61 a elipse (I) x> + 2y? = 2 temos que a coordenada

Xp coincide com a coordenada y, da elipse (IT) 2x2+y?=2.

Figura 62 — Ponto A de coordenadas iguais.

r

) /

Fonte: Autor.

Portanto, se x* + 2y* =2 e X =y, ento:
x2+2x2=2

3x2=2

=2
3

cadarea (OXaAYa)=x*= % . A partir dai, a area do quadrado ABCD ¢ quatro vezes a area do

quadrado OXa AYa.
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. 2
AreaaBcp)= 4-—=—u-a.
3 3

Portanto a resposta correta da questao ¢ o item B.

https://drive.google.com/file/d/1IM3SLOQGUyAXKRtPmILHvB8yQIID2dg-rHH/view?usp=sharing

Exemplo 4.7 — (EPCAR/Cpcar-2016) Na figura abaixo, A, B, C, D, E e F sao vértices de um

hexagono regular inscrito em uma circunferéncia de raio 1 metro e centro O.

Se ACE e BDF sao tridngulos equiléteros, entdo, a area da parte sombreada, nessa figura, em

m?, é igual a

A) B-Z

3

B) ﬁ—n
2

o 63—n

D) NEE:


https://drive.google.com/file/d/1M3SLQGUyAXKRtPmLHvB8yQllD2dg-rHH/view?usp=sharing
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Resolucio:

Observe, na Figura 63, a drea vermelha em destaque.

Figura 63 — Area do circulo menor subtraida da 4rea do hexagono.

A S i

| D%N\ |
|\\ w

Fonte: Autor

Podemos perceber que a area vermelha (Av) € igual a

Ay = Area do circulo menor (Ac) — Area do hexdgono menor (An)
Observe, na Figura 64, o losango A1BB10.

Figura 64 — Losango A;BB,0O.

Fonte: Autor.

Por simetria, temos que a altura do triangulo Ai1B:10O, também equilatero menor de lado 7, ¢é

igual & metade do raio do circulo maior. Logo,

W3 o1 3
Ny Ly
2 2 3

Nota: ¢ (lado do hexagono menor) = r (raio da circunferéncia menor)

Efetuando-se uma reflex@o em relagdo a circunferéncia menor, obtemos a Figura 65.
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Figura 65 — Reflexdo em relacdo a circunferéncia menor.

ez

Fonte: Autor.

Portanto, da Figura 65 podemos perceber que

1) A area ndo sombreada ¢ igual ao dobro da area vermelha (Av).

il) A éarea sombreada (As) € igual a area do circulo menor (Ac) subtraida do dobro da area
vermelha (Av).

i) As=Ac—2-Av=Ac—2- - (Ac—An) =2An—Ac

\fn\/g_g

Logo, A,=2-———
g 2

Portanto a resposta correta da questdo ¢ o item A.

https://drive.google.com/file/d/10iIERVTZkPwWoRESY]j- - fx4u41XoCOw/view?usp=sharing

Exemplo 4.8 — (OBM NIVEL 2 — 3% FASE 2007) Seja ABC um tridngulo retangulo isésceles.
K e M sao pontos sobre hipotenusa AB, com K entre A e M, e o angulo ZKCM = 45°. Prove
AK? + MB? =KM".


https://drive.google.com/file/d/1oiERVTZkPwoRE5Yj-__-_fx4u4IXoC0w/view?usp=sharing
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Resolucio:

Observe a Figura 66.

Figura 66 — Construgdo geométrica do Exemplo 4.8.

A

45°

45°
45°

Fonte: Autor.

A —2 —=2 )
Devemos mostrar que se KCM =45°, entdio AK +MB =KM .
Inicialmente, podemos pensar simetricamente em duas reflexdes:
1)  Reflexao do triangulo BCM em relacao a reta CM.

ii))  Reflexdo do tridngulo ACK em relacdo a reta CK.

Vejamos:

Figura 67 — Reflexdes dos tridngulos ACK e BCM.

Note: AC = CP (reflexao)
BC =CP (reflexao)
L AC=BC (tridangulo retangulo isosceles)
AK =KP (reflexdo)
BM = MP (reflexdo)
KPM = 90°

re

v

Fonte: Autor.
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Portanto, se o triangulo KMP ¢ retangulo, entao
o8]
—_2 —2 — —_—2 —2 —
KP +MP =KM ¢ AK +MB =KM .
https://drive.google.com/file/d/10CgWxF7j4Y 3EkjSL-eiQnrQzelzhfoj6/view?usp=sharing

Exemplo 4.9 — (UEPB-2006) Um quadrado ABCD de lado ¢ tem cada um de seus lados
dividido em 9 partes iguais. Ligando-se com segmentos de reta os pontos de divisao, segundo
a dire¢do da diagonal AC, obtém-se o hachurado mostrado na figura a seguir. A soma dos

comprimentos dos 17 segmentos assim obtidos ¢

A) 902, D C
2.
B) 95;/_

£
170~2.
o 142
2

A ;

D) 82 — ‘%5 2
1944/2.
p 1902
4
Resolucio:

Observe que os angulos agudos que todos os segmentos formam com os lados sdo iguais a 45°.

Os lados sao divididos em partes iguais. Portanto, efetuando uma translagao horizontal de todos

os segmentos acima da diagonal AC para a direita, obtemos a Figura 68.

Figura 68 — Translagdo de segmentos.

D C

All-L B

Fonte: Autor.


https://drive.google.com/file/d/1oCgWxF7j4Y3Ekj5L-eiQnrQzelzhfoj6/view?usp=sharing
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Logo, podemos concluir que se AC = 2 , entdo a soma de todos os segmentos formados ¢

igual a 9¢4/2.

Portanto a resposta correta da questdo € o item A.

https://drive.google.com/file/d/16xg0zJD6BR3H8BUHE-rYXFRLpVeuY VwG/view?usp=sharing

Exemplo 4.10 — (INSPER-2003) Na figura abaixo, temos o quadrado ABCD de lado 4.
Dividimos cada lado na razdo 1:3 e, com os pontos obtidos, obtemos um outro quadrado,
A1B1CiD1, inscrito no maior. Dividimos cada lado do quadrado A1B1CiDi1 na mesma razao e

repetimos o processo, obtendo o quadrado A2B2C2Dz, e assim sucessivamente.

A Ay B
2
B4
D,
D C, C

Se Si ¢ a area do tridngulo AD1A1, Sz € a area do tridngulo A1D2A> e assim sucessivamente,

entdo o limite da soma S1+ Sz + ... éigual a

A) 1.

B) 2.
c) 2.

D) 242
E) 4.
Resolucao:

Podemos observar, na Figura 69, que apds todas as rotacdes em torno de seu centro de 90° no

sentido anti-horario efetuadas nos passos a seguir, obtemos que todas as areas sao iguais.

Figura 69 — Simetria de rotagao.

A Aq B
2
B
01 B <@\ | &
D C, C

Fonte: Autor.


https://drive.google.com/file/d/16xg0zJD6BR3H8BuHE-rYxFRLpVguYVwG/view?usp=sharing%20
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Dai, podemos perceber a cobertura total do quadrado e, entdo, concluimos que a area sombreada
(As) € igual a um quarto da area do quadrado.

A =Li6=4.
4

S

Portanto a resposta correta da questao ¢ o item E.

https://drive.google.com/file/d/1KuWRT-J89gEBTCHOgCNuze-bedG8zjsM/view ?usp=sharing

Exemplo 4.11 — (ENQ-2018.1) Dadas duas retas reversas r e s no espago, definimos o angulo
entre » ¢ s como sendo o menor angulo entre 7 ¢ s, em que s’ ¢ qualquer reta paralela a s e
concorrente com 7. Pode-se provar que este angulo nao depende da reta s’ escolhida. Na figura
abaixo, as retas reversas 7 € s sao suporte, respectivamente, de uma diagonal do cubo e de uma

diagonal de uma de suas faces.

B

Calcule, de acordo com a defini¢do acima, o cosseno do angulo entre » € s.

Resolucio:
De acordo com a defini¢ao relembrada no enunciado, precisamos determinar o angulo entre 7 e
s’, com s’ paralela a s e concorrente com r. Se transladarmos s verticalmente para baixo, uma

distancia equivalente a metade da aresta do cubo, obtemos s .

Se a aresta do cubo mede 4, entdo SE = ED =QG = GB :% e F ¢ o ponto de encontro de r e

s’. (F é o centro do cubo).

Devemos observar, também, que, se duas retas sdo concorrentes, entdo elas determinam um
unico plano que as contém.

Portanto, podemos pensar em um plano £ que contém r e s’ e, consequentemente, 0s pontos A,

E,GeR.


https://drive.google.com/file/d/1KuWRT-J89gEBTCH0qCNuze-be4G8zjsM/view?usp=sharing
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Por simetria das faces do cubo e das condi¢des anteriores, temos que AG =GR =RE=EA

(Pitagoras ou congruéncia de tridngulos). Dai, observando o plano 3, obtemos o losango AERG,

em que EG e AR sio as diagonais.

Figura 70 — Construgdo geométrica do losango AERG.

Fonte: Autor.

Concluimos que EFR =« (angulo entre » e s”) ¢ 90°, pois as diagonais do losango sao

perpendiculares e coso. = 0.

https://drive.google.com/file/d/110zqedQ68dhh3e 1 mFMCD4HaiCiA2vH9F/view?usp=sharing

Exemplo 4.12 — (ENEM-2011) Em uma cidade, a cada inauguracao de prédios, a orientacdo da
prefeitura, por meio de uma lei de incentivo a cultura, € a construgdo de uma obra de arte na
entrada ou no &all desse prédio. Em contrapartida, a prefeitura oferece abatimento em impostos.
No edificio das Acécias, o artista contratado resolveu fazer um quadro composto de 12

mosaicos, de dimensdes de 12 cm por 6 cm cada um, conforme a figura.


https://drive.google.com/file/d/1l0zqgdQ68dhh3e1mFMCD4HaiCiA2vH9F/view?usp=sharing
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g | N
b 4 ( \\>\ }
NS
A area da figura sombreada do quadro ¢ de
A)  36cm?’
B) 72cm?.
C) 144 cm?
D) 288 cm?’.
E) 432cm?
Resolucio:

Observe, na Figura 71, que o AasG € 0 AcGo possuem mesma base € mesma altura. Assim, como

AEDG € AFGo; AaBH € AcHo; AEDH € AFHO.

Figura 71 — Tridngulos com mesma base e altura.

H

Fonte: Autor.

Movimentando por translacdo horizontal as bases AB e ED para CO e FO, respectivamente,

(observe Figura 72), obtemos:

Figura 72 — Translagdo horizontal de segmentos.

G
A 1B CANNGEAF E |,
12
H 6

Fonte: Autor.
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Movimentando por translagdo obliqua os tridangulos CHO e FHO (observe Figura 73), temos:

Figura 73 — Translagio obliqua de tridngulos.

G 24

Fonte: Autor.

Dai, podemos perceber que a drea sombreada é igual a area do retdngulo 6 - 24 = 144 cm?
Portanto a resposta correta da questao ¢ o item C.

https://drive.google.com/file/d/1DiUf2tSztA95SWI1Y 0004n0O8d0dLvHwytE/view?usp=sharing

O proximo exemplo esta diretamente relacionado ao principio de Fermat ou do tempo
minimo. Modernamente, tal principio postula que, no vacuo, a luz se propaga, entre dois pontos,
de forma a minimizar o tempo total de percurso. Admitindo que a propaga¢ao da luz se dé, na
auséncia de obstaculos, em linha reta, concluimos que a minimizagao do tempo total de percurso
equivale a minimizacao da distancia total percorrida.

Portanto, nas notagdes da figura, se A denota uma fonte de luz, B um anteparo e » um espelho
plano (todos situados no vacuo), entdo um raio de luz que emana de A ¢ refletido em um ponto
P € r e incide em B, percorre uma trajetoria tal que a soma PA +PB ¢é a menor possivel; assim,
a analise do exemplo abaixo, permite-nos deduzir, a partir do principio de Fermat, a lei da
reflexdo da Optica geométrica: nas condig¢des acima, os angulos de incidéncia e reflexdo do

raio de luz no espelho coincidem.

Exemplo 4.13: Na Figura 74, construa com régua e compasso o ponto P € r para o qual a soma

PA + PB seja a menor possivel.

Figura 74 — Menor percurso que toca uma reta.

bl -

Fonte: Muniz Neto (2013).


https://drive.google.com/file/d/1DiUf2tSztA95WlY00o4nO8d0dLvHwytE/view?usp=sharing
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Resolucio:

Se A’ ¢ o simétrico de A em relagdo a r (Sejam dados, no plano, um ponto A e uma reta », com
A ¢ 1. Dizemos que um ponto A’ é o simétrico de A em relagdo a reta » quando AA’ Lr er
passar pelo ponto médio do segmento AA’.), afirmamos que o ponto P desejado ¢ o ponto de

intersecdo de A’B com r. Para provar este fato, seja Q outro ponto qualquer de r.

Figura 75 — Simetria do ponto A em relagdo a reta 7.

B
A
(e
IS
I \\
| ~
I \\
b —=
= s
| B P Q r
1 s
o
%
A.

Fonte: Muniz Neto (2013).

Podemos observar que 7 ¢ reta mediatriz de AA’ e, entdo, qualquer ponto sobre » ¢ equidistante
de A e A’. Dai o fato de A’ ser o simétrico de A em relagdo a r garante que A_Q :m e,
analogamente, AP = A'P . Tais igualdades, justamente com a desigualdade triangular, fornecem
sucessivamente

AP+BP=AP+BP=AB<A'Q+BQ=AQ+BQ.

Uma consequéncia do Exemplo 4.13 por ser encontrada nos espelhos planos.

Propriedade fundamental dos espelhos planos: simetria
Considere o espelho plano representado na Figura 76, diante do qual se situa um objeto
luminoso pontual P. Sejam os raios luminosos PR e PQ, que incidem no espelho,
respectivamente, normal e obliquamente. O raio PR se refletira sobre si mesmo, enquanto PQ
dard um raio refletido obliquo em relagdo ao espelho. A imagem de P ¢ P’, obtida pelo
cruzamento dos prolongamentos dos raios refletidos.
A fim de apresentar a Propriedade Fundamental dos Espelhos Planos, demonstraremos a

congruéncia dos triangulos PQR e P’QR.
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Figura 76 — Propriedade fundamental dos espelhos planos.

Fonte: Helou, Gualter ¢ Newton (2007).

. O lado QR ¢ comum aos dois triangulos.
. QISR =1 (alternos internos) e QIA)'R =1 (correspondentes). Mas, como r =1 (22 Lei da
Reflexio), tem-se QP'R =QPR.

. QRP = QRP' = angulo reto (por construgao).

Demonstrada a congruéncia dos dois tridngulos, podemos afirmar que:

Isso significa que a distancia do objeto ao espelho (PR) ¢ igual a distdncia da imagem ao espelho
(P’R). Tal verificacdo ¢ conhecida por Propriedade Fundamental dos Espelhos Planos ¢

pode ser enunciada assim:

Propriedade 4.1 — Nos espelhos planos, a imagem é sempre simétrica do objeto em relagdo

ao espelho.
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Exemplo 4.14 — VELOSO, VIANA, 2008a.

A corrida das bandeiras
A corrida das bandeiras ¢ feita em um campo retangular de 60 metros de comprimento por 40
metros de largura. Cada concorrente corre sozinho, partindo do ponto médio P do lado maior
AB com quatro bandeiras na mao. O objetivo € espetar uma bandeira em cada um dos lados

AD, DC e CB, por esta ordem, e colocar a tltima no canto A.

D LA e

/L

A = B

Em que locais deve um concorrente espetar as bandeiras para que o trajeto seja minimo?

Quantos metros tem ele de correr neste caso?

Resolucio:
Temos de encontrar o caminho mais curto entre P e A passando pelos segmentos AD, DC e CB.
O caminho mais curto entre dois pontos S e T passando pela reta » se obtém facilmente da

seguinte forma:

Figura 77 — O caminho mais curto entre dois pontos S e T passando pela reta 7.

r
S

Fonte: Veloso e Viana (2008a).

— Marca-se o ponto T, simétrico de T em relagdo a r.
— Une-se S com T’, obtendo o ponto V na reta r.

— O trajeto mais curto ¢ S-V-T.
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No problema o caminho das bandeiras, vamos seguir o mesmo método, isto ¢, cada vez que
tivermos de passar em um lado de campo, desenhamos a figura simétrica em relacdo a esse
lado.

Assim, partindo do campo ABCD:

— Como a primeira bandeira ¢ espetada em AD, tragamos o retangulo simétrico relativamente a

esse lado (retangulo A-Bi1-CiD);

Figura 78 — Simetria por reflexao.

A, B, A,
40
-
S D S ©
DS; C1 T
40!
Q 60 | B, 60 A 30 P B

Fonte: Veloso e Viana (2008a).

— Como temos de passar no lado CD, desenhamos o retangulo Ci1-B2-A2-D, simétrico do anterior
relativamente a C1-D;

— A terceira bandeira fica em BC, logo tracamos a figura simétrica da anterior relativamente a
Ci1-B2 e obtemos o retangulo Ci-D2-A3-Bo.

Para se obter o caminho mais curto, basta unir P com As. Os pontos R, S* e T’ correspondem
aos locais onde devem ser espetadas as bandeiras. Efetuando as simetrias inversas das
anteriores, obtemos os pontos correspondentes S e T sobre os lados do campo.

A distancia percorrida pelo concorrente ¢ equivalente a ir de P até a A3 e pode calcular-se
facilmente aplicando o teorema de Pitdgoras. Sabemos que de P a Q sdo 150 metros e de Q a
A3 sdo 80. A distancia percorrida ¢ a raiz quadrada de 150 + 802, ou seja, 170 metros.

Os mais interessados podem verificar onde se situam os pontos onde as bandeiras sdo colocadas:
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Figura 79 — O caminho mais curto.

D S 5¢
8
il

16
A P B

Fonte: Veloso e Viana (2008b).

— O ponto R fica a 16 metros de A.
— S fica a 15 metros de C.
— T fica a 8 metros de C.

Observamos o paralelismo entre PR e ST e entre RS e TA.

Exemplo 4.15 — VELOSO, VIANA, 2008b.

As fachadas de dois prédios fazem entre si um angulo reto. O muro que os separa da rua limita
um jardim triangular. O jardim ¢ atravessado por trés caminhos que ligam entre si o portdo de

entrada e as duas portas dos prédios.

PORTAO

O arquiteto que fez o projeto colocou as portas e o portao de tal modo que:
12 Cada caminho do portdo até as portas é perpendicular ao prédio.
22 O caminho que serve para ligar as duas portas ¢ o mais curto possivel.

Em que ponto do muro esta o portao?
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Resolucio:

Perante um problema desses, de maximos e minimos, a tentacdo imediata de muitos
matematicos € descobrir a fungdo que traduz a situacdo, deriva-la, igualar a zero e fazer calculos
para descobrir as solucdes da equacao. No entanto, uma simples observagdo da figura permite-
nos encontrar rapidamente a solugdo sem qualquer trabalho!

Dado que os caminhos PA e PB sdo perpendiculares aos prédios, o quadrilatero [PACB] ¢ um
retangulo tem-se, portanto, que as diagonais sdo iguais: CP =AB.

Logo, AB ¢ minimo quando CP for minimo, ¢ o minimo de CP verifica-se quando a linha CP

for perpendicular ao muro DE.

Figura 80 — Simetria das diagonais do retangulo.

C

D P E
Fonte: Veloso e Viana (2008b).

Nota: As trés distancias do ponto médio da hipotenusa de um triangulo retangulo a seus

vértices sao iguais.
Prova: Um triangulo retangulo pode ser entendido como a “metade” de um retdngulo. Assim, ¢
sO lembrar que um retangulo ¢ um paralelogramo com diagonais congruentes e observar a

Figura 81.

Figura 81 — Mediana relativa a hipotenusa.

Fonte: Autor.
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Exemplo 4.16 — (UECE-2017) Considerando-se um cubo cuja medida de cada aresta ¢ igual a
1 m, pode-se afirmar corretamente que a medida do volume do poliedro convexo cujos vértices

sdo os centros das faces desse cubo é

A) 2 m’
3

B) 2 m’
7

) -m

D) —m’

Antes da resolucdo vamos recordar as caracteristicas de um octaedro.

Octaedro
O octaedro ¢ formado por duas pirdmides quadrangulares justapostas pela base e, quando as
suas doze arestas sdo congruentes entre si, temos um octaedro regular. O octaedro regular ¢
simétrico em relagdo ao centro, a varios eixos de simetria, assim como em relagdo a varios

planos.

Figura 82 — Octaedro.

Fonte: Autor.
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Resolucio:

Do enunciado, podemos obter a Figura 83 (um cubo e um octaedro regular).

Figura 83 — Construgdo geométrica do Exemplo 4.16.

G

Fonte: Autor.

Observando os sélidos de cima (vista de cima), obtemos a Figura 84. Tracando os eixos de
simetria (horizontal e vertical) do quadrado ABCD, podemos perceber que a area do quadrado

MiM2M3Mz4 ¢ igual a metade da area do quadrado ABCD.

Figura 84 — Projecdo ortogonal do cubo e do octaedro sobre a base ABCD.

A
(D, H) M ! (C, G)
*Mf’ M{)
(A, E) M, (B, F)

v

Fonte: Autor.

Dai, como o volume do octaedro regular ¢ igual a duas vezes o volume da piramide, podemos
perceber facilmente que a base da piramide € igual ao quadrildtero MiM2M3Ma4 e que sua altura

h ¢ igual a metade da altura do cubo.
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Figura 85 — PirAmide regular de base quadrangular com todas as arestas iguais (metade do octaedro).

........................ \[‘

M. M,

Fonte: Autor.

Portanto, o volume do octaedro “regular” V ¢ igual a

, | 1 1 ‘ L .
Areamm,mM,) = —. Area@scp) = —-1-1 :Em2. Areamm,m,M,) € igual a drea da base da

\S]

piramide quadrangular)

1 1 1
hpirémide regular quadrangular = 5 * heubo = 5 1= Em
L1
2 1
V= /Z_ =—m’
Z 3 6

Portanto a resposta correta da questao ¢ o item C.

Exemplo 4.17
Trens com um qué calidoscopico
Imagine cinco cidades, cujos nomes sdao A, B, C, D e E. H4 rotas de trem de duas
vias (ida e volta) para conectar alguns pares de tais cidades, como mostra a figura. Construa
uma tabela 5 por 5 para descrever: (a) o numero de rotas sem escala de cidade a cidade; (b) o
numero de rotas de cidade a cidade com s6 uma escala; (c) o numero de rotas de cidade a cidade

com duas escalas.

Resolucio:
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Inicialmente poderiamos escrever uma matriz de numeros ordenados, com cinco linhas e cinco
colunas, na qual as linhas da matriz mostram o ponto de partida, as colunas mostram o ponto
de chegada, e o cruzamento entre uma linha e uma coluna mostra a contagem de rotas. Por

exemplo, entre A e C s6 ha uma rota sem escalas, e entre A e E ndo hd nenhuma.

Figura 86 — Rotas entre cidades sem escalas (exemplo).

A B C D E <« chegadas
1 0 |

A
B
Cl1
D
E

0

T
partidas

Fonte: Autor.

Com esse método, construimos a matriz de nimeros mostrada na Figura 87, que representa a
resposta a pergunta (a). Tomando algumas decisdes por conta propria, visto que o enunciado
nao dava instrugdes detalhadas: seria proibido sair de uma cidade para voltar & mesma cidade
e, por isso, para o caso “parte de A e chega a A”, adotou uma convengao util: a contagem vale
0. (Poderiamos ter adotado outro simbolo, como &, se isso fosse conveniente.) Além disso,
decidimos que seria proibido voltar atrds ou andar em circulos: ADCB seria uma viagem de

duas escalas valida entre A ¢ B, mas ACAB nio seria.

Figura 87 — Todas as rotas entre duas cidades sem escala (Matriz Simétrica).

S = = = O
—_— O = O
—_ = O =
—_— O = O
S = = = O

Fonte: Autor.

Eis a contagem referente a questdo (a). Da mesma forma, para dar resposta a questdo (b),

construimos outra tabela de nimeros ordenados, usando o mesmo método. Veja a Figura 88.



Figura 88 — Todas as rotas de cidade a cidade com uma s6 escala (Matriz Simétrica).

W = NN = O
—_— W N OO =
N DO NN
—_— O N W =

Fonte: Autor.

S = N = W
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Por fim, contando o nimero de viagens do tipo “parte-1-2-chega”, sem permitir que o

passageiro passe pela mesma cidade duas vezes (do tipo DEBE ou CDCE), obtemos a resposta

a pergunta (c). No caso do elemento a42 = 4, por exemplo, consideramos validas as opgdes:

DACB, DCAB, DCEB e DECB. Veja a Figura 89.

Figura 89 — Todas as rotas de cidade a cidade com duas escalas (Matriz Simétrica).

A W NN WO
W A N O W
N DO NN
W O N B~ W

Fonte: Autor.

Uma curiosidade sobre o Exemplo 4.17

S W NN W BN

O matematico americano Howard Eves (1911-2004) incluiu este problema no livro

Elementary Matrix Theory. Muitos problemas reais, inclusive problemas de contagem, em

algum momento, transformam-se em matrizes com grande grau de simetria. E por isso que os

matematicos passam tanto tempo examinando matrizes: querem ter a sorte de identificar uma

simetria ou repeti¢do e de explicar sua logica. Hoje, matrizes e algebra linear aparecem tantas

vezes juntas que, as vezes, um estudante pensa que uma coisa ndo existe sem a outra. Howard

toma o cuidado de desfazer essa impressdo: “A teoria das matrizes ¢ muito mais extensa do que

o estudante de primeiro ano de faculdade pode imaginar. [...] Na matematica e nas aplicagdes

da matematica, os nimeros frequentemente aparecem (ou vocé pode forca-los a aparecer) em

arranjos retangulares, alguns dos quais exibem simetrias e repeti¢cdes extraordinarias.”
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Howard d4 uma breve lista de assuntos cujo estudo ¢ mais facil com a ajuda de
matrizes e algum tipo de algebra associada a elas (pois existe mais de um): retas, planos, segoes
coOnicas, combinatdria, probabilidade, estatistica, grafos, ntimeros complexos, mecanica
quantica, teoria da relatividade, teoria da informacao... “Entendi”, escreveu Adélia no caderno:
“devo estudar a teoria das matrizes, de preferéncia sem me preocupar demais com para que

isso serve, pois serve para muita coisa.”

Exemplo 4.18 — (CEFETMG-2019) A figura abaixo representa quatro circunferéncias de mesmo

raio e centros A, B, C e D. Essas circunferéncias tangenciam-se em um unico ponto P, comum as

quatro circunferéncias, e o quadrilatero ABCD ¢ um quadrado cujo lado mede 22 em.

A 4rea da regidio sombreada na figura, em cm?, é

A) 2n-4.
B) 8n-4.
C) 8mn-16.
D) lé6mn-16.
Resolucio:

Observe, na Figura 90, o quadrado ABCD e duas retas paralelas » e s passando,

respectivamente, por X, B, YeporZ, De W.
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Figura 90 — Quadrado ABCD e as retas paralelas r e s.

Fonte: Autor.

Efetuando uma translagdo horizontal do quadrado ABCD de modo que o ponto B ocupe o lugar
de Y, o ponto A ocupe o lugar de P, o ponto P ocupe o lugar de C e o ponto D ocupe o lugar de

Z, pois AP = PC = BY = DZ, obtemos

Figura 91 — Translagdo horizontal do quadrado ABCD.

A
>
L]
D
=<

F N

Fonte: Autor.

Isolando a circunferéncia de centro C, obtemos a Figura 92.

Figura 92 — Circunferéncia de centro C

Y

Z

Fonte: Autor.
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Observando o quadrado PYEZ, podemos efetuar uma translacdo obliqua do segmento PY,
assim como a area sombreada abaixo do semento PY.
Por analogia, podemos também transladar obliquamente PZ, assim como a 4rea sombreada

acima do segmento PZ.

Figura 93 — Translagdes obliquas.

Fonte: Autor.

Calculando a area sombreada da Figura 94.

Figura 94 — Regido sombreada interior a circunferéncia e exterior ao quadrado.

% )
22

242

Fonte: Autor.

2
A érea do quadrado PYEZ ¢ igual a (2\/5 ) =8cm’ e o raio R da circunferéncia é calculado

por

XR=YZ=2V22=4=2R=4=R=2

Logo, a area sombreada da Figura 94 ¢ dada por
A=m-2>-8=4n-38.
Por analogia (considerando a circunferéncia de centro A e as mesmas translacdes) podemos
concluir que a area sombreada do problema ¢ igual ao dobro da area da Figura 94. Logo a area
pedida € 2(4n—8) = 8n — 16.
Portanto a resposta correta da questdo ¢ o item C.

https://drive.google.com/file/d/114njpwSARO0G2nzlgzagNpVskKlIsq7iHeg/view?usp=sharing



https://drive.google.com/file/d/114njpwSAR0G2nzIgzaqNpVskKIsq7jHg/view?usp=sharing
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Exemplo 4.19 — A figura a seguir representa uma peca de ceramica, em que ABCD ¢ um

quadrado de centro O e a parte destacada ¢ limitada por quartos de circunferéncias centradas
nos vértices e passando por O. Se CD=20cm, entio a area destacada, em centimetros

quadrados, ¢ igual a ” B

A)  100-(n—3)cm’,
B)  200-(m—3)cm?.

C) 100-(m—2)cm’..

D) 200-(n—2)cm’..

Resolucio:

Tracando os eixos de simetria do quadrado e efetuando uma translagao vertical para baixo
0X1X2 fazendo Xi coincidir com Xe € X2 com Xs e outra translag@o horizontal para a direita de

0X7Xs fazendo X7 coincidir com X4 e Xs com X3, obtemos a Figura 95.

Figura 95 — Translag¢des horizontais e verticais.

4
A X ! X» B
A, X X2 B Xa X3
DRRPRS T N >
Xs X3 ;
O X',r X4
X X ;
7 4 X . Xe D
X Xe D v
AS

X3=Xg

A
v
-

X5=X1 .-

v

Fonte: Autor.
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—

Efetuando-se uma translacdo horizontal para a direita da regido entre a reta s e o arco FX.,O e

e

uma outra translag@o vertical para baixo da regido entre a reta ¢ o arco EX,0, obtemos a

Figura 96.

Figura 96 — Translagdes horizontais e verticais.

T

Fonte: Autor.

Observe que o raio R do circulo ¢ igual a metade da diagonal d do quadrado (OFGE).

2 2 2
Area destacada = Area do circulo — Area do quadrado (OFGE)

7 2
Area destacada = - (10@ ) —20% = 2007 —400 = 200(%t — 2) cm”.

Portanto a resposta correta da questao € o item D.

https://drive.google.com/file/d/1u 1ivZILT8MQAP63kNsNQIjbFQBafvPOXF/view?usp=sharing

Exemplo 4.20 — (ENQ-2020.1) Um poliedro ¢ dito inscritivel se existir uma esfera que passa
por todos os seus vértices. Mostre que um prisma reto cuja base ¢ um poligono regular ¢ um

poliedro inscritivel.

Resolucio:

Seja A1Az...An 0 poligono regular de uma das bases do prisma. Como este prisma € reto, a outra

base serd o poligono AJA’...A! congruente a Ai1Az...An e tal que os lados correspondentes

AiAir1 e A'iA'i+1 sdo paralelos.


https://drive.google.com/file/d/1u_iv7LT8mQAP63kNsNQIjbFQBafvPOXF/view?usp=sharing
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Figura 97 — Prisma regular.

>

Y A
A,

Fonte: Autor.

A base AiAz...An é regular, podemos considerar o centro O do circulo C, de raio r, que
circunscreve este poligono. Como a outra base, AJA’...A!, ¢é congruente a A1Az...An, ela sera
inscritivel em um circulo C', de mesmo raio » e centro O’. Como o sélido em questdo ¢ um
prisma, os planos que contém as bases sdo paralelos, e, como este prisma € reto, o segmento

OO’ sera perpendicular a estes planos e paralelo as arestas A A'.
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Figura 98 — Prisma regular inscrito no cilindro.

——4 _+Circulo Cderaior

A

A,

A, ~—* Circulo C'de raior

Fonte: Autor.

Seja M o ponto médio de OO’ (MO = MO') . Cada tridngulo MOA, ¢ retangulo com catetos
de medidas MO e r. Com isso, todos estes tridngulos sdo congruentes por rotagdo em torno do
eixo OO’ e, consequentemente, MA, =MA, =...=MA . Da mesma forma, cada tridngulo
MOA] ¢é uma reflexdo do tridangulo MOA, em relagdo ao plano o que contém M e ¢ paralelo

as bases do prisma. Portanto, MA| = MA, = MA'.
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Figura 99 — Secdo transversal (Ot) ao prisma regular contendo o ponto M.

A,
4 \\ raio da/esfera

'-—.._____.

ol

A,

N
S /

___________________ | —"A,

Fonte: Autor.

Assim, M ¢é o centro de uma esfera que passa por todos os vértices At ...An, A], ..., A, tendo

os segmentos MA, e MA! como raios.

https://drive.google.com/file/d/1 LFqWHKVilnVwT3RnmErBbpuaf3iYnhZR/view?usp=sharing



https://drive.google.com/file/d/1LFqWHhVjlnVwT3RnmErBbpuaf3iYnhZR/view?usp=sharing
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5. ALGUMAS DEMONSTRACOES

Neste capitulo, iremos trabalhar a aplicacdo das simetrias e transformagdes
isométricas em varias, demonstragdes ou provas de propriedades matematicas relacionadas
tanto no Ensino Basico como no Ensino Superior, que, em geral, ndo usam as simetrias em suas
demonstragoes.

Iremos perceber que o uso das transformacdes isométricas ndo s6 permite uma
melhora na compreensao das demonstragdes, como também cativa a criatividade despertando

procedimentos cada vez mais sofisticados.

=n(nJr])

Propriedade 5.1 — /+2+3+4+..+n ,comneN.

Considerando » um numero natural qualquer, sera que podemos obter facilmente a soma dos n
primeiros numeros naturais?
Prova: Observe, na Figura 100, que (*) e (**) juntas (sobrepostas por rotagdes e translacdes),

formam a (***) e dai € possivel mostrar visualmente a Propriedade 5.1.

Figura 100 — Resolucdo visual para a soma dos # primeiros nimeros naturais.

® - 00000
_-. __. .. 2 ....

o0 o0 00 - 000
000 'Y ..._. - 00
- & 3 : y : | n+1
o0 - ©® "l 0@ --- @ 0 - 0000
00 - O 000 - @ 000 go0
9000 -0 0000 --- 0 0000 -----00
"......m.. looooe.--0 00000 el
I n 1 } - | 5 n 1

Fonte: Autor.

+1
Propriedade 5.2 — O octuplo de um numero triangular (%,comne&’ ) mais a

unidade, ¢ um quadrado perfeito. Algebricamente, temos:

Sn(n+1
Snn+ 1) yo(2nv1y
2

Prova: Déa-se o nome de niimeros triangulares aos nimeros que acabamos de observar na
Propriedade 5.1 e que representam todas as colec¢des de objetos dispostas regularmente em

tridangulos.
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Esta teoria nasceu as margens do Nilo, em uma época remota, e foi desenvolvida por Diofanto,

o pai de aritmética, na escola de Alexandria. No seu tratado, encontra-se a seguinte proposi¢ao

que d4 a condi¢do necessdria e suficiente para que um dado nimero seja triangular: o octuplo

de um numero triangular, mais a unidade, é um quadrado perfeito.

Esta propriedade torna-se evidente pela simples leitura do tabuleiro na Figura 101.

Figura 101 — Proposicéo de Diofanto

@
O
e® 80000 |00 00|00

"X B R X JcNoNeoRCRCHL J

'Y ¥ X JeEeReRl N N JIoNONe;
eoe@® 00O |®@e0O 00O
e0e0® 0|00 0O0O
CO0OOCOO0O|e00 0000
OO0 O0OO0CC|lel0c|lee & 00 @
OO0 00| @0 Ol ¢ & 0 @
00 C[e® @8O O0|e @0 @
ocee ® @O OO0 C|l0e0 @
e ee® ® @O O0CO

Fonte: Autor.

Propriedade 5.3 — /+3+5+7+..+(2n—1)=n",com ne N.

Considerando » um numero natural qualquer, sera que podemos obter facilmente a soma dos n

primeiros numeros impares?

Prova: Observe, na Figura 102, (*) e (**) juntas (sobrepostas por rotagdes e translagdes),

formam (***) e dai € possivel mostrar visualmente a Propriedade 5.3.

Figura 102 — Resolug@o visual para a soma dos # primeiros nimeros impares

@ ®
00 o000
e000e eo0oo0
®.. 0000 ®..000 -0
® 000000 ® 000000
© - 0000000 -0 © -0000000 -0
00000000000 0..000000000--0
1 n-1 11 n 1 I nu1 LI | n 1
() (**)

Fonte: Autor.
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Propriedade 5.4 — Observe a interessante série geométrica.

2 3
l+(l +(l] po.=L
4 \4 4 3

Prova: Usando simetrias e figuras triangulares (tridngulos equilateros) ou figuras
quadrangulares (quadrados), podemos mostrar facilmente por geometria e fragdes a sequéncia

dada. Observe a Figura 103.

Figura 103 — Resolug@o por simetria para a série geométrica.
' @ ’

Fonte: Autor.

b
.

Propriedade 5.5 — 4 drea do quadrado inscrito no semicirculo é igual a % da darea do

quadrado inscrito em um circulo de mesmo raio.
Prova: Inicialmente, construimos um semicirculo e inscrevemos um quadrado inserido em uma

malha quadriculada.

Figura 104 — Quadrado inscrito no semicirculo.

Fonte: Autor.
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Agora, construimos um quadrado inscrito em um circulo de raio igual ao semicirculo
anteriormente construido (Figura 105).

Por outro lado, a area do quadrado que esta inscrito no circulo (Figura 105) ¢ igual a area de I
(Figura 106), tendo em vista que o triangulo ABC ¢ congruente ao tridngulo FEG (caso L.L.L.)
e o tridngulo DCE ¢ congruente a HBG (caso L.L.L.) e, consequentemente, possuem a mesma

area.

Figura 105 — Quadrado inscrito no circulo.

Fonte: Autor.

Efetuando uma rotag¢do de 90° no sentido anti-horario do tridngulo CDE em torno do ponto E,
obtemos o tridngulo EFG. Da mesma forma, efetuando uma rotacdo de 90° no sentido horario

do triangulo ABC em torno do ponto B, obtemos o tridangulo BGH.

Figura 106 — Rotagdes dos tridngulos ABC e CDE.

B

Fonte: Autor.
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Concluimos o resultado observando que a area de I (Figura 106) ¢ igual a 10 quadrados de

malha, enquanto a drea do quadrado inscrito no semicirculo ¢ igual a 4 quadrados da malha.

Portanto, a area do quadrado inscrito em um semicirculo ¢ igual a 5 da area do quadrado

inscrito em um circulo de mesmo raio.

a+b

Propriedade 5.6 — Se a > 0, b > 0 e a < b, entdo >+ ab . (Desigualdade entre média

aritmética e geométrica).

Prova: Resolucao visual da desigualdade entre média aritmética e geométrica.

Observe:
Figura 107 — Resolucao visual para a desigualdade entre média aritmética e geométrica.
] |
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[ [
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Fonte: Autor.
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Propriedade 5.7 — A drea sob um arco de cicloide é igual a trés vezes a drea do circulo
gerador.

Prova:

Figura 108 — Meio arco de cicloide e metade da circunferéncia geradora da cicloide.

Fonte: Autor.

Para calcular metade da area da cicloide, subtrair-se desta area a area do semicirculo.

Para isso, supde-se que a area do semicirculo formada por infinitos segmentos. Em seguida
efetuamos uma translacdo horizontal de todos esses segmentos para dentro da cicloide. Desse
modo, obtém uma nova curva, a pontilhado, a que chamaremos “a companheira da cicloide”

(Figura 109).

Figura 109 — Translagdo de segmentos.

é:

f TAY
I\

=, B

Fonte: Autor.

Assim, a area de metade da cicloide passa a ser formada pela soma de duas areas:

— A area A entre as duas curvas — a cicloide e a sua companheira — que ¢ igual a metade da area
do circulo, ou seja, 0,5 nr?, pois é “formada pelos mesmos segmentos”; este método de calculo
das areas — chamado dos indivisiveis — deve-se a Cavalieri, um discipulo de Galileu;

— A érea B sob a companheira da cicloide; vale metade da area de um retdngulo (Figura 110); a

altura do retangulo ¢ 2r, e a largura ¢ igual a mr, isto €, metade do perimetro da circunferéncia

geradora da cicloide, pois ela rola sem escorregar; metade da area do retAngulo vale, portanto, rur?.

Figura 110 — A 4rea B ¢ igual a metade da area de um retangulo.

/’ \\
B 4 \
B \ /

mwr N |

Fonte: Autor.



102

Assim, metade da 4rea da cicloide ¢ igual a 1,5 nr?. Logo, a area da cicloide ¢ igual a trés vezes

a area do circulo gerador.

Figura 111 — A érea da cicloide.

A 000

Fonte: Autor.

A cicloide ¢ a curva gerada por um ponto P de uma circunferéncia quando esta rola, sem

escorregar, sobre uma reta. A area a calcular ¢ a drea sombreada.

Figura 112 — Arco do cicloide.

e P

Fonte: Autor.

Propriedade 5.8 — Teorema de Pitigoras (Em qualquer triangulo retangulo, o quadrado do
comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.)
Prova:

Euclides deixou Pitagoras famoso, pois incluiu uma demonstracao do teorema de Pitdgoras no
livro 1 de Os Elementos (¢ a proposi¢ao 47). Mas ha evidéncias de que o teorema era conhecido
uns mil anos antes de Pitagoras.

Para reproduzir uma prova conhecida do teorema, comegamos examinando a Figura 113.
Podemos pensar na possibilidade de construir um quadrado cujos lados sejam iguais aa + b. A

4rea desse quadrado sera: (a + b)?> = a? + 2ab + b*.

Figura 113 — O quadrado na demonstracdo do Teorema de Pitagoras.

=2 a b
a a ac a
: &
_______ . ____a+b a
s L
.b a b

Fonte: Autor.
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Note que podemos construir, dentro desse quadrado de lados iguais a a + b, um quadrado de
lado a, outro de lado igual 4 e dois tridngulos retangulos iguais de lados a e b. Se tracarmos as
diagonais dos retdngulos, obtemos quatro tridngulos retangulos de hipotenusa igual a c e catetos

iguaisaaeb.

Figura 114 — Translac¢des dos tridngulos retangulos.

b a

Fonte: Autor.

Movimentando os triangulos retangulos por translagdes ¢ observando as Figuras

115 e 116, obtemos:
(a+by=a’+2ab+b? - a’+ 2ab +b*> =% + 2ab
a’+b*=c?
Propriedade 5.9 - 3|4" -1 : ne N

Prova:
Iremos provar essa propriedade utilizando o método da indugcdo matematica mas nado

esquecendo o uso de simetrias. Nomeando a propriedade por A(n), temos:
A(n):(VneN)(3|4" -1)
Antes de continuarmos, montamos uma breve tabela para alguns valores de n. Queremos

observar como 0s numeros se comportarn.

A(l):(41—1=3)e[§:lj;
A(2): (4 —1=15)e(1§=5j;
A(3): (4 —1:63)({%:21);

A(4):(4*—1=255)¢ (% = 85}.
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Percebemos que a afirmacao A(n) vale paran =1, isto ¢, que A(1) ¢ verdadeira; e sabemos que
esse passo ¢ importante na prova por inducdo. Vemos também que A(n) ¢ verdadeira até n = 4,
mas nao tirar dai nenhuma conclusdo. O fato de que A(n) ¢ verdadeira para n de 1 a 4, ndo
significa necessariamente que seja verdadeira para todo 7.

Desenhando. “O que significa, num desenho, 4! — 1?” Esbogamos a Figura 115.

Figura 115 — Interpretagdo geométrica de 4! — 1.

Fonte: Autor.

As trés bolas azuis representam as unidades que ficam; a vermelha representa a unidade que
sera desconsiderada. Deixamos visualmente claro que 4! — 1 é divisivel por 3, visto que, depois
das contas, sobram trés bolas azuis.

Depois, passamos a estudar o caso 4*> — 1. Depois de umas poucas tentativas, chegamos ao que

esta na Figura 116.

Figura 116 — Interpretacio geométrica de 4> — 1.
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Fonte: Autor.

Observando a Figura 116, podemos pensar que estamos trabalhando com modulos:
em cada moddulo, ha quatro elementos, dos quais vamos considerar 3 e por um deles a parte.
Quando elevamos 4 ao quadrado, na verdade multiplicamos o méddulo basico por 4. Ficamos
com quatro modulos de trés unidades, cuja soma ¢ divisivel por 3, ja que a soma de multiplos
de 3 ¢ um numero divisivel por 3. Além disso, em cada modulo, temos um resto igual a 1. Se

multiplicarmos o moédulo basico por 4, ficamos com quatro restos iguais a 1, cuja soma nao ¢
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divisivel por 3. Mas, se tirarmos uma bola vermelha dessa soma de bolas vermelhas, dai ficamos
com trés restos iguais a 1, cuja soma ¢ divisivel por 3!”
Feito isso, escrevemos o inteiro 4 como uma soma, pois isso facilitard as contas.
4=C3+)—>
4 =3+1)" -
B+1)°*=3"+2-3-1°
=9+6+1
Nessas contas, iremos aplicar o teorema binomial para expandir a expressdao dentro
dos parénteses; ¢ o notavel “quadrado do primeiro mais duas vezes o primeiro vezes o segundo
mais quadrado do segundo”. Vemos que “quadrado do primeiro” € o quadrado de 3, e qualquer
numero multiplicado por 3 ¢ divisivel por 3; “duas vezes o primeiro vezes o segundo” €, na
pratica, multiplicar o primeiro (3) por 2 e por 1, e de novo qualquer nimero multiplicado por 3
¢ divisivel por 3; por tltimo, “quadrado do segundo” ¢ o quadrado de 1, que ¢ 1. No fim dessas
contas, obteremos um somatorio: um multiplo de 3, mais outro multiplo de 3, mais a unidade,
que nao ¢ multiplo de 3. Se desprezarmos a unidade, entdo ficamos com uma soma divisivel

por 3. Com essas informagdes, desenhamos a Figura 117.

Figura 117 — Interpretagdo geométrica de 42 = (3 + 1),

53
ioxxlc
{0000
‘Ve @ 0@
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Fonte: Autor.

Passamos a estudar o caso 4° — 1, que, na verdade, é (3 + 1)’ — 1. Reconhecemos
que, para obter o desenho relativo a 4°, bastaria multiplicar o desenho de 4% por 4, e por fim

marcar a unidade que deveriamos desprezar.
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Figura 118 — Interpretagio geométrica de 43 =4 - 42=4(3 + 1)%,

@e o @

Fonte: Autor.

Percebemos que tinhamos um conjunto com 5 grupos de 3 unidades e 1 unidade de resto.
Multiplicando isso por 4. Ficamos com 4 unidades de resto. Se tirarmos uma dessas unidades,
ficamos novamente de novo com trés unidades de resto, que ¢ divisivel por 3, de modo que 43
— 1 ¢ feito de bolas que podemos agrupar num numero inteiro de grupos de multiplos de 3, isto
é, 4% — 1 é divisivel por 3.”

Agora sentimos que estamos prontos para examinar o sentido de 4" — 1, que é o sentido da
afirmag¢ao A(n). Em primeiro lugar, usando 4 = (3 + 1) e recorrendo ao teorema binomial,

devemos examinar o que seria 4".

G+1) = i(njs“lf
T

r=0
n n
=3T3 3T+
1 2
n
+...+ JS“‘II‘+...1“
T

n n n-1 n n-2
=3"+ 3+ 3+
1 2

n
+...+ j3“ +...+1

r

Vemos que todas as parcelas do somatdrio que representa (3 + 1)" sdo multiplos de 3, exceto a
ultima, que vale 1. Logo, se tirarmos 1 desse somatorio, obteremos uma adicdo de multiplos de
3, cujo resultado é um multiplo de 3. E o que significa (3 + 1)" * '? Significa multiplicar o

somatorio acima por (3 + 1), assim:
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(3+1)" =@+1)"(3+1)

{g[ﬂy‘—rlr](ul)

Ao multiplicé-las pelo 3 de (3 + 1), obteremos tdo somente multiplos de 3. Ao multiplica-los
pelo 1 de (3 + 1), também obteremos multiplos de 3, exceto no caso da tltima parcela, que vale
1 x 1 = 1. Se retirarmos essa Unica parcela igual a unidade, ficamos apenas com parcelas que
sdo multiplos de 3, e desse modo o somatorio serd divisivel por 3.” Com isso, provamos que
A(n) implica A(n + 1), e provamos a afirmacao por indugdo matematica.

Concluida a prova, fagamos um teste: ¢ verdade que 4 divide 5" — 1, 5 divide 6" — 1 ou que
723/724" — 1?

Conseguimos usar o método da indugdo matematica para generalizar o que descobrimos?
Usando o mesmo método, vemos que 4 divide 5" — 1 e que 6 divide 7" — 1, elaboramos uma
hipdtese:

[(vx.neN)A(x22][(x=D)|(x"~1)]

Com essa linha, queremos dizer: desde que atribua apenas valores inteiros positivos para as
varidveis x e n (com x maior que 1), verd que x — 1 sempre divide x" — 1. Depois de experimentar

bastante, chegamos a uma prova visual dessa afirmagdo, que esta na Figura 119.

Figura 119 — Interpretacdo geométricade x =a+ 1 —> x"=(a+ )™
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Fonte: Autor.

Observando o desenho temos como explicar o que estd acontecendo: “Se organizarmos um

quadrado com x bolinhas de lado, conseguimos separar x conjuntos de bolinhas com x — 1

bolinhas cada um. Sobram x bolinhas de resto, que, no desenho, pintamos de vermelho. Se
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tirarmos uma bolinha desse resto, ficamos com x — 1 bolinhas vermelhas. Ao todo, se
excluirmos uma bolinha, ficamos com x + 1 conjuntos com x — 1 bolinhas cada um. Ao
somarmos as bolinhas desses x + 1 conjuntos, obtemos um numero que €, obviamente, divisivel
por x — 1, pois esse niimero claramente vale (x + 1)(x — 1), que, fazendo as contas, é x> — 1. Se
agora multiplicarmos esse quadrado por x", e tirarmos do total de bolinhas uma tinica bolinha,
ficaremos sempre com um numero de bolinhas que ¢ divisivel por x — 1.”

Feito isso, s6 para garantir, providenciamos uma prova algébrica: fazemos x — 1 = a para esconder
complexidade, edaix=a+ 1 ex"=(a+ 1)". Com o teorema binomial, fica claro que, ndo importa
o valor de n, sempre obtemos um somatério de parcelas que sdo multiplos de a, exceto a ultima,

que vale 1. Ao tirarmos essa ultima, o resultado do somatorio vira um multiplo de a.

Propriedade 5.10 — Toda piramide de base quadrada e cujas faces laterais sdo tridngulos
equilateros é equivalente (em volume) a dois tetraedros regulares com faces iguais as faces

laterais da piramide.

Prova:
Em primeiro lugar, devemos examinar de perto e por simetria o desenho de Leonardo da Vinci.
Na Figura 120 repetimos parte do desenho de forma esquematica, acrescentando-lhe algumas

letras para melhor referéncia.

Figura 120 — Piramide de Leonardo da Vinci.

E

Fonte: Lucas (2008).

Vemos que Leonardo nos sugere a existéncia de um certo nimero de pequenas piramides de
base quadrada interiores a piramide grande. A aresta lateral das pirdmides pequenas (por
exemplo HC) tem metade do comprimento da aresta lateral da pirdmide grande (EC). Um

desenho “explodido” da piramide grande pode ajudar-nos bastante.
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Figura 121 — PirAmide “explodida” (1) de Leonardo da Vinci.

Fonte: Lucas (2008).

Mas as seis pequenas pirdmides ndo chegam para preencher toda a piramide grande. Ainda
devemos considerar quatro pequenas piramides de base triangular igual a face lateral das

piramides quadrangulares.

Figura 122 — Piramide “explodida” (2) de Leonardo da Vinci.

/>
NA

Fonte: Lucas (2008).

Na Figura 122 podemos observar duas pirdmides, uma de base quadrada e outra de base
triangular, coladas uma a outra.

Entdo, neste momento, podemos colocar a hipotese de que Leonardo esta querendo demonstrar
que cada uma das piramides pequenas de base quadrada ¢ igual a duas piramides de base
triangular representadas na Figura 122. Procuremos provar esta afirmagao.

Para fixar ideias, vamos supor que a altura da piramide grande ¢ igual a “a” cm e a aresta da

base ¢ igual a “b” cm. Entdo, a altura e a aresta da base da pirdmide quadrangular pequena

[P 2] (13 "2

serdo, respectivamente, iguais a cmea

cm.
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Figura 123 — PirAmide regular de base quadrangular (ABCDE).

|
NZ%K/
A b B —> %
Fonte: Lucas (2008).

O volume de uma piramide ¢ igual a % da area da base multiplicada pela altura. Assim, volume

1 ab’
da piramide grande serd igual a E-bz ‘a= EY e o volume da piramide pequena sera igual a

2
%(%) % = %, ou seja, o volume da piramide grande € igual a 8 vezes o volume da piramide

pequena. Podemos observar que, para piramides de base quadrada, quaisquer que sejam a altura
e a aresta da base da piramide grande, desde que a aresta lateral da pirdmide pequena (e,

portanto, também a sua altura) seja igual a metade da aresta da piramide grande, como estamos

a supor. Isto resulta do fato de que, sendo a altura da pirdmide pequena % da altura da piramide
o 1 o
grande, e a area de base da pirdmide pequena 2 da area da base da piramide grande — dado que

a aresta da base da pequena ¢ % da aresta da base da grande — o volume da piramide pequena

1y(1) 1
¢ igual a (Ej (Z) = 3 do volume da piramide grande.

Mas a partir da Figura 122, que mostra a decomposicao da piramide, vemos que a pirdmide grande
contém seis piramides pequenas, € o resto do espago ¢ ocupado por quatro pirdmides triangulares.
Como ao todo a piramide grande vale 8 pirdmides das pequenas, entdo esse resto do espaco equivale
a duas piramides pequenas, portanto, cada pirdmide pequena equivale a duas piramides triangulares.
Um caso particular interessante ¢ aquele em que as faces laterais da pirdmide de base quadrada
sdao triangulos equilateros. Entdo, as pequenas piramides de base triangular sdo tetraedros
regulares (todas as suas faces sdo tridngulos equilateros). Muito provavelmente, o enunciado
que Leonardo procurava demonstrar seria entdo: toda piramide de base quadrada e cujas faces
laterais sdo triangulos equildteros é equivalente (em volume) a dois tetraedros regulares com

faces iguais as faces laterais da piramide.
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Por fim, coroando este trabalho, apresento um belissimo texto do Prof. Marcelo Miranda Viana
da Silva, diretor-geral do IMPA, publicado no jornal Folha de S.Paulo’, o qual retrata muito
bem um pouco da historia da simetria assim como a simetria no nosso cotidiano e ainda algumas

aplica¢des mais aprofundadas.

O Universo é feito de simetrias’

Formas simétricas estdo presentes em seres vivos, minerais e até na arte

Nossa primeira experiéncia com simetria ocorre em frente ao espelho, na primeira
infancia. A fascinacdo de descobrir o mundo “do outro lado”, estranhamente parecido com o
nosso, ¢ inesquecivel. Mas simetria ¢ muito mais: sabemos hoje que ela ¢ um aspecto
fundamental do tecido do Universo.

“E apenas um pequeno exagero dizer que a fisica ¢ o estudo da simetria”, dizia
Philip Anderson, prémio Nobel de fisica em 1977. A matematica Emmy Noether provou que
“a cada simetria matematica de um sistema corresponde a uma quantidade fisica preservada
pela evolugao desse sistema”. Este teorema tem papel fundamental na fisica, especialmente na
mecanica quantica, onde explica propriedades das particulas subatdmicas (carga, spin etc.)
como resultado de certas simetrias matematicas do Universo.

A membrana do virus da gripe ¢ formada por apenas quatro tipos de proteinas, que
se encaixam em um padrdo geométrico repetitivo: o cédigo genético para construir tal estrutura
¢ mais econdmico do que seria necessario para um padrao menos simétrico. Organismos vivos
tiram proveito de simetrias de muitas outras formas para economizar no uso de recursos. E
minerais estruturam-se em formas cristalinas cheias de simetrias pois essas requerem menos
energia.

Simetria também tem protagonismo na arte, claro. Leonardo da Vinci baseou sua
Ultima Ceia em uma composi¢io simétrica: a posicdo de Cristo isolado no centro acentua
dramaticamente sua soliddo as vésperas da paixdo. Perfeita simetria das fei¢cdes ¢ parte do que
faz de Nefertite, rainha do Egito antigo, “a mulher mais bela de todos os tempos”. Também ¢
da simetria dos elementos arquitetonicos que emana o encanto estético do Taj Mahal. Até
Johann Sebastian Bach fez uso de padrdes simétricos em algumas de suas composi¢des

musicais.

! Jornal Folha de Sdo Paulo N°33.012, 21 agosto 2019.
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Os dicionarios tém muitas definicoes de simetria, a maioria com referéncia a
“beleza”, “equilibrio” e “harmonia”. Prefiro a que diz mais sobre o conceito: “invariancia (do
objeto ou sistema) sob a acdo de uma ou mais transformacdes”. No caso do espelho, a
transformagdo ¢ a reflexdo na superficie espelhada. Ha versdes mais complexas, como
caleidoscopios que usam combinagdes de espelhos, usualmente trés, para criar imagens
fascinantes.

Também héa simetria de outros tipos. A estrela do mar com seus 5 “bracos”
apresenta simetria de rotagdo: se rodarmos o corpo 72° (= 360° dividido por 5) em torno do
centro, a aparéncia fica inalterada (mas o bicho pode ficar um pouco desorientado). Ja o
calgaddo de Copacabana tem simetria de translacao: se deslocarmos o padrao da cal¢ada na
dire¢do do mar, por uma distancia adequada, a sua aparéncia permanece a mesma.

Um notavel resultado matematico, chamado Teorema Magico, descreve todas as

simetrias que existem em duas dimensdes.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

A experiéncia do autor como professor de Matematica dos Ensinos Fundamental e
Meédio, o convivio com outros professores, a pratica em sala de aula e sob um olhar mais
profundo das simetrias e transformagdes isométricas apresentadas neste trabalho e aplicadas no
decorrer dos anos promoveram uma consideravel melhora na aprendizagem dos alunos. Foi
observado, também, que esse assunto ¢ recorrente em varias demonstracdes necessarias para
uma melhor compreensdo ndo somente da Geometria, assim como de outras areas da
Matematica.

O trabalho com simetrias ¢ provocador, pois, a principio, gera nos alunos ndo apenas
duvidas, como também muita desconfianga. Simetria ndo ¢ um assunto que se encontra tao
facilmente nos livros didaticos voltados para os ensinos Fundamental e Médio, logo os alunos
nao possuem conhecimento necessario e dessa forma a pratica em manipular figuras simétricas
gera descrédito. Com transformacdes isométricas, isso muda um pouco, pois os alunos sao
orientados desde cedo sobre o uso de translagdes (principalmente de segmentos), rotagdes de
figuras (principalmente congruéncia de tridngulos) e reflexdes. No inicio, o ensino das simetrias
deve ser informal (conceitos intuitivos) e deve ser introduzido lentamente. Depois de fazer essa
analise, o autor percebeu que, para obter a confianca necessaria dos alunos, o assunto deve ser
ministrado dentro da formalidade exigida pelos padrdes matematicos, ou seja, com o uso de
conceitos e demonstracdes das propriedades de simetria, permitindo ao aluno uma compreensao
da matematica embutida nas simetrias. O autor observou, também, que, na vida escolar dos seus
alunos, o estimulo ao uso das simetrias a cada ano de avango escolar, gera tanto uma maior
criatividade como um aumento de percep¢do, consequentemente um maior entendimento da
Geometria. A criatividade desenvolvida pelos alunos ¢ surpreendente, pois, em muitas vezes,
para um mesmo problema matematico, chega-se a diversas solucdes e cada uma mais
impressionante que a outra. Superada a fase da desconfianca e da falta de conhecimento, os
alunos percebem que as simetrias e as transformacdes isométricas sdo ferramentas
indispensaveis. Nos anos iniciais do ensino Fundamental, o uso das simetrias ¢ encantador e,
com a criatividade agugada dos alunos, os resultados sao fantasticos. Nos anos finais do ensino
Fundamental, como ha, muitas vezes, uma certa falta de criatividade dos alunos, o trabalho com
simetrias ¢ bastante desafiador, pois muitos conceitos matematicos ja estdao bastante difundidos
e isso dificulta muito a aceitacdo de formas diferentes de pensar. No ensino médio, o autor
percebeu que os alunos aceitam mais facilmente o uso das simetrias em Analise Combinatoria

do que em Geometria.
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A maior preocupagao do autor ao fazer esta pesquisa e desenvolver este estudo foi
agregar num so trabalho conhecimentos e aplicagdes que possam despertar no professor de
Matematica a busca e o interesse por uma explanacdo do assunto atrelada aos novos desafios e
realidades da sala de aula, além das novas diretrizes descritas na BNCC e que, via de regra,
passa a dar um novo rumo a aprendizagem dos alunos. Com essa inovadora metodologia de
ensino, objetiva-se proporcionar uma melhor compreensdao dos assuntos por parte dos
estudantes tornando-os mais capacitados e estimulados a seguir sua trajetéria académica e

profissional.
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