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Resumo

Neste trabalho vamos fazer aplicacdes de Algebra Linear as cénicas e as quadricas. Iremos
discutir sobre a rotacdo e a translacdo dessas particulares curvas e superficies e entender
porque o processo de rotacdo tem a ver com a diagonalizacdo de matrizes. Veremos que a
forma quadratica de uma cdnica ou quadrica estd associada a uma forma bilinear simétrica
e, portanto, a um operador linear autoadjunto. Diante desse fato e através de teoremas de
Algebra Linear, mostraremos que os espacos vetoriais R? e R® admitem uma base ortonormal
constituida de autovetores. Base essa que sera utilizada para criar um novo sistema ortogonal
de eixos, sob o qual, a cénica ou quadrica n3o estard mais rotacionada, ou seja, a matriz da
forma quadratica se tornara diagonal e, com isso, a forma quadratica perdera o(s) termo(s)
misto(s). Além disso, traremos exemplos de cénicas e quadricas em suas formas candnicas e,
também, mostraremos os casos degenerados. Ainda mostraremos alguns exemplos de cénicas
e um exemplo de quadrica quando estdo rotacionadas e transladadas em relagdo ao sistema

cartesiano candnico.

Palavras-chave: base ortonormal, cénica, diagonalizacdo, forma bilinear simétrica, operador

autoadjunto, quadrica.






Abstract

In this work we will make applications of Linear Algebra to conics and quadrics. We will discuss
the rotation and translation of these particular curves and surfaces and understand why the
rotation process relates to with matrix diagonalization. We will see that the quadratic form of
a conic or a quadric is associated to a symmetric bilinear shape and therefore to a self-adjoint
linear operator. Given this fact and through theorems of Linear Algebra, we will show that
the vector spaces R? and R? admit an orthonormal basis consisting of characteristics vectors.
That basis that will be used to create a new system of orthogonal axis under which the conical
or quadric will no longer be rotated, that is, the matrix of the quadratic form will become
diagonal and with that property the quadratic form will lose mixed terms. In addition, we
will bring examples of conics and quadrics in their canonical forms and we will also show the
degenerate cases. We will still show some examples of conics and an example of quadric when

they are rotated and translated in relation to the canonical cartesian system.

Keywords: orthonormal base, conic, diagonalization, symmetric bilinear shape, self-adjoint

operator, quadric.
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Introducao

Historicamente falando, uma cénica € uma curva plana obtida a partir da interseccdo entre
um plano e um cone de duas folhas. Dependendo da escolha da posicdo do plano e do cone,
a figura obtida pode ser uma elipse, uma hipérbole, uma parabola, duas retas concorrentes,

um ponto, etc.

Ja uma quédrica pode ser uma superficie gerada pela revolugdo de uma coénica no es-
paco, entre outras superficies que veremos adiante. S3o exemplos de quadricas: elipsoides,

hiperboloides, paraboloides, cilindros, cones, etc.

Fruto do aprofundamento de estudos das cénicas, podemos redefini-las através de certas
propriedades geométricas que elas possuem, propriedades estas que podem ser traduzidas por
meio de equagdes polinomiais do segundo grau em duas variaveis. Por isso que, muitas vezes,
nos referimos as conicas como o conjunto solugcdo de uma equacdo polinomial completa do

segundo grau em duas variaveis da forma
AX* +Bxy + Cy* + Dx+ Ey + F =0,

em que A,B,C,D,E,F € R e em que A>+B%+ C? > 0. Obviamente tais conjuntos solucdes

sdo curvas em R?, ou algumas degeneracdes.

De forma inteiramente analoga, podemos também nos referir as quadricas como o conjunto

solucdo de uma equacio polinomial completa do segundo grau em trés variaveis da forma

A]]Xz + Azzyz + A3322 + 2A12X1J + 2A3xz + 2A23y2 + Bix+ Byy + B3z + C=0,
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em que A]],A]z,A]g,Azz,AB,Agg,B],Bz,Bg, CeReem que A%l + A%z + A§3 + A%z +

A%, 4+ A3; > 0. Tais conjuntos solucdes so superficies em R, ou superficies degeneradas.

O estudo e reconhecimento de tais curvas e/ou superficies ndo é uma tarefa tdo simples.
Em geral quando as equagdes de tais curvas e/ou superficies estdo em certas formas especiais,
o reconhecimento das mesmas é mais facil. Essas formas especiais sdo as chamadas formas

candnicas que apresentaremos e discutiremos adiante.

Através da aplicacdo da Algebra Linear ao estudo de tais curvas e/ou superficies pode-
mos sempre transformar a equacdo geral de uma cénica ou de uma quadrica em sua forma

candnica e, assim, reconhecer a curva ou a quadrica mais facilmente.

Quando definimos uma cénica, varios elementos aparecem na descricdo da mesma. Por isso
termos como centro, foco, vértices, vértices imaginarios, eixo focal, eixo ndo focal, retangulo
base, assintotas e reta diretriz fazem parte de uma nomenclatura basica e pertinente ao estudo

das mesmas.

Certas degeneracBes dessas tradicionais curvas e/ou superficies podem aparecer e serdo
referidas como situacdes degeneradas. No decorrer desse trabalho e em um momento mais

apropriado falaremos sobre essas situacdes.

Este nosso trabalho tem como objetivo estudar a contribuicdo da Algebra Linear na tarefa
de facilitar o reconhecimento de tais curvas e/ou superficies e darmos exemplos que descrevam

o processo, fundamentado na Algebra Linear, de classificacdo de tais curvas e/ou superficies.

Fundamentalmente esse processo refere-se a dois movimentos classicos da Geometria Ana-

litica: o movimento de rotacdo e o movimento de translagdo de eixos coordenados.

O processo de rotacdo para conicas e quadricas tem o objetivo fundamental de eliminar os
chamados termos mistos da equacdo. O processo de translacdo tem como objetivo eliminar a

chamada parte linear da equacdo, quando possivel.

No capitulo 1 faremos um breve resumo sobre corpos comutativos, espacos vetoriais, opera-
dores e funcionais lineares. Veremos também que um operador é diagonalizavel se, e somente

se, possui uma base constituida de autovetores.
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No capitulo 2 introduziremos o produto interno e faremos comentarios sobre os operadores
autoadjuntos e e as forma bilineares. Veremos que as formas quadraticas estdo associadas
as formas bilineares simétricas, que por sua vez, estdo associadas a operadores autoadjuntos.
Este fato garante a criagdo de uma base ortonormal de vetores e em relagdo a essa base, a

matriz da forma quadratica se torna diagonal.

No capitulo 3 iremos fazer aplicacdes de Algebra Linear as conicas e criar um procedimento
para o reconhecimento delas quando estdo em sua forma canénica. Traremos exemplos das
principais conicas e seus casos degenerados. Ao final do capitulo, traremos os pricipais exemplos
de conicas rotacionadas e transladadas em relacdo ao sistema cartesiano candnico e a aplicacdo

do método para encontrar as formas candnicas e classfica-las.

No capitulo 4 iremos fazer aplicacdes de Algebra Linear as quadricas, abordaremos suas
formas canénicas e também um procedimento para reduzir a forma geral de uma quadrica para
a sua forma candnica. Ao final do capitulo, traremos um exemplo de um elipsoide rotacionado e
transladado em relacdo ao sistema cartesiano canénico e a aplicacdo do método para encontrar

a sua forma canénica.






Espacos Vetoriais e Transformacoes

L ineares

1.1 Corpos Comutativos e Espacos Vetoriais

Como falamos em nossa introducdo, a Algebra Linear nos fornecera subsidios fundamentais
para atingirmos nosso objetivo principal: embasar um processo operacional de classificacdo
de cdnicas e quadricas. Por esse motivo vamos fazer uma descricdo, essencial em nosso

entendimento, de alguns conceitos deste importante ramo da matematica.

Faremos o estudo da estrutura algébrica conhecida como espaco vetorial e o estudo de
funcdes entre essas estruturas conhecidas pelo nome de transformacées lineares. Quando
0s espacos vetoriais tem dimensdes finitas, tais transformacdes sdo naturalmente descritas por

matrizes.

Ainda nos utilizaremos de conceitos de formas bilineares, particularmente de formas biline-

ares simétricas e, por consequéncia, de formas quadraticas.

A estrutura vetorial exige uma estrutura subjacente, ou seja, a estrutura de corpo [comu—

tativo]. Portanto iniciaremos por essa estrutura.

Definicdo 1.1. Denominamos de corpo [comutativo] um conjunto F ndo vazio, munido de

duas operacées (comumente denominadas de adicido (+) e multiplicacdo (.)) e que satisfazem
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as seguintes propriedades:

O par (F,+) tem uma estrutura de grupo comutativo ou abeliano, a saber:

(A.1) (Associativa da adicdo) x4+ (y+z)=(x+y)+z, Vxy,zeF

(A.2) (Elemento neutro da adicdo ) Existe um elemento indicado por O pertencente a F tal

quex+0=x=0+x,VxeF

(A.3) (Elemento simétrico da adicdo (neste caso, também chamado de oposto)) Para cada x

em F, existe o elemento indicado por —x em F, tal que x + (—x) =0 = (—x) + x;

(A.4) (Comutativa da adicdo) x+y=y+x, Vx,ye€eF

(M.1) (Associativa da multiplicacdo) x(yz) = (xy)z, Vx,y,z€F,

(M.2) (Elemento neutro da multiplicacdo) Existe o elemento indicado por 1 em F tal que

Ix=x, VxekF

(M.3) (Elemento simétrico da multiplicagdo (chamado de inverso)) Para cada x € F* = F—{0},

existe o elemento indicado por x™' em F tal que x.x™ ' =1 =x""x;
(M.4) (Comutativa da multiplicacdo) xy =yx, Vx,ye€F;
(D) (Distributiva) x(y+z) =xy+xz, Vx,y,z€F.

Exemplo 1.1. S3o corpos comutativos R e C, os conjuntos dos niimeros reais e complexos,

respectivamente.

Observacao 1.1. Neste trabalho usaremos os corpos R ou C, sendo que este dltimo sera

pouco abordado.

Agora vamos definir o objeto principal da Algebra Linear, ou seja, Espaco Vetorial.

Definicdo 1.2. Denominamos espaco vetorial a8 uma quadrupla (V,F,+,.) consistindo de

um conjunto abstrato V cujos elementos denominaremos vetores, um corpo F denominado
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de corpo de escalares [no nosso caso F = R ou F = C ], de uma operacdo, denominada
adicdo sobre V e de uma lei de composicdo externa, denominada multiplicacido escalar

sobre V, em que:

e O par (V,+) tem uma estrutura de grupo abeliano ou comutativo, isto é a operacdo

de adic3o sobre V, isto é: +:V x V — V satisfaz:

(A.1) (Associativa da adicdo) o+ (p+7v)=(x+p)+7v, VP, yeV;

(A.2) (Elemento neutro da adicdo) Existe o elemento indicado por: 0 em V tal que

x+0=a=04+0a VaeV;

(A.3) (Elemento oposto) Para cada vetor o em V, existe o elemento indicado por: —«

emV tal que x4+ (—a) =0 = (—a) + «;

(A.4) (Comutativa) o+p=p+« Vo, p€eV.

e A multiplicacdo escalar - lei de composicdo externa sobre V tendo F como conjunto
de escalares, isto é: .: FxV — V, associa a cada par (¢, x) € F x V um vetor, indicado

por c.x em V satisfazendo:

(Ml) (Associativa) (c1.¢c2).0x = C].(Cz.OC), VuoeV e Ve,c€F,

(M2) (Distributiva da multiplicagco escalar em relagcdo a soma de vetores) c.(a+f) =

c.x+c.3, V,peVe VcekF

(M3) (Distributiva da soma de vetores em relacdo a multiplicacdo escalar) (cy +

c).x=cr.x+cx, VaueVe Vci,c€F

(M4) 1. =, VYo eV.

Exemplo 1.2. (O espaco vetorial das n-uplas sobre F) Seja F um corpo arbitrario e seja
V = F" o conjunto de todas a n-uplas sobre F. A soma de duas n-uplas & = (X1,X2, ..., Xn) €
B = (Y1,Y2y ery Yn) em F™ é a n-upla sobre F definida por &+ = (X14+Y1, X2+FY2y eeey Xn+Yn),
com x,yi € F. O produto do escalar ¢ pela n-upla o« é a n-upla sobre F definida por
c.ot = (€X1,CX2y...,CXn), comxy € F, 1 =1,...,n. Este conjunto V munido destas duas

operacdes tem uma estrutura de espaco vetorial sobre o corpo F.
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Exemplo 1.3. (O espaco vetorial das m xn matrizes sobre F) Seja F um corpo arbitrario
e seja V = M(m x n,F) o conjunto de todas as m x n matrizes sobre F. A soma de duas
matrizes A e B em M(m x n,F) é definida por: (A + B)y; = Ay + Byj. O produto de um
escalar ¢ por por uma matriz A em M(m x n, F) é definido por: (cA)y = cAy. Este conjunto
V munido das duas operacdes anteriormente definidas tem uma estrutura de espaco vetorial

sobre o corpo F.
Este espaco V = M(m x n, F) também pode ser denotado por V.= F™*™,

Definicdo 1.3 (Combinacao linear). Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F. Um
vetor 3 pertencente a V é uma combinacao linear [finita] dos vetores «;, ..., x, em V se,

e somente se, existem os escalares cy, ...,c, em F tais que

B =C1x + ... + ChXp.

Definicdo 1.4 (Subespaco vetorial). Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F e seja
W um subconjunto de V. Dizemos que W é um subespaco vetorial de V se, e somente se, as

seguintes condicées estiverem verificadas:

1. W é fechado em relacdo a operacdo de adicdo e é estavel em relacdo a multiplicacdo

escalar.

2. As operacdes induzidas sobre W pelas operacées de V' definem uma estrutura de espaco

vetorial sobre W.

Este préximo teorema nos da uma condicdo, necessaria e suficiente, para que um subcon-
junto W de um espaco vetorial V sobre um corpo F seja um subespaco vetorial de V. A

demonstracdo n3o sera feita.

Teorema 1.1. Sejam V um espago vetorial sobre F e W um subconjunto de V. Entdo W é

um subespaco de V se, e somente se, as seguintes condigcdes estiverem satisfeitas:

(1) 0 e W.

(2) se o, 3 € W entdo a+ 3 € W.
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(3) sece Feaxec W entdocax € W.

Teorema 1.2. Seja V um espago vetorial sobre o corpo F. A interseccdo de uma familia ndo

vazia de subespacos de V é um subespaco de V.

Demonstracdo. Seja (Wy)aea uma familia ndo vazia de subespacos de V e seja W = ﬂ Wi
AeA

a sua Interseccdo, ou seja, W éo conjunto dos elementos pertencentes simultaneamente a

cada W,, qualquer que seja A € A . Como cada W), é um subespacgo, todos contém o vetor

nulo e portanto W é n3o vazio. Sejam « e 3 vetores em W e seja ¢ um escalar. Os vetores

« e (3 pertencem a cada W,, e como cada W, é um subespaco, o teorema anterior garante

que o vetor cox + 3 esta em todo W), logo em W e, portanto, W é um subespaco de V. [

Definicdo 1.5 (Subespaco gerado). Seja S um conjunto de um espago vetorial V. O
subespaco gerado por S é definido e denotado por [S] como sendo a interseccdo de todos os
subespacos de V que contém a parte S. Quando S = {a;, %2, ..., xn} € um conjunto finito
de vetores, denominaremos [S] de subespaco gerado pelos vetores oy, %, ..., . Em qualquer
situagdo o conjunto S é denominado de conjunto de geradores do subespaco [S] ou também

de sistema de geradores do subespaco [S].

Um detalhe importante e que ndo demonstraremos é que o subespaco gerado por uma
parte n3o vazia S de um espaco vetorial V coincide com o conjunto de todas as combina¢des

lineares [finitas] de elementos de S.

Definicdo 1.6 (Dependéncia linear). Seja V um espaco vetorial sobre o corpo F. Um
subconjunto S de V é dito linearmente dependente (LD) se, e somente se, existem vetores

distintos o, &2, ..., X, em S e escalares ¢, 3, ...,c, em F, ndo todos nulos, tais que
C11 + ... + Croty = 0.

Definicdo 1.7 (Independéncia linear). Um subconjunto S de um espago vetorial V/ sobre
um corpo F é denominado linearmente independente (L/) se, e somente se, para qualquer
subconjunto finito {&y, &2, ..., X} em S, a equacdo c1xy + ... + chx, = O admite uma dnica

solucdo, a saber, ¢c; =0, Vie{l,2,---n}.
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Definicdo 1.8 (Base de um espaco vetorial). Seja V um espaco vetorial. Uma base de
V é qualquer subconjunto linearmente independente de vetores em V' que seja um sistema de

geradores de V.

Definicdo 1.9. Seja V um espaco vetorial de dimens3o finita, isto é um espaco vetorial que
admite um sistema de geradores finito. A dimens3o de V, indicada por dim(V), é definida

como sendo o nimero de elementos de qualquer base de V.
Exemplo 1.4. (Base candnica do F") Seja F um corpo. Consideremos o subconjunto %
do espaco vetorial V = F™ definido por

B =1{er, €2y ent =1{(1,0,0,...,0), (0,1,0, .., 0), oory (0,0,0, ..., 1}.

Esse conjunto é linearmente independente e um sistema de geradores de F", logo uma base

do F". Essa base é denominada a base canénica do F™ e portanto F™ tem dimensdo n.

Sejam # = {«y, ..., x,} uma base de um espaco vetorial V de dimens3o finita e o« um
elemento V, logo existe uma unica familia finita de escalares xq,...,x, em F tal que o =

n

E Xii = X100 + X200 + -+ + Xn . O escalar x; € denominado a i-ésima coordenada de
i=1
o em relacdo a A. A matriz [&]z € M(n x 1, F) definida por

X1

é denominada matriz das coordenadas do vetor &« em relacdo a base #.

1.2 Operadores e Funcionais Lineares

Definiremos agora funcdes entre espacos vetoriais sobre um mesmo corpo F de escalares,

um dos principais conceitos e objeto de estudo na Algebra Linear.

Definicdao 1.10. SejamV e W dois espacos vetoriais sobre um mesmo corpo F. Denominamos
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transformacio linear de V em W a toda funcdo T : V — W que satisfaca as seguintes
condicbes:

1. T+ B) =T(x) + T(R) quaisquer que sejam «x e B em V;

2. T(cx) = cT(x) quaisquer que sejam «x €V ec € F.

Essas duas condicées podem ser resumidas em

3 Tleca+B) =cT(x)+ T(B) para quaisquer x e p emV ec em F.

Afirmamos, sem demonstracdo, que o conjunto de todas as transformacdes lineares de V

em W, isto é

L(V,W)={T:V— W|Tseja uma transformacio linear}

tem uma estrutura de espaco vetorial sobre o0 mesmo corpo de escalares F.

No caso particular em que V = W a transformac3o linear € denominada endomorfismo

linear, mais comumente denominado de operador linear [sobre V].

Observacao 1.2. Denotaremos L(V,V) = L(V) o espaco vetorial de todos os operadores

lineares sobre V.

No caso particular em que W = F a transformac3o linear é chamada de funcional linear

sobre o espaco vetorial V.

Geralmente encontramos na literatura a notacdo V* denotando o espaco vetorial de todos

os funcionais lineares sobre V.

Ha ainda mais um tipo especial de funcdo entre espacos vetoriais e que serd importante

em nosso trabalho que s3o as formas bilineares, as quais definiremos oportunamente.

Cabe citar que neste trabalho as transformac&es lineares, os operadores lineares, os funcio-
nais lineares e as formas bilineares sempre estardo definidas sobre espacos vetoriais de dimens&o

finita.
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Agora vamos enunciar e demonstrar a caracterizacdo das transformacdes lineares sobre

espacos vetoriais quando o espaco de saida tem dimensio finita.

Teorema 1.3. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre um mesmo corpo de escalares
F e suponhamos que V tenha dimensdo finita n. Se # = {1, - ,x.} € uma base de
V e se Yi,Y2,"* yYn € uma familia qualquer de elementos de W, ento existe uma dnica

transformacdo linear T : V — W, tal que T(o) =i, parai=1,2,--- ,n.

Demonstracdo. E relativamente simples verificar que a funcdo T : V — W definida por

T(e) =) covs
i=1

para todo
n
X = E Ci&Xi,
i=1
é uma transformacdo linear que satisfaz T(o;) = vy, parai=1,2,--- ,n.

Por outro lado se S : V. — W é uma transformacio linear de V. em W e que satisfaz

S(;) = i, temos
S(a) = S(Z Ci;) = Z ciS(oy) = Z ciyi = T(a),
i i i

para todo o em V, portanto S =T. H

Esse teorema nos evidencia que uma transformagdo linear T : V. — W, fica completa-
mente determinada quando s3o dados os transformados dos elementos de uma base de V; em
outros palavras, para se definir uma transformac3o linear T : V. — W basta definir T nos

elementos de uma dada base de V.

Teorema 1.4. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um mesmo corpo F e seja T uma
transformacdo linear de V.em W. O conjunto de vetores «x em V tais que T = 0 é um
subespaco vetorial de V, denominado nacleo de T ou também kernel de T, indicado por

Nuc(T) ou Ker(T).
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Demonstracdo. O nicleo de T é o conjunto de vetores o« em V tais que T« = 0. Como T é

linear, entdo T(0) = T(0+0) =T(0) + T(0). Agora, se T(0) =T(0) + T(0), entdo

T(0) =0+T(0)
= [-T(0) + T(0)] + T(0)

= —T(0) + [T(0) + T(0)]

Logo 0 € Nuc(T). Agora sejam o, &, vetores em Nuc(T) e ¢ um escalar em F. Vemos que
T(coy + o) = T(coy) + T(ez) = cT(g) + T(xz) =cO0+ 0 =0. Logo cq + ; esta em

Nuc(T) e concluimos que Nuc(T) é um subespaco de V. O

Teorema 1.5. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um mesmo corpo F e seja T uma
transformacdo linear de V.em W. O conjunto de vetores 3 em W tais que T« = 3 é um

subespaco vetorial de W, denominado imagem de T, indicada por Im(T).

Demonstracdo. A imagem de T & o conjunto dos vetores 3 em W tais que Tx = 3 para
algum o« em V. Vimos no teorema 1.4 que T(0) =0, logo 0 € Im(T). Agora sejam 1, 32
vetores em W. Se T & uma transformagéo de V em W, ent3o existem vetores X1, em V
tais que T(o) = P71 e T(xz2) = B2. Logo T(coqy +oz) = T(co) + T(exz) = ¢+ B2 € entdo

cPq1 + B2 estd em Im(T). Concluimos que Im(T) é um subespaco de W. m

Definicdo 1.11. Seja T uma transformacio linear de V.em W, sendo V de dimens3o finita.
O posto de T ¢é a dimensdo da imagem de T. A nulidade de T ¢é a dimensdo do nicleo de

T.

Exemplo 1.5. Seja T: R?> — M(2 x 2,R) definida por

x+y O
T(vaaz) =

0 z—y

Vamos determinar a nulidade e o posto desta transformacdo linear. Com efeito, vemos que
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(x,Y,2) € Nuc(T) se e somente sex+y =0 ez—y =0, isto é se e somente se x = —y e

z =vy. De fato,

0 0
T(—y,y,y) =
0 0

O nicleo de T é gerado pelo conjunto {(—y,y,y)}, Vy € R. Se (a,b,c) € Nuc(T),
entdo (a,b,c) =y(—1,1,1) e isso quer dizer que {(—1,1,1)} é uma base de Nuc(T) e por

isso a nulidade de T é 1.

Por outro lado, a imagem de T é formada pelas matrizes da forma

x+y O 10 10 00
0 z—y 00 0 —1 0 1

com x,y,z € R. Portanto

-

é uma base de Im(T) e concluimos que o posto de T é 2. De fato, a nulidade de T mais o

posto de T é igual a dimens3o do espaco de saida, ou seja, é igual a dimensdo do R3.

Definicdo 1.12. Se V e W s3o espacos vetoriais sobre o corpo F, uma transformagdo linear

bijetora T de V.em W é denominada um isomorfismo de V.em W,

Definicdao 1.13. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um mesmo corpo de escalares F e de
dimensdes finitas 1 e m respectivamente. Sejam B = {1, ..., xn} € B’ ={P1, ..., Pm} bases
ordenadas de V e W respectivamente. Seja T : V — W uma transformacio de V.em W. A

matriz da transformacdo T em relacdo ao par de bases Z e %’ é a m x n matriz A



1.2. OPERADORES E FUNCIONAIS LINEARES 15

cujos elementos A;; sdo definidos pelas equacdes
m
TO(]' = ZAijBi) J = 1, ceey TLL
i=1

A matriz A sera denotada por [T] 4 4.

Vale lembrar que os elementos da j-ésima coluna da matriz A s3o os elementos da matriz

das coordenadas do transformado Toy do vetor o pertencente a base 4.

A matriz A sera denotada por [T]% quando V=W e % = %’.

Exemplo 1.6. (Matriz de um operador sobre o R?) Seja T : R*? — R? definida por
T(x,y) = (2y,3x —y). Seja ainda & = {e1, €,} a base candnica do R?, em que ¢; = (1,0) e
€; = (0,1). Se o vetor (a,b) € R?, entdo (a,b) = ae; + be,. Agora a transformacio linear
Ter = Aner + Aner = (0,3) = 0eq + 3€; e também Te; = Ajner + Aper = (2,—1) =

2e1 — le;. Logo

Uma vez definida a matriz de uma transformac3o linear, particularmente, de um operador
linear T: V — V em que V é um espaco vetorial de dimens&o finita, gostariamos de destacar
a relacdo que existe entre a matriz das coordenadas de um vetor x € V e a matriz das
coordenadas de seu transformado usando a matriz do operador em relacdo a uma Gnica base

para o dominio e para o contradominio do operador.
n
Isso quer dizer que se x = E X;j&; & expressdo do vetor « € V em relagdo a uma base

j=1
B ={1, ..., tn} de V entdo

X1

n n n n

Agora T(«) = T(Z Xj04) = ZXjT(OCj) = ZXj(Z Ajjo) = Z(Z Aijxj) .
=1 =1 i

j=1 i=1 j=I1
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Isto nos mostra que

X1

Z A]ij
j=1
[T(e)]z = : =A| ¢ | =[Tglds.

n
. X
z AnjX;j n

L j=1 i

Outra fato importante e que precisaremos saber é o que acontece com as matrizes de

representacdo de um operador quando mudamos de base.

Seja T : V — V um operador linear sobre um espaco V de dimens3o finita e sejam

B ={1y.c,tn} € B ={B1,..., Pn} duas bases ordenadas quaisquer de V.
Nossa pergunta é: qual é a relacdo que existe entre [T]z e [T] 5 7

Para respondermos a questdo, observemos inicialmente o que acontece com a matriz das

coordenadas de um vetor dado, se considerarmos bases diferentes.

Expressemos os vetores da base 8’ = {1, ..., Pn} na base  ={, ..., x.}, Ou seja
n
f)j = Z Pij .
i=1

Com isso nés obtemos uma matriz que indicaremos por P = (Pjj)i<ij<n € denominamos
de matriz mudan¢a de base, também conhecida como matriz de passagem da base % para a

base #’.

Se o € V & um vetor qualquer em V, temos
n n
=) x05=) yi;.
j=1 j=1

Agora

n

X = ZU]'B]' = ZU;‘(Z Pyoi) = Z(Z Pyy;)oy = in(xi-
j=1 j=1 i=1 j=1 i=1

i=1
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E assim vemos que
X1

Z Pijy;
=1

Xn Z Pnjyj Yn

L =1 i

Agora estamos em condi¢Bes de respondermos ao altimo questionamento.

(Tl = [Tzl 2,

[Tl = P[Tod 7,

Mzlalg = [T]zP.ladz = PlTalz = PlT]z /(] z.

Uma vez que P é inversivel, temos

[Tl = P~ [T] 4P

Essa é a resposta a nossa indagagdo.

Definicdo 1.14 (Subespaco invariante por um operador). Seja V um espaco vetorial
sobre um corpo F, T um operador linear sobre V e W um subespaco vetorial de V. Dizemos
que W é subespaco invariante sob T se para cada vetor x em W o vetor Tx esta em W,

isto & se T(W) esta contido em W.

Isso particularmente nos diz que a restricio de um operador linear T sobre um espaco

vetorial V ainda é um operador linear sobre qualquer subespaco T- invariante W de V.

Definicdo 1.15 (Autovalor e Autovetor de um operador). Seja T um operador sobre
um F-espaco vetorial V. Um autovalor de T é um escalar ¢ em F tal que exista um vetor

n3o nulo o« emV com Tx = c.«x.

Se ¢ é um autovalor de T, entdo todo vetor « tal que Tx = c.«x é denominado autovetor

de T associado ao autovalor c.
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Observacao 1.3. O conjunto de autovetores de um operador T é um subspaco vetorial de V

de dimens3o maior ou igual a 1.

Exemplo 1.7. Seja T : R? — R? definida por T(x,y) = (4x + 5y,2x +y). Observe que
T(5,2) = (4.5+5.2,25+2) = (30,12) = 6.(5,2). Portanto o vetor (5,2) é um autovetor
de T associado ao autovalor 6.

Como determinar os autovalores, caso existam, de um operador?

Como determinar autovetores associados a autovalores?

No caso em que o espaco vetorial tenha dimensio finita podemos usar o seguinte procedi-

mento descrito no teorema abaixo.

Antes disso convém observar que pouco acima mostramos a relacdo que existe entre as

matrizes de um mesmo operador linear em relacdo a bases diferentes. Vimos que

[Ty = P7'[T]4P. (1.1)

Lembrando que essas matrizes sdo quadradas e que o Teorema de Binet para determinantes

estabelece que: det(A.B) = det(A).det(B).

Podemos entdo definir det(T), em que T: V — V & um operador linear sobre um espaco
vetorial de dimens3o finita como sendo o det([T]%) qualquer que seja a base & de V, pois

pela equacdo 1.1,

det([T]y) = det(P").det([T]y).det(P) = det([T]).

Teorema 1.6. Seja V um F-espaco vetorial de dimens3o finita e T: V — V um operador
linear sobre V. As seguintes condicdes sdo equivalentes:

1. ¢ é um autovalor de T.

2. O operador (T — cl) é singular (ndo inversivel).

3. det(T—cI)=0.
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Seja A uma matriz quadrada de ordem n, essa matriz nos permite definir o operador
T: P — FY tal que T(X) = A.X, em que X € F**! é o espaco vetorial das matrizes
de ordem n x 1. Portanto quando dissermos que ¢ &€ um autovalor de A podemos interpretar

que ¢ é um autovalor desse operador.

Os autovalores de A s3o exatamente os escalares ¢ em F tais que f(c) = 0, em que
f(c) = det(A — cI). Por essa razdo f é denominado o polindmio caracteristico de A, ou
polinébmio caracteristico do operador T associado a A. Lembre-se que f é funcdo polinomial

de grau n.

Definicdo 1.16. Seja V um espaco vetorial sobre F e de dimens3o finita. Seja T um operador
linear e A8 uma base de V. O polinbmio caracteristico de T é definido por pr(c) =

det([T — CH%)

Exemplo 1.8. (Polinémio caracteristico) Seja T o operador linear sobre o R* que é

representado em relacdo 4 base canénica pela matriz

1 2
A =
3 4
O polinémio caracteristico de T (ou de A) é
10 1 2 c—1 =2
det(cI—T)=det | ¢ — = det =c?—5¢c—2
01 3 4 -3 c—4

Definicdo 1.17 (Auto espago de um operador associado a um autovalor). Seja T
um operador linear sobre um F-espaco vetorial V e ¢ € F um autovalor de T. O autoespaco

de T associado ao autovalor c é o subespaco vetorial Nuc(T — cI) de V.

O processo que nos permite classificacio de uma cénica ou de uma quéadrica passa pelo
seguinte questionamento: Sob que condicbes sobre um operador linear T : V. — V existe

uma base do espaco vetorial V constituida por autovetores de T?

Primeiramente, isso ndo é verdade em geral, mas existem classes de operadores em que

isto & verdade. Iniciaremos com a definicdo seguinte.
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Definicdo 1.18 (Operador diagonalizavel). Seja T um operador linear sobre um F-espaco
vetorial V. Dizemos que T é um operador diagonalizavel se, e somente se, V possui uma

base constituida por autovetores de T.

Exemplo 1.9. Seja T o operador linear sobre o R? definido por T(x,y) = (6x —y,3x +2y).

A matriz de T em relacdo a base canénica do R? é

6 —1
3 2

O polinémio caracteristico de T é det(cl — A) =c?—8c +15 = (c —3)(c —5). Logo os

autovalores de T sdoc; =3 ec, =5. A matriz

c1—6 1 -3 1
-3 C1—2 -3 1

Essa matriz é singular e um vetor & = (x,y) solucdo da equagdo matricial

-3 1 X 0
-3 1 y 0

equivale ao sistema homegéneo —3x+y = 0, que possui como sistema de geradores do espaco
solugdo o vetor ndo nulo oy = (1,3). Portanto «; é um autovetor de T associado ao autovalor
c1. De modo analogo, «; = (1,1) é um autovetor de T associado ao autovalor ¢;. Entdo
PB = {1, 02} é uma base de R? que consiste de autovetores de T. Assim T é diagonalizavel

e tem representacdo matricial
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Operadores Autoadjuntos e Formas Bi-

lineares

2.1 Espacos com Produto Interno

O produto interno é um conceito que enriquece e muito a estrutura de um espaco ve-
torial permitindo a utilizacdo de uma linguagem geométrica e propiciando que determinados
tipos particulares de operadores respondam positivamente ao questionamento anteriormente
formulado, ou seja, permitindo que particulares operadores sobre espacos de dimensio finita

admitam uma base constituida por autovetores.

O produto interno sobre um espaco vetorial vai nos proporcionar conceitos de carater

geométrico tais como, angulo, ortogonalidade, distancia, etc.

O produto interno é um tipo particular de forma sesquilinear sobre um espaco vetorial

V x V.

Definicdo 2.1 (Produto Interno). Seja V um espago vetorial sobre o corpo F. Aqui

necessariamente F =R ou F = C.

Denominamos de produto interno sobre V a toda funcdo f : V x V — F que associa
a cada par ordenado (o, ) € V x V um escalar f(x,3) em F satisfazendo as seguintes

condicbes:

21
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L f(o‘"i_ B)V) = f(“aY)+f(B)Y)) v(“)B)Y) Ev3’.
2 flc.,y) = c.fle,y), V(c,o,7v)€FxV?
3 fl,B) = F(B,ox), V(e,B) € V% em que a barra indica conjugacdo complexa;

4 flo,x) >0, Va#£0€eV.

E relativamente comum a notagdo <,> para produto interno em lugar de f, isto é, na

maioria das vezes vemos escrito assim < «, 3 > ao invés de f(«, 3).

Tendo um produto interno sobre um F-espaco vetorial V podemos definir sobre V uma

norma da seguinte forma

o] := V< &, ¢ >.

Seja z = a+ bi um nimero complexo e Z = a — bi o seu conjugado. Vemos que z+z = 2a,
ou seja, z+ z é igual a duas vezes a parte real de z, a qual geralmente denotamos por Re(z).
Agora —iz = b — ia, ou seja, a parte imaginaria de z coincide com a parte real de —iz,

geralmente denotada por Im(z).

(Identidade de Polarizagdo) Tomemos V como um espaco vetorial complexo com pro-

duto interno e sejam «, 3 € V. Temos

lx+BIP = < x+ Byoc+ p >=
=<oax>+<opPp>+<PBa>+<B,pB>
= &P+ < o B > +< o, B >+ [IBIF

= llodl +2 Re(< o, B >) + [IBIP.
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Analogamente

e —BIf =< x— B, — B >=
=<oa>—<op>—<Ba>+<pB,p>
=l — < o, > =< o, B >+ [IBII

= llodl* —2 Re(< o, B >) + [IBIP.

Agora, [l + BII* — lloc — BII* =4 Re(< o, B >).

Logo, no caso real, isto é F = R,

< B>= Re(<aB>) = (llcx+ BIIF — lloc — BII%).

=

Podemos também escrever

Re(< oy if >) = (||0c+1[3||2—||06 iBIP).

=

Logo, no caso complexo, isto é, F = C, < &, 3 > é um namero complexo, entdo

<o, B >=Re(<a,pP>)+ilm(< o, >)

= Re(< &, B >) +1Re(i< o, >)

I
7

e(< o, >)+1iRe(< oc,1[3 >)

(loc+ BI? — [l — BII*) + (Iloc+if3||2—||oc—if5||2)

m—a

in
— || + 1B
4|| Bl

I
I I\’l%

23

Exemplo 2.1. (Produto interno candnico em F*) O exemplo classico de produto interno

sobre F"* é

< OC,[?) > = X]lj—l—sz—F...—l—XT{E,

em que o = (X1,X2y.yXn) € B = (Y1,Y2y..eyYn) estdo em F™.
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Demonstracdo. Sejam vy = (z1,23,...,2Zn) um vetor em F* e ¢ um escalar em F, ent3o:

(1) < x4 B,y > =< (X1yX2y ceey Xn) + (Y1, Y2y ooy Yn )y (Z1y Z2y evey Z0) >
= < (X1 FY1,X2 + Y2y ooy X + Yn),y (215 22y weey Z0) >
= [x1 +yilzr + [x2 +y2lzo + oo+ X+ Ynlza
=x1Z1 + Y1Z1 + X2Z2 + Y222 + ... + XnZn + YnZn
= [X1Z1 + X2Z7 + oo + XnZal + [Y1Z1 + Y222 + oo+ YnZnl
=< (X1yX2y eery Xn)y (215 Z2y ceey Zn) > 4+ < (Y1, Y2y -oey Yn),y (21, Z2y oeey Zn) >
=<,y >+< B,y >
(2.)  <coyP >=<c(X1,X2y ey Xn)y (Y1, Y2y coey Yn) >
= < (CX1yCX2y ey CXn )y (Y15 Y2y ooy Yn) >
=CcX1Y7 + CX2Yz + ... + CXpYn
= c[x1y7 + X2z + ... + XnUnl
=C < (X1yX2y ooy Xn)y (Y1, Y2y ey Yn) >
=c<ap>;
(3.) < oPB>=<(X1,X2y ey Xn)y (Y1, Y2y eeey Yn) >
= X1Y1 + XYz + ... +XnYn
=Y1X1 +Y2X2 + oo +YnXn

X 4+ Y2 X2+ e Y X

<«

=Yi1xX1 +Y2x2 + ... +UYnXn

=< (yhUz) °°°>yn)> (X1)X2) '")Xn) >

= < B, >;
(4-) <xx>=< (X1)X2) -")Xn)> (XHXZ) "-)Xn) >
=X1X1 + X2X2 + .o. + X Xny

= 112 4 [x2? + ... 4+ [xnl?, logo < o, & > maior que 0 se & # 0.
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Seja V um espaco vetorial de dimensio finita (n € N*) e seja 8 = {«y, ..., ®,} uma base
de V. Um produto interno sobre um espaco de dimens3o finita sempre pode ser escrito em
termos de uma dada base por meio de uma matriz, ou seja, ele é completamente determinado

pelos valores Ay; = < &4, & > que assume sobre pares de vetores em 4.

Seja <,>: V x V — F um produto interno sobre V e sejam

n n
oc:x1oc1+...+xnocn:inoq e [5=y1oq+...+ynocn=Zykcxk.
i=1 k=1

Seja

X1

X2

Xn

X € M(n x 1,F), a matriz das coordenadas de o« em relacdo & base A.

Seja
Y1
Y2

Yn

Y € M(n x 1, F), a matriz das coordenadas de 3 em relacdo a base & e seja

an azn ... Qu

a;p axp ... an2
A= ,

A, An ... Qpn

A € M(n x n,F), a matriz do produto interno em relacdo a 4.

Como consequéncia da propriedade (3.) da definicdo de produto interno, segue que a matriz

A coincide com a sua transposta conjugada, ou seja, A é uma matriz hermitiana, isto ¢,
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A = A* em que A* = At. De fato,

n n
< &, B >=< in“iazyk“k >,

i=1 k=1

Logo

<(X,[?>> xaﬁ<o¢i,o¢k>

I
™-
M=

,A
X
~
I

1

YrXi < &4y g >

I
M =
™-

k=1 i=1
n n
= E E YixiAxi
k=1 i=1
n n
= E E YrAxiXi
k=1 i=1
anp azn ... au X1
- L a; azxp ... an2 X2
— Y Y2 Yn
A, Ay ... Qpn Xn

= Y*AX (que é uma matriz 1x1)
= (Y*AX)" (pois uma matriz 1x1 é igual a sua transposta)
— XtAt(Y*)t

= X'AYY

|
-<

tAtX (pois < o, B > = < B, 00> )

At X

t
*

=< =

A*X.

Como Y*AX = Y*A*X, entdo A = A* e a matriz A é hermitiana.

Definicdo 2.2 (Espago com Produto Interno). Um espagco com produto interno é

um espaco vetorial munido de um produto interno definido sobre esse espaco.

Um espaco vetorial real munido de produto interno e de dimens3o finita é frequentemente
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denominado um espaco euclidiano. Um espaco vetorial complexo munido de um produto

interno & conhecido como um espaco unitario.

Teorema 2.1. Se V é um espaco com produto interno, ent3o, para quaisquer vetores «, [3

em V e todo escalar c:

L lce| = [c] [ledl;
2. |l«f| > 0 para « # 0;
3 <o, B> <l [IBl] (Desigualdade de Cauchy-Schwarz);

4. |loc + Bl < |ll| + [IB]l (Desigualdade Triangular).

Demonstracao.

(1) lleadl = V< ex e >
=V <>
= Ve <oyo>
= Ve V<o a>

= lcf [lexll

(2) ol =v< o>
>0, sex#0

(3.) Se x =0, entdo |< &, 3 >| =0, e ainda ||| [|B]| =0, logo |< o, B >| < ||| |IB]] e
< B, >

esta demonstrado. Se o # 0, entdo tomemos y = 3 — T
x

«, logo

VI = (V<v, vy >)*
= |<v,y >
:KB_<&E>”B_<&a>“N
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- B < PByo> B < B,x> <PBya> <Pyo>
=I<BB > KB TodP “>‘ ‘< TodP “’B>'+‘< od? % Tlod? °‘>‘
< By >||< By o >

< By x> < Byx >

_ 2 _ I A
= IBIF = e < B>l =g < e Bl e e < x>
< B, o >| < By o >| < Bya>l<Bya>|
=Bl — — 25— < By > ——— = <, B > + |||
[locl|? llocll? o2 lloxll?
|< oty B > |< B, o >| |< B, o >|
= Bl — S < B> — T < o B>+ T < o B>
o] ||| [|exl]
e 1< B>
_ HBHZ—M
o2

Como |[y|l> > 0, temos

|< o, B >|?
0<IylP e o< plp— S0P >E
el
<o, B>
Kb > g2
la

& 1< o B >P<IBIPfled

& Vi< B> < VIBIPI«?

& (<o B> <[l fled].

(4) e+ BIP = (V< o+ B+ B >)?
=[< o+ Byoe+ B >
=l<oya>tl<at+p > +I< B>+ < oo >
= |lodP+ [< o B >| + 1< o, B >] +IIBI]
= [|al]* +2 |< &, B >| +IBII*, pois C+ C =2 Re(C)
< lexl® + 2lled| IBII+ NIBIP, por causa de (iii)

< (lledl +11BIN?,

logo [loc + Bl < [lexll + [IBI. O
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Definicdo 2.3 (Vetores Ortogonais). Sejam, V um F-espago vetorial munido de um pro-
duto interno, « e 3 vetores em V. Dizemos que x e [3 sdo ortogonais se, e somente se,

< o, B > =0, isto é o produto interno entre eles é zero.

Se S é um subconjunto de vetores em V, dizemos que S é um conjunto ortogonal se
quaisquer dois vetores distintos em S sjo ortogonais. Um subconjunto S de V é denominado
conjunto ortonormal se, e somente se, for um conjunto ortogonal S, com a propriedade

adicional que ||«]| = 1 para todo o« em S.

Uma observacdo simples, mas, muito relevante:

Teorema 2.2. Um subconjunto ortogonal de vetores nao nulos de um espaco vetorial munido

de um produto interno é sempre linearmente independente.

Demonstracdo. Seja S = () entdo S é trivialmente um conjunto ortonormal, pois 0 mesmo
n3o viola a definicdo de conjunto ortonormal. Suponhamos agora que S seja um subconjunto
ortogonal constituido de vetores n3o nulos em um F-espaco vetorial com produto interno.

Suponhamos que «y, ..., X, sejam vetores distintos em S e que

m
B=cig+ .. + Cntm = chog.
j=1

Entdo
m
< B,(Xk>:Z < Gj&y, X >
j=1
m
= Z ¢ < oGy Xy >
j=1
= Ck < O, 0 > (pois S é um conjunto ortogonal)
2
= ¢ oI
< X >
Logo ¢y = B, 1; , 1<k<m
ol

Assim, obviamente concluimos que 3 =0, se, e somente se cada ¢y =0 parak =1---n,

logo S € um conjunto linearmente independente.
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O corolario seguinte nos diz como é a expressio de B € [S] no caso em que S & um
subconjunto ortogonal constituido de vetores ndo nulos de um F-espaco vetorial munido de

um produto interno.

Corolario 2.1. Se um vetor 3 é uma combinacio linear de um conjunto ortogonal de vetores

ndo nulos &, ..., &, entdo (3 é exatamente a combinacdo linear
= < B) o >
b= o o
k=1 k
~ . < [53 oy >
Demonstracdo. Seja 3 = (cy,...,Cn), pelo teorema 2.2, vemos que ¢ = TP Agora,
Xy
como
m m
< X >
B = Z Ckoy, entdo P = Z ﬁ’—nzock.
k=1 k=1 X
]

Este préximo teorema nos diz que em um F-espaco vetorial V de dimens3o finita e munido
de um produto interno podemos sempre construir uma base ortonormal para este espaco a
partir de qualquer base de V. O processo descrito abaixo para transformar uma base qualquer

de V numa base ortonormal é conhecido pelo nome de “Processo de ortonormalizacdo de

Gram-Schmidt”.

Teorema 2.3. (Ortonormalizagdo de Gram-Schmidt) Todo espaco de dimenséo finita

com produto interno possui uma base ortonormal.

Demonstracdo. Seja V um F-espaco vetorial com produto interno. Se dimV = 0 nada a
fazer, pois sua (nica base € o conjunto vazio () o qual é trivialmente ortonormal, pois 0 mesmo

n3o viola tal definicdo. Suponhamos agora que dimV =n > 0 e seja & = {1, ..., Pn} UMa

_ < Bay oy > . .
base de V. Seja ®; = 37 e tomemos &; = 3, — ﬁz’—Hz]oq. Como (37 e 3, sdo LI, entdo
X1
. L. , < > < >
x; # 0, pois caso contrario teriamos 0 = 3, — ﬁg—ﬁgfz’n & B = ﬁé’—ﬁ;ﬁh ou
1 1

seja, 32 seria um maltiplo escalar de 37 e assim eles seriam LD. Além disso, o e ; sdo
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ortogonais, pois

< P2y 00 >
<o, > = <“1362_W(X1>

<[52,OC1>
=< XypP2>—( X1y ———X
P < " leulP >
<[32 X1 >
:<O(],B2>—,—2<OC1,(X1>
ol
< o,y B2 > 2
=< X1y P2 > — —H(XIH
P o P

=<oanPr>—<o,Br>

=0.
. < x> < oy > - ~
Agora, seja a3 = B3 — f|3|3, ”21 1 — ﬁg’ ”22 ;. Como f31, B2 e B3 sdo LI, entdo
(04] (06)

a3 # 0, pois, caso contrario, 33 seria uma combinacdo linear de 3; e 3, e eles seriam LD.

Além disso,

< B3, > < B3, >
<OC1,0£3>:<OC1,[33— ! 5 1 — )2 )
lloall llocal|
< B3y 00 > < B3y 00 >
:<‘x])63> : 2 < X7, X7 > : ] < X1, 62 >
lloall llocal|
=0, pois ja vimos que < o, > = 0.
E também
< [53 x> < 63 0 >
<062>0<3>=<0€2»[33— ) > 1 ’2 2
lloall llocal|
< Bsyo0q > < B3y >
=<0, B3> s < g, 0 > e < 0, 0 >
lloall [local|

Como < o, 3 > = < g, x3 > = 0, entdo o3 é ortogonal a oy e a ;.

Agora, seja oy igual a 3; menos a combinagéo linear de B+, B2, ..., Bj—1, para 2 < j < k.
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Tomemos

K
< Brgr, 045 >
Oyt = Prgr — —)0(10%'»
[log 2
j=1 %

entao

3
< Py, 04 >
< K1y &g > = <f3k+1 - Z +’J“j> Xi

2
£ eyl
< Bry1y o5 >
= < Prr1y o4 > — ZW<%’>0@>
j
< o > . . .
= < Bry1, o > —M < oy, & >, pois < &g, x5 >=0seil#]j

o [[?

Assim, o1 € ortogonal a cada um dos vetores o, &g, ..., . Se a1 = 0, entdo Biyq
seria uma combinag¢3o linear de (31, ..., Bx. Portanto o1 # 0 e obtemos o conjunto ortogonal

ndo nulo {ay, ..., &, } contendo n vetores distintos. Esse conjunto é LI, portanto é uma base.

{ VSR o }
loall” lleall” ™ llecall

e temos a base ortonormal desejada. ]

Agora coloquemos

Definicdo 2.4. [ Suplementar ortogonal de um conjunto] Seja V um F-espaco vetorial
com produto interno e seja S um subconjunto qualquer de vetores em V. Denominamos
de suplementar ortogonal de S o conjunto, as vezes, denotado por: S* e definido por:

L={BeV| <B,a>=0, VY &S} Istoé St éo conjunto de todos os vetores de V

que sdo ortogonais a qualquer vetor de S. Este conjunto S*+ é um subespaco vetorial de V.
Convém destacar que o conjunto S+ tem estrutura de um F-subespaco vetorial de V
independentemente de qualquer estrutura sobre o conjunto S. Particularmente (- = V.

No caso particular em que S = W e W & um subespaco vetorial de dimensio finita de um

F-espa¢o vetorial V munido de um produto interno temos o seguinte resultado:

Teorema 2.4. Se W é um subespaco de dimens3o finita de um espaco V com produto

interno, entdo: V=W @& W+,
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Demonstracdo. Segue do processo de ortonormalizagdo de Gram-Schmidt que W admite uma

base ortonormal % = {1, &z, ..., X }. Se B € um vetor qualquer de V, entdo
m
B=D) <Byox>o+Y,
k=1

logo

m
Y=P—) <Bo> o
k=1

Uma vez que <y, o > = 0 para todo «;, entdo y € W+. Logo V =W + W+,

Ainda, de y € WN W, entdo pela definicio de W+ segue que y = 0 e isto nos permite

dizer que a soma dos subespacos é direta. H

Este proximo teorema pode ser chamado, guardadas as devidas proporcdes, de Teorema de
Representacdo de Riesz. Ele tem por finalidade dar uma caracterizacdo para todos os funcionais

lineares sobre um F-espaco vetorial de dimens&o finita munido de um produto interno.

Esse resultado é bastante relevante para garantir a existéncia do operador adjunto T* de
um operador linear T : V — V no caso de V ser um F-espaco vetorial de dimens3o finita

com produto interno.

Teorema 2.5. [Teorema da Representacdo de Riesz] Sejam V um F-espago vetorial
de dimens3o finita com produto interno e f : V.— F um funcional linear sobre V. Nessas

condicées, existe um dnico vetor 3 em V tal que f() = < «, 3 > para todo x em V.

Demonstracdo. Sejam A = {x, ..., &} uma base ortonormal de V, o« = x70¢1 + ... + Xnotn

e Y=z + ... + z,&, vetores em V. Temos

n
<Y >=X1Z] + .. X2 = ijz.
j=1

Seja f: V — F um funcional linear arbitrario sobre V, temos

fla) =1 <ijocj> = ijf(ocj) = ijc_j =< P>,
j=1 j=1 j=1
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n

em que ¢; = f(og), j=1,...,n e B:chog. O

j=1

2.2 Operadores Autoadjuntos

Levando em consideracdo nosso objetivo principal, qual seja, um procedimento relativa-
mente pratico de classificacdo de cénicas e quadricas, passaremos agora a estudar um particular

e util tipo especial de operadores lineares, a saber, os operadores autoadjuntos.

Iniciemos por definir o operador adjunto de um dado operador T : V — V definido sobre

um F-espaco vetorial V munido de produto interno.

Defini¢cdo 2.5 (Operador Adjunto). Seja T : V — V definido sobre um F-espaco vetorial
V' munido de produto interno. Dizemos que T possui um operador adjunto, se e somente se,

existe um operador | denotado por T*], T* : V — V satisfazendo a relacdo
<To, >=< &, TP >,
quaisquer que sejam os vetores x e [3 em V.

Em geral nem sempre existe tal operador, mas, no seguinte caso existe.

Teorema 2.6. [Existéncia do operador adjunto no caso em que V tem dimensio
finita] Qualquer operador linear T : V. — V sobre um espaco V de dimens3o finita com

produto interno, sempre admite [um dnico] operador linear adjunto T*.

Demonstrac3o. Inicialmente provaremos a existéncia de T*.

Seja 3 um vetor em V. Consideremos o funcional linear f: V — F definido por

fla) = < Tex, p > .

O teorema de Representacdo de Riesz garante que existe um Gnico vetor 3/ em V, depen-

dente de {3 tal que f(x) = < &, B’ >, isto é, < T, B > = < «, 3’ > para todo «. Isso nos
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permite associar a cada 3 € V um anico vetor B’ € V satisfazendo a igualdade acima. Com

isso, podemos inicialmente construir uma funcdo T* : V — V definida por ' = T*(f).

Provemos que T* é linear e Gnica. Sejam 3,y € V e seja ¢ um escalar. Ent3o, para

qualquer @ € V temos

<o, T (cPp+v)>=<T,cp+vy >
=< To,cf >+ < T,y >
=c< T, >+ < T,y >
=c<o,ITB>+<a,Try>
=<ocl">+<aTy>

=<ocl"B+TYy >

Uma vez que « é um elemento qualquer de V concluimos que T*(cf +v) = cT*p + T*y,
portanto T* é linear. O mesmo raciocinio e a linearidade do produto escalar nos permitem

concluir a unicidade de T*. O]

Este préximo teorema vem mostrar a praticidade na determinagcdo da matriz de um operador
linear sobre um F-espaco vetorial de dimens3do finita e munido de produto interno fixada uma

base, mas, desde que a base escolhida seja ortonormal.

Teorema 2.7. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita com produto interno e seja
B ={x1y ey Xn} uma base ortonormal de V. Seja T um operador linear sobre V e seja A a

matriz de T em relacdo a base ordenada %. Entdo Ay = < Toy, o >.

Demonstragdo. Como % é uma base ortonormal, pelo corolario 2.1 temos

n n
oc:Z<oc,ock>ock, logo Tocj:Z<Tocj,ock>ock.
k=1 k=1

Agora pela definicdo (1.13), vemos que

n
TOCJ' = E Ak]' Xx.
k=1
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Concluimos que Ay =< Toy, o >. O
Decorréncia desse resultado,

Big =< T"(og), o >=< 0, T(ot) >= < T, o > = Ay

Essa relacdo nos mostra que a matriz do operador T* adjunto do operador T em relacdo a

base ortonormal é a transposta conjugada da matriz do operador T em relacdo & mesma base.

Teorema 2.8. Seja V um espaco de dimens3o finita com produto interno. Se T e U s3o

operadores lineares sobre V e ¢ é um escalar, entdo valem as seguintes igualdades:

L (T+W =T+ U

2. (cT)*=¢c T%
3 (TU)* = W*T*:
4. (T*)*=T.

Resumindo: todo operador linear sobre um F-espaco de dimensdo finita com produto
interno possui um adjunto. Se T é um operador linear sobre um espaco de dimens3o finita
com produto interno, entdo T* é o adjunto de T. O adjunto de T depende n3o s6 de T, mas

também do produto interno.

Definicao 2.6. Seja V um espaco vetorial com produto interno e de dimensio finita. Um

operador linear T sobre V tal que T = T* é autoadjunto.

Resumindo: se % é uma base ortonormal de um espaco V sobre F, entdo [T*]5 = [T]},,
e entdo T é autoadjunto (hermitiano) se, e somente se, sua matriz em relacdo a toda base

ortonormal é uma matriz autoadjunta (hermitiana).

Na direcdo de nosso objetivo, formularemos uma questdo e a responderemos parcialmente,

mas esta resposta sera o suficiente para a nossa meta. Eis a pergunta:
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Seja T : V — V um operador linear sobre um F-espaco vetorial de dimens3do finita e
munido de um produto interno. Sob que condicbes o espaco V admite uma base ortonormal
em relacdo a qual a matriz deste operador é diagonal, isto &, os elementos dessa base, sdo

autovetores de T 7

Admitamos que tal base exista e deduziremos condi¢(d0)(8es) necessaria(s) sobre o ope-

rador T.

Suponhamos que exista uma base £ = {«, - - , .} ortonormal de V satisfazendo

Tog = cpo, Vk=T1,--- m.

Isso se traduz dizendo que [T]» é uma matriz diagonal, cujos elementos de sua diagonal

principal sdo ¢y, -+, Cn.

Vimos anteriormente que [T*]4 = [T]%;, ou seja, [T*]» é também uma matriz diagonal,

cujos elementos de sua diagonal principal sdo exatamente ¢y, -+ ,Cy,.

Isso nos diz que se V for um espaco real entdo necessariamente T = T*, isto é o operador

T necessariamente precisa ser autoadjunto.

Agora se V for um espaco complexo entdo T ndo necessariamente precisa ser autoadjunto,
mas podemos afirmar que T.T* = T*.T, isto &€ que T comuta com T*. E surpreendente que

essa condicdo necessaria [comutatividade entre T e T*] também seja suficiente.

Para nossos objetivo basta entdo que T seja autoadjunto, pois estamos trabalhando com

espacos vetoriais reais.
Vamos mostrar a suficiéncia da condic3o.

Teorema 2.9. Seja V um F-espaco vetorial munido de um produto interno e T um operador
linear autoadjunto sobre V. Nessas condicées qualquer autovalor de T é real. Além disso,

autovetores de T associados a autovalores distintos sdo ortogonais.

Demonstragdo. Seja ¢ € F um autovalor de T, isto é, que Tax = cx para algum vetor n3o nulo

o € V. Ent3o:



38 CAPITULO 2. OPERADORES AUTOADJUNTOS E FORMAS BILINEARES
c< o >=<ca,x >=< T, &x >=< o, "ot >=< &, Tax >=< o, cx >=C < «&, x >
Como o # 0 segue que ¢ =, em que ¢ € R.
Agora, suponhamos que T3 = df3, com 3 # 0. Ent&o:
c<aPB>=<cx,f>=<Tx,p>=< o, T >=< o, dp >=d< ,p>=d < x, >

Logo, se ¢ # d, entdo < «, 3 > =0 e assim « e 3 sdo ortogonais. O

Convém destacar que esse teorema n3o garante nada sobre a existéncia de autovalores ou

autovetores.

A prova da existéncia de algum autovalor ou autovetor inicia-se neste préximo teorema.

Teorema 2.10. Seja V um F-espaco vetorial de dimenso finita e positiva munido de produto
interno. Nestas condi¢ées todo operador linear autoadjunto T : V. — V possui (pelo menos)

um autovalor.

Demonstracdo. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo n > 0 e munido de produto interno
sobre o corpo F, # = {4, ..., %} uma base ortonormal de V, T : V. — V um operador

linear autoadjunto sobre V e A = [T]s. Como T é autoadjunto se, e somente se, [A]» é

autoadjunta, entdo A = A*.

Agora, sejam W o espaco das n x 1 matrizes sobre o corpo C munido do produto interno
definido por: < X,Y >= Y*X, & = {e1,..., €} a base canbnica de We U : W — W
o operador linear definido por: U(X) = AX. Uma vez que A = [U]s e A & uma matriz
autoadjunta segue que o operador U é autoadjunto. Como C é um corpo algebricamente
fechado, o polinémio caracteristico de U [que é o mesmo polinémio caracteistico de A], possui,
pelo menos, uma raiz complexa e assim existe um nimero complexo ¢ tal que py(c) = 0.
Pelo teorema 1.6, A — c.I é uma matriz singular, equivalentemente,Ul — c.I é um operador
ndo injetor, portanto existe um autovetor ndo nulo X € W tal que (U — c.I)X =0, ou seja

U(X) = AX = c.X.

Temos dois casos a analisar:
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Primeiro: se V & um C-espaco vetorial, isto ¢, se F = C, ent3o seja « € V definido por
n
X = Z XjO(j,
j=1

em que X1, -+ , X, S30 as coordenadas do vetor X expresso na base & ={eq, ..., €n}.

Pela definicdo, temos

TO(j = Z Aijoc'u

i=1

entao

T = Tixjocj

=1

xT]
j

I
I\/]: X I\/]:

o
X]ZA

i=1

>3 A

j=1

n
= Z CXi &4
i=1
n
=C Z Xi &y
i=1

n

u
Il
-

I
I\/]:

,.
Il
L5

Assim esta provado a existéncia de, pelo menos um autovalor c e, pelo menos um autovetor

n3o nulo «, associado ao autovalor c.

Segundo: se F = R, ent3o, neste caso, observemos que a matriz A € M(n x n,R), isto
é, a matriz A é real. Acima n3o precisamos citar, mas, aqui fazemos referencia ao teorema
2.9, que nos afirma que o autovalor ¢ é real e assim a matriz A — cl é real e singular,
equivalentemente, o operador T —cI & ndo injetor. Portanto existe um vetor & € V n&o nulo,
tal que (T—cl)ax =0, ou seja, T = cox e assim esta provado a existéncia de um autovalor ¢

real e de um respectivo autovetor o« # 0 para o operador T, como queriamos demonstrar. [
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Teorema 2.11 (Suplementar ortogonal T* invariante). Seja V um F-espago vetorial de
dimens3o finita e munido de um produto interno e seja T : V. — V um operador linear
arbitrario sobre V. Suponhamos que W seja um subespaco de V' que seja invariante sob T.

Ent3o o suplementar ortogonal de W é um subespago vetorial de V invariante sob T*.

Demonstracdo. Seja W um subespaco invariante sob T, isto quer dizer que se « esta em W
entdo T estda em W. Queremos mostrar que se 3 em W+ entdo T*(f3) estd em WL, Se
o« é um elemento qualquer de W entdo Tx esta em W, pois W é T-invariante. Com isso,
vemos que < To, B >= 0,V € W. Portanto segue da definicdo de operador adjunto que
<To,p>=<o,Tf > Entdo < T*B,x >= 0 qualquer que seja «x € W. Isto mostra que

T*(B) € W+. Portanto W+ & invariante sob T*. O

Finalmente um de nossos principais teoremas,

Teorema 2.12. Sejam V um F-espaco de dimens3o finita e com produto internoeT :V —
V' um operador linear autoadjunto sobre V. Nestas condicées existe uma base ortonormal de

V, constituida de vetores autovetores de T.

Demonstracdo. Se dimV = 0 o resultado é trivialmente verdadeiro. Suponhamos entdo que
dimV =n > 0. Se T é autoadjunto, entdo pelo teorema 2.10, T possui um autovetor o # 0.

. (08 . L.
Seja ®; = ——, entdo «; é ainda um autovetor de T.

[lexll

Provemos nosso teorema por inducdo sobre dim V.

Se dimV = n = 1 nosso teorema esta terminado, pois, %4 = {x;} torna-se uma base

ortonormal de V.

Suponhamos que o teorema seja valido para qualquer F-espaco vetorial V com dimensio

estritamente menor que n, em que n > 1 & um namero natural.

Nesse caso lembre-se que o F-subespaco vetorial W = [;] € um subespaco invariante sob

T, pois & &€ um autovetor de T.

Portanto pela definicdo (2.4) W+ & um F-subespaco vetorial de V, dim W+ =n—1 [teo-

rema (2.4)] e pelo teorema (2.11) este subespaco é invariante por T* = T. Agora o operador
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U = T|y é ainda autoadjunto. Portanto a hipétese da inducdo nos garante a existéncia de
uma base ortonormal Z = {x,,- -, o,} de W+ constituida de autovetores de U, portanto
de T. O teorema (2.4) nos assegura que & = {01, &z, -+ , &} € uma base ortonormal de V

constituida de vetores carateristicos de T, como queriamos provar.

2.3 Formas Bilineares

Nesta secdo vamos estudar e descrever as formas bilineares sobre espacos vetoriais de
dimens3o finita direcionadas para o nosso objetivo principal, ou seja, classificacdo de coénicas e
quadricas. Continuamos destacando que o corpo F de escalares dos espacos vetoriais, abaixo

referidos, sempre sera F =R ou F = C.

Definicao 2.7. Uma forma bilinear sobre um F-espaco vetorial 'V, real ou complexo, é

uma funcdo sobre f:V x V — F satisfazendo as seguintes propriedades:

1. f(c.oq + g, B) = c.f(otr, B) + oz, B)

2. f(OC,C.B] + [32) = C.f(OC, B]) + f(‘x) BZ)

para todos «, 3 em V e todo escalar c.

Assim, uma forma bilinear € uma funcdo f : V x V — F de duas variaveis tal que se
fixarmos qualquer uma dessas duas das variaveis f se torna uma forma [ou funcional] linear na

variavel ndo fixada.

Afirmamos sem demonstracdo que o conjunto

B(V,V)=B(V)={f: VXV —F |f seja uma forma bilinear}

é um espaco vetorial sobre o corpo F.
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Teorema 2.13. SejaV um F-espaco vetorial de dimens3o finita munido de um produto interno
e T uma forma bilinear sobre V. Ent3o existe um (nico operador linear T =T;:V — V tal
que f(x, B) = < T, B >, para todos «, 3 em V. Além disso a aplicacdo ¢ : B(V) — L(V)
em que B(V) é o F-espaco vetorial de todas as formas bilineares sobre V e L(V) é o F-espaco

de vetorial de todos os operadores lineares sobre V, definida por ¢ (f) = T¢, é um isomorfismo.

Demonstracdo. Pelo Teorema da Representacdo de Riesz, 2.5, para cada B € V existe um
anico vetor B’ € V tal que, f(a, ) = < «, 3’ > para todo «. Seja U :V — V, tal que

Up = B’. Entdo

<o, U(cp+vy) >
= flo, cf +v)
=cf(e, B) + f(x,v)
=c<o U >+ <alUy) >

=< a,cUp + Uy) >,

para todos «, 3,y em V e todos os escalares c. Logo: U(cP +v) = cUR + Uy.

Isso nos mostra que U é um operador linear sobre V. Seja T = U*, entdo T é o operador

que afirmamos sua existéncia e que satifaz

f(“» B) =< T, >,

para todos &, 3 em V.

Suponhamos a existéncia de outro operador T’ satisfazendo

f(“) B) =< T/OC, B >y

para todos o, 3 em V.

Entdo < Tao — T'x, p >= 0, para todos o, 3. Assim, Tox = T’ para todo « e ent3o para

cada forma f, existe um Gnico operador linear T; tal que f(, ) = < Trx, 3 > para todos
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o, 3 em V. Se f e g sdo formas bilineares e ¢ um escalar,

< ch-i—g(x) B >= (Cf+ 9)(“) B) = Cf(“» B) + g(OC, B) =<cha,p >+ < Tg“» p>=
< (cTe + Tg)ex, B >

para todos «, 3 em V. Portanto, Teryg = cT¢ + Ty, de modo que f — T¢ & uma aplicagdo
linear. Evidentemente T = T; = 0 «» f = 0, portanto ¢ é injetora. Além disso ¢ é sobrejetora

pela propria definicdo e assim ¢ & um isomorfismo. ]

Definicdo 2.8 (Matriz de uma forma bilinear). Sejam f : V. xV — F é uma forma
bilinear sobre um F-espaco vetorial V de dimensdo finita e com produto interno e % =
{ot1y ...y X} uma base ordenada arbitraria de V. A matrizA € M(nxn,F) em quen = dimV,
cujos elementos sdo definidos por: Ay := f(oy, %) €é denominada a matriz da forma

bilinear f em relacdo a base ordenada #.

Esta definicdo simplesmente se inspira no seguinte fato:

n n
Sejam o = inoq e = Zyjocj dois elementos quaisquer de V, ent3o:
i=1 j=1

n n

flo, B) = [f(x, B)] = [f(Z XiOCi)ZUj(Xj)] = [Z ZXif(XiOCi» oG)y;l =
i=1 =1

i=1 j=1

n

[Z in Aijyj] = [OC]T@A[B](%-

i=1 j=1

2.4 Formas Bilineares Simétricas e Formas Quadrati-

cas

Definicdo 2.9. (Forma bilinear simétrica) Seja f: V x V — F uma forma bilinear sobre
o F-espaco vetorial V. Dizemos que f é simétrica se, e somente se, f(x, 3) = f(p, «) para

todos os vetores &, 3 em V.

E relativamente simples verificar que o conjunto

Bs(V) ={f: VXV — F | f seja bilinear e simétrica}
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é um subespaco vetorial do espaco B(V) de todas formas bilineares sobre V.

Caso o F-espaco vetorial V tenha dimens3o finita, uma forma bilinear f : V.xV — F
sobre V é simétrica se, e somente se, a matriz A de f em relacdo a qualquer base de V é uma

matriz simétrica. Isto & decorréncia do fato que: Ay = f(, o) = f(o5, o) = Aji.

Definicdo 2.10. (Forma quadratica) Seja V um F-espago vetorial e ¢ : V. — F uma
funcdo. Dizemos que q é uma forma quadratica se, e somente se, existe uma forma bilinear

f:VxV —Ftal que q(x) = f(, ) para todo x € V.

Observacdo 2.1. Sef : V. xV — F é uma forma bilinear qualquer, entdo a funcdo

g:V xV — F definida por g(, B) = =[f(e, ) + (P, )] é uma forma bilinear simétrica

2
e vale

1
qi(a) = gloy o) = z[f(oc) o) + f(o, )] = fo, ) = q(a).
Por esse motivo que, ndo ha perda de generalidade em supor que uma forma quadratica

q(a) = f(e, &) é oriunda de uma forma bilinear simétrica ou n3o.

Daqui para a frente, e por opcio, quando nos referirmos a formas quadraticas, entendere-

mos que as mesmas sejam provenientes de uma forma bilinear simétrica.

Temos uma vantagem ao fazer isso. A forma bilinear f simétrica associada a uma dada
forma quadratica q sobre um espago vetorial V e pode ser obtida através da chamada forma

polar de f, facilmente dedutivel, dada por
1
floy B) = Slalec+B) —qla) —q(B)].

Finalizamos a parte referente & Algebra Linear em nosso trabalho com nosso principal

resultado, a saber:

Teorema 2.14. Seja V um R— espaco vetorial de dimensdo finita n > 1 munido de
um produto interno; Nestas condicées Bs(V) é isomorfo ao subespaco L, (V) = {T €

L(V) | Té um operador auto adjunto sobre V} de L(V).
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Demonstracdo. Consideremos a funcdo @ : L,(V) — B,(V) definida por

O(M)(ex, B) =< T(x), B >,

em que «, 3 sdo elementos quaisquer de V.
Afirmamos que @ & um isomorfismo.

Com efeito, sejam T e S dois elementos quaisquer de L,(V) e ¢ € R. Nestas condicdes
temos O (cT+ S) (e, B) =< (¢.T+S)(x),p >=c < T, p >+ < S, B >=
cO(T)(x, B) + DO(S)(e, B) = [c.D(T) + O(S)](x, ), em que &, p sdo elementos quaisquer
de V.

Portanto

O(cT+S) =c.®(T) + D(S).
Isto mostra que a @ é uma transformac3o linear.
Afirmamos que @ é injetora. Provemos que ker(®) = {0}.

Com efeito, seja T € L,(V) tal que ®(T) = 0. Isto equivale a dizer que: < T(«x), >=0,
para quaisquer que sejam «x e 3 em V. Tomemos 3 = T(«). Logo T(x) = 0 para qualquer

que seja & € V e isto significa que T = 0.

Afirmamos que @ é sobrejetora. Seja f € Bs(V), pelo teorema 2.13, existe um anico

T e Ly(V) tal que f(o, B) =< T(x), p >.

Para terminarmos resta mostrar que T é autoadjunto se, e somente se, @(T) é simétrica.

Com efeito

O(T)(ot, B) =< T(at), B >=< &, T*(B) >=<T"(B), x >,
quaiquer que sejam x e [3 em V.

Portanto se T = T* ent30 teremos

(D(T)(OC) B) =< T*(B)) x >=< T(B)) X >= (D(T)(OC) B)) V(X, eV
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E assim concluimos que @ (T) é simétrica.
Por outro lado se ®(T) é simétrica,
<T(B)yox >=D@(T) (e, ) = O(T)(B,x) =< T(B)y,x> Vo, eV

Isto nos diz que T = T*, ou seja, T é autoadjunto. m

Encerramos dizendo que o teorema (2.12) e este teorema (2.14) acima garantem que se V
é um R— espaco vetorial de dimens3o finita n > 1 munido de um produto interno e se f € uma
forma bilinear e simétrica, ent3o existe uma base ortonormal % de V tal que: A = [f]l = [T]»

é uma matriz diagonal.

Essa base é constituida de autovetores do anico operador linear T [da matriz A] sobre V
associado a f e os elementos da diagonal da matriz A s3o os autovalores do operador T [da

matriz A].



3

Aplicacao - Cbnicas em RZ

Agora faremos um sucinto estudo sobre Cénicas tendo como objetivo principal a descricdo
de um procedimento para o reconhecimento delas quando n3o estdo em sua forma canénica.
Esse processo ou procedimento se fundamenta no estudo direcionado sobre alguns aspectos

da Algebra Linear.

Iniciamos dando uma definicdo algébrica do que seja uma cénica.

Definicdo 3.1. Denominamos de cénica o subconjunto do plano R?, solucido de uma equacao
polinomial completa e de grau 2 em duas variaveis, isto é, conjunto solucdo de uma equagcio
da forma

AX* +Bxy + Cy* + Dx+ Ey +F=0 (3.1)

em que A* + B? + C2 > 0. Isso é uma forma compacta de dizer que algum “monémio” de

grau 2 dessa equagdo tem coeficiente ndo nulo.

Dependendo dos valores dos coeficientes dessa equacdo o seu conjunto solucdo pode ser:
uma elipse, um ponto, conjunto vazio, uma circunferéncia, uma hipérbole, duas retas concor-

rentes, uma parabola, duas retas paralelas, ou ainda, uma reta.

As figuras geométricas [curvas] mais relevantes s3o elipse, circunferéncia, hipérbole e para-
bola. Todos os outros tipos de figuras serdo consideradas como degeneracdes de uma dessas
figuras principais.

Faremos uma descricdo geométrica de cada uma dessas curvas e as apresentaremos numa

47
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forma considerada a mais simples e chamada forma canénica da coénica, devido a uma
posicdo especial que a mesma pode assumir num sistema cartesiano bidimensional, e por
consequéncia o formato mais simples das equacdes que as descrevem. As equacbes dessas
curvas nessa forma candnica permitem uma identificacdo mais natural com as mesmas devido
a simplicidade da forma da equacdo, mas, em situacdes mais gerais o reconhecimento de tais
curvas exigira procedimentos mais trabalhosos e alguns destes procedimentos serdo obtidos

via aplicacdes de resultados de Algebra Linear que aqui descrevemos.

Primeiramente vamos estudar o que seja uma cénica e descrevé-la quando a mesma estiver
numa posi¢do privilegiada - qual seja - centro (caso a mesma tenha) num ponto qualquer do

plano e retas focal e n3o focal ou reta focal e reta diretriz paralelas aos eixos coordenados.

Ainda, gostariamos de deixar enfatizado que a palavra plano, a qual usaremos livremente,

fere- i ial real R? ido d lassi des de adica |-
refere-se aqui ao espaco vetorial rea munido de suas classicas operacdes de adicdo e mu

tiplicacdo escalar, além de assumirmos também que sobre esse espaco estamos considerando

o produto interno canénico.

3.1 Elipse

Definicao 3.2. Sejam Fy e F, dois pontos quaisquer do plano. Uma elipse & de focos Fy
e F, é o conjunto dos pontos P do plano cuja soma das distdncias de P aFi ede P a F, é
uma constante positiva que denotaremos por 2a, estritamente maior que a distancias entre os

focos e que denotamos por 2c.

Quando nos referimos a uma elipse, alguns elementos pertinentes a ela recebem nomes

especificos. Vamos a descricdo de tal nomenclatura.

1. Os pontos ja mencionados F; e F, sdo chamados focos da elipse.
2. A reta | que contém os focos é denominada reta focal.

3. A intersec¢do da elipse com a reta focal 1 consiste, exatamente, de dois pontos, A; e

A,, chamados vértices sobre a reta focal.
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4. O segmento AjA;, de comprimento 2a é denominado o eixo focal.
5. O centro C da elipse é o ponto médio do eixo focal A A;.
6. A reta ndo focal é a reta 1’ perpendicular a 1 que passa pelo centro C.

7. A interseccdo da elipse com a reta n3o focal 1’ consiste de dois pontos, B; e B,,

chamados vértices da elipse sobre a reta nio focal.

8. O segmento BB, & o eixo ndo focal da elipse, de comprimento 2b, em que b? =

a? — 2.

c . . . . .
9. O niimero e = < é denominado excentricidade da elipse. Observe que, pela definicdo

de excentricidade, 0 < e < 1.

3.2 Forma canodnica da elipse

O que denominamos forma canénica da elipse é a descri¢cdo algébrica [via uma equagdo]
da elipse em posigdo “candnica”, isto &, que seu centro esteja na origem do sistema cartesiano
[sistema de eixos ortogonais] e que suas retas focais e ndo focais coincidam com os eixos

coordenados. Portanto teremos duas situagdes.

3.2.1 Elipse com centro na origem e reta focal coincidente com

o eixo OX

Sob as hipéteses que o subtitulo descreve, podemos considerar F; = (—c,0) e F, = (¢, 0)
em que ¢ > 0. Observe que da definicdo de elipse temos que 0 < ¢ < a. Vamos indicar por

b = v/ a? — c2. Observe que necessariamente 0 < b < a, se ¢ > 0.

Logo P = (x,y) € & se, e somente se

d(P,F) + d(P,F,) = 2a.
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Isso é equivalente a

Vix+e2+y?+/(x—c) +y? =2a.

Essa equac3o é equivalente a

Essa equacdo é denominada de forma candnica da elipse [centrada na origem e de raio
focal coincidente com o eixo OX] se a > b, lembrando que a? & o denominador de x* enquanto
que b? & o denominador de yz. N3o estamos considerando o caso a = b, isto &, ¢ = 0. Neste

caso temos uma circunferéncia de centro (0,0) e raio a.

3.2.2 Elipse com centro na origem e reta focal coincidente com

o eixo OY

Sob as hipéteses que o subtitulo descreve, podemos considerar F; = (0,—c) e F, = (0, ¢).
Analogamente, da definicio de elipse temos que 0 < ¢ < a. Vamos indicar por: b =

v a? — ¢2. Observe que necessariamente 0 < b < a, se ¢ > 0.

Logo P = (x,y) € & se, e somente se

d(P,F) + d(P,F2) = 2a.

Isso é equivalente a

V3 +(y+e)+ X+ (y—c)? =2a

Essa equac3o é equivalente a

2 2
4o
a b?

Essa equacdo é denominada de forma candnica da elipse [centrada na origem e de raio
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focal coincidente com o eixo QY se a > b, lembrando que a? é o denominador de y? enquanto

que b? é o denominador de x?.

3.2.3 Esboco da Elipse

Agora vamos esbocar uma elipse & numa situacdo especial, ou seja, aquela cujo centro
da mesma esta na origem e a reta focal coincide com o eixo OX. Como vimos, sua expressdo

analitica é dada por
a? b2
b
Explicitando y em fun¢o de x obtemos: y = :l:a\/ a? —x2.

E facil ver que se P = (x,y) € &, entdo todos os pontos: P = (—x,y), P = (x,—y), P =

(—x, —y) também pertencem 3 elipse &. Portanto basta plotarmos a parte da elipse, grafico
. b

da fungdo: f: [0,a] — R definida por: f(x) =y = —+v/a? — x? que teremos a curva toda
a

devido as suas simetrias em relacdo as retas focal, e ndo focal.

Portanto seguindo as aplicacdes de derivadas temos:

b :
1. f'(x) = X Em que f'(x) < 0 para 0 < x < a. Portanto o grafico de nossa

ava? —x?

funcdo é estritamente decrescente no intervalo [0, al;

2. f7(0) =0e lim f'(x) = oo

Xx—a—

b .
3. f’(x) = ——a3. Em que f”(x) < 0 para 0 < x < a. Portanto o grafico de nossa

(a? —x%)2
funcdo tem concavidade voltada para baixo no intervalo [0, al.

Esses elementos s3o suficientes para descrevermos a nossa elipse, ou seja,
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Y

I

B,

By

Figura 3.1 Elipse com reta focal sobre OX e centro na origem

Podemos repetir o mesmo processo para o caso em que o centro da elipse & esta na origem

e o eixo focal esta sobre o eixo OY, ou seja, sua forma candnica é

em que novamente a > b.

B, @) B,

A

Figura 3.2 Elipse com reta focal sobre OY e centro na origem
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3.2.4 Translacao de eixos coordenados

Consideremos: o sistema cartesiano OXY de eixos ortogonais, O = (X,,Y,) um ponto de
R?, o sistema cartesiano O XY de eixos ortogonais tal que os eixos OX e OY sejam paralelos

aos eixos OX e OY e tenham os mesmos sentidos.

No sistema O XY vamos designar as coordenadas de um ponto P pela notagdo P = P(x, )

e por P = P(x,y) as coordenadas do mesmo ponto mas no sistema cartesiano OXY.

Seja # = {e1, e} a base candnica de R? . Nestas condicdes podemos escrever

.
OP=x.e; +ye;

Uma vez que

chegamos a

X.e;1 +ye; = (xo.€1 +yo€2) + (X.e +1j€2) = (X+x%,).e1 + (U+yo)ez.

Desta forma podemos dizer que a relacdo entre as coordenadas do ponto P nos dois
sistemas OXY e OXY é

X =X+ Xo;

Y=Y+ Yo-

3.2.5 Forma canénica da elipse transladada

Na subsecdo anterior falamos sobre translacdo de eixos. Agora veremos como se expressa

a equacdo de uma elipse que tenha centro em um ponto C = (x,,Y,) do sistema OXY e retas
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focal e n3o focal paralelas aos eixos coordenados OX e OY.

Portanto consideraremos o sistema cartesiano O XY em que C = 0= (X0, Yo). Teremos,

como fizemos anteriormente, duas situacdes.

3.2.6 Elipse centrada em C = (x,,Yy,) e reta focal paralela ao eixo

OX

Nestas condicbes temos:

1. O centro da elipse & C = (x,,Y,) no sistema OXY, mas, C = (0,0) no sistema O XY

2. A reta focal 1:y =y, no sistema OXY, mas, 1: 9§ = 0 no sistema O XY

3. Os focos da elipse sdo: F; = (xo —¢,Y,) € F2 = (X0 + ¢,Y,) no sistema OXY, mas,

Fi = (—c,0) e F, = (c,0) no sistema O XY

Portanto a equac3o candnica de nossa elipse no sistema O XY é dada por

em que a > b.

Portanto em func3o da relacdo das coordenadas que vimos anteriormente, a forma cané-

nica da equacdo da elipse com centro em C = (x,,Y,) sera

(X - Xo)z (y _yo)z
St =1




3.2. FORMA CANONICA DA ELIPSE 55

Y Y
AN AN
"
> X
A\ F 0 F, /Aéx
\O _/
\
B,

Figura 3.3 Elipse com reta focal sobre O X e centro em O.

De forma inteiramente analoga obteremos:

3.2.7 Elipse centrada em C = (x,,Y,) e reta focal paralela ao eixo

oYy

Nessas condicBes temos:

1. O centro da elipse & C = (x,,Y,) no sistema OXY, mas, C = (0,0) no sistema O XY
2. A reta focal 1: x = x, no sistema OXY, mas, 1:X = 0 no sistema O XY

3. Os focos da elipse sdo: F; = (x0,Yo —¢) € F2 = (X0,Yo + ¢) no sistema OXY, mas,

Fi = (0,—c) e F, = (0,c) no sistema O XY

Portanto a equacio candnica de nossa elipse no sistema O XY é dada por
-2 =2
X
voE_
em que a > b.

Portanto em funcdo da relacdo das coordenadas que vimos anteriormente, a forma cand-
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nica da equacao da elipse com centro em C = (x,,y,) sera

(y _yo)z + (X_Xo)z

a? b? =1
Y Y
AN AN
A
F,
.
\31 [e) }Bz "X
5 > X
Fy
Ay

Figura 3.4 Elipse com reta focal sobre OY e centro em O

3.2.8 Equacao geral do segundo grau em que B=0e A.C >0

Consideremos a equagdo de uma elipse & centrada em um ponto C = (x0,Y,) € reta
focal paralela a um dos eixos coordenados no nosso tradicional sistema cartesiano de eixos

ortogonais OXY:

(X_Xo)z (y _Uo)z
a? * b2 1

Se no6s expandirmos os termos dessa equacido chegaremos na seguinte forma equivalente

b + a?y? — 2b%xox — 2a’yoy + b*x% + a*y, — a’ — a’b? = 0.

Essa equac3o pode ser identificada com a forma

Ax* +Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0,
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emque A=b’ B=0, C=a* D=-2b%, E=-2d%y, e F=b*%+a*y:—

a?b?.

Isso nos permite observar que B = 0 e A.C > 0. Baseado nessas observacdes, podemos

inferir e demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Se os coeficientes A e C da seguinte equagio do segundo grau
AX* +Cy* +Dx+Ey+F=0 (3.2)
tém o mesmo sinal, isto é, AC > 0, entdo o conjunto solucio dessa equacdo sera:

1. Uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados.
2. Um ponto.

3. O conjunto vazio

Demonstracgo. Inicialmente dividamos a equacdo 3.2 por AC. Assim obteremos

LA L SV S
CTA TACTTACYTAC T
Desenvolvendo obtemos a equacdo equivalente
D5 E
(x+53) . Y+5¢6) | MACF - CID? - ACEY _
C A 4A2C3 -
Portanto D £
Y R
Mo Bk s (3.3)
C A 4A2C3 '
em que S = [ACE? + C*D? — 4AC*Fl.
Finalmente, se S # 0, podemos escrever a equacdo (3.3) na forma
D E
(o (o)
Sh— =1 (3-4)

4A2C? 4AC
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E assim podemos concluir que:

1. Se S =0, entdo a equagdo (3.3) representa um ponto.

D E
2. Se S > 0, entdo a equagdo (3.4) representa uma elipse centrada em C = (_ﬁ’ —E).

3. Se S <0, entdo a equacdo (3.4) representa o conjunto vazio.
O]

Os casos em que a equagdo do segundo grau (3.3) representa um ponto ou o conjunto

vazio sdo denominados casos degenerados da elipse.

3.3 Hipérbole

Em segundo lugar vamos estudar o que seja uma hipérbole e descrevé-la, quando a mesma
estiver numa posicdo privilegiada - qual seja - centro num ponto qualquer do plano e retas

focal e ndo focal paralelas aos eixos coordenados.

Definicdao 3.3. Sejam F; e F, dois pontos distintos do plano. Uma hipérbole 7 de focos F,
e F» é o conjunto dos pontos P do plano cujo médulo da diferenca das distancias de P a F,
e de P a F, seja uma constante positiva que denotaremos por 2a, estritamente menor que a

distancias entre os focos e que denotamos por 2c. Neste caso ¢ > 0.

Quando nos referimos a uma hipérbole, alguns elementos pertinentes a3 mesma recebem

nomes especificos. Vamos a descricdo de tal nomenclatura.

1. os pontos ja mencionados Fy e F, sdo chamados focos da hipérbole.
2. A reta 1l que contém os focos é denominada reta focal.

3. A interseccdo da hipérbole com a reta focal 1 consiste, exatamente, de dois pontos,

A; e A,, chamados vértices [reais] da hipérbole.

4. O segmento AjA; de comprimento 2a é o chamado eixo focal da hipérbole.
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O centro C da hipérbole é o ponto médio do eixo focal A;A;.

. A reta n3o focal é a reta 1’ perpendicular a 1 que passa pelo centro C.

. O segmento BB, contido na reta n3o focal 1’ e que tem C como ponto médio e

comprimento 2b, em que b? = c¢? — a?, é denominado eixo ndo focal da hipérbole

e By e B, sdo chamados vértices [imaginarios] da hipérbole.

c . . . :
O namero e = — é denominado excentricidade da hipérbole. Observe que, por
a

definicdo, e > 1.

O retangulo de base da hipérbole é o retangulo de lados paralelos as retas focal e ndo

focal e cujos lados tém A, A;, By, B, como pontos médios.

As retas que contém as diagonais do retangulo de base sio chamadas de assintotas

da hipérbole 7.

3.4 Forma candnica da hipérbole

O que denominamos forma candnica da hipérbole é a descricdo algébrica [via uma

equacio] da hipérbole em posicdo “canénica” isto &, seu centro estd na origem do sistema

cartesiano [sistema de eixos ortogonais] e suas retas focal e ndo focal coincidem com os eixos

coordenados. Portanto teremos duas situagdes.

3.4.1 Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente

com o eixo OX

Sob as hipéteses que o subtitulo descreve, podemos considerar F; = (—¢,0) e F, = (¢, 0),

¢ > 0. Observe que da definicdo de hipérbole temos que 0 < a < c¢. Vamos indicar por:
b=+vc?—a?

Logo P = (x,y) € S se, e somente se

|d(P» F]) - d(P) F2)| = 2a.



60 CAPITULO 3. APLICACAO - CONICAS EM R?

Isso é equivalente a

WV x+c)?2+y2—/(x—c)?+y? =2a.

Essa equacio é equivalente a

Essa equacdo é denominada de forma canénica da hipérbole [centrada na origem e de reta

focal coincidente com o eixo OX].

3.4.2 Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente

com o eixo OY

Sob as hipéteses que o subtitulo descreve, podemos considerar F; = (0,—c) e F, = (0, ¢),

c > 0. Analogamente, da definicdo de hipérbole temos que 0 < a < c¢. Vamos indicar por:
b=+vc2—al

Logo P = (x,y) € JZ se, e somente se

[d(P,F1) — d(P, Fy)| = 2a.

Isso & equivalente a

WX+ (Y+c)2—/x2+ (y— ) = 2a.

Essa equacdo é equivalente a
2 2
X
J =1

a? b?

Essa equagdo é denominada de forma candnica da hipérbole [centrada na origem e de reta

focal coincidente com o eixo OY.
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3.4.3 Esboco da Hipérbole

Agora vamos esbocar uma hipérbole & numa situacdo especial, ou seja, aquela cujo centro
esta na origem e a reta focal coincide com o eixo OX. Como vimos, sua expressdo analitica é

dada por

b
Explicitando y em fun¢3o de x obtemos y = ia\/ x? — a?.

E facil ver que se P = (x,y) € J#, entdo todos os pontos:P = (—x,y),P = (x,—y),P =
(—x, —y) também pertencem a hipérbole 7. Portanto basta plotarmos a parte da elipse,
) .. b
grafico da fungdo: f : [a,00) — R definida por: f(x) =y = a\/xz— a? que teremos a

curva toda devido as suas simetrias em relacdo as retas focal, e n3o focal.

Portanto seguindo as aplicacdes de derivadas temos:

b .
1. f'(x) = X Em que f'(x) >0, Vx, 0 <x < a.. Portanto o grafico de nossa

avxI—a?

funcdo é estritamente decrescente no intervalo [a, co).

2. f(a) = .

b .
3. f"(x) = —a—3. Em que f”’(x) < 0, Vx, x > a. Portanto o grafico de nossa

(2 — o)}
funcdo tem concavidade voltada para baixo no intervalo [a, 00).

Esses elementos s3o suficientes para descrevermos a nossa hipérbole, ou seja,
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Y

AN

Figura 3.5 Hipérbole com reta focal sobre OX e centro na origem

Podemos repetir o mesmo processo para o caso em que o centro da hipérbole .77 esta na

origem e o eixo focal esta sobre o eixo OY, ou seja, sua forma candnica é

Figura 3.6 Hipérbole com reta focal sobre OY e centro na origem

3.4.4 Forma candnica da hipérbole transladada

Ja falamos anteriormente sobre translacdo de eixos. Agora veremos como se expressa a

equacdo de uma hipérbole que tenha centro em um ponto C = (x,,Y,) do sistema OXY e
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reta focal e n3o focal paralela aos eixos coordenados OX e QY.

Portanto consideraremos o sistema cartesiano O XY em que C = 0= (X0yYo). Teremos,

como fizemos anteriormente, duas situacdes.

3.4.5 Hipérbole centrada em C = (x,,y,) e reta focal paralela ao

eixo OX

Nessas condi¢Bes temos:

1. O centro da hiperbole & C = (xo,Y,) no sistema OXY, mas, C = (0,0) no sistema

oXxY

2. A reta focal 1:y =y, no sistema OXY, mas, L:§ = 0 no sistema O XY

3. Os focos da hipérbole sdo: F; = (xo —¢,Y,) e F2 = (X0 +¢,Yo) no sistema OXY, mas,

Fi = (—c,0) e F, = (c,0) no sistema O XY

Logo a equacdo candnica de nossa hipérbole no sistema O XY é dada por

=2 —2
X _Y g,

az b?
Portanto em funcdo da relacdo das coordenadas que vimos anteriormente, a forma cand-

nica da equacdo da hipérbole com centro em C = (x,,Y,) e reta focal sobre O X

sera

(X_Xo)2 - (U_yo)z -1.

a? b?
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Y Y
A

~
X

/

/ N

Figura 3.7 Hipérbole com reta focal sobre O X e centro em O

De forma inteiramente analoga obtemos:

3.4.6 Hipérbole centrada em C = (x,,y,) e reta focal paralela ao

eixo OY

Nessas condicbes temos

1. O centro da hipérbole é C = (x,,1Y,) no sistema OXY, mas, C = (0,0) no sistema

XY

ol

2. A reta focal 1: x = x, no sistema OXY, mas, 1:X = 0 no sistema O XY

3. Os focos da hiperbole sdo: F; = (x0,Yo —¢) € F2 = (X0, Yo + ¢) no sistema OXY, mas,

Fi = (0,—c) e F, = (0,¢) no sistema O XY

Logo a equacdo candnica de nossa hipérbole no sistema O XY é dada por

—2 -2

Yy _Xx _q.

a? b?

Portanto em fungdo da relagdo das coordenadas que vimos anteriormente, a forma cané-

nica da equacdo da hipérbole com centro em C = (x,,y,) e reta focal sobre OY
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sera
(U—1Yo)* (x—%,)? :
a? b2 T
Y Y
w\d\ AN
\Fz
B Az g
1 2 _
c-o 7 X
=0,
/R
// ] \)X

Figura 3.8 Hipérbole com reta focal sobre OY e centro em O

3.4.7 Equacao geral do segundo grauem que B=0e A.C <0

Consideremos a equagdo de uma hipérbole .77 centrada em um ponto C = (x,,Y,) € reta
focal paralela a um dos eixos coordenados no nosso tradicional sistema cartesiano de eixos

ortogonais OXY:

(X_Xo)2 . (y _yo)z -1

a? b?

Se no6s expandirmos os termos dessa equacdo chegaremos na forma

bix? — a?y? — 2b%xox + +2a’yoy + b?x% — a*y, — a’ — a’b? = 0.

Essa equac3o pode ser identificada com a forma

Ax* +Bxy + Cy* + Dx+ Ey + F =0,

emque A=b? B=0, C=-a’ D=-2b%, E=2d%y, e F=b"2—a’y’—

a’b?.
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Isso nos permite observar que B=0¢e A.C < 0.
Conclusdes idénticas se obtém quando a hipérbole tem eixo focal paralelo ao eixo OY.

Baseado nestas observacdes podemos inferir e demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Se os coeficientes A e C equagdo do segundo grau
Ax* 4+ Cy* +Dx+Ey+F=0 (3.5)
tém sinais contrarios, isto é, AC < 0, entdo o conjunto solucdo dessa equacdo sera:

1. Uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados.

2. Um par de retas concorrentes.

Demonstracdo. Ndo ha perda de generalidade em supor A > 0 e C < 0. Nestas condicdes

temos

A+ Cy’+Dx+Ey+F=0 &

(AX* +Dx) — (-Cy*—Ey)=—F &

D D E R D! B
AbC+ 255+ 522 — (FO0 + 255 + 755) taatac ©
D 2 E 2
(XJrﬁ) _(U+E) _ F B D2 . E2 n
—C A AC 4AIC TaAC2

D 2 E 2
452 WH3e) 4acF—cp? - AR?
—C A N 4A2C2

E assim podemos concluir que, se 4ACF — CD? — AE? £ 0, entdo o conjunto solucdo da

equagdo (3.5) é uma hipérbole;

Se 4ACF — CD? — AE? = 0, entdo o conjunto solugdo da equagdo (3.5) sdo duas retas

concorrentes assim definidas:

+E—i A x+D 2
YToc ™ C 2A )
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Essa situagdo em que a equagdo do segundo grau (3.5) representa um par de retas con-

correntes é denominado caso degenerado da hipérbole.

3.5 Parabola

Definicao 3.4. Sejam ¥ uma reta, F um ponto ndo pertencente a .£. Denominamos de
parabola de foco F e reta diretriz £ ao conjunto de todos os pontos P do plano tais que as

distincias de P até F e de P até a reta £ sejam iguais. Escrito de outra forma temos

P ={PeR|d4(P,F) =d(P,ZL)}

Quando nos referimos a uma parabola, alguns elementos pertinentes a ela recebem nomes

especificos. Vamos a descricdo de tal nomenclatura.

1. O ponto F mencionado na definicdo acima é chamado foco da parabola.
2. A reta .Z mencionada na definicdo acima é chamada reta diretriz da parabola.

3. Areta 1l que contém o foco e é perpendicular a reta diretriz £ é denominada reta focal

da parabola.

4. O ponto de interseccdo V da parabola com a reta focal 1 é denominado vértice da

parabola.

5. O ntimero 2p = d(F,.Z) é chamado parametro da parabola.

3.6 Forma candnica da parabola

O que denominamos forma candnica da parabola é a descricdo algébrica [via uma

equacio] da parabola em posicdo “canénica” isto é, que seu vértice esteja na origem do
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sistema cartesiano [sistema de eixos ortogonais| e que sua reta focal coincida com um dos

eixos coordenados. Portanto teremos, inicialmente, duas situacdes.

3.6.1 Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente

com o eixo OX

Esse caso se divide em dois outros casos:

3.6.2 Parabola com vértice na origem, reta focal coincidente com

o eixo OX e foco a direita da diretriz

Sob as hipéteses que o subtitulo descreve, temos que V = (0,0), F = (p, 0) e reta diretriz

% :x =—p uma vez que 2p = d(F,.Z) é o pardmetro da parabola.

Nessas condi¢bes temos

P=P(x,y) € & & d(P,F) = d(P,.Z).

Isso equivale dizer que

Vix=p2+y2=Kk+pl& x—p)+y*=(x+p) &y’ =4px

Essa equagio é denominada de forma candnica da parabola [ com vértice na origem,

reta focal coincidente com o eixo OX e foco F a direita da reta diretriz ¥ |.
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Z

\ 4
=

Figura 3.9 Parabola com reta focal sobre OX, vértice na origem e foco a direita da diretriz

De forma inteiramente analoga temos:

3.6.3 Parabola com vértice na origem, reta focal coincidente com

o eixo OX e foco a esquerda da diretriz

Sob as hipéteses que o subtitulo descreve, temos que V = (0,0), F = (—p,0) e reta

diretriz £ : x = p uma vez que 2p = d(F,.Z) é o pardmetro da parabola.

Nessas condi¢Bes temos

P=P(x,y) € & & d(P,F) = d(P, 7).

Isso equivale dizer que

(x+p2+y2=Kk—pl& x+p)+y’ =(x—p) &y’ =—4px

Essa equac3o é denominada de forma canénica da parabola [ com vértice na origem,

reta focal coincidente com o eixo OX e foco F a esquerda da reta diretriz & ].
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z

\ 4
=

Figura 3.10 Parabola com reta focal sobre OX, vértice na origem e foco a esquerda da

diretriz

Segunda situaggo:

3.6.4 Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente

com o eixo QY

Esse caso se divide em dois outros casos:

3.6.5 Parabola com vértice na origem, reta focal coincidente com

o eixo OY e foco acima da diretriz

Sob as hipéteses que o subtitulo descreve, temos que V = (0,0), F = (0, p) e reta diretriz

% :y = —p uma vez que 2p = d(F,.Z) é o parametro da parabola.

Nessas condicdes temos

P=P(x,y) € Z & d(P,F) = d(P,.%).
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Isso equivale dizer que

VX2+y—pl=ly+plexX+y—p’=y+p’ex’=4puy.

Essa equac3o é denominada de forma canénica da parabola [ com vértice na origem,

reta focal coincidente com o eixo OY e foco F acima da reta diretriz ¥ ].

Y
A
F
> X
V
D Z

Figura 3.11 Parabola com reta focal sobre OY, vértice na origem e foco acima da diretriz

De forma inteiramente analoga temos:

3.6.6 Parabola com vértice na origem, reta focal coincidente com

o eixo QY e foco abaixo da diretriz

Sob as hipéteses que o subtitulo descreve, temos que V = (0,0), F = (0,—p) e reta

diretriz £ :y = p uma vez que 2p = d(F,£) é o parametro da parébola.

Nessas condicdes temos

P=P(x,y) € Z & d(P,F) = d(P,.Z).
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Isso equivale dizer que

VX4 (y+p2=ly—pl& x+p)’+y’=Kx—p)Pex’=—4puy.

Essa equac3o é denominada de forma canénica da parabola [ com vértice na origem,

reta focal coincidente com o eixo OY e foco F abaixo da reta diretriz ¥ ].

Figura 3.12 Parabola com reta focal sobre o eixo OY, vértice na origem e foco abaixo da

diretriz

3.6.7 Parabola com Veértice V = (x,,y,) e reta focal paralela ao

eixo OX

Obviamente estamos pensando em dois sistemas cartesianos ortogonais e de eixos paralelos.

Temos duas situacdes diferentes, onda cada uma admite dois casos diferentes.
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3.6.8 Parabola com vértice V = (x,,y,) e reta focal paralela ao

eixo OX e foco F a direita da diretriz

Obviamente estamos imaginando um sistema cartesiano ortogonal O X Y. Neste sistema a
equacio de nossa parabola &2 é dada por: §? = 4pX, seu vértice V = (0,0), foco F = (p, 0)

e reta diretriz £ : X = —p.

Uma vez que

X=X+ X,

Y=Y+ Yo

a equacdo da parabola & torna-se

(Y —yo)® =4.p.(x —%o).

\
[ 4
N

Figura 3.13 Parabola com reta focal sobre O X, vértice em O e foco a direita da diretriz

3.6.9 Parabola com vértice V = (x,,y,) e reta focal paralela ao

eixo OX e foco F a esquerda da diretriz
Obviamente estamos imaginando um sistema cartesiano ortogonal O XY. Neste sistema

a equacdo de nossa parabola &2 é dada por: T2 = —4pX, seu vértice V = (0,0), foco
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F = (—p,0) e reta diretriz Z : X = p.
Uma vez que

X=X+ %,

Y=Y+ Yo

A equacido da parabola &2 torna-se

(y - yo)z = 4P(X - Xo)-

Y

\\ | ’

=<

al

Figura 3.14 Parabola com reta focal sobre O X, vértice em O e foco a esquerda da diretriz

3.6.10 Parabola com vértice V = (x,,Y,) e reta focal paralela ao

eixo OY e foco F acima da diretriz

Obviamente estamos imaginando um sistema cartesiano ortogonal O XY. Neste sistema a
equacio de nossa parabola & & dada por: X* = 4p7, seu vértice V = (0, 0), foco F = (0,p)
e reta diretriz £ :§ = —p.

Uma vez que

X=X+ X,
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Y=Y+ Yo

a equacgdo da parabola & torna-se

(x —%0)* = 4.p.(y —Yo).

-

I
-
y
|

TPl
AN

~
X

)

Figura 3.15 Parabola com reta focal sobre OY, vértice em O e foco acima da diretriz

3.6.11 Parabola com vértice V = (x,,Y,) e reta focal paralela ao

eixo OY e foco F abaixo da diretriz

Obviamente estamos imaginando um sistema cartesiano ortogonal O XY. Neste sistema
a equacdo de nossa parabola &2 é dada por: X* = —4py, seu vértice V = (0,0), foco

F = (0,—p) e reta diretriz Z : § = —p.

Uma vez que

X =X+ Xo

Y=Y+ Yo
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a equacdo da parabola & torna-se

(x —%0)* = —4.p.(y — yo).

Y Y
4 AD %
0=V —
> X
F

Figura 3.16 Parabola com reta focal sobre o eixo OY, vértice em O e foco abaixo da diretriz

3.6.12 Equacao geral do segundo grau em que B=0e A.C=0

Consideremos a equacgdo da parabola & centrada em um ponto C = (x,,Y,) e reta focal

paralela ao eixo OX no tradicional sistema cartesiano de eixos ortogonais OXY:

(Y —Yo)* = H4p(x — x,).

Se no6s expandirmos os termos dessa equacdo chegaremos na forma equivalente

y? F4px — 2yoy +y2 £x, = 0.

Essa equac3o pode ser identificada com a forma
Ax* +Bxy + Cy* + Dx + Ey + F=0.

emque A=0, B=0, C=1, D=F4p, E=-2y, e F=y?+4px,.

De forma inteiramente analoga, se a reta focal da parabola estiver sobre uma reta paralela
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ao eixo QY e vértice V = (x,,Y,), a equagdo dessa parabola sera

(x —%o)* = £4p(y — yo).

Se nés expandirmos os termos dessa equacdo chegaremos na seguinte forma equivalente

x? — 2x0.x F 4py + x2 £+ 4py, = 0.

Essa equacio pode ser identificada com a seguinte forma

Ax? 4+ Bxy + Cy? + Dx + Ey +F =0,

emque A=1, B=0, C=0, D=-2x,, E=F4peF=x2+tdpy,.

Isso nos permite observar que ou A =0, B=0eC#0,o0uA#0,B=0e C=0.

Em qualquer situacdo temos B=0e A.C = 0.
Portanto temos o seguinte:

Teorema 3.3. Consideremos equacdo do segundo grau

AX? +Cy’+Dx+Ey+F=0. (3.6)

Se A =0 e C=#0, entdo o conjunto solucdo dessa equacio sera:

1. Uma parabola com reta focal paralela ao eixo OX, caso D # 0;
2. Um par de retas paralelas ao eixo OX, se D =0 e E*? —4CF > 0;
3. Uma reta paralela ao eixo OX, se D =0 e E*? —4CF = 0;

4. O conjunto vazio, se D =0 e EZ2—4CF< 0.
Se A #0 e C =0, entdo o conjunto solucio dessa equacio sera:

1. Uma parabola com reta focal paralela ao eixo OY, caso E # 0;
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2. Um par de retas paralelas ao eixo OY, se E =0 e D> —4AF > 0;
3. Uma reta paralela ao eixo OY, se E =0 e D2 —4AF = 0;

4. O conjunto vazio, se E =0 e D2 —4AF < 0.

Demonstracdo. Se A =0 e C # 0 a equagdo 3.6 pode ser escrita da forma

LN L
yredTterte T
Completando-se quadrado, obtemos
E, D F FE
Yy+=—=);"+=x+—=—-—==0.

2C C C 4c¢?

Se D # 0 a equacgdo acima pode ser escrita na seguinte forma
(+E)2__D +C F_E2
YT T c\*"pl\c T ac) )

Isso nos evidencia que temos a equacdo de uma parabola, cuja reta focal & uma reta
ACF—E? E )

paralela ao eixo OX e cujo vértice é o ponto V = (— 1CD  ac

Se D = 0 entdo a equagdo 3.6 se resume a
Cy’+Ey+F=0.

E o conjunto solucdo desta equacdo R? representa:
e Duas retas paralelas ao eixo OX se A = E? —4CF > 0.
e Uma reta paralela ao eixo OX se A = E? —4CF =0. Ou;
e O conjunto vazio se A = E2 —4CF < 0.

Agora, se A #0 e C =0, a equagdo 3.6 pode ser escrita assim

N SN
ACTAYTATY
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Completando-se quadrado, obtemos

s D E L
27 TAYT AT aa

Se E # 0 a equagdo acima pode ser escrita na seguinte forma
2A° A E\A 4AZ) )

Isso nos evidencia que temos a equacdo de uma parabola, cuja reta focal é uma reta
4AF-D? D )

aralela ao eixo OY e cujo vértice éo ponto V= [ — —
par DX ujo Vvérti pon < IAE O 2A

Se E = 0 entdo a equagdo 3.6 se resume a

Ax? +Dx+F=0.

E o conjunto solucdo desta equacdo em R? representa:
e Duas retas paralelas ao eixo OY se A = D? —4AF > 0.
e Uma reta paralela ao eixo OY se A = D> —4AF = 0.

e O conjunto vazio se A = D? —4AF < 0. [

Os casos em que a solu¢do da equacdo do segundo grau 3.6 representa duas retas paralelas

ou uma reta ou o conjunto vazio sdo denominados casos degenerados da parabola.

3.7 Equacao Geral de uma Coénica - Equacao do Se-

gundo Grau em R?

Nosso objetivo aqui é finalizarmos o nosso estudo sobre cénicas em geral. Resta-nos tratar

o caso geral de uma conica, ou seja estudar a equagdo da conica (3.1)

Ax* +Bxy + Cy* + Dx + Ey + F=0
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no caso geral em que o coeficiente B do termo misto possa ser diferente de zero.

Destacamos que tudo que foi feito antes tinha como premissa o detalhe do termo misto

Bxy n&o aparecer na equagdo, isto &, caso em que B = 0.

Quando o termo misto Bxy aparece em nossa equagdo, isto &, B # 0 significa que nossa
cdnica n3o tem suas retas focais e ndo focais, ou sua reta focal e sua reta diretriz, paralelas

aos eixos coordenados. Obvio que estamos falando dos casos ndo degenerados.

O que de fato faremos daqui para frente é mostrar que, usando o que estudamos na
parte inicial de nosso trabalho, no que se refere a Algebra Linear, podemos determinar um
novo sistema de eixos cartesianos ortogonais nos quais a equagdo de nossa conica, neste novo
sistema n3o terd o termo misto, isto &, seu coeficiente serd zero. Isto serad referido como

“efetuar uma rotacdo de eixos coordenados”.

Isso & possivel, pois a matriz da forma quadratica associada a nossa equacdo acima, é
oriunda de uma forma bilinear e simétrica e como ja dissemos [teorema (2.14)], essa forma esta
univocamente associada a um operador linear autoadjunto e isto nos permitira a determinacéo
de uma base ortonormal de autovetores desse operador [vide teorema (2.12)], de forma que a
matriz desse operador, ou seja, da forma bilinear e simétrica, nessa base ortonormal se torne

uma matriz diagonal. Vamos aos fatos.

Associada a equagdo (3.1) acima, temos a forma quadratica q : R? — R definida por

q(x,y) = Ax* + Bxy + Cy*.

Essa forma quadratica pode ser vista como proveniente da forma bilinear e simétrica f :

R? x R? — R definida pela forma polar

f((x,y), (z,w)) = %[q(wrz,y +w) —q(x,y) — q(z,w)] = Axz + %B[waryz] + Cyw.
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A matriz dessa forma bilinear e simétrica f & dada por

|
O Nw

Matriz essa que serd a mesma matriz do Gnico operador linear autoadjunto associado a

forma bilinear f conforme o teorema (2.14).

3.7.1 O que fazer? Como proceder?

Uma vez que a matriz .# acima é simétrica, ou, equivalentemente, o Gnico operador linear
T :R? — R? associado & forma bilienar e simétrica f é autoadjunto, entdo o teorema (2.12)

garante a existéncia de uma base de R? ortonormal e constituida de autovetores.

Portanto uma das formas de se resolver a questdo da eliminacdo do termo misto passa
pela determinagcdo dos autovalores da matriz .# e dos respectivos autovetores associados a

esses autovalores.

Vale lembrar que, se os autovalores forem distintos, os autovetores correspondentes sdo

ortogonais - veja o teorema (2.9).

Se os autovalores forem iguais, o autoespago associado terd dimens3o dois, pois gera o
espac¢o R? e portanto, podemos encontrar uma base de autovetores associados a esse autovalor
e depois aplica-se o processo de ortogonalizagdo Gram Schmidt [teorema (2.3 )]. Normaliza-la
é facil.

Enfatizamos que, no particular caso das coénicas, poderiamos enunciar e demonstrar um
teorema especifico que traduziria, resumidamente, tudo que falamos e até poderiamos deduzir
alguns resultados técnicos dos capitulos 1 e 2 mais diretamente. Acontece porém que no caso
das quadricas, nés, até o momento, ndo chegamos a enunciar e demonstrar um teorema equi-

valente, por isso optamos por formalizar a parte da Algebra Linear desenvolvida nos capitulos

1e?2.
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Rescrevendo a equagdo (3.1) de nossa cénica

Ax* +Bxy + Cy* + Dx + Ey + F=0.

Vemos que ela possui a parte quadratica q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy?, a parte linear
L(x,y) = Dx 4 Ey e o termo constante F. A forma q esta associada a uma forma bilinear
simétrica f, como ja mencionamos.

B
A3

A matriz de f em relacdo a base canénica é dada por [fle = .# =
B
= C

2

Como ja mencionamos, o espaco R? admite uma base ortonormal Z = {«;, &} tal que

[f]l € uma matriz diagonal. Assim, para cada & € R?, em que o = x’o¢; +Yy’oz, vamos ter

que
7\1 0 x’

q(X,>y,) = {Xl y/:| )
0 )\2 y/

ou seja, q(x’,y’) = A\ix"2 + Ay’? e assim eliminamos o termo misto do segundo grau.

Uma vez que estamos em R?, os vetores o e &, sd0 ortonormais, logo podemos determinar

T
—) tal que

um danico 6 € (0, 3

o, = (cos(0),sin(0))

o« = (—sin(0), cos(0))

Logo a frente comentaremos como determinar esse 6 em funcio dos coeficientes da forma
quadratica q.

A matriz abaixo
cos(0) —sin(0)

sin(0) cos(0)

E denominada matriz mudanca de coordenadas, pois, se v € R? e se v = x€; +yé;

ese v =x'o; +Yy'a;, entdo a relagdo entre as coordenadas de v em relagdo as duas bases
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citadas é
X cos(0) —sin(0) x/ x/
— = of . (3.7)
y sin(0) cos(0) y’ y’
Isto &,
x = x'cos(0) —y’sin(0)
y = —x'sin(0) +y’cos(0)

Além disso, temos

cos(0) —sin(0) A O . (38)

|

cos(0) sin(0) A

A M A =
sin(0) cos(0) 0 A

N
O

—sin(0) cos(0)

Aqui A e A; sdo os autovalores da matriz .# da forma quadréatica, ou da forma bilinear e

simétrica, ou se quiser, do operador linear associado a forma bilinear e simétrica, em que

M = Al
b C
Substituindo (3.7) em
A % X
CI(X>U) = |:X y :| 5 )
2 €|y
obtemos

/

} 7\1 0 X
I
0 7\2 y

Agora, efetuando uma mudanca de coordenadas na equacdo da conica obteremos Ajx'% +
Ay?+D'x' +EYy’ +F =0, comx’ ey’ sendo as coordenadas de o« na base . Com isso,
encontramos um sistema de eixos ortogonais (O, X', Y’) de forma que os eixos principais da

conica sejam paralelos aos eixos cooordenados..

Ap6s completar quadrados e fatorar [realizar uma translagdo], isto é, realizando uma nova
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mudanca de coordenadas, em que colocamos
x" = x'—x,

Yy = vy -y

e com isso encontramos a forma reduzida da cdénica no novo sistema (O, X”,Y”), em que

O = (x0,Yo). Resumindo
X X D X
Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:<,/// , >+< ) >+F-
Yy

Substituindo (3.7) nesta expressdo, obtemos

x' x' D x/
<£f y M A >+< , >+F:
E /
x' x' D x’
(] mer 22} 2]
E

x/ A O x’ D’ x’
< ’ >+< ) >+F:
y/ O AZ .y/ E/ y/

?\1X'2+7\2y'2+D'X/+E’y'+F.

Aqui temos
D’ cos(0) sin(0) D
E’ —sin(0) cos(0) E

Faremos finalmente um comentario sobre as formas de se determinar os autovalores A; e

A, e os respectivos autovetores de forma conveniente no caso em que o termo misto B # 0.

E claro que um caminho seria tomar a matriz .# escrever o seu polindmio caracteristico
e em seguida determinarmos autovetores associados aos respectivos autovalores. Isto é um

caminho. Mas existe um outro caminho aparentemente melhor.

Lembrando que os autoespacos sdo espagos vetoriais, no caso que que B # 0 poderemos
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reordenar de forma conveniente os autovalores A; e A, isto caso necessario e assim determi-
narmos um angulo © € (0, ) de forma que os autovetores, vamos aqui chama-los de vy e v;,
associados aos autovalores A; e A; ja convenientementes escolhidos sejam tais que v; esteja

no primeiro quadrante e v, esteja no segundo quadrante.

Considerando a expresséo (3.1)

Ax? 4+ Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0.

E apds desenvolvermos o segundo membro de (3.8) e compara-lo com o terceiro membro
obteremos

Bcos(20) + (C — A)sin(20) = 0.

Podemos concluir que quando B # 0, podemos tomar © = T, no caso particular em que
4

A = C e tomarmos tan(20) = no caso em que A # C.

A-C’

E uma identidade trigonométrica conhecida que

1 + tan?(20) = sec?(20).

Uma vez que estamos limitando 0 ao intervalo aberto (0, 5) temos que 20 € (0, 7) e nesse

intervalo a func¢3o tangente e a fun¢do cosseno tem o mesmo sinal, portanto, vemos que

1 B
cos(20) = , Sse > 0;
\/1+ tan?(20) A—-C
1 B
cos(20) = — , se <0
1 + tan?(20) A—C

Outra vez, segue de identidades trigonométricas conhecidas que

1+ cos(20)

cos(0) = >
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e
sin(0) = ﬂ,
2
Portanto encontramos
vi = (cos(0),sin(0))
e

v, = (—sin(0), cos(0)).
ou seja, encontramos 0 em funcdo dos coeficientes A, B e C da forma quadratica.

Os autovalores Ay e A, sdo facilmente determinados via (3.8).

Exemplo 3.1. (Elipse) Considere a cénica definida pela equacdo

14x% 4+ 24xy + 21y? —4x + 18y — 139 =0 (3.9)

Classifique-a e reduza-a a sua forma canénica.

Solucio:
Os coeficientes da equacdo de nossa conica na ordem que temos convencionado s3o
A=14, B=24, C=21, D=—-4 E=18 e F=-139.

O indicador dessa cbnica é

[=B2—4AC =24* —4.14.21 =576 — 1.176 = —600 < 0.

Isto signifca que nossa equacdo representa, ou uma elipse, ou uma elipse degenerada, isto

€, um ponto ou o conjunto vazio.

Passemos a determinar a base de vetores ortonormais nos quais nossa equagdo deixa de

ter o termo misto.
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Sabendo-se que A # C temos

tan(20) — B 24 24

A-Cc w_a_ 7%

1 7
2 = — _— = — .
cos(20) \| T+ tan?(20) ~ 25

Portanto

A partir desse valor e considerando que 0 € (0, %) temos
3 :
cos(0) = 5 sin(0) =

4
5

Portanto a base & = {v;,v,}

Entdo as relacdes de mudancas de coordenadas séo

3 4

X cos(0)x’ —sin(0)y’ = =x'— =y’
5 5

: / / !/ 3 /
y sin(0)x’ + cos(0)y EX + gy

A equag¢do nas coordenadas x’,y’ sera

Ax?+Ay% + D' + By’ +F=0.

Em que

cos(0) sin(0) A

N |

cos(0) —sin(0) A
—sin(0) cos(0)

|
>

sin(0) cos(0) 0 A
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Ou seja
5 4 14 12 5 4 30 0
5 5 5 5
4 3 4 3
~E 12 21 5 3 0 5
Agora vamos calcular D’ e E”:
, 3 4
D’ cos(0) sin(0) D - —4 12
5 5
4
E’ —sin(0) cos(0) E —5 g 18 14

Lembre-se que F = —139.

Portanto a equagdo dada, nas coordenadas x’,y’ sera

30x2 + 5y +12x" + 14y’ — 139 = 0.

Completando-se quadrados obteremos

X'+ Y+

Agora em um novo sistema OX”Y” em que a nova origem O = (xy,Yo) no sistema OXY

seja o centro da elipse e que OX” e OY” sejam paralelos e de mesmo sentido que os eixos

OX’ e OY’, obtemos a forma canénica da elipse com centro em O.

De fato, efetuando a translacio

X" = x'—=x,
y' =y =y
obtemos a forma canénica da elipse
\2 "2
LW
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Em que O tem coordenadas (0,0) no sistema OX"Y”,
_ 1

7
O = (x0,Y,) tem coordenadas (_E’_E) no sistema OX'Y".

Para encontrarmos as coordenadas de O no sistema de coordenadas OXY basta fazermos

S _477r1 .1 :
Xo 5 5 5

4 3 7 iy
Yo 5 5 5

Figura 3.17 Elipse 14x* + 24xy + 21y? —4x + 18y — 139 =0

Exemplo 3.2. (Elipse) Considere a cénica definida pela equacdo

3+ 2xy+ 3y +x+y—5=0. (3.10)

Classifique-a e reduza-a a sua forma canénica.

Escrevendo a equac3o acima na forma matricial temos

31 X X
{x y] +{] ]1 — [5] = [0]. (3.11)
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Agora vamos encontrar os valores e autovetores da matriz. Um procedimento padrdo, mas,

ligeiramente diferente do anterior:

13

O polinémio caracteristico
A 1
P.s(A) =det(A\I — .#) = det =(A=3)72—-1

possui raizes Ay =4 e A\, = 2.

Vamos determinar um autovetor correspondente ao autovalor A = 4:
X
A — A]. = =

Uma solugdo imediata é (1,1). Normalizando obtemos o autovetor

(VI V2
“=\77

associado ao autovalor A; = 4.

Repetindo para A; = 2, temos

X
A, — . A. = —

E facil ver que (—1,1) é uma solucdo e foi escolhida de modo a representar um giro de

90° no sentido anti-horario de (1,1) e que normalizando obtemos

(V22
w=\"77

associado ao autovalor A\, = 2.
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Assim, encontramos uma nova base ortonormal % = {x;, &,} de R? constituida de auto-

vetores do operador associado & matriz ./ .

A matriz de mudanca da base & para a base # é

\/TE —g _ cos(g) —sen(%)
4 \/72 sen(;—t) cos(g)

Esses vetores implicardo em um novo sistema de eixos ortogonais que consiste num giro

de 45° no sentido anti-horario do sistema original.

A relagdo entre as coordenadas de um vetor na base antiga & e as coordenadas do mesmo

vetor na base nova 4 é dada por

x vz X
_ (3.12)
y 22 y'

E assim, completando-se quadrados e fazendo algumas manipula¢des algébricas chegamos a

/ \/z 2
(x +?) +(y1_0)2
41 41
32 16

4x? 4+ 0x'y’ + 2y + 0y’ +V2x' —5 =0 & =1.

Agora em um novo sistema OX”Y” em que a nova origem O = (x¢,Yo) no sistema OXY
seja o centro da elipse e que OX” e OY” sejam paralelos e de mesmo sentido que os eixos

OX’ e OY’, obtemos a forma canénica da elipse com centro em O.
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De fato, efetuando a translacio

x" = x'—%
y' =y -y
obtemos a forma canénica da elipse
(XH)Z (y//)z B
a toa T
32 16

Em que O tem coordenadas (0,0) no sistema OX"Y";

2
O = (X0, Yo) tem coordenadas (_T’O) no sistema OX'Y’.

Para encontrarmos as coordenadas de O no sistema de coordenadas OXY observemos que

da relagdo (3.12) obtemos

vz V2 rv2) ]
x 2 2 8 8
1
y| |2 2] o L
L2 2 8
— 1 )
Dessa forma, temos O = (—g, —g) no sistema OXY.

A elipse no sistema OX”Y” tem como eixo focal o eixo OY”, eixo n3o focal o eixo OX”,

Ve VR V82

a e C =

4 8 8
—V2 —V2 —v4l
No sistema OX’Y’ o centro é C' = (T\/_,O); os vértices sdo A} = (T\/_’%—)'
Al = (_;/_,\/_ = (\/ﬁg \/f e B) = ﬂﬁ); os focos sdo F| =
VI VB L (—\/Z V&
g5 eh=lmo )
Agora, utilizamos a matriz de mudanca da base % para a base & para localizar os elementos

1 1
da elipse no sistema OXY. O centro ja determinamos e o mesmo é C = (—g,—g).

V821 —/B82-1

Para encontra os vértices, o processo € o mesmo, logo A; = ( g A ),
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—/82 -1 /82 —1
A= (

)B_(\/zﬁ—1 m_1) B_(—\/ﬂ—1 —\/éﬁ—l)
A L L g 8
Os focos sio

VAT —1 —/41 —1 V41 —1 V41 -1
Fr=( T 3 ) e Fo=( R ).

E assim terminamos nossa analise

\
(4

Yl/ 2

X"
Az

B>

Figura 3.18 Elipse 3x* +2xy + 3y +x+y—5=0

Exemplo 3.3. (Hipérbole) Consideremos a cénica dada pela equagdo
11%% 4 50v/3xy — 39y?> —4x + 8y — 6 = 0.

Classifique-a e reduza a sua forma canénica.

Reeescrevendo a equac3o na forma matricial temos

11 253 X
xu)
25v3 =39
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Vamos encontrar os valores e autovetores da matriz

11 25V3
25v3 =39

%:

O polinémio caracteristico dessa matriz é

1MT—A  25V3 ,
P.s = (A) = det = A"+ 28\ — 2304,
25v3 =39 —A
que possui raizes A = 36 e A, = —64 as quais sdo os autovalores de ./ .

Determinemos um autovetor da matriz .# associado ao autovalor A\ = 36, temos

X 25  —25\3 X 0
M1 — ] = =

y -25V3 75 y 0

Um autovetor solucio desse sistema é (v/3,1) o qual normalizado é

(V31
X1 = 7,5 .

Repetindo o mesmo procedimento para o autovalor A\, = —64, temos
X 75  =25V3 | | x 0
Al — A = =
y —-253 25 y 0
e encontramos o autovetor (—1,/3) associado ao autovalor A, = —64 o qual é o rotacionado

do vetor (v/3,1) no sentido anti-horario de 45°.

(1 V3
Xy = —Z,T .

Assim, encontramos a nova base ortonormal % = {1, x;} na qual eliminamos o termo

Normalizando se torna

misto de nossa equacio.
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A relagcdo entre as coordenadas de um vetor na base antiga & e as coordenadas do mesmo

vetor na base nova A é dada por

ERNR N

X 2 2 X
1 V3 :

Y 5 7 Y

w

ol ML
3

36 0 X/ 3
v o)
0 —64 y’ :

logo

36x2+0x'y — 64y + (4 —2V3X' + 2+4V3)y —6=0&

. (4—2V3), , 2+4vV3, 3451 -100V3
(6x"+ =7 — 8y T T
2-v3), 1+2v3, 3451 —100V3
/ e VYN I —
36(x’ + T )2 — 64(y o ) ¢ N
/ (2_\/5) 2 / 1+2\/§ 2
(x+—36 ) _(y i ) .
3451 — 100v/3 3451 — 100+/3
20736 36864

Portanto essa cénica é uma hipérbole e de forma inteiramente aniloga ao que fizemos no

exercicio anterior obtemos

X "2 Yy "2

_ —1.
\/3451 —100v/3\? \/3451 — 1003\ ?
20736 36864
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Y
A
Y// 1

B>

Figura 3.19 Hipérbole 11x? +50v/3xy — 39y? —4x 4+ 8y — 6 =0

Exemplo 3.4. (Parabola) Consideremos a cénica dada pela equagdo

X —2xy +y* —3x—5y —8 =0.

Classifique-a e reduza-a a sua forma canénica.

Primeiro vamos reescrevé-la na sua forma matricial

(3.14)
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O polinémio caracteristico
Pz (A) =detAl — ] = det =

cujas raizes \y = 0 e A, = 2 sdo os autovalores de ./ .
Vamos determinar uma base de R? constituida de autovetores de . .

Vamos determinar um autovetor de .# associado ao autovalor Ay = 0, temos

X
A\ — A]. = —

) é um autovetor

Uma solucdo ndo nula desse sistema é (1, 1), portanto oy SR

(x/?x/i

de ./ de norma igual a 1 associado ao autovalor Ay = 0.

Repetindo o mesmo procedimento para A, = 2 temos

X 1 1 X 0

A, — . A]. = =
y 1 1 y 0

Uma solucdo ndo nula desse sistema é (—1,1), vetor este, perpendicular ao vetor (1,1)

obtido deste, girando-o 90° no sentido anti-horario e portanto

(V22
“=|77

é outro autovetor de ./ de norma igual a 1 associado ao autovalor A; = 0.

Assim, encontramos uma nova base ortonormal 8 = {x;, x,}.
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A matriz de mudanca da base & para a base A é

- 5 1
\/7_ —% COS(%) —sen(%)
_ ? \/72 sen(Z)  cos(T)

Portanto podemos encontrar um novo sistema de eixos coordenados obtidos a partir do

antigo girando-o 45° no sentido anti-horario.

A relacdo entre as coordenadas de um vetor na base antiga & e as coordenadas do mesmo

vetor na base nova A é dada por

AR
X 5 > X
= . (3.15)
V2 V2 :
Y 5 3 Y
Substituindo (3.15) em (3.14) obtemos
{ 00 x/ % —§ x/
g y/} +[_3 _5} (8] = [0],
0 2 y’ ‘/72 g y’
logo
0x% 4+ 0x'y' +2y? —4vV2x' —V2y' =8 =0 &
2y? 4V —V2y' —8=0&
2 !/
y’z—Z\/ZX'—\/;y 4=0&
2
y’—ij SN N PN
4 8
2
V2 332
r_ Y- — / evs
(y 1 2V2 [ x' + 3 |-
1 33vV2 V2

Devemos criar um novo sistema OX"Y" de tal forma que a origem O = ( 350 T)



3.7. EQUACAO GERAL DE UMA CONICA - EQUACAO DO SEGUNDO GRAU EM R? 99

no sistema OX'Y' seja o vértice da parabola, obviamente O = (0,0) no sistema O, X", Y".

Para isto basta tomarmos
33v2 V2
no__ 1 "_ oy — Y2
X' =X + 3 ey y a
A cbnica é uma parabola e a forma reduzida da parabola é

yuz — 2\/27(”.

Seu eixo focal esta sobre o eixo OX", logop = /2.

Figura 3.20 Parabola x> — 2xy +y?> —3x —5y —8 =0
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4

Aplicacao - Quadricas em R3

Nosso objetivo aqui ndo é discorrer sobre o assunto geral de superficies, mas descrevermos
sobre uma particular “classe” de superficies denominadas “quadricas”’. Vamos abordar as formas
candnicas das mesmas e também a reducdo da forma geral para a forma candnica a exemplo

do que foi feito em cénicas.

Definicdo 4.1 (Algébrica). Quadrica é o nome dado ao conjunto solucdo em R® de uma

equacio polinomial de grau 2 em trés variaveis.

As vezes nos referiremos a mencionada equagdo na forma
AX? +2Bxy +2Cxz + Dy? + 2Eyz + FZ2 + Gx + Hy + Iz+ M =0 (4.1)

emque A2+ B>+ C24+D?4+E2+F >0

As vezes, assim também
AxX? + By? + Cz% + 2pxy + 2qxz + 2ryz + Ex + Fy + Gz + D =0 (4.2)

em que A2 +B%+ C2+p?+q*>+712 > 0. Isto é para caracterizar que se trata de uma equacao

polinomial de grau 2.

101
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Ou, as vezes, também assim
anx? + any® + azpz? + 2apxy 4+ 2ai3xz + 2anyz + Gx + Hy + Iz+ M =0 (4.3)

em que Z aizj > 0.

1<i<j<3

Assim como ocorreu com as conicas, caso a quadrica tenha um ponto de simetria [deno-
minado - centro da quadrica| na origem, isto se traduzira pelo fato da equacio da quadrica
na forma reduzida n3o apresentar termos lineares, ou seja, na forma reduzida, os coeficientes

dos mondmios na variaveis x, y e z serdo nulos.

Da mesma forma como falamos em conicas, existem quadricas sem centro e, assim,

algum termo linear aparece mesmo quando a equacdo esta em sua forma reduzida.

A existéncia de algum [ou todos] termos chamados mistos 2Bxy, 2Cxz, 2Eyz indicam, a
semelhanca do que ocorreu com as cénicas, que eixos e planos de simetria est3o rotacionados

quando comparados aos eixos e planos coordenados.

Inicialmente queremos deixar claro que n3o faz sentido falarmos em focos para quadricas.
Os termos “eixos focais” e “reta diretriz’ que iremos mencionar a partir de agora, referem-
se aos eixos focais e a reta diretriz (quando houver) das sec¢des obtidas pela intersec¢do dos

planos coordenados com a quadrica em questdo.

Cabe dizer que a semelhanca com as conicas, temos também quadricas degeneradas.

4.0.1 Quadricas e suas formas candnicas

Um pouco diferente do que fizemos com as cénicas vamos explorar as possibilidades para

reconhecimento da equacio da quadrica, a menos de nomes especificos dos eixos.



R3 nocasoemquea:1,b:3ec:§

eixos do sistema cartesiano - e sua forma candnica.
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4.0.2 Elipsoide com centro na origem e “eixos focais’ sobre os

O elipsoide que nos referimos é a quadrica centrada na origem e na seguinte forma canénica:

2 2 2
X° Yz
atpta]

Aqui estamos supondo a >0, b>0ec>0.

(4.4)

Abaixo esta a representacdo grafica de um exemplo particular desta superficie quadrica em

Figura 4.1 Elipsoide 9x* +y? + 4z =9

E recomendado observar algumas seccdes dessa e de qualquer outra quadrica com os

chamados planos coordenados e também com planos paralelos aos planos coordenados.

Por exemplo, a intersecdo dessa quadrica com o plano X = 0, também conhecido como
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plano OYZ, resulta numa elipse nesse plano, cuja equacdo é dada por

2 2
y_2_|_§_2:] ou y2—|—422:9.
3 (Z
Z
AN
B>
N .

B;

Figura 4.2 Seccdo elitica: y> +4z> =9

Outra seccdo: intersecdo da quadrica com o plano Y = 0, também conhecido como plano

OXZ, resulta numa elipse nesse plano, cuja equacio é dada por

xr 7z 5 5
]—2+§—)2:1 ou 9x +4Z =9.
2
Z
A
A
¢ > X
B, 0 B, !
Ay

Figura 4.3 Seccdo elitica: 9x* +4z2 =9
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Finalmente a intersecdo dessa quadrica com o plano Z = 0, também conhecido como

plano OXY, resulta numa elipse nesse plano, cuja equacdo é dada por

X2y
1—2+¥=1 ou x4y =9.
Y
A
A
\
X
B, OB, °
A

Figura 4.4 Seccdo elitica: 9x* +y? =9

4.0.3 Elipsoide com centro em C = (x,,Yo,2,) € “eixos focais” pa-
ralelos aos eixos do sistema cartesiano - e sua forma cané-

nica.

(X_Xo)z + (U_Uo)z (Z_Zo)2

= = = (4.5)

Aqui estamos supondoa >0, b>0 e c¢>0.

Expandindo obtemos uma equac3o da forma
AX? + 2Bxy + 2Cxz + Dy? + 2Eyz + F2> + Gx + Hy + Iz + M = 0,

emque A2+ B>+ C24+ D2+ E>+F > 0.
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4.0.4 Equacao geral da quadrica em que B2+ C?+E?=0e A, D

e F tendo o mesmo sinal.

Consideremos a equagdo de um elipséide & centrado em um ponto C = (x,, Yo, Zo) € cujas
g = n - - - . . .
retas focais’ sejam paralelas aos eixos coordenados no nosso tradicional sistema cartesiano

de eixos ortogonais OXYZ.

Expandido (4.5) obtemos

b2eix? + a’cty? + a’b’Z? + (—2b%cx)x + (—2a’cPy, )y + (—2a’b’z,)z — a’bc? = 0.

Comparando-se com a equacdo (4.1) vemos que A = b?c’}, B = 0, C = 0, D =
a’c?, E=0, F=a’b?, G = —2b%*c*x,, H=—2a*c%y,,

I = —2a’b?z,, M = —a’b?c?
Teorema 4.1. Se os coeficientes A, D e F da seguinte equacdo do segundo grau;

AX? + DY+ FZ2 +Gx+Hy +1z+ M =0 (4.6)

sdo diferentes de zero e tém o mesmo sinal, entdo o conjunto solucdo dessa equagio sera

1. Uma elipséide com eixos paralelos aos eixos coordenados.
2. Um ponto.

3. O conjunto vazio.

Demonstracdo. Ndo ha perda de generalidade em supor que os coeficientes A, D e F sejam

todos positivos, pois, caso contrario multiplicariamos a equagdo (4.6) por —1.

Inicialmente dividamos a equagdo (4.6) por ADF. Assim obtemos

¥, 6 ¥y, H o, LM
ADF- " ADF

Z
DF " ADFX " AF T ADFY T AD =0,
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equivalentemente

equivalentemente

LI PCR PO U R L O L N S
DF |~ "2A] TAF|? ADF 4A2DF  4AD’F 4ADF:

equivalentemente

L E 2+ [, H 2+ 1l ?  G?DF + H?AF + PAD — 4MADF
* ) S ADF '

G’DF + H*AF + I’AD —4MADF

Indicando-se por K = ADT , temos
G H I
1. K>0t lipsoide (4. D Xe = —5 Yo = —=— o = —==.
Se K > 0 temos o elipsoide (4.5), em que: x oA"Y 5D © % oF
a =+vKDF, b = vKAF e c =+vKAD
2. Se K=0 tem nto C = ( ) em __ & __H _ !
- Se K= 0 temos o ponto € = (Xo, Yo, Zo) €M que Xo = —oYo = —55 € Zo = —5.
3. Se K < 0 temos o conjunto vazio.
O

Os casos em que K =0 ou K < 0 sdo considerados casos degenerados do elipséide.

4.0.5 Hiperboloide de uma folha, Cone de duas folhas e Hiperbo-
loide de duas folhas - com centro na origem e “eixos focais”
sobre os eixos do sistema cartesiano - e suas formas canoé-

nicas.

Estamos considerando a quadrica que na sua forma candnica e centrada na origem é dada

por:
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ou, é dada por

CAPITULO 4. APLICACAO - QUADRICAS EM R?

CASO 1 - HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA:

XZ y 2 ZZ

a2 b2 2

CASO 2 - HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS:

XZ yZ ZZ
@ a2 (4.8)
CASO 3 - CONE DE DUAS FOLHAS:
2 2 2
X ¥z (4.9)

Em todos os casos estamos supondo a >0, b>0ec>0.
Isso tudo a menos de renomear eixos.
Exemplo para o CASO 1:

Abaixo esta a representacio grafica de um exemplo particular desta superficie quadrica em

R3nocasoemquea=1,b=Tlec=1

Figura 4.5 Hiperboloide de uma folha x* +y? —z2 =1



109

E recomendado sempre observar algumas secces dessa [e de qualquer outra] quadrica com

os chamados planos coordenados e também com planos paralelos aos planos coordenados.

Por exemplo, a intersecdo dessa quadrica com o plano X = 0, também conhecido como

plano OYZ, resulta numa hipérbole nesse plano, cuja equacdo é dada por

Yy —z2=1.

\
[ 4

Figura 4.6 Seccdo hiperbélica y> — z% =1

A intersecdo dessa quadrica com o plano Y = 0, também conhecido como plano OXZ,

resulta numa hipérbole nesse plano, cuja equacdo é dada por

x> —z2=1.

\
(4

F F

Figura 4.7 Seccao hiperbélica: x> —z%> =1
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A intersecdo dessa quadrica com o plano z = 0, também conhecido como plano OXZ
resulta numa circunferéncia [poderia ser uma elipse] nesse plano, cuja equacdo é dada por
X +y’=1.

Y

i

Figura 4.8 Seccdo circular: x> +y? =1

Exemplo para o CASO 2:

Abaixo esta a representacdo grafica de um exemplo particular desta superficie quadrica em

R3nocasoemquea=1,b=1ec=1

Figura 4.9 Hiperboloide de duas folhas x* —y% —z? =1

Ou ainda podemos vé-lo assim:
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Figura 4.10 Hiperboloide de duas folhas x> —y? —z? =1

E recomendado sempre observar algumas sec¢des dessa [e de qualquer outra] quadrica com

os chamados planos coordenados e também com planos paralelos aos planos coordenados.

Por exemplo, a intersecdo dessa quadrica com o plano X = 0, também conhecido como
plano OYZ resulta numa elipse [ou circunferéncia] [imaginaria] nesse plano, cuja equagio é
dada por

—yt -2 =1.

Obviamente o conjunto solu¢do dessa equacdo em R? é o conjunto vazio.

A intersecdo dessa quadrica com o plano Y = 0, também conhecido como plano OXZ

resulta na hipérbole cuja equagdo é dada por

x2—z22=1.
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Figura 4.11 Seccdo hiperbélica: x* —z? =1

A intersecdo dessa quadrica com o plano Z = 0, também conhecido como plano OXZ,

resulta numa hipérbole nesse plano, cuja equacdo é dada por

x> —yt=1.

Figura 4.12 Seccdo hiperbélica: x> —y? =1

Exemplo para o CASO 3:

Abaixo esta a representacdo grafica de um exemplo particular dessa superficie quadrica em

R3nocasoemque,a=1,b=Tec=1
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O conjunto solucdo desta equacdo, denominado cone de duas folhas é graficamente

dado por

Figura 4.13 Cone de duas folhas

4.0.6 Hiperboloide de uma folha, Cone de duas folhas e Hiper-
boloide de duas folhas - com centro em C = (x,,Y,,2,) €
“eixos focais’ paralelos aos eixos do sistema cartesiano - e

suas formas candnicas.

CASO 1 - HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA:

(x —azxo)z + (y ;zyo)z . (z _CZZO)Z =1 (410)

ou
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CASO 2 - HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS:

(X_Xo)z (y _yo)z (Z_Zo)2

S g =] (4.11)
ou
CASO 3 - CONE DE DUAS FOLHAS:
_ 2 _ 2 o 2

a? b? c?

Estamos supondo a >0, b>0ec>0.

4.0.7 Equacio geral da quadrica em que B?+C2+E? =0 e dois dos
coeficientes A, D e F tendo o mesmo sinal, porém, contrario

ao sinal do terceiro.

Consideremos a equacdo de um hiperboloide .77 ou um cone de duas folhas centrados em
um ponto C = (xo,Yo,2,) € cujas “retas focais’ sejam paralelas aos eixos coordenados no

nosso tradicional sistema cartesiano de eixos ortogonais OXYZ:
Expandido as equagdes (4.10), (4.11) e (4.12) obtemos CASO 1:

b2e2x? + alcty? — a?b222 + (—2b2c2x, )x+ (—2a2c?y, Jy + (2a2b2z, )2+ b2e2xE + a2c2y? —

—a’b?z2 — a’b?c? =0
CASO 2:

b2c?x? — a’cty? — a?b?z? + (—2b%c?x, )x + (2a%c?y,o )y + (2a?b?z, )z + be?x2 — ac?y? —

a’b?z2 — a?b*c? =0
CASO 3:

b2e2x? + a2cty? — a?b222 + (—2b2c2xo )x+ (—2a2c?y, Jy + (2a2b2z, )2+ b2e2xE + a2yt —

—a?biz = 0



Comparando-se com a equacio 4.1 vemos que:

CASO 1:
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A=b?B=0C=0D=a’*E=0F=—a’b? G = —2blc’, H =

—2a’c?y,, [ = +2a%b’z,, M = b?c?x2 + a’cty? — a?b?Z2 — a?b*c?

CASO 2:

A=b?B=0C=0 D= —a’*E=0F=—a’b’, G = —2b%c*, H =

+2a’c?y,, [ = +2a%b’z,, M = b?c?x2 — a’c?y? — a?b?Z2 — a?b*c?

CASO 3:

A=b?B=0C=0D=a’*E=0F=—a’b? G = —2blc’, H =

—2a’c?y,, [ = +2a%b’z,, M = bc?x2 + a’cty? — a?b?*Z2

Teorema 4.2. Sejam os coeficientes A >0, D >0 e F > 0 da seguinte equagio do

segundo grau

AX? + DY —FZ2 +Gx +Hy +1z+ M =0

Nestas condigdes o conjunto solugcdo da equagdo (4.13) sera

1. Um hiperboloide de uma folha e com eixos paralelos aos eixos coordenados.
2. um cone de duas folhas e com eixos paralelos aos eixos coordenados.

3. um hiperboloide de duas folhas e com eixos paralelos aos eixos coordenados.

Demonstracgo. Inicialmente dividamos a equacdo 4.13 por ADF. Assim obteremos

x2+GX+y2+H _zz+I +M
DF " ADF- " AF ' ADFY  AD ' ADF- ' ADF

=0,

equivalentemente

(4.13)
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equivalentemente

1X+G2+1 +H2_1Z_IZ+M_G2 I S S
DF 2A AF|["T2D AD 2F ADF 4AZDF  4AD?F 4ADF2
equivalentemente

DFI*"2A| TAF|IY "2D| T AD

? 1{ I]Z_GZDF+H2AF+12AD—4MADF

TOF ADF

G’DF + H?AF + I’AD —4MADF

Indicando-se por K = ADT , temos
1.SeK>0t hiperboloide (4.10) SV L
. Se emos o hiperboloide (4.10), em que: Xo = —>Yo = —55 € Zo = —or.

a =+vKDF, b =vKAFec=vKAD
2. Se K =0 temos o cone de duas folhas conforme vimos na figura anterior.

3. Se K < 0 teremos o chamado hiperboloide de duas folhas, conforme figuras vistas

anteriormente, lembrando - a menos de nome de eixos.

4.0.8 Cilindro Parabdlico - e sua forma canédnica.

Ax* =Hy + 1z

Se A #0,H#0el+#0, temos um cilindro parabélico rotacionado em relagdo ao sistema
cartesiano. Na secao 4.0.13 veremos um cilindro parabélico com “eixos focais” e “reta diretriz"

sobre os eixos do sistema cartesiano.
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Figura 4.14 Cilindro Parabélico x> =y + z

4.0.9 Paraboloide elitico com “eixos focais”’ sobre os eixos do sis-

tema cartesiano e uma Reta - e suas formas candnicas.

Estamos considerando a quadrica sem centro em sua forma canénica.

CASO 1 - PARABOLOIDE ELITICO:

A +Dyr =1z

AquiA>0, D>0 e I#0.

Figura 4.15 Paraboloide Elitico 2x* + 5y* = z
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CASO 2 - UMA RETA:
Ax? 4+ Dy’ =0

AquiA>0, D>0e I=0.

Figura 4.16 Reta 2x* +5y? =0

4.0.10 Paraboloide hiperbdlico com “eixos focais” sobre os eixos

do sistema cartesiano e Planos concorrentes - e suas for-

mas candnicas.

CASO 1 - PARABOLOIDE HIPERBOLICO:

Ax* —Dy* =1z

AquiA>0. D>0el#0
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Figura 4.17 Paraboloide Hiperbdlico 2x*> —y? = z

CASO 2 - PLANOS CONCORRENTES:

Ax? —Dy? =0

AquiA >0eD > 0.

Figura 4.18 Planos concorrentes 3x* — 5y% = 0
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4.0.11 Cilindro elitico e Cilindro hiperbélico com “eixos focais”
sobre os eixos do sistema cartesiano e Conjunto vazio - e

suas formas canénicas.

Estamos considerando a quadrica que na sua forma canénica é uma quadrica sem centro:

CASO 1 - CILINDRO ELITICO:

Ax? +Dy* =M

Aqui
A>0, D>0 e M>0.

Figura 4.19 Cilindro Elitico 3x? + 5y* = 3

CASO 2 - CONJUNTO VAZIO

Ax*+Dy*=—-M, A>0, D>0, M>0.
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4.0.12 Cilindro hiperbélico com “eixos focais” sobre os eixos do

sistema cartesiano - e sua forma canénica.

Ax* =Dy’ =M

Aqui

A>0, D>0, M=#DO.

Figura 4.20 Cilindro hiperbélico 3x* —y?> =3

4.0.13 Cilindro parabdlico com “eixos focais” e “reta diretriz’ so-
bre os eixos do sistema cartesiano e Par de planos coinci-

dentes - e suas formas canonicas.

Estamos considerando a quadrica que na sua forma canénica. Também neste caso a

quéadrica ndo tem centro:

CASO 1 - CILINDRO PARABOLICO:

Ax? = Hy



122 CAPITULO 4. APLICACAO - QUADRICAS EM R?

Aqui A>0 e H>0.

Figura 4.21 Cilindro parabélico x* = 4y

CASO 2 - UM PAR DE PLANOS COINCIDENTES:

Ax? =0

Figura 4.22 Planos coincidentes 3x? = 0

4.0.14 Quadricas com termos mistos.

Vamos finalizando nosso trabalho discorrendo como lidar com uma quéadrica completa, isto

é, em que aparecem todos os termos, inclusive os termos mistos. Consideremos a equagio
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geral na forma (4.3)

anx? + 2anxy + 2ai3xz + any?® + 2axyz + asz’ + Gx + Hy + Iz + M = 0,

2 . . . . ~ L
em que E a; > 0. lIsso significa que algum plano de simetria ndo é paralelo a algum
1<i<j<3
plano coordenado. Essa é a principal razdo para usarmos a contribuicdo da Algebra Linear que

fizemos no inicio, pois, poderemos efetuar uma rotacido de eixos coordenados de forma que

num novo sistema de eixos coordenados todos os coeficientes dos termos mistos se anulem.
Como faremos isso?

Consideremos a forma quadratica: q:R> — R definida por
q(x,y,z) = anx® + 2axy + 2ai3xz + apy® + 2anyz + asz?, (4.14)

obtida a partir dos termos de “segundo grau” da equa¢do de nossa quadrica acima(4.3).

Essa forma quadratica pode ser considerada como associada a forma bilinear simétrica
f:R* xR — R
definida por

f((x,y,2), (u,v,w)) = anxu+an(xv+yu)+a;z(xw+zu)+anyv+az(yw+zv) +azzw.

Podemos representar essa forma bilinear simétrica matricialmente assim

apnn a2 gz u
f((X)%Z),(U,V)W)): |:X y Z:|- a;p Qyp azs . A%

i3 azz ass w



124 CAPITULO 4. APLICACAO - QUADRICAS EM R?

Ou ainda assim

X app ap ags u
f((XﬂJ»Z)» (U,V,W)) = < Y [>] Q2 QG Q3 (-] V >
z a3 dzz ass w

Em que o produto interno que estamos indicando é o produto interno canénico sobre o

conjunto das matrizes M(3 x 1,R).

Nessa linguagem a equacdo de nossa quadrica

(1117(2 -+ 2(1127(y + 2a3xz + (lzzyz + Zazgyz + (13322 + 2apx + 2(124y +2azz+ ag =0

pode ser vista assim

X ap a2 Q3 X G X
< Yy || aiz ap ax (| Yy > + < Hls|y > + M =0. (4.15)
z i3 Az Qss z I z
A matriz

an ap a3

A= ap an ap

a3 a3 4sz
é denominada de matriz da forma quadratica (4.14) ou da forma bilinear e simétrica associada
a forma quadratica (4.14). Obviamente essa matriz é simétrica. Portanto podemos associar

a ela um operador linear autoadjunto T : R? — R? definido por

T(X)U)Z) :A-(X)U>Z)-

De acordo como o teorema (2.14) e o teorema (2.12) sobre o espaco vetorial R, poderemos
determinar que ele admite uma base ortonormal % = {v;,v,,v3} constituida de autovetores

do operador T associados aos seus respectivos autovalores A;, Az, A3. Isto é decorréncia do
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fato que o operador T é autoadjunto. Cabe salientar que a matriz B de T nesta base 4 &

uma matriz diagonal, obviamente constituida pelos autovalores de T.

Consideremos a matriz

cujas colunas s3o

Vi V2
= | va1 va2
Vi1 V3
V]j
Vi = | vy
V3j

V23

V33

j =1,2,3, as coordenadas dos vetores da base Z expressos na base canénica. Essa matriz

# & chamada matriz mudanca de base da base canénica [que chamaremos de base

antiga] para a base % [que chamaremos de base nova)]. Se « = (x,y,z) é um vetor

qualquer de IR® expresso na base antiga, esse mesmo vetor tem coordenadas o = (x/,y’,z’)

na base nova e essas coordenadas est3o relacionadas assim

X x'
—y :%. y/ =
z z/

Substituindo

em (4.15) obtemos

X apn a2
!

</// LY |y | a2 ap
/

z a3 azs

a3

azs

ass

V12

V22

V32

Vi3 X
/
Vs |- Y
/
V33 Z
x!
=M. y’
z/!

x/

x'vi1 + y/wz + z'vi3
= | xva1 +y'va +z'vy

X/V31 + y/\/g,z + Z/V33
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Portanto
x’ ayr Az Qs x/ G x/
< y’ )'/lt ap; ap daz M y’ >+<//t H )|y’ >+M=O.
z' a3 Qp3 QAass z/ I z'
x/ x/ G x/
< y LBy >+<///‘ H |y >+M:0.
z' z' I z'
E assim obtemos
x/ A 00 x/ G’ x/
< y s 0 A 0 | ]y >+< H ||y >~|—M:O.
z' 0 0 A3 z/ I’ z!

Portanto nossa equagdo (4.3) se transforma em

Mx2 Ay + Az + G'x' + Hy' + 12 + M =0.

Observe que os termos mistos se anularam. O que fizemos até aqui é o que denominamos
de movimento de rotacdo de eixos coordenados. O préximo passo sera efetuar uma
movimento de translacdo de eixos coordenados e assim eliminarmos termos lineares
quando isso for possivel e assim chegarmos a forma candnica da quadrica como descrito na

secdo anterior.

Exemplo 4.1. (Elipsoide) Consideremos a quadrica dada pela equacdo

5% 4+ 6y + 722 —4xy —dyz — 18x — 12y + 62 — 18 = 0 (4.16)

Classifique-a reduzindo-a a sua forma canénica.
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Reescrevendo a equagdo (4.16) no formato (4.3)

5x% —dxy + Oxz + 6y —dyz 4+ 72> — 18x — 12y + 62 — 18 = 0,

notamos que a1 =5, ap =—2, a3=0,ap =6, a3 =—-2, a;3=7, G =—-9, H=—6,

[=3eM=-18.

A matriz
an apz a 5 =2 0
A=1lap apy a3 |=| -2 6 =2
a3 a3 as 0 =2 7

Obviamente esta matriz é simétrica e real, logo seu polindmio caracteristico se decompde
num produto de fatores lineares, ou, em outras palavras esse polindmio admite 3 raizes reais,

n3o necessariamente distintas:

A—5 2 0
Pa(A) =det(Al - A) = 2 A6 2 | =MA=3)A=6)(A-9).

0 2 AN—7

Nesse caso particular, a matriz A admite 3 autovalores distintos Ay =3, A, =6 e A; = 9.
Vamos determinar os respectivos autovetores.

Para: A; = 3 temos

X -2 2 0 X —2x + 2y 0
BI-Al|ly|=| 2 =3 2|-|y|=|2x-3y+2z|=]0
z 0 2 —4 z 2y — 4z 0

Portanto o autoespaco associado com o autovalor 3 é o autoespaco gerado por (2,2, 1].
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Para: A, = 6 temos

X 1 2
6I-A)|ly|=1]|2 0
z 0 2

CAPITULO 4. APLICACAO - QUADRICAS EM R?

0 X X+ 2y 0
2 y|=| 2x+2z | = |0
—1 z 2y—z 0

Portanto o autoespaco associado com o autovalor 6 é o autoespaco gerado por [—2, 1, 2].

Para: A3 = 9 temos.

X 4 2 0
2I-A) |y | =123 2
z 0 2 2

X 4x + 2y 0
y|=| 2x+3y+2z | =| 0
z 2y+2z 0

Portanto o autoespaco associado com o autovalor 9 é o autoespaco gerado por [1,—2,2].

Normalizando esses geradores obtem

os a nossa base & = {vq,Vv,,Vv3}, onde

V1 = (%»%)%)v V) = (_%)%>§) € V3:(%)_§>§)-
A matriz mudanca de base sera
B . [ 2 2 1 7
Vir Vi Vi3 3 3 3
2 1 2
M= vy vy v | = 3 3 3
1 2 2
| V31 V32 V33 3 3 3
2 2 17
3 3 3
G’ G —18 —18
2 1 2
=4t - | =« 1 = . —
H H 3 3 3 12 12
I I 6 6
1 _2 2
L 3 3 34
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Nossa equagdo (4.16) se tornard  3x? + 6y”* + 92> — 18x' 4+ 12y’ + 62’ — 18 = 0.

Completando quadrados obtemos

3.x =3 +6.(y +1) +9(z+ =) =52

Equivalentemente obtemos

(x'—37 (417 (4

+ + =1.
52\° 52\° 52\°
3 6 9
E assim obtivemos o elipsoide
X//2 1‘:]//2 Z//2 1

BREEE)
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Conclusao

Quando utilizamos técnicas de geometria analitica para encontrar a forma candnica de
cbnicas e quadricas, ou seja, para rotacionar e transladar uma cénica ou quadrica, muitas
vezes ndo nos atentamos a teoria que existe por tras dessas técnicas. Por isso que o intuito
desse trabalho foi o de mostrar definicdes e teoremas em Algebra Linear para entender o que

esta por tras de tais técnicas.

De fato, para criarmos um sistema de eixos ortogonais tal que os eixos principais da
cdnica ou os eixos principais das seccdes da quadrica com os planos coordenados n3o estejam
rotacionados, precisamos de uma base ortonormal para “orientar’ tal sistema. Vimos que é
possivel criar essa base pois a forma bilinear associada a forma quadratica da cénica ou quadrica
é simétrica e com isso o operador linear associado a essa forma é autoadjunto. Esse operador
sendo autoadjunto, possui autovetores (os vetores da nossa nova base). Foram esses vetores
que possibilitaram a diagonalizagdo da matriz da forma quadratica (do operador autoadjunto)
e com isso, os coeficientes que multiplicavam os termos mistos da equacdo da coénica ou
quéadrica se tornaram zeros. Ou seja, sob a nova base ortonormal (sob novos eixos), a conica
ou quadrica ndo estd mais rotacionada. Por fim, nés completamos quadrados (transladamos
nossos novos eixos) de tal forma que o centro (ou o vértice) da cénica ou quadrica estivesse
na origem, agora de um novo sistema (rotacionado e transladado). Isso quando possivel. Foi

sob esse novo sistema que obtivemos a forma candénica que desejavamos.

Podemos concluir que a Algebra Linear tem importante relevancia nos estudos de cénicas
e quadricas. Além disso, a classificacdo das conicas e quadricas e suas formas degeneradas

proporcionou um aprofundamento nos estudos de Geometria Analitica.
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