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RESUMO

No estudo da geometria espacial, na maioria das salas de aula, o professor utiliza-
se de uma superficie plana para apresentar os elementos geométricos em figuras
tridimensionais. Desta forma, o professor € forcado a desenhar tais elementos,
gue por ser em uma superficie plana, deformados para se ter uma visdo/nocéao de
profundidade. Sendo assim, este trabalho se justifica, pois, visa apresentar uma
proposta metodologica que pretende facilitar o desenvolvimento e o trabalho
pedagdgico que envolve tanto a visualizacdo como a interpretagdo de figuras
tridimensionais tendo o aluno, através do “software” GeoGebra. Tomamos como
proposta a utilizacdo do “soffware” GeoGebra para o ensino de sélidos
geométricos baseado na construcdo e exploracdo de seccdes em solidos
geométricos, com a exploracdo de conteudos como semelhanca, calculo de
distancias especificas, areas de seccdes, assim como determinar volumes
parciais limitados pela intersec¢cdo entre um plano e uma regido do sdlido
geomeétrico estudado, aplicavel no Ensino Médio. Desta forma, o presente estudo
visa como objetivo, apresentar uma proposta de utilizacdo e exploracdo de um
plano sector para o estudo de sdélidos geométricos com auxilio do “software’
GeoGebra, tanto para construgdo como para a exploragéo de sec¢des em solidos
geomeétricos especificos, com a aplicacdo de conteudos como semelhanca,
célculo de distancias especificas, areas de seccbes, assim como determinar
volumes parciais limitados pela interseccdo entre um plano e uma regido de um
sélido geométrico, em um estudo aplicavel no Ensino Médio. Buscando atender
aos objetivos propostos e desenvolver a tematica do estudo, realizamos uma
pesquisa descritivo-exploratéria com uma abordagem qualitativa, no sentido de
apresentar e aprofundar sobre o uso do “software” GeoGebra para o uso em
ensino de matematica, na préatica, em sala de aula. Os resultados apresentam
uma sequéncia didatica proposta, que vem como uma estratégia para contribuir
para um entendimento mais completo dos soélidos estudados, mais
especificamente, prismas, cilindros, esferas e tronco de cone. As propostas
apresentadas neste estudo, mostram que o professor pode adaptar sua pratica
cotidiana para lecionar e ensinar o aluno a obter medidas em sélidos geométricos,
0 qual se mostra como um modelo matematico para determinar area, alturas,
angulos e volumes parciais com o uso do GeoGebra.

zl

Palavras-chave: Solidos Geométricos. Seccdes. Poligonos. Areas. Volume.
GeoGebra.



ABSTRACT

In the study of spatial geometry, in most classrooms, the teacher uses a flat surface
to present the geometric elements in three-dimensional figures. In this way the
teacher is forced to draw such elements, which, being on a flat surface, are
deformed to have a vision / notion of depth. Therefore, this work is justified,
therefore, aims to present a methodological proposal that aims to facilitate the
development and the pedagogical work that involves both the visualization and the
interpretation of three-dimensional figures having the student, through the
GeoGebra software. We take as a proposal the use of GeoGebra software for
teaching geometric solids based on the construction and exploration of sections in
geometric solids, with the exploration of contents such as similarity, calculation of
specific distances, section areas, as well as determining limited partial volumes.
by the intersection between a plane and a region of the studied geometric solid,
applicable in high school. Thus, the present study aims as a general objective, to
present a proposal for the use and exploration of a sector plan for the study of
geometric solids with the aid of the GeoGebra software, both for construction and
for the exploration of sections in specific geometric solids, with the application of
content such as similarity, calculation of specific distances, section areas, as well
as determining partial volumes limited by the intersection between a plane and a
region of a geometric solid, in a study applicable in high school. Seeking to meet
the proposed objectives and develop the theme of the study, we conducted a
descriptive-exploratory research with a qualitative approach, in order to present
and deepen on the use of the GeoGebra software for use in teaching mathematics,
In practice, in the classroom of class. The results present a proposed didactic
sequence, which comes as a strategy to contribute to a more complete
understanding of the studied solids, more specifically, prisms, cylinders, spheres
and cone trunk. The proposals presented in this study show that the teacher can
adapt his daily practice to teach and teach the student to obtain measurements in
geometric solids, which is shown as a mathematical model to determine area,
heights, angles and partial volumes with the use of GeoGebra.

Keywords: Geometric Solids. Sections. Polygons. Areas. Volume. GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

Situacdes envolvendo a exploracao dos elementos que compde os solidos
geomeétricos surgem naturalmente durante a resolucéo de diversos problemas do
cotidiano, seja este para calculos de areas ou de volumes e até mesmo de
distancias. E comum encontrarmos um trabalho que apenas objetiva repassar de
forma superficial tais resolu¢des, aplicando-se formulas comumente encontradas
em livros, sendo este na sua maioria um ensino mecanico e repetitivo.

Santos e Santos (2019, p. 22) destacam que o “GeoGebra? contribui para
regular o ensino, quando o professor durante a planificacdo reconhece que a
forma como usa a tecnologia pode alterar a forma como o conhecimento é
apresentado”. O presente trabalho toma como proposta apresentar modelos para
explorar figuras espaciais e suporte ao ensino do célculo de volume de figuras
geomeétricas espaciais, utilizando-se de um plano sector e da analise e estudo das
seccdes obtidas dos solidos, explorada de forma dinamica através do “software”
GeoGebra.

Este trabalho estava, inicialmente, proposto para ser aplicado a uma turma
do Ensino Médio de uma escola publica da cidade de Sorriso-MT, todavia a
situacdo atual de uma pandemia global, infelizmente n&o permitiu o
desenvolvimento em uma escola, tornando-se entdo, uma proposta para
desenvolvimento em sala de aula.

Lages (2010) em um video do Programa de Aperfeicoamento para
Professores de Matematica do Ensino Médio (PAPMEM)? descreve que “na
geometria espacial ndo tem jeito, por que vocé desenha no quadro, e o quadro &
bidimensional, entdo vocé tem que distorcer as figuras, entdo vocé nao tem o
auxilio imediato da visao, vocé tem que completar esse auxilio com a imaginagao
[...]". Neste video, Lages (2010) comenta o trabalho do professor Paulo Cezar
Pinto de Carvalho, no livro “Introducdo a Geometria Espacial”, no qual o autor cita
a dificuldade dos alunos, mesmo no Ensino Médio, ao transpassar da geometria
plana para a geometria espacial.

Nessa concepcao, tanto Lages (2010) como o professor Paulo Cezar,

! Trata-se de um “software” livre e gratuito, de matematica dinamica, que associa a algebra, a
geometria, planilhas de calculo, disponibilizado em https://www.GeoGebra.org/. Acesso em 24 de
abr de 2020.

2 Capturado do video “Retas e Planos” publicado por PAPMEM. (2010). Disponivel
em:https://www.youtube.com/watch?v=9PhtCorn0Jw.Acesso em 16 de setembro de 2020.



https://www.geogebra.org/
https://www.youtube.com/watch?v=9PhtCorn0Jw
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alegam ser mais facil trabalhar a geometria plana, pois esta se faz utilizando
objetos que modelam de forma satisfatdria o plano como, por exemplo, um quadro,
uma folha de caderno ou livro.

Desta forma, ao apresentar um elemento da geometria plana através de
uma representacdo pictorica, fica possivel uma apresentacao fiel do elemento
estudado. Conforme o exemplo citado por Lages (2010), o professor de
Matematica ao apresentar um triangulo retangulo ao aluno, seja através de um
objeto com tal forma (esquadro, outros) ou um desenho feito no quadro (aqui
também podemos citar, retas, circulos, quadrados, entre outros), tem a
possibilidade de desenha-lo de forma muito préxima (ou tentar) a se constatar as
propriedades que o define, ou seja, como o aluno deve visualizar ou imaginar um
triangulo retdngulo. De acordo com Carvalho (2005) essa facilidade ndo ocorre no
estudo da geometria espacial, que segundo o0 mesmo, na introducao de seu livro,
ao se passar para o estudo da geometria espacial e “em geral, recorremos a
projecdes bidimensionais de tais objetos. Mas estas projecdes distorcem angulos,
modificam comprimento de segmentos e nao permitem distinguir pontos que
estejam sobre a mesma linha de projecéo” (CARVALHO, 2005, p. 1).

O estudo da geometria espacial utilizando uma superficie plana disponivel
na maioria das vezes, o “quadro negro” em uma parede da sala, para apresentar
os elementos geométricos tridimensionais, fica forcado a desenhar os elementos
gue compdem tais figuras, o quadro, por exemplo, sendo com deformac¢des como,
por exemplo, um circulo representado por uma elipse, um quadrado por um
paralelogramo, entre outros. No mesmo sentido, temos a ocultacao total ou parcial
de alguns elementos (arestas, faces, vértices) na intencdo de proporcionar ao
aluno uma imagem 3D. Tais deformacdes/ocultacbes, ndo raramente, acabam
confundindo a interpretacdo por parte dos mesmos. Dessa forma, a Atividade
Proposta vem como uma estratégia para contribuir para um entendimento mais
completo dos solidos estudados, mais especificamente, prismas, cilindros, esferas
e tronco de cone.

Alguns problemas mateméaticos apresentados em questfes de avaliagbes
gue objetivam determinar as variacdes nos poligonos/figuras obtidos por seccées
em soélidos, especificamente em prismas, piramides e cilindros, explorando as
seccOes em um solido permeia situacdes problemas em contextos onde, podemos

mudar o foco e propor a resolucdo do problema, ainda explorando um plano
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sector, visando determinar, com boa aproximacao, a cada momento, a quantidade
de material liquido (volume) existente em solidos geométricos com determinadas
formas, objetivando a exploracdo e construcdo de modelos matematicos
especificos, pretendendo diminuir as dificuldades em sala de aula.

Existe um complexo processo desenvolvido pelo ser humano, ao escolher
guais serdo os problemas a serem resolvidos e quais as diferentes formas de
resolucao efetuadas por nés e pela maquina. Dessa forma, a proposta pedagdgica
€ apresentada com apoio de um ambiente informatizado, ou seja, em um
laboratério de informatica e/ou a utilizacdo de “smartfones” ou “tablets”,
atualmente de facil acesso.

Considerando que a cada problema eleito e seguidamente buscado sua
solucao, traz também outros valores que podem ser explorados, gerando novos
conhecimentos. Este trabalho se justifica, pois, visa apresentar uma proposta
metodoldgica que pretende facilitar o desenvolvimento e o trabalho pedagdgico
gue envolve tanto a visualizacdo como a interpretacao de figuras tridimensionais,
através do dinamismo do GeoGebra, assim como de todos os elementos que a
compde a figura espacial estudada.

A investigacdo da realidade dos alunos envolvidos contribui com o
envolvimento na resolucéo das situacdes problemas e podendo o aluno observar
0 quanto ha de relacionamento entre o contetdo explorado e 0 mundo ao seu
redor.

Durante o trabalho em sala de aula, me chamou atencéo, apés o ENEM de
2016, uma alta procura, por parte de meus alunos, para discutirmos e conferirmos
0 gabarito de uma questao de geometria que continha a intersec¢céo de um plano
com uma piramide, na qual os alunos ndo conseguiam, em especial, visualizar
e/ou entender sobre quais condi¢cfes a interseccao entre um plano e uma piramide
regular de base quadrada geraria um “pentagono”. Tal duvida nao se limitou a um
pequeno universo, conforme se pode observar pela quantidade baixa de alunos
gue acertaram esta questao, sendo assim, vejo a necessidade em proporcionar
caminhos para o desenvolvimento do ensino/aprendizagem para os alunos, na
intencdo de superar alguns entraves e dificuldades na interpretacdo dos
elementos que compdes o0s solidos estudados, compreendendo de forma
satisfatéria as propriedades geométricas envolvidas no estudo.

O uso do “software” permite a exploracdo das condicdes matematicas
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especificadas ao plano sector, para gerar seccbes em forma de poligonos
distintos, posicionando o aluno em um processo de construcéo e interpretacao
das formas geométricas estudadas.

A seguir estdo imagens que apresentam a questdo e o0s resultados
registrados (Figura 1).

Figura 1. Apresenta questdo de geometria aplicada no ENEM 2016.

QUESTAO 162
E comum os artistas plasticos se apropriarem de

entes matematicos para produzirem, por exemplo, formas

e imagens por meio de manipulagdes. Um artista plastico,

em uma de suas obras, pretende retratar os diversos

poligonos obtidos pelas intersecgdes de um plano com

uma pirdmide regular de base quadrada.

Segundo a classificagdo dos poligonos, quais deles sdo

possiveis de serem obtidos pelo artista plastico?

Quadrados, apenas.

Tridngulos e quadrados, apenas.

Tridngulos, quadrados e trapézios, apenas.

Tridngulos, quadrados, trapézios e quadrilateros

irregulares, apenas.

Tridngulos, quadrados, trapézios, quadrilateros

irregulares e pentagonos, apenas.

®@ 0000

16%* dos alunos que realizaram o ENEM 2016
(prova azul) acertaram esta questao.

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas
Educacionais Anisio Teixeira. Microdados do Enem
2016

* esta porcentagem pode variar em +2% em funcéo
da cor da prova realizada.

Fonte: www.sprweb.com.br/mod _app/index.php

J& iniciado este trabalho, um ex-aluno enviou uma solicitacdo de ajuda
relacionada ao volume de um liquido restante, contido em um tanque. Havia em
seu trabalho uma duvida sobre a quantidade de combustivel restante em um
tanque cilindrico que se encontrava com seu eixo praticamente na horizontal, de
tal forma que a valvula de liberagdo do combustivel se encontrava a uma
determinada altura em relagdo ao solo, restando entdo uma certa quantidade

deste ponto para baixo.


http://www.sprweb.com.br/mod_app/index.php
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A figura 2, abaixo mostra a interagdo ocorrida entre nos:

Figura 2. Mostra dialogo ocorrido com um ex-aluno, o qual solicita um auxilio para
célculo do volume parcial de um tanque cilindrico.

< Y IEm C om0 | < )N . . 0

20 DE JUN. DE 2020 AS 13:50
Qual o formato do tanque e
como ele esta instalado

Passa seu watts

Boa tarde. Nas minhas contas
esta dando aproximadamente
307,30 litros quando a lamina do
combustivel estiver com 8cm de

,‘.;‘ _ altura. Veja se é compativel, se

nao, revejo os calculos
speeio-ism ) .
x alogmapeed 0 <

<
,0
eficios de ter um tangue de abastecimento de Gle
bustivel
ntrole de qualidade de
nbustivel
o tanques proprios para abastecer sua frotaé
0 DEJUN.D
GQ Nesse formato
,:Q (> g 0:45 <
$ Cilindrico il ¥ @
e B @ ¢ ra ® b | OQ ¢ A ® b

Fonte: o autor (2020).

Diante deste problema, também tragamos como objetivos, uma sequéncia
de atividades propostas, para gerar um ambiente para reflexdes e analise, através
do dinamismo do GeoGebra, calculando o volume parcial e/ou completo de
sélidos que representam tanques, em contextos encontrados no dia-a-dia,
propondo novas formas e modelos matematicos satisfatorios.

A estrutura deste trabalho apresenta esta introducdo, seguida pela
fundamentacao tedrica, metodologia, resultados e consideracdes finais. Os
resultados foram apresentados como “A proposta: como o professor pode utilizar

0 GeoGebra para determinacdo de comprimentos, areas e volumes em sala de
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aula” que mostra ao longo do texto uma estratégia que pode ser usada por
professores durante suas aulas. Esse capitulo foi feito para atingir os objetivos
propostos dessa pesquisa de mestrado. Como resultados foram disponibilizadas
atividades para a construcao de diversas situacoes problemas com a exploracao
visual e matematica de figuras geométricas, espaciais e planas. Essa estrutura foi
usada como alternativa, pois as salas de aula, tanto do ensino fundamental como
do ensino médio ndo estavam tendo aula no momento da pesquisa. Nesse caso
tivemos que optar por essa modificagdo no projeto inicial e ndo trabalhar com
pesquisa in loco.

Por fim, este trabalho expde como meta final, construir modelos
matematicos que possam ser utilizados para recipientes (solidos geométricos)
regulares e irregulares, visando principalmente utilizar-se de uma realidade mais
proxima do aluno, ou seja, recipientes utilizados para armazenar liquidos diversos,
0 quais estao no dia-a-dia, posicionados de uma forma que, seja usada a altura
do liquido contido, de modo a determinar o mais exato possivel, em cada
momento, a quantidade de liquido contido e/ou retirado do recipiente. Os modelos
e solucdes obtidas podem ser aplicadas a quaisquer outros recipientes do mesmo
tipo que apresentarem outras dimensdes.

Desta forma, pretende-se que este trabalho tenha a intencédo de buscar
aplicacdes nao tdo comum, cito explorar de forma ampla um plano sector, que
venham colaborar com ensino da Matematica, bem como suas possiveis
aplicacoes.

Buscando atender aos objetivos propostos e desenvolver a tematica do
estudo, os procedimentos metodolégicos adotados para o alcance dos objetivos
buscam desenvolver uma pesquisa de abordagem exploratdria bibliogréafica,
desenvolvendo-se um estudo sobre, sequéncia e proposta didatica, uso do
“software” GEOGEBRA em sala de aula para o uso em ensino da Matematica e o
ensino da GEOMETRIA. Este método nos permite trabalhar processos sociais
ainda pouco conhecidos referentes a grupos particulares, nos proporciona a
construcdo de novas abordagens, revisdo de conceitos e categorias durante a
investigacao (MINAYO, 2014).

Desta forma, objetivamos, proporcionar mais informagBes sobre
determinado assunto; facilitar a delimitacdo de uma tematica de estudo; definir os

objetivos ou formular as hip6teses de uma pesquisa, ou ainda, descobrir um novo
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enfoque para o estudo que se pretende realizar. Pode-se dizer que a pesquisa
exploratdria visa principalmente, o aprimoramento de ideias ou a descoberta de
intuicdes.

Para a coleta de dados foi utilizada a base de dados da Biblioteca Virtual
na plataforma Google Académico, onde o critério de busca se deu através dos
descritores: GeoGebra, historia da matematica no Brasil, utilizando-se dos
“‘operadores boleanos and, or e and not”. Para tal, foram encontrados com o
indexador, resultados de publicagdes, artigos e livros de temas mais relevantes,
sendo estes, utilizados para a pesquisa.

A coleta de dados €é considerada a etapa da pesquisa onde se inicia a
aplicacdo dos instrumentos elaborados e das técnicas selecionadas para
levantamento dos dados. Para tanto detalharemos abaixo como se deu a coleta
de dados da pesquisa em questdo (MARCONI; LAKATOS, 2007).

O periodo de coleta de dados, ocorreu nos meses de fevereiro de 2019 a
outubro de 2020, e foi realizada através do levantamento de artigos publicados
em bases de dados virtuais, utilizando como técnica a leitura: exploratoria,
seletiva, analitica e interpretativa dos textos, com enfoque na tematica do estudo
e site oficial do GeoGebra disponivel gratuitamente.

A leitura exploratéria objetivou verificar até que ponto a obra consultada
interessa ao pesquisador, a seletiva é a etapa pela qual o pesquisador faz a
selecdo dos materiais que de fato atende seu objeto de estudo, a analitica tem
por finalidade organizar as informacdes encontradas nas fontes, facilitando o
entendimento do problema da pesquisa, e a interpretativa € o momento em que

relacionamos o que o autor nos fala com a nossa problematizacao (GIL, 2002).

2 REVISITANDO A GEOMETRIA

Os conceitos histéricos apontam que a Matematica € uma ciéncia voltada
ao estudo de numeros, grandezas e formas. Informacfes arqueoldgicas
encontradas assinalam que desde a antiguidade o homem ja fazia algumas
operacbes matematicas, contagem, desenhavam figuras geomeétricas buscando
padronizacao. Nessa historicidade Matematica percebemos lagos que fazem com
gue a Matematica se comunique com todas as areas. Essa ligacéo existe, pois, a

Matematica tem sinais que foram inseridos na sociedade a partir do uso de
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palavras que exprimem ideias numéricas (BOYER; MERZBACH, 2019). Diante
desse aspecto, neste topico temos como objetivo apresentar 0s pressupostos
tedricos em que baseamos nossa pesquisa, dando énfase ao contexto historico
da Geometria.

Os estudos da Geometria, na Matematica, estdo ao lado da humanidade
homens no decorrer dos anos, contribuindo em suas construcdes diversas,
crescendo a cada nova experiéncia em sua vida. Desta forma, os pontos a seguir
nos assistirdo a perceber um caminho, os usos e utilizagdes da Geometria.

Os babilénios, com a construcdo dos jardins suspensos (605 a.C.) e os
Egipcios, o com a diviséo de terras para a populacéo pelo Fara6 Sesostris Ill, com
a intensao de receber impostos sdo os primeiros povos citados na literatura que
indicam o uso de geometria ao longo da histéria. “Quando o Rio Nilo transbordava,
e tomava parte dessa terra, era necessaria uma nova metragem da terra de cada
agricultor. A partir dessas medicbes, teria surgido a geometria, do grego
“‘geometrein”, sendo “geo” = terra e “metrein” = medir. ” (FERREIRA, 2015, p. 4).

E interessante compreender o que se entende por geometria, a qual tem
durante seu estudo, as relagbes envolvendo observacdo, assim como, a
capacidade de identificar figuras em diversas formas e tamanhos, através de
comparacdes medicoes.

A Geometria, j& com os Egipcios antigos, quando ocorre a construcdo das
piramides, a geometria tem se mostrada uma ferramenta dindmica até os dias
atuais, em sua trajetdria, o estudo da geometria deu suporte a uma gama de
profissionais.

Ao se olhar para a histéria da Geometria, no tempo em que se inicia com
uma ciéncia organizada na Grécia Antiga, temos como énfase os mateméaticos
gebmetras, com destague para Tales de Mileto, Arquimedes, Descartes e
Euclides, este ultimo, considerado de grande énfase na geometria, com suas
obras, entre elas, a de maior destaque, a obra “Os Elementos”.

Conforme Waldomiro (2011, p. 37), a qual cita Eves (2004) que credita a
Tales os primeiros estudos da Geometria demonstrativa, assim como Andery
(2004), colocando que, o avanco da Geometria dedutiva somente ocorreu apos
Euclides ser escolhido para chefia do departamento de Matematica da

Universidade de Alexandria.
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A obra, Os Elementos, de Euclides, tanto apresenta a introducdo de um
método que faz parte, quanto esta continuamente ajudando a ciéncia até os dias
atuais. Observando-se que, a sistematizacdo da proposicdo, € 0S conceitos
referentes ao sistema axiomatico, admitidos sem demonstracdo para construir as
figuras de maneira logica, os trés conceitos primitivos, de ponto, reta, plano e os
postulados a eles relacionados, constituem a fundacao para a Geometria, a qual
chamamos de euclidiana, ainda Uuteis na atualidade, mesmo havendo
guestionamentos sobre sua utilizacdo, por parte de alguns matematicos.

Segundo Mocrosky et al., (2012, p. 1) o ensino de Geometria passou a ser
valorizado por ser uma frente da Matematica que € aplicavel em calculos de “forma
dos objetos, nas edificacbes da construcdo civil, nas necessidades de
desenvolvermos senso de localizagéo, direcao, sentido e na possibilidade que ela
nos oferece para a resolugao de problemas” em diversas areas.

Segundo Waldomiro (2011, p. 37), Motta (2004) coloca que a histéria da
Matematica possibilita a re-descoberta de conceitos em sala de aula e temos a
possibilidade de re-criar com a utilizacéo de “softwares” dinamicos, no n0Sso caso,
0 Geogebra.

A Geometria usada tinha sua base matematica pautada nos ensinamentos

de Ptolomeu. Nessa época:

Grandes nomes da matematica, como Pitdgoras e Euclides viveram na
Grécia. Pitagoras, discipulo de Tales, desenvolveu e aplicou os
conhecimentos de matematica, mais especificamente de geometria a
navegacgdo, musica e astronomia. PitAgoras deu nome a um importante
teorema sobre o triangulo retangulo e sua escola chegou a afirmar que
a Terra era esférica, e ndo plana. Euclides, autor da obra "Os Elementos"
introduziu o sistema axiomatico, que parte de conceitos e proposi¢cdes
admitidos sem demonstracao (postulados/axiomas) para estabelecer de
maneira ordenada sua geometria. Assim, trés conceitos fundamentais e
ndo definidos — 0 ponto, a reta e o plano - e cinco postulados a eles
referentes servem de base para toda Geometria chamada euclidiana,
gue ensinamos até os dias de hoje nas escolas (FERREIRA, 2015, p. 5).

Ha tempos, no Brasil, a geometria é lidada como basica, e deveria ser
ensinada no curso primario; desde este periodo, esta area do conhecimento vem

sendo objeto de discussao nas propostas educacionais.

Dessa forma, o ensino das Matematicas, no Brasil, comegou com os
jesuitas. Em algumas escolas elementares, foram ensinadas as quatro
operacdes algébricas, e nos cursos de Arte foram ministrados topicos
mais adiantados, como, por exemplo, Geometria elementar (SILVA,
1999, p.3).
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No Brasil, a geometria também esteve envolvida e usada na arte em guerra
adquirida de seu pais colonizador, Portugal, teve forte influéncia “dos
ensinamentos sobre artilharia”, com aulas de Fortificacdo e Arquitetura Militar.
Esse curso tinha duragéo de cinco anos.

Ensino de fortificacbes e desenhos foram ministradas nessas aulas com
intuito de formar oficiais para proteger as “fronteiras maritimas” brasileiras.
Estratégias de “defesa e ataque” deveriam ser adquiridos pelos oficiais nessa
época. No entanto, faltavam os materiais didaticos disponiveis para o ensino de
algebra “redigidos na lingua portuguesa™. O primeiro professor a atuar no Brasil
foi José Fernandes Pinto Alpoim (1738-1765). Com a formacdo em Engenheiro
militar colaborou com a escrita de livros didaticos para o curso de Fortificacdo e
Arquitetura Militar (Exame de Artilheiros (1744) e Exame de Bombeiros (1748)).
Nesses livros havia conteidos de geometria e a artilharia, assim como, a
geometria e a trigopnometria”. Mocrosky et al., (2012) descreve que “ambas as
obras abordavam os conteudos de modo elementar, 0 que nos leva a associar ao
gue hoje é previsto no ensino fundamental e no Ensino Médio, respectivamente”.

Valente (1999) destaca que dois livros eram adotados, “ Geometria Pratica”
associada a “Aritmética” de Bézout, sendo que, a obra de Bernard Forest Bélidor,
utilizada no Brasil, foi uma traducdo da segunda edigcédo, de 1757, e o Curso de
Matematico de Bélidor com conteldo de matematica e a aplicacdo da Matematica
na engenharia (sendo uma versdo traduzida para a lingua portuguesa para
criacdo da Faculdade de Matematica na Universidade de Coimbra). O ensino de
mateméatica com o uso do livro de Bélidor e de Bézout foi dividido em duas frentes,
sendo uma para a aritmética e a outra para a geometria.

Apoés a vinda de Dom Joédo VI para o Brasil, um novo ensino, a partir de
ensinamentos franceses foram aplicados para o ensino de algebra no Brasil. No
ano de “1809 iniciaram-se os trabalhos na Academia Real dos Guardas-Marinha
e a substituicdo da Academia de Artilharia, Fortificacdo e Desenho pela Academia
Real Militar”. O ensino de algebra no Brasil passou por profundar modificacdes

3 Situando-se historicamente: no ano de 1969, segundo Mocrosky et al., (2012) iria haver a aula
inaugural de Fortificac@o e Arquitetura Militar, no entanto, a falta de materiais didaticos, na lingua
portuguesa (Brasil) dificultaram o andamento dessas aulas.
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nesse periodo, ao adotar textos de Bézout e Lacroix e Legendre segundo
Mocrosky et al., (2012), tendo uma forte influéncia francesa.

No ano de 1827 surgiram novos cenarios para a algebra, em que os alunos
tinham que se preparar para cursos preparatérios e vestibulares no Brasil. Nesta
fase, ensinamentos de algebra fizeram parte do livro elaborado por Cristiano
Benedito Ottoni, sendo considerado o mais importante da época. Mocrosky et al.,
(2012) destaca que:

Nessa trajetdria, sob a alegacédo da evolu¢do da matematica na Europa,
houve um movimento que buscou atualizar a obra de Ottoni,
acrescentado temas novos, com um tratamento mais didatico e a
incluséo de uma quantidade maior de exercicios para os alunos. Essa
etapa da constru¢cdo do ensino escolar no Brasil foi marcada pelo
abandono de obra Unica, com os contetdos de geometria, aritmética e
algebra, como a de Ottoni, para adotar livros de diversos autores em
temas isolados (MOCROSKY et al., 2012, p. 7).

Em 1908 publica a obra “Matematica Elementar sobre um ponto de vista
superior” (SILVA, 2007, online), que pretende mostrar como as distintas areas em
gue a Matematica estava dividida (aritmética, algebra, geometria e trigopnometria)
se entrelacavam. Nesse mesmo ano liderou a formacdo do Comité Internacional
para o Ensino da Matematica (ICME), que é considerado como a primeira iniciativa
concreta para a Educacao Matemética.

A década de 30 foi marcada pelo inicio de aplica¢des de fun¢des e célculo
diferencial e integral com os conceitos de Félix Klein (1849-1925). Com esses
conceitos. Com a necessidade de producao de livros didaticos voltados para o
ensino de matematica, Euclides Roxo elaborou “um livro didatico escrito para o
ensino de matematica do colégio Pedro II”, que passou a ser usado no ensino em

todo o territério nacional. Vale reiterar que:

Nesse livro, o conteddo de geometria é apresentado respeitando a
ordem: hipétese, demonstracao e tese. De um modo geral, até por volta
dos anos 60, as obras produzidas no Brasil, voltadas a educacao basica,
tinham a apresentacédo dos contetdos acompanhados pelas defini¢bes,
teoremas e corolarios, num modelo préximo ao da formalizacdo
euclidiana da geometria, seguidos de inUmeros exercicios que
solicitavam a demonstracdo do aluno (MOCROSKY et al., 2012, p. 7).

Nos anos 60, o movimento voltado a “matematica moderna” transformou o
ensino de matematica brasileiro, ao se preocupar com 0 ensino em um aspecto
mais completo, que compreendia uma época de ensino da matematica com uma
estrutura mais cientifica. Nesse momento, surgem as criticas quanto ao ensino

de algebra eficaz em sala de aula. Havendo a critica que em sala de aula, muitas
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vezes o0 professor ndo ensina os alunos os contetdos que envolvem algebra
(PAVANELLO, 1993), fazendo com que o ensino de algebra deixe de ser “intuitivo
e pauta-se na demonstracao e no formalismo”. Essas criticas se justificam devido
ao fato da falta de modernizacdo do ensino de algebra apresentados nos livros
didaticos.

A partir dos anos 80 essas criticas chegaram ao ensino aplicado de algebra,
gue vem sendo marcado por reformas que alcancaram uma fase que se busca

um modelo renovador para o ensino-aprendizagem de algebra no Brasil.

3 TECNOLOGIA APLICADA AO ENSINO E APRENDIZAGEM DE
MATEMATICA

Ao iniciar esse topico, destaca-se que:

O papel a desempenhar pelo professor numa sala de aula é - posto de
uma forma simplista - o de tornar o caminho entre a Matematica e os
alunos o0 mais curto possivel. Cabe ao professor, que admitimos
encontrar-se ja suficientemente perto de ambos, Matematica e alunos, a
missdo de conduzir a Matematica até aos alunos ou de levar os alunos
até a Matemética (VASCONCELOQOS, 2015, p. 1).

Portanto, a esse destaque o professor € o formador, o trabalho docente do
professor formador no contexto atual das reformas envolve as mudangas no
mundo contemporaneo (DE ANDRE, 2010). De Pesce e De André (2012, p. 40)
descrevem que “a docéncia € uma atividade complexa e desafiadora, o que exige
do professor uma constante disposicdo para aprender, inovar, questionar e
investigar sobre como e por que ensinar”. Frente as mudancas que as inovacfes
trouxeram para o mundo moderno, ha de se concordar com os dizeres de Tardif
(2002) ao afirmar que a “pratica reflexiva pode ajudar o professor a responder as
situacdes incertas e flutuantes, dando condi¢cfes de criar solu¢des e novos modos
de agir no mundo”. Assim, o professor € o formador, aquele que leva as técnicas
para dentro da sala de aula, lan¢a desafios e pode ser inovador diante de qualquer
situacao.

Essa colocacédo final no paragrafo anterior diz respeito principalmente,
aquele professor que coloca dificuldades em tudo, reclama do local, dos alunos,
da escola, do quadro, da caneta, do ensino, sem ao menos tentar enxergar uma
saida. A inovagcdo em sala de aula, ndo acontece simplesmente quando se tem
tecnologia de ponta, ‘“internet” disponivel e/ou uma escola modelo. Para

acontecer, deve haver a inovacado baseada em pequenas mudangas no uso,
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técnicas, sala de aula, aplicacbes de conteudo diferenciados que muitas vezes
nao acontece na pratica. Para justificar essa colocacdo, empresto a frase de De
Pesce e De André (2012, p. 40) ao citar Imbernén (1994, p. 50) destaca que “o
objetivo de conseguir uma transformacgéo escolar e social, e uma melhora na
gualidade do ensinar, e de inovar”.

No mundo contemporaneo, a “internet” e as redes sociais estao presentes
em nossas vidas e ocupam um expressivo tempo das nossas praticas cotidianas.
A Tecnologia de Informacéo e Telecomunicagao — TIC — tornou-se muito mais que
ambientes de entretenimento e navegacao, sdo canais de comunicagao, de midia,
de encontros, de bate papo, de propagandas, comércio, entre outros. A populacéo
encontra-se mais conectados, e dados indicam que as novas tecnologias
impactam diretamente sobre o cotidiano humano e corporativo (SILVA FILHO,
2010). As redes sociais se tornaram um espago propicio ndo somente para
socializacdo e distracdo, mas também de acesso a informacdo e manifestacao
social e individual. Sendo assim, a liberdade de expressdo e o exercicio dos
direitos individuais tornaram a “web” uma arena de varios embates de opinides,
uma vez que fazer parte de um espaco em que, simultaneamente possibilita novas
informacdes, permite a livre expressao e cria-se, naturalmente, um grande espaco
de debates.

O professor, que é atuante em sala de aula, pode ver a TIC como uma
ferramenta eficaz para usar em suas aulas. Nessa concepcao, esse facilitador
pode integrar sua pratica de ensino-aprendizagem ao uso de tecnologias e saber-
fazer aulas atrativas e bem-sucedidas para seus alunos.

Nesse contexto, emergem as discussdes acerca da busca de formacao de
um novo educador que possua um perfil que lhe possibilite mudar rotinas e
atitudes antes utilizadas em sala de aula. No ambiente escolar, as Tecnologias de
Informacdo e Comunicacdo (TIC) podem ser usadas como ferramentas para
propiciar um ambiente atrativo para os alunos, criando ainda condicfes para a
construgéo de conhecimentos adequados ao mundo atual (OLIVEIRA, 2011).

Como a tecnologia esta inserida no cotidiano do aluno moderno através do

uso de celulares, televisao, radio, “internet”, entre outros, no mundo atual:

Ensinar Matemética sem mostrar a origem e a finalidade dos conceitos
€, segundo Sebastido e Silva, como falar de cores a um daltdnico: é
construir no vazio. Especulag@es matematicas que, pelo menos no inicio,
ndo estejam solidamente apoiadas em intuicBes, resultam inoperantes,
ndo falam ao espirito, ndo o iluminam. E necessario fornecer
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experiéncias que encorajem e permitam aos alunos dar valor a
Matematica, ganhar confianca nas suas capacidades matematicas,
tornar-se em solucionadores de problemas matematicos, comunicar
matematicamente (VASCONCELOQOS, 2000, p. 5).

Nesse aspecto, o uso das TIC’s para o ensino de GEOMETRIA, pode vir a
proporcionar um conhecimento atrativo e estimulante para os alunos, que
passaram a interagir, gostar mais de Matematica e atingir os objetivos propostos
da aula. Borba e Villarreal (2005), citado por Galleguillos (2013) e Santos e Santos
(s.d.) “expressam que as ferramentas tecnoldgicas modificam a forma como
aprendemos”, ou seja, ndo tem sua importancia e funcionalidade apenas na
geometria.

O ensino segundo Santos e Santos (s,d, p. 3) tem recebido:

[...] reclamacdes surgidas dentro do ensino (basico, médio, superior), €
a critica acirrada ao velho modelo tradicional. Neste modelo tem-se a
ideia de uma sala de aula onde o professor detém todo o conhecimento
e os alunos sdo somente passiveis no ensino sendo 0s UNicos recursos
metodolégicos um quadro, giz e apagador (SANTOS e SANTOS, s,d, p.
3).

Lopes (2013, p. 7019) explana sobre a informatica e o ambiente escolar,
afirmando que quando o professor usa as TIC's em sala de aula, passa a
despertar a interacdo entre os alunos, passando a “despertar no professor a
sensibilidade para as diferentes possibilidades de representacdo da Matematica,
0 que € importante no momento de realizar construcdes, analises, observacdes
de regularidades e ao estabelecer relagées”. Com essa explanacéo, “o uso do
software GeoGebra como recurso didatico na sala de aula de matemética” foi
trabalhado por Lopes (2013). O autor aponta que quando séo usados “software”
em sala de aula ha “construcdo, dinamismo, investigagdo, visualizagéo e
argumentacao” no ensino de matematica.

Desta forma um “software” de geometria, através do dinamismo
proporcionado, se torna uma ferramenta poderosa, dando tanto ao aluno como ao
professor outras opcdes para o fortalecimento do ensino da geometria, plana e
espacial, permitindo que ambos possam principalmente manipular
tridimensionalmente as figuras em estudo, saindo da forma estética apresentada
nos livros e/ou da visualizacéo, muito das vezes dificultosa e mal interpretada dos
desenhos elaborados no quadro pelo professor.

Vamos entao as definicbes dos elementos mateméaticos que precisaremos

para as construcdes e desenvolvimentos das atividades que serdo propostas.
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3.1 Revisando alguns conceitos de geometria
3.1.1 O plano
Conforme Dolce (1938) destaca,

As nocgdes (conceitos, termos, entes) geomeétricos s&o
estabelecidos por meio de definicdes. Em particular, as primeiras
nocdes, 0s conceitos primitivos (no¢des primitivas) da Geometria,
sdo adotadas sem definicdo. (DOLCE et al., 1938, p. 1).

Logo, sera adotado, sem que se apresente uma definicdo formal, o conceito
de plano, considerando que o leitor ja tenha uma nocéo, devido suas experiéncias
diarias (da mesma forma, se aplica para ponto e reta).

De forma intuitiva podemos adotar que, enquanto a reta se apresenta como
um ente unidimensional, o plano se mostra um ente bidimensional. Contudo, para
gue ndo tenhamos problemas com nossa imaginacdo, vejamos que a superficie
de um lago infinito e em estado colossal de inércia, imita de forma grosseira um
plano.

Existem quatro maneiras de determinarmos um plano, ou seja, torna-lo
Unico no espaco:
1°) com trés pontos nao colineares, temos um unico plano que os contenham;

2°) dada uma reta e um ponto fora dela, temos um Unico plano que os contenham;
3°) Dado, duas retas concorrentes, temos um unico plano que as contenham;
4°) Dado, duas retas paralelas distintas, temos um Unico plano que as contenham.

Por trés pontos do espaco nao situados quem na mesma reta passa um e
somente um plano. Dado um plano do espaco, existem pontos que pertencem ao
plano e pontos que néo pertencem ao plano (CARVALHO, 2005, p. 5).

Todo o plano divide o espaco em dois semi-espacos que tém a seguinte
propriedade se: A e B estdo em um mesmo semi-espaco entdo o segmento AB
esta contido neste semi-espaco e ndo corta o plano se os pontos A e B estdo em
semi-espacos distintos o segmento AB corta o plano (CARVALHO, 2005, p. 8).

3.1.2 Intersecc¢éao de planos

Conforme Dolce e Pompeo (1993), se dois planos distintos tém um ponto

comum, entdo eles tém pelo menos “um outro” ponto comum.

(a;tﬁ, PEaePEﬁ:(HQIQ;tP,QEaeQEﬁ)
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Entdo podemos citar o seguinte Teorema:

Se dois planos distintos tém um ponto comum, entdo a intersec¢ao desses
planos é uma Unica reta que passa por aquele ponto (DOLCE e POMPEO, 1993).
Sendo importante ressaltar que a definicdo dada para dois planos secantes,
conforme Dolce e Pompeo (1993), sdo que dois planos distintos que se
interceptam (ou se cortam) sdo chamados planos secantes (ou concorrentes). A

reta comum € a intersecc¢ao desses planos ou o traco de um deles, no outro.

3.1.3 Poligonos

Em Geometria, uma figura que representa um poligono € uma regido plana,
limitada por uma linha poligonal fechada: temos como exemplo um quadrado, o
gual € um poligono de quatro lados, sendo estes, segmentos de retas que uni dois
vértices consecutivos na figura. A palavra poligono advém, provém do grego e

significa muitos (poly) e angulos (gon).

A figura a seguir, apresenta trés poligonos distintos: um triangulo, um

retangulo e um pentagono.

Figura 3. Trés poligonos, triangulo, retangulo e pentagono.
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Fonte: Construidos pelo autor utilizando o GeoGebra.

3.1.4 Areas

Adotaremos o conceito de area, conforme Muniz Neto, onde de forma
intuitiva consideraremos que a cada regido contida em um plano, associaremos a
ela, um numero real positivo, o qual dimensionara o espac¢o ocupado por tal regido
(MUNIZ NETO, 2013, p. 180). Para representarmos a unidade de area,
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tomaremos um quadrado cujo lado mede 1 unidade de comprimento, o qual
representara uma regiao com 1cmz2.
Conforme Dolce e Pompeo (1993), area de uma superficie limitada é um

namero real positivo associado a superficie de tal forma que:

I. As superficies equivalentes estdo associadas areas iguais e

reciprocamente.
A=B & (Area de A = Area de B)

il. Soma de superficies esta associada a uma area que € a soma das

areas das superficies das parcelas.
(C=A+B) - (Areade A+ Area de B)

iii. se uma superficie esta contida em outra, entdo sua area € menor (ou

igual) que a area da outra.
Sendo assim, tal conceito também se torna Util para nosso trabalho, pois

trataremos de areas de figuras obtidas através de sec¢bes em solidos.

3.1.5 Area de uma superficie triangular

O célculo da area de uma superficie pode ser calculado conforme mostra

a figura 4, abaixo:

Figura 4: Exemplos de area de uma superficie triangular.

"'b
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Fonte: Dolce e Pompeo (1993).
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Desta forma, dado um triangulo ABC, cuja base mede “b” e altura de

medida “h”, podemos considerar que sua area € equivalente a um paralelogramo

cuja base também mede “b” e possui altura “h/z” (Figura 4).

3.1.6 Area de uma superficie retangular

Dada uma superficie retangular R de comprimento a e largura b, conforme
ilustrado na figura 5, em que a e b sédo nimeros reais. Construindo uma superficie
guadrada cujas medidas de seu lado € a + b, pode-se observar que tal superficie
quadrada é formada por dois quadrados a?e b? e dois retangulos iguais a R.

Como a area dessa superficie quadrada (A. quadrado) é dada por:
Area do quadrado = (a + b)? = a®? + 2.a.b + b?,

logo extraindo a area dos dois quadrados a? e b?, nos resta entdo a area
gue representa dos dois retangulos, sendo ela 2.a.b , ou seja, 2R = 2.a.b, dai

conclui-seque R = a.b .

Figura 5: Representacdo geométrica da igualdade (a + b)? = a? + 2.a.b + b?.

Fonte: o autor (2020).
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3.1.7 Secgao

Sao varias as formas que encontramos uma sec¢ao em solidos, temos, por
exemplo, a seccéo de um poliedro onde se obtém um poligono plano que possui
apenas um de seus vértices em cada aresta do poliedro seccionado. O significado
de seccdo na Geometria segundo o Dicionario “online” de Portugués* é uma
“regido marcada pelo encontro, pela intersegéo do cilindro com um plano paralelo
as suas bases: seccao transversal’, neste caso se refere a uma seccao particular

do cilindro.

Na pratica, como exemplo (Figura 6), onde podemos observar trés dos
guatro (de acordo com o numero de lados) poligonos possiveis de se obter nas

seccOes que um plano provoca em um cubo:

No caso particular em que A € al, B € a2 e C € all, definimos D = AB
N V3V4 e aplicamos as propriedades acima referidas para a obtengao
dos restantes vértices do poligono. Para esta configuracéo de pontos, as
seccdes possiveis sdo quadrilateras, pentadgonos e hexagonos. = Notar
que obtemos secgdes triangulares, quando o plano ~ ABC intersecta trés
arestas incidentes num mesmo vértice.

[...]"a dindmica destas construcgdes, controlada pelos seletores "a, € ¢,
permite visualizar todas as sec¢des planas de um cubo”.

Figura 6: Apresentacédo de algumas secc¢des planas do cubo.

Fonte: Reis e Cordeiro (2012).

4 Disponivel em: https://www.dicio.com.br/seccao/
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Para Piaget e Inhelder (1993, p. 19), “as estruturas perceptivas ou sensorio-
motoras constituem, inicialmente, o ponto de partida e, apds, a subestrutura de
toda a construcio representativa do espacgo”. Para os autores, as percepcgdes do
aluno quanto aos objetos podem ser resultantes de um contato direto com eles.
Segundo Reis e Cordeiro (2012, p. 1) “as indicagbes metodologicas dos
programas do Ensino Secundario, os estudantes devem saber desenhar
representacdes planas de solidos, descrever a interseccédo do cubo com um plano
dado, construir e representar a interseccido obtida’. Nesse contexto, a
representacao dos objetos pode duplicar a percepg¢éo e completar o conhecimento
perceptivo do aluno referindo-se a objetos que muitas vezes néo sdo observados
(PIAGET; INHELDER, 1993, p. 32).

3.1.8 Volumes
Segundo o livro de Geometria da colecdo PROFMAT, da Sociedade

Brasileira de Matematica, (MUNIZ NETO 2013) temos como conceito de volume:

Intuitivamente, o volume de um sélido é uma medida do espaco que ele
ocupa. Esperamos, entdo, que dois sélidos disjuntos tenham volume
iguais a soma dos volumes ocupados por cada um deles. Também se
um dos sélidos estiver contido no outro, é razoavel supor que o volume
do primeiro seja menor ou igual que o volume do segundo. Por fim, para
gue possamos expressar numericamente essas medidas de espaco
ocupado, precisamos de uma unidade de medida que sirva de
referéncia. MUNIZ NETO (2013, p.392).

Intuitivamente, temos que o volume de um solido é representado pela
medida do espaco que este ocupa, logo espera-se que dois sélidos sem pontos
comuns, tenham a soma de seus volumes iguais ao espago ocupado por cada um
deles (MUNIZ NETO, 2013, p. 336).

Assim como quando definimos “AREA”, citaremos conforme Dolce e
Pompeo (2001), no qual define que o volume de um soélido € um namero real

positivo associado ao sélido de tal forma que:

i. Sélidos congruentes tem volumes iguais;

ii. Se um sélido S é a reunido de dois solidos S1 e S2 que ndo tém pontos
interiores comuns, entdo o volume do sélido S é a soma dos volumes de S1 e
S2.
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De forma analoga ao que utilizamos para medirmos uma area, adotaremos
como unidade de medida do volume, um cubo cuja aresta tem uma unidade de
comprimento, tal sélido ter& como volume 1cms.

Portanto, intuitivamente, podemos determinar o volume de um solido,
através da comparagdo com a unidade de volume adotada, o cubo de aresta uma
unidade, computando quantos destes cubos preencheriam o espac¢o ocupado pelo
sélido em questao.

Chamaremos de reta suporte, toda e qualquer reta que contenha dois
pontos de um segmento dado. Desta forma se dois pontos de um segmento
pertencer simultaneamente a uma reta, logo todo o segmento estara contido na

reta e esta sera sua reta suporte.

3.2 O GeoGebra nos estudos de sélidos geométricos: apresentacao da
interface

O GeoGebra se apresenta como um “software” de construcdes e céalculos
matematicos, multiplataforma, gratuito, que disponibiliza e combina em uma
mesma GUI (“Graphical User Interface") os conceitos da Geometria e da Algebra,
tendo se mostrado Util tanto no ensino da Matematica basica como da Matematica
superior. E um ambiente que mescla geometria, tabelas, graficos, éalgebra,
estatistica e calculo numa Unica aplicagao.

Como este trabalho tem um foco especial na Geometria, é interessante
destacar que, o Geogebra proporciona ao seu usuario um ambiente no qual
também é possivel utilizar-se da “geometria dindmica”. Conforme Gravina (1996),
programas que também possuem, como base de sua constru¢éo, os principios da

“‘geometria dinamicas” possuem as seguintes propriedades:

Sao ferramentas de construcdo: desenhos de objetos e configuracdes
geomeétricas sao feitos a partir das propriedades que os definem. Através
de deslocamentos aplicados aos elementos que compde o desenho,
este se transforma, mantendo as relacbes geométricas que caracterizam
a situacdo. Assim, para um dado objeto ou propriedade, temos
associada uma colecdo de “desenhos em movimento”, e os invariantes
gque ai aparecem correspondem as propriedades geométricas
intrinsecas ao problema.

Gravina, citando Fischbein (1993), referindo-se a questdo de o desenho

interferir no aspecto conceitual:
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“A dificuldade em manipular objetos geométricos, a saber, a tendéncia
em negligenciar o aspecto conceitual pela pressédo de restricbes do
desenho, € um dos maiores obstaculos para o aprendizado da
Geometria...Frequentemente condig¢8es figurais (de desenho) escapam
do controle conceitual, e impdem, a linha de pensamento, interpretacdes
gue do ponto de vista de desenho sdo consistentes, mas que nédo sdo
condicdes conceituais. ”

Ainda, segundo a autora, “o desenho entra aqui como materializacéo da
configuracdo geométrica, guardando as relagfes a partir das quais decorrem as
propriedades. ”

Criado em 2001 por Markus Hohenwarter, o Geogebra tem se desenvolvido
continuamente e a cada ano gque se passa, fica cada vez mais popular, o que Ihe
rendeu diversos prémios de “software” educacional, passando a ser cada vez mais
utilizado devido sua disponibilidade para ser instalado nos aparelhos, tais como

celulares, tablets, nootbooks, além dos laptops.

O acesso ao geogebra pode ser realizado gratuitamente através do

link: https://www.geogebra.orqg.

4 A PROPOSTA: COMO O PROFESSOR PODE UTILIZAR O GEOGEBRA
PARA DETERMINACAO DE COMPRIMENTOS, AREAS E VOLUMES,
PARCIAIS E TOTAIS, EM SALA DE AULA

Este capitulo é fundamental para a finalizacéo e aplicacdo deste trabalho,
nele, esta proposto que o professor tenha para iniciar esta forma de se trabalhar
a geometria espacial para alunos do Ensino Médio, exercicios que com seu aluno,
construa e explore figuras geométricas, que de preferéncia estejam vinculadas a
elementos materiais préximo a realidade do aluno, assim como, figuras que serdo
Uteis nos estudos futuros, relacionados aos sélidos geométricos. Buscando
alcancar os objetivos propostos, abaixo tomamos como Atividade Proposta alguns
exercicios que explorem sdlidos espaciais, apenas para dar um norte ao

professor, mas sera necessario que sejam trabalhados mais exemplos:

4.1 Conhecendo o GeoGebra

Primeiro, como ja destacado anteriormente na fundamentacéo tedrica, o
aluno deve aprender a acessar ao GeoGebra usando o

link: https://www.geogebra.org/?lang=pt. Quando o aluno tiver o acesso,
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visualizard uma pagina inicial. Ao acessar esta pagina inicial, aparece o icone

informativo Powerful Math Apps, conforme figura a seguir e, em seguida, vai até

0 icone Geometria, como mostrado.

Figura 7: Péagina inicial do GeoGebra.
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Fonte: https://www.geogebra.org/.

Em seguida, o aluno pode

Geometria, mostrado na figura 9.

explorar os icones disponiveis no ambiente

Figura 8: Ambiente geometria inicial do GeoGebra
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Fonte: https://www.geogebra.org/.
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Nesse ambiente a esquerda, temos o botdo de “ferramentas”, com o qual,
o professor pode escolher as figuras e formas geométricas a se trabalhar, e o
aluno pode visualizar cada construcdo (Figura 9).

Figura 9: Ambiente geometria mostrando as formas geométricas que podem ser
trabalhadas no “software” com o0s alunos.
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Fonte: https://www.geogebra.org/

Ao clicar em um determinado botédo, o “software” apresenta uma barra de
ajuda na regido inferior da tela, citando sua funcédo e/ou quais elementos séo
necessarios para criacdo da figura geométrica ou medicao solicitada, conforme

apresentado na Figura 10.

Figura 10: Ambiente Geometria 3D mostrando a barra com mensagem de “AJUDA”
para utilizagdo de um determinado botéo.
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Fonte: https://www.geogebra.org/
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O ambiente pode ser usado em aulas praticas com acesso ao Geogebra
para determinacdo de comprimentos, areas e volumes. Como ja definimos area e
volume no capitulo 1 deste estudo, agora com o auxilio do “software” GeoGebra
desenvolveremos algumas aplicacbes para o ensino médio que podem ser

propostas em sala de aula.

4.2 Sequéncia de atividades propostas

Para isso, inicialmente, tratando de comprimentos e areas, tomamos como
proposta uma atividade que apresentaremos de forma bem simples. Abaixo pode
ser visualizado o passo a passo, em figuras planas simples que possa iniciar e

agucar o interesse dos alunos sobre o Geogebra. Vejamos a seguir:

4.2.1 Atividade proposta 1 - Comec¢ando a praticar: construcao de dois poligonos

e determinacdo do seu perimetro e sua area

.

Poligono

Clique na ferramenta poligono ;

2. Em seguida cligue em quatro pontos do plano, sendo o quarto ponto

coincidindo com o primeiro;

>

Poligono

novamente clique no botéo ;

Em seguida cligue em cinco pontos do plano, sendo o quinto ponto
coincidindo com o primeiro.
Na figura 11, podemos observar uma figura criada a partir desse passo a

passo, da proposta. Vejamos a seguir:
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Figura 11. Exemplo de figuras construidas, um triangulo e um quadrilatero, com os
passos citados.

]

I

T =
- " 5 =

Fonte: o autor (2020).

?
Distancia,

Em seguida, o aluno pode clicar |compimec | NO DOt&O € consecutivamente

podemos em apenas um lado do poligono para obter seu comprimento ou se pode
clicar no interior do poligono para se obter seu perimetro.

Com esse passo, podem ser visualizados os valores dos comprimentos do
lado AC = 4.2 do triangulo e do lado DG = 3.8 do quadrilatero, como mostra a

figura 12, abaixo:

Figura 12. Exemplo de valor do comprimento do lado AC do tridngulo e do lado DG do
guadrilatero, com o passo citado.
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Fonte: o autor (2020).
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Com esse passo podemos obter, em seguida, os valores dos perimetros
dos lados ABC = 9.5 do triangulo e do lado DEFG = 16.9 do quadrilatero, como

mostra a figura 13, abaixo:

Figura 13. Exemplo de valor do perimetro de cada poligono, com o passo citado.

G

A |B ‘E F

2 Perimetro de ABC =9.5 Perimetro de DEFG = 16.9

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 l i2 13 14 15 16

Fonte: o autor (2020).

O professor pode solicitar para que o aluno calcule a area de cada poligono,

bastando para isso, que o0 aluno selecione a ferramenta [area] representada pelo

em?

[

Area

botéo e em seguida clicar na figura construida, ou seja, nos poligonos.

Na Figura 14, abaixo sdo mostrados um exemplo dos valores de area do

triangulo ABC = 3.3 e do quadrilatero DEFG = 16.3.
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Figura 14. Exemplo de valor da area de cada poligono, com o passo citado.
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Fonte: o autor (2020).
4.2.2 Atividade proposta 2 — Praticando com figuras 3D: Seccdes em

Paralelepipedo reto-retangulo

Construcdes no GeoGebra: sélidos e planos que envolvem seccdes planas
em solidos geométricos no GeoGebra também podem ser realizadas em sala de
aula. Com esta proposta, o professor pode ensinar o aluno a tracar planos
secantes a blocos retangulares (paralelepipedo reto-retangulo), de forma a
obtermos todos os poligonos possiveis na interseccéo do plano com a superficie
do sélido. Como um paralelepipedo retangular possui seis faces, entdo podemos
tracar um plano que intersecta estas faces, gerando como sec¢ao, um poligono
gue pode ter trés, quatro, cinco ou seis lados.

No GeoGebra, uma forma possivel de variar a posi¢cao do plano sector, €
feita através da modificacdo dos trés pontos que determinam o plano. Estes
pontos sdo criados em reta perpendiculares ao plano que contem a base do
paralelepipedo. Desta forma, pode-se modificar a posi¢do do plano movimentando
0s pontos sobre as retas, consequentemente modificando o nimero de lados do

poligono gerado na seccgao.
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O ponto I, que com os pontos K e L, os quais determinam o plano KLI,
pertence a reta suporte da aresta HA, sendo esta, uma das arestas do
paralelepipedo. As figuras 15, 16 e 17, a seguir, apresentam um paralelepipedo
reto retangulo e um plano sector, plano KLI, assim como o poligono obtido pela
intersec¢do deste plano com a superficie do sélido que os alunos podem obter e

observar em sala de aula ao usar o GeoGebra.

Figura 15. Hexagono como secg&o.
€ 5 C 0 @ geogebraorgsd ano

= GeoGebra Calculadora 3D < BOENTRAR..

g & |

- 288 - i‘
0 p: Plano(K,L,) . I
= 3199+ 513y + 1682 = 38.56:
A pll= IntersegaoGeométrical(p.a) E |
-~ 288 '
-~ q= Segmento(H,!) :

- 918
" Angulo(g, p)

- 043

distanciaHj = Distancia(H,j)

~ 6l
O 1 Perpendicular(H, £, esp)

= X=(-3,0,576) + A (-0.99, 0.16,

S = Intersegao(f,r) -

|
|
|
|
|
i
L

i
O .
T
Fonte: o autor (2020).
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Figura 16. Quadrilatero como seccéo.

Fonte: o autor (2020).

Figura 17. Quadrilatero como seccéo.

Fonte: o autor (2020).

A figura 18, a seguir, mostra o plano seccionando o sélido de forma a se
obter um pentagono como secc¢do. O aluno pode observar que o ponto “M” tem o

ponto “A” como um “limite” para o pentagono, ou seja, a partir do ponto “A”, ao se
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movimentar o ponto “M” na reta HA passaremos de um pentdgono para um

hexagono. Como se pode ver na figura a seguir.

Figura 18. Pentdgono como seccao.
= L

Fonte: o autor (2020).

A partir das atividades anteriores mostradas, o professor pode trabalhar
como o sélido possui seis faces, logo, se pode obter um hexagono como seccao,
como podemos ver na figura 19, a seguir.

Figura 19. Hexagono como seccao.

Fonte: o autor (2020).
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O potencial do GeoGebra, permite, ao construir a figura, obter
determinadas dimensdes, assim como medidas de angulos especificos,
facilitando o desenvolvimento da atividade proposta. Nas figuras 20 e 21, a seguir,
sugere-se utilizar uma razao trigonométrica para obtengdo da medida “d” que

também pode se tornar uma pratica para ser explorada em sala de aula.

Figura 20. Segmento “d”, posto como uma incégnita e demais medidas obtidas através
de botbes no GeoGebra, com seccéo triangular.

Fonte: o proprio autor (2020).
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Figura 21. Segmento “d”, posto como uma incognita e demais medidas obtidas através
de botdes no GeoGebra, com sec¢ao pentagonal.
e ,

Fonte: o proprio autor (2020).

Outra proposta que pode ser usada durante a aula pelo professor é a
modificar a posicdo do plano KLI no espaco, pode-se utilizar a construcdo para
aplicar semelhanca de triangulos (Figura 22; Figura 23).

Figura 22. A construcdo no GeoGebra proporcionando aplicar a semelhanca de
tridngulos para determinar medidas.

Fonte: o préprio autor (2020).
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Figura 23. A construgdo no GeoGebra proporcionando aplicar a semelhanga de
triangulos para determinar medidas.

Fonte: o proprio autor (2020).

4.2.3 Atividade proposta 3 - Explorar a secc¢ao de um cilindro - Cilindro deitado e

seccao plana perpendicular as bases

Nas propostas a seguir pretende-se atingir parcialmente as habilidades e
competéncias propostas pela BNCC (Base Nacional Comum Curricular).
Pensando nisto, acreditamos e interpretamos que a exploragcéo das sec¢bes em
sélidos, colabora e da um suporte um pouco distinto, para atingir as habilidades
propostas.

O uso de secgcbes em sélidos geométricos no GeoGebra, para se
determinar volumes parciais de sélidos geométricos, a principio o cilindro, pode
ser uma atividade mais interativa, com animacédo em 2D e 3D. Por exemplo: a
visualizacdo da superficie do liquido e sua respectiva altura, em relacdo ao
solo/piso determinando a quantidade de liquido no cilindro de acordo com a
variagao desta altura.
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A partir desta atividade proposta, o professor pode apresenta-la através de
uma situacdo problemas, desafiando seus alunos através de questionamentos
gue abrangem sélidos geométricos que representa, tanques de armazenamento
de liquidos. Porém o obijetivo final € propor o desafio dentro de um determinado
contexto a realidade imp&e um maior grau de aplicagdo do conhecimento da

geometria. Dessa forma se questiona?

COMO CALCULAR O VOLUME DE LiQUIDOS CONTIDOS EM TANQUES
COM FORMATOS CILINDRICOS E DE TRONCO DE CONE, ESTANDO
POSICIONADOS COM SEUS RESPECTIVOS EIXOS CENTRAIS NA
HORIZONTAL?

E comum encontramos alguns exercicios onde a seccdo formada em um

cilindro é obtida por um plano obliguo em relacdo ao eixo central (Figura 24),
gerando um tronco de cilindro (cilindro truncado). Estes exercicios tém como base
a equacao apresentada abaixo, para determinar seu volume:

g+aG

VTC =Tl'.1'2.( 2

)

No GeoGebra a seccdo do cilindro pode ser construida, estudada e
entendida de maneira pratica. Abaixo, pode ser observado a seccdo de um
cilindro, obtida com um plano sector inclinado, em relacdo aos planos das bases

e as variaveis envolvidas nessa equacao (Figura 24).
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Figura 24. Secc¢éao do cilindro.
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Fonte: o autor (2020).

Todavia, queremos apresentar uma proposta na qual modificamos a

posicao do plano sector, objetivando uma exploracao diferenciada da supracitada.

Nesta atividade, o professor pode trabalhar com uma seccéo paralela ao
eixo central e perpendicular a base do cilindro de raio igual a 2u e altura 6u, sendo

assim, apresentaremos trés formas de se explorar esta forma de secc¢ao:

1?) Estudar a area da seccéao, a qual representa a “lamina” do liquido contido.

e Estudar a variagdo que ocorre com a area da secc¢éo conforme a altura do

liquido. Verificando que existe uma area maxima (Figura 25).
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Figura 25. Variacdo que ocorre com a area da seccéo conforme a altura do liquido.

Fonte: o autor (2020).

O objetivo desta atividade € o aluno constatar a variagdo da area formada
pela seccdo, sendo seu valor maximo obtido quando se atinge a metade do
tanque, logo com a medida "L = 2 m", sendo a altura do cilindro uma constante
"H = 6 m". Abaixo sdo apresentadas as Ferramentas/botdes utilizados para esta

atividade (Figura 26).
Figura 26. Ferramentas/botes usado para estudo do cilindro.

X A % o7 2

Poligono Distéancia, i
Mover Ponto Segmento ¢ ' Comprimento Area
Fonte: o autor (2020).
Pode-se obter tal medida através | Aea do botéo, o qual fornece a

area do poligono selecionado, neste caso, o0 poligono obtido pela seccéo (Figura
27).
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Figura 27. Area do poligono/seccdo. Vista da base do cilindro.

Segmento de medida n

Fonte: o autor (2020).

Todavia, o professor pode trabalhar o célculo em sala de aula, pois
acreditamos que o maior desafio fica em determinar uma expressao que nos dé a
medida da area em funcdo das informacdes na figura 27. Vejamos abaixo, 0
calculo que pode ser explicado para o aluno, com base na figura projetada no
GeoGebra.

As expressdes usam como variaveis a area, a medida de “n” e o valor de
a, sendo:

e No tridngulo ANC, retangulo em N, pois N é o ponto médio do segmento
EC, temos pelo teorema de Pitagoras que:

2
R? = (i) + (2 — n)?, resultando, ap6s substituirmos R = 2 m e isolarmos:

L?,em
L?> =16n — n?
Como podemos determinar a area da sec¢ao pela expressao:
A=6.L,
e elevando ao quadrado ambos os lados da equacao, temos:

A% =36.1%
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Desta forma podemos substituir L? e obtermos:

A?% = 36.(16n — 4n?), entio:

A =./36.(16n — 4n?)
que nos da:

A =6.4/16n — 4n?

Sendo est4, a relacdo que se deve inserir no campo algébrico de “entrada”.
Também podemos determinar o valor da &rea da seccéo através do angulo
a formado entre os dois raios do cilindro utilizando a lei dos cossenos no triangulo

ECA com a« em A. Sendo assim, teremos:

L? = R**R? — 2R.R. cos(a)
L?> = 2R? — 2R? cos(a)
L? = 2R*(1 — cos(a))
Substituindo o valor obtido para L? na expressdo A? = 36.L%, e com o raio

R = 2 m, teremos uma relacéo entre a area da seccéo e o angulo «, ou seja,

A% = 6%.2.22,(1 — cosa)

A =.62.2.22.(1 — cosa)
A=6.2.,/2.(1—-cosa)
A =12.,/(2 —2cosa)
Com a expressao apresentada acima, podemos movimentar o ponto “C”
sobre a circunferéncia da base do cilindro, variando desta forma a posi¢do do
plano sector e consequentemente, alterando o poligono obtido pela sec¢éo. Tal

alteracéo proporciona a variacao do valor de L e consequente no valor da area do

poligono, como, por exemplo (Figura 28):
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Figura 28. Area do poligono gerado na secgao.
= GeopGebra Calculadora 3D
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Fonte: o autor (2020).

A medida “n”do segmento I N, representa no dia-a-dia uma régua muito

utilizada para obter a altura e/ou a profundidade do liquido no cilindro. Inclusive
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podemos determinar a medida aproximada do angulo a entre os dois raios que
ligam o centro da base do cilindro com as extremidades do segmento
representado por L (segmento CJ). Para isso usaremos o tridngulo retangulo ANC

, retangulo em N e a trigonometria basica, com:

L
cos(a) = ( /2)/2 = L/4, sendo assim, a = arccos(l‘/4).

Podendo ser mais uma pratica que pode ser usada em sala de aula pelo

professor ao ensinar a geometria.

4.2.4 Atividade proposta 4 - A construgéo no GeoGebra: Volume parcial no cilindro

- Mensurar volumes parciais em tanques

7

O objetivo é construir a situacdo de medicdo do volume do liquido no
tanque, utilizando as ferramentas disponiveis no GeoGebra. Sua funcionalidade e
seu dinamismo proporciona ao aluno visualizar as questionar, conjectura e
investigar a situacdo em questao, sendo oportunizado construir conhecimento
testando hip6teses. Ao observar os tanques cilindricos em postos: formatos,
posicdes e leituras da régua para o calculo de volume (Figura 29; Figura 30),
temos:

Figura 29. Os tanques cilindricos em postos: formatos e posi¢cdes de instalacao.
Cilindro construido no Geogebra como modelo matematico.

& ]

https://excelbr.com.br, tanque-de-combustive\-paraposto-sistema»els/

Fonte: https://excelbr.com.br/tanque-de-combustivel-para-posto-sistema-els/ (a esquerda
da figura) e a direita construida no GeoGebra pelo préprio autor (2020).
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Figura 30. Tanque cilindrico para instalacdo suspensa: formatos, posi¢des e leituras
com utilizacao de régua para determinar de volume parcial.

-~

Fonte: https://www.Seuposto.com/tanque-aereo-para-combustivel-com-bacia-de-
contencao-capacidade-1000-litro

O professor pode tomar como proposta: estudar o volume parcial contido
em um tanque cilindrico, através da medida da altura do liquido. Tem se como
objetivo principal € determinar a quantidade de liquido contido no interior do
cilindro/tanque dependendo da altura da lamina/seccédo, podendo utilizar um
angulo central determinado, a altura do liquido e/ou um determinado segmento.

O objetivo desta atividade € sistematizar a técnica de utilizar uma régua
para medir a altura em que o liquido se encontra para obter o volume de liquido
contido no recipiente. Através das medidas obtidas pelo GeoGebra e utilizando
seu potencial de dinamismo, movendo o plano que gerou a sec¢ao, com isso,
simulando a variacdo da altura do liquido. Desta forma podemos obter o volume
em duas partes:

e 1.2 parte: determinando o volume estando a secc¢éo (superficie do liquido)
posicionada acima do eixo central do cilindro;


https://www.seuposto.com/tanque-aereo-para-combustivel-com-bacia-de-contencao-capacidade-1000-litro
https://www.seuposto.com/tanque-aereo-para-combustivel-com-bacia-de-contencao-capacidade-1000-litro
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e 2.2 parte: determinando o volume estando a secc¢ao (superficie do liquido)
posicionada abaixo do eixo central do cilindro.
A partir da observacdo desse tanque pode-se determinar seu volume

parcial, tendo o tanque as dimensdes expostas na figura 31, por exemplo:

Figura 31. Calculando o volume. Vista frontal de uma base do tanque cilindrico.

Tridngulo: KAl

Setor
circuncircular:
KHI

Fonte: o autor (2020).
O volume solicitado sera obtido pela seguinte igualdade:
V = (area do setor circuncircular(KHI) + area do triangulo KAI) X 6

Onde a medida “6” representa a altura do cilindro/tanque estudado.

A area do triangulo seréa obtida pela formula basica:

base X altura
Atriéngulo = 2

Sendo que a altura do triangulo sera representada pela diferenca (2 — GN)

e a base pela medida do segmento KI (Figuras 32).



Figura 32. Calculo de volume conforme a posicao (altura) da secgéo
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A seguir, no quadro 1, estao descritos 0s passos a se seguir no GeoGebra,

para construcao da “simulagdo” de um tanque cilindrico posicionado com seu eixo

central na horizontal e um poligono (quadrilatero) gerado com interseccéo de um

plano perpendicular & duas bases do cilindro:



Quadro 1. Comandos usados para “simulagao” de um tanque cilindrico
posicionado com seu eixo central na horizontal.
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Comandos feitos no GEOGEBRA

RESULTADOS OBTIDOS

Selecione [ponto] e clique nos pontos (3;0,0)
e (-3) (eixo vermelho);

Aparecerdo o0s pontos A e B
respectivamente

Selecione [cilindro], cligue nos pontos A e B
e insira um raio igual a 2;

Aparecera um cilindro com o eixo
central contido no eixo X

Selecione [Reta perpendicular] e cligue no
plano e no ponto A;

Cria uma reta perpendicular ao plano
gue passa pelo ponto A

Selecione [Interseccdo de dois objetos] e
cligue na base do cilindro e na reta, em
seguida na janela de algebra, oculte a reta
criada anteriormente.

Aparecerdo dois pontos, C e D,
indicando a interseccéo entre a reta e
a circunferéncia da base.

Selecione [Interseccdo de dois objetos] e
clique na circunferéncia da base do cilindro
e no plano existente;

Aparecerédo dois pontos, E e F.

Selecione [Setor circular] e cliqgue nos pontos
A, C,E nesta sequéncia.

Aparecera um setor circular, contido
na base do cilindro, definido pelos
pontos selecionado.

Selecione [Ponto] e cligue no arco do setor
circular criado. Em seguida oculte o setor
circular

Cria o ponto G no arco do setor
circular.

Selecione [Plano perpendicular] e clique no
eixo Z (azul) e no ponto G.

(1]

Cria o plano “p” paralelo ao eixo central
do cilindro, passando pelo ponto G.

Selecione [Interseccdo de duas ] e clique na
regido de interseccao entre o plano “p”. Em

seguida oculte o plano “p”.

Cria.  um poligono, quadrilatero
retangulo, obtido pela intersec¢do do
plano e a superficie do cilindro.

Selecione [ConfiguragBes] e oculte o plano
original, em seguida selecione
[configuracBes] e oculte os eixo Y e Z.

Oculta o plano inicial do GeoGebra,
assim como o0s eixos Y e Z,
melhorando o visualizacdo do cilindro
e da seccéo.

Selecione [Ponto médio ou centro] e clique
nos pontos | e G.

Cria o ponto médio do segmento IG,
formado na base do cilindro.

Selecione [Segmento] e clique nos pontos C
e L, em seguida nos pontos L e A.

Cria os segmento CL e LA, contidos na
base do cilindro.

Selecione [Poligono] e clique nos pontos |,
AG.

Cria um tridngulo isésceles, com os
lados congruentes iguais ao raio do
cilindro.

Selecione [Setor circuncircular] e cligue nos
pontos L, D, G.

Cria um setor circuncircular contido na
base do cilindro e adjacente ao
triangulo IAG.

Selecione [Distancia, comprimento] e clique
nos pontos C e L, e nos pontos | e G.

Apresenta as medidas dos segmentos
CL e IG (considerada a base do
tridngulo IAG). Estas medidas ficardo
visiveis na tela.

Fonte: Autor usando o “software” GeoGebra (2020).



61

Com nosso tanque/cilindro montado no “software”, agora podemos
determinar o volume contido no recipiente, de forma a utilizarmos a medida da
altura do liquido. Devemos observar que, este modelo esta determinado para uma
situacdo onde mediremos apenas da metade para cima, lembremos que o setor
circular posto no GeoGebra, tem um angulo central de 90 graus.

O proximo passo é colocar para o aluno, o desafio e gerar na aba algébrica
do GeoGebra, uma expressao que nos dé o volume do liquido (Figura 33), o qual
depende da variacdo da altura. A seguir apresentamos uma forma de determinar

esta expressao:

V=(kIG=7)6

Figura 33. Imagem mostra a figura construida no GeoGebra e as variaveis e a
expressao que da o volume do liquido usando variaveis determinadas pela secgéo.

B & < “w
) i = Segmento(A, G, 1)
-2
O tl = Poligono(l, A, G) i [P S s m s
—-17 K: area setor circuncircular !
L P i
® k:SeterCircuncircular(l,0,G) = © 1T 7T T T T TS m s m s m s s m e

/ Distancia IG: base do tridngulo I1AG :

— 832
distinciaCL = Disténcia(C,L)
- 102

® TextoCL=Nome(C)+(Neme(L))+" :
" 4 distanciaCL

distincialG = Disténcia(l, G) L P
- 349 ‘

TextolG=Nome(1)+(Nome(G))+" _5 Y

@ " +distancialG V = ( < 2CL) 6
V= (k+IG ﬂ) - 3
— 6014 — 60.14

Fonte: o autor (2020).

Agora é s6 aproveitar o dinamismo do “software” e variar a posi¢cao do ponto
“G” sobre o arco do setor circular IDG, obtendo-se assim os volumes de acordo
com a altura do liquido. Esta construcdo pode ser explorada pelo professor para
gerar questdes, onde ele, o professor conseguird modificar a questao apenas pela
variagdo do ponto “G”. O enxerto de imagens a seguir, mostra os resultados
obtidos na aba de algebra, com a movimentacdo do ponto, supracitada (Figura
34).
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Figura 34. Imagem mostra a figura construida no GeoGebra e a aplicacdo matematica
para obter os valores numéricos das variaveis e a expressao que da o volume do liquido

usando variaveis determinadas pela seccao.

= GeoGebra Calouladora 3D Superficie de

B & < I liquido na metade
e — . da altura
@ b= SemeelA G ' do recipiente
-2

@ = PellEmelAG)
-0

Medidas: CL e IG

o k : SetorCircuncireular(l. O, G}
- 6.3
distingiaCl = Distincia(C,L)
-2

@  TemcCl=Nome(Ch+{Home{L))+* |
“ -t distanaiaCL

distingialG = Disthecia(l, G}
— 4

&  TestolG=Nomell}+{Home(G)}+"
----- AdsdnalG L Volume de

ve (ke 25%) 6 ﬁ/ liquido

-

@ = SesmentolA.G.11)
-2

o " Pl [ganal, A, G}
- 149

e : SezerCircussiroutar)l, D, G)

o

—- 75
distingiaCl w Distbneia(C,L)
- 11

@  TemoCL=NomelCh+{Name(L))+"
*fisndeciaClL

distincialG = Distincia(l, G)

— 363

() TextodGo Nome| 1) {Mame{G)) +" i
" +distdrcialc

ve i) VE56,6m°
— SB6h |

o iy = SegmertolA. G,t1)
-2

@ t1 = Peliganall, A, G}
- 196

@ k - SetoeCircunciretar (1, D, G)
- 85
distineiaCl = DistdecialC, L}
- D44

an TewtaC Lo Mame[C) 4 { Mame{ L)) " E.
" distanciaCl

distincialG = Distinciafl, G)
- 252

@  Towl=Nomell)+{Nome(Gl+*

1

1

_ 2-€1Y !
v-(ulc 3 }ﬁ :
1

— 1081 : |

Fonte: o autor (2020).
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4.2.5 Atividade proposta 5 - Tanque formado por cilindros e tronco de cone

Como ja sabemos determinar o volume do tanque representado pelo
cilindro deitado, feito na atividade proposta anteriormente, focaremos entdo na
regiao do “tanque” representada por um tronco de cone. Esta regido do tanque
nos traz uma maior dificuldade devido ndo termos de imediato uma férmula
fechada, estando o tanque na posi¢cao deitado, com seu eixo central na horizontal.
Todavia acreditamos que isso ndo impede o desenvolvimento da atividade, sendo
necessario, apenas uma maior participacao por parte do professor.

Figura 35. Tanque representado por soélido composto por cilindros e tronco de cone,
com planos sectores em posicoes (alturas) distintas.

Plano sector 1
G

Fonte: o autor (2020).

O tronco de cone pode ser construido no GeoGebra, através da rotagéao de
um trapézio retangulo, o qual tem o lado perpendicular as bases, contido no eixo
X e cuja dimenséo representa a altura do tronco de cone a ser gerado. A base
maior deve estar contida no eixo Y e também tem sua dimensao de acordo com o

raio desta base. As figuras 36, 37 e 38 mostram esta construgao.
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Quadro 2. Comandos usados para construcdo de um tanque com formato de
tronco de cone com seu eixo central contido no eixo X.

Comandos feitos no GEOGEBRA

RESULTADOS OBTIDOS

Selecione [ponto] e clique nos pontos
A(6;0;0), B(0;5;0), C(0;3;0) e D(0;0,0);

Aparecerdo os pontos A, B, C e D;
respectivamente

Selecione [Reta paralela] e cligue no
eixo X (vermelho) e no ponto C;

Cria uma reta (f) paralela ao eixo X que
passa pelo ponto C;

Selecione [Reta paralela] e clique no
eixo Y (verde) e no ponto A;

Cria uma reta paralela ao eixo Y que
passa pelo ponto A;

Selecione [Interseccdo de dois objetos] e
cligue na interseccéo das retas f e g;

Cria um ponto de intersecgéo entre as
duas retas, ponto F;

Selecione [Poligono] e clique nos pontos
A, B, CeD;

Cria um trapézio retangulo, em D(0,0,0)

Selecione [Superficie de revolugéo] e
arraste o poligono em torno do eixo X;

Cria a superficie de um tronco de cone,
gerada pelos segmentos do poligono
ABCD, com altura igual a 6 unidades e
bases medindo 5 e 3 unidades.

Fonte: Autor usando o “software” GeoGebra (2020).

Figura 36. Construcao do tronco de cone, as coordenadas dos vértices de um trapézio
retdngulo e os botdes utilizados.

A

¢ |
A = Ponto(EixoX) ~ \ ™\ Ponto |
~ (6,0,0) k @ s

B = Ponto(EixoY) \ Reta Paralela

(050 @ X
@  C = Ponto(EixoY) :
T (030 ®

Intersegéo de |,
Dois Objetos

f : Reta(C, EixoX)
—~y=3
g : Reta(A, EixoY)
- x=0

F = Intersecdo(g, f)
— (6,3,0)

Eixo Z

_ EixoY
"

-‘]*4/ (0:510)

Fonte: o autor (2020).
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Figura 37. Trapézio retangulo na origem e lado perpendicular as base contido no eixo

X.

Poligono

sd Trapézio retangulo com
base maior =R=5u,
base menor=r=3u e
altura L=6u

Superficie de um
tronco de cone
de revolugao,
gerado com
a rotagao (360°).
do trapézio—+—|
em volta do
eixo X.

Fonte: o autor (2020).

Vejamos entdo que no caso do tronco de cone temos duas situacdes, as

guais mostraremos a seguir.

Dado um tronco de cone com comprimento L (sua altura), raio da base

maior R e raio da base menor r e sendo H a altura da hipérbole, obtida por uma

seccao na superficie lateral do tronco, através de um plano perpendicular as

bases.

Quadro 3. Comandos usados para construcdo determinacdo de planos sectores
e perpendiculares as bases do tronco de cone.

Comandos feitos no GEOGEBRA

RESULTADOS OBTIDOS

Selecione [ponto] e clique em pontos
sobre o eixo Z;

Cria pontos sobre o eixo X;

Selecione [Plano perpendicular] e clique
no eixo Z e sobre um ponto criado no
passo anterior;

Cria um plano perpendicular ao eixo Z

Selecione [Plano paralelo] e clique no
criado no passo anterior e sobre outros
pontos criado no eixo Z,;

Cria planos paralelos ao plano criado
anteriormente;

Fonte: o autor (2021).
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Figura 38. Mostra o tronco de cone com uma sec¢ao em sua regido lateral, formando
um ramo de hipérbole. No detalhe a altura H do vértice da hipérbole em relacéo a base
maior do tronco.

Altura (H) do vértice da
hipérbole obtida

na intersecgdo com

o plano, em relagdo 2
maior do tronc

Fonte: o autor (2020).

Figura 39. Mostra um plano sector e a distancia h indicando uma “altura” em
relacionado a um plano na “horizontal”.

Medida “h” variando de
acordo com o
plano sector

Plano sector variando sua
posicdo, percorrendo o
diametro da base maior

do tronco do cone

Fonte: o autor (2020).
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Figura 40. Regido do tanque formada pelo tronco de cone com as variaveis que
representam suas dimensoes.

Ramo da hipérbole
obtida com RS ==

a intersec¢do o wlm——— = ﬂ -

do plano sector / l | : ; ;

com a superficie / : ’ ! \ ; A

do tronco d A | | \ :
' |
/ / J \ \
/ S A 1\
_______________ Sfp-=-f = R | U h
; ! ! I ‘ AR
\ \
" \ / | |: | \ 1 L
1 \ \
H 1/ A | I \ \ 1\
AT LR oA O N |
'L: : S == _:\__ — ; =t aL' ) 2 k) t_*_\\
2y S il P e B P P we i
_'k :r " _‘:g-: o :. = S N
- - "t \‘\ -~ X ’ L —
% - >"r— G —"\— - _ | —
- D 1 So S

Fonte: o autor (2020).
Determinaremos H em func¢éo dos raios e comprimento (altura) do tronco
de cone (R, 1, L) para seguidamente o aferimento em funcdo de “h" para intervalos
determinados.
Determinemos d por Pitdgoras no grafico 2 temos d? = R?— (R — h)?

agora determinemos H por semelhanca de triangulos

L _H _Lh
" = n onde H = /(R—r)

Ja temos o necessério para medir o volume parcial no intervalo h € [0; (R —
r)], a equacao do hiperboloide eliptico que utilizamos de base

2 2

x Y
L=E T
porém o que nos interessa € a area, a qual € dada pela formula

Aelipse = ndh,

logo existe um circulo de raio "ra" o qual sua area é igual a area da elipse dada

por



68

Agiipse = m(ra)* = mdh,

entdo substituindo pelo area do circulo fica

ra = Vdh,
calculamos o volume como a metade do volume de um cone de altura H e base

de area mdh, sabendo que o volume de um cone é dado por:

V=Zhra?
—3 ra

e Caso (1)
Entdo o volume a altura h, é determinado por

ThLV2hR — h?h

i =—x -5

Para calcular o volume parcial do tronco de cone para h entre O e R — r, aplicamos

a formula anterior.

VlUsznmggT;MhpmaOShSR—r (1)
e Caso (2)

Neste caso a calculo do caso (1) somamos a diferencia do cone maior —

cone menor.

Aplicando a férmula do caso (1) para 0 cone maior € 0 cone menor

imaginario, obtemos

mhLV2hR—h2h
6(R-T1)

Vi(h) = paraR—r <h<R 2)

Para o cone menor a férmula (1) fica

ntL(h+r—R)\/72—(r—(h—(R-1)))%2(h—(R-T))
Vy(h) = et

paraR—r <h <R ()

Ficaria o volume V3 = V;(h) — V,(h) paraR —r <h <R

Chegamos a metade do volume do tronco de cone vamos entdo obter a

férmula final para aferir um tanque de forma de tronco de cone ficaria
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. 2R L
Agora vamos efetuar a particio com passo h = —, onde n sera o nimero

(11 1}

de fatias que aferiremos preferivelmente “n” par.

Os resultados assim obtidos, estdo apresentados como um modelo, que se
mostra satisfatorio para a resposta ao nosso problema, todavia, a particdo de
nosso solido apresenta um “erro de modelagem”, que ocorre devido a substituigdo

de um hiperboloide eliptico cuja equacao € dada:

2 .2
Z? =c? (%+%+1)
por um cone eliptico de equacao:
2 L2
VAR cz(% + %)
gue se obtém ao eliminar ¢? na equacéo do hiperboloide eliptico.

Para obter uma formula exata para este aferimento precisariamos aplicar o
célculo integral, o que nao é normalmente estudado no ensino medio, além de nao
permitir utilizar a geometria plana e espacial, estas sim sdo estudadas neste
ensino médio. Também temos a vantagem de mostrar o erro da modelagem

matematica.

A formula exata do volume de um hiperboloide eliptico de altura h é:

abh3m
3c?

Vh=abhm +

onde a e b sédo os semieixos da elipse base e c a distancia da origem ao
vértice da hipérbole.

Para os hiperboloides com he [0,R —r] , teremos:

a=d:\/R2 — (R — h)? ,b=h ,c=L(R-h)/(R-r)
substituindo a,b e ¢ obtemos:
h?(r-R)?

V1= hPn(3 + o )V —h(h = 2R) , he [0,R — 7] (4), com h

Para os hiperboloides he [R — r,R] , teremos:

a=\/r2 —(r—nh)? ,

b=h ,c=L(r-h)/(R-r) substituindo a,b e c obtemos:
_1 h?(r—R)*
V2= -h*mf~h(h - 2r)(3 + (;_r)z) (5)
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Finalmente precisamos calcular V1 para he[R—r,R] teremos

a:d:\/R2 —(R—=h)? ,b=h ,c=L(R"2—-h(R—71))/R/(R — r)substituindo a,b e c
obtemos

= L2 [“h(h — 2R) (3 + oI =RER
Vi=chin=h(h=2R)3 + Zoo—p ) ©)

Voltando ao desenho do tanque, cada um dos planos abaixo pode ser
utilizado com a superficie do liquido contido no tanque, assim como representar
uma graduacdo em uma régua. Caso seja de interesse, pode-se aumentar a
guantidade de planos de forma a se obter uma graduagcdo mais ampla e mais
precisa. De forma simples, basta somarmos as fatias formadas antes do plano
gue representa a altura do liquido.

A figura a seguir, por exemplo, apresenta um tronco de cone com 10
particbes, onde observamos que trés fatias n&do intersectam a base menor, as

apenas duas fatias.

Figura 41. Mostra um tronco de cone com cinco particbes de dez, no qual se pode ver

duas particdes intersectando sua base menor.

Temos 03 fatias em
um segmento do
raio contido no

intervalo [0; R-r]

Temos 02 fatias em
um segmento do
raio contido no

intervalo [R-r; R]

Fonte: o autor (2020).

Como exemplo, vamos a determinar o volume de um tanque em forma de

tronco de cone, cujas medidas sdo R=5r=3elL =6, utlizando n =20
particbes (fatias), logo teremos h = 2X5/20= 0,5, desta forma, os planos

sectores apresentardo uma distancia de 0,5u entre si. Calculamos entdo, os
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volumes da metade das fatias, obtendo metade do volume do tronco e do meio
para o final, aproveitamos as 10 anteriores e somamos em ordem inversa, ou seja,
dobramos o valor da soma das 10 fatias.

A figura a seguir mostra um tanque formado por dois cilindros e um tronco

de cone, com bases coincidentes, cujas dimensdes estao especificadas na figura.

Figura 42. Tanque formado por cilindros e tronco de cone com dimens@es definida -
R=5u,r=3u,L =6u,H =12uel = 4u.

Fonte: o autor (2020).

Atentaremos para a regiao do tanque representada pelo tronco de cone,
pois j& temos uma apresentacdo relacionada aos cilindros (propostas 3 e 4).

Fatiando o tronco até sua metade, temos a seguinte situacdo, conforme
podemos ver na figura 43, onde observamos que quatro fatias estardo antes de
alcancarmos o circulo da base menor e seis fatias iréo intersectar a regido da sua
base menor, até chegarmos no centro. E claro que, os nimeros de fatias que irdo
tocar a base menor do tronco de cone, dependem do nimero de particdes “n” que
faremos, assim como, os valores atribuidos aos raios das bases, maior e menor,

como vimos na figura 41.
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Figura 43. Mostra o tronco de cone com 10 de 20 particdes, feitas por planos sectores
perpendiculares as bases e paralelos entre si.

Planos sectores
paralelos

Fonte: o autor (2020).

Vamos agora construir a sequéncia com os volumes das fatias como a

diferenca de dois volumes consecutivos, chamaremos estes valores de "VF", para

as primeiras fatias (metade) do tronco, que estara definido conforme intervalos

estabelecidos a seguir (Tabela 1):

Vl (hn) - Vl (hn—l):

VF =

para0 <h<(R—-r)

V3(h,) —V3(h,_1),para(R—1r) < h <R.

Vejamos o0 nosso exemplo, conforme as dimensdes do tronco de cone que

compdes o tanque da figura 42:

Tabela 1. Exemplo para calcular as dimensdes do tronco de cone.

n h Vi(h)
0o 0 0

1 0,5 0,856
2 1,0 4,712
3 15 12,620
4 20 25,133
5 2,5 42,511
6 30 64,785
7 3,5 91,780
8 40 123,125
9 4,5 158,246
10 50 196,350




Observa-se que utilizaremos

aplicacdo na formula final V5 (h).
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0<h<20pois R—r=5-3=2,0,

Facamos agora uma tabela para utilizarmos a férmula V,(h), para valores

no intervalo 2 < h <5, pois, para V,(h), ndo termos valores definidos para o
intervalo 0 < h < 2,0 (Tabela 2).

Tabela 2. Exemplo para calcular as dimensdes do tronco de cone usando a férmula

Va(h).

n h V1(h) V,(h)
0 O O *kkkkkk
1 0,5 07856 K*kkkkkk
2 1’0 4,712 *kkkkkk
3 15 12,620 i
4 2,0 25,133 0

5 2,5 42,511 0,651
6 3,0 64,785 3,512
7 3,5 91,780 9,182
8 4,0 123,125 17,772
9 4,5 158,246 29,040
10 5,0 196,350 42,411

Agora construiremos a coluna com os valores para (Tabela 3):

Tabela 3. Exemplo para calcular as dimensdes do tronco de cone usando

Vs =Vi(h) —V,(h)paraR—r <h <R

V3 =Vi(h) —V,(h) paraR—r < h <R.

n h V4(h) V2 (h) V3(h)
0 0 0 Kkkkkkk Fekokkkkk
1 0,5 0,856 Kkkkrkk Fokokkkkk
2 1,0 4,712 Kkkkrkk Fokkkkkk
3 1,5 12,620 Kkkkrkk Fekkkkkk
4 2,0 25,133 0 25,132
5 2,5 42,511 0,651 41,860
6 3,0 64,785 3,512 61,272
7 3,5 91,780 9,182 82,597
8 4,0 123,125 17,772 105,353
9 4,5 158,246 29,040 129,205
10 5,0 196,350 42,411 153,938
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Por fim, vamos a obter o volume das 10 fatias criadas (Tabela 4),
utilizando a formula
Vi(h,) —Vi(h,_1), para0 <h<(R-r)

VF = ou
V3(h,) —V3(h,_4),para(R—1r) <h <R.

Tabela 4. Exemplo para obter o volume das 10 fatias criadas.

n h Vi(h) V,(h) Vi(h) VF
0 o O *kkkkkk kkkkkkk
1 0,5 0,856 itk

2 1,0 41712 *kkkkkk *kkkkkk
3 1,5 12’620 *kkkkkk *kkkkkk
4 2,0 25,133 0 25,132
5 2,5 42,511 0,651 41,860
6 3,0 64,785 3,512 61,272
7 3,5 91,780 9,182 82,597
8 4,0 123,125 17,772 105,353
9 4,5 158,246 29,040 | 129,205
10 5,0 196,350 42,411 = 153,938

desde a circunferéncia até o centro do circulo menor, calculamos no intervalo
[2; 5], utilizando VF = V3(h,) —V3(h,_1),para (R—1) <h <R

VF ={16.7,19.4,21.3,22.7,23.8,24.7}, para (R—r) < h <R

Desta forma, fechamos com a soma de todas as fatias obtidas até a metade

do tronco de cone:
VF ={0.85,3.8,7.9,12.51,16.7,19.4,21.3,22.7,23.8,24.7}

Aqui temos os volumes de todas as fatias, sendo assim vamos aferir o

tanque, obtendo com a soma a metade do volume:
V1/2tronco = 153, 93 un3
verificamos pela férmula que o volume seré:

L
V1/2tronco = e (R?> + Rr + 1r?) = 153,93 un3.

Agora como continua aferimento, ao valor de meio tanque somamos a

sequéncia obtida de forma invertida da lista de volumes Va, desta forma ficaria
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Vliquido = Vl/Ztronco + VFq9
Viiquido = V1/2tronco ¥ VF10 + VF11

Viiquido = V1/2tronco ¥ VF10 + VF11 + VF 2

Visquido = V1/2tronco + VF10 + VF11 + -+ VF19 = 307,86 u®

A tabela a seguir mostra o erro e o erro relativo nos 4 primeiros volumes parciais:

Tabela 5. Apresenta o erro das formulas neste exemplo
volume exato volume aproximado erro erro relativo

0.8562591494771292 0.8558678061729807 0.0003913433041484726 0.04570383912247182
4.723297288209655  4.71238898038469 0.010908307824965213 0.23094688221710385
12.705795707573849 12.61994573657673  0.08584997099711877 0.6756756756756613
25.546448903265148 25.132741228718345 0.4137076745468029  1.6194331983805623

A nossa formula neste caso, nos da uma boa aproximacéao.
O volume para os he[R-r,R] 0 erro o mostramos na tabela abaixo:

Tabela 6. Apresenta os valores, com aproximacdes, relacionados ao exemplo
V1 exato V2 exato V exato V aprox erro relativo

43.1259 0.6521825 2.4737707863 41.859704844 1.4457532978315928
66.2801 3.5449296 62.735198213 61.272230254 2.331973120354584
94,9927 9.52244666 85.470284339 82.597347574 3.3613281936466057
129.4360 20.4043512 109.032096332 105.35325194 3.374093054577358

Observemos que o erro relativo aqui também é aceitavel com valores
dentro do limite de confianca (5%).

Devido uma maior quantidade de calculos que vimos ser necessario e
aconselhamos a utilizacdo de uma planilha eletrénica. O Geogebra possui uma
planilha que podemos utilizar, mas também temos as planilhas do Excel, que se
mostra extremamente eficiente para facilitar e agilizar a obtencéo dos resultados.

Enquanto se utiliza o Geogebra 3D € possivel abrir uma planilha para calculos.

Na figura 44, o botdo formado com nove pequenos quadrados, abre uma
aba onde podemos acessar o “GeoGebra Classic”.
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Figura 44. Mostra a aba que disponibiliza 0 Geogebra Classic para acesso a planilha de

calculos

= GepGebra Calouladora 3D E . wlr__'—-—??___e ‘

P - - o Doee L () Calculadora
Femamentas Basicas :. ________ : : & Geemetia : '
Lo :ﬁmms;_*N(MMMMGMw
0@ s b s 5 (B s .
e e : 5 e | @ Geomelria
4 Calculadora 3D

|x- Calculadora CAS

Calculadora Cientifica

Fonte: o autor (2020).

Apoés acessar 0 GeoGebra Classic, abre-se uma nova aba através de um
botdo composto por trés pequenos quadrados no canto superior direito da tela,

como podemos ver na figura 45, seta azul.

Figura 45. Mostra a aba que disponibiliza a “Planilha” de calculos.
) G b qupbraagc A Q!

@.“/,"w\OOL:Nﬂ% 9 Q=S X Fechar

............

|
} I Cho Sirbe (CAS)

22 e G Simblo CAS)

:  dinea o Vialasgho 0
1 |1 Planka i
1 Caluladers de Pebobiidages

i §
e | oK Janela de Visualizagio 2

A

4 Janela de Visualizacéo 3D

i1 Planiha

I
I
I
I
lesesanannnanannns

A\ Calculadora de Probabiidades

Protocolo de Construgdo

ALl

Lelth

il
|
;

Fonte: o autor (2020).
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Basta clicar em “Planilha” e ela se abrira (figura 46).

Figura 46. Mostra a planilha de caculo aberta para construgéo da tabela com valores
resultantes das formulas V; (h),V,(h), V3 e VF.

« C @& geogebra.org/classic
kY -
Rt 72> OO &N =2
____________________________________________
— 1 1
- . " —_— A B C D E F G H | J

+  Entrada. =A |B|j AaC & :@: = :
12 1
1 1
403 1
14 1
[ 1
3 5 ]
1 6 I
a7 1
2 ]
1 8 1
i 9 1
1 1
10 ]
g 1 |
12 11 -10 9 T 1 42 1
1 1
1 13 |
1 14 1
1 1
SIS y
116 1
W7 !

sl
* 18 ]
I 19 1
sl 1
HE) y
\ 121 1
H 51 I
i | 22 ]
1 123 1
1 5124 !
! |25 !
i 71 26 !
1 1
: LRI 1
! 81 28 !
1 1
@ |29 ]
Zo; 30 1
Q 1 3 1
L e e e e e e e e e e 1

=
Fonte: o autor (2020).

No canto inferior esquerdo da tela, o icone disponibiliza um

teclado/calculador que pode ser utilizado para se inserir valores, variaveis, assim

como operacdes matematicas.

Figura 47. Mostra o teclado/calculadora disponivel com quatro campos distintos.

123 | fix) ABC #8&n 123 ﬂx}M %
x y z g 7 8 9 X + g w e t y o i o p
2 N g 4 5 6 + - a § d f ] h ] k | A
< 5 < > 1 2 ) = A L X ¢ v b 0 o m ¢ ®
R ¢ G ' ¢
——————
3 1 ABC [ 1] 80 -
@ L # A v - A ® sen C08 tg % ! $ :
Il L € c c z % [ sen™ cos™ tg! { } : =
[ 1 : & @ # $ @ g kg 4@
, T n 1 n < ) ei:i 105:; w E:::- ( ) (_,

Fonte: o autor (2020).
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Para inserir uma formula é necessario primeiramente digitar o sinal “="
(igual) e seguidamente os valores e a célula utilizada, como podemos observar

nas figuras 48 e 49 a seguir.

Figura 48. Mostra a férmula, para obter os valores de V1(h), inserida na célula da

planilha.

B =:: IR B FE= e

A B B D | | E A B C D
1 1
2 h Vi(h) 12 Vi(h)
5] e C: 5 62)oc o3 I EA 0 0
4 1 05 4 1 05 0.856
5 2 1 5 2 1 4712
6 3 15 6 3 15 12.62
7 4 2 7] 4 2 25433
8 5 25 8 5 25 | 4251
9 6 3 9 6 3 64.785
10 7 35 10 7 35 91.78
1 8 4 11 8 4 123.125
12 9 45 2] 9 45 | 158246
13 0 5 13 0 5 196.35
14 14
15 15

Fonte: o autor (2020).

Figura 49. Mostra a férmula, para obter os valores de V2(h), inserida na célula da

planilha.
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1
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123425
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()
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0
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Fonte: o autor (2020).
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Figura 50. Mostra a planilha finalizada, para obtenc&o do volume total do tronco de
cone.

o os X V3(h) = V(h) - V2(h)
RIS EEIRE
B | ¢

]

-
-

mEmm

A D | E \ F | 6 | H o

1 a

2 n h Vi(h)

3 0 0 0
4 1 05  0.85 VF =V1(h,) —V1(h,_)
5 | 2 1 4.712 para0<h<(R-r1)
6 3 15 12.62

7 4 2 25.133

8 5 25 42511

9 6 3 64,785 VF = V3(h") _ Vg(hn—l)
10 7 35 91.78 5
— para(R—-r)<h<R
1 8 4 123425 105.353
[12] 9 45  158.246 2904  129.205
13 10 5 196.35 42412 153938

14 '\ Soma das células

15 anteriores
16 Valor obtido para

17 metade do volume
18 do tronco de cone

19
20
21
22
23
Fonte: o autor (2020).

Valor total do tanque =2 x 153,938u® = 307,876 u*

4.3 Outras propostas
Outros exemplos de atividades que podem ser aplicadas na pratica em sala

de aula estéo apresentados abaixo:

Exemplo 01
Outras propostas podem ser usadas pelo professor para enriquecer a

prética cotidiana de ensino-aprendizagem, podendo usar:

- Alguns exercicios que explorem solidos espaciais, em que o aluno pode
movimentar ndo s6 a sec¢ao, mas também o cubo, seguindo o arco visivel (Figura
51; Figura 52).

Nesta atividade pode se explorar o estudo do volume existente no cubo, de

acordo com a altura do liquido.

Se movimentarmos apenas o0 plano sector, indagamos: “Qual seria a

guantidade maxima de liquido que haveria no recipiente até o inicio do
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extravasamento?” Desta forma relacionamos, além das dimensfes, o0 angulo «

formado com a horizontal.

Figura 51. Cubo inclinado e uma secc¢ao construido com um plano paralelo ao plano «

n

B = Intersego(EixoZ, EixoX
0 ( )
= (0,0,0)

0 C = Pontoff)
- (3,0,572)
0 § = Segmento(B, C)
- 646
0 a = Cubo(8,C,D)
- 26989
0 h = Segmento(B, C)
— 646
0 J = Ponto(h)
~ (134,0,255) 0

0 p: PlanoPerpendicular(J, EixoZ)
- 2=25

poll = Interseg3oGeométrica(p,a) ¢

- 40.05

Fonte: o autor (2020).

Figura 52. Cubo com inclinagao variavel e uma seccdo construido com um plano
paralelo ao plano o«

E @ < 'S
A = Intersegio(EixoZ, EixoX "
O ciof )
- (0,0,0)
B = Ponto(EixoX
0 (EixoX)
- (4,0,0) 0]
C = Ponto(EixoZ
) (EixoZ)
- (0,0,4) 0]
¢ SetorCircular(A, B, C)
- 1257

0 D = Ponto(c)
- (2:84,0,282) O

a = Cubo(A,D,F
0 (AD.F)
~ 04

f = Segmento(A,D
@ 8 (: )

-4

0 L = Ponto(f) ¢
~ (174,0,173) O

Fonte: o autor (2026).
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Exemplo 02
O professor também pode trabalhar atividades especiais que buscam aferir
volumes parciais de tanques como os apresentados nas figuras 53 e 54, a seguir:

Figura 53. Tanques esféricos que podem ser usados em atividades como
exemplo para calculos envolvendo geometria

Fonte: a esquerda da imagem: https://pt.dreamstime.com/ilustra%C3%A7%C3%A30-
stock-tangue-de-armazenamento-esf%C3%A9rico-isolado-image99518031 , e a direita

da imagem o autor (2020).

Figura 54. Tanques cilindricos com extremidades esféricas que podem ser usados em
atividades como exemplo para célculos envolvendo geometria.

Fonte: & cima: o proprio autor (2020). A abaixo e a esquerda:
http://olabirintocientifico.blogspot.com/2011/08/eficiencia.html e a direita:
https://portuguese.alibaba.com/product-detail/cooking-gas-tanker-truck-clw-propane-
gaz-tank-truck-bobtail-10ton-15ton-gas-road-tanker-for-sale-60411043394.htmll



https://pt.dreamstime.com/ilustra%C3%A7%C3%A3o-stock-tanque-de-armazenamento-esf%C3%A9rico-isolado-image99518031
https://pt.dreamstime.com/ilustra%C3%A7%C3%A3o-stock-tanque-de-armazenamento-esf%C3%A9rico-isolado-image99518031
https://portuguese.alibaba.com/product-detail/cooking-gas-tanker-truck-clw-propane-gaz-tank-truck-bobtail-10ton-15ton-gas-road-tanker-for-sale-60411043394.htmll
https://portuguese.alibaba.com/product-detail/cooking-gas-tanker-truck-clw-propane-gaz-tank-truck-bobtail-10ton-15ton-gas-road-tanker-for-sale-60411043394.htmll
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Desta forma, este capitulo é fundamental para a finalizacdo e aplicacdo
deste trabalho, nele, esta proposto, que o professor tenha para iniciar esta forma
de se trabalhar a geometria espacial, exercicios que, com seu aluno, construa e
explore figuras geométricas, que estejam vinculadas a elementos materiais
proximo a realidade do aluno. E claro que, ambos, professor e aluno, poderéo
construir novas atividades com situacdes diversas como encontradas em livros,
apostilas ou ainda da “internet”, mas € fundamental que o professor auxilie seu
aluno neste momento, pois temos em sua maioria exercicios propostos nos livros,
ja havendo a figura do sdlido, conforme ja citamos, feitas utilizando a “deformacgao”
de seus elementos para se ter uma imagem que representa um tipo de “vista”.
Acreditamos ser ideal que o aluno tera que trabalhar com todos os elementos
possiveis de um sdlido, indo muito além apenas da aplicacdo de uma ou outra

férmula para solucionar um exercicio classico.

5 CONSIDERACOES FINAIS

O presente estudo usou o0 “soffware” GeoGebra para o ensino de sélidos
geomeétricos ao elaborar uma proposta com sequéncia didatica propicia ao ensino
de sélidos geométricos e secdes planas que podem ser aplicados para alunos do
Ensino Médio. Quando o ensino é realizado com estratégias que rompem o
tradicionalismo e trazem a tecnologia para dentro da sala de aula, tende a tornar
0 processo de ensino-aprendizagem mais atrativo. Nesse contexto, a geometria
muitas vezes € ensinada apenas com ferramentas tradicionais de ensino, que
envolvem o quadro, giz e dialogo com o professor. Outras vezes tém como aliado
o livro didatico. Havendo concordancia com Nascimento (2012, p. 110) que diz
que na pratica cotidiana escolar “a geometria é apresentada simplesmente como
um conjunto de definicdes, propriedades, nomes e férmulas, aplicada s6 no papel,
desconectada de quaisquer aplicacdes de natureza historica, I6gica, concreta ou
quotidiana”.

Desenvolver uma atividade que esteja relacionada com um objeto de
conhecimento do aluno, um objeto que ele possa acessar de forma simples e
desta forma ter a oportunidade de mais uma vez entender a importancia da

Matematica e sua funcionalidade para aprender a resolver diversas formas de
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problemas est4 sendo possivel devido a criagdo de “softwares” que facilitam os
célculos e tornam o ambiente da geometria mais facil de ser compreendido. Nessa
“‘interface” entre 0 uso do ensino tradicional e da tecnologia, amplo uso da
‘internet”, aplicativos, “softwares” que vem crescendo cada vez mais no planeta
Terra, o professor deve buscar associar essas estratégias tecnoldgicas dentro de
seu plano de aula. Os recursos tecnoldgicos ja sao citados como de extrema
importancia para o ensino desde 1998, com a aprovagdo dos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN’s). Nessa questéo, a tecnologia pode melhorar a
gualidade do ensino e servir como ferramenta didatica em sala de aula.

Tomando-se como base o0s objetivos propostos e as propostas
apresentadas no Capitulo 3 deste estudo, o professor pode usar as propostas
deste estudo para construir prismas, piramides e cilindros utilizando o GeoGebra,
assim como criar no ambiente do “soffware”, planos que geram seccOes
predeterminadas; explorar as condicbes matematicas especificadas ao plano
sector, para gerar sec¢cdes em forma de poligonos distintos, exemplificar os
elementos que compde os soélidos estudados. Visando gerar um ambiente para
reflexes e analise de como calcular o volume de sélidos, sem resumir este estudo
em apenas formulas prontas. Além de poder, ensinar as propriedades
geométricas dos elementos que compdem os soélidos estudados e calcular
volumes de sélidos geométricos, explorando elementos existentes que
apresentem as propriedades de uma sec¢cédo e destacando a importancia e a
utilidade deste conhecimento. Ao trabalhar essa ferramenta em sala de aula o
professor corrobora com o uso de “recursos que promovem além da aproximagao
dos alunos com a tecnologia e familiarizacdo com os diversos softwares, uma
nova abordagem na resolugdo de problemas” como afirma Santos e Calejon
(2019, p. 243).

As propostas mostradas neste estudo, considerardo a exploracdo de um
plano sector, que mostra como o professor pode mudar sua prética cotidiana para
lecionar e ensinar 0 aluno a obter medidas em um cilindro reto, o qual se mostra
como um modelo matematico para determinar “area, alturas, &ngulos e volumes
parciais” com o uso do GeoGebra. Essa ferramenta pode facilitar o entendimento
do aluno sobre calculos de geometria que envolvem problemas diarios como a
afericdo da quantidade de liquido existente em tanques ciclicos que estejam com

seu eixo central posicionado na horizontal. Quando se usa uma tecnologia, ela
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ndo pode ser a Unica base de ensino, concordando com Feliciano (2020) que
destaca que as bases tradicionais de ensino ndo devem ser abandonadas, mas
podem ser aprimoradas, modificadas e reinventadas.

Pois, quando o professor consegue sair da sua zona de conforto (mind set)
como é chamado hoje o significado de mente fechada, ele consegue construir o
conhecimento de forma mais significativo. Nesse aspecto a “Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) cita a importancia do uso das TIC’'s, para o
aprimoramento e diversificacdo das possibilidades de aprendizagem ativa e
contextualizada, em suas competéncias quatro e cinco” (FELICIANO, 2020, p. 46).

Usando o GeoGebra é possivel criar segmentos relacionados ao sélido e a
seccdo, de forma a termos figuras geomeétricas conhecidas, as quais podem ser
exploradas para gerar problemas mateméaticos para determinacdo de distancias,
areas e até mesmo volumes parciais. Cabe ao professor, saber explorar a
construcdo, aplicar as propriedades dos triangulos semelhantes, teorema de
Pitagoras e/ou trigonometria no tridngulo retangulo para que possa iniciar e agucar
0 interesse dos alunos sobre o uso e conhecimento que podem obter ao usar 0
GeoGebra. Desta forma, os professores podem apresentar e construir propostas

para usar em sala de aula com os seguintes objetivos visando atender a BNCC:

e Apresentar ferramentas matematicas de forma a oportunizar ao aluno, obter
uma visdo da Matematica na perspectiva de sua aplicagédo a realidade;

e Resolver problemas em contextos diversos, aplicando o conceito de area e
volume;

e Conjecturar e obter expressdes para determinar a medida da area das figuras
planas obtidas nas secc¢des, assim como o volume integral ou parcial dos
solidos estudados

e Explorar um elemento ja conhecido, com o objetivo de oportunizar e estimular
0 aluno a fazer abstracdes, visando sistematizar suas ideias para obter um
determinado resultado como forma de resolver o problema proposto.

e Investigar e construir modelos para se resolver os problemas propostos,
estando o aluno livre para representar e argumentar. Propbe-se também,
discussodes tanto com outros alunos como com o professor, a fim de gerar
validacdes, obter conceitos e desenvolver procedimentos que permitam

avancar nos resultados.
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e Utilizar-se de métodos diferentes para determinar volumes parciais aplicaveis
em situacdes reais, manipulando e se utilizando das fun¢des e do dinamismo
do GeoGebra;

Portanto, professores e alunos poderdo construir novas atividades com
situacOes diversas como encontradas em livros, apostilas ou ainda da ‘“internet”,
mas é fundamental que o professor auxilie seu aluno neste momento, pois temos
em sua maioria exercicios propostos nos livros, jA havendo a figura do solido,
conforme ja citamos, feitas utilizando a “deformagéo” de seus elementos para se
ter uma imagem que representa um tipo de “vista”.

Dessa forma, quando usamos um “software” como o Geogebra em sala de
aula, € ideal que o aluno aprenda a trabalhar com todos os elementos possiveis
de um solido, aprendendo muito além apenas da aplicacdo de uma ou outra
férmula matematica para solucionar um exercicio classico. Mas, que compreenda
a teoria, na préatica e possa desenvolver habilidades e competéncias para
compreender, executar e identificar cada categoria de sélido estudado.

Também ndo podemos nos esquecer que, em varias situacdes, n0ssos
alunos se encontram ou se encontrardo diante de problemas reais, nos quais a
ferramenta mais importante e (til sera a matematica, mas que, durante sua
formacao, ndo Ihe foi apresentado nada igual em sala de aula, isto devido a varias
problematicas. Dificilmente ele foi desafiado a conjecturar e dar um passo para a
resolucéo destes problemas. A matematica enquanto uma ciéncia, disponibiliza a
oportunidade de conjecturar, de testar, de analisar, de validar, de expor e
novamente validar.

N&o resta duvida, apdés mais de vinte anos em sala, o quanto deve
tenhamos um conhecimento muito além daquilo que é apresentado aos nossos
alunos, para que possamos conceber, formar, gerar o conhecimento mateméatica
com nossos alunos, tendo nés, os professores, maior motivagdo, mais confianca,
mais humildade e mais atencdo a formalidade dos conceitos matematicos,
mostrando como essa ciéncia é construida e como a sua realidade esta atualizada
com ferramentas tecnoldgicas. Dai a importancia de um professor ter uma
formacado adequada e soélida, para desempenhar sua profissdo em sua totalidade
e ser o principal suporte para este aluno, como a ofertada brilhantemente pelo

PROFMAT e todos os profissionais envolvidos neste curso. Entdo o meu muito
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obrigado a todos, em especial aos professores da UNEMAT, que nos

acompanharam e deram todo suporte para nosso crescimento.

5.1 Trabalhos futuros

Com a pandemia causada pelo virus COVID-19 as aulas presenciais
ficaram suspensas por varios periodos nesse ano de 2020, acarretando atraso e
consequentemente a necessidade de trabalhar sem pesquisa direta em sala de
aula. Desta forma, em outro estudo pdde-se: (i) diagnosticar o conhecimento de
area de figuras planas, seccdo de um sélido, superficie e volume por meio de
guestionarios investigativo a uma turma como, por exemplo, o 3° ano do Ensino
Médio e (ii) capacitar o aluno a explorar o “software” GeoGebra e suas funcdes
por meio da orientacdo do professor.

Portanto, como sugestao para trabalhos futuros, essa mesma abordagem
pode ter uma pesquisa in loco.

Também ndo podemos nos esquecer que, em varias situacdes, Nossos
alunos se encontram ou se encontrardo diante de problemas reais, o quais a
ferramenta mais importante e Gtil serd a matematica, mas que, durante sua
formacéo, ndo lhe foi apresentado nada igual em sala de aula, isto devido a vérias
problematicas. Dificilmente ele foi desafiado a conjecturar e dar um passo para a
resolucéo destes problemas. A matematica enquanto uma ciéncia, disponibiliza a
oportunidade de conjecturar, de testar, de analisar, de validar, de expor e
novamente validar.

N&o me resta duvidas, apdés mais de vinte anos em sala, o quanto é
importante que tenhamos um conhecimento muito além daquilo que ¢é
apresentado aos nossos alunos, para que possamos conceber, formar e construir
0 conhecimento matematica com nossos alunos, tendo nés, os professores, maior
motivacdo, mais confian¢ca, mais humildade e mais atencdo a formalidade dos
conceitos matematicos, mostrando como essa ciéncia € construida e como a sua
realidade esta atualizada com ferramentas tecnologicas. Dai a importancia de um
professor ter uma formacdo adequada e solida, para desempenhar sua profissao
em sua totalidade e ser o principal suporte para este aluno, como a ofertada
brilhantemente pelo PROFMAT e todos os profissionais envolvidos neste curso.
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Entdo o meu muito obrigado a todos, em especial aos professores da UNEMAT,

gue nos acompanharam e deram todo suporte para nosso crescimento.
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