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RESUMO

BONI, Djones Aldivo. Ensinando Probabilidade com o Jogo de Dados de Mozart.
143 f. Dissertacao de mestrado: PROFMAT, Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional, Universidade Tecnologica Federal do Parand. Toledo, 2021.

O objetivo do presente trabalho é elaborar uma proposta de ensino do contetido de pro-
babilidade, baseada no Jogo de Dados de Mozart. A pesquisa apresenta-se com carater
exploratério-descritivo, desenvolvendo uma proposta que faz uso de atividades em grupo
e discussoes direcionadas, de forma que os alunos realizem o levantamento de hipdteses,
discutem métodos para testa-las e, a partir disso, cheguem a resolucao dos problemas
sugeridos. Nela, sao abordados conceitos de combinatéria, de probabilidade, de distri-
buicao de probabilidades e o uso da experimentagao para testar hipéteses probabilisticas.
Como suplemento & proposta foram elaborados: um produto educacional (em formato de
website), materiais de ensino e uma selegao de recursos tecnolégicos disponiveis na inter-
net. Além disso, foi realizada uma pesquisa de campo, aplicando a proposta de ensino
com alunos de Ensino Médio e de primeiro periodo de cursos de Graduagao, seguida por
um questionéario de avaliacao. Para tanto, a proposta foi adaptada para o formato de
uma videoconferéncia e foi aplicada com alunos de Ensino Médio, além de uma aplicacao
suplementar em modelo de videoaula com alunos de Ensino Médio e de primeiro periodo
de cursos de Graduacao. O questionario aplicado aos alunos buscou identificar o piblico
alvo, averiguar aspectos de interesse e identificar atributos de aprendizado dos alunos.
Na avaliagao das respostas ao questionario foram identificadas as seguintes impressoes:
reagao positiva dos alunos, interesse no assunto e aprendizado do conteudo, o que pode
ter sido influenciado positivamente por motivagoes pessoais dos alunos, como gostar de

musica, tocar instrumentos musicais ou apreciar a matematica.

Palavras-chave: Matematica e musica. Probabilidade. Jogos didaticos. Didatica de

ensino.



ABSTRACT

BONI, Djones Aldivo. Teaching Probability with Mozart’s Dice Game. 143 p.
Master’s dissertation: PROFMAT, Mestrado Profissional em Matematica em Rede Naci-

onal, Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Toledo, 2021.

The present work’s objective is to elaborate a proposal to teach probabilities, based on
Mozart’s Dice Game. The research presents itself with an exploratory-descriptive charac-
teristic, developing a proposal that uses group activities with targeted discussions, so that
students raise hypotheses, discuss methods to test them and, thereby, solve the suggested
problems. Within the proposal are adressed: concepts of combinatorics, probabilities,
probability distributions and the use of experimentation to test probabilistic hypothe-
ses. Additional content was prepared as a supplement to the proposal: an educational
product (in the form of a website), teaching materials and a selection of technological
resources available on the internet. In addition, it was carried out a field research, ap-
plying the teaching proposal with high school and first undergraduate students, followed
by an evaluation questionnaire. For this, the proposal was adapted to the format of a
videoconference and it was applied to high school students, as well as a supplementary
application with a video class with high school and first undergraduate students. The
questionnaire applied to students sought to identify the target audience, ascertain aspects
of interest and identify learning attributes about them. In the evaluation of the responses
to the questionnaire the following impressions were identified: positive reaction of the
students, interest in the subject and learning of the content, which positively may have
been influenced by personal motivations of the students, such as liking music, playing

musical instruments or enjoying math.

Key-words: Mathematics and music. Probability. Didactic games. Teaching didactics.
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1 INTRODUCAO

Os alunos de hoje sao os profissionais de amanha. As suas familias e a sociedade
como um todo precisam que sejam capazes de realizar suas tarefas, ensinar e contribuir
para o mundo. Este é um dos motivos que constantemente move os professores na busca
de melhorar seus métodos de ensino, empenhando-se para o melhor aprendizado de seus
alunos, o que vai acarretar em melhorias na sociedade e, consequentemente, na vida de
todos.

Apesar disso, os resultados de avaliacoes do ensino brasileiro, realizadas pelo Mi-
nistério da Educagao (MEC) em conjunto com a Organizagao para Cooperacao e Desen-
volvimento Econémico (OCDE), apontam um déficit dos alunos brasileiros nos contetidos
de matemética. Os dados do Programa Internacional de Avaliagao de Estudantes (PISA)
2018 mostram que a média dos estudantes brasileiros se encontra abaixo da média dos
paises da OCDE e ainda revelam que nos tltimos anos nao houve melhora significativa
nos resultados (BRASIL, 2019).

Embora sejam muitas as possibilidades de justificativas para os resultados obtidos
na avaliacao por estudantes brasileiros, como a falta de investimento em educacao e as
diferencas de oportunidade que assolam o pais, por exemplo, considera-se que também
é necessario pensar em novas estratégias de ensino da matemédtica como uma forma de
melhorar a qualidade do ensino para os alunos. Para suprir essa necessidade, a academia
se esforca criando novos métodos de ensino para os professores poderem avaliar, modificar,
ampliar e aplicar na sala de aula em conjunto com os métodos ja estabelecidos.

A Base Nacional Curricular Comum (BNCC) exprime o curriculo minimo, que
deve ser trabalhado pelas instituicoes de ensino. A matemadtica e suas tecnologias sao
areas cujo ensino ¢ exigido pelo curriculo e, entre as competéncias dessas, estao as areas
de conhecimento de probabilidade e de estatistica. Sua presenca no curriculo vem da
importancia de “interpretar estatisticas divulgadas pela midia”, de “planejar e executar
pesquisa amostral” e de “comunicar os resultados obtidos” (BRASIL, 2017, p. 528).

Entre os motivos dessas subareas da matematica estarem inclusas nos curriculos
de muitos paises, estao sua utilidade na vida cotidiana e seu papel no desenvolvimento
do pensamento critico (BATANERO et al., 2004, p. 1). Dessa forma, “aprender probabi-
lidade permite o posicionamento mais adequado perante questoes do cotidiano” (ADAO,
2013, p. 12).

No entanto, Batanero et al. (2004, p. 1) alertam que é comum que professores
tenham dificuldades ao trabalhar o conteudo de probabilidade, por ser um assunto dificil
de se ensinar, com conceitos iniciais contraintuitivos, combinado com falta de preparo
para lecionar a matéria.

Com essas dificuldades, e apesar delas, a beleza e importancia do conteudo de pro-
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babilidade conduz o professor a se diferenciar, aprimorar seu método de ensino, estimular
o aprendizado e despertar o interesse do aluno.

Em contrapartida, o tema “matematica e musica” provoca muito interesse na
academia, nos professores e nos alunos. Esse interesse é desperto em especial naqueles
que estao aprendendo ou ja tocam algum instrumento musical ou tém outras motivagoes
quanto a musica, como ¢é suportado por Carrillo (2019).

Lluis-Puebla (2002, p. 130) expoe que é comum escutar que hd matemética na
musica, porque hd muitos nimeros dentro de uma partitura. Em sua opiniao, esta é
uma observacao simples. Além disso, mateméatica e misica compartilham muitas carac-

teristicas similares e estao conectados de varias maneiras, por exemplo:

e A notacao musical possui a matematica na notacao das alturas, do ritmo, no

agrupamento dos compassos, dentre outros;
e As notas musicais tém frequéncias fundamentais matematicamente relacionadas;

e As vibragoes do ar, que formam o timbre do instrumento, sao compostas por
diversas frequéncias relacionadas e podem ser descritas por uma soma de fungoes

senoidais; e
e Ambas fazem uso constante de simbolos, possuem defini¢oes e regras precisas.

Nesse contexto é que surgiu a intengao de investigar o ensino do contetido ma-
tematico de probabilidade a partir da musica. Desse modo, surge a interrogacao de
pesquisa: de que forma é possivel utilizar a musica como contexto para a discussao de
conceitos de probabilidade?

Visando responder isso, sera feito uso do Jogo de Dados de Mozart (MOZART,
1793), atribuido ao grande compositor classico Wolfgang Amadeus Mozart. Este jogo é um
método probabilistico de composicao musical que utiliza a aleatoriedade do lancamento
de dois dados para sortear a melodia da peca musical. Por conseguinte, existe um rico
sistema combinatorio e probabilistico inerente ao processo de criagao musical desse jogo,
que pode ser explorado e estudado em conjunto com essas areas da matemaética.

Foi sugerido por Garcia et al. (2013) utilizar o Jogo de Dados de Mozart em
conjunto com recursos tecnolégicos, como um recurso didatico para dar suporte e contexto
ao processo de ensino-aprendizagem de probabilidade.

Neste sentido, Carrillo (2019), por sua vez, aplicou com 30 alunos de Ensino
Médio uma oficina sobre probabilidade, tratando de métodos algoritmicos de composi¢ao
de musicas. Um dos métodos expostos foi o Jogo de Dados de Mozart.

Consequentemente, em vez de utilizar o Jogo de Dados de Mozart como uma
atividade ou um recurso para se ensinar probabilidade, no presente trabalho, é apresentada

uma proposta de ensino que faz uso do Jogo de Dados de Mozart como o tema central para
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no ensino de probabilidade, partindo do estudo e da aplicagao da aleatoriedade presente
no jogo.

Como encaminhamentos metodolégicos desta pesquisa, foram realizadas: uma
pesquisa bibliografica; a elaboracao de uma proposta de ensino; a aplicacao desta com alu-
nos de Ensino Médio e de primeiro periodo de cursos de Graduagao; a analise quantitativa-
qualitativa das respostas desses alunos a um questionario de avaliacdo. Ademais, para
auxiliar o professor na aplicagao da proposta de ensino, foi desenvolvido um produto
educacional em formato de website.

Além da importancia da contextualizacao, também se da valor aos trabalhos in-
terdisciplinares, como sugerem Garcia et al. (2013). Dessa forma, esta proposta também
poderia ser aplicada em um ambiente interdisciplinar, de forma conjunta entre os profes-
sores de matematica e de artes.

Com respeito aos objetivos, a presente pesquisa contempla elaborar uma proposta
de ensino do contetido de probabilidade, contextualizada a partir da composi¢ao musical

do Jogo de Dados de Mozart. Citam-se os objetivos especificos a seguir:

e Abordar os diversos conteudos de probabilidade de experimentos aleatérios dis-

cretos, de forma a atender ao curriculo da BNCC;

e Fazer uso da interdisciplinaridade, para dar ao aluno uma compreensao mais

ampla do contetido a partir da diversificagao;

e Desenvolver a proposta de ensino, composta por atividades diversificadas no con-

texto do Jogo de Dados de Mozart; e

e Construir um produto educacional, composto por materiais multimidia relacio-

nados ao Jogo de Dados de Mozart.

O presente trabalho foi exposto em forma de comunicagao oral no evento II EP-
PROFMAT, além de publicado pela Revista Transmutare um artigo no memorial de tal
evento (BONI et al.; 2019). Ademais, com esta pesquisa, dois artigos foram submetidos
a publicacao, para os quais se aguarda o resultado da avaliacao.

A proposta de ensino foi aplicada com alunos de Ensino Médio e alunos de pri-
meiro periodo de cursos de Graduagao através de uma videoconferéncia e de uma video-
aula. Para avaliar a impressao que a proposta causou nos alunos, estes responderam a um
questionario de avaliacao apods a aplicacao, cuja andlise revela pontos interessantes sobre
o interesse e o aprendizado dos alunos.

A seguir sera explicada brevemente a organizagao deste trabalho. Primeiramente,
tem-se esta introducao e, avante, se desenvolve o referencial teérico. No Capitulo 2 é discu-
tido o ensino da matematica, do conteudo de probabilidade e outros assuntos pertinentes
ao ensino. A seguir, no Capitulo 3|sdo expostos conceitos de combinatdria e no|Capitulo 4
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sao desenvolvidos conceitos de probabilidade, ambos importantes no decorrer deste traba-
lho e também para o professor aplicar com seus alunos a proposta de ensino. Adiante, no
sao explicadas nocoes bdsicas sobre teoria musical, necessérias para leitura das
partituras do Jogo de Dados de Mozart. No|Capitulo 6, por sua vez, 1é-se brevemente sobre
a histéria de Mozart, sobre o Jogo de Dados de Mozart e sao dadas as instrucoes do jogo.
Em seguida, expde-se a metodologia desta pesquisa. No|Capitulo 7/é delineada a pesquisa
bibliografica realizada. Dando continuidade, o Capitulo 8 contém a proposta de ensino de
probabilidade para o Ensino Médio. O produto educacional criado no desenvolver deste
trabalho é mostrado no A partir disso, inicia-se a avaliacao das impressoes
dos alunos quanto a aplicacao, ou seja, a apresentagao dos resultados da aplicacao e as

respectivas discussoes. A aplicagao da proposta de ensino com alunos de Ensino Médio é

descrita no|Capitulo 10. No|Capitulo 11 é apresentada a andlise do questiondrio aplicado

aos alunos de Ensino Médio e primeiro periodo de cursos de Graduagao, além de suas
respectivas discussoes. Ainda sdo desenvolvidas discussoes adicionais no |Capitulo 12/ e
as consideragoes finais sao dadas no Capitulo 13. Por fim, chega-se aos apéndices. O

Apéndice Al e o Apéndice B contém materiais e recursos tecnolégicos, respectivamente,

os quais o professor pode utilizar no desenvolvimento da proposta de ensino com seus
alunos. O|Apéndice C| mostra as producoes académicas relacionadas ao desenvolvimento

desta pesquisa.
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2 O ENSINO DE MATEMATICA E DE PROBABILIDADE

Neste capitulo serao discutidos os objetivos de se ensinar aos alunos a matematica,
o porque de lhes ensinar o contetido de probabilidade, uma exposicao sobre a interdisci-
plinaridade e a contextualizacdao do ensino, os quais podem ser utilizados pelo professor

como ferramentas benéficas a aprendizagem.
2.1 O OBJETIVO DE SE ENSINAR MATEMATICA

O objetivo da matemaética e suas areas de conhecimento estarem na grade curri-
cular é ser “parte da educacao geral, preparando o individuo para a cidadania, e servir
de base para uma carreira em ciéncia e tecnologia”’, ou seja, fornecer ferramentas aos
alunos, as quais podem ser utilizadas por eles no presente e no futuro, de forma a “con-
templar o conhecimento matematico atual, como ele se manifesta no dia-a-dia e na ciéncia
e tecnologia do momento” (D’AMBROSIO, 2003, p. 1).

A BNCC do Ensino Fundamental cita uma competéncia alinhada a esta visao: o
aluno deve ser capaz de “utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnolo-
gias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras
areas de conhecimento, validando estratégias e resultados” (BRASIL, 2017, p. 267).

Assim, ensinar matematica nao é apenas expor o aluno aos conteudos da dis-
ciplina, mas prepara-lo para utilizar, na pratica, conhecimentos matematicos relevantes
para a atualidade: percebe-los e valer-se destes no seu cotidiano.

Prosseguindo com seu raciocinio, D’Ambrosio (2003, p. 1-2) levanta a questao:

“professor

“Qual a diferenca entre um professor e um educador?” O autor escreve que o
é aquele que professa ou ensina [...| uma disciplina. Educador é aquele que promove a
educacao integral do ser humano”, isto é, o professor deve agir como um educador que
subordina a sua disciplina, e consequentemente o curriculo e os conteudos, “a objetivos
maiores” .

Com isso o professor é capaz de contribuir com o aluno no objetivo de atingir
a competéncia de “reconhecer que a matematica é uma ciéncia humana, fruto das ne-
cessidades e preocupacoes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, e é
uma ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnolégicos e para
alicercar descobertas e construgoes” (BRASIL, 2017, p. 267).

Pode-se observar estas ideias como alinhadas a tornar a matematica, e seus
contetdos, pertinentes ao dia-a-dia do aluno e a sua rotina. Isso facilita sua percepcao da

matematica como relevante, interessante e importante.
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2.2 O OBJETIVO DE SE ENSINAR PROBABILIDADE

Probabilidade é apenas uma das areas da matematica cobertas pelo curriculo
da BNCC. No ambito do Ensino Fundamental, este descreve os objetivos do estudo de
probabilidade:

No que concerne ao estudo de nogoes de probabilidade, a finalidade [...] é
promover a compreensao de que nem todos os fenémenos sdo deterministicos.

O estudo deve ser ampliado e aprofundado, por meio de atividades nas quais os
alunos fagam experimentos aleatdrios e simulagoes para confrontar os resultados

obtidos com a probabilidade teérica [...] (BRASIL, 2017, p. 274).

Dessa forma, ao fim do Ensino Fundamental, o aluno deve compreender que exis-
tem fenomenos cujos resultados nao podem ser previstos, denominados aleatérios. Os
alunos também devem ser capazes de realizar experimentos aleatérios a fim de avaliar
se estao de acordo com as hipoteses probabilisticas por eles levantadas. Assim, mesmo
imprevisiveis, os eventos aleatérios podem seguir algum padrao governado pela aleatorie-
dade, que pode ser usado para determinar como esses eventos se comportam de um modo
geral.

Adiante, sobre o Ensino Médio, a BNCC apresenta as competéncias relacionadas

a probabilidade:

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos mateméaticos para in-
terpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, ana-
lisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao das solugoes propostas,
de modo a construir argumentacao consistente.

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propri-
edades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagao de
padroes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou nao, de uma demonstragao cada vez mais formal na validacao das referidas
conjecturas (BRASIL, 2017, p. 535-540).

Portanto, no fim do Ensino Médio, o aluno deve ser capaz de escolher estratégias e
procedimentos, criar modelos e experimentos, analisar, confrontar e avaliar os resultados,
amparado por sua argumentacao. Em outras palavras, o aluno deve ser capaz de levantar
hipoteses relacionadas a probabilidades, de testé-las e, a partir de argumentos, aceita-las
ou rejeita-las. Nao basta apenas explicar, é preciso experimentar, verificar e comunicar.
Com a promocao do confronto entre teoria e prética, ou seja, entre hipoteses e realidade,

o aluno é capaz de desenvolver o seu senso critico.
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2.3 A CONTEXTUALIZACAO NO ENSINO

D’Ambrosio (2003, p. 7) aponta que os alunos nao estdo “aprendendo coisas re-
almente importantes nos cursos de matematica” com as praticas de ensino tradicionais.
Isso pode ser o motivo de alguns professores nao terem resposta quando questionados
pelos alunos “Pra que serve isso, professor?”, como relata Adao (2013, p. 10). Para se
definir a importancia, o objeto de estudo e como contextualizar o ensino da matematica,
D’Ambrosio (2003, p. 2) sugere considerar o uso do trinémio “porque ensinar, o que ensi-
nar, como ensinar”, de forma que os alunos sejam expostos ao “aprendizado de coisas 1teis,
interessante e modernas, essenciais para viver na sociedade moderna” (D’AMBROSIO,
2003, p. 8).

Algo similar é relatado por Ogliari (2008, p. 5), que escreve: “a dissociagao entre
a matematica do Ensino Médio e a matematica do dia-a-dia esta presente na formacao es-
colar desses alunos, na medida em que nao encontram uma justificativa que os convencam
da necessidade e da importancia da disciplina em suas vidas”.

Ainda é complementado que a maior dificuldade dos alunos em obter um bom
rendimento na escola, ou seja, o maior empecilho para uma boa aprendizagem, vem do
desencanto dos alunos com as disciplinas (D’AMBROSIO, 2003, p. 8).

Essa dificuldade pode estar relacionada, inclusive, as diversas mudancas que ocor-
reram nas ultimas décadas, ou mesmo nos iltimos anos, com respeito a sociedade e como
ela tem sido influenciada pela tecnologia. Isso se reflete no ambito da educagao e do en-
sino: “Torna-se cada vez mais dificil despertar nos alunos, os quais vivem numa sociedade
amplamente tecnoldgica e em constante transformacao, o interesse por aulas |...]” tradici-
onais. Além disso, “em geral, os professores nao estao preparados para trabalhar nesta
nova realidade” (TERRADAS, 2011, p. 96).

Resumindo, o ensino da matematica esta longe do contexto em que vive o aluno.
Este nao consegue associar os conteidos estudados com algo importante em sua vida.
Aprender por aprender nao é interessante, fazendo-o perder a curiosidade e o gosto pelo
estudo.

Com isso, encontra-se a necessidade de se sair do ensino fragmentado e descon-
textualizado, partindo em busca de uma integracao interdisciplinar dos conhecimentos
(GARCfA et al., 2013, p. 677). Como exemplo, Batanero et al. (2004, p. 1) expressam
que outras disciplinas usam a probabilidade como um instrumento e que estas relagoes
interdisciplinares podem ser utilizadas em nome de um aprendizado mais profundo e
abrangente.

Baseado nisso, aponta-se que os trabalhos interdisciplinares podem ser benéficos
para o aprendizado dos alunos, pois os ajudam a perceber ligacoes entre as varias disci-
plinas, que podem ser estudadas em conjunto, relacionando umas com as outras, em vez

de estuda-las e entendé-las de forma completamente separadas.
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No entanto, apesar da sua importancia no ensino, o curriculo da BNCC aborda ra-
samente a possibilidade interdisciplinar: a palavra ‘interdisciplinar’ é encontrada apenas
trés vezes no texto, enquanto ‘multidisciplinar’ nao é encontrada. Nas secoes de ma-
tematica, apenas no Ensino Fundamental é citada uma ligacao entre educacao financeira
e histéria (BRASIL, 2017, p. 269).

No que se refere a possibilidade de contextualizacao, o curriculo da BNCC faz,
também, uma abordagem superficial: apesar da palavra ‘contextualizacao’ ser encontrada
diversas vezes no texto, ela nao tem aparicao dentro das secoes de matematica, seja
do Ensino Fundamental ou do Ensino Médio. Apesar disso, as competéncias definidas

para a matematica exigem uma visao contextualizada do ensino, como foi descrito acima

(BRASIL, 2017).
2.4 0S JOGOS COMO MEIO DE CONTEXTUALIZACAO

Em paralelo com a interdisciplinaridade, existem outros métodos de contextu-
alizacao no ensino: por exemplo as atividades cotidianas e os jogos. Na primeira ideia,
referente as atividades cotidianas, compete ao professor afastar-se do ensino compartimen-
tado, fazendo uso de ocupagoes do dia-a-dia do aluno, explorando a matemaética que se
revela dentro do contexto escolhido, automaticamente expressando ao aluno a importancia
do contetdo.

Ja na segunda ideia de contextualizacao, referente a jogos, tem-se o objetivo de
trazer o ludico, algo divertido, para a sala de aula e, partindo disso, criar um ambiente
criativo e intrigante, onde os alunos sao direcionados ao conhecimento pelo professor,
porém aprendendo por conta propria através de discussoes e argumentacoes que fazem
entre si.

Desse ponto de vista, ensinar matematica é “desenvolver o raciocinio logico, esti-
mular o pensamento independente, desenvolver a criatividade, desenvolver a capacidade
de manejar situacoes reais e resolver diferentes tipos de problemas.” Isso s6 s6 é possivel
“se nos propusermos a realizar um trabalho que va ao encontro da realidade do nosso
aluno onde seja possivel, por meio de diferentes recursos, propiciarmos um ambiente de
construgao do conhecimento”. Dessa forma, com o uso dos jogos, o aluno é levado “a
enfrentar situagoes conflituantes [sic| relacionadas com o seu cotidiano” (LARA, 2004,
p. 1).

Em consonancia, entra novamente a discussao de qual é o papel do professor,

agora quando se trabalha com jogos:

O uso de jogos para o ensino, representa, em sua esséncia, uma mudanca de
postura do professor em relagao ao o que é ensinar matematica, ou seja, o pa-
pel do professor muda de comunicador de conhecimento para o de observador,
organizador, consultor, mediador, interventor, controlador e incentivador da
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aprendizagem, do processo de construcao do saber pelo aluno, e sé iréd inter-
ferir, quando isso se faz necessario, através de questionamentos, por exemplo,
que levem os alunos a mudancas de hipéteses, apresentando situagoes que for-
cem a reflexao ou para a socializacao das descobertas dos grupos, mas nunca
para dar a resposta certa. O professor lanca questoes desafiadoras e ajuda os
alunos a se apoiarem, uns nos outros, para atravessar as dificuldades. Leva
os alunos a pensar, espera que eles pensem, dd tempo para isso, acompanha
suas exploracoes e resolve, quando necessario, problemas secundarios (SILVA;
KODAMA, 2004, p. 5).

Dessa forma, o professor promove um ambiente que favorece o estudo, dotado de
curiosidade, direciona as discussoes entre os alunos e ajuda a compartilhar suas hipoteses
e descobertas. O professor apenas aponta o grupo na dire¢ao, sem dar a resposta certa,

criando as possibilidades de descoberta da qual o grupo todo participou.
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3 CONCEITOS DE COMBINATORIA

O estudo da combinatéria é usado para resolver problemas de contagem, ja que
muitas vezes enumerar as opgoes uma por uma €, no minimo, tedioso, podendo até exigir
um tempo excessivo, possivelmente mais do que uma vida, até mais do que a idade
do universo. Em consequéncia disso, visando acelerar o processo de contagem, foram
desenvolvidos os diferentes métodos combinatoriais para se obter o niimero de objetos ou
de possibilidades rapidamente (LIMA et al., 2006).

Alguns problemas comuns de contagem sao: De quantas formas pode-se organizar
os livros de uma estante? Quantas sao as possibilidades de apostas que podem ser feitos
na loteria? Quantas cartelas de bingo podem existir?

Conhecimentos de combinatéria sao importantes para o estudo da probabilidade,
onde é recorrente a necessidade de contar objetos e possibilidades.

Neste capitulo, serao expostos conceitos basicos de combinatoria, importantes
para contagem de eventos. Primeiramente sera descrito o principio da multiplicacao, base
de toda a teoria da contagem e combinatoria. A partir disso, se explicarao as nogoes de
permutacao, arranjo e combinacgao. Por fim, também sera explicado o triangulo de Pascal,

sua origem e suas propriedades (LIMA et al., 2006).
3.1 PRINCIPIO DA MULTIPLICACAO

O principio da multiplicagao exprime que havendo x opgoes para realizar a escolha
A, e y opcoes para realizar a escolha B, entdao o nimero de opgoes para realizar ambas
as escolhas A e B em sucessao é zy. Por exemplo: Havendo duas calcas e trés camisetas

para serem vestidas, é possivel vestir-se de 2 - 3 = 6 formas diferentes.
3.2 PERMUTACAO

Uma permutagao ocorre quando se tem uma série de objetos e se deseja determi-
nar de quantas formas eles podem ser organizados. A permutacao de n objetos é denotada
por P,:

P, =nl, (1)

onde n! é o fatorial do nimero natural n, dado por:
nl=nn—-1)Mn-2)---1.

A Equagao (1) é interpretada como: ao escolher o primeiro objeto, tem-se n

opcoes, ao escolher o segundo objeto, tem-se n — 1 opgoes, pois um ja foi retirado, e assim
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por diante, até que sé reste o ultimo objeto, quando se tem apenas uma opcao.

Em uma permutacao a ordem importa, ou seja, é como fazer um par ordenado
onde (a,b) # (b,a), por exemplo, existem 24 permutacoes da palavra ‘AMOR’, na qual
hé quatro objetos (as letras da palavra) para serem permutados, portanto o total de

permutacoes é P, =41 =4-.3-2-1 = 24.
3.3 ARRANJO

Um arranjo ocorre quando se tem uma série de objetos e se deseja determinar de
quantas formas eles podem ser organizados quando se toma apenas uma certa quantidade
deles. O arranjo de n elementos tomados m a m, com n > m, é denotado por A,,,, e é
determinado pela razao entre as permutacoes P,, e P,,_,,, isto é:

P, n!

Anm = P, .. (n —m)!’ 2)

Similarmente a permutacao, toma-se um objeto por vez, o que deixa um ob-
jeto a menos para a iteracao seguinte. No entanto, em vez de prosseguir até escolher o
ultimo objeto, para-se quando o m-ésimo objeto é selecionado, restando n — m objetos
nao-selecionados. Assim, as permutacoes destes n — m objetos sao desconsideradas pelo
denominador P,,_,,.

Como em uma permutacao, a ordem importa, ou seja, ¢ como fazer um par
ordenado onde (a,b) # (b, a).

Nota-se que A,,,, == P,,, pois o fatorial de zero ¢ igual a um (0! = 1).

Por exemplo: E possivel criar 120 arranjos diferentes escolhendo trés palavras
da frase ‘Faga um arranjo com esta frase’. Tem-se n = 6 (nimero de palavras) e m = 3

(palavras selecionadas para o arranjo), portanto Ags = 6!/(6—3)! = 6!/3! =6-5-4 = 120.
3.4 COMBINACAO

Uma combinacao ocorre quando se tem uma série de objetos e se deseja determi-
nar em quantos conjuntos diferentes eles podem ser organizados quando se toma apenas
uma certa quantidade deles. A combinacao de n elementos tomados m a m, com n > m,
¢ denotado por C,,,, e é determinado pela razao entre o arranjo A, ,, pela permutacao

desse arranjo P,,

A n!
Com = 0= : 3
’ P (n —m)! m! 3)

Criar uma combinacao é semelhante a criar um arranjo, com a excecao da con-

dicao de que a ordem em que os elementos sao tomados nao importa, ou seja, apenas os
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elementos importam e nao a sua ordem. E como fazer um conjunto onde {a,b} = {b,a}.
Pode-se entao realizar o arranjo dos elementos nas posicoes e, em seguida, desconsiderar
as permutacoes dessas posigoes através do denominador P,,.

Por exemplo: Entre oito alunos de uma turma de musica, deseja-se formar um
grupo de trés para uma apresentacao. Pode-se criar 56 trios diferentes, pois Cgs =
81/[(8—3)!-3]=8!/(5!-3!)=(8-7-6)/(3-2-1) = 56.

3.4.1 Triangulo de Pascal

O triangulo de Pascal, mostrado na|Figura 1, é também conhecido como triangulo
aritmético. Este exprime todas as possiveis combinacoes: a linha n corresponde a todas
as combinagoes de n elementos; a coluna m da linha n corresponde a combinagao C,, .
Observa-se que cada linha possui uma coluna adicional, formando um triangulo, e que as

numeragoes de n e m iniciam em zero.

Co.0 1

Cl,O Cl,l 1 1

Cao Co1 Cap 1 2 1

C30 C31 Cz2 Cs3 1 3 3 1

Cao Cyq1 Cuz Cu3 Cyyg 1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

s

Cso0 Cs1 Cs2 GCsz Csa Csps

Figura 1: Triangulo de Pascal.
Fonte: Adaptado de Lima et al. (2006).

3.4.2 Relacao de Stifel

A relacao de Stifel, dada pela WL permite construir o triangulo de
Pascal sem a necessidade de realizar cdlculos a partir da Equacgao (3). Para determinar
o valor de um elemento, basta somar os elementos da linha acima na mesma coluna e na
coluna a esquerda. Por exemplo, destacado na Figura 1, tem-se Cs2 = Cy2 4+ Cy1, 0 que
é equivalente a 10 = 6 + 4.

Cn,m = Cn—l,m + Cn—l,m—l- (4)
3.4.3 Combinacoes complementares
O triangulo de Pascal possui uma simetria, que se percebe desenhando uma linha

que atravessa os elementos centrais das linhas pares. Os elementos a esquerda da linha

sao iguais aos elementos a direita dela, isto é:
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Cn,m = Cn,nfm- (5)
3.4.4 Teorema das linhas

O teorema das linhas permite determinar a soma de todas as combinacoes possi-
veis de n elementos, isto é, a soma dos elementos da n-ésima linha do triangulo de Pascal.

Este teorema se expressa da seguinte forma:

Crno+ Cni + Cpp+ -+ Cpp =27 (6)

Por exemplo: De dez alunos de uma turma, deseja-se criar apenas um grupo, com
no minimo uma pessoa. Quantos grupos diferentes podem ser formados? Pode-se formar
210 1 = 1023 grupos, pois existem Ci0,1 grupos de uma pessoa, Cyg2 grupos de duas
pessoas, Cyg 3 grupos de trés pessoas, e assim por diante, até Cyg 10 grupo de dez pessoas.
Assim, podem ser criados Cyg1+Cio2+ Cios+ ...+ Cig10 = 29— Cioo = 29— 1 = 1023

grupos diferentes, com no minimo uma pessoa.
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4 CONCEITOS DE PROBABILIDADE

A probabilidade é a area da matematica que estuda as chances de algum evento
ocorrer. Quando se analisa um experimento aleatério, dentre todas as possibilidades, um
resultado especifico tem uma certa chance de ocorrer.

Nesta secao serao definidos conceitos de probabilidade para experimentos ale-
atérios discretos. Experimentos aleatérios e eventos serao definidos, para entao serem
discutidas as probabilidades definidas em eventos, bem como suas propriedades. A seguir
serao analisadas as variaveis aleatorias discretas e diversas distribuicoes de probabilidades.
Por fim, serdo explicadas as definigdes classica (equiprovavel) e experimental (frequencial)
de probabilidade, em contraste com o método axiomatico das probabilidades definidas em
eventos. Ademais serao apresentados exemplos de experimentos aleatorios discretos e a
respectiva andlise de suas caracteristicas probabilisticas.

Como referéncias para os conceitos de probabilidade sao sugeridos Lima et al.
(2006), Ross (2014), Amorim e Mozer (2020).

4.1 EXPERIMENTOS E EVENTOS

Conceitos importantes para o desenvolvimento da teoria de probabilidade sao:
o experimento aleatério e os eventos. A seguir serao definidos alguns conceitos basicos,
utilizados para a definicao formal de probabilidade.

Experimento aleatorio: ¢é um experimento onde nao é possivel saber o resul-
tado antes de sua realizacao. Experimentos aleatorios podem ser continuos ou discretos,
de acordo com os valores possiveis para os resultados. Os resultados de experimentos
aleatérios continuos podem assumir qualquer valor dentro de um intervalo dos niimeros
reais. Exemplos de experimentos aleatérios continuos sao: a temperatura mais alta de
cada dia ou a distancia do salto de um atleta. Os resultados assumem valores continuos
(incontéveis), por exemplo, podem ter qualquer valor em um intervalo dos ntimeros reais.

Por sua vez, nos experimentos aleatorios discretos, os resultados assumem valores
discretos, ou seja, podem assumir apenas determinados valores, sem a possibilidade de
valores intermedidrios, por exemplo os niimeros naturais ou inteiros. Apesar de discretos,
ainda se pode ter infinitos resultados diferentes, desde que sejam contaveis. Exemplos
de experimentos aleatorios discretos sao: jogar uma moeda, jogar um dado e retirar uma
carta do baralho.

Espaco amostral: geralmente denotado por S, o espago amostral é o conjunto
de todos os resultados possiveis do experimento. Apesar de nao ser possivel saber o

resultado de um experimento aleatorio, em geral se conhecem todos os resultados possiveis.
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Evento: geralmente denotado por E, um evento é um conjunto de resultados
possiveis do experimento aleatério, ou seja, é um subconjunto do espaco amostral £ C S.
O espaco amostral é também um evento, nesse contexto chamado de evento certo. O
evento impossivel () nunca ocorre.

Evento elementar: sao eventos com apenas um resultado do espaco amostral.

Uniao de eventos: permite criar, a partir de dois eventos, um terceiro evento.
O evento E' U F', formado pela uniao dos eventos F e F', é o conjunto dos resultados que
pertencem a qualquer um dos eventos E ou F, podendo pertencer simultaneamente a
ambos ou a apenas um deles.

Interseccao de eventos: permite criar, a partir de dois eventos, um terceiro
evento. O evento F N F, formado pela interseccao dos eventos E e F', é o conjunto dos
resultados que pertencem simultaneamente a ambos eventos F e F.

Diferencga entre eventos: permite criar, a partir de dois eventos, um terceiro
evento. O evento F — F, formado pela diferenca dos eventos E e F, é o conjunto dos
resultados que pertencem ao evento E, mas nao pertencem ao evento F'.

Eventos mutuamente exclusivos: sao eventos que nunca ocorrem simulta-
neamente, ou seja, sua intersecao é o conjunto vazio (), e portanto, nao possuem resulta-
dos em comum. Assim, os eventos E e F' sao mutuamente exclusivos se, e somente se,
ENF=10.

Exclusao mutua é um conceito importante para a probabilidade, sendo utilizada
em uma das propriedades base (axiomas) da probabilidade, a partir das quais se demons-
tram outras propriedades.

Evento complementar: permite criar um evento a partir de outro. O evento
complementar de E é denotado por EY, sendo formado pelo conjunto de todos os resul-
tados do espacgo amostral S que nao pertencem ao evento F.

Duas propriedades do evento complementar sao:

1. Um evento em uniao com seu complementar formam o espago amostral, ou seja:
EUEY=S5: ¢
2. Um evento ¢ mutuamente exclusivo com seu complementar, ou seja:
ENES =0.
4.2 PROBABILIDADES DEFINIDAS EM EVENTOS
Considera-se um experimento com espaco amostral S e dois eventos quaisquer F

e . A probabilidade do evento E é denotada por P (E) e se definem os seguintes axiomas

(propriedades base) para a probabilidade:
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1. A probabilidade do evento E é um niumero real no intervalo fechado entre zero e
a unidade:
0<P(E) <L

2. A probabilidade do espago amostral S é a unidade:

P(S)=1; e (7)

3. Tomando n eventos mutuamente exclusivos Fy, Fs, ..., E,, a probabilidade da

uniao destes eventos ¢ igual a soma das probabilidades individuais dos n eventos:

A partir destes trés axiomas se demonstram as propriedades a seguir.
Probabilidade do evento complementar: ¢ a unidade menos a probabili-

dade do evento, isto é:
P(E°)=P(S)-P(E)=1-P(E).

Para demonstrar, utiliza-se o terceiro axioma, sabendo que o evento e seu com-
plementar sao mutuamente exclusivos.
Probabilidade da diferenca de eventos: ¢é a diferenca das probabilidades

do primeiro evento e da interseccao dos eventos.
P(E—F)=P(E)-—P(ENF) (9)

Visualiza-se esta propriedade a partir do diagrama de Venn, mostrado na Fi-
W&. Deve-se descontar a parte de E que estd em F', ou seja, deve-se subtrair P (E'N F)
de P (B).

Probabilidade da uniao de eventos: ¢ a soma das probabilidades dos eventos

menos a probabilidade da interseccao dos eventos.
P(EUF)=P(E)+P((F)—-P(ENF) (10)

Para demonstrar, separam-se estes dois eventos em trés partes: Probabilidade
da intersecao P (E'N F'), probabilidade de E apenas P(F — F) = P(E) —P(ENF) e
probabilidade de F' apenas P (F — E) = P (F) — P(E N F). A probabilidade da uniao é
igual a soma dessas trés probabilidades P (E U F) =P(E - F)+P(F - E)+P(ENF).

Por fim, substituem-se as probabilidades das diferengas dos eventos.
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a) b) c)

Figura 2: Diagrama de Venn dos eventos E e F no espago amostral S. As trés imagens
destacam diferentes relagoes entre os eventos E e F: a) destaca a diferenca E — F (em
vermelho), b) destaca a uniado EUF (em azul) e c) destaca a parte de E possivel de
ocorrer, dado que F ocorreu (em verde).

Fonte: Autoria prépria (2021).

Nota-se que somando as probabilidades P (E) e P (F) a probabilidade da inter-
seccao ¢é contabilizada duas vezes, sendo necessario subtrai-la uma vez. Visualiza-se esta
propriedade a partir do diagrama de Venn, mostrado na Figura 2b.

Probabilidade condicional: a probabilidade do evento F ocorrer dado que F

ocorreu é denotada por P (E|F) e definida como:

P(ENF)

P(E|F) = G (11)

com F # (), ou seja, P (F) > 0.

Dado que o evento F ocorreu, todo o restante do espaco amostral F© nao pode ter
ocorrido e é desconsiderado. Assim, a probabilidade da intersecao ENFE’ é normalizada pela
probabilidade de F', o qual sabe-se que ocorreu, resultando na probabilidade condicional.
Visualiza-se esta propriedade a partir do diagrama de Venn, mostrado na Figura 2c.

A probabilidade condicional é pouco utilizada na forma da ]Wo(ll). Em
geral é utilizada na forma a seguir para se calcular a probabilidade da intersecao de eventos

dependentes:

P(ENF) = P(F)P(E|F) (12)
= P(E)P(F|E).

Eventos independentes: sao eventos cuja ocorréncia nao influenciam na pro-

babilidade de outro ocorrer. Os eventos E e F' sao independentes se:

P(ENF)=P(E)P(F). (13)
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Eventos independentes E' e F' tém probabilidades condicionais dadas por:
P(E|F)=P(E) e P(F|E)=P(F).

Deve-se tomar o cuidado de nao confundir eventos independentes com eventos
mutuamente exclusivos. Eventos mutuamente exclusivos sao dependentes: com F e F
mutuamente exclusivos tem-se que P (E|F) = P (F|E) = 0, que obviamente contraria
a definicao de independéncia. Para exemplificar isto, considera-se o langamento de um
dado e os eventos £y = {1,3,5} e F; = {2,4,6}: estes sdo mutuamente exclusivos e
consequentemente dependentes. Portanto, nao podem ser eventos independentes pois,
sabendo que um ntmero ¢é par, ele nao tem chance alguma de ser impar. No entanto, ao
considerar os eventos Fy = {1,2,3,4} e F, = {2,4,6}, pode-se ver que sdo independentes,

pois as probabilidades condicionais sao iguais as probabilidades dos proprios eventos.
4.3 DEFINICOES CLASSICA E FREQUENCIAL DE PROBABILIDADE

A probabilidade definida em eventos, ou seja, a definicao a partir de axiomas,
é uma definicao rigorosa das probabilidades. Essa definicao formal é utilizada para o
desenvolvimento da teoria desse tema, com a qual é possivel realizar demonstracoes de
propriedades e de teoremas a ele relacionados (ROSS, 2014).

Na prética, a definicao axiomatica nao é utilizada de forma solitaria, pois ela
define as regras de como as probabilidades funcionam, sem indicar como determinar o
valor numérico das probabilidades dos resultados.

Para suprir este déficit e determinar valores para as probabilidades, utiliza-se a
definicao classica ou a definicao frequencial de probabilidade. Estas sao casos particula-
res da definicao axiomatica, herdando todas as propriedades desta, porém fazem uso de

hipdteses de apelo intuitivo com respeito as caracteristicas dos resultados aleatérios, como

seré descrito a seguir (AMORIM; MOZER, 2020).
4.3.1 Definicao cléssica de probabilidade

A definicao classica de probabilidade, também chamada de equiprobabilistica, faz
uso da hipétese de que todos os resultados do experimento aleatério sao equiprovaveis,
ou seja, tém mesma probabilidade de ocorrer.

Dessa forma, dado um experimento aleatério que possui resultados igualmente
provaveis, a probabilidade do evento F é igual ao nimero N(£) de resultados correspon-
dentes ao evento dividido pelo total N(S) de resultados possiveis, assim (LIMA et al.,
2006):

N(E)

P(E)= N5
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4.3.2 Definicao frequencial de probabilidade

Outra definicao possivel para a probabilidade é a definicao frequencial, a qual é
utilizada quando nao é possivel aplicar a definicao classica para determinar as probabili-
dades de um experimento aleatério.

Na defini¢ao frequencial de probabilidade, faz-se uso da hipotese de que a frequén-
cia dos resultados corresponde a probabilidade desses e, com a repeticao do experimento,
sao registrados os resultados ou eventos ocorridos. A partir disso, é possivel aproximar as
probabilidades de acordo com as informagoes coletadas sobre o experimento.

Assim, dado um experimento com espago amostral S com um total de N(S) re-
sultados possiveis, deseja-se determinar as probabilidades dos resultados £, com 1 < j <

N(S), dados os nimeros de ocorréncias C(E;) de cada resultado, obtém-se a probabili-
dade:

onde n = Zfi(f ) C(E;) é o niimero de experimentos realizados (LIMA et al., 2006).

4.4 EXEMPLOS DE EXPERIMENTOS ALEATORIOS

Com o intuito de revisar os conceitos anteriores, nesta secao serao descritos alguns
experimentos aleatdrios, seu espaco amostral, bem como exemplos interessantes e suas

caracteristicas probabilisticas.
4.4.1 Probabilidades no lancamento de uma moeda

O lancar de uma moeda é um dos experimentos aleatorios mais simples. Ela pode
cair de duas formas: cara (K) ou coroa (C). Dependendo das caracteristicas geométricas
da moeda, ela também pode cair de lado (L), o que geralmente é desconsiderado na pratica

devido a baixissima probabilidade. O espaco amostral é, portanto:
S={K,C}.

Além do evento certo S e do evento impossivel (), é possivel definir dois eventos
mutuamente exclusivos: £ = {K} (cair cara) e F' = {C} (cair coroa). Além disso, os
eventos E e F sdo complementares, ou seja, B¢ = F.

Uma moeda pode ser considerada viciada ou justa (nao-viciada). Quando ha
razao para se crer que a moeda é justa, considerando-se o modelo equiprovavel, entao
cada face possui probabilidade P (E) = P (F) = 1/2 de cair. No entanto, para uma
moeda viciada com probabilidade P (E) = p de cair cara, com 0 < p < 1, a probabilidade
de cair coroa é P (F)=1—p.
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4.4.2 Probabilidades no lancamento de um dado comum

Um dado comum pode cair com qualquer uma de suas faces para cima, portanto

o espago amostral é:
S ={1,2,3,4,5,6}.

Dentre varios, pode-se definir dois eventos: E do ntimero ser menor que quatro e

F' do niimero ser impar:
E={1,2,3} e F=1{1,3,5}.
A uniao e a interseccao dos eventos E e F' sao, respectivamente:
EUF={1,2,3,5} e ENF={1,3}.

Observa-se que os eventos E e F' nao sao mutuamente exclusivos, pois os resultados 1 e
3 pertencem a ambos os eventos.

Os eventos complementares de F e F' sao, respectivamente:
EY={4,5,6} e FY=1{24,6}.

Geralmente considera-se o langamento de um dado comum como equiprovavel,
ou seja, considera-se que cada face tem a mesma probabilidade de ocorrer que as outras.
Portanto, para que a probabilidade do espago amostral seja unitaria P (S) = 1 é necessario

que:
P({1)) =P ({2}) =P (13}) = P({(4) = P ({3}) = P ({6}) = .

Considerando os eventos F e F' acima, estes podem ser representados pela uniao

de eventos com apenas um resultado, da seguinte forma:
E={1,23} ={1;u{2}u{3} e F={1,35}={1}Uu{3}U {5},

visando determinar suas probabilidades pelo terceiro axioma da probabilidade (uniao de

eventos mutuamente exclusivos), estas sao calculadas da seguinte forma:

Além do mais, é possivel calcular a probabilidade da unido P (E U F') de duas

formas, a saber:

1. Através do conjunto uniao: neste caso a probabilidade é calculada pela uniao de



35

eventos mutuamente exclusivos, isto é:

EUF = {1,2,3,5}
P(EUF) = P({1})+P({2}) +P({3}) + P ({5})

B 1+1+1+1
6 6 6 6
p— 2 .
= 5

2. Através da uniao dos eventos: neste caso se determina as probabilidades dos
eventos, de sua intersecao e se calcula a probabilidade através da uniao de eventos,

ou seja:

ENF = {1,3}
P(ENF) = P({1})+P({3})
1

i

P(EUF) =

+
C«OI»—)-U

(F)—P(ENF)

+
[\')|;_\\_/

WINN| = W~k
' B

Outro problema relacionado é: “Apds o lancamento de um dado, sabe-se que a
face que caiu foi impar (evento F). Qual é a probabilidade da face ser menor ou igual
a trés (evento E)?” A solugao é dada pela probabilidade condicional P (E|F), calculada

CcO1mo:

P(ENF)
P (F)
1/3

2

2

3

P (E|F) =

4.4.3 Probabilidades da soma de dois dados comuns

Ao lancar dois dados, cada um deles pode cair com qualquer uma de suas faces
voltadas para cima. Entao, ao somar os possiveis valores delas, obtemos o espago amostral,
o qual é igual a:

S ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} .
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Dentre varios, é possivel definir dois eventos: E do nimero ser menor que sete e

F' do ntimero ser maior ou igual a sete:
E=1{2,3,4,5,6} e F=1{7,8,910,11,12}.
A uniao dos dois eventos E e F' e a interseccao destes sao, respectivamente:
FEUF ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} e ENF =0.

Observa-se que os eventos E e F' sao mutuamente exclusivos, pois quando um
evento ocorre o outro nao pode ocorrer (intersec¢ao vazia). Os eventos E e I sdo com-

plementares um do outro, ou seja:
E°=F e FY=FE.

A partir da equiprobabilidade considerada para as faces dos dois dados, cada um
dos pares ordenados a seguir corresponde a uma das 36 possibilidades dos dados 1 e 2,

que conformam o espac¢o amostral Sy:

Si={ (L1, (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
3,1, (3:2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6),
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
4,1), (5,2), (5,3), (54), (55), (56),
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6) }.

Cada um desses pares ordenados sao equiprovaveis, com probabilidades iguais a
1/6-1/6 = 1/36 de ocorrer, e mutuamente exclusivos. Ainda mais, cada um deles estd
associado a um valor de soma dos dois dados, ou seja, esta associado com um valor do

espago amostral S:

S={ 2 3 4, 5 6, T,
3, 4,5, 6, 7, 8,
4, 5, 6, 7, 8, O,
5 6, 7, 8 9, 10,
6, 7, 8 9, 10, 11,
7,8, 9, 10, 11, 12 }.

Dessa forma, analisando os valores repetidos no espago amostral S, conclui-se
que os resultados nao tém a mesma chance de ocorrer, ja que das 36 opgoes de pares
ordenados, apenas uma da resultado 2, duas dao resultado 3, trés dao resultado 4, quatro

dao resultado 5, cinco dao resultado 6, seis dao resultado 7, cinco dao resultado 8, quatro
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dao resultado 9, trés dao resultado 10, duas dao resultado 11 e apenas uma da resultado

12. As respectivas probabilidades sao:

P({2}) = P({12}) = 3_16
P(3)= P} = = —
P({4}) = P({10}) = %: 1_12
P(5)= PN = = ;
P(6)= P = o
P({7}) = %_ é

4.4.4 Probabilidades relacionadas a extracao de cartas de um baralho

Nos aspectos combinatério e probabilistico, os jogos com cartas de baralho sao
bastante complexos, devido ao nimero consideravel de cartas, que sem contar coringas,
pode chegar a 52. E possivel, no entanto, explorar alguns exemplos simples e interessantes
sobre probabilidades envolvendo as cartas de um baralho.

Ao retirar uma carta de um baralho, o espago amostral é o conjunto de pares

ordenados do valor V' e naipe N:

S = {(V,N);Ve{A,23,4,5,6,789,10,J,Q,K}, N c{% 0 & O}
= {Ad,2& 3%, 1d, 5k, G, Td, S, O, 10&, /&, Ok, K,
AQ,2Q,30,4Q0,50,6Q0, 70,80, 90,100, JO, QV, K,
AN 20, 30,40, 50, 60, 70 SA OM 108, J&. OB, Kb,
AG,2$0,30,40, 50,60, 70,880,940, 100, JO, Q0 K& )

onde A, J, @ e K representam os valores As, Valete, Dama e Rei, respectivamente, e o,
O, & e { representam os naipes Paus, Copas, Espadas e Ouros, respectivamente.

Dois problemas que podem ser resolvidos com probabilidade condicional sao:

1. “Ao retirar uma carta do baralho, revelou-se um rei de paus A = {K&}. Sem

devolver a carta a pilha, qual é a probabilidade de se retirar outro rei B = {K} =

{KO, K&, KO}

2. “E qual é a probabilidade de se retirar uma dama C' = {Q} = {Q&, Q0, Q#, QO }?”
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Considerando todas as cartas como equiprovaveis, a probabilidade de se retirar

um rei de paus K& como a primeira carta do baralho é:

Assim, a probabilidade de retirar um rei K apds a retirada de um rei de paus Ké é:

P (BN A)
P (A)
3/51-1/52
1/52

P (B|A) =

51’
ja a probabilidade de retirar a primeira carta K& e da segunda carta ser uma dama @ é:

P(CNA)
P (A)
4/51-1/52
1/52

P(C|A) =

4

51°
4.5 VARIAVEIS ALEATORIAS

Quando se trata de experimentos aleatérios, frequentemente hé interesse em uma
funcao do resultado, em vez do resultado em si. Estas quantidades de interesse, chamadas
variaveis aleatérias, sdo fungoes reais definidas no espago amostral (ROSS, 2014).

Dado um experimento aleatério com espago amostral S, para se definir uma
variavel aleatoria X, dispoe-se uma funcao fy : S — R.

Em um mesmo experimento aleatorio, pode-se estar interessado nao apenas em
uma variavel aleatoria, mas em diversas delas.

Por exemplo: Supodes-se o experimento aleatério como sendo o par ordenado do

lancamento de dois dados distinguiveis. O espago amostral é:
S = { (D1, Ds); Dy, Dy € {1,2,3,4,5,6} }

Considera-se a varidvel aleatoria X definida como a soma dos dois dados e a varidvel Y

como assumindo o valor 1 se ambos os dados sao iguais, senao 0.
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Portanto, as funcoes fxy e fy podem ser definidas como:
fx((D1,D2)) =

fy((Dl,D2)> _ { é se Dy :D?

Dy + D,

caso contrario.

Assim, determina-se que X € {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} e Y € {0, 1}.

Cada valor que a variavel aleatéria X assume representa, através de fx, um ou
mais resultados do espaco amostral S, ou seja, representa um evento £ C S.

Da mesma forma que se determina a probabilidade de um evento £ C S ocorrer,
dada uma varidvel aleatéria X, determina-se a probabilidade P (X = a) dela assumir o
valor a € R.

Existem também as notagoes para quando X assume valores menores que a
P (X < a), menores ou iguais a a P (X < a), maiores que a P (X > a) e maiores ou iguais
aaP(X >a).

Continuando o exemplo anterior: Observam-se as probabilidades da variavel

aleatoria X assumir valores inteiros de 1 a 12:

P(X=1) = 0, P(X=7) = 6/36,
P(X =2) = 1/36, P(X =8) = 5/36,
P(X =3) = 2/36, P(X =9) = 4/36,
P(X =4) = 3/36, P(X =10) = 3/36,
P (X =5) 4/36, P(X =11) = 2/36,
P(X =6) = 5/36, P(X =12) = 1/36,
e as probabilidades de Y assumir os valores 0, 0,5 e 1:
P(Y =0)=5/6, P(Y =0,5) =0, P(Y =1)=1/6.

As probabilidades P (X =

nhum resultado do experimento aleatério gera este valor através das fungoes fx e fy,

1) e P (Y = 0,5) sdo nulas porque nunca ocorrem. Ne-

respectivamente.

Assim como ha experimentos aleatorios discretos e continuos, existem também
variaveis aleatorias discretas e continuas. Uma variavel aleatoria continua pode assumir
um nuimero incontavel de valores. Por exemplo, um intervalo dos niimeros reais.

Uma variavel aleatéria discreta, no entanto, pode assumir um numero finito ou
contavel de valores. Neste caso, portanto, apesar do contradominio de fx ser formado
pelos os incontaveis numeros reais R, a imagem de fx é contavel. Para se referir a
imagem de fx, geralmente se utiliza um subconjunto dos numeros naturais N ou dos

numeros inteiros Z. O espaco amostral S, dominio de fx, pode ser um conjunto finito,
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contavel ou incontavel, ou seja, o experimento aleatério pode ser discreto ou continuo e

ainda assim a variavel aleatéria pode ser discreta.
4.6 EXPECTATIVA DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

A expectativa de uma varidvel aleatoria, ou sua média, é um conceito muito
utilizado para realizar sua modelagem a partir de dados empiricos. A seguir serao definidos
a expectativa e outros conceitos relacionados, tomando Ross (2014) como referéncia.

A média u, ou expectativa E [X], de uma varidvel aleatéria discreta X é definida
como:

p=Bx]= Y wpxl), (14)
x; px(x)>0
onde x sdo os valores discretos que a varidvel aleatdria pode assumir e px (z) é a proba-
bilidade da variavel aleatéria ter valor x.

Muitas vezes ha interesse na expectativa de uma funcao da variavel aleatoria.
Denotada por E [g(X)], a expectativa de uma fungao ¢g : R — R de uma varidvel aleatéria
discreta X é dada por:

Elg(X)]= Y g(x) px(2). (15)
z; p(x)>0
Isto implica que o valor esperado de uma funcao afim de uma variavel aleatéria tem a
seguinte propriedade:
ElaX +b =a E[X]+, (16)

com a,b € R.

A variancia o2 de uma varidvel aleatéria discreta X é definida como:
0% = Var (X) = E [(X—E[X])Q]. (17)

A variancia é o quadrado do desvio padrao, medindo a expectativa do quadrado do desvio
de X com respeito a sua expectativa. Um resultado muito 1til para se calcular a variancia
de uma variavel aleatoria X é:

o® = Var (X) =E [X?] - (E[X])". (18)

4.7 FUNCOES DE DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADES

De antemao, nao se conhece o resultado de um experimento aleatorio antes de
realizé-lo, ou seja, nao se pode prever o valor de uma varidvel aleatéria. Apesar disso, é
possivel tirar muitas conclusoes sobre a sua tendéncia ou o seu comportamento.

Uma das formas de modelar o comportamento ou as tendéncias de uma variavel
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aleatdria é através de sua funcao de distribuicao de probabilidades, muitas vezes chamada
apenas de distribuicao.

A variavel aleatoria X possui uma funcao de distribuicao de probabilidades px.
Esta funcao determina a probabilidade com que a variavel aleatéria assume o valor real

a. Fis as duas notagoes para o valor desta probabilidade:

onde na primeira este é denotado através da funcao de distribuicao de probabilidades,
enquanto na segunda se faz uso de uma notacao mais flexivel.
A seguir sao apresentadas algumas distribuicoes discretas comumente utilizadas

para modelar variaveis aleatérias (ROSS, 2014).
4.7.1 Distribui¢ao uniforme

Uma varidavel aleatéria X é dita ter distribuicao uniforme se ela assume n € N

valores com probabilidades idénticas:

%, sea€{1,2,3,...,n}
px (a) =P (X =a) = (19)

0, caso contrario.

Esta distribuicao é parametrizada por n, o nimero de valores possiveis que a
variavel aleatéria pode assumir. A média desta distribuigao é p = (n 4 1)/2 e variancia
o= (n*-1)/12.

Exemplos de varidveis aleatorias com esta distribuicao sao: o langamento de uma
moeda (n = 2) ou o langamento de um dado (n = 6).

A Figura 3 mostra uma distribuicao uniforme com parametro n = 6, equivalente

ao lancamento de um dadg’!

1 As probabilidades sdo nimeros reais no intervalo entre 0 e 1, inclusive ambos. Para simplificar a
notagao, nos graficos deste documento sao utilizadas porcentagens para representar as probabilidades, ou
seja, valores de 0 % a 100 %.
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Lancamento de um dado:
Distribuicao uniforme, parametro n = 6.

20,0
16,7 16,7 16,7 16,7 16,7 16,7
16,0
2
g 12,0
<
o
2 8,0
Q0
2
=40
0,0
1 2 3 4 5 6

Resultados

Figura 3: Probabilidades dos resultados de um dado (distribui¢ao uniforme).
Fonte: Autoria prépria (2021).

4.7.2 Distribuicao triangular

Uma variavel aleatoria X é dita ter distribuicao triangular quando, dado o parametro

n € N, ela pode assumir 2n — 1 valores, cujas probabilidades sao:

(a—1
o sea€{2,3,...,n}
_ _N=—J 2n—(a—1
px (a) =P (X =a) = W, seac€{n+1,n+2,...,2n} (20)
n
0, caso contrario.

\

Esta distribuicao é parametrizada por n. A média desta distribuicao é p=n-+1
e variancia o = (n? — 1) /6.

Uma forma simples de criar uma variavel aleatéria de distribuicao triangular é
compor ela através da soma de duas variaveis aleatérias independentes Y7, Y, ambas com

distribuicoes uniformes e mesmo parametro n:
px(a)=P(X=a)=PY1+Ys=n0q). (21)

Neste caso, o parametro n é equivalente ao niimero de valores possiveis que as variaveis
aleatorias Y7, Y3, que compoem X, podem assumir.

Estendendo o exemplo em distribuicoes uniformes, exemplos de variaveis aleatérias
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com a distribuicao triangular sao: o numero de caras no lancamento de duas moedas

(n = 2) ou a soma de dois dados (n = 6).

A mostra uma distribuigdo triangular com parametro n = 6, equivalente
a soma de dois dados.

Soma de dois dados:
Distribuicao triangular, parametro n = 6.

16,7
13,9 13,9
11,1 11,1
8,3 8,3
5,6 5,6
2,8 2,8
[] []
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Resultados

20,0

16,0

12,0

8,

o

Probabilidade %

4,

jen)

0,

e}

Figura 4: Probabilidades dos resultados da soma de dois dados (distribuicao triangular).
Fonte: Autoria prépria (2021).

4.7.3 Distribuigao de Bernoulli

Uma varidvel aleatéria X possui distribuicao de Bernoulli de parametro p € [0, 1],
quando ela pode assumir os valores 0 e 1 com probabilidades 1 — p e p, respectivamente.

A funcao de distribuicao de probabilidades é dada por:

1—p, sea=0
px (a) =P (X =a) =14 p, sea=1 (22)

0, caso contrario.

Os dois valores possiveis da variavel aleatoria podem ser considerados como a ocorréncia
e a nao ocorréncia de um evento aleatério ou o sucesso e a falha de um teste aleatorio.
Esta distribuicao é parametrizada por p, a probabilidade de ocorréncia ou de
sucesso. A média desta distribuicao é u = p e variancia o = p(1 — p).
Exemplos de varidveis aleatorias com esta distribuicao sao: o lancamento de uma
moeda (p = 1/2), o lancamento de uma moeda viciada (p # 1/2) ou a chance de cair um

multiplo de 3 no langamento de um dado (p = 1/3).
A Figura 5 mostra trés distribuigoes de Bernoulli, com parametros 3/10, 1/2 e
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7/10. Note que as distribui¢oes 3/10 e 7/10 sao simétricas.

Distribuicao de Bernoulli, parametro p variando

80
70
60
50
40
30
20
10

70 70

m0,3
m0,5
0,7

30

Probabilidade %

0 — Nao-ocorre (Falha) 1 — Ocorre (Sucesso)
Possiveis resultados

Figura 5: Distribuicao de Bernoulli.
Fonte: Autoria prépria (2021).

4.7.4 Distribuicao binomial

Uma variavel aleatéria X ¢é dita ter distribuicao binomial quando, dados os

parametros p € [0,1] e n € N, ela pode assumir n + 1 valores com probabilidades:

Cnap® (1=p)" % sea€{0,1,2,...,n}

0, caso contrario.

pX(a):P(X:a):{ (23)

Esta distribuigao é parametrizada por p e n. A média desta distribuicao é u = np
e variancia o2 = np(1 — p).

E utilizada para modelar a contagem de ocorréncias de um numero finito de
eventos independentes com probabilidades fixas de ocorréncia.

Uma forma simples de criar uma varidvel aleatéria de distribuicao binomial é
compor ela através da soma de n varidveis aleatorias independentes Y7, Ys, ..., Y, todas

com distribui¢oes de Bernoulli e mesmo parametro p:
px(a)=P(X=a)=PYV1+Yo+---+Y,=aqa). (24)

Neste caso, o parametro n é equivalente ao nimero de variaveis aleatérias Y7, Ys,...,Y,
que compoem a variavel aleatéria X.

Exemplos de varidveis aleatorias com esta distribuicao sao: o ntimero de caras
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no langamento de n moedas (p = 1/2), o nimero de caras no lancamento de n moedas
viciadas (p # 1/2).

A Figura 6a mostra trés distribui¢bes binomiais com parametro p = 3/10, com
n variando nos valores 2, 5 e 10. Como p < 1/2, as chances do evento nao ocorrer sao
maiores do que dele ocorrer. Com isso, ha tendéncia das probabilidades serem maiores ao
lado esquerdo da distribuigao.

Uma observagao adicional é que, a medida que o parametro n aumenta, o nimero
de ocorréncias maximo eleva-se de acordo.

Note que as figuras apresentadas expressam distribuigoes discretas. Apenas os
valores marcados pelos simbolos quadrado, losango e triangulo devem ser considerados.
As retas que ligam os simbolos foram inseridas apenas para facilitar a visualizacao e nao
devem ser consideradas como parte das fungoes de distribuicao de probabilidades.

Por sua vez, a Figura 6b mostra trés distribuicoes binomiais com parametro
p = 1/2, com n variando nos valores 2, 5 e 10. Como p = 1/2, as chances do evento
ocorrer sao iguais as chances dele nao ocorrer. Com isso, as probabilidades sao simétricas
com respeito ao centro da distribuicao.

Ademais, a |[Figura 6c mostra trés distribui¢oes binomiais com parametro p =
7/10, com n variando nos valores 2, 5 e 10. Como p > 1/2, as chances do evento ocorrer
sao maiores do que dele nao ocorrer. Com isso, hd tendéncia das probabilidades serem
maiores ao lado direito da distribuicao.

Assim, comparando as distribuigdes binomiais de mesmo parametro n da [Fi-

gura Ga, da Figura 6b e da , vé-se os efeitos das tendéncias a esquerda, de

simetria e a direita causadas pelas diferentes probabilidades p.
4.7.5 Distribuicao geométrica

Uma varidvel aleatéria X ¢é dita ter distribuicao geométrica quando, dado o

parametro p € [0, 00), ela pode assumir valores inteiros positivos com probabilidades:

p(1—p)* 1t seae{l,2,...}
0, caso contrario.

(25)

Esta distribuigao é parametrizada por p. A média dessa distribuigao é u=1/p e
variancia 0% = (1 — p)/p*.

E utilizada para modelar a contagem de repeti¢oes de um experimento até que
um certo evento ocorra.

A definicao acima é equivalente a uma variavel aleatoria de Bernoulli, com pro-

babilidade de sucesso p, falhar a — 1 vezes e em seguida ter sucesso:

px (@) =P (X =0a)=PY1=0)P(Yo=0)---P(Yo=1). (26)
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Distribuicdo Binomial, pardmetros: p = 0,3 e n variando

60
50
40
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30 ——
10 \.
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de ocorréncias
Distribuicdo Binomial, parametros: p = 0,5 e n variando
60
50
40
+ 2
30 ——
20 10
10
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ntumero de ocorréncias
Distribuicdo Binomial, parametros: p = 0,7 e n variando
60
50
40
+ 2
30 ——
20 10
10
O 3
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nuimero de ocorréncias

Figura 6: Distribuigcao binomial.
Fonte: Autoria prépria (2021).
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Exemplos de variaveis aleatérias com esta distribuicao sao: contar o nimero de
lancamentos de uma moeda até cair cara e contar o nimero de cartas do baralho até
encontrar um valete de ouros J<, sendo cada carta retirada e em seguida devolvida ao
baralho.

A Figura 7 mostra trés distribuigoes geométricas com parametros p diferentes.
Note que, a medida que o valor do parametro aumenta, o pico diminui e as probabilidades

se deslocam cada vez mais para a direita.

Distribuicao Geométrica, parametro p variando

60

50
x40
< - 0.5
< 30
= ——().3
2
S 20 0,1
(ol

10 N

0 "\':'-:i:i=n=-=-—.—.—.—.

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Numero de tentativas até o sucesso

Figura 7: Distribuicao geométrica.
Fonte: Autoria prépria (2021).

4.8 COMBINATORIA E PROBABILIDADE NA PROPOSTA DE ENSINO

Na proposta de ensino desenvolvida neste trabalho, a qual serd descrita no|Ca-
sao utilizados diversos dos conceitos detalhados neste referencial tedrico. Os
principios de combinatoéria, delineados no|Capitulo 3, sao necessarios para a contagem de
elementos de um conjunto, do nimero de possibilidades ou da quantidade de combinagoes,
competéncias essenciais para determinacao de probabilidades de eventos aleatorios dis-
cretos. Para isso, faz-se uso do principio da multiplicacao, da permutagao, de arranjos,
combinagoes e, consequentemente, do triangulo de Pascal e suas propriedades. Por sua
vez, os conhecimentos sobre teoria da probabilidade, dispostos no Capitulo 4] sao utiliza-
dos como objeto principal no desenvolvimento da proposta de ensino, onde se faz uso dos
conceitos de experimentos aleatérios discretos, das definicoes de probabilidade, das suas

propriedades e de uma porcao das distribuigcoes de probabilidades.
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5 INTRODUCAO A TEORIA MUSICAL

A partitura é o método consagrado de se registrar musicas. O estudo da teoria
musical é importante para se realizar a leitura e o registro de obras musicais.

Esta é uma breve e simplificada introducao a teoria musical, onde se foca apenas
nos conceitos necessarios para ler as partituras utilizadas no Jogo de Dados de Mozart.

Como referéncia mais generosa sobre teoria musical, recomenda-se Med (1996).
5.1 NOTACAO MUSICAL

Uma partitura é composta por diversos simbolos que seguem uma estrutura logica

para representar as musicas, os quais serao descritos a seguir.
5.1.1 A pauta e a notacao da altura

A pauta, ou pentagrama, consiste de cinco linhas horizontais onde as notas mu-
sicais e os siléncios sao escritos. As notas musicais sao representadas por sinais de forma
oval (a cabeca) desenhados sobre a pauta, podendo ter decoragoes como hastes e colchetes
(bandeirolas). A posigao da cabeca define qual é a altura da nota (D6, Ré, Mi...) e as
suas decoragoes (hastes e colchetes) definem o seu tempo de duragao.

Na Figura 8 é mostrada uma pauta com doze notas musicais divididas em quatro
compassos. O primeiro simbolo na pauta é a clave de Sol, que indica que na segunda
linha (de baixo para cima) é o lugar da nota Sol. O segundo simbolo é composto por dois
nimeros (3 e 8), que identificam o compasso da partiturqﬁ . Entao tem-se as notas: D¢,
Ré, Mi, uma barra que indica o final do compasso, F4, SO]FL La, fim de compasso, Si, DO,
Ré, fim de compasso, e Mi, Fé e Sol. Por fim, o ltimo simbolo (barra grossa) indica o

fim da partitura.

o) N ¢ o
3 N N ~ R—P ) I
™ K— N - o ) V4 |

e ;v
D6 Ré Mi F4 Sol L& Si D6 Ré Mi Fa Sol

Figura 8: Pauta musical.
Fonte: Autoria prépria (2021).

As sete notas musicais formam uma sequéncia composta pelas notas: ... D6, Ré,

Mi, Fa, Sol, L4, Si, D6 ...que continuam se repetindo em ambos os sentidos.

2 O significado de compasso e a razdo para os nimeros 3 e 8 sdao apresentados no decorrer deste
capitulo.
3 Esta é a nota Sol indicada pela clave de Sol.
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A posicao das notas na pauta é definida relativamente a clave. Com a clave de
Sol, a nota Sol fica na segunda linha, a nota L& fica entre a segunda e a terceira linha, a
nota Si fica na terceira linha, e assim por diante.

Quanto mais agudas as notas, mais acima elas ficam na pauta e, quanto mais
graves, mais abaixo ficam na pauta.

Se a nota desejada nao pode ser desenhada em nenhuma das cinco linhas da pauta
¢é possivel grafar linhas adicionais superiores ou inferiores para representar a nota, como
é o caso da primeira nota musical da Figura 8| Se a nota for muito grave e ficar abaixo
da primeira linha da pauta, esta é estendida com linhas adicionais inferiores, apenas as
estritamente necessarias. O mesmo vale para notas muito agudas, que ficam acima da

quinta linha da pauta, em linhas adicionais superiores.
5.1.2 Notas simultaneas

Notas que sao tocadas simultaneamente sao escritas na pauta uma sobre a outra,
compartilhando a mesma haste, se ela existir. O primeiro grupo de notas da Figura 9/ é
composto pelas notas Sol, Si e Ré, sem haste.

No caso de duas notas muito proximas, por exemplo Sol e L4, onde uma fica na
linha e outra entre duas linhas, escreve-se as notas que se sobreporiam deslocadas para
o lado, mas ainda formando um grupo, com a haste centralizada. O segundo grupo de
notas da Figura 9 é composto pelas notas Sol, L4, Si e Ré, com haste.

O terceiro grupo de notas da por sua vez, é composto pelas notas Sol

e Ré, com haste.

N |
£—S o—1
D—o<—e—
)

Figura 9: Pauta musical com notas simultaneas.
Fonte: Autoria prépria (2021).

5.1.3 Tom, semitom e acidentes

Tomando como base um piano, as notas que aparecem na pauta sao as teclas
brancas. Entre algumas das teclas brancas existem teclas pretas, que nao aparecem na
pauta. Estas sao chamados de acidentes.

Tocando todas as notas em sequéncia, branca, preta (se existir), branca, preta
(se existir), e assim por diante, é seguida uma sequéncia de semitons, conforme pode
ser visto na Figura 10. De acordo com Med (1996, p. 30), “semitom ou meio tom é o

menor intervalo adotado entre duas notas na musica ocidental (no sistema temperado)”.
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O sistema temperado faz uso de doze semitons igualmente espagados em cada oitavaf, de
forma a simplificar as proje¢oes harmonicas e permitir que os instrumentos de som fixo
possam ser usados em qualquer tonalidade, por exemplo os instrumentos: piano, teclado,
violao, flauta, etc. Tocando em sequéncia apenas as teclas brancas, em alguns casos o
intervalo é semitom e em outros o intervalo é tom (inteiro).

Tocando as teclas brancas em sequéncia (que corresponde a escala D6 maior),
tem-se a sequéncia de tons (T) e semitons (S) mostrada na Figura 10.

Nota-se que, de uma nota D6 até a préxima nota DO, existem doze semitons
ou cinco tons e dois semitons. Estes cinco tons e dois semitons formam as “sete notas

musicais”, de D6 até Si.

D6 |Ré|Mi|Fa |Sol|La| Si D6

T e T e T o T o T T 7

T T S T T T S

Figura 10: Teclado do piano: todas as teclas (sequéncia de semitons: S); teclas brancas
(sequéncia de tons e semitons: T, S); e nomes das notas brancas e pretas.
Fonte: Autoria prépria (2021).

As notas correspondentes as teclas pretas do piano nao possuem um nome es-
pecifico, mas sao nomeadas a partir das outras notas com o uso dos acidentes. O primeiro
tipo de acidente é o sustenido, cujo simbolo é £, que pode ser visto na Figura 11a. O
sustenido aumenta um semitom na nota. Por exemplo, a tecla preta a direita do D6
¢ chamada de D¢ sustenido. Para escrever esta nota na pauta se desenha a cabeca na
posicao D6 e, logo a esquerda dela, se desenha o simbolo sustenido. Todas as teclas pretas
podem ser nomeadas através do sustenido: D6 sustenido, Ré sustenido, F4 sustenido, Sol
sustenido e L& sustenido.

O segundo tipo de acidente é o bemol, cujo simbolo é b. Este diminui um semitom
na nota e pode ser visto na Figura 11p. Por exemplo, a tecla preta a esquerda do Ré (a
mesma a direita do D6, ou seja, D6 sustenido) também é chamada de Ré bemol. Para

escrevé-lo na pauta se desenha a cabecga na posicao Ré e, logo a esquerda, se desenha o

4 Uma oitava é o intervalo sonoro de uma nota até a préxima de mesmo nome, por exemplo, de D6
até o proximo Dé, de Ré até o préximo Ré, etc.
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Figura 11: Pauta musical com acidentes: a) sustenido £, b) bemol b e c) bequadro §.
Fonte: Autoria prépria (2021).

simbolo bemol. Todas as teclas pretas podem ser nomeadas através do bemol: Ré bemol,
Mi bemol, Sol bemol, La bemol e Si bemol.

As notas D6 sustenido e Ré bemol, por exemplo, s@o notas enarmonicas, pois
apesar de terem nomes diferentes, elas tém o mesmo som. Na Figura 10 também sdo
mostrados os nomes das teclas pretas do piano, utilizando ambos os acidentes sustenido
e bemol.

Quando se deseja desfazer um acidente, por exemplo, para tocar a nota sustenido
e em seguida a nota natural ou para tocar a nota bemol e em seguida ela natural, utiliza-se
o bequadro, cujo simbolo é . Analogamente, basta coloca-lo logo antes da nota na qual
se deseja desfazer o acidente, como pode ser visto na Figura 11c.

5.1.4 A notacao do ritmo

Além da altura (agudo ou grave), as notas musicais possuem valor, ou tempo de
duracdo (MED, 1996). Os valores das notas sao: semibreve (valor: 1), minima (valor:
1/2), seminima (valor: 1/4), colcheia (valor: 1/8), semicolcheia (valor: 1/16), fusa (valor:
1/32) e semifusa (valor: 1/64). Os respectivos simbolos sdo mostrados na Figura 12a.
O tempo de duracao das notas segue uma progressao geométrica. Duas notas minimas
duram o tempo equivalente a uma semibreve, duas notas seminimas duram o mesmo que
uma minima, e assim por diante.

Os siléncios (auséncia de notas), também chamados de pausas, sao tao importan-
tes na musica quanto as notas em si. Cada valor de nota possui um valor correspondente
de siléncio. Vé-se os simbolos dos valores dos siléncios na |Figura 12b.

Para uma notacao mais leve e bonita, é possivel ligar duas ou mais notas musicais
dos tipos colcheias, semicolcheias, fusas ou semifusas. Para isso, faz-se uso de barras de

ligacao. A Figura 13a mostra exemplos de como ligar figuras ritmicas de valores iguais
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Figura 12: Figuras ritmicas: a) valores das notas e b) valores dos siléncios.
Fonte: Autoria prépria (2021).
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Figura 13: Ligacao das figuras ritmicas por barras: a) valores iguais e b) valores mistos.
Fonte: Autoria prépria (2021).

e a |Figura 13b mostra exemplos de como ligar figuras ritmicas de valores mistos. Nao

existem ligacoes para os simbolos de siléncio.

5.1.5  Compasso

De acordo com Med (1996), “Compasso é a divisdo de um trecho musical em
séries regulares de tempos.” O compasso é definido no inicio da partitura, de acordo com
dois ntmeros ali especificados. O numero de baixo indica o valor base que corresponde
a um intervalo de tempo. O numero de cima identifica o nimero destes intervalos base
que compoem cada compasso. Por exemplo, nas partituras do Jogo de Dados de Mozart
@) e nas composigoes geradas pelo jogo (por exemplo, \Figura 16 e \Figura 18)

o compasso ¢ 3 por 8 (trés por oito ou trés oitavos), o que significa que cada compasso

possui trés notas de comprimento um oitavo, ou seja, trés colcheias por compasso. Outro
exemplo de compasso é 4 por 4, ou quatro quartos, onde cada compasso possui quatro
notas de comprimento um quarto, ou seja, quatro seminimas por compasso.

Na partitura, o inicio de um compasso € indicado por uma barra vertical, como se
pode ver na Figura 8 e nas composigoes presentes nas duas figuras supracitadas. Observa-
se que os acidentes (sustenido f, bemol b e bequadro f) perdem seu efeito no fim do

compasso.



53

5.1.6 Simbolos de repeticao

Algo comum na musica é a repeticao de trechos. Para evitar repetir a escrita na
notacao musical, sao utilizados os simbolos de repeticao. No inicio do primeiro compasso
do trecho a ser repetido sao inseridas uma barra vertical grossa, uma barra vertical fina
e dois pontos a direita ( ]|: ) e no fim do tdltimo compasso do trecho sao inseridos dois
pontos, uma barra vertical fina e uma barra vertical grossa ( :|| ). Executa-se a composicao
até serem encontrados os dois-pontos-e-barra (fim de repeti¢ao), continuando a executar
desde a tltima barra-e-dois-pontos (inicio de repeticao).

Na Figura 14a, por exemplo, toca-se “Dé Ré Mi, Fa Sol La, Sol Fa Mi, Fa Sol
La, Sol Fa Mi, Si La D67, ou seja, executam-se os compassos nesta sequéncia: 1, 2, 3, 2,

3 e 4, havendo a repeticao dos compassos 2 e 3.
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Figura 14: Exemplo de abreviatura de repeticao de um trecho: a) Repeticao e
b) repeticdo com variagao.
Fonte: Autoria prépria (2021).

E possivel inserir diversos compassos entre os simbolos de repeticao, sendo também
possivel uma varia¢ao no fim da melodia na segunda execugao, como se pode ver na Fi-
gura 14b, onde as melodias variadas sdo escritas em compassos diferentes (compassos 3 e
4, numerais omitidos na figura) e marcadas com o nimero da repeti¢cao em que devem ser
executadas (simbolos numéricos “1.” e “2.”7). Dessa forma, os compassos desta partitura
sao executados na sequéncia: 1, 2, 3, 2, 4 e 5, havendo uma repeticao com variagao no

compasso final.
5.1.7 Notagao musical para o piano

Duas ou mais pautas podem ser unidas, de forma que sejam tocadas simultanea-
mente. Na Figura 15, por exemplo, existem duas pautas: para a mao esquerda e para a
mao direita no piano. Observa-se que a pauta de cima possui uma clave de Sol e a pauta
de baixo possui uma clave de Fa. Esta nova clave indica que na quarta linha (de baixo

para cima) é o lugar da nota Fa.
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Uma partitura deve ter suas notas sincronizadas nas multiplas pautas: as notas
que iniciam juntas devem ser ilustradas em uma mesma linha vertical imaginéaria.

Um detalhe adicional é que, na pauta da clave de Sol, a primeira linha adicional
inferior tem a mesma altura que a primeira linha adicional superior da pauta da clave de
F4. Portanto, a iltima nota das pautas da Figura 15 tém a mesma altura, ou seja, ambas

sao a mesma tecla D6 do piano.
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Figura 15: Pauta musical para piano.
Fonte: Autoria prépria (2021).

5.2 O MINUETO

O minueto foi o primeiro tipo de danca do periodo classico. Como uma forma
musical, existem varios tipos de minueto, cuja estrutura musical e sonoridade foram incor-
poradas dentro de outros estilos na musica classica, como sonatas e sinfonias, sobrevivendo
a grande mudanca de estilo que ocorreu em meados do século XVIII. Executado em ritmo
de valsa, um minueto é composto por trés secoes: exposicao A, contraste B e recapitulagao
A" (CAPLIN, 1998, p. 219-220).

Neste trabalho, no entanto, refere-se ao minueto no formato AA’BB, que é utili-
zado no Jogo de Dados de Mozart. Neste jogo, os minuetos compostos possuem dezesseis
compassos, que sao executados da seguinte forma: primeiro se executa a se¢ao A, com oito
compassos; em seguida uma variacao A’, cujo tltimo compasso tem melodia diferenciada;
e entdo se executa duas vezes a se¢ao B, também com oito compassos (MOZART, 1793).

A [Figura 16 mostra um exemplo de minueto que foi gerado usando o Jogo de
Dados de Mozart. Nessa figura estao destacadas as partes A, A" e B que compoem o

minueto.
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Minueto gerado usando o Jogo de Dados de Mozart, com destaque

Figura 16:

A’ e B do minueto.

Fonte: Autoria prépria (2021).
Nota: Este minueto pode ser ouvido acessando o link (https://youtu.be/hc3-d6MPrj0).


https://youtu.be/hc3-d6MPrj0
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6 O JOGO DE DADOS DE MOZART

O Jogo de Dados de Mozart, muito conhecido como Musikalisches Wiirfelspiel
(alemao para jogo de dados musical), atribuido ao grande compositor classico Wolfgang
Amadeus Mozart, é um método probabilistico de composi¢ao musical que utiliza a aleato-
riedade do langamento de dois dados (MOZART, 1793). Nesta secdo serd apresentada a
histéria de Mozart e a histéria do Jogo de Dados de Mozart. Em seguida serao explicadas

as instrucoes para criar uma composicao com o jogo.
6.1 WOLFGANG AMADEUS MOZART

Wolfgang Amadeus Mozart (1756 — 1791) foi um compositor austriaco do periodo
classico. A musica sempre esteve ao seu lado: Leopold Mozart, seu pai, era musico e
regente substituto na corte de Salzburgo. O pai assumiu o papel de mestre e ensinou-lhe
as “artes do oficio”, como na tradi¢ao dos oficios artesanais, “talvez até mesmo desejando
que algum dia o filho excedesse sua prépria pericia” (ELIAS, 1994, p. 26).

Ensinando musica aos seus filhos, Leopold percebeu desde muito cedo que Wolf-
gang demonstrava o dom para tal arte e levou o menino prodigio, ainda em sua infancia,
em diversas turnés pela Europa (CAVINI, 2012, p. 28).

O pai Mozart era bastante rigido com respeito a educacgao de seus filhos, especi-

almente no que tangia a misica, como expoe Elias (1994):

A estrita disciplina imposta por seu pai deu frutos. Converteu-se em autodisci-
plina, capacitando o jovem a trabalhar, depurando e transformando em musica
as fantasias que nele fervilhavam, sem que perdessem a espontaneidade ou a
inventividade (ELIAS, 1994, p. 13).

Assim se criou Mozart, considerado um dos maiores compositores de todos os
tempos. Entre as mais de 600 obras que compos, existem “missas; obras sacras; oratorios;
23 Operas; varias obras vocais seculares; mais de 45 sinfonias; 25 concertos para piano; 6
concertos para violino; 24 quartetos e 6 quintetos de cordas; varias obras de camara; [e]
vérias obras para piano (CAVINI, 2012, p. 28-29).”

6.2 A HISTORIA DO JOGO

Com seu talento para a musica, Mozart acabou por criar nao apenas uma obra,
mas um método para compor uma grande quantidade de minuetos chamado de Jogo de
Dados de Mozart (LLUIS-PUEBLA, 2002).

De acordo com Uro (2017), o jogo é baseado no manuscrito K. 516f, datado do
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ano 1787. Este, comumente referido por “Musikalisches Wiirfelspiel K. 516f (1787)”,
consiste em diversos fragmentos melddicos, semelhante a um tipo de jogo musical popular
na Furopa Ocidental no século XVIII, contudo sem instrugoes ou mengao ao uso de dados.

Noguchi (1990) confirma que foi encontrado um jogo musical com um autégrafo
genuino de Mozart, designado K. Anh. 294d/516f, entretanto este nao aparece em sua
“lista de todos os meus trabalhos”.

No entanto, Lluis-Puebla (2002) escreve que Mozart criou o jogo em 1777, aos
21 anos de idade. Noguchi (1990) manifesta que varios tipos de jogos musicais foram
publicados em nome de Mozart. Todavia, a autoria do jogo nao foi autenticada por
Mozart, mas atribuida a ele pelo seu editor Nikolaus Simrock.

O jogo permite compor mais de 750 trilhoes (750 - 10'?) de minuetos, um nimero
tao grande que, se for considerado 50 segundos para executar cada minueto, demoraria
cerca de 1,2 bilhoes de anos para se executar todos eles sem parar.

Para ser exato, o Jogo de Dados de Mozart permite criar 2 - 11** minuetos.
O compasso VIII tem sempre a mesma melodia (inclusive na varia¢do). O compasso
XVI pode ter duas melodias diferentes. Os outros 14 compassos podem ter 11 melodias

diferentes.
6.3 INSTRUCOES DO JOGO

Para compor um minueto com o Jogo de Dados de Mozart, deve-se fazer uso de
dois dados comuns, a Tabela 1, que relaciona o valor da soma dos dados com o fragmento
melédico sorteado, e a partitura da |Figura A.3, com os 176 fragmentos melddicos. Para

criar uma composicao se utilizam as seguintes instrugoes:

1. Os dois dados comuns sao lancados 16 vezes, registrando as somas dos dois dados.
Dessa forma sao sorteados 16 nimeros de 2 a 12, um para cada compasso do
minueto. Exemplo de sorteio da soma dos dados:
2—-2-5-4-10-12-11-9-2-10—-9-5—-10—11 -3 —11.

2. Cada um dos 16 compassos do minueto possui uma coluna na Tabela 1. Loca-
lizando a célula cuja coluna é o compasso (de I a XVI) e cuja linha é a soma
dos dados (de 2 a 12), determinam-se os fragmentos melddicos sorteados para a
composicao. Por exemplo, com as somas dos dados acima sao sorteados os frag-
mentos melddicos a seguir:
96—-22—-113-13-75—-37—147—-94—-70 - 77 —48 — 34 — 137 —59 — 116 — 78.
Isso se deve ao compasso I ter na linha 2 o nimero 96, ao compasso II ter na
linha 2 o ntmero 22, ao compasso III ter na linha 5 o nimero 113, e assim por

diante, até o compasso XVI ter na linha 11 o ntimero 78.

A Tabela 2 mostra os fragmentos melddicos para cada um dos lancamentos.
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3. Os 16 fragmentos melddicos sorteados para os compassos da composi¢ao sao co-

piados para a pauta em branco, mostrada na Figura 17. Leva-se em conta que o

compasso VIII possui duas variagoes, copiando cada uma delas separadamente,

nos espacos denotados por 1 e 2, os nimeros das variagoes.

A Figura 18 mostra um exemplo de minueto gerado pelo Jogo de Dados de Mozart,

com os lancamentos supracitados.

Tabela 1: Tabela de compassos do Jogo de Dados de Mozart.

Soma dos Compassos
Dados I IIr 111 1v A% VI VII VIII
2 96 22 141 41 105 122 11 30
3 32 6 128 63 146 46 134 81
4 69 95 158 13 153 55 110 24
5 40 17 113 85 161 2 159 100
6 148 74 163 45 80 97 36 107
7 104 157 27 167 154 68 118 91
8 152 60 171 53 99 133 21 127
9 119 84 114 50 140 86 169 94
10 98 142 42 156 75 129 62 123
11 3 87 165 61 135 47 147 33
12 54 130 10 103 28 37 106 5
Soma dos Compassos
Dados IX X XI XII XIII XIV XV XVI
2 70 121 26 9 112 49 109 14
3 117 39 126 56 174 18 116 83
4 66 139 15 132 73 58 145 79
5 90 176 7 34 67 160 52 170
6 25 143 64 125 76 136 1 93
7 138 71 150 29 101 162 23 151
8 16 155 57 175 43 168 89 172
9 120 88 48 166 51 115 72 111
10 65 77 19 82 137 38 149 8
11 102 4 31 164 144 59 173 78
12 35 20 108 92 12 124 44 131

Fonte: Adaptado de Mozart (1793).



Tabela 2: Soma dos dados e fragmentos melédicos que geram o minueto da Figura 18}

Compasso I II III IV \% VI VII VIII

Soma dos dados 2 2 5 4 10 12 11 9
Fragmento melédico 96 22 113 13 75 37 147 94

Compasso IX X XI XIT XIII XIV XV XVI

Soma dos dados 2 10 9 5 10 11 3 11
Fragmento melédico 70 77 48 34 137 59 116 78

Fonte: Autoria prépria (2021).
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Figura 17: Partitura em branco do Jogo de Dados de Mozart.
Fonte: Autoria prépria (2021).
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Figura 18: Minueto gerado usando o Jogo de Dados de Mozart, composto a partir das
somas dos dados e fragmentos meldédicos mostrados na Tabela 2.
Fonte: Autoria prépria (2021).
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Nota: Este minueto pode ser ouvido acessando o link (https://youtu.be/4M4meYjkCKM).


https://youtu.be/4M4meYjkCKM
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7 PESQUISA BIBLIOGRAFICA

O presente trabalho se caracteriza como um estudo de caso da aplicacao de uma
proposta de ensino, enquadrando-se na categoria de pesquisa de campo de cardter explo-
ratério-descritivo (MARCONI; LAKATOS, 2003, p. 188).

Neste trabalho foram realizadas: a pesquisa bibliografica, a elaboracao de uma
proposta de ensino, a criacao de um produto educacional, a aplicacao da proposta com
alunos de Ensino Médio, além de alunos de primeiro periodo de cursos de Graduagao,
e a analise quantitativa-qualitativa das respostas desses alunos a um questionario de
avaliacao. Neste capitulo e nos capitulos seguintes serao descritos com detalhe cada um
destes pontos.

De acordo com Marconi e Lakatos (2003, p. 183), a finalidade da pesquisa bi-
bliografica é colocar o pesquisador em contato com o assunto. A seguir sera descrita a
pesquisa bibliografica realizada para o desenvolvimento deste trabalho.

Dada a forte relacao da proposta didatica com o trabalho contextualizado e inter-
disciplinar, analisaram-se referéncias que expoem o ensino da matematica e da probabili-
dade nesse foco. A importancia, o objetivo e a necessidade da contextualizacao do ensino
da matemaética e da probabilidade sao defendidos por D’Ambrosio (2003), Ogliari (2008)
e Terradas (2011). Por sua vez, Batanero et al. (2004) explicam diversos desafios sobre
o ensino da probabilidade e apontam para a importancia de se instruir os professores de
matematica para ensinarem este conteudo.

Havendo diversas formas de realizar a contextualizacao de um conteido, um
método muito utilizado é a partir de jogos, como defendem Lara (2004) e Silva e Kodama
(2004). De acordo com esta visao, Garcia et al. (2013) expressam a possibilidade de se
ensinar probabilidade a alunos de Ensino Médio com o uso do Jogo de Dados de Mozart,
a qual foi utilizada como parte de uma oficina aplicada por Carrillo (2019). Além disso,
Adao (2013) e Campos (2018) demonstram diversas formas de se trabalhar probabilidade
com esses alunos.

Tais discussoes, aliadas ao ensino de probabilidade e de matematica, foram des-
critas no Capitulo 2.

Com o objetivo de se conhecer o curriculo exigido e as competéncias nele definidas,
foram pesquisados na BNCC, dentro das secoes do Ensino Fundamental e do Ensino
Médio, os conteidos da area de matematica aliados a combinatéria, a probabilidade e a
estatistica (BRASIL, 2017).

Conteudos de combinatoria, importantes para se realizarem contagens e para a
resolucao de problemas de probabilidade, foram explicados no ]W (LIMA et al.,
2006).

Em seguida, foi desenvolvida uma pesquisa sobre conteudos iniciais, intermedia-
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rios e avangados de probabilidade, com foco nos experimentos aleatérios discretos, a qual
foi apresentada no (LIMA et al., 2006; ROSS, 2014; AMORIM; MOZER,
2020).

Destacou-se os conteidos de probabilidade e as competéncias curriculares da area
de matematica, dirigidas a experimentos aleatérios discretos. Foram selecionados os se-
guintes contetdos: espaco amostral, eventos e operacoes, probabilidades de eventos, pro-
babilidade condicional, varidveis aleatérias e fungoes de distribuicao de probabilidades.

Além disso, fez-se estudos sobre a teoria musical (MED, 1996), a forma musi-
cal (CAPLIN, 1998), a historia e sociologia do compositor Wolfgang Amadeus Mozart
(ELIAS, 1994; CAVINI, 2012) e a histéria do Jogo de Dados de Mozart (MOZART, 1793;
URO, 2017; NOGUCHI, 1990; LLUIS-PUEBLA, 2002). Essa revisao relacionada a misica
foi exposta no|Capitulo 5 e no Capitulo 6.

Foram estudadas também referéncias correspondentes a criagao de produtos de
natureza educacional em mestrados profissionais em ensino (MOREIRA, 2004; LEO-
DORO; BALKINS, 2010), como sera descrito no Capitulo 9}, onde sera exposto o produto

educacional criado nesta pesquisa.
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8 PROPOSTA DE ENSINO: ENSINANDO PROBABILIDADE COM O
JOGO DE DADOS DE MOZART

A partir da pesquisa bibliografica, elaborou-se esta proposta didatica para o en-
sino de probabilidade no Ensino Médio, incluindo diversos exemplos e atividades.

Em posse das competéncias e dos contetidos selecionados, uma série de atividades
foram criadas e organizadas, incluindo atividades contextualizadas no Jogo de Dados de
Mozart, na aleatoriedade de dados comuns (de seis lados), de outros tipos de dados (de
12 e de 20 lados) e de moedas.

As atividades foram explicadas, resolvidas e, para embasar as resolugoes, foram
apontados os contetudos de probabilidade necessarios.

O produto educacional, os materiais educativos e os recursos tecnolégicos foram
incorporados a proposta, de forma que sejam utilizados no desenvolvimento das atividades.

Dessa forma, apoiado no curriculo, na literatura e metodologia supracitados, foi
elaborada a proposta didatica presente neste capitulo, complementada pelos produtos
educacionais presentes no Capitulo 9, pelos materiais auxiliares dispostos no Apéndice A
e pelos recursos tecnolégicos expostos no|Apéndice Bl

8.1 ORGANIZACAO DA AULA

Recomenda-se que os alunos se organizem em grupos pequenos, de até quatro
individuos. Trabalhar em grupo tem o objetivo de tornar a sala um ambiente mais
agradavel as discussoes entre os alunos. O limite de quatro pessoas no grupo se da
pela distribuicao dos fragmentos melddicos, de forma que cada aluno possa sempre ter em
maos alguma das quatro partituras.

No desenvolvimento da proposta, o professor resolve os exemplos, deixa os alunos
resolverem as perguntas e entao as corrige. Ao resolver os exemplos e ao corrigir as
perguntas, recomenda-se usar apenas as ideias expressas pelos alunos, ou seja, o professor

os conduz a solucao.
8.1.1 Materiais para os alunos

e (Cada aluno recebe:

— Um dado planificado (Figura A.1);
— Uma tabela de compassos (Tabela A.1);

— Uma partitura em branco (Figura A.2); e
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e Cada grupo recebe uma copia das quatro folhas com os fragmentos melddicos

(Figura A.3, partes 1 a 4).

8.2 EXPLICANDO O JOGO DE DADOS DE MOZART

O professor pede que os alunos se organizem em grupos de até quatro pessoas e
lhes entrega os materiais.

Explica para os alunos como funciona o Jogo de Dados de Mozart.

Recomendacao de discurso:

Este é o Jogo de Dados de Mozart.

Com ele é possivel compor musicas usando dados.

As musicas criadas tém 16 compassos, ou seja, 16 partes, que sdo sorteadas
com o lancamento de dois dados.

Cada compasso é escolhido em uma coluna da tabela, de acordo com a soma
dos dois dados.

O numero sorteado indica o fragmento melédico que compoe a musica.

Por exemplo, no primeiro compasso, langando os valores 5 e 1 nos dados, a
soma é 6. Na tabela, localiza-se o nimero na primeira coluna e na linha 6,
de forma a se obter o nimero 148. Entao é localizado o compasso com esse
ntimero nos trechos melédicos.

O mesmo ¢ feito para os outros 15 compassos.

Atividade 1: Com o auxilio de dois dados, o professor sorteia dois nimeros
para cada grupo, para que identifiquem os compassos na tabela e escrevam os trechos
melddicos na partitura em branco. Os outros compassos serao preenchidos no decorrer

das atividades.

Pergunta 2: No Jogo de Dados de Mozart, qual é o motivo de terem sido
consideradas 11 possibilidades para cada compasso?
Resposta: Foram consideradas 11 possibilidades para cada compasso de forma

que exista um trecho melédico para cada resultado da soma dos dados.

Pergunta 3: Por que o Jogo de Dados de Mozart possui um total de 176 trechos
melodicos?

Resposta: Porque o jogo é formado por 16 compassos, cada um com 11 pos-
sibilidades, estas referentes as somas dos dados. Dessa forma, para se escolher 16 vezes
(compassos) entre 11 possibilidades dos dados (somas), sdo necessarios 16 x 11 = 176

trechos melddicos.
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8.3 EXPLICACAO SOBRE AS PARTITURAS

O professor pode explicar brevemente os conceitos basicos de como ler as parti-
turas. Com um instrumento musical disponivel, é possivel fazer pequenas demonstracoes

para os alunos.

Recomendacao de discurso:

As notas sao compostas por duas partes: a altura e o valor.

A altura, ou seja, a altura do circulo na partitura, diz qual é a nota que deve
ser tocada.

Na clave de Sol (primeiro pentagrama, mao direita no piano) as cinco linhas
identificam as notas Mi, Sol, Si, Ré e FA. Os quatro espacos entre essas linhas
identificam as notas Fé, La, D6 e Mi.

Seguindo as linhas e os espacos em sequéncia, de baixo para cima, estao as
notas musicais na ordem normal: Mi, Fa, Sol, La, Si, D6, Ré, Mi e Fa.

Na clave de Fa (segundo pentagrama, mao esquerda no piano) as linhas e os
espagos em sequéncia, de baixo para cima, estdo as notas: Sol, La, Si, D4, Ré,
Mi, F4, Sol e La.

Linhas podem ser adicionadas se a nota nao couber no pentagrama. Por exem-
plo, nos trechos melddicos 7, 45, 116 e 139 foram necessarias linhas adicionais.
O valor, ou seja, o tempo que a nota é tocada ¢é identificado pelo desenho que
a nota tem.

Uma nota seminima (circulo com haste), por exemplo a primeira nota (clave
de Sol) nos compassos 8, 79, 93 e 131, tem duragao de dois tempos.

Uma nota colcheia (circulo com haste e uma bandeirola), por exemplo a pri-
meira nota (clave de F4) nos compassos 9, 44, 90 e 141, tem duragdo de um
tempo.

Colcheias podem ser ligadas por uma barra, por exemplo as notas nos compas-
sos 1, 54, 114 e 130 sao colcheias.

Uma nota semicolcheia (cfrculo com haste e duas bandeirolas) tem duragao
de meio tempo, ou seja, duas semicolcheias duram o mesmo tempo que uma
colcheia. Semicolcheias também podem ser ligadas por barras, por exemplo nos
compassos 7, 45, 90 e 136.

Os siléncios sao denotados por simbolos especificos definindo seu valor, ou
seja, seu tempo de duragao. No Jogo de Dados de Mozart sé sao utilizados os
siléncios com valor de uma colcheia, por exemplo na clave de Fa dos compassos
2,41, 95 e 131.

O compasso define o ritmo da musica. As musicas do Jogo de Dados de
Mozart tem compasso trés por oito, como pode-se ver no inicio da partitura.
Isso significa que cada compasso dura o tempo de trés colcheias.
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8.4 CONTAGEM DO NUMERO DE COMPOSICOES

O numero de composicoes possiveis ¢ um topico que os proprios alunos podem
levantar. Nesses casos, recomenda-se ao professor explicar e discutir o assunto com os

alunos, aproveitando a sua curiosidade.

Atividade 4: O professor pede aos alunos para estimarem o nimero de com-
posicoes.
“Quantas composicoes diferentes vocés pensam que é possivel se obter com o Jogo

de Dados de Mozart? O que significa ser diferente?”

Alguns alunos podem se sentir apreensivos em expor suas estimativas. O professor
pode aliviar a tensao desses alunos falando “Pessoal, é s6 uma estimativa. E para vermos
as respostas.”

A partir de exemplos, o professor revisa os conceitos de combinatdria necesséarios

para calcular o nimero de composigoes.

Pergunta 5: No Jogo de Dados de Mozart, quantas composigoes se pode criar?
Resposta: Cada um dos 16 compassos pode ser sorteado com 11 resultados
diferentes. Assim, hé cerca de 46 quatrilhoes de composicoes possiveis no Jogo de Dados

de Mozart, que pode ser calculado da seguinte forma:

JIx 11 x11 x 11 x 11 x 11 x 11 x 11 x 11 x 11 x 11 x 11 x 11 x 11 x 11 x 11
16 compassos

= 1116 = 45.949.729.863.572.161
~ 46 x 10" (46 quatrilhoes).

Para dar uma noc¢ao do tamanho do nimero: ha aproximadamente 5,9 milhdes de com-

posicoes para cada uma das 7,8 bilhoes de pessoas no mundo.

Atividade 6: O professor retoma a atividade anterior, onde os alunos estima-
ram o nimero de composicoes e pede que estimem o tempo necessario para executa-las.
“Mais uma estimativa: Quem acha que é possivel uma pessoa tocar todas as

composigoes durante sua vida. Quem acha que é impossivel? Por que?”
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Pergunta 7: Quanto tempo demora para tocar todas as composicoes do Jogo
de Dados de Mozart, uma por vez?

Resposta: Uma composi¢ao demora cerca de 50 segundos para ser executadeﬁ
Entao basta multiplicar o nimero de composicoes pelo tempo de execugao e converter
segundos para anos:

50 segundos 1 minuto 1 hora 1 dia 1 ano
1 composigao 60 segundos 60 minutos 24 horas 365 dias

&~ 73 x 10? anos (73 bilhdes de anos).

46 x 10% composicoes x

Assim, sao necessarios cerca de 73 bilhoes de anos para se executarem todas as com-
posigoes, uma por vez, quando sao tomados 50 segundos para cada. Isso demora mais do
que uma vida humana. De fato é um tempo maior que a idade estimada do universo, que
é de 13,8 bilhoes de anos.

8.5 INTRODUCAO DE CONCEITOS DE PROBABILIDADE

Prosseguindo com as atividades, o professor expoe conceitos basicos de probabi-

lidade para os alunos.

Recomendacao de discurso:

Experimento aleatdrio: é um experimento cujo resultado nao pode ser de-
terminado antes de sua realizagao.

Espago amostral: é o conjunto que possui todos os possiveis resultados do
experimento aleatério. Para ser o espaco amostral é preciso conter todos os
resultados possiveis.

A seguir seguem alguns exemplos de experimentos aleatérios e seus espagos
amostrais:

O langamento de uma moeda, que pode cair cara ou coroa, S = {K,C};

O lancamento de um dado, que pode cair cada uma das seis faces
§=1{1,2,3,4,5,6};

Os sorteios, como o bingo S = {1,2,...,75} e a mega-sena S = {1,2,...,60};

e A distancia do salto de um atleta, que pode ser representado por um nimero
positivo, S = Ry = [0; +00);

A temperatura mais alta do dia, que pode ser representada por um ntdmero
real, S = R = (—o0; +00); e

O lugar no alvo onde um atirador acerta, que pode ser representado por um
ponto no plano, S = R2.

Continuar com os exemplos que os alunos dao.

®A execugao é realizada a 111 bpm (batimentos por minuto ou colcheias por minuto), como é denotado
nas partituras do jogo. H4 16 compassos com o tempo de 3 colcheias cada, os quais sao executados duas
vezes. Sao 16 x 2 x 3 = 96 colcheias por composigao, o que dé 96/111 = 0,865 minutos, ou seja,
aproximadamente 51,9 segundos por composigao.
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Pergunta 8: O Jogo de Dados de Mozart utiliza a soma de dois dados. Qual é
o espaco amostral utilizado? Justifique.

Resposta: Um dado, quando lancado, pode resultar em valores de 1 a 6.
Somando um segundo dado, o valor minimo que se obtém é 141 = 2 e o valor maximo
é 646 = 12, abrangendo todos os ntumeros inteiros entre eles. Dessa forma, o espaco

amostral da soma de dois dados é:

S =1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} .

Recomendagao de discurso:

Evento: é um subconjunto do espago amostral. Portanto, também contém
resultados do experimento aleatorio, porém nao é necessario conter todos os
resultados possiveis.

Outros conceitos, como o evento elementar, o complementar, a uniao, a inter-
seccao, diferenca de eventos e eventos mutuamente exclusivos, podem ser explicados a
medida que sao necessarios.

E importante nao sobrecarregar os alunos com muitos conceitos ou com mui-
tas informagoes. Recomenda-se dar tempo e oportunidade (atividades e, possivelmente,

exercicios adicionais) para concretiza-los e apenas entao prosseguir.

Recomendacao de discurso:

As probabilidades dos eventos: alguns eventos tém mais chances de ocorrer
do que outros. Por exemplo, ao lancar um dado ha mais chances de cair
um numero par (evento E = {2,4,6}) do que ha chances de cair o nimero
dois (evento F' = {2}). As probabilidades dos eventos sdo utilizadas para
representar estas chances, denotando a probabilidade do evento E como P (E).
Quanto aos eventos F e F', correspondentes ao lancamento de um dado, consi-
dere as seguintes probabilidades:

S = {1,2,3,4,5,6},
P(E) = P46} = 3
P(F) = P(2) =

De onde vém os valores dessas probabilidades?
Propriedade 1 das probabilidades: a probabilidade de um evento é um
ntmero real (decimal) entre zero e um:

0<P(E)<L.

Algumas vezes as probabilidades sdo dadas em porcentagem, com valores de
0 % a 100 %.
Propriedade 2 das probabilidades: a probabilidade do espaco amostral é
igual a unidade:

P(S)=1.
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Um evento cuja probabilidade é zero nao tem chance alguma de ocorrer. J4 um
evento cuja probabilidade é unitdria, ou seja, igual a um (100 %), é obrigatério
que ocorra.

Outras propriedades, como a probabilidade da uniao de eventos mutuamente
exclusivos, da uniao, da interseccao, da diferenca, do complementar, da probabilidade

condicional e eventos independentes, podem ser explicados a medida que sao necessarios.

Pergunta 9: No Jogo de Dados de Mozart se faz uso de dois dados. No entanto,
qual é a probabilidade de cada uma das faces de um dado? Justifique.

Resposta: Considerando que o dado é justo, ele deve ser equiprovavel e cada
uma das seis faces tem probabilidade 1/6, de forma que a soma das probabilidades dos

resultados produza a unidade, que é a probabilidade do espago amostral.

8.6 MONTANDO OS DADOS COM OS ALUNOS

O professor pode fornecer um dado planificado para cada aluno, para que se-
jam montados e utilizados para criar composicoes com o Jogo de Dados de Mozart. A
Figura A.1 mostra um dado planificado, que os alunos podem utilizar para montar um

dado. Eis os materiais e as instrucoes para a montagem:

e Material necessario: Impressao dos dados planificados, tesoura, e cola;
e Material opcional: Preenchimento para o dado, como isopor ou algodao;

e Crie uma cépia dos dados planificados na escala que desejar. Os dados da Fi-
gura A.1/tém lados de aproximadamente 3,75 cm, quando impressos em tamanho
real (folha A4);

e Recorte o contorno;
e Faca as dobras das abas e faces, para obter arestas bem definidas;

e Em cada uma das abas passe uma fina camada de cola no lado destacado e cole

no lado interno da face adjacente;

e Recomenda-se iniciar colando as abas das faces 2 e 5 na face 4, em seguida as

abas da face 6 nas faces 2 e 5;

e Neste momento é possivel preencher o dado com algum material, como isopor ou

algodao, antes de feché-lo;
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e Entao, feche o dado. Cole as abas dos lados 2 e 5 na face 3, ao mesmo tempo que
cola a aba da face 3 no lado 6. Neste passo nao ha acesso dentro do dado para
grudar a aba na face interna. Entao, para facilitar o contato delas, deixe as abas

levemente mais abertas que um angulo reto; e

e Por fim, aguarde a cola secar.

Atividade 10: Cada aluno monta seu dado. Este serd utilizado para criar

composigoes com o Jogo de Dados de Mozart.

Ao montarem os dados, os alunos estao naturalmente abertos para uma discussao
interessante, relacionada ao trabalho manual que estao realizando. Entao o professor
direciona a conversa para esse topico. Enquanto conversam, ensinam uns aos outros o
que ja conhecem sobre o contetido. O professor pode usar isso para identificar o nivel de
conhecimento dos alunos sobre o assunto de probabilidade.

Assim que comecarem com o recorte, o professor pergunta:

Pergunta 11: Enquanto vocés montam os dados: com base na sua construcao,
quais sao as faces que vocés imaginam serem as mais provaveis?

Resposta: As faces com maior peso, ou seja, aquelas com mais material (abas
e cola), tendem a cair viradas para baixo. Exemplos de raciocinio:

a) As faces terdo frequéncias aproximadamente uniformes, com pouco desvio
devido a construgao.

b) Contando o nimero de abas em cada aresta das faces 1 a 6 obtém-se 0, 3, 3, 2,
3 e 3, respectivamente. Com isso, pode-se pensar que a face 1 caia para cima com maior
frequeéncia, seguido pela face 4, com frequéncia intermediaria, e entao as faces 2, 3, 5 e 6,
com frequéncias menores e semelhantes.

¢) O dado nao esta colado de maneira uniforme, ou seja, estd deformado. Nao se

pode dizer qual é o lado que caird com maior frequéncia.

Enquanto os alunos trabalham na construcao dos dados, o professor anota no
quadro as hipoteses levantadas pelos alunos, ou seja, as suas opinioes, mesmo que incor-
retas. Quando essas estao registradas, o professor pode pedir para cada um votar na que
pensa ser a melhor.

Quando estiverem exaustas as hipdteses dos alunos, outra discussao que o pro-
fessor pode encaminhar é a seguinte, relacionada ao método que se pode usar para testar

tais hipdteses:
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Pergunta 12: Como voces fariam para testar quais sao as faces mais provaveis?

Resposta: Lancar o dado diversas vezes e verificar as frequéncias das faces.

8.7 UM DADO E A DISTRIBUICAO UNIFORME

Neste ponto, o professor ja levantou duas questoes importantes:

e Qual é a distribuicao do langcamento de um dado?

e Como testar qual é a distribuicao?

Agora, com os dados finalizados, é possivel realizar o teste para verificar as
hipéteses.

O professor pode recapitular sobre o espaco amostral do lancamento de um dado
S =1{1,2,3,4,5,6} e iniciar a atividade:

Atividade 13: Por um tempo determinado (por exemplo, de 3 a 5 minutos),
cada aluno langa o seu dado e registra os resultados. O aluno deve contar a frequéncia

dos resultados.

O professor pode criar uma pequena disputa entre os grupos: “Qual serd o grupo
que consegue mais langamentos?”

A Figura 19 mostra a distribuicao de quatro dados, obtidos por 50 lancamentos de
cada um. Enquanto mais lancamentos mais préxima a frequéncia se torna da distribuicao

real.

Atividade 14: O grupo faz a soma dos resultados: a contagem das frequéncias
de cada uma das faces. O professor coleta os dados dos grupos, formando uma tabela
(Resultados, Grupo 1, Grupo 2, ..., Total).

O professor pode criar outra pequena disputa, agora entre os alunos do proprio
grupo: “E quem foi o campeao de cada grupo?”

Entao o professor cria um histograma com os resultados coletivos, como mostra
a [Figura 20a e, a seguir, discute com os alunos sobre qual das hipéteses levantadas é a
mais adequada.

O professor entao multiplica as probabilidades pelo niimero de amostras realizadas

e cria as barras para a situacao com dados ideais ao lado dos valores experimentais, como

mostra a Figura 20a.



Probabilidades e frequéncias dos resultados de um dado

50 langamentos de cada dado
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Figura 19: Distribuicdo de probabilidades (tedrico) e frequéncia (experimental) do

lancamento de um dado. a) Dados 1 e 2. b) Dados 3 e 4.
Fonte: Boni et al. (2021a).
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Figura 20: Exemplos de desenvolvimento das distribui¢ées no quadro: a) distribuicao
uniforme e b) distribuicao triangular.
Fonte: Boni et al. (2021a).
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E importante lembrar aos alunos que todos os dados da turma estao sendo “mis-
turados” nessa estatistica. Dessa forma, os resultados nao sao especificos de um dado,

mas uma média ou combinacgao deles.
8.8 EVENTOS INDEPENDENTES

O professor entao lembra aos alunos sobre o Jogo de Dados de Mozart e que este

usa a soma de dois dados para sortear os compassos.

Pergunta 15: Vocé s6 tem um dado. Como é possivel criar uma composi¢ao
com o Jogo de Dados de Mozart com apenas esse dado? Justifique a resposta.

Resposta: Ao invés de jogar dois dados para sortear um numero de 2 a 12,
pode-se jogar o mesmo dado duas vezes e somar os valores dos dois lancamentos. Ao
lancar dois dados de uma vez, ambos os dados sao eventos independentes. Ao lancar um

unico dado duas vezes, também se dispoem dois eventos independentes.

Depois de deixar os alunos responderem, o professor discute com eles as possibi-

lidades que levantaram. Os alunos podem dar diversas respostas, por exemplo:
e Jogar duas vezes o mesmo dado e somar os valores (resposta esperada);
e Usar apenas seis linhas da tabela;
e Emprestar um dado do colega; e
e Fazer mais um dado (demorado).

A resposta esperada, permite a discussao sobre eventos independentes, pois o
lancamento de cada dado é um evento independente com probabilidades aproximadamente
uniformes. Tendo apenas um dado, é possivel lan¢a-lo duas vezes, também resultando em

dois eventos independentes de caracteristicas semelhantes.
8.9 FINALIZANDO A COMPOSICAO

Entao os alunos finalizam a composicao que iniciaram. Podem utilizar o método
que desejarem, exceto algum que exija muito tempo. Novamente o professor utiliza a
atividade para direcionar a conversa dos grupos para uma discussao relacionada ao tema

da aula.
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Atividade 16: Os alunos finalizam a composigao do Jogo de Dados de Mozart,

lancando os dados e copiando os trechos melddicos.

Pergunta 17: Enquanto vocés escrevem a partitura: vocés acham que existe
algum valor das somas que cai mais do que os outros?

Resposta: Levantamento de hipoteses. Exemplos de hipdtese:

a) Mesma chance para todos.

b) Chances diferentes para cada um.

Pergunta 18: Como voceés fariam para testar se as probabilidades das somas
sao iguais ou quais sao as mais provaveis?

Resposta: Lancar os dados diversas vezes e verificar as frequéncias de cada
soma, comparando com o valor esperado, o qual ¢é igual ao produto da probabilidade pelo

nimero de lancamentos.

8.10 SOMA DE DOIS DADOS E A DISTRIBUICAO TRIANGULAR

O professor recapitula com os alunos sobre o espaco amostral da soma de dois
dados:
S ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

e inicia a atividade:

Atividade 19: Por um tempo determinado (por exemplo, de 3 a 5 minutos),
cada aluno langa o seu dado duas vezes, somando os valores e registrando os resultados.

O aluno deve contar a frequéncia dos resultados.

Novamente o professor pode criar pequenas disputas entre os grupos e dentro
destes.

A mostra a distribuicao de dois pares de dados, obtidos por 360
lancamentos de cada par. Novamente, quanto mais lancamentos, mais proxima a fre-

quéncia se torna da distribuicao real da soma dos dados.

Atividade 20: O grupo faz a soma dos resultados: a contagem das frequéncias
de cada uma das faces. O professor coleta os dados dos grupos, formando uma tabela
(Resultados, Grupo 1, Grupo 2, ..., Total).
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Probabilidades e frequéncias das somas de dois dados

360 langamentos do par de dados
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Figura 21: Distribuicao de probabilidades e frequéncia da soma de dois dados.
Fonte: Boni et al. (2021a).

Entao o professor cria um histograma com os resultados coletivos, como mostra a
Figura 20b e, a seguir, discute com os alunos sobre qual das hipéteses levantadas é a mais
adequada. Além disso, discute a impossibilidade do uso da distribuicao uniforme para
modelar a soma de dois dados. A distribui¢ao uniforme nao modela bem este experimento

aleatorio.

Pergunta 21: Por que a distribui¢ao uniforme nao modela bem a soma de dois
dados? Qual é o formato da distribuicao de probabilidades?
Resposta: Porque os resultados nao tém probabilidades iguais. O formato da

distribuicao de probabilidades é triangular.

Pergunta 22: Qual é a explicacao probabilistica para a distribuicao nao ser
uniforme?
Resposta: Explicar porque os resultados nao tém probabilidades iguais: De-

terminar o espago amostral do lancamento de dois dados distinguiveis [pares ordenados

(D1, Do)]:
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Explicar como cada uma dessas 36 opgoes sao equiprovaveis (probabilidade 1/36). So-
mando os valores dos dados, ha uma forma de se obter 2 ou 12, duas formas de se obter

3 ou 11, assim por diante, e seis formas de se obter 7:

S = {2 3 4, 5 6, T,
3, 4, 5, 6, 7, 8,
4, 5, 6, 7, 8, 9,
5 6, 7, 8 9, 10,
6, 7, 8 9, 10, 11,
7, 8,9, 10, 11, 12 }

= { 2,345 6,738,910, 11, 12 }.

Assim, para os resultados 2 a 12, as probabilidades sao 1/36, 2/36, 3/36, 4/36, 5/36,
6/36, 5/36, 4/36, 3/36, 2/36 e 1/36, respectivamente, como é mostrado na|Figura 21!

O professor entao multiplica as probabilidades pelo niimero de amostras realizadas
e cria as barras para a situacao com dados ideais ao lado dos valores experimentais, como
mostra a|Figura 20b.

Novamente, lembrar aos alunos que todos os dados da turma estao sendo “mis-

turados” nesta estatistica.
8.11 ATIVIDADES

Nesta secao serao enunciadas e resolvidas atividades para os alunos.

Pergunta 23: Quando se cria uma musica com o Jogo de Dados de Mozart, qual
¢ a probabilidade de se escolher o trecho melédico 3 para o compasso 17

Resposta: O trecho melddico 3, compasso I, esta associado a soma 11 nos da-
dos. Essa soma pode ser gerada de duas formas diferentes: 5+6 e 6+5. Assim, das 36

possibilidades, duas dao a soma desejada, resultando na probabilidade de 2/36.

Pergunta 24: Considerando a composicao musical do Jogo de Dados de Mozart,
qual é a probabilidade de se escolher o trecho melédico 60 para o compasso 11?7 E o trecho
melddico 42 para o compasso 1117

Resposta: Seguindo um raciocinio semelhante ao utilizado na questao anterior,
o trecho melddico 60, compasso II, estd associado com a soma 8 nos dados, que pode
ser produzida de cinco formas diferentes: 246, 3+5, 444, 54+3 e 642, resultando na

probabilidade 5/36. Analogamente, para o trecho melédico 42, compasso 111, associado a
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soma 10, a probabilidade é 3/36.

Pergunta 25: Ao sortear uma melodia com o Jogo de Dados de Mozart, qual é
a chance do primeiro compasso ter niimero maior que 1007

Resposta: Esta questao exige conhecer a soma da uniao de eventos mutuamente
exclusivos.

A chance do primeiro compasso ser maior que 100 é 5/9. No primeiro compasso
os numeros maiores que 100 sao: 148, 104, 152 e 119, correspondentes as somas dos
dados 6, 7,8 ¢ 9. P(¢c>100) =P (¢ =148) + P (¢ =104) + P (¢ = 152) + P (¢ = 119) =
P(d=6)+P(d=7)4+P(d=8)+P(d=9) = 5/36 +6/36 +5/36 +4/36 = 20/36 =
5/9=0,555...

Pergunta 26: Foi deixado como tarefa para um aluno de musica que ele compo-
nha uma peca com o Jogo de Dados de Mozart. No entanto, ele perdeu a terceira folha das
partituras (que inclui os trechos melddicos de 89 a 128 [deixar os alunos consultarem]).
Qual é a chance dele conseguir compor o compasso II sem usar a folha que falta?

Resposta: Conhecer a probabilidade do evento complementar simplifica a re-
solucao.

No compasso II, o tinico trecho melédico dentro do intervalo que nao esta dis-
ponivel é o de nimero 95. A probabilidade dele ocorrer é P (¢ = 95) =P (d = 4) = 3/36 =
1/12 = 0,08333... Assim, a probabilidade de nao ser necessiria a folha faltante ao ser
sorteado o compasso II, é igual a P (¢ # 95) =1 — P (¢ = 95) = 0,91666. . .

Pergunta 27: Qual é a probabilidade da linha 2 nao ser sorteada em uma
composicao do Jogo de Dados de Mozart? E da linha 77

Resposta: A probabilidade da linha 2 nao ser sorteada uma vez é 1 — 1/36 =
35/36 ~ 97 %. Portanto, para ela nao ser sorteada 16 vezes em sequéncia, a probabilidade
é(1—1/36)'% =(35/36)1° ~ 64 %.

A probabilidade da linha 7 nao ser sorteada uma vez ¢ 1 —6/36 = 30/36 ~ 83 %.
Portanto, para ela nao ser sorteada 16 vezes em sequéncia, a probabilidade é (1—6/36)'¢ =
(30/36)1¢ ~ 5,4 %.

Pergunta 28: Qual é a chance de uma certa musica ser sorteada no Jogo de
Dados de Mozart? Considere os compassos a seguir:
40 — 157 —42—-53-99 - 55 —-36 — 107 — 25— 71 — 64 — 34 — 67 — 115 — 52 — 93.
Resposta: Esta questao exige que se conheca a probabilidade de eventos inde-
pendentes.

A chance destes compassos serem sorteados é de aproximadamente 3,26 x 10715,
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Estes compassos correspondem as somas:
5-7—-10-8-8-4-6—-6—-6—-T7T—6—-5—-5—-9—-5—6.

Como o sorteio de cada um dos compassos (cada uma das somas) é independente, é

possivel multiplica-las:

P (compassos) = P(d=5)-P(d=7)-P(d=10)-P(d=8)-P(d=8)-P(d=4)-
P(d=6)-P(d=6)-P(d=6)-P(d=7)-P(d=6)-P(d=5)-
P(d=5)-P(d=9) P(d=5)-P(d=6)

3636 36 36 3636 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

32 '45 . 57 _62
368
~ 3,26 x 10715,

Pergunta 29: Quais sao as composicoes de menor probabilidade de serem
sorteadas no Jogo de Dados de Mozart? E qual é essa probabilidade? Justifique.

Resposta: Sao 2!6 = 65536 as combinacoes de menor probabilidade: 2-2-2-2-
2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2 12-12-12-12-12-12-12-12-12-12-12-12-12-12-12-12 e qualquer com-
binagao formadas pelas somas 2 e 12. A probabilidade de cada uma delas ¢ 1/36%. As
somas dos dados 2 e 12 possuem a menor probabilidade de ocorrer, sendo o valor destas

probabilidades igual a 1/36. Assim, a probabilidade de cada uma destas composigoes é
1/36% ~1,3-107%.

Pergunta 30: Quais sao as composicoes de maior probabilidade de serem sor-
teadas no Jogo de Dados de Mozart? E qual é essa probabilidade? Justifique.

Resposta: Apenas uma combinagao tem a maior probabilidade: 7-7-7-7-7-7-7-7-
7-7-7-7-7-7-7-7. A probabilidade é (6/36)'% = 1/6!5. A soma dos dados 7 possui a maior
probabilidade de ocorrer, sendo o valor desta probabilidade igual a 6/36 = 1/6. Assim, a

probabilidade dessa composigao ¢ 1/61% ~ 3,5 10713,

8.11.1 Trechos melddicos iguais
O Jogo de Dados de Mozart apresenta algumas peculiaridades quanto a melodias
repetidas em um mesmo compasso:
e O compasso VIII tem sempre a mesma melodia; e

e O compasso XVI tem duas melodias. Uma delas esta associada apenas com a
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soma 11 e a outra esta associada com as outras 10 somas.

Os alunos podem grifar a coluna do compasso VIII toda e a coluna do compasso
XVI, exceto a linha 11, para indicar os trechos melédicos idénticos.

A informacgao acima foi omitida até este momento com o objetivo de
simplificar o raciocinio nas atividades anteriores. Agora, conhecendo esta parti-
cularidade do Jogo de Dados de Mozart, os alunos podem rever algumas das questoes
anteriores, o que pode ser deixado como tarefa de casa. As questoes abaixo sao idénticas
a questoes anteriores, porém a seguir consideram-se os fragmentos melédicos repetidos em

u1 1mesimo compasso.

Pergunta 31: No Jogo de Dados de Mozart, quantas composigoes se pode criar?

Resposta: Dos compassos, 14 deles tém 11 resultados com melodias diferentes,
um tem apenas uma melodia, independente do resultado do dado, e o dltimo tem duas
melodias diferentes. Assim, hé cerca de 759 trilhoes de possibilidades de composicoes no

Jogo de Dados de Mozart, que pode ser calculado da seguinte forma:

}1x11><11><11><11><11><11><1><11><11><11><11><11><11><11><%

16 compassos

— 2 x 111 = 759.499.667.166.482
~ 759 x 102 (759 trilhdes).

Para dar uma nocao do tamanho do nimero: héa aproximadamente 97.400 composigoes

para cada uma das 7,8 bilhoes de pessoas no mundo.

Pergunta 32: Quanto tempo demora para tocar todas as composicoes do Jogo
de Dados de Mozart, uma por vez?

Resposta: Uma composicao demora cerca de 50 segundos para ser executada.
Entao, basta multiplicar o nimero de composicoes pelo tempo de execucao e converter
segundos para anos:

50 segundos 1 minuto 1 hora 1 dia 1 ano
1 composigao 60 segundos 60 minutos 24 horas 365 dias

759 x 10'? composicoes x

~ 1,2 x 10° anos (1,2 bilhdes de anos).

Assim, s@o necessarios cerca de 1,2 bilhGes de anos para se executarem todas as com-

posicoes, uma por vez, quando sao tomados 50 segundos para cada.
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Pergunta 33: Quais sao as composicoes de menor probabilidade de serem
sorteadas no Jogo de Dados de Mozart? E qual é essa probabilidade? Justifique.

Resposta: Sao 2'* = 16384 as composicoes de menor probabilidade: 2-2-2-2-2-
2-2--2-2-2-2-2-2-2-11, 12-12-12-12-12-12-12-2-12-12-12-12-12-12-12-11, onde x varia de 2
a 12, e qualquer combinagao das somas 2 e 12 nos compassos [ a VII e IX a XV. Cada
uma dessas composicoes pode ser sorteada de 11 formas diferentes, devido as possibilidades
equivalentes do compasso VIII. A probabilidade de cada uma das composigoes é 1/36* -
1/1-2/36 = 2/36 ~9,0-107%%. Duas dessas composigoes sdo mostradas na Figura 22 e

na Figura 23.

2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-11

1\93 J\;il: F—F——P—F—r—\‘ﬁm—’ ﬁf r!';l' I‘ﬁ.'l.r‘ — l: Cm—
'\31.‘18 ——e —t—® o 1 e e e e e e _F -
I =" e s
< | e I L4 %
) e e e e e e T e — St
%EF o =| 1 1 1 Iﬁrl I 1 ? I 1 ; | I I S - | ‘I-I

TN
T

X —— = = X - -

Figura 22: Primeiro minueto com menor probabilidade de ser sorteado no Jogo de Dados
de Mozart.
Fonte: Autoria prépria (2021).
Nota: Este minueto pode ser ouvido acessando o link (https://youtu.be/pDRBpPjWmr0).
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Figura 23: Segundo minueto com menor probabilidade de ser sorteado no Jogo de Dados
de Mozart.

Fonte: Autoria prépria (2021).
Nota: Este minueto pode ser ouvido acessando o link (https://youtu.be/zVCrVBj4lz4).


https://youtu.be/pDRBpPjWmr0
https://youtu.be/zVCrVBj4Iz4
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Pergunta 34: Quais sao as composi¢oes de maior probabilidade de serem sor-
teadas no Jogo de Dados de Mozart? E qual é essa probabilidade? Justifique.

Resposta: Existe apenas uma composicao de maior probabilidade: 7-7-7-7-7-7-7-
x-7-7-T-7-7-7-7-y, onde x varia de 2 a 12 e y varia de 2 a 12 exceto 11, podendo ser sorteada
de 110 formas diferentes. A probabilidade ¢ (6/36)' - 1/1-34/36 = 34/6'¢ ~ 1,2 - 107!

Esta composicao é mostrada na Figura 24

7-1-1-7-7-7-7-17-7-1-1-7-7-7-7-7
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Figura 24: Minueto com maior probabilidade de ser sorteado no Jogo de Dados de Mozart.
Fonte: Autoria prépria (2021).
Nota: Este minueto pode ser ouvido acessando o link (https://youtu.be/AhqM99P kKs).

8.11.2 Distribuigoes de outras fontes de aleatoriedade

Pergunta 35: Existem dados de 12 e de 20 lados, os quais também possuem
numeros iniciando em um. Como vocé faria para usar um desses dados para sortear os
compassos do Jogo de Dados de Mozart?

Resposta: No Jogo de Dados de Mozart se utilizam os nimeros de 2 a 12. Basta

lancar um desses dados até ser sorteado um nimero nesse intervalo, descartando outros

valores.

Pergunta 36: Ao usar um dado de 12 ou de 20 lados no Jogo de Dados de
Mozart, podemos desconsiderar os lancamentos que estao fora dos valores utilizados na
tabela. Com dados de 12 ou de 20 lados, qual é a probabilidade de sair um langamento
no intervalo utilizado pelo jogo?

Resposta: O intervalo utilizado pelo Jogo de Dados de Mozart sao os niimeros
de 2 a 12. Para o dado de 12 lados, a probabilidade de sucesso é de 11/12 ~ 92 %. Para
o dado de 20 lados, a probabilidade de sucesso é 11/20 = 55 %. Estas distribuigoes sdo


https://youtu.be/AhqM99P_kKs
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mostradas na Figura 25a.

O professor complementa com uma curiosidade: “Existem diversas distribuigoes
de probabilidades. Por exemplo, a uniforme e a triangular, as quais ja vimos. A dis-
tribuicdo que possui dois resultados (0 ou 1, falha ou sucesso, evento ocorre ou nao) é
chamada de distribuigdo de Bernoulli. Se a probabilidade de sucesso é p (0 < p < 1) a
probabilidade de falha é 1 — p.”

Pergunta 37: Quando se usa um dado de 12 ou de 20 lados no Jogo de Dados
de Mozart, descartando os resultados fora do intervalo de 2 a 12, quantas vezes é preciso
jogar o dado até sair um resultado dentro desse intervalo? Qual é a probabilidade do
resultado estar nesse intervalo ja no primeiro lancamento? Qual é a probabilidade disso
ocorrer no segundo langcamento? E no terceiro? E no lancamento nimero n?

Resposta: Os lancamentos sao eventos independentes e sempre ha possibilidade
de, no préximo lancamento, cair um valor fora do intervalo desejado. Dessa forma, nao
se sabe quantos lancamentos serao necessarios.

Para o dado de 12 lados, a probabilidade de sucesso ja na primeira tentativa é
de 92 %, sucesso apenas na segunda é de 7 %, sucesso apenas na terceira é de 1 % e
sucesso apenas na tentativa nimero n é de (11/12) - (1/12)"~!. Para o dado de 20 lados,
a probabilidade de sucesso j& na primeira tentativa é de 55 %, sucesso apenas na segunda
é de 25 %, sucesso apenas na terceira é de 11 % e sucesso apenas na tentativa nimero n
é de (11/20) - (9/20)""L. Estas distribuigdes sio mostradas na Figura 25b.

O professor complementa com uma curiosidade: “Estas sao distribuigoes ge-
ométricas. Sao chamadas assim pelas probabilidades seguirem uma PG (progressao
geométrica). Quando se repete um experimento até se obter sucesso, o numero de ten-
tativas até o sucesso segue uma distribuicao geométrica. Para um experimento com pro-
babilidade p de sucesso, a probabilidade de se repetir n vezes até se obter sucesso é

n—1 »

P (repeti¢oes = n) = p(1 — p)
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Figura 25: Distribuicoes de probabilidades para dados de 12 e de 20 lados.
Fonte: Autoria prépria (2021).
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Pergunta 38: No Jogo de Dados de Mozart, ao usar um dado de 12 ou de 20
lados, descartando valores fora do intervalo de 2 a 12, qual é a distribuigao que seguem
os valores aceitos?

Resposta: Considerando dados ideais de 12 ou de 20 lados, estes tém um total
de 12 ou 20 resultados equiprovaveis, respectivamente, sendo que os resultados fora do
intervalo de 2 a 12 sao descartados. Dessa forma, os resultados de 2 a 12 continuam
sendo equiprovaveis, porém nao se permite que ocorram os outros valores. Assim, inde-
pendentemente de ser um dado de 12 ou de 20 lados, ha 11 resultados equiprovaveis, cada
um com probabilidade 1/11 = 9 %, seguindo uma distribuigao uniforme, como mostra a
Figura 25c.

Pode-se demonstrar isso utilizando a probabilidade condicional: Sendo A o evento
onde o resultado se encontra no intervalo de 2 a 12 e B o evento onde o resultado é um valor
especifico nesse intervalo, por exemplo o nimero 3. Deseja-se calcular a probabilidade de

B ocorrer, dado que A ocorreu, ou seja, é necessario calcular P (B|A):

1
CPBNA)
PO =5 = T
N

onde N é o numero de lados do dado.

Pergunta 39: Para mudar um pouco o Jogo de Dados de Mozart, decidiu-se
ignorar o langcamento dos dados quando cai algum par, por exemplo, quando ambos os
dados lancados tém resultados iguais a 1. a) Qual é a probabilidade de cair um par?
b) Qual é a probabilidade de precisar repetir o langamento n vezes até cair um par? c)
Seguindo esta légica para criar uma composicao, qual é a distribuicao de probabilidades
dos resultados de 2 a 12 serem sorteados no jogo?

Resposta: a) Ao lancar dois dados, a probabilidade de cair um par é de 6/36
= 1/6, ou seja, ela segue a distribuigdo de Bernoulli com p = 1/6. Essa distribuicao pode

ser vista na Figura 26a.

b) A probabilidade de ser necessario repetir o lancamento n vezes até cair um

)"~1 ou seja, esta segue uma distribuicao geométrica

par é de P (repeti¢coes = n) = p(1—p
com p = 1/6. Essa distribui¢ao pode ser vista na Figura 26b.

c¢) Dos 36 pares ordenados equiprovéveis, os seis correspondentes aos pares sao
descartados, restando 30 resultados equiprovéveis, cada um com probabilidade 1/30. As-

sim, considerando as somas de cada um destes resultados, obtém-se os seguintes valores
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para as probabilidades:

P{2}) = 0/30, P{8}) = 4/30,
P({3}) = 2/30, P{9}) = 4/30,
P({4}) = 2/30, P ({10}) = 2/30,
P ({5}) 4/30, P ({11}) = 2/30,
P({6}) = 4/30, P({12}) = 0/30,
P({7}) = 6/30.

Essa distribuicao pode ser vista na Figura 26c¢.

Pergunta 40: Para criar uma composicao musical com o Jogo de Dados de
Mozart, o professor te da dois dados modificados, onde os dois nimeros 4 foram apagados
e substituidos pelo nimero 3. Como fica a distribuicao das probabilidades das somas
desses dois dados? Ou seja, ambos os dados tém faces 1, 2, 3, 3, 5 e 6. Quais sao os
valores das probabilidades dos resultados de 2 a 127

Resposta: A partir dos 36 pares ordenados equiprovaveis, basta contar o
nimero destes que correspondem a cada uma das somas de 2 a 12, resultando nos valores
a seguir:

) = 1/36, P({8}) = 6/36,

) = 2/36, P({9}) = 4/36,
{4}) = 5/36, P({10}) = 1/36,

) = 4/36, P({11}) = 2/36,

) = 6/36, P ({12}) = 1/36,
P({7}) = 4/36.

Essa distribuicao pode ser vista na Figura 27.

Pergunta 41: Ao criar uma composi¢ao do Jogo de Dados de Mozart com uma
moeda, escolhendo entre as linhas 2 e 3, quais sao as probabilidades de cada uma das
linhas? Qual é a distribuicao correspondente?

Resposta: As probabilidades do lancamento de uma moeda sao: 50 % cara (K)
e 50 % coroa (C). Dessa forma, as linhas 2 e 3 tém probabilidades de 50 % de serem
escolhidas, enquanto as outras 9 linhas nao tém chance alguma. Esta é uma distribuicao
de Bernoulli com parametro p = 0,5, que é mostrada na Figura 28a.
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Figura 26: Distribuicoes de probabilidades para soma de dois dados, descartando pares.
Fonte: Autoria prépria (2021).
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Probabilidades dos resultados de 2 a 12

Dados modificados: faces de niimero 4 substituidas pelo nimero 3
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inln
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Figura 27: Distribuicoes de probabilidades para soma de dois dados modificados.
Fonte: Autoria prépria (2021).

Probabilidade %

Pergunta 42: Sabe-se que no Jogo de Dados de Mozart, pode-se utilizar um dado
em vez de dois. No entanto, na auséncia de dados, quantas moedas seriam necessarias
para substituir um dado, de forma que todas as faces tenham resultados correspondentes?
Quais sao as probabilidades dos resultados?

Resposta: Sao necessarias cinco moedas para substituir um dado, de forma
que, quando sao lancadas, possam gerar seis resultados diferentes: 0, 1, 2, 3, 4 ou 5 caras.
Para se obterem resultados de 1 a 6, como nos dados, basta somar o nimero 1 ao niimero
de caras no langamento das moedas.

Para se determinarem as probabilidades, basta considerar os 2° = 32 quintetos
ordenados formados pelo lancamento de moedas, os quais sao equiprovaveis, e contar
quantos tém numeros de caras de 0 até 5. Ha apenas uma forma de haver nenhuma cara,
hé cinco formas de formar uma cara e assim por diante, realizando combinacoes. Dessa

forma se obtém as seguintes probabilidades:

P({0}) = G50/32 = 1/32, P({3}) = G53/32 = 10/32,
P({1}) = G5:/32 = 5/32, P ({4}) Csa/32 = 5/32,
P({2}) = C;52/32 = 10/32, P ({5}) Cs5/32 = 1/32,

que sao mostradas na Figura 28b. Na figura, no entanto, os resultados das moedas tém o

valor 1 somado, como foi explicado acima.
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Figura 28: Comparagao do lancamento de dados com o langcamento de moedas.

Fonte: Autoria prépria (2021).
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O professor complementa com uma curiosidade: “A distribuicao das moedas é
chamada de distribui¢cao binomial. Esta distribuicao é formada ao somar o nimero de
sucessos em n experimentos com probabilidade p de sucesso. A probabilidade de x sucessos

é igual a P (sucessos = x) = C,,, p* (1 — p)" 2.7

Pergunta 43: Como voce faria para usar moedas, ao invés de dados, para sortear
os compassos do Jogo de Dados de Mozart? Ou seja, quantas moedas sao necessarias para
substituir um par de dados? Como € essa distribuicao?

Resposta: Podem ser utilizadas 10 moedas e contar o nimero de caras, o que
déd um numero de 0 a 10. Em seguida, ¢ somado o valor 2, para se obter nimeros de 2 a
12. Isso é equivalente a sortear dois valores de 1 a 6, cada um com cinco moedas, como
foi feito na pergunta anterior, e somé-los.

Esta é uma distribui¢ao binomial, onde se conta o niimero de sucessos (cara na mo-
eda) em 10 experimentos. Sao um total de 2'° = 1024 dezenas ordenadas, onde miltiplas
delas podem somar o mesmo niumero de caras. As probabilidades para o lancamento de

10 moedas sao:

) = Ci0/1024 = 1/1024, P({6}) = Cio6/1024 = 210/1024,
) = C01/1024 = 10/1024, P({7}) = Cio7/1024 120/1024,
{2}) = Ci2/1024 = 45/1024, P({8}) = Ci0s/1024 = 45/1024,
) = P ({9})
) P ({10}
)

Cio3/1024 = 120/1024, Clo,0/1024 10,1024,
Cio4/1024 = 210/1024, {10}) = Cio10/1024 = 1/1024,
= Cy5/1024 = 252/1024,

que sdo mostradas na Figura 28c. Na figura, no entanto, os resultados das moedas tém o

valor 2 somado, como foi explicado acima.

8.11.3 Atividades avangadas

Pergunta 44: Para compor um minueto com o Jogo de Dados de Mozart, um
aluno usa 32 dados. Ele os langa, organizando-os em ordem crescente. Entao pega os
dados, dois a dois, primeiro os menores, para escolher os compassos. Qual é a chance de
ser sorteado o trecho nimero 96 no compasso 17

Resposta: O fragmento musical nimero 96, esta associado a soma dos dados
igual a 2 do compasso I. Assim, para os menores valores nos dados sortearem esse com-
passo, é preciso de no minimo duas faces iguais a 1. Qual é a chance de cair no maximo
uma face igual a 1 em todos os dados lancados? A chance de nenhum dado cair um é

(5/6)32. A chance de apenas um dado cair um (1/6) - (5/6)3!. Assim, a chance de cair
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zero ou uma face igual a 1 nos dados é a soma dessas duas probabilidades, calculando-se
o valor (5/6)3!. Portanto, a probabilidade disso nao acontecer ¢ de 1 — (5/6)3! ~ 99,6 %.

Pergunta 45: Obtenha uma composicao do Jogo de Dados de Mozart cuja
probabilidade de ser sorteada ¢ igual a 9.765.625/36.

Resposta: As probabilidades das somas dos dados podem ser escritas na forma
a/36 com a € {1,2,3,4,5,6}. Assim, multiplique o numerador e o denominador pelo
nimero que faz o denominador se tornar 36°. A seguir, reescreva o numerador em
poténcias de niimeros primos e agrupe as poténcias de niimeros primos em 16 nimeros

de 1 a 6:
9.765.625 510 B 24.34.510

3614 o 3614 o 3616

Com os numeros primos 2, 3 e 5, juntos a unidade, é possivel multiplica-los para compor

os numeros 1, 2, 3, 4, 5 e 6, os quais devem ser divididos em 16 partes, limitadas entre os
valores 1 e 6, sem exceder a quantidade de cada numero primo. O nimero 5 nao pode ser
multiplicado por nenhum outro, portanto 10 compassos tém probabilidade 5/36. Os seis
compassos restantes devem ter valores 1, 2, 3, 4, ou 6 (exceto 5). Por exemplo, quatro
dos outros compassos podem ser formados com probabilidade 6/36 e os dois tltimos
compassos podem ter probabilidades 1/36. Entao, cria-se um minueto composto pelas

probabilidades:

1155 5 5 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

que podem ser obtidas pelos lancamentos

2-2-6-6-6-6-6—-6—-6-6—-6—-6—-7—-7T-T7-T.

Pergunta 46: Quantas sao as composicoes do Jogo de Dados de Mozart cuja
probabilidade de serem sorteadas ¢ igual a 9.765.625/3647?

Resposta: Considerando os denominadores das probabilidades das somas dos
dados como 36.

As probabilidades com numerador 1, 2 e 3 podem ser multiplicadas por outros
nimeros e as probabilidades com numerador 4, 5 e 6=3-2 nao podem ser multiplicadas.
Os numeradores 4=2-2 e 6=3-2, no entanto, podem ser divididos pelos primos que os
compoem.

Consideram-se todos os nimeros agrupados com os de mesmo valor, pois as per-
mutacoes sao consideradas a seguir. Os numeradores iguais a 5 ja estao fixos, pois nao
podem ser multiplicados ou divididos. De quantas formas é possivel reorganizar o res-
tante do numerador 2% - 3 em seis partes? Estas sio mostradas na Tabela 3 na coluna
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“Numeradores das Prob.”, em conjunto com os calculos descritos abaixo.

As probabilidades podem ser permutadas entre qualquer um dos 16 compas-
sos. Assim, cada uma dessas organizacoes dos fatores primos oferece 16! permutacoes
(o fatorial de 16). No entanto, permutagdes dos numeradores repetidos nao devem ser
consideradas e, portanto, divide-se pelo fatorial das quantidades dos ntimeros repetidos.

As probabilidades com numerador 1, 2, 3, 4 e 5 (exceto 6) podem ser sorteadas
por duas somas diferentes. Portanto, cada probabilidade com numerador diferente de 6
implica em dobrar o niimero de composicoes possiveis com tal probabilidade. Assim, eleva-
se o numero dois a poténcia do nimero de compassos cujo numerador da probabilidade é
diferente de 6.

Somando todas as permutacgoes possiveis para esta probabilidade, obtém-se o

nimero 83.149.946.880 =~ 83 bilhoes de composicoes com tal probabilidade de ser sorteada.

Tabela 3: Tabela com calculos do nimero de composigoes com uma dada probabilidade de
ser sorteada.

Forma Numeradores das Prob. Permutacgoes
16! - 216

1. 5...5 3 3 3 3 4 4 Tor-ar-al 7.872.184.320
16! - 215

2. 5...5 6 3 3 3 4 2 Tor 3l 31.488.737.280
16! - 214

3. 5...5 6 6 3 3 4 1 Tor 2121 23.616.552.960
16! - 214

4. 5...5 6 6 3 3 2 2 10l 21 o121 11.808.276.480
16! - 213

5. 5...5 6 6 6 3 2 1 Tor 3l 7.872.184.320
16! - 212

6. 5...5 6 6 6 6 1 1 Tor a2l 492.011.520

Total 83.149.946.880

Fonte: Autoria prépria (2021).
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9 PRODUTO EDUCACIONAL

Os produtos educacionais sao ferramentas dispostas ao professor, de forma ele
possa fazer seu uso de imediato, para serem aplicadas em conjunto com o método de
ensino.

Isso pode ser percebido na proposta de criacao de mestrados profissionais em
ensino, onde Moreira (2004) aponta que, em um mestrado profissional, o mestrando deve

contemplar a:

[...] elaborago de um trabalho final de pesquisa profissional, aplicada, des-
crevendo o desenvolvimento de processos ou produtos de natureza educacional,
visando & melhoria do ensino na area especifica, sugerindo-se fortemente que,
em forma e conteudo, este trabalho se constitua em material que possa ser
utilizado por outros profissionais (MOREIRA, 2004, p. 134).

Dessa forma, foi defendido que em um mestrado profissional em ensino é per-
tinente levantar esforgos para a criagao de produtos de natureza educacional, ou seja, o
professor mestrando deve organizar ferramentas de ensino, possibilitando que seus colegas
profissionais facam seu uso.

No entanto, como citam Leodoro e Balkins (2010), com a regulamentagao dos
mestrados profissionais pela CAPES, o trabalho final de pesquisa exclusivo nesse formato
foi abrandado, colocando-o ao lado de outras possibilidades, como pode ser visto no Diario
Oficial da Uniao (DOU) do dia 23 de junho de 2009, que considera que:

O trabalho de conclusao final do curso [de mestrado profissional] poderd ser
apresentado em diferentes formatos, tais como dissertagao, revisao sistematica
e aprofundada da literatura, artigo, patente, registros de propriedade intelec-
tual, projetos técnicos, publicacoes tecnolégicas; desenvolvimento de aplicati-
vos, de materiais didéaticos e instrucionais e de produtos, processos e técnicas;
produgao de programas de midia, editoria, composicoes, concertos, relatérios
finais de pesquisa, softwares, estudos de caso, relatério técnico com regras de
sigilo, manual de operacao técnica, protocolo experimental ou de aplicagao
em servicos, proposta de intervencao em procedimentos clinicos ou de servico
pertinente, projeto de aplicagao ou adequagao tecnologica, protétipos para de-
senvolvimento ou produgao de instrumentos, equipamentos e kits, projetos de
inovagao tecnoldgica, producao artistica; sem prejuizo de outros formatos, de
acordo com a natureza da area e a finalidade do curso, desde que previamente
propostos e aprovados pela CAPES (DOU N° 117, 23 de junho de 2009, s. 1,

p. 31).

Uma pratica que se pode aplicar, portanto, é a criacao de um produto educacional
alinhado com o conceito de ensino contextualizado ou interdisciplinar da matematica, que
faz uso desses materiais de ensino em conjunto com métodos que favorecem o aprendizado,

a criatividade e o interesse do aluno.
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Com base nisso, criou-se um produto educacional em formato de websz’th, con-
templando diversos recursos tecnoldgicos, cujo objetivo é auxiliar o professor na aplicacao
da proposta de ensino. Uma captura de tela desse website ¢ mostrada na Figura 29.

Entre os recursos tecnoldgicos disponiveis no website, encontram-se:

e O video da apresentagao “O Jogo de Dados de Mozart e a Probabilidade”, cuja
captura de tela é mostrada na Figura 30, o qual fez parte da aplicacao da proposta
de ensino e sera descrito no Capitulo 10;

e Um video explicativo sobre como criar uma composi¢ao do Jogo de Dados de
Mozart;

e Diversos videos contendo animacoes de minuetos gerados pelo Jogo de Dados de

Mozart sendo executados;
e Links para baixar videos, audios e partituras de uma selecao de minuetos;
e Links para recursos tecnologicos externos, disponiveis na internet;

e Materiais de ensino, em formato PDF, prontos para impressao, para facilitar o

uso da proposta pelo professor; e

e Instrucgoes sobre como criar animacoes, audios e partituras de minuetos, utilizando

o sistema operacional de c6digo aberto Ubuntu Linux”,

Enquanto os videos hospedados no YouTube e o préprio website exigem uma
conexao com a internet para serem utilizados, existem arquivos presentes no website que,
por sua vez, podem ser baixados (download) e utilizados sem uma conexao com a rede
mundial de computadores.

Para complementar a atividade de ensino, o professor pode ainda utilizar outros

recursos tecnolégicos, como os exemplos sugeridos no /Apéndice B.

50 produto educacional (website) pode ser encontrado através do link de acesso:
(https://djboni.github.io/mozart /).

70 sistema operacional Ubuntu Linux pode ser executado diretamente de uma midia removivel (flash-
drive) ou de um CD-ROM, sem modificar o sistema presente no computador. Dessa forma, as animagoes e
outros recursos tecnologicos citados podem ser criados e armazenados em midias removiveis sem interferir
nos programas do computador.


https://djboni.github.io/mozart/
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.OJogodeDadosdeMoz.; X e
- C @ djboni.github.io I O ® H =

Minueto com maior probabilidade de ser sorteado

Somas dos dados: 7-7-7-7-7-7-7-7-7-7-7-7-7-7-7-7

7-7-7-7-7-7-1-7-7-7-7-7-1-1-1-1

E.S16£:c104: 15727167154 :66:118:91:138:71:150:28:101:162:23: 150+ 2

Downloads: MP3 - PNG - MIDI - PDF

Figura 29: Produto educacional: Captura de tela do website com diversos recursos
tecnolégicos disponiveis para o professor.
Fonte: Autoria prépria (2021).
Nota: Este website pode ser acessado pelo link (https://djboni.github.io/mozart/).


https://djboni.github.io/mozart/
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Quem foi Mozart?

Wolfgang Amadeus Mozart
1756 — 1791

Grande misico e compositor
austriaco do periodo Classico

Prodigio em miusica desde a
infancia Djones Boni

Autor de mais de 600 obras

Djones A Boni Oficina: O Jogo de Dados de Mozart e a Probabilidade

Figura 30: Captura de tela da apresentacao “O Jogo de Dados de Mozart e a
Probabilidade”.
Fonte: Autoria prépria (2021).
Nota: Este video pode ser assistido acessando o link (https://youtu.be/J1G0zIWTWCc).


https://youtu.be/J1G0zlWTWCc
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IMPRESSOES DOS ALUNOS
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10 APLICACAO DA PROPOSTA

Neste capitulo sera exposta a metodologia utilizada para a aplicacao da proposta
de ensino supracitada. O capitulo é dividido em trés secoes que descrevem cada uma das

partes da aplicacao: a aula por videoconferéncia, a videoaula e o questionario.
10.1 AULA POR VIDEOCONFERENCIA

Para aplicar a proposta didatica, devido as condi¢oes em que o mundo se encontra
e a forma como o sistema de ensino esta funcionandd§ , restringiu-se a uma apresentagao
por videoconferéncia de cerca de 40 minutos. Assim, com tempo restrito, foi abordada
parte do conteido da proposta de ensino presente no|Capitulo 8, estando disponivel para
o professor o restante da proposta.

Entrou-se em contato com um professor de Ensino Médio, que gentilmente cedeu
tempo de sua aula por videoconferéncia para que se realizasse a aplicagao. Por sugestao
do professor, foi criado o panfleto eletronico mostrado na |[Figura 31, enviado por ele aos
alunos, de forma a estimula-los a comparecerem na videoconferéncia.

Foi aplicada a proposta com os alunos de Ensino Médio, através da plataforma
Google Meet, a partir da apresentacao intitulada “O Jogo de Dados de Mozart e a Pro-
babilidade”.

A apresentacao, o interesse dos alunos nela e, consequentemente, a proposta
didatica foram avaliados pelos alunos a partir de suas respostas a um questionario na
plataforma Google Forms. O questiondrio serd descrito adiante na

Segundo o professor, a turma possui mais de 30 alunos matriculados. No entanto,
havia poucos alunos presentes durante a videoconferéncia, acarretando em apenas quatro

respostas ao questionario.
10.1.1 Sequéncia da apresentagao

A apresentacao da videoconferéncia ocorreu na seguinte ordem:
e Introducao ao tema da apresentacao: Jogo de Dados de Mozart;
e Introducao do apresentador e da pesquisa;
e Histéria do compositor Wolfgang Amadeus Mozart;

e Instrucoes do Jogo de Dados de Mozart;

8No presente, o mundo estd em meio & pandemia de COVID-19. As aulas presenciais nas instituicoes
de ensino estao impossibilitadas, sendo essas realizadas a distancia através de plataformas online e vide-
oconferéncias.
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- Convile
7 7\i) |

4

Oficina:
O jogo de
Dados de Mozart
e a Probabilidade

Dia: 08/10/2020
Horario: 19h15

= Priblico alvo:
\Estudantes do Ensino Médio

Plataforma:
Google Meet

= Djones A. Boni
~  Engenheiro Eletrénico

Figura 31: Panfleto eletrénico enviado aos alunos.
Fonte: Autoria prépria (2021).

e A matematica que aparece no jogo:

— Quantas musicas diferentes podem ser criadas?
Usar conceitos de combinatoria.

Com o intuito de simplificar os exemplos e as solugoes, propositalmente foram
omitidas as peculiaridades dos compassos VIII e XVI, relacionadas a trechos

melddicos idénticos;
— Qual é a probabilidade de certos trechos melddicos serem sorteados em um
compasso?

Exemplificar que nem todos os experimentos aleatorios tém resultados equi-
provaveis.

De acordo com a definicao classica de probabilidade, o langamento de um
dado tem resultados equiprovaveis e, a partir disso, mostra-se que a soma de

dois dados nao tem resultados equiprovaveis;

— Qual é a probabilidade de uma dada composicao ser sorteada?

Aplicar o conceito da multiplicacao das probabilidades de experimentos ale-

atérios independentes;
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— Como dados reais ou dados viciados podem influenciar nos sorteios?
Obter uma aproximacao das probabilidades dos resultados, a partir da de-
finicao frequencial de probabilidade, e comparar com as probabilidades teé-

ricas de um dado ideal;

Links relevantes;

Link do questionario;

Referéncias; e

Agradecimentos.

10.2 VIDEOAULA

Devido aos poucos alunos presentes durante a videoconferéncia e, consequente-
mente, as poucas respostas ao questionario, decidiu-se ampliar o ptublico atingido pela
apresentacao para obter um nimero minimo de quinze respostas ao questionario.

Para atingir este objetivo, explorou-se outra alternativa de apresentacao: foi
criado um video a partir da gravacao da apresentacao, o qual foi hospedado na plataforma
YouTubf. Uma captura de tela desse video pode ser encontrada na Figura 30.

A videoaula manteve a mesma organizacao da apresentacao. No entanto, devido
a questao de direitos de imagem, foram removidas as partes onde ocorreram interacoes
com os alunos.

O questionario aplicado aos alunos presentes durante a videoconferéncia foi adap-
tado para a nova situagao (videoaula), requisitando informagoes adicionais necessérias
para identificar as respostas do publico de interesse. Reiterando, o questiondrio sera
descrito adiante na Secao 10.3.

Decidiu-se enviar o link do video por mensagens de texto, a professores de ma-
tematica, juntamente com um pedido para encaminharem aos seus alunos de Ensino
Médio, para assistirem ao video e responderem ao questionario.

Além de alunos cursando o Ensino Médio, foram realizados esforcos para atingir
alunos que acabaram de finaliza-lo. Para isso, optou-se por enviar e-mails a coordenadores
de cursos de Graduagao, com um pedido para encaminharem os [inks do video e do
questiondrio para os alunos do primeiro periodo.

Os pedidos foram enviados a nove professores de Ensino Médio e cinco coordena-
dores de cursos de Graduacao. Com isso, o questionario obteve mais 19 respostas de alunos
de Ensino Médio e mais trés respostas de alunos de cursos de Graduacao, totalizando 26

respostas ao questionario.

9 Link de acesso ao video: (https://youtu.be/J1GOzZIWTWCc).


https://youtu.be/J1G0zlWTWCc
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10.3 QUESTIONARIO

Como instrumento de coleta de dados foi escolhido o questionario. Este permite o
uso de variadas formas para as respostas, incluindo perguntas abertas (textuais) e fechadas
(alternativas fixas), permitindo a realiza¢do de ambas anélises quantitativa e qualitativa
(MARCONI; LAKATOS, 2003, p. 201).

O questionario aplicado aos alunos serda mostrado a seguir, complementado pelas
possiveis respostas (textuais ou alternativas fixas) e pelos objetivos de cada pergunta.
Quando necessario, serao explicadas as diferencas no questionario para os alunos que
assistiram a apresentagao (aula por videoconferéncia) e para os alunos que assistiram ao
video (videoaula).

1. “Quem te indicou para assistir ao video?”

Alternativas fixas: Professor, Amigo ou Outro (preencher).

Pergunta exclusiva ao questionario do video.

Objetivo: Identificar a fonte das respostas ao questionario.

2. “Vocé é estudante do ...”

Alternativas fixas: Ensino Médio, Ensino Superior ou Outro (preencher).
Pergunta exclusiva ao questionario do video.

Objetivo: Identificar os alunos de Ensino Médio e de cursos de Graduacao, publico
de interesse. Isso é necessario porque nao é possivel controlar quem compartilha

ou acessa os links do video e do questionario.
3. “Voceé gostou da apresentacao/do video ‘O Jogo de Dados de Mozart
e a Probabilidade’?”

Alternativas fixas: Sim, muito; Sim; Mais ou menos; Nao; ou Nao estava pre-

sente/Nao assisti.
Pergunta adaptada no questionéario do video.
Objetivo: Avaliar se foi positiva, neutra ou negativa a reacao dos alunos a apre-
sentagao ou ao video.
4. “Vocé aprendeu alguma coisa nova nesta apresentagao/neste video? O
que?”
Resposta textual.
Pergunta adaptada no questionario do video.

Objetivo: Verificar se o aluno, logo apds a apresentacao ou o video, é capaz de
recordar de algo que aprendeu. Espera-se que os alunos tenham aprendido algo

sobre probabilidade ou matematica, além do Jogo de Dados de Mozart.
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“Que estilos de musica vocé gosta?”

Resposta textual.

Objetivo: Pergunta de transicao, para adentrar-se no assunto musical, verificando
a variedade de gostos entre os alunos.

“Sabe tocar algum instrumento musical? Quais?”

Resposta textual.

Objetivo: Avaliar se ha alguma motivacao musical no publico alvo atingido pela
apresentacao e pelo video. Com essa pergunta é possivel identificar se o aluno
toca algum instrumento, quantos instrumentos e quais sao estes. Considerou-se
que tocar algum instrumento reflete em uma motivacao pessoal com respeito a
musica.

“Mozart era muito bom em musica. No que vocé é bom?”

Resposta textual.

Objetivo: Verificar qualidades que os alunos percebem em si. Identificar interesses
e habitos que podem ser utilizados como contextualizacao.

“Com que frequéncia vocé percebe a matematica no mundo?”
Alternativas fixas: Todo dia, Toda semana, Dificilmente ou Nunca.

Objetivo: Pergunta de transicao, para adentrar-se no assunto da matematica.
Verificar se os alunos percebem a matematica no mundo.

“Em quais situagoes do dia-a-dia vocé percebe que usa a matematica?”
Resposta textual.

Objetivo: Verificar se o aluno é capaz de reconhecer a matemética no seu cotidi-
ano, complementando a questao anterior com exemplos. Identificar interesses e

habitos que podem ser utilizados como contextualizagao.

“Dé dois exemplos de experimentos aleatdrios. Por exemplo: lancar
dados é um experimento aleatério.”

Resposta textual.

Objetivo: Verificar se o aluno é capaz de reconhecer experimentos aleatérios em
seu cotidiano. Identificar eventos aleatorios em situacoes cotidianas que podem

ser utilizadas para contextualizacao.
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11. “Se seu colega nao tiver dois dados, mas apenas um. Como ele pode

fazer para criar uma melodia com O Jogo de Dados de Mozart?”
Resposta textual.

Objetivo: Verificar se o aluno compreende o conceito de eventos independentes e
se ele reconhece que, no langamento de dois dados, cada um destes é independente,

assim como lancar o mesmo dado duas vezes.

12. “OPCIONAL: Quer resolver um desafio? Se eu te der dois dados mo-
dificados, onde eu apaguei os dois niimeros 4 e coloquei 3 no lugar.
Como fica a distribuicao das probabilidades das somas desses dois da-
dos? Ou seja, ambos os dados tém faces 1, 2, 3, 3, 5 e 6. Quais sao
os valores das probabilidades P(2), P(3), P(4), P(5), P(6), P(7), P(8),
P(9), P(10), P(11) e P(12)?”

Resposta textual.
Esta é uma pergunta complicada e extensa de se resolver, deixada como opcional.

Objetivo: Verificar se o aluno sentiu-se estimulado a resolver uma pergunta mais

complicada e extensa.

Propositalmente foi utilizada a notacao P (z) em vez de P ({z}). Por nao haver

risco de confusao, optou-se pela notacao mais simples.

As respostas ao questionario foram analisadas quantitativa e qualitativamente.
Os resultados da analise serao mostrados no Capitulo 11.
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11 ANALISE DO QUESTIONARIO

Um total de 26 alunos respondeu ao questionario da aplicacao. Neste capitulo

serao expostas, analisadas e discutidas as respostas das 12 questoes de avaliagao.
11.1 QUESTAO 1: INDICACAO AO VIDEO

“Quem te indicou para assistir ao video?”

Alternativas fixas: Professor, Amigo ou Outro (preencher).

Questao 1: Quem te indicou para assistir ao video?

B Professor
B Amigo

Assistiu ao vivo

Figura 32: Grafico da Questao 1: Indicagao ao video.
Fonte: Autoria prépria (2021).

Esta pergunta foi feita exclusivamente no questionario do video. Os quatro alunos
que assistiram a apresentacao durante a videoconferéncia foram considerados no grupo
“Assistiu ao vivo”.

Como se vé na |Figura 32, dos 26 alunos que responderam ao questionario, 20
(77 %) foram indicados ao video por seu professor, 4 (15 %) assistiram a apresentagao ao

vivo e 2 (8 %) foram indicados por algum amigo.
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11.2 QUESTAO 2: PUBLICO ALVO

“Voce é estudante do ...”

Alternativas fixas: Ensino Médio, Ensino Superior ou Outro (preencher).

Questao 2: Vocé é estudante do ...

12%

B Ensino Médio

B Ensino Superior

23

88%

Figura 33: Grafico da Questao 2: Publico alvo.
Fonte: Autoria prépria (2021).

Esta pergunta foi feita exclusivamente no questionario do video. Os quatro alunos
que assistiram a apresentacao durante a videoconferéncia foram considerados no grupo
“Ensino Médio”.

Como se vé na |Figura 33, dos 26 alunos que responderam ao questionario, 23

(88 %) sao alunos de Ensino Médio e 3 (12 %) sao alunos de cursos de Graduagao.
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11.3 QUESTAO 3: REACAO AO VIDEO

“Voceé gostou da apresentagao/do video ‘O Jogo de Dados de Mozart e a Proba-
bilidade’?”

Alternativas fixas: Sim, muito; Sim; Mais ou menos; Nao; ou Nao estava pre-
sente/Nao assisti.

Pergunta adaptada no questionario do video.

Questao 3: Vocé gostou da apresentagao/do video?

B Sim, muito
B Sim
Mais ou menos

B Nao

Figura 34: Grafico da Questao 3: Reacgao ao video.
Fonte: Autoria prépria (2021).

Como se vé na Figura 34, dos 26 alunos que responderam ao questionério, 9
(35 %) responderam “Sim, muito”, 14 (54 %) responderam “Sim”, 3 (12 %) responderam
“Mais ou menos” e nenhuma resposta para as demais alternativas.

Portanto houve 23 (88 %) respostas positivas, 3 (12 %) respostas neutras e ne-
nhuma (0 %) resposta negativa. Todas as respostas neutras vieram de estudantes de
Ensino Médio.

Com respeito a Questao 3, que pergunta sobre a reacao dos alunos a apresentacao
ou ao video, pode-se perceber que houve um alto nivel de interesse dos alunos.

E possivel determinar um valor médio para o nivel de interesse a partir do niimero
de alunos em cada grupo (quantitativo mas ainda assim subjetivo). Utilizando uma escala
de nivel de interesse de 0 % (desinteressado) até 100 % (completamente interessado) e
considerando niveis de interesse em 100 %, 66,7 %, 33,3 % e 0 % para os grupos ‘Sim,
muito’, ‘Sim’, ‘Mais ou menos’ e ‘Nao’, respectivamente, obtém-se uma média ponderada

do nivel de interesse de 74,4 %.
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11.4 QUESTAO 4: APRENDEU ALGO NOVO

“Vocé aprendeu alguma coisa nova nesta apresentacao/neste video? O que?”
Resposta textual.

Pergunta adaptada no questionario do video.

Questao 4: Vocé aprendeu alguma coisa nova
nesta apresentagao/neste video? O que?

Aprendeu algo relacionado relacionado a:

20
15
10
5
0
Jogo de Dados de Mozart Probabilidade Misica Matematica
Figura 35: Grafico da Questao 4: Aprendeu algo novo?
Fonte: Autoria prépria (2021).
Por seu carater textual, esta questao teve uma diversidade de respostas muito
grande.

Todos os alunos responderam a esta questao. Exceto por um deles, todos os
alunos afirmaram ter aprendido alguma coisa nova.

Para analisar as variadas respostas, utilizou-se o seguinte método: contar o uso
dos contextos relacionados e das palavras utilizadas. Por exemplo, as respostas “Aprendi
sobre Jogo de Dados de Mozart” e “Aprendi a criar musicas jogando dados”, ambas
contam para a categoria “Jogo de Dados de Mozart” (por conter as palavras e o con-
texto, respectivamente) e apenas a segunda conta para a categoria “musica”’ (por conter
a palavra).

Como se vé na Figura 35, dos 26 alunos que responderam ao questiondrio, 18
(69 %) deles de alguma forma citaram o Jogo de Dados de Mozart, 11 (42 %) citaram de
alguma forma a probabilidade, 8 (31 %) citaram de alguma forma a musica e 5 (19 %)
citaram de alguma forma a matematica ou alguma de suas areas, como a combinatoéria
ou a estatistica.

Acerca dessa questao, que pergunta se os alunos aprenderam algo novo durante a

apresentacao ou o video, pode-se inferir que, na opiniao dos alunos, houve aprendizagem.
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Todos os alunos afirmaram ter aprendido algo e 12 (46 %) deles afirmaram ter
aprendido algo relacionado a probabilidade ou a matematica. Os outros 14 (54 %) alunos,
afirmaram terem aprendido outras coisas, por exemplo sobre o Jogo de Dados de Mozart
ou musica.

Nota-se que a questao pergunta se ‘aprenderam algo novo’, portanto os alunos
que ja sabiam probabilidade nao incluiriam tal conteido nos aprendizados.

Dessa forma, pode-se entender que os alunos sao capazes de aprender probabili-
dade e matematica fazendo uso da musica, especificamente com o uso do Jogo de Dados
de Mozart, o que esta diretamente ligado ao objetivo deste trabalho: usar a musica para

ensinar probabilidade e matemaética.
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11.5 QUESTAO 5: ESTILOS MUSICAIS

“Que estilos de musica vocé gosta?”

Resposta textual.

Questao 5: Que estilos de musica vocé gosta?
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Figura 36: Grafico da Questao 5: Gosta de quais estilos musicais?
Fonte: Autoria prépria (2021).

Todos os alunos responderam a esta questao. Alguns deles citaram que gostam
de todos os estilos (ou que sdo ecléticos), a maioria citou um ou mais estilos e alguns
destes completaram com “e outros”.

Como se vé na Figura 36, dos 26 alunos que responderam, 5 (19 %) gostam de
todos os estilos, 8 (31 %) gostam de Rock, 7 (27 %) gostam de Pop, 4 (15 %) Musica
Eletronica, 4 (15 %) Pagode ou Samba, 4 (15 %) RAP, 3 (12 %) Misica Cléssica, 3 (12 %)
Funk, 2 (8 %) MPB, 2 (8 %) Sertanejo e 1 (4 %) Jazz.

Todos gostam de algum estilo de misica e possuem gostos variados.
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11.6 QUESTAO 6: INSTRUMENTOS MUSICAIS

“Sabe tocar algum instrumento musical? Quais?”

Resposta textual.

Todos os alunos responderam a esta questao, varios responderam que nao tocam
nenhum instrumento, alguns responderam que tocam um instrumento e poucos citaram
a lista de instrumentos que sabem tocar.

Como se vé na Figura 37a, dos alunos, 13 (50 %) nao tocam nenhum instrumento,
9 (35 %) tocam um instrumento e 4 (15 %) tocam dois ou mais instrumentos. Destes
tltimos, 2 (8 %) tocam dois instrumentos, 1 (4 %) toca trés e 1 (4 %) toca cinco.

Na Figura 37b, pode-se ver os instrumentos que os alunos sabem tocar. Dos 13
alunos que tocam algum instrumento, 5 (38 %) tocam violao ou guitarra, 4 (31 %) tocam
flauta, 3 (23 %) piano ou teclado, 3 (23 %) ukulele, 2 (15 %) bateria, 1 (8 %) contrabaixo,
1 (8 %) viola e 1 (8 %) pandeiro.

Os alunos tocam varios tipos de instrumentos, sendo mais comuns os instrumentos
de corda (violao, guitarra, ukulele, contrabaixo e viola), os quais, dos 13 instrumentistas,
8 (62 %) tocam algum.

Metade dos alunos, 13 (50 %), afirmou tocar um ou mais instrumentos. Isso
demonstra alto interesse em musica por parte dos alunos, o que pode te-los instigado
a assistir a apresentacao ou ao video. Os demais alunos, que nao tocam instrumentos,
podem ainda ter interesse em aprender algum instrumento ou ter alguma outra motivacao
pessoal relacionada a musica.

Cantar (usar a voz como um instrumento musical) nao foi citado por nenhum
aluno. Acredita-se que se a voz fosse exposta como instrumento durante a apresentacgao,
ou citada na pergunta, teria sido considerada por muitos dos instrumentistas e por uma
parte dos nao-instrumentistas.

Na Questao 3, que questionava os alunos sobre terem gostado da apresentacao ou
do video, dos alunos que tocam algum instrumento, quatro responderam ‘Sim, muito’ e
um respondeu ‘Mais ou menos’; dos que nao tocam instrumento algum, cinco responderam

‘Sim, muito’ e dois responderam ‘Mais ou menos’.
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Questao 6: Quantos instrumentos sabe tocar?
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Questao 6: Sabe tocar algum instrumento musical? Quais?
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Figura 37: Graficos da Questao 6: Instrumentos musicais. a) Quantos instrumentos tocam
e b) quais instrumentos tocam.
Fonte: Autoria prépria (2021).
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11.7 QUESTAO 7: QUALIDADES DOS ALUNOS

“Mozart era muito bom em miusica. No que vocé é bom?”

Resposta textual.

Questao 7: Mozart era muito bom em misica. No que vocé é bom?
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Figura 38: Grafico da Questao 7: Qualidades dos alunos.
Fonte: Autoria prépria (2021).

Todos os alunos responderam a esta questao. Houve respostas bem variadas,
que foram agrupadas. Por exemplo: esportes, disciplinas escolares, atividades artisticas e
informatica.

Como se vé na Figura 38, 5 (19 %) alunos afirmam ser bons em algum esporte,
4 (15 %) em cozinhar, 4 (15 %) em alguma disciplina escolar, 4 (15 %) em musica, 3
(12 %) em desenhar ou pintar, 3 (12 %) em outras atividades artisticas, 3 (12 %) em
informatica e 4 (15 %) nao sabem no que sdo bons. Os outros 3 (12 %) afirmaram ser
bons em raciocinio légico, em organizar e em ajudar as pessoas, respectivamente.

Dos 13 alunos que tocam algum instrumento, 4 (31 %) afirmam serem bons em
musica.

Algumas das respostas, como ‘disciplinas escolares’ e ‘nao sabe’ sao genéricas e
nao sao bons exemplos para contextualizacao. No entanto, também surgiram alguns exem-

plos interessantes: ‘esportes’, ‘cozinhar’, diversas ‘atividades artisticas’ e ‘informética’.
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11.8 QUESTAO 8 A MATEMATICA NO MUNDO

“Com que frequéncia vocé percebe a matematica no mundo?”

Alternativas fixas: Todo dia, Toda semana, Dificilmente ou Nunca.

Questao 8: Com que frequéncia vocé percebe a mateméatica no mundo?

B Todo dia
B Toda semana
Dificilmente

B Nunca

Figura 39: Grafico da Questao 8: A matematica no mundo.
Fonte: Autoria prépria (2021).

Como se observa na Figura 39, a maioria dos alunos vé a matemdtica no mundo
todo dia (16, 62 %), alguns a veem semanalmente (8, 31 %), poucos dificilmente a veem
(2, 8 %) e nenhum nunca a vé (0, 0 %).

Isso indica que os alunos sao capazes de ver a matematica presente no mundo
que os rodeia. Porém onde o aluno vé a matematica? Onde ele a usa? E como se pode

introduzir isso ao se ensinar matematica?
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11.9 QUESTAO 9: ONDE USA A MATEMATICA

“Em quais situacoes do dia-a-dia vocé percebe que usa a mateméatica?”

Resposta textual.

Questao 9: Em quais situacoes do dia-a-dia vocé percebe que usa a matematica?
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Figura 40: Grafico da Questao 9: Onde se usa a matematica.
Fonte: Autoria prépria (2021).

Todos os alunos responderam a esta questao, alguns apenas responderam que
percebem a matematica em todo lugar, ou algo similar, e os demais deram um ou mais
exemplos.

Como se vé na Figura 40, dos 26 alunos, 4 (15 %) apenas responderam que
percebem a matemética em todo lugar, 14 (54 %) responderam que a percebem em
situagoes relacionadas a compras, 8 (31 %) citaram algo relacionado & cozinhar ou a
alimentagao, 7 (27 %) citaram atividades escolares, 5 (19 %) citaram algo relacionado a
organizacao (de objetos, de atividades, do tempo), 2 (8 %) citaram que a veem no uso e
configuragao de aparelhos eletronicos e 1 (4 %) afirmou que percebe a matematica ‘onde
hé célculos’.

Algumas das respostas, como ‘todo lugar’, ‘atividades escolares’ e ‘onde hé cal-
culos’ sao genéricas e nao sao bons exemplos para contextualizacao. No entanto, também
surgiram alguns exemplos interessantes: ‘compras’, ‘cozinhando’, ‘organizacao’ e ‘apare-
lhos eletronicos’.

Todos os alunos responderam a Questao 9, que pergunta quais sao as situagoes
do dia-a-dia em que o aluno percebe a matematica, o que indica interesse. No entanto,
22 (85 %) deram exemplos especificos e 4 (15 %) nao deram exemplos.

Considerando os quatro alunos que nao deram exemplos, ou seja, 0s que nao

responderam a esta questao: quando questionados se gostaram da apresentacao ou do
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video (Questao 3), trés deles responderam ‘Sim’ e um respondeu ‘Mais ou menos’.

No entanto, apesar da maioria dos alunos apontarem alguma situagao especifica
do dia-a-dia onde se usa a matematica, pode-se interpretar uma certa ingenuidade dos
estudantes acerca delas, por exemplificarem atividades comumente utilizadas como con-
textualizacao nas aulas de matematica. Assim, pode-se formar a ideia de que, na pratica,

nao usam ou nao veem o uso da matematica nas situacoes do seu dia-a-dia.
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11.10 QUESTAO 10: EXPERIMENTOS ALEATORIOS

“Dé dois exemplos de experimentos aleatérios. Por exemplo: lancar dados é um
experimento aleatério.”

Resposta textual.

Dos 24 alunos que responderam, a maioria deu dois exemplos e alguns deram
apenas um exemplo. Uma parte destes alunos respondeu citando experimentos que nao sao
aleatérios, como ‘troco do mercado’. Foram considerados apenas o nimero de respostas
que realmente sao experimentos aleatérios. Dois alunos nao responderam a esta questao e
foram considerados no grupo ‘nenhum exemplo’. Um aluno respondeu com trés exemplos
e foi considerado no grupo ‘dois exemplos’.

Como se vé na Figura 41a, dos 26 alunos, 17 (65 %) corretamente deram dois
exemplos, 5 (19 %) deram um exemplo correto e 4 (15 %) nao deram exemplos.

Os alunos deram vérias respostas, como se pode ver na Figura 41b, os alunos
citaram: 10 (38 %) moedas, 7 (27 %) sorteio ou loteria, 6 (23 %) baralho, 6 (23 %) dados
(exemplo dado na questao), 4 (15 %) roleta, 3 (12 %) urna com bolas, 2 (8 %) bingo, 1
(4 %) chutar uma bola, pois ‘nao se sabe onde ela vai parar’ e 1 (4 %) previsao do tempo.

A maioria citou exemplos comuns de contextualizacao dentro do conteido de
probabilidade. A maioria também citou apenas exemplos de experimentos discretos.

E possivel que, tenham estudado probabilidade apenas com experimentos ale-
atérios discretos ou foram induzidos pela natureza discreta do assunto trabalhado na
apresentacao.

Vinte e quatro (92 %) alunos tentaram responder & questao e 2 (8 %) nao res-
ponderam.

Dos dois que nao tentaram responder a esta questao, quando questionados se
gostaram da apresentacao ou do video (Questao 3), um respondeu ‘Sim, muito’ e um
respondeu ‘Sim’.

Dezessete (65 %) foram capazes de responder corretamente com dois ou mais
exemplos de experimentos aleatérios, 5 (19 %) responderam corretamente com apenas
um exemplo e 4 (15 %) nao responderam com exemplos corretos.

Quanto aos 4 alunos que nao responderam com exemplos corretos, na Questao 4,
a qual pergunta sobre o que aprenderam, um citou ter aprendido sobre o Jogo de Dados
de Mozart, dois citaram ter aprendido sobre probabilidade, trés sobre musica e dois sobre

matematica.
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Questao 10: Dé dois exemplos de experimentos aleatorios.

B Dois exemplos
B Um exemplo

Nenhum exemplo

Questao 10: Dé dois exemplos de experimentos aleatorios.
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Figura 41: Graficos da Questao 10: Experimentos aleatérios: a) nimero de exemplos do
aluno e b) os exemplos fornecidos.
Fonte: Autoria prépria (2021).



118

11.11 QUESTAO 11: FALTA UM DADO

“Se seu colega nao tiver dois dados, mas apenas um. Como ele pode fazer para
criar uma melodia com O Jogo de Dados de Mozart?”

Resposta textual.

Questao 11: Seu colega tem apenas um dado. ...

B Jogar o dado duas vezes
B Usar uma parte da tabela
Fazer um dado

B N3ao sabe

Figura 42: Grafico da Questao 11: Na falta de um dado.
Fonte: Autoria prépria (2021).

Vinte e quatro alunos responderam a esta questao. Dois nao responderam e foram
considerados no grupo ‘nao sabe’.

Como se vé na Figura 42, a maioria dos alunos deu a sugestao correta (17, 65 %),
outros sugeriram utilizar apenas parte da tabela (3, 12 %), outros sugeriram fazer o
segundo dado (2, 8 %) e alguns nao sabiam ou nao responderam (4, 15 %).

Assim, pode-se observar uma solugao envolvendo teoria da probabilidade e duas
solugoes criativas que nao envolvem probabilidade.

Vinte e dois (85 %) tentaram responder a questao e 4 (15 %) nao a responderam.

Dos quatro que nao tentaram responder a esta questao, quando questionados se
gostaram da apresentacao ou do video (Questdao 3), um respondeu ‘Sim, muito’ e trés
responderam ‘Sim’.

Dezessete (65 %) responderam corretamente, utilizando conceitos de probabili-

dade, 5 (19 %) deram respostas criativas e 4 (15 %) nao responderam.
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11.12 QUESTAO 12: DADOS MODIFICADOS

“OPCIONAL: Quer resolver um desafio? Se eu te der dois dados modificados,
onde eu apaguei os dois nimeros 4 e coloquei 3 no lugar. Como fica a distribuicao das
probabilidades das somas desses dois dados? Ou seja, ambos os dados tém faces 1, 2, 3,
3, 5 e 6. Quais s@o os valores das probabilidades P(2), P(3), P(4), P(5), P(6), P(7), P(8),
P(9), P(10), P(11) e P(12)?”

Resposta textual.

Questao 12: Desafio opcional. Dados modificados ...

B N3o tentou
B Errou
Acertou parcial

B Acertou completo

Figura 43: Grafico da Questao 12: Dados modificados.
Fonte: Autoria prépria (2021).

Como se vé na Figura 43, apenas seis (23 %) alunos tentaram responder a esta
questao opcional. Destes seis alunos, trés erraram (erros conceituais), dois acertaram
parcialmente (ambos erraram a probabilidade de um dos resultados) e um conseguiu
acertar a questao por completo.

O tnico aluno que acertou a questao por completo é estudante de curso de Gra-
duacao. Os outros alunos que tentaram responder sao estudantes de Ensino Médio.

A questao foi dada com opcional, é trabalhosa, extensa e razoavelmente dificil.
E possivel que alguns dos alunos que nao responderam iniciaram e desistiram.

Seis alunos (23 %) tentaram responder e 20 (77 %) nao responderam. Dos seis
que tentaram responder a esta pergunta, na Questao 3, dois responderam ‘Sim, muito’,

trés responderam ‘Sim’ e um respondeu ‘Mais ou menos’.
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Dos seis que tentaram responder, 1 (17 %) respondem corretamente, 2 (33 %)
responderam parcialmente corret(ﬁ e 3 (50 %) responderam incorretamente.

Entre os trés alunos que responderam corretamente ou parcialmente correto,
quando questionados sobre o que aprenderam de novo (Questao 4), dois afirmaram ter
aprendido sobre o Jogo de Dados de Mozart, trés afirmaram ter aprendido sobre probabi-
lidade, um afirmou ter aprendido sobre matematica e nenhum citou ter aprendido sobre
musica.

Entre os trés alunos que responderam incorretamente, quando questionados sobre
o que aprenderam de novo (Questdo 4), trés afirmaram ter aprendido sobre o Jogo de
Dados de Mozart, um afirmou ter aprendido sobre probabilidade, dois afirmaram ter

aprendido sobre musica e um afirmou ter aprendido sobre matemaética.

10Cada um errou apenas um dos numeradores da resposta, o que indica que utilizaram os conceitos
corretamente, porém se descuidaram ao realizar um cédlculo ou ao copiar a resposta das suas anotagoes
para o questionério.
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11.13 RESULTADOS DO QUESTIONARIO

A maioria dos alunos que responderam ao questionario é composta por alunos de
Ensino Médio e assistiu a videoaula por indicacao de seu professor. De forma geral, os
alunos reagiram de forma positiva a aula por videoconferéncia e a videoaula. Além disso,
quase a metade deles afirmou ter aprendido alguma coisa nova relacionada a matematica
ou a probabilidade.

Analisando as questoes 9, 10 e 11, observa-se interesse consideravel nos alunos:
a maioria deles deu exemplos especificos de situagoes cotidianas nas quais eles perce-
bem a matematica. Além disso, os alunos, deram exemplos de experimentos aleatorios e
propuseram alguma solucao ao problema da falta de um dado.

De forma semelhante, analisando as questoes 10 e 11, também se observa um nivel
de aprendizagem promissor nos alunos: a maioria deles deu exemplos de experimentos
aleatorios corretamente e respondeu impecavelmente como contornar o problema da falta
de um dado.

Poucos alunos tentaram responder a questao opcional, o que pode indicar baixo
interesse ou baixa aprendizagem. No entanto, esta é uma questao extensa e tem um
nivel de dificuldade mais alto. Era esperado um ntmero reduzido de respostas, estas
vindo apenas de alunos com interesse muito alto, alta aprendizagem e auto-confianca.
Praticamente um quarto dos alunos teve interesse, aprendizado e autoconfianca para
tentar resolver e responder a esta questao.

Metade dos alunos afirmou saber tocar algum instrumento musical, o que pode
indicar a existéncia de motivagoes pessoais quanto ao tema musical, podendo té-los atraido

a aula por videoconferéncia ou a videoaula e influenciado positivamente no seu interesse.
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12 DISCUSSOES ADICIONAIS

Neste capitulo serao realizadas algumas discussoes adicionais, que podem ser de

interesse para trabalhos futuros.
12.1 DISCUSSAO SOBRE AUTORIA DAS COMPOSICOES

Durante a aula por videoconferéncia, ou seja, durante a aplicagdo com a turma de
Ensino Médio, uma das discussoes que os alunos levantaram foi sobre de quem é a autoria
da composicao: foi Mozart ou foi quem jogou os dados? Entrou-se em duas vertentes
paralelas: legalmente e filosoficamente.

A obra estd em dominio piblico e pode ser utilizada livremente, desde que dada
a respectiva autoria. No entanto, Mozart escreveu os fragmentos melédicos, mas nao
escreveu, nem executou, todas as possiveis combinacoes.

Pode-se dizer que quem joga os dados compoe, a partir do Jogo de Dados de
Mozart. Também é possivel afirmar que quem joga os dados traz a realidade uma das
multiplas composicoes de Mozart.

Certamente Mozart tem parte na composi¢ao. Porém, como se pode definir qual

é o nivel de participacao de quem joga os dados?
12.2 TAXA DE RESPOSTA AO QUESTIONARIO

Considerando que os nove professores de Ensino Médio tenham enviado o video
e 0 questiondrio para uma turma e que estas tenham 30 alunos cada, haveria um total
de 270 alunos atingidos pela pesquisa. Dessa forma, resulta em uma taxa de resposta ao
questionério de 7,0 % (aproximadamente um em cada 14 alunos de Ensino Médio). A
maioria dos professores, no entanto, dava aulas para diversas turmas de Ensino Médio,
acarretando em uma taxa de resposta ainda menor.

Marconi e Lakatos (2003), expressam que a taxa de resposta a questionérios é
cerca de 25 %, o que caracteriza a taxa obtida como baixa. Assim, levanta-se a seguinte
pergunta: “Como elevar a taxa de resposta dos alunos nos questionarios?”

Com respeito a isso, a direcao de uma escola comentou que mandar o link para
um questionario por mensagem de texto nao tem tanta interagao (respostas) dos pais dos
alunos quanto mandar um QR code para eles escanearem.

Uma explicacao possivel é que, por nao ser possivel lé-lo diretamente, o QR code
estimula a curiosidade, sendo necessario escanea-lo para ver o que sera aberto. Entao,
estando aberta a pagina, basta os pais responderem ao questiondrio, havendo consisten-

temente mais respostas.
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O que é valido para os pais, pode também ser valido para os alunos. Assim, uma
possibilidade para melhorar a interacao dos alunos com questionarios e ferramentas de
ensino online é, ao invés de pedir para encontrarem um link e clicarem nele, enviar um

QR code para escanearem. Isso também pode ser feito em videos ou apresentacoes.
12.3 A ESCOLA COMO AMBIENTE SOCIAL

Ao enviar as mensagens de texto para os professores, alguns deles desejavam saber
mais sobre o tema ou sobre a pesquisa. Nesses casos, foi feita uma ligacao telefonica,
na qual houve uma conversa com cada um deles. Metodologicamente, estas conversas,
podem ser consideradas como entrevistas nao-estruturadas e nao-dirigidas (MARCONT;
LAKATOS, 2003, p. 197).

Os professores relataram como estao sendo desenvolvidas as aulas por video-
conferéncia e quais sao as dificuldades que estao tendo com respeito a participacao, ao
interesse e a interagao dos alunos.

Em conversas com os professores, foi percebido que eles tém enfrentado dia apds
dia dificuldades de presenca, de interesse e de interacao por parte dos alunos. Estes tém
resisténcia em participar de aulas por videoconferéncia, quando estao acostumados com
as aulas presenciais.

Além disso, alguns professores declararam que, no inicio das aulas por video-
conferéncia, havia maior participacao dos alunos, tanto nas aulas quanto nas atividades
sugeridas, o que foi decaindo com o tempo.

Isso pode ter acontecido pelo motivo dos alunos sentirem falta do ambiente social
fornecido pela escola. De inicio estavam animados com o retorno as aulas. Porém, como
as aulas a distancia nao fornecem um ambiente social onde hé contato e conversa com
seus amigos, muitos acabaram por deixar de participar das videoconferéncias com os
professores.

Para aliviar essa condicao, o professor pode criar atividades que devem ser rea-
lizadas pelos alunos em grupos, nas quais cada grupo faz sua prépria videoconferéncia,
podendo, assim, conversarem entre amigos e ter um ambiente de estudos também social.
O momento da videoconferéncia com o professor, por sua vez, é utilizado para expor e
discutir os resultados, para revisar o conteido estudado em grupo e para organizar as
préoximas atividades.

Dessa forma, o encontro com os professores se torna um meio para a socializacao

entre os alunos, atraindo-os para a sala de aula virtual.
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12.4 PERSUADINDO OS ALUNOS

Além da falta de participacao, os professores também sao desafiados pela falta de
interacao: é dificil persuadir os alunos a realizarem as atividades.

Em condig¢oes normais, a presenca fisica do professor, a autoridade da sala de
aula, eleva o seu poder de persuasao, junto com seu estimulo, sua insisténcia e sua argu-
mentacao, de forma que se desperte nos alunos o desejo de realizarem suas tarefas. Nas
condicoes atuais, no entanto, s resta ao professor a porgao verbal de sua persuasividade.

Técnicas para aumentar a participacao e interacao dos alunos, citadas por pro-

fessores, foram:

e Conversar por mensagem de texto com cada aluno individualmente, depois de

enviar para o grupo todo;
e Pedir captura de tela (screenshot) da atividade;
e Entregar atividade em papel, requerendo devolucao dela completa;
e Realizar a atividade durante a videoconferéncia; e

e Fazer a atividade valer presenca ou nota.

Estas taticas, no entanto, sao trabalhosas ou desvirtuam a videoconferéncia de seu
objetivo: de reunir alunos e professores para tirar dividas e introduzir novos conteidos.

Cialdini (2012) elabora que a autoridade é um fator muito importante na per-
suasao. Além disso, explica que “ao pedirmos um favor a alguém, teremos mais sucesso
se fornecermos um motivo” e complementa que o mero fato de usar na frase a palavra
“porque” aumenta as chances do pedido ser aceito, mesmo se o motivo que a segue seja
fraco.

Com base nisso, levanta-se a hipdtese de que, ao fazer um pedido aos alunos, o
professor deve ser direto e, polidamente, dar comandos e um motivo.

Exemplos de mensagens de texto que o professor pode enviar para uma turma de

alunos:

e Boa noite. Se possivel para voceés, assistir ao video e responder ao questionario.

E de um aluno nosso que esta fazendo mestrado.

e Ola. Para amanha, facam os exercicios 1 a 4 da pagina 75, porque os iremos

corrigir.

e Pessoal, tudo bem? Lembrem-se de enviar o trabalho porque amanha vai fechar

a entrega.
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e Bom dia. Leiam as paginas 9 a 15 e facam um resumo, porque esta é a atividade

desta semana.

e Boa tarde! Ja estudaram matematica hoje? Porque semana que vem havera

prova.

e E ai pessoal, como vai? Ja formaram os seus grupos de estudo? Lembrem-se que

na semana que vem teremos a nossa gincana de trigonometria!

Estes podem ser utilizados tanto em mensagens de texto quanto adaptados para
uso durante e ao fim da aula, instigando os alunos a fazerem as tarefas.

E interessante que o motivo citado pelo professor, pelo qual os alunos devem
seguir seus comandos, seja atraente e estimulante. No entanto, como defende Cialdini

(2012), a mera presenca de algum motivo ja aumenta a eficdcia do pedidﬂ.

1 Fste comportamento irracional, de se aceitar pedidos com maior frequéncia quando hé algum motivo,
é comum e sua existéncia respaldada por pesquisas cientificas. Recomenda-se a referéncia Cialdini (2012)
para maiores detalhes.



126

13 CONSIDERACOES FINAIS

Com este trabalho é oferecido ao professor de matemaética do Ensino Médio uma
proposta de ensino do contetido de probabilidade, fazendo uso do Jogo de Dados de Mozart
como a contextualizacao da atividade de ensino. Contetidos basicos estao dispostos de
forma a atender ao curriculo da BNCC, no que tange aos experimentos aleatérios discretos,
abrangendo também contetidos avangados relevantes.

De forma a auxiliar o professor na tarefa de ensino, foram criados produtos edu-
cacionais e disponibilizados em um website, além da selecao de recursos tecnologicos dis-
poniveis na internet.

No estudo de caso da aplicacao da proposta, verificou-se que os alunos reagiram
de forma positiva a aula por videoconferéncia e a videoaula, e afirmaram ter aprendido
alguma coisa nova relacionada a matemética ou a probabilidade. Dessa forma, verifica-se
que houve interesse e motivagao por parte dos alunos e também nota-se um alto nivel de
aprendizagem e compreensao.

Para alguns alunos, no entanto, o interesse, a motivacao, o aprendizado e a com-
preensao podem ter sido influenciados por impetos pessoais. Uma possivel fonte desta
disposicao é quanto ao tema musical, ja que metade dos alunos afirmou saber tocar algum
instrumento musical. Outras possibilidades podem ser os préprios temas da probabilidade
e da matematica.

Portanto, ao avaliar a reagao primariamente positiva dos alunos, é importante
considerar que aqueles que responderam ao questionario possam ter motivacoes pessoais
quanto aos temas musical e matematico, e isto pode ter aumentado seu interesse e sua
motivacao a ponto de desejarem participar da atividade e responderem ao questionario.

Para trabalhos futuros, sao sugeridos:

e Aplicar a proposta de ensino, ou parte dela, com uma turma inteira, de forma
que haja menor possibilidade do “viés do sobrevivente” ocorrer, ou seja, que haja
menor possibilidade de que os alunos tenham interesse e motivacao inflados por

atividades e gostos pessoais, como a musica e a matematica;

e Estender os problemas sugeridos aos alunos: adicionar questoes sobre combi-
natoria; expandir as nocoes de estatistica utilizadas; fazer uso de contetdos adici-

onais, como o teorema de Bayes, a distribuicao de Poisson e as cadeias de Markov;

e Dar continuidade ao trabalho com outros contextos relacionando probabilidade,

matematica e musica; e

e Explorar as discussoes levantadas no Capitulo 12 (Discussoes adicionais), com

respeito a sua validade e a sua eficacia.
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APENDICE A — MATERIAIS PARA OS ALUNOS

Este apéndice contém materiais que o professor pode utilizar com seus alunos no
desenvolvimento da proposta de ensino do Capitulo 8|

A [Figura A.1 mostra dois dados planificados. Estes podem ser recortados e
montados pelos alunos. Materiais e instrugoes de montagem sao descritos na Segao 8.6,

A|Tabela A.1 mostra uma folha com duas c6pias da tabela de compassos do Jogo
de Dados de Mozart. Estas podem ser recortadas e entregues aos alunos, que podem
grifar nelas as partes de interesse nas atividades.

A [Figura A.2 mostra uma folha com duas cdpias de uma partitura em branco.
Estas podem ser recortadas e entregues aos alunos, que nelas podem escrever os fragmentos
melodicos sorteados.

A Figura A.3|mostra os fragmentos melédicos do Jogo de Dados de Mozart. Estas

podem ser entregues para os grupos, de forma que criem suas composigoes.
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R

Figura A.1: Dado planificado para recorte e colagem.
Fonte: Autoria prépria (2021).
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O Jogo de Dados de Mozart

Musikalisches Wiirfelspiel, K.516f
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atribuido a W. A. Mozart
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Figura A.3: Fragmentos melddicos do Jogo de Dados de Mozart.
Fonte: Adaptado de Mozart (1793), transcrito por Uro (2017).
Nota: Parte 1/4. Continua na préxima pagina.
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Fonte: Adaptado de Mozart (1793), transcrito por Uro (2017).
Nota: Parte 2/4. Continua na pr
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APENDICE B - RECURSOS TECNOLOGICOS EXTERNOS

Ao desenvolver com seus alunos a proposta de ensino disposta no Capitulo 8,
além dos produtos educacionais mostrados no Capitulo 9 e dos materiais apresentados no
Apendice A, o professor pode fazer uso de outros recursos tecnolégicos, como os exemplos

abaixo:

e O Jogo de Dados de Mozart (Portugués)
Pégina: (https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1122)
Video: (https://youtu.be/UbpOMzAhezM)

Esse website permite baixar o video acima e um guia do professor, em formato

PDF, para utilizar tal video e o Jogo de Dados de Mozart em sala de aula.

Acesso: dezembro/2020.

e O Jogo de Dados de Mozart — Musikalisches Wiirfelspiel (Portugués)

Pagina: (http://reginaoliveiramusicista.blogspot.com/2018/06/0-jogo-de-dados-

de-mozart-musikalisches.html)

Acesso: dezembro/2020.

o Musikalisches Wiirfelspiel (Inglés)
Pégina: (https://dice.humdrum.org/)

Neste website é possivel montar a partitura do Jogo de Dados de Mozart e ouvi-la

no navegador.
Para montar a partitura, clique nos niimeros dos trechos melédicos.

Para ouvi-la, clique no link inferior-direito “Listen to or print the score”, aguarde

carregar e entao clique no botao tocar (>) no canto superior-direito.

Note que ao ouvir, o programa toca os compassos mostrados em sequéncia, sem

respeitar os simbolos de repeticao.

Acesso: dezembro/2020.

o W. A. Mozart’s Musical Dice Game (Alemao e Inglés)
Pégina em alemao: (https://mozart.qvwx.de/)
Pégina em inglés: (https://mozart.qvwx.de/index.en.html)

Neste website é possivel baixar a partitura do minueto composto e o seu audio.


https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1122
https://youtu.be/Ubp0MzAhezM
http://reginaoliveiramusicista.blogspot.com/2018/06/o-jogo-de-dados-de-mozart-musikalisches.html
http://reginaoliveiramusicista.blogspot.com/2018/06/o-jogo-de-dados-de-mozart-musikalisches.html
https://dice.humdrum.org/
https://mozart.qvwx.de/
https://mozart.qvwx.de/index.en.html

139

Para montar a partitura clique em “Roll!” e em seguida em “Compose!”; entao
sera possivel baixar a partitura do minueto composto em formatos PDF ou PNG
e baixar o audio em formatos WAV e MIDI.

Acesso: dezembro/2020.

Marian Aldenhével — Mozart (Alemao)
Péagina: (https://marian-aldenhoevel.de/mozart/)
Este website aponta para o recurso supra-citado.

Acesso: dezembro/2020.

Mozart Dice Game Online (Inglés)
Pégina: (http://www.playonlinedicegames.com/mozart)
Neste website é possivel ouvir composicoes no navegador.

Clique nos nimeros dos trechos melédicos para ouvi-los;
Para tocar uma musica, clique em “Play song...”;

Para parar a musica, clique em “Stop song”;

Para tocar indefinidamente, clique em “Play loop”; e

Para gerar uma nova musica, clique em “Generate another song”.

Acesso: dezembro/2020.

Mozart Musical Dice Game (Inglés)

Pégina: (https://play.google.com/store/apps/details?id=com.voody.mmdg)
Neste aplicativo para smartphones Android é possivel sortear e ouvir composicoes.
Para sortear e ouvir, clique em “ROLL THE DICE!”.

Acesso: dezembro/2020.

Musikalisches Wiirfelspiel (Musical Dice Game) (Inglés)
Pégina: (http://www.amaranthpublishing.com/MozartDiceGame.htm)

Este website contém um programa para o sistema operacional Windows, o qual

permite criar minuetos, além de tocar e exportar os arquivos MIDI.

Basta baixar o arquivo (http://www.amaranthpublishing.com/mozart.zip), ex-

trair os arquivos compactados e executar Mozart . exe.

Acesso: dezembro/2020.


https://marian-aldenhoevel.de/mozart/
http://www.playonlinedicegames.com/mozart
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.voody.mmdg
http://www.amaranthpublishing.com/MozartDiceGame.htm
http://www.amaranthpublishing.com/mozart.zip
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APENDICE C — PRODUCOES ACADEMICAS

Este apéndice contém as producoes académicas relacionadas a esta pesquisa.

Nos dias 11 e 12 de outubro de 2019, na Universidade Tecnolégica Federal do
Parand, Campus Curitiba, ocorreu o evento II EPPROFMAT (II Encontro Paranaense
do PROFMAT). Neste evento, o autor apresentou a comunicagao oral intitulada “Ensino
de Probabilidade com o Jogo de Dados de Mozart”. A Figura C.1 mostra uma por¢ao
dos slides utilizados nessa apresentacao.

Artigos referentes aos trabalhos apresentados no I EPPROFMAT, foram publi-
cados na Revista Transmutare, como um memorial do evento. A contém o
artigo publicado em tal memorial (BONI et al., 2019).

Além disso, esta pesquisa resultou na producao de dois artigos, os quais estao
submetidos a publicacao, aguardando o resultado da avaliacao. Estes estao descritos a
seguir.

O primeiro artigo divulga um resumo da proposta de ensino presente nesta dis-
sertagao de mestrado (BONI et al., 2021a).

O segundo artigo divulga um relato e discussao sobre a situacao atual de ensino,

com respeito a pandemia de COVID-19 (BONI et al., 2021b).
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Figura C.1: Comunicagao oral apresentada no II EPPROFMAT: “Ensino de
Probabilidade com o Jogo de Dados de Mozart”.
Fonte: Autoria prépria (2021).
Nota: Apenas 6 dos 21 slides da apresentacao sao exibidos.
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Ensino de probabilidade com o jogo de
dados de Mozart

RESUMO

Neste trabalho é revisado um dos jogos musicais com dados mais comuns, o jogo de dados
de Mozart. O jogo consiste em compor melodias por meio do langamento de dois dados
comuns. A partir deste jogo musical é possivel desenvolver conceitos de probabilidade,
podendo ser utilizado pelo professor como ferramenta de ensino e aprendizagem deste
contetdo. E descrito o funcionamento do jogo e, em seguida, é analisado um dos aspectos
probabilisticos do jogo.

PALAVRAS-CHAVE: Probabilidade. Jogos musicais. Metodologia de ensino de
probabilidade.

INTRODUGAO

O ensino de probabilidade, e também de outros contetidos, coloca frente
ao professor o desafio de instigar nos alunos o desejo de aprender. Utiliza-se para
esse fim brincadeiras e jogos. Neste trabalho revisamos o funcionamento do jogo
de dados de Mozart e analisamos um dos aspectos probabilisticos do jogo.

0 JOGO DE DADOS DE MOZART

O jogo de dados de Mozart consiste em langar dois dados comuns para
compor uma melodia de valsa (minueto) baseada na aleatoriedade do langamento
dos dados. Mozart compds 16 grupos de 11 compassos, totalizando 176
compassos. A composicdo é realizada selecionando um compasso de cada um dos
16 grupos a partir do resultado da soma de dois dados (MOZART, 1793).

A Figura 1 mostra em suas colunas cada um dos 16 grupos de 11
compassos. Os numeros de 1 a 176 nas células expressam o nimero do compasso
a ser extraido da partitura. Para compor uma melodia, langamos um par de dados
16 vezes, selecionando o compasso correspondente a soma dos dois dados em
cada uma das colunas. Entdo basta tocar os compassos na sequéncia.

Por exemplo, suponhamos que lancemos um par de dados comuns 16
vezes, obtendo as seguintes somas: 5, 7, 10, 8, 8,4,6,6,6,7,6,5,5,9,5¢e 6. A
melodia é entdo composta pela seguinte sequéncia de compassos: 40, 157, 42, 53,
99, 55, 36, 107, 25, 71, 64, 34, 67, 115, 52 e 93.

R. Transmutare, Curitiba, v. 4, 1912312, p. 1-59, 2019.

Figura C.2: Artigo publicado na Revista Transmutare: “Ensino de Probabilidade com o

Jogo de Dados de Mozart”.
Fonte: Boni et al. Q2019).

Nota: Parte 1/2. Continua na préxima pagina.
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Figura 1 - Tabela de langamentos dos dados do jogo de dados de Mozart.
Colunas correspondem aos compassos e linhas a soma dos dados

o

56 [ 174 |
132] 1 |

7 34 | 67 |

76 | 136

101 |
43|
1|
137] 38

Fonte: Garcia et al. (2013).
ENSINO DE PROBABILIDADE ATRAVES DO JOGO

Pergunta: Qual a probabilidade do primeiro compasso ter numeragdo
maior que 100?

Resposta: O espago amostral é formado pelos nimeros da primeira coluna
da tabela e o evento do qual queremos determinar a probabilidade é £ = {104, 119,
148, 152}. Cada um dos elementos de E é mutuamente exclusivo, portanto
podemos calcular P(E) = P(104) + P(119) + P(148) + P(152). Temos as seguintes
probabilidades: P(104) = 1/6; P(119) = 4/36; P(148) = P(152) = 5/36. Assim, a
probabilidade do primeiro compasso ter numeragdo maior que 100 é P(E) = 5/9.

CONCLUSAO

A partir do jogo de dados de Mozart o professor pode desenvolver com
alunos diversos conceitos de probabilidade. Por exemplo: resultados
equiprovaveis para o langamento de um dado; resultados ndo equiprovaveis para
a soma de dois dados; probabilidade condicional; eventos mutuamente exclusivos.
Também é possivel trabalhar conceitos simples de combinatéria, podendo servir
como introdugdo a este segundo contetdo.
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R. Transmutare, Curitiba, v. 4, 1912312, p. 1-59, 2019.

Figura C.2: Artigo publicado na Revista Transmutare: “Ensino de

Jogo de Dados de Mozart”.
Fonte: Boni et al. Q2019).
Nota: Parte 2/2.
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