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“Um bom ensino da Matematica forma melhores habitos
de pensamento e habilita o individuo a usar melhor a sua
inteligéncia.”

(Irene de Albuquerque)






RESUMO
FERREIRA, Daniel. Histéria do conceito matematico de funcéo e seu ensino na escola
basica. 2020. 105p. Dissertacdo (Mestrado em Mateméatica — Programa de Mestrado
Profissional em Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo,
Universidade de S&o Paulo, Séo Carlos — SP, 2020.

O presente trabalho consiste no estudo do desenvolvimento histérico da ideia de
funcdo desde a Antiguidade até a forma como é utilizada atualmente no meio cientifico e
matematico. Este levantamento visa a formagdo do professor de Matematica que, por algum
motivo ou outro, ndo teve ou tem acesso a essas informag6es em sua graduacao. A partir deste
estudo e da anélise de documentos oficiais sobre o tratamento do tema, elaborou-se uma
sequéncia didatica para aproveitamento em aulas de matematica da 12 série do Ensino Médio.
A proposta busca trabalhar o tema fungdo numa abordagem diferenciada da tradicional,
posicionando o aluno como protagonista do seu aprendizado. Utilizou-se, ainda, o software
Geogebra como ferramenta de apoio. Como resultado, embora ndo tenha sido aplicada a
referida proposta em sala de aula, os estudos para o seu planejamento foram importantes para
a formacao continuada deste professor e, aqui compartilhados, poderédo orientar a formacao de

outros, para uma pratica docente mais motivadora nesse ciclo de ensino.

Palavras-chave: Ensino, Funcdo, Historia da Matematica, Geogebra.






ABSTRACT

FERREIRA, Daniel. History of the mathematical concept of function and its teaching in
High School. 2020. 105p. Dissertation (Mestrado em Matematica — Programa de Mestrado
Profissional em Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo,
Universidade de S&o Paulo, Séo Carlos — SP, 2020.

The present work consists of studying the historical development of the idea of
function from antiquity to the way it is currently used in scientific and mathematical circles.
This survey aims at training the mathematics teacher who, for some reason or another, did not
have or has access to this information in his graduation. From this study and the analysis of
official documents on the treatment of the theme, a didactic sequence was elaborated for use
in mathematics classes of the 1st grade of High School. The proposal seeks to work on the
function theme in a differentiated approach from the traditional one, placing the student as the
protagonist of his learning. The Geogebra software was also used as a support tool. As a
result, although the proposal was not applied in any classroom, the studies for its planning
were important for the continued education of this teacher. Shared here, those studies may

guide the training of others, for a more motivating teaching practice in this cycle of education.

Keywords: Teaching, Function, History of Mathematics, Geogebra.
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APRESENTACAO

Desde minha infancia, sempre tive um encanto especial pelas aulas de Matematica: o
gue me marcou muito foi uma experiéncia realizada na antiga 22 série do Ensino
Fundamental, onde a professora langou um desafio a classe onde entregou uma folha com um
quadriculado 3 x 3 e pediu que descobrissemos uma maneira de saber a quantidade de
quadrinhos sem contar um a um. Eis que ap6s um tempo, percebi que era s6 multiplicar a
quantidade de linhas pela de colunas. Apresentando a resposta, fui recompensado com um
simples l&pis, mas isso me inspirou a querer saber mais.

Durante todo o periodo escolar, mantive grande apreco pela Matematica, inclusive
ajudando os colegas em suas dificuldades.

Terminei o Ensino Médio em 2004, mas somente em 2008 pude ingressar na
Graduagdo em Matemaética, no Instituto Municipal de Ensino Superior de Catanduva — SP, no
qual conclui o curso, em 2010. No inicio de 2011 iniciei outra graduagdo em Pedagogia, na
modalidade a distancia pela UNIUBE (Universidade de Uberaba), com pélo em Santa Adélia
— SP, concluindo 0 mesmo em 2012,

Iniciei minha carreira na educacdo na rede municipal de Ensino de Taiagu — SP, minha
cidade natal, no ano de 2013 e, também, na rede estadual de ensino, sendo efetivado nesta no
ano seguinte, com cargo em Araraquara — SP. Desde entdo, leciono nesta cidade, na qual
passei por duas escolas. Atualmente também leciono com cargo efetivo na rede municipal de
Araraquara. Por 3 anos consecutivos atuei no Ensino Fundamental Il e Ensino Médio, mas
recentemente atuo apenas no primeiro, devido a disponibilidade nos meus horarios e periodos.
Na rede estadual, procuro dar preferéncia para os sextos anos. Como ndo ha quantidade
suficiente de professores titulares que assumam todas as salas e o tempo para vir um professor
para as turmas pode demorar, acredito que uma auséncia de professores neste ano escolar
possa causar uma perda significativa no aprendizado dos estudantes, uma vez que neste ano,
de inicio de ciclo, é necessario que se construa uma base sélida para que tenham um
aprendizado eficaz em Matematica.

Tenho muito orgulho da profissdo que escolhi. Acredito muito na educacdo, pois ela
pode mudar vidas, mudar pessoas e até mesmo uma sociedade. Sabendo também das
dificuldades que os alunos do Ensino Médio possuem para continuar a aprender essa
disciplina e a manter o interesse pelos conhecimentos matemaéticos, nessa fase de suas vidas,
decidi propor uma sequéncia didatica que englobasse um tema socialmente significante (as

funcBes) e alguns métodos de ensino que pudessem melhorar a motivagdo desses alunos.



18



19

INTRODUCAO

Tem sido muito comum ouvirmos de nossos alunos o qudo exaustivo é estudar
Matematica com tantas férmulas e calculos, pois muitas vezes, para eles, este conhecimento
ndo tem sentido, uma vez que se baseia apenas na memorizacdo e repeticdo de tabuadas,
formulas e propriedades meramente algoritmicas. E necesséario despertar o interesse pela
Matematica como area de conhecimento acumulado e mostrar sua presenca na sociedade de
modo que leve os estudantes a compreender sua importancia e necessidade. Foi pensando
nisso que surgiu esse trabalho, especificamente voltado para o estudo de fungGes, porém com
um olhar atento a quebrar esse tabu que os alunos carregam em relacéo a estudar Matematica,
fazendo dos mesmos protagonistas de seu aprendizado.

No capitulo 1, busca-se apresentar o desenvolvimento da ideia de fun¢do bem como a
construcdo de seu conceito atraves da historia, desde a Antiguidade até a atualidade, para que
se perceba que a Matematica ndo € algo pronto, mas sim que passou por estudos, descobertas
e muita pesquisa. Ainda nesse mesmo capitulo, apresenta-se como este conceito € tratado em
livros didaticos do Ensino Fundamental, Ensino Médio e até mesmo no Ensino Superior.

No capitulo 2, faz-se um levantamento acerca de como este tema foi tratado em outras
duas pesquisas. Para isso analisou-se duas dissertacGes que também o abordaram, bem como
os documentos oficiais, como a Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo, o Curriculo
Paulista e a nova BNCC.

No capitulo 3, apresenta-se uma proposta didatica para o ensino de fun¢des, buscando
situar o aluno como protagonista e levando-o a construir seu préprio conhecimento. O texto €
finalizado com uma breve conclusédo sobre as contribui¢des deste trabalho para a formacgéo do

professor, no capitulo 4.
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1 A EVOLUCAO HISTORICA DO CONCEITO DE FUNCAO

Neste capitulo, serdo apresentados os estudos acerca da evolucao historica do conceito
de funcéo, bem como algumas breves analises de como este conceito tem sido apresentado em

livros didéticos, a luz dessa evolugdo estudada.

1.1 A IMPORTANCIA DE CONHECER A HISTORIA DA MATEMATICA

A Matemética tem uma importancia social, cultural e profissional, uma vez que
pessoas gque atuam em todas as areas do conhecimento necessitam de alguma competéncia
nela, e compreender conceitos e procedimentos matematicos se faz importante para fazer
argumentacdes, tirar conclusdes, para a tomada de decisdes, tanto na vida pessoal, quanto na
profissional.

De acordo com 0s Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio - PCNEM*
(2000, p. 40):

A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a estruturar o
pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha um papel
instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e para muitas
tarefas especificas em quase todas as atividades humanas.

()

Por fim, cabe & Matematica do Ensino Médio apresentar ao aluno o conhecimento de
novas informacdes e instrumentos necessarios para que seja possivel a ele continuar
aprendendo. (PCNEM, 2000, p.40)

No que diz respeito ao conceito matematico de funcdo, no Ensino Médio, faz-se
necessaria a utilizacdo de metodologias de ensino que facilitem a compreensdo desse conceito
e suas aplicagOes, tdo importante nesta etapa de ensino, de modo que traga um melhor
entendimento e significado no seu processo de aprendizagem, levando em conta a
contextualizagdo e a interdisciplinaridade, estabelecendo conexdes entre varios conceitos
matematicos e diferentes modos de pensamento matematico. Para muitos alunos, a
matematica é considerada abstrata e, por isso, muitas vezes ndo desperta o interesse dos

mesmos nessa fase escolar. De acordo o PCNEM (2000):

O ensino isolado desse tema [funcbes] ndo permite a exploragdo do carater
integrador que possui.

()

Além das conexdes internas a prépria Matematica, o conceito de fungao desempenha
também papel importante para descrever e estudar, através da leitura, interpretacéo e
construgdo de graficos, o comportamento de certos fendmenos tanto do cotidiano,

'0s PCNEM foram regulamentados e publicados em 2000, a fim de atender a necessidade de atualizacdo das
antigas diretrizes da educac&o brasileira, elaboradas no final dos anos 60.
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como de outras areas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia.
Cabe, portanto, ao ensino da Matematica garantir que o aluno adquira certa
flexibilidade para lidar com o conceito de funcdo em situacdes diversas e, nesse
sentido, através de uma variedade de situacfes problema da Matematica e de outras
areas, o aluno pode ser incentivado a buscar a solucdo, ajustando seus
conhecimentos sobre funcbes para construir um modelo para interpretacdo e
investigacdo Matematica. (PCNEM, 2000, p.43)

Como escreve Eves (2004):

O conceito de funcdo permeia grande parte da matematica e, desde as primeiras
décadas do século presente, muitos matematicos vém advogando seu uso como
principio central e unificador na organizacdo de cursos elementares de matematica.
O conceito parece representar um guia natural e efetivo para a selecdo e
desenvolvimento do material de textos de matematica. Enfim, é inquestionavel que
quanto antes se familiarize um estudante com o conceito de funcéo, tanto melhor
para sua formagdo matematica. (EVES, 2004, p. 462)

E conhecer a Historia da Matematica se faz relevante para a construcdo desses
conceitos, uma vez que a matematica ndo “nasceu pronta”, mas cada definigdo foi construida
e elaborada ao longo dos tempos, com experimentos e teoremas que se consolidaram e se
aplicam até os dias atuais.

Segundo os PCN+ (2006), tradicionalmente, um pré-requisito para o ensino de funcdes
é 0 estudo dos numeros reais e de conjuntos e suas operacdes. Geralmente, em seguida se
define relacBes e, somente a partir dai, identificam-se as fungdes como relagdes particulares.
E apds ter essa definicdo estabelecida, todo esse percurso é abandonado. Assim 0 que se
refere a conjuntos e relacGes torna-se desnecessario. Por essa razdo, os PCN+ enfatizam que:
“o ensino pode ser iniciado diretamente pela nocdo de fungdo para descrever situagdes de
dependéncia entre duas grandezas, o que permite o estudo a partir de situagdes
contextualizadas, descritas algébrica e graficamente” (Brasil, 2006, p. 121).

Durante esse estudo, ¢ importante a insercdo de situacGes problemas, por serem
grandes aliados para o processo de aprendizagem do aluno, pois a aplicagcdo do tema em
situagdes do dia-a-dia torna-o mais estruturado e mais interessante ao aluno, uma vez que este
precisa dessa contextualizacdo para perceber que a Matematica lida com situacdes praticas e
ndo apenas teorias e generalizagbes, uma vez que situa¢Ges problemas permitem ao aluno
fazer um movimento cognitivo do abstrato para o concreto e vice-versa.

Complementando sobre a relevancia do estudo de fun¢bes no Ensino Médio, os PCN+

(2006) salientam que:

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a
linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagdo entre grandezas e
modelar situagdes-problema, construindo modelos descritivos de fendmenos e
permitindo varias conexdes dentro e fora da prépria matematica. Assim, a énfase do
estudo das diferentes funcbes deve estar no conceito de funcdo e em suas
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propriedades em relacdo as operagdes, na interpretacdo de seus graficos e nas
aplicagdes dessas funcbes. (PCN+, 2006, p.121)

Pelos motivos anteriormente expostos nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN),
acreditamos ser relevante apresentar ao professor de Matemaética alguns fatos sobre o
desenvolvimento histérico do conceito de funcédo, ao longo dos tempos. O estudo da Historia
da Matematica é de grande importancia na formacéo do aluno e do professor dessa disciplina,
pois os aproxima dos diversos contextos do processo de elaboragdo e desenvolvimento dos
contetdos que lhe sdo apresentados em sua formacdo, especialmente no Ensino Médio,
guando os estudantes ja tém um senso histérico mais elaborado.

Né&o relataremos todos os aspectos referentes ao desenvolvimento desse conceito, mas
uma descricédo de alguns fatos que possam favorecer a compreensao de sua formacéo ao longo
da histéria do conhecimento humano e que sejam Uteis para dar mais significados as variadas

definices a ele propostas.

1.2 EVOLUCAO HISTORICA DO CONCEITO DE FUNCAO

Segndo Zuffi (1999), o estudo de funcBes requer um olhar atento para a origem
historica desse conceito, pois ndo se trata de algo que surgiu pronto na mente de um grande
matematico, mas que passou por evolugdes acentuadas ao longo do desenvolvimento da
Matemaética como éarea do conhecimento humano. Sendo assim, se faz importante observar
essa evolucdo, desde sua origem até sua concepc¢do atual, ou seja, as transformacdes que
ocorreram ao longo da historia com suas definicdes, aplicacdes e desenvolvimento, mostrando
assim, ao aluno, que esta é uma area do saber em constante evolucdo. Para se chegar ao modo
como esse conceito é apresentado atualmente no Ensino Basico, foi necessaria a contribuigdo
de muitos matematicos, durante séculos.

Embora ndo haja um consenso a respeito da origem desse conceito, acredita-se que
este tenha surgido da necessidade de resolucdo de problemas praticos e Uteis do cotidiano.
Segundo Youschkevitch (1976):

N&o parece existir um consenso, entre os diversos autores, a respeito da origem do
conceito de funcdo. Alguns deles consideram que os babilénicos ja possuiam um
“instinto de funcionalidade” (...) nos calculos babilonicos com tabelas sexagesimais
de quadrados e de raizes quadradas, podendo ser tomadas como “fun¢des tabuladas”,
destinadas a um fim pratico. (YOUSCHKEVITCH, 1976, apud ZUFFI, 1996, p.63)

Eves (2004) nos apresenta um desses problemas referentes a possiveis utilizagdes

dessas tabelas:



24

(@) O carater algébrico dos problemas geométricos babil6nicos fica ilustrado pelo
seguinte, encontrado numa tabula de Strasburgo que data de 1800 a.C.,
aproximadamente. “Uma area A, que consiste na soma de dois quadrados, é 1000. O
lado de um dos quadrados é 10 menos do que 2/3 do lado do outro quadrado. Quais
os lados do quadrado?” (EVES, 2004, p.79)

Entre os gregos (principalmente entre o século V a.C. ao século I d.C.), j& se
observava uma relacdo matematica expressando a no¢do de dependéncia funcional por meio
da ideia de interpolacdo linear.

O conceito de funcdo passou por evolucdes acentuadas. Em seu estudo sobre o
desenvolvimento do conceito de funcéo, até por volta do século XIX, Youschkevitch (1976,
apud Zuffi, 1999, p. 64) destaca trés grandes fases:

1. Antiguidade: ndo havia uma nocdo geral da ideia de varidvel ou funcdo e
verificaram-se estudos de casos de dependéncia entre duas quantidades;

2. ldade Média: assim como na Antiguidade, havia a dependéncia entre quantidades,
porém descritas através de forma verbal ou gréfica;

3. Modernidade: no final do século XVI, principalmente a partir do século XVII, deu-
se a introducdo ao conceito de funcdo como relacdo entre conjuntos numeéricos (pelo
desenvolvimento da algebra simbdlica e pela extensdo do conceito de nimero), como também
uma expressdo analitica das funcGes através de formulas. Youschkevitch (1976, apud Bueno e
Viali, 2009, p.40), também destaca que o que deve ser enfatizado, nessa época, foi a
introducdo de inumeros sinais para operacOes e relaces matematicas e, acima de tudo, 0s
sinais para quantidades desconhecidas (denotadas por vogais A, E, 1,...) e parametros
(denotados por consoantes do alfabeto latino), por Viéete em 1591. Isso possibilitou descrever
no papel, a forma simbolica de equacOes algébricas contendo quantidades desconhecidas e
coeficientes arbitrarios.

A partir dai, grandes matematicos como Galileu Galilei (1564-1642), Descartes
(1696-1650), Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716) deram grandes contribui¢fes para
0 desenvolvimento e aprimoramento desse conceito, levando em conta seus trabalhos e
observagdes. Porém, foi com Newton e Leibniz que ocorreram as primeiras contribuigdes a
respeito de como as fungdes matematicas sdo definidas hoje.

Segundo Zuffi (1999):

Galileu Galilei (1564-1642) contribuiu para a evolucdo da ideia de funcdo, ao
introduzir o quantitativo nas suas representacbes graficas. O advento de
instrumentos de medida propiciou a busca por resultados inspirados na experiéncia e
na observacdo. Seu principal interesse estava no estudo dos movimentos, efetuando
medidas para constatar a velocidade, a aceleragdo e as distancias percorridas pelos
COrpos.

Ja Descartes (1596-1650) utilizou-se de equagBes em x e y para introduzir uma
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relacéo de dependéncia entre quantidades variaveis, de modo a permitir o calculo de
valores de uma delas, a partir dos valores da outra. Ele fez distin¢éo entre as curvas
que podiam ser representadas por uma equacao Unica, que era valida para cada ponto
da curva dada. (ZUFFI, 1999, p.64)

Newton se utilizou do termo “fluentes” para se referir as fungdes, relacionando-0 a
ideia de curvas, de “taxas de mudangas” de variaveis continuas e suas imagens geométricas, e
isso levou a definir o conceito de limite de uma funcédo, porém distante da nocéo de limite que

temos hoje. Como nos mostra Garbi (2010):

Newton (...), pesquisando o tragado das tangentes, criou seu Método das Fluxdes
que nada mais é do que aquilo que hoje chamamos Calculo Diferencial, sendo
“flux@0” o nome dado por ele a atual “derivada”. (...) Em maio de 1666, um més
antes do segundo retorno a fazenda, ao pesquisar quadraturas, produziu um
manuscrito revolucionario, onde estabeleceu os conceitos e as bases do Célculo
Integral, que ele chamou de Método Inverso das FluxGes. Este nome mostra que
Newton enxergou o que ilustres predecessores como Fermat, Cavalieri, Wallis, etc.,
ndo haviam enxergado: que o tracado de tangentes (Derivacdo) e a quadratura de
curvas (Integracdo) sdo operagBes inversas uma da outra (a rigor, Barrow
percebera isso). (GARBI, 2010, p.219, grifos do autor)

Contudo, as primeiras definicdes propriamente ditas de funcdo estdo diretamente
relacionadas a algebra (ou representacdo algebrica), como as propostas de Euler e Jean
Bernoulli (1667-1748).

Zuffi (1999) mostra a definicéo aplicada por Leonard Euler (1707-1783) a fungdes:

Uma funcdo de uma quantidade variavel € uma expressdo analitica, composta de
alguma maneira desta mesma quantidade e nimeros ou quantidades constantes.
Assim, qualquer expressdo analitica a qual, além da varidvel z, contém também
quantidades constantes, é uma funcao de z. Por exemplo, a+3z; az-4azz; az+b/aa-zz;
cz, etc, sdo funcbes de z. (SIERPINSKA, 1992, apud ZUFFI, 1999, p.66)

Euler ampliou a ideia dos “fluentes” de Newton para um ramo mais avancgado: a
Analise. Com isso, a nocdo de funcdo passou a ser essencial para esta area. Outras, tambem,
foram as contribui¢Ges de Euler para as notagdes e a linguagem simbolica matematica, como
f(x) para designar uma fungéo; mr, no sentido moderno; e para a base dos logaritmos naturais;

m
n

Y para representar a somatoria,; ( ) para representar combinacgdes de m elementos tomados n

a n (sendo que a forma atual foi criada por Ettingshausen em 1827); etc.
Segundo Eves (2004), Dirichlet, matematico alemédo que viveu entre 1805 e 1859,

definiu funcdo do seguinte modo:

Uma varidvel ¢ um simbolo que representa um qualquer dos elementos de um
conjunto de numeros; se duas variaveis x e y estdo relacionadas de maneira que,
sempre que se atribui um valor a x, corresponde automaticamente, por alguma lei ou
regra, um valor a y, entdo se diz que y é uma funcdo (univoca) de x. A variavel x, a
qual se atribuem valores a vontade, é chamada variavel independente e a variavel y,
cujos valores dependem dos valores de x, € chamada variavel dependente. Os
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valores possiveis que x pode assumir constituem o campo de definicdo da fungdo e
os valores assumidos por y constituem o campo de valores da funcdo. (EVES, 2004,
p.661)

Esta definicdo estd mais proxima da concepgdo atual de correspondéncia de dois
conjuntos, porém “conjunto” e ‘“nimero real” ndo eram conceitos ainda estabelecidos
formalmente na Matematica, em sua época. Entretanto, uma funcdo interessante que se

adequava a esta definicdo e que foi proposta por Dirichlet, foi a seguinte:

(1, sex€eq
D) = {0,sex € R\Q'

de todos 0s nimeros irracionais.

onde Q = {3 |p,g€EZeq+ O}e R\ Q representa o conjunto

Nota-se que esta funcéo real atribui a cada valor de x racional, o valor zero e a cada
valor de x irracional, o valor um. Portanto, para cada nimero real, um unico valor fica
associado, mas ndo é possivel visualizar esta funcdo em uma representacdo grafica no plano
cartesiano, devido a densidade dos nimeros racionais no conjunto dos reais. Ao se comparar
este caso a definicdo proposta por Euler, a rigor, ele ndo seria caracterizado como fungéo
naquela época, uma vez que ndo ha uma expressdo algébrica unica, dada em torno da variavel
X, que o descreva.

Eves (2004, p. 661) destaca que “a teoria dos conjuntos propiciou ampliar o conceito
de funcdo de maneira a abranger relagfes entre dois conjuntos de elementos quaisquer, sejam
esses elementos nimeros ou qualquer outra coisa”. Tal teoria s6 foi estabelecida no final do
século XIX (apds 1870) e inicio do século XX (até a década de 1920) e foi sobre esta que se
construiram as defini¢des formais de funcdes, utilizadas pelos matematicos atuais e que, com
uma linguagem menos sofisticada, aparece também nos livros didaticos recentes, como se

vera mais adiante.

(...) na teoria dos conjuntos, uma funcéo f &, por defini¢do, um conjunto qualquer de
pares ordenados de elementos, pares esses sujeitos a condi¢do seguinte: se (ay, b;) €
f.(a,, by) € f e a; = ay, entdo b; = b,. O conjunto A dos primeiros elementos dos
pares ordenados chama-se dominio da funcdo e conjunto B de todos os segundos
elementos dos pares ordenados se diz imagem da funcdo. Assim, uma fungdo é
simplesmente um tipo particular de subconjunto do produto cartesianoAx B. Uma
funcéo f se diz injetora se, de (aq,b1) € f,(ay, b,) € f € by = b,, decorre a; = a,.
Se f é uma funcédo e (a, b) € f, escreve-se b = f(a) (EVES, 2004, p.661).

A definicdo de Dirichlet foi generalizada por Nicolas Bourbaki?, em 1939, que da a
seguinte definicdo: Uma funcdo é uma tripla ordenada (X, Y, f), onde X e Y sdo conjuntos e f é

um subconjunto de X X Y, tal que, se (x, y) €fe (x, y) €f, entdo y=y". ”(Sierpinska, 1992

’Pseuddnimo usado por um grupo de mateméticos. Acredita-se que entre os seus membros originais, figuravam
C. Chevalley, J. Delsarte, J. Dieudonné e A. Weil (EVES, 2004).
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apud Zuffi, 1999, p.73). Esta é a defini¢do utilizada atualmente nos meios matematicos e

cientificos.

Pode-se observar que esta ultima definicdo admite conjuntos X e Y quaisquer, nao

necessariamente numericos. Desse modo, a variavel x pode receber valores de objetos

quaisquer, como matrizes, nomes, figuras geométricas, etc. Por isso, esta definicdo generaliza

ainda mais o conceito matematico de funcéo.

Sintetiza-se a conceptualizacdo de funcdo de acordo com alguns matematicos, segundo

Eves (2004, p.660-661), com suas principais ideias no quadro abaixo:

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)

Introduziu, em 1694, a palavra fun¢do, na sua forma latina
equivalente, inicialmente para expressar qualquer

quantidade associada a uma curva.

Johann Bernoulli (1667 — 1748)

Por volta de 1718, considerou fun¢do como uma expresséo

qualquer formada de uma varidvel e algumas constantes.

Leonard Euler (1707 — 1783)

Considerou fungdo como uma equagdo ou formula
qualquer envolvendo varidveis e constantes. Conceito que

se manteve inalterado até Fourier.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830)

Considerou, em suas pesquisas sobre propagacdo do calor,
as chamadas séries trigonométricas, que envolvem uma
forma de relacdo mais geral entre as varidveis que as que

ja haviam sido estudadas anteriormente.

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859)

Tentou dar uma definicdo de fungdo ampla o suficiente a

ponto de englobar a forma de relagdo proposta por Fourier.

Ampliou a definicdo para conjuntos com objetos

Nicolas Bourbaki(1939)

quaisquer, ap0s a estruturacao da Teoria de Conjuntos.

Pode-se observar pelo relato historico do conceito de funcdo, que este passou por
varias mudancas e levou séculos até alcancar a amplitude que apresenta na atualidade. Em
cada época, matematicos tiveram grande influéncia na construgéo de sua definicéo.

Considera-se importante que o professor, ao tratar de funcGes, apresente, mesmo que
de forma sucinta, a construcdo historica desse conceito, para que os alunos percebam que o
que se estuda é algo que surgiu de uma necessidade em certo momento da historia, e que a
forma atual do conceito foi sendo moldada através de inovacdes da Matematica, respeitando o
percurso historico através dos grandes matematicos que contribuiram para se chegar a forma
como ¢é aplicada atualmente. Assim, a utilizacdo da Historia da matemaética, ou de alguns de
seus principais conceitos em sala de aula, também pode ser visto como um elemento

importante no processo de atribuicdo de significados aos conhecimentos matematicos trazidos
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pela escola.

1.3 DEFINICAO DE FUNCAO EM ALGUNS LIVROS DIDATICOS

Como vimos, muitas foram as definicbes e conceitos relacionados a fungdes no
decorrer da historia, até a conceptualizacdo de Dirichlet/Bourbaki, utilizada atualmente.
Faremos um apanhado agora, de como alguns livros didaticos apresentam a definicdo de
funcéo.

Os livros selecionados para essa aboordagem foram duas obras de Esnino
Fundamental 11 e 2 obras do Ensino Médio, cujos titulos foram selecionados para escolha do
PNLD na escola onde o autor leciona e duas obras do Ensino Superior, cujos titulos foram

utilizados pelo autor em sua graduacéo.

1.3.1 LIVROS DO ENSINO FUNDAMENTAL 11

No Livro Praticando Matematica, 9° ano, de Alvaro Andrini e Maria José
Vasconcellos, de 2012, os autores definem funcdo na unidade 4, cujo titulo é Funces. Ele
comeca a tratar essa ideia com uma imagem onde um professor faz uma brincadeira com
nameros, que na verdade se refere a lei de formacdo de uma funcdo. Em seguida, a obra
apresenta essa lei de formacdo e, em sequéncia, apresenta o problema em um diagrama de
Venn, onde A € o conjunto dos nimeros ditos pelo professor e B é o conjunto dos numeros

ditos pelos alunos (figura 1).



Figura 1 — Introdugdo ao conceito de funcdo

Veja na tabela os nimeros dites pelo prafessor e as respostas dos alunos

Nimers dado Resposta
pelo professor dos alunos
4 1 Cnxal deveria ser a resposta dos alunos se o
6 15 profiessor dissesse
5 7 7 1355
o 3

A respesta dos alunos depende do ndmero escolhido pelo professar,

Observe que a cada nlmers x dito pelo professor corresponde um dnico resultado correto y para
a resposta dos alunos.

A féemula que expressa arelacio entre xey & y — 2x + 3,
Messe exemplo, dizemos que y & fungao de x.
Afoemula y = Zx + 3 & a lei de formagdo dessa funcho.

Outro modo de representar essa tabela & por meio de um diagrama:

Cada seta assoda o nimero falado pelo professor
oM A respectiva resposta dos alunos.

Formamos um conjunto A com os nimeros dados pelo professor & um conjunto B com as
respastas dos alunas,
Como os conjunios que reladonamos sio A e B, dizemos que essa & uma fungio de A em B

Escreve-se: 12 A —= B (La-se: & uma fungdo de A em B).
Sempre que atribuimos um valor a x e determinamas seu carmespondente y por meio da bei de

formacio da fungio, abtemas um par de nidmeros
Podemos escrever as pares ardenadas (x; y) formados no nosso exemplo,

sx=d y=11 par ordenado (4; 11) (s pares sdo ordenados. o primeiro
ex -6y 15 par ordenado (6; 15) elemento do par & x, @ o sequndo @ y.
. x ¥ 7 par ordenado (-5; <7

sx=0y=13 par archenado (0; 3

Fonte: ANDRINI e VASCONCELLOS, 2012, p. 96

Em seguida, traz a seguinte afirmacao®:

29

Como os conjuntos que relacionamos sdo Ae B, dizemos que essa é uma funcdo de

Aem B.
Escreve-se: f: A — B (Lé-se: f é uma funcdo de A em B).

Sempre que atribuimos um valor a x e determinamos seu correspondente ypor meio
da lei de formacdo da fungdo, obtemos um par de ndmeros. Podemos escrever 0s

pares ordenados (x; Yy) formados no nosso
VASCONCELLOS, 2012, p.96).

*Istondo é a definicdo geral de funcéo, pois se refere apenas ao exemplo.

(ANDRINI;
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Mais abaixo, os autores completam a definigéo de funcéo, destacando que:

Para que tenhamos uma fungdo € preciso:

- estabelecer dois conjuntos: um primeiro conjunto, do qual tomaremos os valores de
X, € um segundo conjunto, no qual encontraremos os valores correspondentes de y;

- haver uma relacéo entre xe y de forma que a cada xtomado no primeiro conjunto
corresponda um nicoy no segundo conjunto. (ANDRINI; VASCONCELLOS,
2012, p.97).

No Livro Matematica: compreensdo e pratica, 9° ano, de Enio Silveira, de 2015, o
autor define funcdo no inicio do capitulo 3, cujo titulo € Fungdo Afim. Ele inicia a ideia com

um exemplo referente a area (figura 2) e, em seguida, traz a seguinte definicéo:

Quando relacionamos duas grandezas e para cada medida da primeira grandeza
corresponde uma Unica medida da segunda grandeza, dizemos que a segunda
grandeza é fung¢do da primeira (SILVEIRA, 2015, p.71, grifo do autor)

Figura 2 —Introducdo & ideia de fungéo

'm Ideia de funcao

Considere a situacdo a sequir.
Um pedreiro cobra RS 30,00 por metro quadrado de parede rebocada. Observe na tabela
sequir o valor que ele ird receber de acordo com a drea das paredes que rebocar.

Valor do servigo de acordo com a drea rebocada
Area rebocada (em m?) 20 30 40 50
Valor (em real 60000 90000 120000 150000

Observe que cada drea de parede
rebocada determina um dnico valor
a ser recebido pelo pedreiro. Quando
isso ocorre, podemos dizer que o valor
que o pedreiro ira receber é dado em
funcdo da drea de parede rebocada.

Quando relacionamos duas gran-
dezas e para cada medida da primeira
grandeza corresponde uma tnica me-
dida da segunda grandeza, dizemos
que a sequnda grandeza é funcio da
primeira.

W08 e 0 1A

Leide formacao da funcao

Quando temos uma relacdo em que uma grandeza é funcdo de outra, a correspondénda er|
tre cada valor de uma grandeza e cada valor da outra é expressa por uma sentenca chamada Iq
de formag3do da fungdo ou lei da fungdo.

Na situac3o anterior, se representarmos por y o valor, em real, a ser recebido pelo pedreiro
por x a area, em metro quadrado de parede rebocada, a lei da funcdo sera:

y=30-x

Variaveis

As grandezas valor a ser recebido pelo pedreiro e drea de parede rebocada s3o chamada
varidveis da situacdo apresentada.
0 valor a ser recebido pelo pedreiro é a varidvel dependente, pois depende da drea de pare
de que rebocar.
A drea de parede rebocada é a varidvel independente, pois podemos escolher um valor par|

©ssa Vﬂnavel Comentn com o #uwon Qus %0 @ DO e ERCE0 L O30 08 VoS QLS a ViVl Ndopuaconts pode e |
" OOV 36 COMTITES OO Qa5 ). NO G poF Ganmmyin, da shuacio ap A warkived e w0
HRRAITEY VOO NEGEINGES XS CONMIGRORIE & S8 O famede ROOCHNE (e POBD SN SOIEGRatans XOF Ui Sousd posiivo

Fonte: SILVEIRA, 2015, p. 71

Nota-se que, por se tratar de uma primeira aproximagdo com a nogdo de funcdo, 0s
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autores ndo apresentam uma linguagem muito formalista e a maior énfase ¢ dada na “lei de

formagao da funcdo” ou “lei da fun¢do”, conforme termos usados por esses autores.

1.3.2 LIVROS DO ENSINO MEDIO

No Livro Matematica Fundamental; uma nova abordagem, 12 série, de José Ruy
Giovanni, José Ruy Giovanni Jr, José Roberto Bonjorno e Paulo Roberto Camara de Sousa,
de 2015, os autores trazem 0 assunto no capitulo 3, cujo titulo € Fun¢des. Os autores iniciam
o capitulo com o topico Sistema Cartesiano Ortogonal e partem para o topico ldeia de
Funcdo onde trabalham com tabela e a representagdo gréafica (figura 3). Em seguida,

apresentam a lei de formacdo com exemplos e exercicios e definem funcéo:

Dados dois conjuntos ndo vazios, A e B, e uma correspondéncia f que associa 0s
elementos de A com os elementos de B, dizemos que f é uma fungdo de A em B
quando cada elemento x de A esta associado, por f, a um Unico elemento y de
B(GIOVANNI et al, 2015, p.54. grifos dos autores).

Notemos que estes autores fazem um esfor¢co para dar exemplos de fun¢des que nédo
tenham como dominio apenas conjuntos numéricos (por exemplo, com triangulos, angulos,
nomes de pessoas, etc), porém logo se atém a funcbes que apresentem uma lei de formacéo
dada algebricamente, conforme se 1€ na figura 3, abaixo.
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Figura 3 —Defini¢do de funcédo

DEFINICAO DE FUNCAO

De modo geral:

} Dados dois conjuntos nao vazios, A e B, e uma correspondéncia f que associa
os elementos de A com os elementos de B, dizemos que f é uma funcdo
de A em B quando cada elemento x de A esta associado, por f, a um finico
elemento y de B.

Podemos indicar uma fungao f de A em B, simbolicamente, por f: A — B,
de modo que y = f(x) representa a imagem de x pela funcdo f (Ié-se: y é igual
afde x).

Observacdes:

e As letras x e y sao muito utilizadas para representar as variaveis de uma
fungao, mas podemos utilizar outras letras.

e A letra f, em geral, d& o nome 3s fun¢bes, mas podemos ter também
fungdes g, h etc. Assim, por exemplo, escrevemos g: A — B para designar
afuncdogde AemB.

Ha fungoes de todo tipo, como:

* em um grupo de pessoas, a fungdo gue associa cada pessoa a sua idade;

e sendo T o conjunto de todos os tridgngulos, a fungao que associa cada
triangulo ao seu perimetro;

¢ afuncéo que associa cada brasileiro ao seu primeiro nome;

¢ afunc¢do que associa cada angulo a sua medida em graus;

¢ afuncao que associa cada nimero natural ac seu triplo.

Vamos agora utilizar diagramas para analisar algumas relacoes entre con-
juntos de numeros e, com base nessa analise, classifica-las como fungao ou
nao funcao.

fustragoes: Fditora de Arte

a) Dados os conjuntos A = {0, 5, 15} e B = {0, 5, 10, 15, 20, 25}, seja a relagdo
de A em B expressa pela leiy = x + 5, comx € Aey € B (Figura 1).
Observamos que:

e todos os elementos de A estao associados a elementos de B;
e cada elemento de A esta associado & um Unico elemento de B.

Nesse caso, a relacdo de A em B expressa pela leiy = x + 5 é uma funcao
de Aem B.

b) Dados os conjuntos A = {2, 0, 2,5} e B = {0, 2, 5, 10, 20}, seja a relacdo
de A em B expressa pela leiy = x, com x € Aey € B (Figura 2).
Esse exemplo nao representa uma fungao de A em B, pois o elemento —2
do conjunto A ndo tem correspondente em B.

A B ¢) Dados os conjuntos A = {3, =1, 1, 3}eB = {1, 3, 6, 9}, seja a relagao de
o A em B expressa pela lei y = x?, com x € A ey € B (Figura 3).
i 1] s , - )
—1 ->\ P *3 A relagéo expressa pela lei y = x?, nesse caso, representa uma funcao de
b ”><\ *0 A em B, pois:
N ~Se9
— " e todos os elementos de A estdo associados a elementos de B;
Figura 3 e cada elemento de A esta associado a um tnico elemento de B.
54 unidade 2 » Introdugao s funcoes

Fonte: GIOVANNI et al, 2015, p.54

No Livro Quadrante Matematica, 12 série, de Eduardo Chavante e Diego Prestes, de
2016, os autores abordam o assunto no capitulo 2, cujo titulo é Fungdes. Iniciam com um
exemplo referente a compra de x camisetas e com valor y pago. Em seguida, definem
variaveis dependentes e independentes (Figura 4), apresentam a lei de formacdo referente ao

problema proposto, constroem o diagrama de Venn e definem funcéo:

Dados os conjuntos A e B ndo vazios, uma funcdo f de A em B (f: A - B) é uma
regra (ou lei) que determina como associar a cada elemento x € Aum Unico
elemento y = f(x) € B (CHAVANTE E PRESTES, 2016, p.41).
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Figura 4 — Definicéo de varidveis dependentes e independentes
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Fonte: CHAVANTE e PRESTES, 2016, p.41

1.3.3 LIVROS DO ENSINO SUPERIOR

No Livro Calculo A: fungdes, limite, derivacdo, integracdo, de Diva Marilia
Flemming e Mirian Buss Gongalves, de 2006, os autores trazem o assunto no capitulo 2, cujo

titulo é Funcdes. Os autores ja iniciam o capitulo definindo funcéo real (Figura 5):



34

Sejam A e B subconjuntos de R. Uma funcdo f: A »B é uma lei ou regra que a cada
elemento de A faz corresponder um Unico elemento de B. O conjunto A & chamado
dominio de f e é denotado por D(f). B é chamado de contradominio ou campo de

valores de f.
Escrevemos: f.A->B
x = f(x)
ou
A-B
x =y =f(x)

(FLEMMING e GONCALVES, 2016, p.12).

Figura 5 —Definicdo de fungéo

Neste capitulo introduziremos um dos mais fundamentais concei-
108 da matemitica — o de fungdo. O conceito de fungdo refere-se
essenclalmente 3 correspondéncia entre conjuntos. Uma fungdo
assocta elementos de um conjunto a elementos de outro conjun-
to. Em nosso estudo, os confuntos envolvidos sempre serdo sub-
conjuntos de IR As fungdes neles definidas sdo chamadas fungdes
reois de varigve! real,

Problemas que evidenciam a importancia do estudo das fungbes
em diferentes dreas do conhecimento serdo apresentados,
ampliando, assim, o nosso othar para o estudo das fungdes. No
decorrer dos exemplos ¢ possivel observar que o uso dos recursos
computacionais auxilia na visualizagio das propriedades e caracte-
risticas das fungdes.

2.1 Definigao

Sejam A ¢ 8 subconjussos de R. Uma fungiio 12 A — B € wms lei 0u regra que 4 oada olemento de A B2 coeres-
ponder um tnico elemento de B. O conjunto A & chamudo dominin de [ e ¢ denoeado por INf), B € chamado de contro-
dominio vu campo de valores de f

Escrevemon: AR

r—fix)

ou
A—B
x—y= flx)

2.2 Exemplos

SejamA = |1, 2, 3, 4)eB = 25,45
) [0 A= B dada pelo diagrama abaixo € uma fusgio de A em 8.

A

Fonte: FLEMMING e GONCALVES, 2016, p.12

No Livro Fundamentos de Matematica Elementar, Vol. 1 — Conjuntos e funcdes, de
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Gelson lezzi e Carlos Murakami, de 2013, os autores definem funcéo no capitulo 5, cujo titulo

é Introducdo as Funcdes. Os autores iniciam o capitulo com um exemplo simples de

conjuntos numéricos, onde criam uma relacdo entre seus elementos, no diagrama de Venn

(figura 6). Em sequéncia definem funcdo:

Dados dois conjuntos A e B (formados por nimeros reais), ndo vazios, uma relagdo f
de A em B recebe o nome de aplicacdo de A em B ou funcdo definida em A com
imagens em B se, e somente se, para todo x € A existe um s6 y € B tal que
(x,y) Ef.

fé aplicagio de A em B < (Vx €A4,3|yeB|(x,y)ef) (IEZZI e
MURAKAMI, 2013, p.81, grifos dos autores).

Figura 6: Definicéo de fungéo (lezzi e Murakami, 2013)
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Esquema de flechas

Vejamos agora, com o auxilio do esquema das flechas, que condigoes de-
ve satisfazer uma relagdo fde A em B para ser aplicacdo (ou fungdo).

12) E necesséario que todo elemento x € A participe de pelo menos um
par (x, ¥) € [, isto ¢, todo elemento de A deve servir como ponto de partida
de flecha.

29 E neue»ano que cada elemento x € A pmmpc de apenas um unico
par (x, ¥) € [, isto &, cada elemento de A deu servir como ponto de partida
de uma tinica flecha.

Uma relagdo f ndo ¢ aplicag@o (ou fungdo) se ndo satisfizer uma das con-
digbes acima, isto é:
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Séaplicagdode Aem B < (¥xE A, 3|l yE BI(x,y) E )
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81

Fonte: IEZZI e MURAKAMI, 2013, p. 81

Percebemos que as obras selecionadas trazem a definicdo com a esséncia do conceito

de funcdo de acordo como é descrito por Bourbaki, porque fazem uso das ideias matematicas
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de conjuntos, pares ordenados (X, y) e relacdes, e também da propriedade fundamental de que
para cada primeiro elemento do par ordenado (x), um Unico valor pode ser atribuido ao
segundo elemento (y). Unica excecdo pode ser vista com o livro de Silveira (2015) para 0 9°
ano, que ndo menciona explicitamente essas ideias. Destaca-se também que o livro Giovanni
et al (2015) também nfo menciona a palavra “relagdo”, a qual € substituida por
“correspondéncia”.

Do ponto de vista da definicdo formal dos livros didaticos, € a definicdo de Bourbaki
que dita todos os elementos que a compdem. Porém, quando se referem as funcbes no
tratamento dos exemplos préticos, essa defini¢do se restringe as equacgdes algébricas da lei de
formagéo das fungdes, ignorando, muitas vezes, 0s conjuntos envolvidos e a ideia de pares
ordenados. Assim, aqui a funcéo se aproxima mais das definicGes de Bernoulli e Euler.

Por exemplo, nos mesmos livros didaticos temos:

) No Livro Matematica: compreensdo e pratica, 9° ano, de Enio Silveira, de 2015, o

autor apresenta o seguinte exemplo para ilustrar o conceito de funcao:
“Um pedreiro cobra R$ 30,00 por metro quadrado de parede rebocada. Observe na

tabela a seguir o valor que ele ird receber de acordo com a area das paredes que

rebocar.
Valor do servico de acordo com a &rea rebocada
Area rebocada (emm?®) | 20 30 40 50
Valor (em real) 600,00 | 900,00 | 1200,00 | 1500,00

Lei de formacéo da fungéo

Quando temos uma relacdo em que uma grandeza é funcdo de outra, a
correspondéncia entre cada valor de uma grandeza e cada valor da outra € expressa
por uma sentenca chamada lei de formacéo da fungéo ou lei da fungdo. Na situacdo
anterior, se representarmos por y o valor, em real, a ser recebido pelo pedreiro e por
X a area, em metro quadrado de parede rebocada, a lei da funcéo sera:

y=30.x" (SILVEIRA, 2015, p.120, grifos dos autores).

1) No Livro Quadrante Matematica, 12 série, de Eduardo Chavante e Diego Prestes, de

2016, os autores apresentam o seguinte exemplo:
Grande Promocdo de camisetas! Cada peca custa apenas R$ 20,00. (Essa informacéo
aparece na forma de um andncio).
Com essa informacdo, podemos construir um quadro relacionando a quantidade de
camisetas e o valor a ser pago na compra delas.
O preco a ser pago depende da quantidade de camisetas compradas. Nesse caso,

dizemos que a grandeza “valor a ser pago” é a varidvel dependente, geralmente
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indicada por y, e a grandeza “quantidade de camisetas” é a variavel independente,
comumente indicada por x. Essa relacdo de dependéncia caracteriza-se como uma
funcdo, pois para cada valor atribuido a variavel independente (x) existe um dnico
valor correspondente para a variavel dependente (y). Isto é, para cada quantidade de

camisetas existe um Gnico preco.

Quantidade de camisetas | Valor a ser pago (R$)
1 22
2 44
3 66
4 88
X 22 . X

(CHAVANTE;PRESTES, 2016, p.120, grifos dos autores).

Nota-se que o0s conjuntos implicitamente relacionados nesses exemplos séo
subconjuntos dos nimeros naturais. Mas isto ndo é destacado pelos autores e nem relacionado
com a definicdo geral de funcéo.

Cabe aos professores analisarem, em cada contexto, qual dessas definicdes é mais
compreensivel, de acordo com a realidade da escola e comunidade, valores inseridos,
aproximacdo da realidade e nivel de informacéo e de escolaridade dos alunos. Entretanto, €
importante que no Ensino Médio uma linguagem mais formalizada seja apresentada, para que
0 aluno possa também compreender os modos de expressdo na linguagem matematica.

Uma vez escolhida a definicdo, é preciso que ela seja compreendida pelos alunos. Para
que isso ocorra com maior significado, seria importante que a definicdo de funcdo fosse
retomada em diversos momentos, e ndo apenas na aula de introdugdo as fungdes lineares ou

afins.
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2 ALGUNS LEVANTAMENTOS DA LITERATURA ACERCA DO ENSINO DE
FUNCOES NA EDUCACAO BASICA

Considerando a importancia da troca de informacBes e conhecimentos sobre a
temética, buscou-se na literatura, duas dissertacbes que também tenham dado enfoque no
ensino de fungdes. As mesmas foram selecionadas através de uma pesquisa feita em outras
universidades de dissertacbes que também tratavam 0 mesmo tema proposta nesta, assim,
foram selecionadas as duas apresentada aqui por terem uma linha de pensamento parecidas
com esse trabalho. Assim, estudou-se essas duas dissertagdes, que também argumentaram
como a mesma € ensinada nos niveis Fundamental Il e Médio. Apresenta-se neste capitulo,
uma sintese dessas dissertaces e algumas reflexdes sobre como seus autores discorreram
sobre o tema.

Na sequéncia, também sera utilizada uma andlise de alguns documentos oficias de
ensino a respeito do conceito de funcbes e suas aplicagdes, bem como de habilidades e

competéncias que pederdo ser desenvolvidas com os estudos sobre 0s mesmos.

2.1 DISSERTACAO INTITULADA: “NARRATIVAS NO ENSINO DE FUNCOES
POR MEIO DE INVESTIGACOES MATEMATICAS”

Dissertacdo de mestrado apresentada por Marcio Urel Rodrigues (RODRIGUES,
2007), junto ao Programa de Po4s-Graduacdo em Educacdo Matematica — Area de
Concentracdo em Ensino e Aprendizagem da Matematica e seus Fundamentos Filosofico-
Cientificos, da Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (UNESP), Campus
de Rio Claro, sob orientacdo da Prof? Dr? Rosana Guiarreta Sguerra Miskulin.

Com sua pesquisa, esse autor pretendeu lancar uma proposta de ensino de funcéo,
diferente da maneira tradicional, a qual muitos professores ainda usam, inclusive citando a si
proprio como antigo utilizador dessa pratica, como percebeu em muitas de suas aulas durante
sua vida docente. Nesse modelo de ensino, o pesquisador entendeu que ha somente a
exposicao do contetdo pelo professor, onde os alunos sdo apenas receptores das informagdes,
levando o ensino da Matematica a uma simples memorizacdo e resolucdo de exercicios
repetitivos. Com a nova proposta, Rodrigues (2007) pretendeu nao ficar “preso” aos livros
didaticos, mas ensinar Matematica com outros recursos, pois concorda que “o livro didatico
deve ser usado pelos professores de Matematica como recurso auxiliar, dentre outros”

(RODRIGUES, 2007, p. 18). Para isto, o autor trabalhou com as Investigacdes Matematicas,
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uma perspectiva metodologica para o ensino através de contextos mais dindmicos e
interativos, nos quais “os alunos possuem vozes e espagos para discussao e reflexdo de suas
aprendizagens, tornando-os ativos no processo de ensinar e aprender Matematica”

(RODRIGUES, 2007, p. 19). Assim sendo, acredita que

O aluno precisa ser ajudado para tornar-se autbnomo intelectualmente. Precisa,
também, ser capaz de descobrir uma maneira pessoal de relacionar-se com o mundo
da Matematica, desenvolvendo a capacidade de compreender e elaborar suas
préprias experiéncias do dia-a-dia (BIAGGI, 2000, apud RODRIGUES, 2007, p.
18).

Com sua pesquisa, 0 autor objetivou “investigar e ressaltar as possibilidades didatico-
pedagogicas das narrativas em processos de ensinar e aprender fungdes” (RODRIGUES,
2007, p. 20, grifos do autor). Dissertou sobre o tema em sete capitulos, dos quais se destaca,
aqui, apenas agueles relevantes a esta pesquisa.

No primeiro capitulo de seu trabalho, o autor fez um estudo bibliografico na literatura
sobre o ensino deste conceito, levando em conta seu desenvolvimento historico, desde a
Antiguidade até o Periodo Moderno. Também faz a citagdo de outras pesquisas sobre o tema,
busca em documentos oficiais, como PCN e outros, focalizando as ideias fundamentais do
conceito de funcdo. Destaca que é papel do professor provocar questionamentos em seus
alunos, a partir de seus conhecimentos prévios, que os levem a elaboracdo de novos conceitos,
pois acredita que apesar de inUmeras pesquisas feitas acerca do tema, ainda falte a abordagem
em realidades e contextos diferenciados. Como exemplo disso, percebeu o fato de que os
livros didaticos do Ensino Médio privilegiam o ensino de funcdo primeiramente através de
conjuntos. Ndo discorda de tal posi¢do, porém salienta ser importante apresentar o conceito
primeiramente de forma intuitiva, para depois apresenta-lo através da teoria dos conjuntos.

Em sua proposta de investigacbes matematicas, o autor considera as narrativas
elaboradas pelos alunos, como seu objeto de estudo e essas investigacbes sdo o0 contexto
metodologico, ou seja, “um caminho diferenciado que podera conduzir os alunos a uma
aprendizagem significativa do conceito de fun¢do” (RODRIGUES, 2007, p. 46). Acredita que
essa dindmica metodolégica pode proporcionar discussées, questionamentos e reflexdes sobre
como realizar tal ensino de forma desafiadora, auténtica e abrangente, e se apresenta como um
ambiente alternativo para se desenvolver o processo de aprendizagem de maneira mais
significativa.

No quarto capitulo, o autor apresentou seus registros sobre oito tarefas exploratério-
investigativas realizadas com os alunos, destacando os momentos de apresentacéo,

desenvolvimento, discussédo e reflexao.
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Partindo de temas diversos, levou os alunos a analisarem e interpretarem textos,
imagens, graficos, ou tabelas e, a partir dai, a levantarem coleta de informacdes, em grupos, e
produzirem seus proprios textos e escrevé-los em forma de funcgéo, identificando as variaveis
e as grandezas relacionadas. A seguir, ilustra-se a proposta com uma destas tarefas, onde o
autor trabalhou a relacdo entre distancia percorrida e tempo, através da fabula A tartaruga e a

lebre, de La Fontaine:

Uma Fabula Matematica — A Tartaruga e a Lebre

Muito silenciosa, a tartaruga escuta 0 macaco dizer: A lebre é o animal mais veloz
da mata. L4 em baixo, o tatu responde: Mas a tartaruga € o animal mais resistente.
Ele anda muito mais. A onca pintada que estava sentada & sombra ouviu a conversa
e disse: Vamos ver quem é melhor. Aquele que chegar primeiro ao lago é o campeéo
da mata. Serd a lebre ou a tartaruga? Todos os bichos ficaram animados. Até a
serpente, que estava enrolada no galho, levantou a cabeca. A lebre saiu na frente
correndo. A tartaruga andava bem devagar. Sem pressa, arrastava 0 casco e parecia
que ndo ia chegar. No meio do caminho, a lebre ficou cansada. Ja estava tdo longe
da tartaruga, deitou-se a sombra de uma arvore e dormiu um sono profundo. E foi
assim que a tartaruga, com o seu passo mitdo e lento passou a frente da lebre.
Chegou-se primeiro ao lago e foi beber agua. (La Fontaine). (RODRIGUES, 2007,
p. 101, grifos do autor)

O autor leu a fabula aos alunos e pediu que, em grupos (no total 8), expusessem sua
interpretacdo a respeito dela, criassem sua propria histéria e, também, representassem
graficamente a situacdo, considerando o tempo e a distancia como as grandezas envolvidas.

Durante a realizagdo das atividades pelos alunos, o autor percorria pelos grupos,
discutindo e problematizando para auxilid-los em casos de ddvidas que surgissem, o0 que
considerou importante, pois levou o aluno a refletir sobre suas estratégias, conforme iam
desenvolvendo a atividade. Por questdo de tempo, escolheram-se dois grupos para expor 0s
resultados a classe. Durante a exposicao, o autor tambem levantava questdes para discussoes e
reflexdes dos alunos, para um completo entendimento da atividade proposta.

Destacamos, aqui, o0 resultado de um dos grupos, chamado de Os Orientais, o qual
reescreveu a fabula e montou a representagédo grafica de acordo com a relacdo das grandezas

de distancia e tempo.

Uma Fabula Matematica - A Tartaruga e a Lebre (reescrita)

Um dia de muita bagunca na selva estava tendo uma olimpiada maluca. Que animais
fortes competiam com os mais fracos, animais rapidos com os lentos e animais
valentes com os mais moles. Mas o que todos queriam ver era as corridas,
principalmente o da lebre a mais veloz dos animais contra a mais lenta a tartaruga. A
distancia era de aproximadamente 5 km e a prova era muito dificil e longa. Todos
apostaram na lebre. O coelho deu a largada e a lebre saiu na frente, mas a estrada era
de areia e precisava de muita resisténcia. Depois de 4 km a lebre parou para
descansar, pois estava com o pé doendo, ficou parada por alguns minutos, nisso a
resistente tartaruga a passou, quando a lebre foi perceber que estava disputando uma
corrida, a tartaruga estava a alguns passos da linha de chegada. Entdo a lebre se
apressou de tal forma que conseguiu chegar empatada com a tartaruga, ou seja, as
duas chegaram juntinhas para ndo ter briga. Grupo Os Orientais (RODRIGUES,
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2007, p. 102, grifos do autor)

Figura 7: Reproducdo da representacdo grafica da histéria reformulada
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Fonte: RODRIGUES, 2007, p. 102

O autor destaca que essas representacdes graficas feitas pelos alunos, ilustram a
dependéncia que a variavel distancia tem em relag&o a variavel tempo.

Diante da metodologia utilizada pelo professor, atividades investigativas com
narrativas matematicas, Rodrigues (2007) considerou-a como um modo plausivel de colocar o
aluno dentro do contexto de funcdes, pois utilizou a interpretacdo de texto, analise de dados,
construcdes e trabalho em grupo, como ferramentas para uma aprendizagem efetiva. Esse
autor também avalia como importante o uso de metodologias que cologuem o aluno diante da
realidade onde a Matematica é utilizada de forma pratica, pois muitos sdo 0s questionamentos
dos alunos de “onde vou utilizar isso? ”,ou ainda, “pra que estudar isso?”.Desta forma, o
aluno veria mais “sentido” no que esta estudando e, consequentemente, despertando mais seu
interesse por esta area e mostrando como as fungdes sdo importantes para
traduzir,matematicamente, varias situagoes.

Portanto, conclui-se que o autor focou sua pesquisa em torno das narrativas dos alunos
durante as tarefas exploratdrio-investigativas envolvendo funcdo, sendo esta pesquisa
direcionada para a sala de aula. Mostrou que o ensino da Matematica pode sair do contexto
tradicionalista, de exercicios repetitivos e decorados, e partir para a promocao de uma cultura
diferenciada na sala de aula, “dando voz” aos alunos e auxiliando-0s a desenvolver sua

argumentacao. (RODRIGUES, 2007, p.275).
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2.2 DISSERTACAO INTITULADA “O ENSINO DE FUNCOES NA EDUCACAO
BASICA”

O titulo acima é da dissertacdo de mestrado apresentada por Valmir Ancelmo Dias
(DIAS, 2015), junto ao PROFMAT, no Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas
(IBILCE), da Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (UNESP), Campus de
Sdo José do Rio Preto, Polo de Ilha Solteira, sob a orientagdo da Prof* Dr? Silvia Regina
Vieira da Silva.

No primeiro capitulo, o autor também levantou alguns aspectos da Historia da
Matemética relacionados ao conceito de funcgdes, fazendo breves resumos das principais
elaboracdes de sua defini¢do, buscando sensibilizar o professor de Matematica a este respeito,
assim como foi feito em capitulo anterior deste trabalho. Aqui, porém, apresentou-se um
levantamento histérico sobre a formacdo do conceito de funcdo passando por outros
matematicos ndo citados em Dias (2015), como Galileu Galilei, Descartes, Newton e Leibniz,
além de se evidenciar o desenvolvimento desse conceito desde a Antiguidade até a
Modernidade.

No segundo capitulo, Dias (2015) também argumenta acerca da definicdo de funcéao
apresentada em alguns livros de Matematica utilizados no Ensino Superior, em nivel de
graduacdo, pois acredita que essas obras sdo grandes influenciadoras no modo como o
(futuro) professor abordara o tema “Funcdes” na Educagdo Bésica. O autor busca defini¢des
nas obras:

a) Fundamentos de Matematica Elementar — conjuntos e funcgdes, de Gelson lezzi,
1993;

b) Céalculo com Geometria Analitica, de Earl Willian Swokowski, de 1994;

c) O Calculo com Geometria Analitica, de Louis Leithold, de 1994;

d) Calculo I, de Geraldo Avila, de 1994;

e) UmCurso de Calculo, de H. L. Guidorizzi, de 2001,

f) Calculo, um novo horizonte, de Howard Anton, de 2000;

g) Numeros e Fungdes Reais, de Elon Lages Lima, de 2013.

Esse autor coloca em destaque, as definicdes dadas em cada uma das obras acima. O
capitulo é concluido ressaltando a importancia de se desenvolver a definicdo de funcdes na
licenciatura, que muitas vezes “é¢ negligenciada no Ensino Superior, por professores que
consideram que ¢ um conteudo que deveria ter sido visto na Educacdo Basica” (Dias, 2015).

Sendo assim, o assunto acaba sendo tratado como uma revisdo, o que “pode causar danos
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muito maiores do que se fosse destinado um tempo para uma discusséo e aprofundamento da
referida defini¢do” (DIAS, 2015, p.27).

O autor destaca os principais conceitos (implicitos e explicitos) na definicdo de
funcéo:

a) Conjuntos e Relagdes entre Conjuntos;

b) Dependéncia;

¢) Variagéo;

d) Expressdes Algébricas;

e) Representacdo Geométrica.

No terceiro capitulo, Dias (2015) destaca como os livros didaticos da Educagdo Bésica
abordam a definicdo de Funcdes, desde o 1° ano do Ensino Fundamental, até a 3% série do
Ensino Médio, em uma escola Estadual de Cassilandia — MS, em 2014, escolhida justamente
por atender a todos os anos da Educagdo Béasica. Segundo o autor, os livros sdo escolhidos
pelos proprios docentes, num primeiro momento, numa escolha pessoal, depois coletiva, e em
seguida, em concordancia com os professores das outras duas escolas estaduais da cidade, a
fim de se evitarem transtornos quando é necessario que algum aluno seja transferido de uma
para outra escola, no decorrer do ano letivo.

O autor inicia a analise pelos livros adotados para o Ensino Fundamental | (1° ao 5°
ano), da colecdao “Matematica com Alegria”, de Cristina Carmo, de 2009. Ele destaca, para
cada ano, imagens de atividades dos livros, em que 0s conceitos implicitos e/ou explicitos na
definicdo de funcdo predominavam, fazendo seus proprios comentarios apds cada atividade
mencionada. Na primeira atividade destacada pelo autor, que foi tirada de um livro do
primeiro ano do Ensino Fundamental, hd quatro imagens sequenciais de criancas, para as
quais os alunos devem desenhar uma barra (um “|”) para cada quantidade de criangas, em
cada imagem. Assim, nessa atividade, fica evidenciado o conceito implicito de
correspondéncia biunivoca e da dependéncia, pois na situacdo apresentada, a cada crianca
corresponde apenas um “traco”.

O autor mostra atividades que contemplam o conceito de correspondéncia biunivoca,
dependéncia e variacdo, comparacdo e representacdo, apesar de serem tratados de forma
muito elementar nos 1° e 2° anos, poréem sendo Uteis durante o processo de construgdo da
definicdo de funcdo, e sendo ampliado o aprofundamento dos mesmos nos anos seguintes.
Porém, para 0 5° ano, o autor ndo disponibiliza mais atividades, pois percebe que a obra
analisada trata dos conceitos do ano anterior, na forma de revisdo, com poucas alteragoes,

havendo ai também, uma ampliacéo do conhecimento sobre os nimeros racionais.
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No que se refere ao Ensino Fundamental 11 (6° ao 9° ano), a obra utilizada pela escola
faz parte da cole¢do “Praticando Matematica”, de Alvaro Andrini, de 2012. Nesta se¢do, 0
autor j& ndo faz andlise de cada série/ano, mas sim, através dos conceitos implicitos e
explicitos na definicdo de funcdo, acrescentando mais um item.

De forma sucinta, representa-se nas tabelas abaixo, a andlise feita pelo autor (DIAS,
2015):

Conjuntos e RelacGes entre conjuntos

Desenvolve o conjunto dos Numeros Naturais. As fracoes e a representacao
6° ano
decimal sdo desenvolvidas sem mencéo aos Racionais

7°ano | O Conjunto dos Naturais é usado para introduzir os Inteiros

8°ano | Revisdo dos conjuntos numéricos estudados anteriormente e introducdo dos

Racionais, Irracionais e Reais

9°ano | N&o se trata especificamente dos conjuntos huméricos

Dependéncia

Esse conceito é reforcado e ampliado, sendo associado ao conceito de variagao.

Variacao

Proporcionalidade: Inicia-se com andlise de mapas, escalas, em seguida vém as grandezas
direta e inversamente proporcionais, razdes, proporcdes e regra de trés, todos importantes,
principalmente, no estudo da funcdo afim.

Porcentagens: primeiro apresentada na forma decimal e calculos de x% de um valor dado,
sendo inserido o calculo percentual no 7° ano, introduzindo descontos e acréscimos diretos;

e no 9° ano, com uma revisdo geral, 0 assunto é retomado e introduz-se o calculo de juros.

Expressbes Algébricas

Utilizam-se letras no lugar de nimeros, em sequéncias numéricas; explora a
6° ano
ideia de incdgnita e de variacao

2o E introduzido o conceito de equacio, por imagens de balancas em equilibrio,
ano
bem como de inequagdes, por balancas em desequilibrio
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Hé& a revisdo de equacges (balancas em equilibrio), vai se construindo a ideia de
variavel, como vem sendo feita desde o 1° ano, porém desta vez de forma
8°ano | explicita; é dada é&nfase em expressdes algébricas como: mondmios e
polindmios, operacdes entre 0s mesmos, produtos notaveis, fatoracao, fracoes

algébricas e sistemas de equacgdes

Trata-se de equacdes do 2° grau, sistema cartesiano e, em seguida, o conteddo
9% ano
de funcdes

Representacdo Geométrica

Em todos os anos utiliza-se de tabelas e graficos.

Funcdes (9° ano)

O autor apresenta que, na colecdo analisada, no capitulo que antecede o estudo sobre
funces, € apresentado o sistema cartesiano e, posteriormente, é apresentada a definicdo de
funcdo, de dominio e imagem, com algumas aplicac@es, o reforgo da “lei de associagdo” (que
é a representacdo da relacdo que define a fungdo, por meio de uma equacéo algébrica) e por
meio da interpretacdo de gréaficos, ressalta os conceitos de dependéncia, variagdo,
crescimento e decrescimento, construindo, depois, graficos das funcbes afins e quadraticas,

com utilizacao de tabelas de valores.

Para o Ensino Médio, o autor analisou a cole¢do “Matematica: ciéncia e aplicacdes”,
de Gelson lezzi, de 2010 e menciona que o estudo geral sobre funcbes se da quase que
exclusivamente no 1° ano, ficando para o 2° apenas as funcfes trigonométricas. Segundo o
autor, o assunto é tratado inicialmente com a Teoria dos Conjuntos e dos Conjuntos
Numeéricos, e em seguida, define-se funcdo provocando algumas reflexdes, como mostra em
imagens dos livros. A obra utiliza tabelas e diagramas de setas até apresentar a defini¢do
formal de funcédo e, também, dos conjuntos de dominio, contradominio e imagem. Envolve a
leitura de graficos, retoma a representacdo do plano cartesiano, inclusive com a construcéo de
graficos a partir de tabelas. Traz também um estudo sobre crescimento e decrescimento,
maximos e minimos, simetria gréafica, abordando especificamente as funcGes: afim,
quadratica, modular, exponencial e logaritmica, fazendo complemento com a classificacédo das
funcBes em sobrejetivas, injetivas e bijetivas, funcao inversa e composicédo de funcbes. Além

disso, também relaciona as fungdes ao estudo das progressdes aritmética e geométrica, e da
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Matemaética comercial e financeira.

No quarto e Ultimo capitulo, Dias (2015) propde sugestdes que considera relevantes ao
professor (ou futuro professor) de Matematica, a respeito da construcdo da definicdo de
funcdo no Ensino Basico, tendo como referéncia, os documentos oficiais, tais como 0s
Parametros Curriculares Nacionais (PCN — BRASIL, 1998), os Parametros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM — BRASIL, 2000) e as OrientacGes Curriculares
para o Ensino Médio (BRASIL, 2006).

Para o Ensino Fundamental I, destaca que os livros didaticos de Matematica analisados
tém pouco contetdo relacionado diretamente com a definicdo de funcdo, porém estdo
adequados aos PCN, ressaltando que nesta etapa de aprendizado “devem ser introduzidos
alguns conceitos que serdo Uteis a consolidacdo da defini¢ao de fungdo” (DIAS, 2015, p. 119).
O autor sugere, ainda, que seja dada énfase em assuntos que envolvam conceito de
dependéncia, e, se possivel, que se verifique se ha crescimento ou decrescimento de uma
grandeza em relacdo a outra, para que assim se va introduzindo o conceito de variagédo, o que
sentiu falta na obra analisada. Nesse aspecto, do conceito de variacdo, discorda-se do referido
autor, pois se entende como precoce sua aplicacdo no Fundamental I, quando a crianca ainda
precisa de um amadurecimento em relacdo ao pensamento numérico, que é algo que se esta
sendo construido nesta etapa da escolarizacao.

Para o Ensino Fundamental 11, Dias (2015) sugere o aprofundamento dos conceitos ja
trabalhados no Fundamental |, a introducdo de outros que serdo aprofundamentos no Ensino
Médio. Tal sugestdo, o autor percebe contemplada na obra analisada. Baseado nos PCN, o
autor sugere que sejam trabalhadas situacdes onde o “uso de letras” acontega, com os
seguintes significados: de substituta de um valor numérico como, por exemplo, no célculo de
areas; para expressar regularidades, como numa sequéncia numérica, onde a letra designa a
posicdo do elemento; em Geometria, descobrindo férmulas para o célculo de areas, diagonais
e soma dos angulos internos de um poligono qualquer o que leva a capacidade de identificar
regularidades.

Dias (2015) destaca que também estdo relacionados com a ideia de funcéo:
transformacdo de expressbes algébricas em outras equivalentes; introduzir variaveis para
representar relagdes funcionais em situacOes-problemas concretas; explorar situagdes-
problemas sobre variacdes de grandezas; representar e analisar as variagdes entre grandezas
por meio de grafico cartesiano.

Para 0 autor ha um enfoque exagerado de Algebra no 8° ano e, no 9° ano, ap6s a

defini¢ao de fun¢do, ha um enfoque apenas a “lei de associagdo” da mesma. Ele considera
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que, nessa série escolar, poderiam estar inclusas definicGes importantes, como dominio e
contradominio da funcgdo, e que apenas a “lei de associagdo” da fungdo ¢ um tratamento
limitado, assim como considera limitado, também, tratar funcdo apenas a partir da deducéo de
lei de associacdo e a construcéo de graficos a partir de tabelas.

Para o Ensino Médio, destaca que é necessario que o estudo de funcBes ndo seja
isolado dos demais contetdos matematicos e das outras ciéncias, que o aluno deve ter acesso
aos significados dos contetdos que aprende; propde sugestdes e/ou reflexdes sobre o ensino
de funcbes no Ensino Médio, fundamentadas em sua propria vivéncia profissional e embasado
nas Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio, e na obra de Elon Lages Lima, NUumeros
e Funcgdes Reais. Elencamos algumas delas:

— Uma funcéo é caracterizada por trés componentes: Dominio, Contradominio e Lei
de Associacio. E possivel sempre evidenciar isso!

— Devemos tomar cuidado para que 0 ensino ndo passe apenas para 0 campo
algébrico. E plenamente possivel estudar as funcdes especificas, sempre observando
o Dominio, o Contradominio, a Lei de Associacdo, 0 conjunto Imagem, a
representacdo grafica e se hé presenca de ideias de dependéncia/variacéo.

— E possivel introduzir, por exemplo, ideia de crescimento e decrescimento, ponto de
intersec¢do com o eixo das abscissas (x) e com o eixo das ordenadas (y) e sinais dos
valores da fungdo em cada intervalo, antes do tratamento de fungGes especificas
(afim, quadréatica, modular, exponencial e logaritmica).

— Como dito anteriormente, a representacdo tabular de uma funcéo néo é suficiente,
tanto para deduzir a lei de formagdo quanto para a construcdo do seu gréfico.

- No primeiro ano do Ensino Médio, simultaneamente, 0s alunos estdo tendo contato
com a definicdo de funcdo nas disciplinas de Matematica, de Quimica* e de Fisica”.
Porém, como normalmente acontece em nossas escolas, os enfoques em cada uma
dessas areas sdo tdo diferentes, que os alunos ndo os relacionam entre si. Cabe aos
professores das referidas disciplinas, principalmente o de Matematica, fazer essas
conexdes.

— E bom lembrar que proporcionalidade direta e proporcionalidade inversa sdo
apenas casos particulares de crescimento e decrescimento. A funcdo afim, f(x) = ax
+ b, com b # 0, é um caso de em que o crescimento depende do sinal do coeficiente
“a” e que ndo se trata de proporcionalidade direta ou inversa. Aqui, entendemos que
deve ser mais desenvolvida a representacdo da fungdo linear (y = ax), que

a

caracteriza a proporcionalidade direta e da hiperbdlica (y = —), que caracteriza a

. X

inversa.

— Pode-se introduzir a funcdo quadratica com situagGes-problema onde se deseja
descobrir, por exemplo, a area maxima de uma figura retangular conhecendo seu
perimetro.

— Ainda sobre a funcdo quadratica, devemos evitar a simples memorizacdo de
regras. Praticamente todas as regras utilizadas no nivel médio sdo possiveis de serem
demonstradas em sala de aula. Seu grafico deve ser identificado como a curva
denominada parabola, entendida como o lugar geométrico dos pontos equidistantes
de um ponto fixo (o foco) e de uma reta (a diretriz).

— Relacionar a funcéo afim ao estudo das progressdes aritméticas e juros simples e a
funcgdo exponencial ao estudo das progressdes geométricas e juros compostos.

— Apresentar a funcéo logaritmica como a inversa da funcdo exponencial.

— Preferencialmente, com o auxilio de softwares especificos, mostrar aos alunos o

*Como exemplo, a curva de solubilidade é a variacéo da capacidade de solubilidade em funcéo da temperatura.
Como exemplo, em cinemética estd presente a funcdo do 1° grau do tipo y = ax + b, quando a velocidade
escalar é constante e se tem a posicdo de um mdvel em fungdo do tempo: s = sq + Vt.
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que ocorre com o grafico de uma funcdo real quando alteramos seus parametros
(DIAS, 2015, p. 130, grifos do autor).

Dias (2015) conclui seu trabalho ressaltando o qudo importante é o professor conhecer
a organizacdo curricular de Matematica de toda a Educacdo Basica, e como esses contelidos
devem ser ministrados, ou seja, preocupando-se mais com “o que” e “como” foi tratado nas
séries/anos anteriores, € “o que” e “como” sera tratado nas s€ries/anos posteriores. Neste
trabalho também se entende ser importante que o professor se preocupe com essas questoes,
para que, em cada etapa de ensino, o conteudo sobre funcdo, tenha uma construcdo paulatina
de sua definicdo e aplicacdes, para que o aluno ndo precise se basear em teorias meramente
memorizadas e exercicios repetitivos sobre o assunto, mas que o faca por uma aprendizagem
produtiva e eficaz.

Na andlise da dissertacdo de Dias (2015), percebe-se a preocupacdo do autor em
analisar os livros didaticos utilizados na escola em que fez seu campo de estudo, desde o 1°
ano do Ensino Fundamental | até a 32 série do Ensino Médio, para mostrar como ocorre a
construcdo da definicdo ao longo dos anos escolares. O estudo desta dissertagéo propiciou a
este professor reflexfes importantes acerca de conceitos implicitos relacionados a definigcédo
de funcéo e sua compreensao.

Diferentemente desse autor, porém, o objetivo da presente dissertacdo esta em analisar
0 contedo funcdo nos anos e séries em que € proposto seu ensino no curriculo, de forma
explicita, assim como o tema vem sendo tratado nos livros didaticos relativos a estas series, e
se estes levam em conta aspectos de seu desenvolvimento histérico e sua aplicacdo. Para
tanto, é preciso fazer uma analise dos documentos atuais e oficiais de ensino sobre este tema,

0 que sera abordado a seguir.

2.3 PROPOSTA DO CURRICULO DE SAO PAULO ACERCA DO ENSINO DE
FUNCOES NA EDUCACAO BASICA

Apresenta-se, aqui, a Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo ainda em vigor, € 0
novo Guia de Transi¢do vigente, baseado na BNCC - Base Nacional Comum Curricular
(BRASIL, 2019). Entende-se que h& uma certa dindmica social sobre os conteudos
matematicos a serem ensinados nas escolas e, por este motivo, € necessario ao professor
atualizar-se também quanto aos novos documentos curriculares que véao surgindo, como € o
caso da BNCC, neste momento historico e cultural pelo qual passa o pais e onde as escolas se

inserem.
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2.3.1 CURRICULO DO ESTADO DE SAO PAULO

O Curriculo Oficial do Estado de Sdo Paulo (SAO PAULO, 2011) foi criado pela
Secretaria da Educacdo do Estado, baseado em documentos, publicacBes e diagnosticos ja
existentes e a partir do levantamento e a analises de resultados de projetos realizados.

O documento apresenta “0s principios orientadores do curriculo para uma escola capaz
de promover as competéncias indispensaveis ao enfrentamento dos desafios sociais, culturais
e profissionais do mundo contemporaneo” (SAO PAULO, 2011, p. 7).

No que se refere & Matematica, o Curriculo a apresenta

“como um sistema primario de expressdo, assim como a lingua materna, com a qual
interage continuamente. Ela também deve articular-se permanentemente com todas
as formas de expressdo, especialmente com as que sdo associadas as tecnologias
informéticas, colaborando para uma tomada de consciéncia da ampliacdo de
horizontes que essas novas ferramentas propiciam” (SAO PAULO, 2011, p. 35).

O Curriculo apresenta trés grandes blocos tematicos, nos quais sao relacionados 0s
conteddos referentes a cada um. S&o eles:

a) Numeros: envolvendo nocdes de contagem, medida e representacdo simbolica,
tendo como ideias principais, equivaléncia e ordem.

b) Geometria: relacionada a percepcdo de formas e relacdes entre elementos de figuras
planas e espaciais, bem como sua construgéo e representacéo.

c) Relacbes: refere-se a nocdo de medida, relacdes métricas, relacdes de
interdependéncia, como proporcionalidade ou as associadas a ideia de funcao.

Como podemos perceber, a no¢do de funcdo estd inserida explicitamente no bloco
teméatico Relagbes. Mas também pode ser entendida com uma interface nos dois blocos
anteriores, uma vez que, quando se fala na ideia de variacdo, geralmente as fungdes sdo
estudadas no nivel basico, com seus elementos variando em conjuntos numeéricos; ou ainda,
para a compreensdo de seu crescimento ou decrescimento, usam-se ideias de representacoes
geométricas em graficos e com o sistema cartesiano.

Para 0 Ensino Fundamental I, quanto as relaces, esse documento (SAO PAULO,
2011) entende que os numeros racionais surgem de relacdes entre inteiros e para uma efetiva
compreensdo dos irracionais, sugere situagdes que envolvem grandezas incomensuraveis,
como o par diagonal de um quadrado/lado do quadrado, que da origem a raiz quadrada de 2.
Destaca, ainda, que a “ideia de proporcionalidade também serve de mote para a exploracéo
das relagdes entre grandezas direta e inversamente proporcionais, cujo prolongamento natural
é 0 estudo das funcdes de 1° grau” (SAO PAULO, 2011, p. 43).
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Jé& para 0 Ensino Médio, o Curriculo destaca que a aplicacdo de ideias relacionadas ao
bloco teméatico Relagdes ocorre de forma bastante significativa, e busca ressaltar que a
continuidade dos estudos de medidas de figuras planas e espaciais, iniciado no Ensino
Fundamental, deve ser incorporada a investigacdo das relacdes entre grandezas que dependem
umas das outras, isto &, buscar as rela¢des de interdependéncia, abrindo, assim, as portas para
0 estudo mais sistematizado de um tipo particular de interdependéncia, que séo as funcdes.

A proposta do Curriculo néo € inflexivel, pois

“o que se pretende ¢ que ela propicie uma articulagdo consistente, entre as inimeras
formas possiveis, dos diversos temas, tendo em vista os objetivos maiores que
fundamentam o presente Curriculo: a busca de uma formacdo voltada para as
competéncias pessoais, uma abordagem dos contelidos que valorize a cultura e o
mundo do trabalho, uma caracterizacdo da escola como uma organizacgdo viva, que
busca o ensino, mas que também aprende com as circunstancias” (SAO PAULO,
2011, p. 55).

E a respeito das habilidades que s&o propostas, destaca que:

“¢ preciso estar atento ao fato de que tais habilidades também nao sdo um fim em si
mesmo; elas constituem apenas indicadores de que a exploragdo das ideias
fundamentais, no caminho que leva das disciplinas as competéncias, estaria sendo
realizada de modo fecundo” (SAO PAULO, 2011, p. 55).

Elencamos abaixo a proposta de conteudo do Curriculo para o Ciclo Il (Ensino
Fundamental 11) e o para o Ensino Médio, bem como as habilidades esperadas sobre o estudo
deste tema, em cada ciclo, que busca estar em consonancia com outros curriculos e livros
didaticos.

Para o Ensino Fundamental a proposta se da como mostra o quadro abaixo:

Ano: 9° Bimestre: 2°

Contetdo Habilidade
— Nocdes basicas sobre fungdo — Compreender a nogdo de funcdo como relacdo de
— A ideia de variagdo interdependéncia entre grandezas.

— Construcdo de tabelas e |— Saber expressar e utilizar em contextos praticos as
gréaficos para representar funcdes | relacdes de proporcionalidade direta entre duas grandezas
de 1° e de 2° graus por meio de funcdes de 1° grau.

— Saber expressar e utilizar em contextos praticos as
relagcbes de proporcionalidade direta entre uma grandeza
e 0 quadrado de outra por meio de uma funcao de 2° grau.

— Saber construir graficos de funcbes de 1° e de 2° graus

por meio de tabelas e da comparac¢do com os gréaficos das
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fungBesy = xey = x°.

Para o Ensino Medio, funcéo é proposta como mostra o quadro abaixo:

Série: 12

Bimestre: 2°

Contetdo

Habilidade

— Relacdo entre duas grandezas.
— Proporcionalidades: direta,
inversa, direta com o quadrado.
— Funcéo de 1° grau.

— Funcéo de 2° grau.

— Saber reconhecer relagbes de proporcionalidade direta,

inversa, direta com o0 quadrado, entre outras,
representando-as por meio de funcoes

— Compreender a construcao do grafico de funcdes de 1°
grau, sabendo caracterizar 0 crescimento, o0
decrescimento e a taxa de variacdo

— Compreender a construcao do grafico de fungdes de 2°
grau como expressdes de proporcionalidade entre uma
grandeza e o quadrado de outra, sabendo caracterizar 0s
intervalos de crescimento e decrescimento, os sinais dos
valores da funcdo e os valores extremos (pontos de
méaximo ou de minimo)

— Saber utilizar, em diferentes contextos, as fun¢des de 1°
e de 2° graus, explorando especialmente problemas de

maximos e minimos

Série: 12 Bimestre: 3°

Conteudo Habilidade
Funcgdes exponencial e | — Conhecer a fungéo exponencial e suas propriedades
logaritmica relativas ao crescimento ou decrescimento

— Crescimento exponencial

— Funcéo exponencial: equagdes
e inequacgOes

— Logaritmos:  definicdo e
propriedades

— Funcdo logaritmica: equages

e inequacgOes

—Conhecer as principais propriedades dos logaritmos,
bem como a representacdo da funcdo logaritmica, como

inversa da fungdo exponencial
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Série: 22

Bimestre: 1°

Contetdo

Habilidade

Trigonometria

— Funcdes trigonométricas

— Conhecer as principais caracteristicas das fungoes
trigonomeétricas basicas (especialmente o seno, 0 cosseno
e a tangente), sabendo construir seus graficos e aplica-las
em diversos contextos

— Saber construir o grafico de funcbes trigonométricas
como f(x) = asen(bx) + c a partir do gréfico de y = sen x,
compreendendo 0

significado das transformagoes

associadas aos coeficientesa, b e c

Série: 3?

Bimestre: 3°

Contetdo

Habilidade

Estudo das fungdes

— Qualidades das funcdes
—Gréficos: funcbes
trigonomeétricas,  exponencial,
logaritmica e polinomiais

— Gréficos: analise de sinal,

crescimento e taxa de variacao

— Saber usar de modo sistematico as fungdes para
caracterizar relacGes de interdependéncia, reconhecendo
as funcbes de 1° e de 2° graus, seno, cosseno, tangente,
exponencial e logaritmica, com suas propriedades
caracteristicas

— Saber construir graficos de funcbes por meio de
transformacfes em funcbes mais simples (translacdes
horizontais, verticais, simetrias, inversoes)

— Compreender o significado da taxa de variagdo unitaria
(variacdo de f(x) por unidade a mais de x), utilizando-a
para caracterizar o crescimento, o decrescimento e a
concavidade de graficos — Conhecer o significado, em
diferentes contextos, do crescimento e do decrescimento
exponencial, incluindo-se 0s que se expressam por meio

de funcgdes de base e

Sobre a forma como a proposta do ensino de Funcbes € apresenta no Curriculo,

percebe-se uma introducdo do tema no 9° ano do Ensino Fundamental, e seu aprofundamento

na 12 série do Ensino Médio, ou seja, propondo um estudo continuo, sempre levando em conta

as experiéncias e o conhecimento matematico ja vivenciados pelos alunos, até a 3? série,

qguando o aluno encerra o ciclo de sua educacdo obrigatdria minima, para sua insercao no
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mercado profissional e como cidaddo na sociedade atual.

Vale destacar, que a proposta para a 32 série do Ensino Médio, com uma visdo mais
abrangente das funcdes e o estudo de taxas de crescimento unitarias, nao tem sido muito bem
trabalhada na realidade das escolas estaduais, segundo a vivéncia deste autor como professor.
Outros pontos frageis dizem respeito ao ensino das fungdes exponenciais e logaritmicas,

geralmente pouco trabalhadas e compreendidas pelos alunos nesse ciclo escolar.

2.3.2 GUIA DE TRANSICAO E BNCC

O Guia de Transigéo

“tem como objetivo revisitar o Curriculo Oficial do Estado de S&do Paulo, referente a
area de Matemaética e suas tecnologias, destacando nos topicos iniciais, seus pontos a
fim de proporcionar uma possivel reflexdo sobre a &rea e o respectivo componente
curricular. (SAO PAULO, 2019, p. 8)

No que se refere a Matematica, o Guia de Transicdo a traz como uma area especifica

do conhecimento baseado em trés razdes principais:

A primeira leva em consideracdo que ela apresenta um universo proprio, muito rico
de ideias e objetos especificos, como os nimeros e as operagdes, as formas
geométricas e as relagBes entre eles. Tais ideias e objetos sdo fundamentais para a
expressdo pessoal, a compreensdo dos fendmenos, a construcdo de representaces
significativas e argumentacBes consistentes nos mais variados contextos. Outra
razdo é que a Matematica compde com a lingua materna um par fundamental, mas
complementar. Naturalmente, existem diferencas fundamentais entre os significados
de precisdo na Lingua e na Matematica e os alunos devem ser conduzidos a apreciar
a beleza presente tanto na exatiddo dos calculos quanto no rigor expressivo do texto
poético. Finalmente, uma terceira razdo é que a Matematica propicia a compreensao,
utilizacdo e criacdo das tecnologias digitais de informacdo e comunicacio (SAO
PAULO, 2019, p. 8).

Este documento apresenta a nova proposta do curriculo paulista, em consonancia com

a BNCC (Base Nacional Comum Curricular), a qual

“entende que o desenvolvimento dos processos matematicos potencializa o
desenvolvimento de  competéncias fundamentais para o letramento
matematico(raciocinio, representacdo, comunicacdo e argumentacdo) e para o
desenvolvimento do pensamento computacional e, assim, garantir o
desenvolvimento de competéncias especificas, conforme registro no documento
oficial.” (SAO PAULO, 2019, p. 16)

A BNCC, diferente da proposta do Curriculo do Estado de S&o Paulo, apresenta cinco
unidades tematicas, que orientam a formulacao das habilidades a serem desenvolvidas durante
o Ensino Fundamental, sendo elas: NUmeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas e

Probabilidade e Estatistica.

No Ensino Fundamental — Anos Finais, os estudos de Algebra retomam, aprofundam
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e ampliam o que foi trabalhado no Ensino Fundamental — Anos Iniciais. Nessa fase,
os alunos devem compreender os diferentes significados das variaveis numéricas em
uma expressdo, estabelecer uma generalizacdo de uma propriedade, investigar a
regularidade de uma sequéncia numérica, indicar um valor desconhecido em uma
sentenca algébrica e estabelecer a variagdo entre duas grandezas. E necessério,
portanto, que os alunos estabelecam conexdes entre variavel e funcdo e entre
incognita e equacdo. As técnicas de resolucdo de equacdes e inequagdes, inclusive
no plano cartesiano, devem ser desenvolvidas como uma maneira de representar e
resolver determinados tipos de problema, e ndo como objetos de estudo em si
mesmos. (BRASIL, 2019, p. 270)

O tema funcBes aparece na unidade Algebra. No 9° ano, tem como proposta de
conteddo:

a) Funcdes: representacGes numeérica, algébrica e gréafica.

b) Razdes entre grandezas de espécies diferentes.

c) Grandezas diretamente proporcionais e grandezas inversamente proporcionais.

Habilidades esperadas:

a) Compreender as funcGes como relagdes de dependéncia univoca entre duas
variaveis e suas representacdes numérica, algébrica e gréfica e utilizar esse conceito para
analisar situacdes que envolvam relagBes funcionais entre duas variaveis.

b) Resolver situacdes-problema que envolvam a razdo entre duas grandezas de
espécies diferentes, como velocidade e densidade demografica.

c) Resolver e elaborar situagOes-problema que envolvam relagbes de
proporcionalidade direta e inversa entre duas ou mais grandezas, inclusive escalas, divisdo em
partes proporcionais e taxa de variacdo, em contextos socioculturais, ambientais e de outras
areas.

Para o Ensino Médio, a BNCC, propoe “a ampliacdo e o aprofundamento das
aprendizagens essenciais desenvolvidas nos anos finais do Ensino Fundamental, e que para o
estagio seguinte, possibilite ao estudante construir uma visao mais integrada da Matematica,
ainda na perspectiva de sua ampliacdo a realidade” (SAO PAULO, 2019, p. 76).

E ainda propde o desenvolvimento de cinco competéncias especificas para Matematica
e suas tecnologias, para o Ensino Médio:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar
situacBes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das
Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioeconémicas ou tecnoldgicas,
divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacéao geral.

2. Propor ou participar de a¢des para investigar desafios do mundo contemporaneo e
tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas
sociais, como os voltados a situagdes de salde, sustentabilidade, das implicacdes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,
procedimentos e linguagens proprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
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analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solucbes propostas, de
modo a construir argumentacdo consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.),
na busca de solucdo e comunicacédo de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao de
padrdes, experimentacBes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou
ndo, de uma demonstragdo cada vez mais formal na validagdo das referidas
conjecturas. (BRASIL, 2019, p. 533)

Para 0 Ensino Médio, sdo varias as possibilidades de organizacao curricular propostas
pela BNCC; uma delas é por unidades similares aquelas que descrevemos para 0 Ensino
Fundamental, que podem ser, entre outras, Nimeros e Algebra, Geometria e Medidas, e
Probabilidade e Estatistica. Destacamos a apresentada na unidade Algebra, que é a que

compreende o estudo sobre Fungdo, com negrito nas partes mais pertinentes a essa tematica:

NUMEROS E ALGEBRA

HABILIDADES

Interpretar taxas e indices de natureza socioeconémica (indice de desenvolvimento
humano, taxas de inflacdo, entre outros), investigando os processos de calculo desses

nlumeros, para analisar criticamente a realidade e produzir argumentos.

Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execucdo e na analise de acOes
envolvendo a utilizacdo de aplicativos e a criacdo de planilhas (para o controle de
orcamento familiar, simuladores de calculos de juros simples e compostos, entre outros),

para tomar decisoes.

Interpretar criticamente situacGes econdmicas, sociais e fatos relativos as Ciéncias da
Natureza que envolvam a variacdo de grandezas, pela anélise dos graficos das fungdes

representadas e das taxas de variagdo, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Construir modelos empregando as funcbes polinomiais de 1° ou 2° graus, para resolver

problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Converter representacdes algébricas de funcbes polinomiais de 1° grau em
representacfes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais 0
comportamento € proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de algebra e

geometria dindmica.

Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas variaveis
numeéricas, usando ou ndo tecnologias da informacao, e, quando apropriado, levar em conta

a variacao e utilizar uma reta para descrever a relagao observada.

Converter representacfes algébricas de funcGes polinomiais de 2° grau em
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representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma
variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou ndo a

softwares ou aplicativos de algebra e geometria dindmica, entre outros materiais.

Investigar relacGes entre nimeros expressos em tabelas para representad-los no plano
cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e expressar
algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa representacdo € de fungdo

polinomial de 1° grau.

Investigar relacGes entre nimeros expressos em tabelas para representad-los no plano
cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e expressar
algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa representacdo € de fungdo

polinomial de 2° grau do tipo y = ax®.

Investigar pontos de maximo ou de minimo de funcBes quadraticas em contextos
envolvendo superficies, Matemética Financeira ou Cinematica, entre outros, com apoio de

tecnologias digitais.

(BRASIL, 2019, p. 543. Grifos nossos)

A BNCC destaca a possibilidade de adotar outras organizac6es, condizentes com as

demandas proprias dos sistemas de ensino e das escolas. E, ainda, que

“¢ fundamental preservar a articulacdo, proposta nesta BNCC, entre os varios
campos da Matematica, com vistas & construcdo de uma visdo integrada de
Matematica e aplicada a realidade. Além disso, é importante que os saberes
matematicos, do ponto de vista pedagogico e didatico, sejam fundamentados em
diferentes bases, de modo a assegurar a compreensdo de fendmenos do préprio
contexto cultural do individuo e das relagBes interculturais” (BRASIL, 2019, p.
542).

Percebe-se, portanto, que na BNCC, também se tem a preocupagdo em construir
significativamente o conceito a ser estudado durante o processo de aprendizagem, e que essa

construcdo deve ser feita desde os anos iniciais do Ensino Fundamental até o Ensino Medio.
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3 UMA PROPOSTA DE ENSINO PARA FUNCOES

Como ja descrito nos capitulos anteriores, o ensino de fungdes é fundamental para a
aprendizagem matematica, uma vez que este conceito € importante para a compreensao e
estruturacdo do pensamento matematico.

Com essa ideia, serd lancada, neste capitulo, uma proposta de abordagem de fungdes
como instrumento auxiliar para o professor em sala de aula, tendo como publico-alvo o aluno
do Ensino Médio. Escolheu-se esta etapa pelo fato de que, segundo os curriculos oficiais, 0
contetdo de funcgdes se faz mais especifico e aprofundado no decorrer de todo o Ensino
Médio. N&o se pode deixar de lado que este conceito, como apresentado neste trabalho, é
estudado ja de forma explicita ou implicita no decorrer de todo o Ensino Fundamental, ou
seja, de certa forma o aluno ja estd inserido no contexto de fungdes, por meio de estudos
prévios acerca das nocdes de varidveis, relacGes, graficos, tabelas, etc. Em relacdo a isso, a
BNCC:

“propde colocar em jogo, de modo mais inter-relacionado, os conhecimentos ja
explorados na etapa anterior [Ensino Fundamental], a fim de possibilitar que os
estudantes construam uma visdo mais integrada da Matematica, ainda na perspectiva
de sua aplicagdo a realidade” (BRASIL, 2019, p. 527).

Nesta secdo, sera levada em conta a formagédo histérica do conceito de funcéo, pois
como ja dito no capitulo 1 deste trabalho, a abordagem histérica mostra ao aluno (e ao
professor) que essa defini¢do passou por transformacdes, de acordo com o grande esforco e
dedicacdo de matematicos que contribuiram para que este conceito chegasse ao modo como 0
conhecemos hoje, tendo aplicabilidade em varias areas, dentro e fora da Matematica.
Acredita-se que, quando um contetdo é trabalhado, ndo deve ser apenas lancado aos alunos,
como vimos em Rodrigues (2007), de forma tradicional, ou seja, expondo o conteudo com
certa imposicao, fornecendo um exemplo e langando varios exercicios, esperando que o aluno
tenha dominio em sua resolucdo, de forma mecanizada e decorada. Pretende-se fazer o aluno
protagonista de sua propria formacdo e conhecimento, levando 0 mesmo a construir o
conhecimento através da andlise de problemas e do pensamento l6gico-matematico.

Também sera considerado aquilo que o aluno ja traz consigo em aprendizagens
anteriores, ou seja, partindo de seu conhecimento prévio, importante para a constru¢do do

novo.

De acordo com Ausubel, o que o aluno ja sabe - a ideia-ancora, na sua denominagéo
- é a ponte para a construcdo de um novo conhecimento por meio da reconfiguracéo
das estruturas mentais existentes ou da elaboracdo de outras novas. Quando a crianga
reflete sobre um conteldo novo, ele ganha significado e torna mais complexo o
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conhecimento prévio. Para 0 americano, 0 conjunto de saberes que a pessoa traz
como contribuicdo ao aprendizado é tdo essencial que mereceu uma citagdo
contundente, no livro Psicologia Educacional: "O fator isolado mais importante
influenciando a aprendizagem é aquilo que o aprendiz ja sabe. Descubra isso e
ensine-o de acordo”. (https://novaescola.org.br/conteudo/1510/conhecimento-previo)

E de acordo com a nova BNCC:

Em continuidade a essas aprendizagens [do Ensino Fundamental], no Ensino Médio
o foco é a construcdo de uma visao integrada da Matematica, aplicada a realidade,
em diferentes contextos. Consequentemente, quando a realidade é a referéncia, €
preciso levar em conta as vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino Médio —
impactados de diferentes maneiras pelos avangos tecnoldgicos, pelas exigéncias do
mercado de trabalho, pelos projetos de bem viver dos seus povos, pela
potencialidade das midias sociais, entre outros.

Diante dessas consideragdes, a area de Matemdtica e suas Tecnologias tem a
responsabilidade de aproveitar todo o potencial ja constituido por esses estudantes
no Ensino Fundamental, para promover a¢6es que ampliem o letramento matematico
iniciado na etapa anterior. Isso significa que novos conhecimentos especificos
devem estimular processos mais elaborados de reflexdo e de abstracdo, que déem
sustentacdo a modos de pensar que permitam aos estudantes formular e resolver
problemas em diversos contextos com mais autonomia e recursos matematicos.
(BRASIL, 2019, p. 528)

A proposta sera voltada para o ensino de funcBes, mais especificamente das
funcdes:polinomial do segundo grau, exponencial e logaritmica para a 12 série do Ensino
Médio. Em funcdo da sequéncia aqui apresentada, espera-se que o professor, leitor deste
trabalho, analise a realidade da escola e da comunidade em que a mesma esté inserida e faca
adaptacdes de acordo com esta realidade. Ao longo desta sequéncia, serdo apontados 0s
aspectos fundamentais sobre fungdes, que ndo poderdo deixar de ser trabalhados, em relagéo
ao estudo que foi realizado nos capitulos anteriores, sobre as diretrizes curriculares para esse

conteudo.

3.1 A SEQUENCIA DIDATICA PROPOSTA

Segundo Pais (2002, p. 102) “Uma seqliéncia didatica é formada por um certo nimero
de aulas planejadas e analisadas previamente com a finalidade de observar situacdes de
aprendizagem, envolvendo os conceitos previstos na pesquisa didatica.

Elaboramos uma sequéncia para ser trabalhada em 8 aulas. Importante ressaltar que
esse tempo pode ser menor ou maior, observando que as turmas ndo sao homogéneas para o
tempo de aprendizagem. De acordo com Ausubel (2003), também se deve alterar esse tempo,
para que a aprendizagem seja significativa e incorpore 0s conhecimentos previos trazidos
pelos alunos, ou no caso de sua auséncia, que outros conhecimentos esperados e mais

fundamentais para a compreensdo da nogéo de fungdo também possam ser construidos.
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Na aula 1, pretende-se apresentar ao aluno a ideia de fungdo, porém sem uma
definicdo formal, ou seja, apresentar ao aluno uma situacdo casual do cotidiano onde este
conceito esta presente.

Na aula 2, insere-se a Historia da Matematica como ferramenta auxiliar para o
processo de aprendizagem de funcdo, para que o aluno entenda que todo contetdo estudado
foi elaborado por anos e anos até chegar a forma como nos é apresentada atualmente.

Na aula 3, apresenta-se a nocdo de funcdo como um caso especial de relagdo entre
conjuntos.

Na aula 4, apresenta-se ao aluno a representagdo de um par ordenado (X, y) no plano
cartesiano, afim de que se construa, no momento oportuno, as representacdes graficas das
funcoes.

Na aula 5, da-se um enfoque especifico a funcdo polinomial do segundo grau, a partir
de uma situacdo-problema.

Na aula 6, apresenta-se a solucdo da situacdo-problema da aula anterior, utilizando a
ideia de funcdo como ferramenta de resolucéo.

Na aula 7, da-se a defini¢do e calculo do vértice de uma parabola.

Na aula 8, apresenta-se os pontos de maximo e minimo, como ferramenta para
resolucéo de situacOes problemas.

Assim, apresentamos abaixo cada aula proposta, explicada de forma que o professor

leitor deste trabalho possa utiliza-la como base para o ensino de funcéo.

3.1.1 AULA 1 - CONHECER E ENTENDER O TERMO FUNCAO

O objetivo desta aula é apresentar ao aluno a ideia de funcéo, porém, inicialmente, sem
uma definicéo formal.
Considerando o estudo sobre fungdes realizado nos capitulos anteriores, o professor
inicia a aula colocando seu objetivo: compreender 0 conceito de funcdo e sua aplicacdo. O
professor langa aos alunos a indagacao, através de uma roda de conversa, a respeito do que 0s
mesmos ja conhecem ou se lembram sobre a palavra “fun¢ao”, dentro ou fora da Matematica.
Pela experiéncia deste professor em sala de aula, espera-se algumas possiveis respostas dadas
pelos alunos a respeito desta questdo, entre elas:
e E algo que tem utilidade para fazer alguma coisa. Exemplo: “A fungio do

microondas é aquecer a comida”;
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e E quando se tem um cargo. Exemplo: “A fun¢do do faxineiro é deixar tudo
limpo”;
e Funcdo é desempenhar uma tarefa. Exemplo: A funcao do goleiro é defender o

gol.

Diante das colocacGes apresentadas, pode-se perceber se os alunos se retém a funcéo
enquanto o sentido de desempenho de tarefas ou trabalhos. Entdo o professor pode solicitar
que consultem em um dicionario, que pode ser on-line, o significado de funcéo.

Neste caso, podem encontrar as seguintes defini¢coes:

Funcéo [Lat. functione] sf. 1. Acdo propria ou natural dum o6rgdo, aparelho ou
maquina. 2. Cargo, servigo, oficio.3. Pratica ou exercicio da funcdo. 4. Utilidade,
serventia. (...) 8.Mat. Relagdo entre dois ou mais conjuntos, definida por uma regra
que associa, a cada elemento de um conjunto, ndo mais de um elemento determinado
do outro. (FERREIRA, 2010, p.366, grifos do autor)

O professor pode explorar que as definicdes dadas pelos alunos ndo estdo erradas,
porém, como mostra o dicionario, em Matematica ela tem um sentido especial e questionar
aos alunos o que entendem por relacdo de correspondéncia. O que pode levar os alunos a
relacionar correspondéncia com aquilo que fazemos nos Correios: mandar uma
correspondéncia a alguém. Nesse caso, o professor pode aproveitar e utilizar essa ideia,
partindo do ponto de que, quando mandamos uma correspondéncia a alguém, ha uma relacéo
entre quem manda e quem recebe, ou seja, hd uma “liga¢do” entre as partes. A partir desse
ponto de vista o professor pode lancar a ideia de que funcdo estd ligada a relacdo entre
conjuntos, ou seja, um que “manda” (variavel independente) e outra que “recebe” (varidvel
dependente).

Neste caso, o0 professor pergunta sobre a ideia de conjunto, permitindo que os alunos,
assim como anteriormente, fiqguem livres para dizerem o que conhecem. Novamente, tendo
como recurso o dicionario, os alunos podem encontrar a seguinte definicao:

()

[MAT] Conceito primitivo, de dificil precisdo e defini¢do, que corresponde a ideia
intuitiva de reunido, cole¢do ou agrupamento de objetos ou elementos, determinados
e diferenciaveis, proprios da realidade exterior ou oriundos das construgbes do

pensamento.
(...) (http://michaelis.uol.com.br/busca?r=0&f=0&t=0&palavra=conjunto)

A partir dai, o professor lembra aos alunos que, em Matematica, conjunto é o
agrupamento de elementos com caracteristicas em comum. Como exemplo, pode indagar

sobre 0s que ja estudaram nos anos anteriores: conjunto dos nimeros naturais, inteiros, etc, ou
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outros de objetos diferentes: por exemplo, o conjunto de alunos dessa classe.

Refletido sobre essa definicdo, o professor lanca a seguinte proposta: “Vamos

considerar a seguinte situacdo: a quantidade de litros de combustivel a ser comprado e o preco

a ser pago, tendo em conta o preco por litro. Como estas duas grandezas estdo relacionadas

numa correspondéncia?” Espera-se que os alunos percebam que quanto mais litros se

compram, mais se paga, ou seja, o professor pode construir a tabela abaixo e pedir aos alunos

que a completem:

Combustivel (em litros) Preco a ser pago (em reais)

1 2,25
2 4,50

2,5 5,625
5 11,25

5,8 13,05
10 22,5
X

Nesse caso, o professor pede aos alunos que expliguem como chegaram aos resultados

dos valores a serem pagos, 0 que Se espera que 0S mesmos percebam que basta multiplicar a

quantidade de litros de combustivel pelo preco de cada litro, e ainda que representem essa

expressdo na forma algébrica, situacdo em que o professor pode ir mediando para que 0s

préprios alunos cheguem a expressdo, com questdes do tipo:

Questdes

Respostas esperadas

O que se é conhecido nessa situagdo?

O preco do litro do combustivel

O que precisamos, primeiramente, para saber

guanto sera pago?

Quantos litros se quer comprar

Entéo, j& que a quantidade de litros é desconhecida,

como podemos representa-la?

Por x. (ou por qualquer outra letra que se
queira representar a quantidade -

“ _

poderia ser “q”, por exemplo).6

Sabendo quantos litros se quer, como sei 0 quanto

pagarei?

Multiplica o quanto comprou por 2,25

Entdo, como podemos expressar essa relacdo, para

Seré pago 2,25.x (ou 2,25.q)

® Nessa etapa o professor pode inserir o termo variavel, ja que a quantidade de litros comprada pode ser o quanto

for preciso.
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que seja permitido calcular o quanto sera pago para
qualquer quantidade comprada?

Esta situacdo foi escolhida porque é bastante usual na vida pratica das familias urbanas
e realista, uma vez que em postos de combustiveis, € comum se comprar quantidades
fracionadas (ndo inteiras) de litros, para se completar certo valor do preco a pagar. Assim, este
exemplo parece mais apropriado, pois d& margem a um estudo de variabilidade mais
detalhado, dentro do conjunto de valores a serem comprados (ndo ficando restrito, como em
outras situacdes, a quantidades inteiras e positivas de certos objetos).

Apos essa andlise, cabe definir varidvel dependente e independente, que pode ser
descoberta pelos proprios alunos. Neste caso, o professor podera destacar, apds a
argumentacdo dos alunos, que o preco total a ser pago € a variavel dependente e a quantidade
de combustivel, a independente, e questionar aos alunos o porqué, situacdo em que se espera
que os alunos percebam que sé se sabe o quanto se pagard depois que se sabe o quanto
comprara (o que normalmente os alunos acabam percebendo, tendo em vista a experiéncia
deste professor em sala de aula).

E, para finalizar, o professor pode questionar por que a varidvel independente esta
representada por x (ou q) e a dependente ainda ndo recebeu uma “letra”, e se ¢ importante que
esta também tenha uma identificacdo. Nesse caso, espera-se que os alunos digam que sim, ja
gue se tem construida uma relacdo entre elas. Entdo, podemos escrever x para a variavel
independente e y para a dependente (ou p, se quiserem se referir a0 preco a ser pago), e
concluir que y (ou p) depende de x (ou q) para existir, ou para ser descoberto o seu valor.
Outra ideia importante é destacar a no¢do de variagdo: espera-se que 0s alunos concluam,
apos indagacbes do professor, que, conforme se varia a quantidade de litros comprada, o
preco varia também, proporcionalmente. Caso eles ndo se lembrem da nocdo de
proporcionalidade, o professor pode fazer perguntas que os aproxime da mesma e, caso ndo
consigam, ele pode recordar sobre este termo.

Nesta primeira aula, buscou-se realizar uma conversa com os alunos a respeito da ideia
de relacdo entre conjuntos e funcdo, sem dar definicOes teoricas diretas, mas sim partindo do
conhecimento prévio dos alunos e uma experiéncia do cotidiano, para que 0S mMesmos
percebam e reflitam que a funcdo esta presente no seu dia a dia e que a usam sem mesmo se

darem conta.
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3.1.2 AULA 2 - ORIGEM DA IDEIA DE FUNCAO

O objetivo desta aula é apresentar aos alunos um pouco da Historia da Matematica, de
forma sucinta para que compreendam gque a Matematica, assim como as demais ciéncias vem
sendo construida desde a Antiguidade.

O professor pode iniciar esta aula lembrando o exercicio feito na aula anterior e
questionar: “Vocés acham que a ideia de funcdo, como foi utilizada nessa atividade, sempre
existiu ou foi construida de alguma forma?”.

O professor pode iniciar uma roda de conversa a respeito do que os alunos pensam
sobre a evolugéo deste conceito, bem como sobre quando acham que se deu sua origem e
guanto tempo levou para se chegar a uma definicdo matematica que é aceita hoje, ao longo
dos tempos. Pode-se concluir com a leitura e apresentacdo do quadro resumido da evolucéo
do conceito, na pagina 7, deste trabalho, explicando para os alunos alguns detalhes sobre essas
informagdes e respondendo a eventuais duvidas que eles possam ter.

Para dar mais significado histdrico ao que foi discutido, o professor pode apresentar o
problema descrito por Eves (2004), conforme colocado na pagina 4 deste trabalho, que se
trata de um dos problemas referentes as tabelas sexagesimais de quadrados e de raizes
quadradas dos babilénicos, sugerindo que os alunos fagcam sua resolugdo usando os
conhecimentos matematicos que ja possuem, sem se preocuparem com possiveis erros que
possam cometer, como forma de desafio aos mesmos. Com o desafio deste problema, o
professor pode ajudar os alunos a refletirem sobre o instinto de funcionalidade que ja havia
entre esse povo, sendo tomada esta nogdo, como “fungdes tabeladas”.

Eis o problema:

(@) O carater algébrico dos problemas geométricos babil6nicos fica ilustrado pelo
seguinte, encontrado numa tabula de Strasburgo que data de 1800 a.C.,
aproximadamente. “Uma area A, que consiste na soma de dois quadrados, é 1000. O
lado de um dos quadrados é 10 menos do que 2/3 do lado do outro quadrado. Quais
os lados do quadrado?” (Eves, 2004, p.79).

O professor pode mediar a leitura e interpretacdo deste problema para que os alunos

descubram uma das possiveis solucdes, usando o conhecimento algébrico que ja possuem:
. . ~ . 2
Temos dois quadrados cujos lados sdo desconhecidos: x e 3X— 10.

Assim, temos que: a soma da area dos dois quadrados é:
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2 2
<§x - 10) +x%2 =1000

Desenvolvendo o produto notavel: %xz - ?x + 100 +x2 —1000=0

Exz—%x—%o:o

Agrupando termos semelhantes: 5

Reduzindo ao denominador comum: 13x% — 120x — 8100 = 0

Resolvendo a equacao: A= 120% —4.13.(-8100)
A= 14400 + 421200
A= 435600
X, = 1202-2660 =30
%o = 120— 660 ~ 20,76

26

Como se trata de medida, convem apenas o resultado natural 30. Logo os lados desses
quadrados sdo 10 e 30 (x=30 e %x — 10 =20 - 10=10).

Pode-se observar com os alunos que resolver esse problema equivale a estudar para
quais x, 0s valores da funcéo f(x)=13x*— 120x — 8100 se tornam iguais a zero.

Como seré que os povos de 1800 a.C. resolviam este problema?

Fazendo variar valores de x numa tabela, pode-se encontrar os valores do outro lado e
ver 0 que acontece com as areas. Na verdade, eles tinham um modo de propor uma solucao
inicial e irem se aproximando da solucdo verdadeira por diferencas, fazendo diminuir cada
vez mais 0 erro da solugdo. Mas ndo vamos entrar nestes detalhes aqui. Pode-se, neste
momento, construir uma tabela, com o auxilio da calculadora, com os valores dos quadrados

somados, e ver quando eles se aproximam de 1000:

X gx 10 A=x+(2x - 10)?

10 | 2-10=-3333 | A=l

11 % —10=—2,666 A=128,1

12 |2 _19=—2 A=148
3

15 [ ¥ _10=0 A=225
3

20 ? —10~3,333 A=411,1
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25 50 10 ~6.666 A~669,43
3 ,

30 60 _ 10=10 A=1000
3

35 2_10z13333 A=1402,77
3 ,

Ao final, fazer um levantamento da conversa, com questfes pertinentes, como:
e \Vocés j& tinham pensado que a Matematica também tem uma historia?
e Vocés acham importante conhecer a origem e transformacéo historica do que
se estuda em matematica? Justifique.
A partir dai, levar os alunos a perceberem o quanto é importante saber que as pessoas
pensavam em modos diferentes de resolver os problemas matematicos, em outras épocas, e
também entendam a necessidade e 0 contexto em que os termos “variagdo”, “variavel

dependente”, “variavel independente” e “fun¢do” foram construidos e de que forma evoluiu

para chegar ao modo como sao utilizados hoje.

3.1.3 AULA 3 - DEFINICAO DE FUNCAO COMO RELACAO ENTRE CONJUNTOS

O objetivo desta aula é, a partir do levantamento histérico lido com os alunos e da
no¢do intuitiva de funcdo dada na aula 1, apresentar a definicdo de funcdo como um caso
especial de relacdo entre conjuntos.

O professor retoma com os alunos a situacdo-problema da aula 1, especialmente a
tabela montada com a quantidade de litros comprados e o valor a ser pago. A partir dai 0
professor faz as seguintes indagacdes: “E possivel que uma pessoa pague valores diferentes
pela mesma quantidade de combustivel, sem que haja alteragdo no valor do prego por litro”?
“E ¢€ possivel que se pague o mesmo valor comprando quantidades diferentes de combustivel,
sem que haja alteragdo no prego do litro”? Os alunos perceberao que ¢ impossivel. Com isso,
o professor pode definir funcdo, como estd definido por Giovanni et al (2015), conforme

apresentamos no capitulo 1 deste trabalho:

Dados dois conjuntos ndo vazios, A e B, e uma correspondéncia f que associa 0s
elementos de A com os elementos de B, dizemos que f é uma funcdo de A em B
quando cada elemento x de A estd associado, por f, a um Unico elemento y de B.
(Giovanni et al, 2015, p.54, grifos dos autores).

Com essa defini¢do, o professor pode construir o diagrama de Venn (Figura 8) para mostrar

aos alunos essa associac¢ao dos elementos um a um:
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Figura 8 — Diagrama de Venn

Fonte: Construcéo nossa

Onde A é o conjunto da quantidade de combustivel a ser comprada, e B 0 pre¢o a ser
pago.
A partir dai o professor retoma a equacdo que define essa situacdo-problema, de onde
trard a lei de formagdo. Relembrando os alunos sobre a situacdo compartilhada na aula 1,
temos que:
y=225.X

Como visto, a variavel dependente (y) depende da varidvel independente (x), assim o
professor destaca aos alunos que y depende, ou seja, é dado em funcdo de x, com isso
apresenta a notacdo

y=f(x) =2,25.x

O professor reforca, nesse momento, que para cada valor de X, ha seu valor
correspondente y, ou seja, temos uma relacdo (ou correspondéncia)(x,y)ou (x, f(x)), onde
representamos cada solugéo possivel desta situacdo, e ainda, destaca que os valores assumidos
pela variavel independente (x) esta no conjunto dominio da fungéo e os valores assumidos por
sua respectiva variavel dependente (y), formam; o conjunto imagem da fungéo.

Com essa aula, o professor ja apresenta aos alunos:

e A definicdo de funcdo como é tratada nos livros didaticos;

e O diagrama de Venn como elemento representativo de uma situagao-problema;

e A lei de formagéo de uma funcdo;

e A representacdo da solucdo por meio do par ordenado (X, y), que sera reforcado
na proxima aula;

e A ideia de conjuntos, dominio e imagem de uma funcéo.
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Consideramos importante que o professor enfatize a definicdo proposta sobre funcao,
como relacdo entre conjuntos, grandezas, etc, e que fique visivel para o aluno que as tabelas,

diagramas de Venn, graficos, pares ordenados, sdo apenas modos de se representar as funcdes.

3.1.4 AULA 4 - PAR ORDENADO E PLANO CARTESIANO

Esta aula tem como objetivo apresentar aos alunos a representacdo dos valores de x e
seus correspondentes valores de y por meio de pares ordenados e, consequentemente, sua
representacdo no plano cartesiano.

O professor retoma o caso da situacdo-problema exposta na aula 1, e suas possiveis
solucdes apresentadas na tabela e no diagrama de Venn. Sugere aos alunos uma outra forma
de representacdo da correspondéncia dos valores entre x e y: os pares ordenados, como
mencionado na aula anterior. O professor sugere aos alunos relembrarem e refletirem sobre o
que é um par ordenado e como se da sua representacdo. Espera-se que os alunos se lembrem
da relacdo (x, y), como representacdo da solucdo do problema proposto. Nesse caso, teriamos
como solugbes: (1; 2,25), (2; 4,50), (3; 6,75) e assim por diante.Apds esta analise, o professor
entrega aos alunos uma folha de papel quadriculado e retoma a construcdo de um plano
cartesiano, sugerindo a construcdo, a lapis, inicialmente, pelos alunos, e acompanhando o
andamento da mesma. Em seguida, relembra sobre os quadrantes do plano cartesiano e 0s
sinais dos valores assumidos por x e y em cada um desses quadrantes (Figura 9), para que
possam analisar quais serdo suficientes construir para localizar os pontos no plano cartesiano.
Cabe aqui lembrar a nomenclatura de cada eixo: x como sendo eixo das abscissas e y, das
ordenadas. O professor, com a participacdo dos alunos, constroi o plano cartesiano no quadro

e marca os sinais das variaveis em cada quadrante, como segue abaixo:

Figura 9 — Plano cartesiano com os quadrantes e sinais das variaveis.

F %

2° guadrante 19 guadrante
(-4 (+,+

"x

3% guadrante 4 guadrante
(-] (+-)

Fonte: Disponivel em: https://www.somatematica.com.br/emedio/retas/retasl.php. Acesso em 12/10/2019
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Partindo das discussdes realizadas, o professor leva os alunos e refletirem sobre
qual(is) quadrante(s) € suficiente construirem para essa situacdo-problema. Espera-se que 0s
alunos percebam que apenas o 1° quadrante é suficiente, uma vez que tanto os valores de X,
quanto os valores de y admitem apenas nimeros positivos, incluindo o zero, como solucgéo,
por se tratar de quantidades (x) e valor pago (y).

Apos, o professor pergunta aos alunos sobre possiveis dificuldades encontradas para a
construcdo, se houve davidas, se lembraram a disposicdo dos eixos e retoma no quadro a
construcdo do mesmo.

Apos isto, o professor sugere que os alunos marquem o0s nimeros em cada eixo, e
localizem cada par ordenado, sempre supervisionando e sanando as dificuldades dos mesmos.

Ao marcar 0s pontos, o professor questiona aos alunos se, nessa situacéo, é permitido
ligar os pontos da representacdo grafica, quando se espera que os alunos percebam que:

e Sim, pois qualquer nimero decimal, a partir do zero, pode ser considerado
como solucdo do problema dado na aula 1.
e Sim, mas apenas no 1° quadrante, como ja observado anteriormente.

E, vale destacar, que é necessario um limite nessa situacdo, uma vez que o tanque do
carro tem uma capacidade limitada.

Com essa aula pretendemos apresentar e relembrar aos alunos a constru¢do de um
plano cartesiano e a localizacéo dos pares ordenados no mesmo.

Com essa situacdo-problema levantada, o professor ja pode inserir o tratado sobre

funcdo afim, do tipo y = ax+ b.

3.1.5 AULA 5" - FUNCAO POLINOMIAL DO SEGUNDO GRAU

Como mencionado anteriormente, pretende-se dar enfoque a fungdo polinomial do
segundo grau nesta proposta de ensino.

Nesta aula, tem-se como objetivo levar o aluno a resolver uma situagdo-problema, por
meio de uma funcgéo do segundo grau.

O professor langa como proposta de resolucéo o seguinte problema:

“Seu Jodo, deseja fazer um cercado retangular em seu terreno, aproveitando um muro

como parte de um dos lados desse cercado. O restante do cercado serd completado

com 34 metros de uma cerca de arame, conforme a figura abaixo. Quais deverdo ser

” Aqui continuamos na contagem em sequéncia, mas ressaltamos que algumas aulas entre a 4 e a 5, o professor
utilizara para aprofundar contetdos sobre a funcao afim e propor outros exercicios adicionais aos alunos.
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as dimensdes do cercado retangular de maior area possivel que o proprietario podera

construir?” (Figura 10)

Figura 10 — Cercado

X+6

Y Y

— ]

X 4]

Fonte: Construgdo nossa

Lancado o desafio, o professor pede aos alunos que resolvam essa situacdo da forma
que preferirem, utilizando os conhecimentos algébricos que ja possuem. Pode propor algumas
sugestBes sobre como anotar os valores possiveis das dimens@es, levando em conta a
guantidade de arame que se possui, e pode sugerir que seja feita uma tabela com essas opcdes
de valores. Metodologicamente falando, essa pratica procura levar o aluno a aquisicdo de
procedimentos para resolucdo de problemas e construcdo de um novo conhecimento
matematico.

O professor espera algum tempo para que os alunos discutam o problema em grupos e
tentem resolvé-lo, acompanhando o andamento. Apds cerca de 30 minutos de discussdo, pode
colocar na lousa as ideias dos alunos para resolver, mesmo que ndo alcancem totalmente a
solugdo. Espera-se que os alunos tenham, dentre outras formas de resolucdo, organizado as

informagdes em uma tabela, como abaixo:

X | 2x+2y+6=34| y | x+6 | Area
1| 2y+8=34 |[13]| 7 91
2 2y+10=34 12 8 96
3 2y+12=34 11 9 99
4 2y+14 =34 10 10 100
5

6

2y+16=34 | 9 | 11 | 99
2y+18=34 | 8 | 12 | 9

Ou seja, a maior area possivel é 100, com x = 4.



72

Em seguida, pergunta aos alunos, levando em conta o que foi aprendido nas aulas
anteriores, o que seria uma fungdo do segundo grau. Espera-se que os alunos associem o nome
as equacdes do segundo grau, onde o professor apresentara que ¢ uma funcéo do tipo

y =f(x) =ax® + bx +c,

onde a, b e ¢ séo os coeficientes, porém com a # 0.

Neste momento o professor podera questionar por que o coeficiente a ndo pode
assumir o valor 0, quando se espera que os alunos percebam que caso a seja 0, a funcgéo
assume a forma

y = f(x) = 0x* + bx + ¢ = bx + ¢,

ou seja, passa a ser uma funcéo afim.

Retomando o problema, o professor pode questionar se a area expressa € uma funcao
de algum desses tipos e discutir sua solucdo, na aula seguinte.

3.1.6 RESOLUCAO DA SITUACAO-PROBLEMA PROPOSTA

Apos refazer um levantamento das possiveis solucBes apresentadas pelos alunos, o
professor propde a resolucédo do problema da seguinte maneira:
Considerando que se possui 34 metros de arame, temos:

6+x+x+y+y=34

2X+2y+6=34
2x+2y =287
Xx+y=14
y=14-x

Para a area da regido cercada, temos:

Area do retangulo = (x + 6) .y = (x + 6) . (14 —x) =— x> + 8x + 84

Dai, temos a funcdo f(x) = — X* + 8x + 84.

A partir da funcdo encontrada, o professor pergunta aos alunos como sugerem
encontrar a maior area. Diante de nossa experiéncia em sala de aula, os alunos podem néo
encontrar uma “saida” para esse problema, entdo o professor pode propor a constru¢do de
tabela para que atribuam valores a varidvel x e vejam 0 que acontece.

O professor constroi, com os alunos, a tabela abaixo e preenche atribuindo valores a x

e descobrem o seu respectivo valor em y formando, assim, o par ordenado (X, y):
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X — x>+ 8x + 84 y )

0 ~0°+8.0+84 84 (0, 84)
2 —2°+82+84 96 (2, 96)
4 —4°+84+84 100 (4, 100)
6 —6°+86+84 96 (6, 96)

ApoOs esses valores serem construidos, o professor questiona aos alunos o que
perceberam em relacdo aos valores de y, dados os valores a x. Espera-se que os alunos
percebam que os valores de y aumentaram até certo ponto, diminuindo logo em seguida. O
professor pede aos alunos que reflitam e concluam o que isso significa na resolucdo do
problema proposto. Espera-se que os alunos percebam que h4 um valor méximo atribuido a y.

Ap0s essa observacgdo, o professor sugere aos alunos acrescentem mais valores a tabela
e que passem esses valores obtidos para um plano cartesiano, em papel quadriculado e que
tracem a figura obtida no plano e pede que comparem com o que se formou na funcéo afim e
questionar se sdo as mesmas formas, 0 que mudou? Espera-se que os alunos observem que,
diferentemente da funcdo afim, essa representacdo grafica tem um formato parabolico (Figura
11)

Figura 11 — Representacdo grafica da fungdo f(x) = — x* + 8x + 84

Fonte: Construgdo nossa

E investiguem em que valores de x e y, a representacéo grafica obteve este ponto mais
alto. Neste caso, os alunos observam que 0 ponto mais alto desta parabola esta em (4, 100), ou
seja, 0 valor de x para que esse cercado tenha a maior area possivel € 4. Logo, conclui-se que

as dimensGes deste cercado, para alcangar a maxima area, séo:
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X+6=4+6=10ey=14—x =14 —4 =10, ou seja, este cercado é um quadrado® de lado
10 m.

Ap0s a conclusdo da maior area, o professor pode perguntar aos alunos se sempre que
precisar achar o valor maximo, € necessario construir uma tabela, um plano cartesiano e
somente depois encontrar a solucdo. Em geral, os alunos ja negam e esperam qual seria a

outra forma de resolver o problema. O que ficara para proxima aula.

3.1.7 AULA 7 - VERTICE DA PARABOLA

Nesta aula o professor apresenta como objetivo o calculo do vértice de uma funcéo
polinomial de segundo grau, informando que a curva que a representa € chamada, em
Matematica, de parébola.

O professor propde aos alunos retomar a parabola construida no papel quadriculado
na aula passada, e observar caracteristicas dessa figura. Espera-se que os alunos percebam,
entre elas, que a abscissa do ponto mais alto da parabola é equidistante das raizes da equacgéo
e que se passarmos uma linha vertical por essa abscissa, a parabola ficara igualmente dividida
em duas partes. Aqui o professor chama a atencéo dos alunos para 0 nome dessa linha, a qual
se espera que os alunos se recordem do eixo de simetria e destaca que este passa justamente
pelo vértice da parabola, o qual pode ser calculado do seguinte modo:

Se X e X sdo raizes da funcdo do segundo grau, quer dizer, se eles valores satisfazem

f(x1)=f(x2)=0, entdo, resolvendo estas equacdes, teremos as raizes:

—b+VA —b—V/A . .
X =——ex; = . Fazendo a média das duas raizes, teremos:
. = Xitxz _ —b+VA+(-b—VK) _ -2b _ —b
vz 224 T 4 2

Substituindo x, na equagéo da funcdo, vamos encontrar o correspondente yy:

2 2 2 2 2 2
-b -b ab®—2ab“+4a“c —ab“+4a“c —A
=al|l— b (_) Cc = = = '
Yo ( a) + 2a + 4q2 4q2 4q

E se o aluno ndo se lembrar desta férmula, basta alerta-lo que pode calcular as duas

raizes e achar a sua média para obter x, e depois substituir este valor na equacao da funcdo,

® Neste momento o professor pode ressaltar que todo quadrado é um retangulo, por suas propriedades.
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para obter o correspondente y,. Desse modo, as formulas sdo obtidas com significado e ndo
precisam ser, necessariamente, simplesmente memorizadas.

Retornado a resolucdo feita na aula passada, considerando a funcdo polinomial do
segundo grau: f(x) = — x* + 8x + 84, temos que:

a=-1,b=28ec =84, ediscriminante:

A=b*-4.ac
A=8"-4.(-1).84
A =64+ 336

A = 400

Assim o vértice desta parabola é:
8 8

=y T T T4
__A_ 400 _ 400
W= T T T (- -4

Ou seja, V = (4, 100).
3.1.8 AULA 8 - PONTO DE MAXIMO E PONTO DE MINIMO

O professor, ao falar sobre o tema da aula, pergunta aos alunos o que ele sugere, 0
que prontamente os alunos recordardo da area maxima calculada na aula anterior. Porém,
pode ressaltar que neste exemplo do cercado foi calculado o ponto maximo, pois se tratava da
maior area. Assim, o professor pode questionar se também pode haver situacfes em que se
calcule o ponto minimo e pede aos alunos sugestdes de situacdes-problema onde 0 mesmo se
encontra. Caso o0s alunos ndo consigam dar algum exemplo, o professor pode expor uma
situagdo em que isso acontece, como a seguinte: “O custo C, em reais, para se produzir n
unidades de determinado produto é dado por C = 2510 — 100n + n?. Quantas unidades
deverdo ser produzidas para se obter o custo minimo?” (GIOVANNI et al, 2015, p.116). Em
seguida sugere aos alunos que resolvam o problema, levando em conta o que ja sabem sobre o
assunto. Espera-se que os alunos cheguem ao resultado de que serd necessario produzir 50
unidades. Apds a tentativa pelos alunos, o professor pode pedir que os alunos digam 0s
resultados encontrados e o processo que utilizaram para resolucéo, pois alguns podem ter feito
0 esquema de tabelas e outros utilizado o célculo da abscissa do vértice. Assim, o professor
apresenta a solucdo para corregdo dos alunos. Antes de escrever a solugdo, o professor
pergunta quais as variaveis desse problema, o que se espera que os alunos identifiquem que é
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o0 custo C e a quantidade de unidades n. Em seguida questiona qual é a variavel dependente e
qual a independente, 0 que se espera que digam que n estd em funcdo de C, ou seja, n €
variavel independente e C, a dependente. Questiona ainda, que se for resolver o problema pelo
calculo do vértice da parabola formada pela equacdo, qual das coordenadas do Vvértice é
necessaria para solucionar o problema, o que se espera que os alunos identifiguem que €
suficiente calcular a abscissa do Vértice, pois se pretende saber a quantidade n para se ter o

menor custo. Assim, se da a resolucéo:

b (-100)  (=100) _

2a 2.1 2 >0

Apds esta observacao o professor pergunta aos alunos o que concluem a respeito do
ponto de maximo e ponto de minimo, o0 que se espera que 0S mesmos percebam que toda
pardbola com concavidade voltada para cima (a > 0), tem ponto de minimo e quando a
concavidade for voltada para baixo (a < 0), tem ponto de maximo. E tanto um quanto outro,

se trata do vértice da parabola.

3.1.9 CONCLUSAO DO TEMA

Considerando estas aulas como uma introducdo ao estudo de funcdes e 0 modo como
apresentar a funcdo polinomial do segundo grau aos alunos de forma distinta da tradicional, ja
mostrando defini¢des, formulas, teorias e problemas de aplicacdo, langamos esta proposta
como uma abertura a este estudo, cabendo ao professor dar continuidade aos estudos das
demais caracteristicas que a equacdo polinomial do segundo grau oferece como o estudo dos
sinais e zeros da funcgéo, entre outros.

Esta proposta aponta uma maneira de apresentar o conceito aos alunos, ndo sendo um

unico recurso ao professor, mas um apoio de como ensinar.

3.2 FUNCAO EXPONENCIAL E FUNCAO LOGARITMICA

Percebendo a necessidade de se expandir o tratamento do conceito de funcdo com mais
significado no Ensino Médio, propde-se, aqui, uma sequéncia didatica também direcionada ao
ensino das funcbes exponencial e logaritmica. Isto porque, conforme foi constatado em

estudos da literatura e nas experiéncias deste professor, estes sdo assuntos bastante dificeis
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para a compreensdo dos alunos nesse nivel de ensino e também podem ajudar a se
complementar uma ideia mais ampla acerca da atual definicdo de funcdo, néo ficando esta
associada apenas aos casos das fungdes polinomiais de primeiro e segundo graus.

Para isto, sugerem-se para o ensino das funcGes exponencial e logaritmica 0s mesmos
passos metodologicos que aqueles para o ensino de funcbes polinomiais de segundo grau,
como investigacdo do conhecimento prévio dos alunos, roda de conversa sobre o que sabem
e/ou conhecem sobre os temas, situacdo-problema, construcdo de tabelas, constru¢do da
representacdo grafica no plano cartesiano, elementos do grafico, etc. Porém, neste caso,
algumas situacdes problemas serdo utilizadas como ponto de partida para o ensino de cada

uma dessas fungdes.

3.2.1 FUNCAO EXPONENCIAL

Para o estudo da funcdo exponencial, elaboramos uma proposta de sequéncia pensada
para 5 aulas. Vale ressaltar que ela trata apenas da funcdo exponencial. Outros contetudos
pertinentes, como revisdo do conceito e das propriedades de potenciacao, ficam a critério do
professor, no momento em que achar oportuno.

Esta proposta foi pensada para que o aluno seja o protagonista de seu proprio
aprendizado, levando o mesmo a pensar e refletir sobre as situagdes propostas e construir o
pensamento matematico.

Para esta proposta, sugere-se que:

Na aula 1, seja apresentada uma situacdo-problema para introduzir a ideia de fungéo
exponencial para que os alunos tenham uma viséo de fungcdo como um tema pratico e util em
diversas situacoes.

Na aula 2, pretende-se apresentar as propriedades e a condi¢do de existéncia de uma
fungéo exponencial, bem como sua forma geral e definicéo.

Na aula 3, apresenta-se o software Geogebra como ferramenta auxiliar para a
construcdo de representacOes graficas e analise do comportamento dos mesmos em diferentes
situacoes.

Na aula 4, realiza-se a construcdo de graficos da funcdo exponencial no Geogebra para
analise do comportamento da mesma.

Na aula 5, analisam-se os casos em que a funcdo exponencial é crescente ou
decrescente, a partir da analise de resultados anteriores.

Como dito anteriormente, fica a critério do professor flexibilizar a duracdo de cada
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atividade, de acordo com as necessidades de suas turmas.

3.2.1.1 AULA 1 - INTRODUCAO A FUNCAO EXPONENCIAL

Para o estudo da funcdo exponencial, o professor pode sugerir aos alunos o seguinte
problema:

“Uma populagdo de bactérias duplica a cada hora. Sabendo que inicialmente haviam
8 bacterias, quantas havera apos 10 horas?”

O professor propbe aos alunos que pensem em uma solucdo para o problema

apresentado e organiza as informacdes dadas pelos alunos numa tabela, como abaixo.

Tempo (t) | Quantidade de bactérias
0 8
1 8.2=16
2 8.2.2=8.2°=32
3 8.2.2.2=8.2°=64
t 8.2

O professor pode iniciar a discussdo perguntando se esta relacdo pode definir uma
funcdo e, em caso afirmativo, como isto poderia ser feito. Pedir para os alunos justificarem
suas respostas, para 0 que se espera que eles respondam, neste momento, que para cada valor
de x, um Unico correspondente fica associado, podendo ser designado por y.

Em seguida, o professor devera pedir que identifiquem, nessa situacdo, qual a variavel
dependente e qual a independente, o que se espera que o0s alunos percebam que o nimero total
de bactérias depende do tempo que se passou, ou seja, 0 humero de bactérias estd em funcéo
do tempo. Assim define-se que o nimero de bactérias € a variavel dependente y (ou b) e 0
tempo, a independente x (ou t, se assim preferirem). O professor deve, ainda, perguntar qual
seria 0 conjunto de dominio desta funcdo, para 0 que se espera que os alunos a0 menos
percebam que qualquer numero natural pode ser substituido na expressdo. Mas o professor
pode indagar se seriam mesmo somente 0s naturais, uma vez que o tempo pode ser expresso
por decimais como 1,5; 1,8 etc.

Com isso, o professor pede que se faca a representacdo gréfica desta funcdo (Figura
12), primeiramente observando os pontos da tabela e em seguida, solicita que esta seja

expandida com outros valores para a variavel independente (negativos e fracionarios,
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inclusive) e observem como se comporta a linha que seré tragada.

Figura 12° —Representacdo grafica da funcéo f(x) = 8 . 2

Fonte: Construcéo nossa

O professor pede aos alunos que observem o que se formou nessa representacao
grafica e se espera que o0s alunos observem que se trata de uma figura curva, porém diferente
da parédbola. Ele deve ressaltar o que acontece com valores negativos, enfatizando que o
grafico jamais tocara o eixo das abscissas (x), embora no desenho pareca que sim.

Em seguida, o professor pergunta por que isto acontece e espera-se que 0s alunos
entendam que interceptar o eixo x significaria que essa fun¢do tem uma raiz, o que realmente
ndo possui, ou seja, ter uma raiz significa que hd um namero real x, onde y = f(x) = 0.Mas
como a funcéo exponencial é do tipo f(x) = a*, é impossivel a* = 0, uma vez que esta fungéo
admite a ser fixado, somente a > 0 e a # 1. Estas propriedades, assim como as demais

envolvidas no estudo da fungéo exponencial, serdo aprofundadas nas aulas seguintes.

3.2.1.2 AULA 2 - PROPRIEDADES E DEFINICAO DA FUNCAO EXPONENCIAL

Nesta aula o professor apresentara aos alunos as propriedades referentes a funcéo
exponencial, para melhor compreensao de sua condicao de existéncia e como facilitadoras na
resolucéo de situacGes problemas.

Em seguida, o professor relembra aos alunos da condigéo apresentada para a funcéo

exponencial na aula passada, em que dada a funcdo f(x) = a*, a >0 e a # 1 e questiona o

% Neste caso, considera-se apenas os valores onde x > Opara a resolucgéo do problema.
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porqué de a ndo poder ser negativo, nem zero. Apos ouvir sugestdes e reflexdes dos alunos, o

professor mostra aos alunos a seguinte tabela:

f(x) = a*

=1

al=a

(@2 =va

N R | O X

1 . ~ ~
Nesse caso, percebe-se que para x= 5 temos f(x) = va, ou seja, se a < 0 a fungio nio

esta definida no conjunto dos nimeros reais. E caso a = 1, temos que a fungdo € constante,
pois para qualquer valor de x € R, temos que 1* = 1.

Temos ainda que quando x = 0, ocorre que f(x) = 1, ou seja, o grafico sempre
intercepta o eixo y em (0,1), pois f(x) = a* =1 se, e somente se x = 0.

Enfim, a funcdo f: R — R’ dada por f(x) = a”, com a> 0 e a# 1, é denominada funcéao

exponencial de base a.
3.2.1.3 AULA 3- CONHECENDO O GEOGEBRA

Nesta aula o professor apresentard aos alunos o software Geogebra, como ferramenta
importante para a montagem das representacdes graficas das funcdes exponenciais e,
posteriormente, logaritmicas, para que observem melhor o comportamento do grafico destas
funcoes.

Para isso, o professor dirige os alunos & Sala do Acessa® para que utilizem o software,
que ja estara instalado nos computadores.

Ao abrir o Geogebra (Figura 13), o professor pede aos alunos que o explorem
livremente sem dar instru¢des e comandos, para que 0s mesmos possam conhecé-lo por sua
prépria curiosidade.

E importante este momento para que os alunos se familiarizem, cada um a seu modo,
com o software, a fim de que ndo vejam 0 mesmo como apenas um programa de matematica,

mas sim como uma ferramenta que pode ser utilizada em diversos momentos e situagdes.

'°A Sala do Acessa é um ambiente das escolas ptblicas do Estado de Sdo Paulo que oferece infra-estrutura de
computadores e acesso a internet.
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Figura 13 —Tela inicial do Geogebra

B SC S IPARNN LS Q =
. ; @
4
3
GeoGebra Classico
z
A Gréfico
! @ Geometria
T Y Y~ W ™~ P T P T T 3 3 P 5 3 1 g Janela3D
1 %= Janela CAS
H i Planilha de Calculos
1 A\ Probabilidade
& Modo Exame
-4
=
123 fix) ABC  ofy X
X y z b 7 8 9 kS =
2 JE e 4 5 6 + -
< > < 2 1 2 3 = @
( ) b 0 < > <

Fonte: Construcéo nossa

Apo6s um tempo curto, o professor avisa aos alunos que comecardo a montar as
representacdes graficas de algumas fungbes para que 0os mesmos entendam como funciona o
software.

Com isso, o professor passa aos alunos ao menos dois exemplos de fungbes (ja
estudadas) orientando, passo a passo, suas construcdes. Como exemplo, sugere-se a
construcdo orientada de uma funcdo polinomial do primeiro grau e de uma funcéo polinomial
do segundo grau, como segue abaixo.

Primeiramente o professor anuncia que sera feito a representacdo grafica da funcéo
polinomial do primeiro grau f(x) = 2x + 3. Com isso, pede aos alunos que digitem, utilizando

o teclado do proprio Geogebra, as teclas (Figura 14):

y = 2 X + 3
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Figura 14 — Construcéo da fung&o polinomial do primeiro grau f(x) = 2x + 3.
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Fonte: Construcéo nossa

O professor questiona se houve alguma duvida ou dificuldade na construcdo e, caso
haja, auxilia cada caso particularmente. Apds, o professor pode explorar outros recursos
como: mudanca de cor do gréfico, variar os valores dos coeficientes para observar o
comportamento da funcao, salvar ou baixar o gréafico, etc.

Para o segundo exemplo, o professor pode propor a construcdo da funcdo polinomial
do segundo grau f(x) = x* — 5x + 4 (Figura 15). Utilizando o teclado do Geogebra™, os alunos

pressionam as teclas:

y = X o2 - 5 X + 4

1 S . ..
Se sua versdo ndo possuir esta tecla para o quadrado, digite “x*2”.
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Figura 15 — Construcéo da funcéo polinomial do segundo grau f(x) = x* — 5x + 4.
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Fonte: Construcéo nossa

Novamente o professor questiona se houve alguma divida nesta construcdo e auxiliar
individualmente as apresentadas. Em seguida o professor pode passar mais uma funcdo de
cada tipo das construidas para que os alunos facam sozinhos cada representacdo grafica, com
supervisdo do professor. Também pode orientar aos alunos que facam as mudancas dos
coeficientes dos termos quadraticos (a) e observem o0 que acontece com 0S respectivos
gréficos, quando a > 0, a = 0 e a < 0, solicitando que registrem uma concluséo sobre isso em
seus cadernos.

Na sequéncia, o professor pode fixar um valor de a e de b na expressdo geral da
funcéo de segundo grau e fazer variar o coeficiente c. Perguntar ao aluno o que acontece com
a representacdo gréafica das pardbolas, conforme esse ¢ varia e 0 que se pode concluir a
respeito desse valor nos graficos de funcdes quadréaticas (espera-se que o aluno conclua que ¢
é 0 valor em que a parabola corta o eixo das ordenadas (y)). Solicitar que os alunos registrem

essa conclusédo em seus cadernos e outras mais que tenham observado.

3.2.1.4 AULA 4 - CONSTRUCAO DE REPRESENTACOES GRAFICAS DA FUNCAO
EXPONENCIAL NO GEOGEBRA

Novamente na Sala do Acessa 0s alunos construirdo representacdes graficas de
algumas funcgdes exponenciais dadas pelo professor, para que percebam o comportamento do

grafico levando em conta alguns valores de a, quando dado f(x) = a*.
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12 fungdo: o professor pede aos alunos que construam a representacdo gréaficao da
funcdo f(x) = 2" (Figura 16). O mesmo é construido pressionando as teclas**:

y = 2 i X

Figura 16 — Representacdo grafica da fungdo exponencial f(x) = 2*.

- ) ’ I O} A * a= =
A L0 LN 2 Q =
£ A& N 0 &
y =2 o
8
7
L]
5
4
3
L
2
Q
/ Q
R
R BRSCSEEC] Tl 115+ {-{a e[t [ 1t fo 1 U RSEISEEE JANSLISaaE JURSERanE JuNaE JRaNE JERSL RERLS
123 fix) ABC oBy X
X ¥y z b 7 8 9 x -
2 ot JE e 4 5 6 + -
< > < = 1 2 3 = @
( ) I 0 < > «

Fonte: Construgdo nossa

Nesse momento o professor questiona os alunos, como revisdo, se a representacéo
gréafica toca o eixo X, ao que se espera que 0s alunos respondam que nao, como visto em aulas
passadas. Apos, o professor pede aos alunos que ampliem a imagem do grafico na lupa com
sinal “+” no canto inferior direito da dela (Figura 17), para observarem como o grafico se

aproxima do eixo x (das abscissas) (Figura 18):

12 Caso a verséo do software ndo possua a tecla de exponencial, pode-se digitar “2/x”.
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Figura 17 — Icone para ampliar a imagem no Geogebra
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Fonte: Construcdo nossa
Figura 18 — Ampliagdo da representacdo gréfica da funcdo exponencial pelo Geogebra
=G4 -0.43 =242 =R.41 =4 .39 =238 =237 L3 =6.38 =0.34 =033 =232 =031 =23 ] L2228 =G.27

Fonte: Construcéo nossa

Neste caso, percebe-se que a representacdo grafica estd cada vez mais perto do eixo
dos x, porém sem intercepta-lo, de acordo com as propriedades apresentadas em aulas

anteriores. Em seguida o professor pede aos alunos que construam a representacédo grafica da

X
funcéo f(x) = G) (Figura 19). O mesmo é construido pressionando as teclas:

y = 1 + 2 > X
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Figura 19 — Representacdo grafica da funcdo exponencial f(x) = G)x
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Fonte: Construcdo nossa

Apds formarem a representacdo grafica o professor questiona o que houve em relagédo
ao anterior, para o que se espera que os alunos respondam que ficou “invertido”, onde o
professor sugere que facam a mesma ampliagdo para verificarem que o grafico também néo
intercepta o eixo dos x. O professor diz aos alunos que numa aula préxima estudardo sobre
esses dois casos de grafico, pois no momento estdo trabalhando a construcéo.

Em seguida o professor ainda sugere a construcdo da representacdo grafica da funcéo
f(x) = ca* + b, com ¢ e b constantes. Como sugestéo propde a funcéo f(x) = 3.2* (Figura 20).0

mesmo é construido pressionando as teclas:

y = 3 X 2 X
Figura 20 — Representacdo grafica da fungdo exponencial f(x) = 3.2".
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Fonte: Construgdo nossa
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O professor questiona os alunos sobre o que houve de diferente em relagdo desta
representacdo grafica a da funcéo f(x) = a*, o que se espera que os alunos percebam que agora
0 eixo y é interceptado em c.

Em seguida, sugere a construcdo da representacdo grafica da fungdo f(x) = 3.2" + 1

(Figura 21).0 mesmo € construido pressionando as teclas:

y = 3 X 2 oo : X > + 1

Figura 21 — Representacdo grafica da funcdo exponencial f(x) = 3.2* + 1.
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Fonte: Construgdo nossa

Nesse momento o professor questiona 0 que mudou na representacdo grafica, ao que
se espera que os alunos percebam que o coeficiente b, por ser +1, fez o grafico interceptar o
eixo y uma unidade acima, ou seja, em (0, 4). Aqui o professor pergunta aos alunos, sem
construir a representacdo grafica, o que aconteceria se o coeficiente b fosse —1, 0 que se
espera que os alunos entendam que o grafico interceptaria o eixo y em uma unidade abaixo,
ou seja, no ponto (0, 2). Também podem concluir que, no caso b=+1, o grafico se aproxima
cada vez mais da reta horizontal passando por y=1.

Com isso o professor conclui com os alunos que a fungdo exponencial do tipo f(x) =
ca* + b, o coeficiente ¢ indica onde o gréafico intercepta o eixo y(quando x=0) e o coeficiente
b indica quantas unidades abaixo com b < 0) ou acima(com b > 0) de (0, ¢) o gréfico

intercepta o eixoy.
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3.2.1.5 AULA 5 — ANALISE DAS REPRESENTACOES GRAFICAS DA FUNCAO
EXPONENCIAL

Nesta aula o professor retoma com os alunos os graficos que foram construidos

X
referentes as funcdes f(x) = 2" e f(x) = G) . Para tanto, pode levar os alunos a Sala do

Acessa ou trazer ambas as representacOes graficas impressas para analise dos alunos, podendo
classificar a representacdo grafica da fungdo f(x) = 2* como caso A e a representacéo grafica

X
da funcéo f(x) = G) , caso B. O professor lembra aos alunos que em cada uma destas funcdes

houve uma diferenca quanto a representacdo grafica e pergunta aos alunos qual é essa
diferenca, o que se espera que eles identifiqguem a disposicdo da representacdo grafica no
plano cartesiano: na representacdo grafica A, y cresce quando x aumenta e, na representacao
grafica B, y diminui quando x aumenta; ou y aumenta quando x diminui. O professor pede,
agora, que verifiquem as funcGes dessas representacdes graficas e diga qual a diferenca na
expressao algébrica nesses casos, 0 que se espera que 0s alunos percebam quem em A, a base
€ um numero natural (e portanto, maior que 1), e em B, um nimero fracionario e menor que 1
e, a partir dai, apresenta as defini¢des de funcdo exponencial crescente e decrescente.

Para isso, antes da definicdo o professor pode trabalhar com tabelas para levar os
préprios alunos a entenderem o que leva a funcdo exponencial a ser dita crescente ou
decrescente.

O professor monta as tabelas abaixo e pede que os alunos déem valores crescentes

para X:
x | f(x)=2" | f(x) X | f(x)=25"| f(x) x | f(x) =4" | f(x)
1 [ f=2"| 2 1 [fx)=25"] 25 1 [ f)=4"| 4
2 | fx)=2°| 4 2 [ f(x)=25°| 6,25 2 | fx)=4° | 16
3 [fx)=2°] 8 3 [f(x)=25 | 15,625 3 | f(x)=4° | 64
4 | fx)=2"| 16 4 | f(x)=2,5"| 390,625 4 | f(x)=4" | 256

O professor pede aos alunos que analisem as tabelas e digam o que perceberam com 0s
valores de f(x) enquanto variavam os valores de X, 0 que se espera que digam que quanto
maior o valor de x, maior é a poténcia a* (y correspondente) ou seja, nesse caso temos uma
funcdo exponencial crescente.

Em seguida, monta as tabelas abaixo para mesma analise:
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x | f(x) = (%)x f(x) x | f0=(02) | ) x| £ = (%)x £(x)
1| f() = (%)1 % 1| f0=02!| 02 1| fx) = G)l %
2 | 100 = (%)2 % 2 | f0=(02? | 004 2 | fx) = (%)2 %
3|0 = (%)3 % 3 | f=(02)° | 0,08 3 | fx) = (§)3 %
4 i =(2) % 4 | 10=(02" | 00016 4 1= (Y’ %

Neste caso, quanto maior o valor de x, menor é o valor da poténcia a”.

E, ainda, pede qual a diferenca nas funcdes das primeiras tabelas para as da segunda, o
que se espera que os alunos percebam que nas primeiras, todas tinham a com valores maiores
a 1, enquanto na segunda os valores eram menores que 1.

Assim, o professor conclui a definicdo de funcdo exponencial crescente e decrescente
e como identifica-las: uma funcdo exponencial f(x) = a* é crescente quando temos a > 1, pois
quanto maior for o expoente x, maior sera a poténcia a*; e a funcdo é decrescente quando

temos 0 < a < 1, pois, neste caso, quanto maior for o expoente x, menor sera a poténcia a*.

3.2.1.6 CONCLUSAO DO TEMA

Com essa sequéncia didatica, espera-se que o aluno alcance o aprendizado deste tipo
de funcdo. Buscou-se apresenta-la de uma forma de facil compreenséo, onde se envolve uma
situacdo cotidiana, a qual pode ser substituida por outra que o professor prefira ou conheca,
porém nao deixando de lado as etapas e formas como foi descrita aqui, pois se trata de um

assunto na qual os alunos do Ensino Médio possuem grande dificuldade.

3.2.2 FUNCAO LOGARITMICA

Para o estudo da funcdo logaritmica, elaboramos uma proposta de sequéncia pensada
essencialmente para 4 aulas. Ela também se refere apenas a funcao logaritmica, sendo que o
conceito e as propriedades de logaritmo e outros conteudos referentes ficam a critério do

professor, no momento em que achar oportuno.
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Para esta proposta temos que:

Na aula 1,faz-se uma introducéo a fungédo exponencial com um problema adiante (item
3.2.2.1), sobre pH das substancias.

Na aula 2, analisa-se as propriedades e condicdo de existéncia de uma funcédo
logaritmica.

Na aula 3, trata-se do comportamento do grafico de uma funcdo logaritmica e se
analisa quando este €é crescente ou decrescente.

Na aula 4, apresenta-se uma relacdo entre funcdo exponencial e funcdo logaritmica,

inclusive através da relacdo entre seus gréaficos.
3.2.2.1 AULA 1- INTRODUCAO A FUNCAO LOGARITMICA

Para o estudo da funcdo logaritmica, o professor pode sugerir aos alunos o seguinte
problema, encontrado em Giovanni et al (2015):

“O pH (potencial hidrogenionico) indica a acidez de um meio aquoso e é calculado em
funcdo da concentragdo de ions de hidrogénio H* que esse meio apresenta.” (GIOVANNI et
al, 2015, p. 171). Esse calculo € feito através da expressdo pH = —log [H™].

Considerando esta expressdo, o professor pode solicitar que os alunos calculem o pH
do café que apresenta 10> mol/L de fons de hidrogénio. Apés a tentativa dos alunos, o

professor pede que os mesmos apresentem a solucdo dada e, em seguida, mostra a resolucao

da questdo:
pH =-log [H']
pH =—log 10°°

Neste momento, o professor pode questionar o que significam essas expressdes. Em
geral, espera-se que os alunos ndo saibam, ainda, responder a esta questdo e o professor pode
dizer que isto também pode ser calculado com uma funcdo, que faz o processo inverso da
funcdo exponencial na base 10: ou seja, pH = —log10° =y, quando log10 °= -y e 107¥=10",
isto €, y = 5, ou seja, o pH do café é 5. Pode-se escrever, neste caso: y = pH = f(x )= —logx,
onde x representa a concentracdo de fons de hidrogénio (H*), em mol/L (mol por litro). Para
cada valor de x real, um Unico valor de pH fica determinado.

Em seguida, o professor relembra com os alunos a condicdo de existéncia de um
logaritmo, ou seja, log, b =x © b =a*,comb>0,a>0ea+ 1.

Caso a = 1, teriamos que log; b = x entdo 1* = b se, e somente se, b = 1.

Caso a = 0, teriamos que log, b = x entdo 0" = b se, e somente se b = 0e x € R*.
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Caso a < 0, teriamos, por exemplo, quelog_, 4 = x entdo (-2)* = 4, ou seja, ndo existe
valor para x que torne esta sentenca verdadeira.

Caso b = 0, teriamos que log, 0 = x entdo a* = 0 se, e somente se a = 0 e x € R*,
mas néo se define a fungéo exponencial com base nula.

Enfim, a fungdo f: R} — R tal que f(x) = log, x, com a # 1, e a um numero real
positivo, é denominada funcdo logaritmica na base a. Note-se que a é um numero fixado e a

variavel independente da funcéo € x, pois isso sempre causa certa confusdo aos alunos.
3.2.2.2 AULA 2 - PROPRIEDADES E DEFINIC}AO

Retomando a questdo da aula anterior, o professor sugere aos alunos que construam,
no Geogebra, o grafico da fungio pH = —log [H'].

Para a andlise da representacdo gréafica desta funcdo logaritmica, inicialmente pode-se
propor aos alunos que montem uma tabela para organizagdo das informac¢Ges com nimeros do
tipo x =10", onde pH € a variavel dependente (y) e H*, a variavel independente (x).

Assim, espera-se que os alunos formem a tabela abaixo:

Concentrag&o de jons de hidrogénio (H") | pH

10 * 2
10°° 3
10°° 8
10 10

Com isso, o professor pede que se faca a representacdo grafica desta funcdo usando o

software Geogebra (Figura 22) e observem como se comporta a linha que sera tragada.
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Figura 22 — Representagao grafica da fungéo f(x) = —log x

Fonte: Construcéo nossa

Pode questionar, aqui, o que sdo os valores 10™ (que estdo entre 0 e 1) e o que
acontece com 10" (para n=0, 1, 2, 3, ...crescem muito rapidamente no eixo x). Depois, podera
ser questionado 0 que acontece com as respectivas imagens correspondentes no eixo dos y. O
professor pede aos alunos que identifiguem semelhancas e diferencas entre esta representacao
gréfica e a da funcdo exponencial, ao que se espera que percebam que, diferentemente da
funcdo exponencial, esta representacdo grafica ndo intercepta o eixo y, uma vez que para que
isso ocorra, é necessario um valor de y, em que f(0) = log0 =y, o que é impossivel haja vista
que ndo existe y real tal que 10” = 0, devido as propriedades da funcdo exponencial, que

nunca toca o eixo das abscissas.

3.2.2.3 AULA 3 - REPRESENTAGCAO GRAFICA DA FUNCAO LOGARITMICA

Para essa aula o professor utilizard a Sala do Acessa para realizar as atividades
propostas. Como os alunos ja trabalharam com o software Geogebra, o professor pede aos
estudantes que construam os graficos das funcdes abaixo e observem o comportamento de
cada um.

Inicialmente sugere o grafico da funcdo f(x) =log, x (Figura 23). O mesmo é

construido pressionando as teclas:

f(x) log 2 > X Enter




Figura 23 — Representagdo grafica da fungdo f(x) = log, x
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Fonte: Construgdo nossa

Na sequéncia o professor pede que os alunos fagam uma nova representacdo gréfica, o

da funcéo f(x) = log: x (Figura 24). O mesmo é construido pressionando as teclas:
2

f(x) log

1 = 2

>

X

Enter

Figura 24 — Representagdo gréafica da fungdo f(x) = log1 x
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Fonte: Construcdo nossa

Agora, o0 professor pede aos alunos que analisem o que houve com as representacdes
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graficas em cada fungdo, o que se espera que os alunos recordem, na funcdo exponencial e
facam uma associagéo, de que se trata de um na forma crescente e outro, decrescente. Assim,

o0 professor monta as tabelas abaixo para identificarem qual se trata da crescente e qual, da

decrescente.
X | f(x) =logy x | f(X) X f(x) = log, x f(x)
1 | fx)=log,1 | O 1 f(x) = logsz 1 0
2 | f{xX)=log, 2 | 1 2 f(x) = logs 3 1
4 | fx)=log, 4 | 2 3 f(x) = logz 9 2
8 | f{x)=log, 8 | 3 4 | f(x) =logs 27 3

No caso da funcdo f(x) = log,x, conforme aumenta o valor de x, maior é o
logaritmo, ou seja, se trata de uma fungéo crescente.

Em seguida, monta-se a tabela abaixo.

x | fx)=logix | f(x) X | f(x)=logyx | f(x)
1 | fx)= log% 1] o 1 f(x) = logél 0

2 | f(x)= log%Z 1 2 | f(x)= logl 3 -1
4 | fx)= log% 4 1 o 3 f(x) = log1 —2
g | fx)= IOg% 8 | 3 4 | f(x)= log% 27 | -3

Ja no caso da funcdo f(x) = log: x, conforme aumenta o valor de X, menor € 0
2

logaritmo, ou seja, se trata de uma fungéo decrescente.
Assim, o professor pode sintetizar que: Uma funcdo logaritmica f(x) = log, x é

crescente quando a > 1 e é decrescente quando 0 <a < 1.

3.2.2.4 AULA 4 — RELACAO ENTRE A FUNCAO EXPONENCIAL E A FUNCAO
LOGARITMICA

Pelo que foi estudado até o momento, o professor pode estabelecer relagdes entre a
funcdo exponencial com a fungdo logaritmica, lembrando aos alunos que uma é a funcéo
inversa da outra.

Assim, monta a tabela abaixo para elencar essas relagdes.
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Exponencial Logaritmica
Funcéo {f: R - R} { f~1:R% - R
f(x) = a” f1(x) = log, x
Basea>1 Funcdo crescente

Base0O<a<1

Funcéo decrescente

Para mostrar esta relacdo também entre os graficos, o professor pede que os alunos

construam, num mesmo plano cartesiano e usando cores diferentes, as representacGes graficas
das funcdes f(x) = 2" e f(x) = log, x (Figura 25), onde a = 2 em ambas.

Figura 25 — RepresentagGes graficas de f(x) = 2" e f(x) = log, x
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Fonte: Construgdo nossa

O professor questiona aos alunos o que perceberam em relacdo as representacfes

gréficas, ao que se espera que os alunos identifiquem uma simetria entre ambos. Apos isto, 0

professor pede que tracem a representacdo grafica de f(x) = x, no qual aparecerd uma reta

marcando essa linha de simetria. Nesse caso o professor questiona que tipos de fungéo sdo

ambas, 0 que se espera que 0s alunos reconhecam fungdes crescentes. Em seguida, questiona

se havera também simetria entre ambas as decrescentes, e pede para 0s alunos construirem as

~ e . . 1 .
mesmas representacdes graficas com cores diferentes, porém com a = > em ambas (Figura

26).
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Figura 26 — Representacdo grafica de f(x) = a” e f(x) = log, x
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Fonte: Construcéo nossa

Assim, se conclui com os alunos que no caso de ambas decrescentes também ha uma
simetria cujo eixo € o mesmo do caso anterior. E importante que o professor aponte com uma
régua essas simetrias e observe que, por este fato, a funcéo logaritmica é a funcdo inversa da
exponencial (de mesma base).

Construir esta relacdo entre ambas as funcbes (exponencial e logaritmica de mesma
base) pode facilitar muito o olhar do aluno em relacdo as resolucBes de problemas que
aparecerdo em diversos momentos e areas.
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4 REFLEXOES SOBRE O RESULTADO DESTE TRABALHO

Com os estudos realizados neste trabalho, foi possivel se ter uma enorme experiéncia
de como a pesquisa é uma forma de ampliar o conhecimento do professor acerca daquilo que
ensina.

Como exposto neste trabalho, a Proposta Curricular do Estado de Séo Paulo visa, para
a 12 série do Ensino Médio, no que se refere ao estudo de funcGes, levar o aluno a
compreender a construcdo da representacdo grafica de fungdes do 2° grau e saber utilizar, em
diferentes contextos, as fungdes de 1° e 2° graus, explorando especialmente problemas de
maximos e minimos. Na sequéncia didatica proposta, introduziu-se a ideia de funcdo,
inicialmente sem uma definicdo formal, através dos significados levantados pelos alunos e no
diciondrio, para a palavra “funcdo” e depois, a partir de uma situacdo casual de
proporcionalidade encontrada na sociedade moderna, que é a compra de combustiveis para
automoveis. Na segunda aula, alguns elementos da histéria do desenvolvimento desse
conceito foram propostos aos alunos, através de leituras informativas e associados a um
problema antigo da civilizacdo babilénica. Somente na terceira aula é que se formalizou a
definicdo de fungdo como caso especial de relagdo entre conjuntos, levando o aluno a ter a
chance de amadurecer tais informacGes, antes de ser apresentado a esta formalizagdo
matematica do conceito, que, como se viu com o estudo historico, somente foi obtida séculos
depois de sua utilizacdo pelos astronomos, filésofos, praticos e matematicos propriamente
ditos.

Também a funcdo polinomial de 2° grau foi introduzida a partir de uma situagdo-
problema, para somente depois se fornecer sua definicdo formal. As no¢bes de méximo ou
minimo deste tipo de funcdo foram introduzidas como ferramentas para a resolucdo de
problemas, para somente depois se associarem aos Vértices da pardbolas que as representam
no gréafico cartesiano.

Inclusive, como destacamos nas propostas da BNCC sobre as competéncias
especificas para Matematica para o Ensino Médio, a mesma propde utilizar estratégias,
conceitos, definicbes e procedimentos matematicos para interpretar, construir modelos e
resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a
adequacgdo das solucBes propostas, ou seja, o curriculo do Ensino Médio deve buscara
integracdo dos conhecimentos, pelo trabalho interdisciplinar. Seguindo estas orientagdes, a
sequéncia didatica apresentada para as fungdes exponencial e logaritmica também se iniciam

com situagdes-problemas a serem interpretadas e representadas pelos estudantes em tabelas de
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valores, para a posterior representacdo de regras algébricas que as descrevam. Sdo, em
seguida, formalizadas essas representacdes e discutidos os casos de existéncia dessas funcdes,
conforme os valores escolhidos para as bases. Na sequéncia, o software Geogebra € utilizado
para se despertar um posicionamento critico dos alunos com relacdo ao crescimento e
decrescimento dessas func@es, iniciando com a representacdo de gréficos cartesianos das
fungdes polinomiais de 1° e 2° grau, e com a variacdo de alguns parametros. O mesmo €
sugerido para as funcdes exponenciais e logaritmica e, utilizando-se o recurso de ampliacédo
que o software oferece, buscou-se avaliar com os alunos, as limitacdes dessas representacdes
fisicas, em relagdo as retas assintotas que limitam o crescimento/decrescimento dessas
funcdes, nos eixos das abscissas e ordenadas, respectivamente.

Assim, o0 contexto da representacdo computacional das funcbes, algébrica e
graficamente, pode auxiliar os alunos a construir modelos para os problemas, mas refletindo
sobre as limitagdes que estas ferramentas trazem para os mesmos (por exemplo, quando as
representacdes graficas das fun¢des exponencial e logaritmica parecem “tocar os eixos”, mas
matematicamente, de fato, ndo tocam). Assim, podem avaliar a plausibilidade dessas imagens
representadas no computador, em relacdo ao raciocinio matematico que as expressoes
algébricas para estas funcdes nos levam a desenvolver.

E claro que o nimero de aulas aqui proposto é bastante restrito, devido as exigéncias
curriculares para se cumprir um rol muito grande de assuntos escolares. Cabe ao professor
complementar com outros problemas e atividades para que isto tenha maior chance de ser
atingido pelo aluno, até mesmo nas séries seguintes do Ensino Médio. Também deve-se
destacar que a sequéncia proposta ndo tem a pretenséo de que todos os alunos alcancem esses
raciocinios ao mesmo tempo. Mas ela pode dar chances a que os estudantes pensem com mais
significado a respeito das propriedades das funcbes estudadas, no momento em que for
desenvolvida, ou posteriormente, nas séries mais avancadas.

Enfim, este estudo possibilitou levantar argumentos sobre a importancia de se
conhecer a historia da Matematica, ou pelo menos alguns aspectos da mesma que
contribuiram para a formacéo e desenvolvimento de uma teoria, 0 que pode se passar, para
alguns, como algo que se classifica como “um mero detalhe”, mas que, na verdade, ¢ de
grande relevancia para mostrar que esta area do conhecimento ndo se organizou em um Unico
momento historico, principalmente no que concerne ao conceito de funcao.

Para a vida profissional, este trabalho possibilitou a este professor, e espera-se que
possa auxiliar a outros, a abertura de horizontes para uma formacédo didatico-pedagdgica que

reflita uma pratica mais efetiva, que leve os alunos a explorarem mais 0s porqués, a
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averiguarem de onde vem tal definicdo, ou por que algo é feito assim, afinal o aluno nédo é
uma folha de papel em branco que ndo sabe nada e necessita que as informagdes sejam
expressamente transferidas a ele, mas sim um ser pensante que busca o conhecimento e se
torna autor de seu proprio saber. E necessario incentivar o aluno a buscar uma compreensao
mais plena dos significados do que se estuda e perceber que os objetos de estudo apresentados
na Matematica escolar ndo sdo postos por acaso, mas tiveram uma historia, um percurso de
desenvolvimento e que muitos foram os que contribuiram para que a Matematica que temos
hoje seja “mais simples” de se estudar e aplicar.

Espera-se que este texto traga esta mesma visdo aqueles que o lerem, para que tornem
suas préaticas em sala de aula, uma experiéncia impar aos seus alunos e de busca continua pelo

conhecimento.
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