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Resumo

Neste trabalho, estudamos os nimeros que podem ser escritos como soma dos quadrados de
dois numeros, exibindo as condi¢des para que possam ser escritos de tal forma. Em seguida,
observamos que se tivermos a? = b® + 2, com b e ¢ naturais néo nulos, além de termos uma
representacio ndo trivial de a® como soma de dois quadrados, também podemos associar a, b e ¢
as medidas dos lados de um tridngulo retangulo, obtendo um terno pitagdrico. Posteriormente,
passamos a abordar a relagdo entres nimeros complexos e tais ternos, mostrando como utilizar
tais nimeros para provar que os ternos pitagdricos sao infinitos. Atividades didéticas envolvendo
tais resultados também foram abordadas e sua realizacdo em sala de aula, com alunos de Ensino
Médio de uma escola publica de Coronel Fabriciano-MG e também de graduacdo em matematica
da UFOP, sao descritas. Os dados foram coletados por meio de observagdes durante a realizagao
da atividade e através das respostas dadas aos questiondrios. Os resultados mostram que os
alunos, tanto do Ensino Médio quanto da graduacdo em Matemdtica, ndo conheciam a relacdo
abordada entre nimeros complexos e ternos pitagdricos, e que atividades investigativas como
essa, usando o aplicativo GeoGebra, sdo bem avaliadas nos dois niveis de ensino, podendo

contribuir significativamente para o processo de aprendizagem.

Palavras-chave: Ternos pitagéricos; GeoGebra; Soma de dois Quadrados; Nimeros Complexos;
Atividade didatica.






Abstract

In this dissertation, we study the numbers that can be written as the sum of two squares, presenting
necessary conditions to write them in such a way. We emphasize that if we have a? = b* 4 ¢2,
with b and ¢ nonzero integers, we have a nontrivial representation of a® as the sum of two
squares and, moreover, we can associate a, b and c to the measures of the sides of a triangle
rectangle, obtaining a Pythagorean triple. In addition, we study the conection between complex
numbers and such triples, showing how to use such numbers to prove that Pythagorean triples
are infinite. Educational activities involving the previous results will also be presented and their
application to a high school class from a public school in Coronel Fabriciano-MG and also
to undergraduate mathematics students at UFOP, will be presented. The data were collected
through observations during the activities and through the answers given to questionnaires.
The results show that students, both in high school and University, didn’t know the conection
between complex numbers and Pythagorean triples and that investigative activities like the one
we presented, using GeoGebra motivate students, are considered positive and can significantly

contribute to the learning process.

Keywords: Pythagorean triples; GeoGebra; Sum of two squares; Complex numbers; Didactic

activities.
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CAPITULO 1

Introducao

Numeros primos, ternos pitagéricos sao alguns resultados de aritmética abordados no
Ensino Fundamental. O texto base da BNCC (Base Nacional Comum Curricular), [8], contempla
habilidades envolvendo niimeros primos indicadas para o sexto ano do Ensino Fundamental.
Os ternos pitagdricos sdo inclusos nas habilidades e competéncias que contemplam o Teorema
de Pitdgoras estudado no nono ano do Ensino Fundamental. J4 os nimeros complexos sdo
trabalhados no Ensino Médio e sdo contemplados pelo Curriculo Basico de Minas Gerais (CBC),
[14]. Em nosso trabalho, vamos tentar responder a varias perguntas sobre tais conceitos ou cujas
respostas dependem deles. Quais as condi¢cdes para que um nimero inteiro possa ser escrito
como a soma de dois quadrados? Existem infinitos ternos pitagéricos? Existe alguma relacao
entre nimeros complexos e ternos pitagoricos? Comecaremos respondendo a primeira dessas
perguntas, que também serd a mais trabalhosa de se responder. Para tal, provaremos o Teorema

da Soma dos Dois Quadrados:

Teorema :Um niimero natural n é representado como a soma de dois quadrados, n =
22 +y%, x;y € N se, e somente se, todo fator primo da forma p = 4m + 3 aparece com expoente

par na decomposicdo de n em fatores primos.

O teorema anterior j4 foi abordado em outros trabalhos do PROFMAT e cada uma das
dissertacdes que o tiveram como base possui um determinado enfoque, mostrando-nos as diversas
possibilidades de abordagem de um mesmo tema. Podemos ver, em [20], bons estudos acerca
dos conceitos fundamentais da aritmética enquanto observamos em [12] uma abordagem ampla
sobre os critérios para que um nimero possa ser escrito como soma de dois quadrados também

contemplados em nosso texto.

Notamos que se tivermos a’> = b? + %, com b e ¢ inteiros ndo nulos, podemos associar
a, b e c as medidas dos lados de um tridangulo retangulo, obtendo um terno pitagérico. Contudo,

nosso intuito € ir além dos cdlculos e utilizar o resultado para apresentar uma aplicabilidade dos
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nimeros complexos que seja compreensivel para os alunos do Ensino Médio, relacionando-os
aos ternos pitagoricos. O trabalho [3] enfatiza algumas estruturas algébricas relacionadas ao
conceito de anéis, com bastante foco nos ternos pitagéricos. Em [16], vemos um texto com
defini¢cdes dos nimeros que podem ser escritos como soma de dois quadrados e ternos pitagdricos
utilizando conceitos diferentes daqueles com os quais operamos em nossas demonstragdes. Além
desses anteriormente citados, vemos que o texto [9] apresenta andlises aritméticas e geométricas
dos critérios para que um ndmero seja escrito como soma de dois quadrados relacionados as

propriedades dos ternos pitagdricos.

E preciso destacar que o foco inicial de nosso trabalho era a abordagem somente em
torno do Teorema da Soma dos Dois Quadrados. Porém, durante os estudos, percebemos que
poderiamos abordar tal tema de modo diferente e, quem sabe, até mais intrigante, envolvendo uma
relacdo pouco trabalhada entre complexos e ternos pitagéricos. Toda a orientag¢do do trabalho, a
atividade didatica que fazemos no final e a forma a qual foi aplicada precisaram ser adaptadas

diante do cendrio de pandemia no ano de 2020.

Este trabalho busca uma maneira para encontrar outros ternos pitagoricos além daqueles
conhecidos pelo estudante da educagdo bdsica, fazendo uma associacdo com niimeros complexos
utilizando como ferramenta o software matematico GeoGebra. Para a obtencao desse resultado,
usamos defini¢cdes e conceitos ja trabalhados em outros textos do PROFMAT sobre nimeros
complexos e suas propriedades, tais como os trabalhos [15] e [22]. No entanto, nenhum dos
textos aborda a aplicabilidade em sala de aula com o mesmo foco de nosso trabalho. Como
feito em outros trabalhos do PROFMAT, tais como [7] e [4], também utilizaremos o aplicativo
GeoGebra.

O Teorema da Soma de Dois Quadrados serd nosso resultado principal do Capitulo 2
quando o provaremos formalmente e estabeleceremos exemplos. Alguns desses exemplos nos
mostrarao que € possivel que um mesmo ndmero seja escrito de mais de uma forma como soma
de dois quadrados. Embora ndo nos dediquemos a esse fato, temos aqui uma outra questdo para

investigacdo que pode dar origem a outros trabalhos.

Algumas propriedades dos nimeros complexos e ternos pitagéricos serdo abordados no
Capitulo 3, levando em consideracdo a abordagem de livros didaticos do Ensino Médio, tais como
[10]. Veremos que € facil identificar que o quadrado do maior elemento de um terno pitagérico
atende as condi¢des do Teorema da Soma de Dois Quadrados, ou seja, um caso particular de
tal resultado j4 € abordado no Ensino Fundamental. Ainda no Capitulo 3, estudaremos alguns
conceitos basicos e propriedades dos nimeros complexos para, finalmente, demonstrarmos a

relacdo entre os dois assuntos.

A relagdo entre ternos pitagéricos € nimeros complexos também serd abordada em
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atividades descritas no Capitulo 4. Nesse mesmo capitulo, caraterizaremos os dois grupos de
alunos participantes, alunos do Ensino Médio e da graduacao em Matemadtica, descreveremos a
dindmica da atividade fazendo uma pequena andlise da mesma e teremos uma breve descri¢dao da
importancia da utilizagao do software GeoGebra durante a aplicacdo e obtencdo dos resultados
da atividade proposta. Foram elaborados questiondrios que visavam investigar a receptividade
dos alunos, graduandos e concluintes do Ensino Médio, quanto a atividade aplicada e as andlises

dos mesmos encontram-se no Capitulo 5.

Por fim, no Capitulo 6 faremos as consideracdes finais do trabalho e, no apéndice,

colocaremos os questiondrios ja citados.

Em resumo, considerando o perfil do Mestrado Profissional em Matematica (PROFMAT),
pretendemos ter em nosso trabalho um resultado matemético importante e uma aplicagdo em

sala de aula, deixando alguma contribui¢io para o ensino da Matemadtica.
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CAPITULO

NUMEROS ESCRITOS COMO SOMA
DE DOIS QUADRADOS

Neste capitulo, responderemos a seguinte pergunta: quais nimeros inteiros podem ser
escritos como a soma dos quadrados de dois inteiros? Quando fazemos uma répida inspecao entre
alguns inteiros, encontramos nimeros que podem ser escritos como a soma de dois quadrados,
como por exemplo 5, 13, 25. Em contrapartida, encontramos nimeros como 6, 7,12, 31, que
ndo podem ser escritos da mesma maneira. O que nos faz indagar: existe alguma caracteristica
que garanta a um nuimero inteiro ser escrito como a soma de dois quadrados? Mostraremos
que a resposta para essa pergunta € positiva, tendo [1] como principal referéncia. Antes, porém,

vejamos um pouco da histéria dos estudos existentes sobre esse assunto.

2.1 Um pouco de Historia

Pierre de Fermat(1601- 1605) foi um advogado francés apaixonado por Matemética. E
considerado uns dos grandes matemdticos da Histdria. Seus estudos foram bastante relevantes,
tendo contribuido em diversos campos de estudos como Optica, probabilidade e teoria dos
nimeros. Nesse ultimo, seus estudos sdo considerados de absoluto destaque e importancia. Uma
de suas grandes contribui¢des foi o Teorema dos Dois Quadrados, que estabelece as condi¢des
para que um nimero seja escrito como soma de dois quadrados naturais, o qual abordaremos ao
longo deste trabalho. Em [13], Dickson cita os estudos de grandes matematicos como Legendre,
Mersenne, Euler, que trabalharam com a questao dos nimeros escritos como soma de quadrados
e dedica um capitulo aos estudos de Fermat, a quem é comum atribuir o teorema da soma dos
dois quadrados. Apesar de existirem muitas publicacdes com diferentes provas desse resultado,
livros como A Mathematician’s Apology (veja [17]) o citam como Teorema dos Dois Quadrados

de Fermat. No artigo [5] € apresentado um breve resumo histérico sobre as contribui¢des dos
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matematicos ja citados, bem como de outros tais como Gauss e Girard, acerca do problema de se

descobrir quais nimeros poderiam ser escritos como a soma de dois quadrados.

2.2 Sobre Aritmética em Z,

Os resultados de aritmética sdo uma parte muito importante e elementar do estudo
matemadtico. E o ramo da Matemética que trabalha os niimeros e as operacdes possiveis entre
eles. Um dos principais resultados dessa drea é o Teorema Fundamental da Aritmética, o qual
estabelece que todo numero inteiro maior que 1 € fatorado como produto de primos. Sendo assim,
€ natural que iniciemos nossos estudos analisando se os nimeros primos podem ser escritos
como soma de dois quadrados. Dentre os primos impares, alguns como 5 e 13, podem ser escritos
como soma de dois quadrados mas outros como 7 e 11 ndo podem. Enquanto o nimero 2, inico
primo par, pode ser escrito como 2 = 1% + 1%, Consideraremos para estudo, o conjunto dos

nameros naturais incluindo o zero.

Para trabalharmos a demonstragdo do teorema principal alguns conceitos serdo de extrema
importancia. Enunciaremos diversos resultados a seguir para maior completude do trabalho e
comodidade do leitor. Optamos por deixa-los no préprio texto, em vez de em um Apéndice,
para que fique mais fécil sua localizacio para os leitores que se interessem em relembré-los. As

demonstracdes omitidas no texto podem ser vistas em [18]. Vejamos a seguir.

Definicao 2.1. Congruéncias: Sejam p € N, ndo nulo, e a,b € Z. Entdo a e b sdo congruentes

modulo p, se os restos de sua divisdo euclidiana por p forem iguais. Desta forma, define-se:
a=b mod p.

Uma condigdo imediata da defini¢do de congruéncia é que se a = ¢ mod pe b = ¢ mod p,

tem-se que pla — b.
Exemplo 2.1. Vejamos:

» Temos 21 = 13 mod 2, jd que os restos da divisdo de 21 e del3 por 2 sdo iguais a

1.

* Qutro exemplo é 16 =7 mod 3, pois 16 e 7 deixam o mesmo resto quando divididos

por 3.

Algumas propriedades importantes das Congruéncias serdo utilizadas em nosso trabalho.

Propriedade 2.1. Sejam a,b,c,p € Z, p > 1, temos:
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(a) a+c=b+c mod p< a=>b mod p;
(b) a =b mod p = ac =bc mod p;

Se tivermos m.d.c(p, a) = 1 vale a reciproca para o caso anterior.

Outro conceito importante em nosso trabalho é o de Relacdo de Equivaléncia que

apresentamos a seguir.

Definicao 2.2. Relacao de equivaléncia: Uma relacdo sobre um determinado conjunto X,

denotada por ~, é chamada Relagdo de Equivaléncia sempre que cumprir os seguintes itens:

(a) reflexiva: ¥ a € X, tem-se a ~ a;
(b) simétrica:Va,b e X,a~b= b~ a;

(c) transitiva: Va,b,c € X,sea~beb~c=a~c

O conjunto [a] de todos os elementos que sdo relacionados a um elemento a € X é

chamado de classe de equivaléncia de a. Em forma simbdlica:

[a] ={z € X\ z ~ a}.

A congruéncia estd bem definida como uma Relac¢do de Equivaléncia.

Definicao 2.3. Classes Residuais: Seja p > 0 um niimero inteiro. Para cada a € 7, define-se

l[a| ={zx € Z;z =a mod p}.

O subconjunto [a] € Z, é chamado de classe residual médulo p do elemento a de Z.

Definicdo 2.4. O conjunto de todas as classes residuais modulo p serd representado por Z,,.
Em outras palavras Z, = {[0]; [1]; ...; [p — 1]}
Exemplo 2.2. Seja p = 2. Em Z», temos as classes:

0] = {z € Z;x = 0 mod 2} = {2¢t;t € Z}. O conjunto é formado por todos os

niimeros que quando divididos por 2 obtém-se resto 0, ou seja, todos os pares.

1] ={z € Z;x =1 mod 2} = {2t + 1;t € Z}. Neste caso, o conjunto é formado por

todos os niimeros impares, porque sdo os nimeros que divididos por 2 deixam resto igual 1.
Em Zs, temos as classes:

0] ={x € Z;x =0 mod 5} = {5t;t € Z},
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[l={r€Z;x=1 mod 5} = {5t +1,t € Z},
2] ={z €Z;x=2 mod 5} = {bt+2,t € Z},
Bl ={z €Z;x=3 mod 5} = {5t + 3,t € Z},
M ={r€Z;x=4 mod 5} = {5t +4,t € Z}.

Explicando a defini¢do 2.4 em outras palavras: O conjunto Z € repartido em subconjuntos,
sendo que cada um deles € formado por todos os nimeros inteiros que possuem 0 mesmo resto
quando divididos por p. Neste caso, existe uma relacdo de equivaléncia. Cada parti¢ao é chamada
de classe residual modulo p e o conjunto de todas as classes residuais médulo p € representado

por Zj,.

Em Z,, n6s podemos definir as operacoes de adi¢do e multiplicagdo como a seguir.
Definicdo 2.5. Sejam [z] e [y] € Zp. Definimos

e Adicdo:[x] + [y] = [a + b], em que a € [z],b € [y];

e Multiplicagdo:|z] - [y] = [a - bl,em que a € [x],b € [y].

Notacao 2.1. Dados dois niimeros inteiros a e b, denote por a

b, quando existir c € 7 tal que

b = ac. Diremos, nesse caso, que a divide b.

Notacio 2.2. Dados a,b € Z, denote por a 1 b a representacdo da negativa da sentenga anterior.

O préoximo resultado fornecera dados para a melhor compreensdo da sequéncia dos
estudos.

Proposicdo 2.1. Se a,b,p € Z, com p > 1, temos a = b mod p se, e somente se, p|b — a.

Tal demonstracdo pode ser encontrada em [18], p. 166.

Afirmamos que a definicao 2.5 independe das classes. De fato, essa afirmacao é con-

sequéncia da proposi¢do a seguir.

Proposicao 2.2. Sejam a,b,c,d,p € Z, comp > 1.

i) Sea=b modpec=d mod p, entdoa+c=b+d mod p.

ii) Sea=b mod pec=d mod p, entdo ac = bd mod p.

Demonstragdo. Suponhamos que a = b mod pec=d mod p, temos que p|(b—a) e p|(d—c).
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i) Note que p|(b—a)+(d—c). Por consequéncia, p|(b+d)— (a+c), 0 que mostra a+c = b+d
mod p.

ii) Para mostrar ac = bd mod p, é preciso mostrar que p|bd — ac. Somando e subtraindo ad
a bd — ac e reagrupando, encontramos bd — ad + ad — ac = d(b — a) + a(d — ¢). Como
pl(b—a) e p|(d — c¢), temos que p|d(b — a) + a(d — ¢). Logo, p|bd — ac e isso mostra o
resultado ac = bd mod p.

O]

Definiciio 2.6. Inverso aditivo: O elemento |—zx| € 7Z, é dito inverso aditivo de [x] € Z,, quando
(2] + [=a] = [0].

Observe que, se 0 < zy < p — 1, entdo as classes [zo] e [p — x| sdo inversas aditivas

uma da outra.

Definicdo 2.7. Inverso multiplicativo: Um elemento [T € 7Z, é dito inverso multiplicativo de
[z] € Z,, quando [x][Z] = [1].

Definiciio 2.8. Um elemento [x] € Z, é dito invertivel, quando existir [T| € Z,, tal que [x][T] = 1.

Nesse caso, diremos que [T é o inverso de |x|.

O préximo resultado servird como base para a demonstracdo do Teorema 2.1 apresentado

em sequéncia.

Proposicao 2.3. Dois inteiros x e p sdo primos entre si se, e somente se, existem nimeros inteiros

aebtaisquex-a+b-p=1.

A demonstracdo desse resultado pode ser encontrada em [18], p. 82.

O préximo Teorema € bastante relevante para a compreensdo dos estudos que serdo

apresentados na proxima se¢ao.

Teorema 2.1. Um elemento x| € Z, é invertivel se, e somente se, m.d.c.(x,p) = 1.

Demonstragdo. Se [x] € invertivel, entdo existe [Z| € Z, tal que [1] = [z] - [Z] = [z - Z]. Logo,
x-ZT = 1 mod p e, portanto, existe um inteiro b tal que = - T + b - p = 1. Segue-se que

r-T+b-p=m.d.c(z,p),ouseja, m.d.c(x,p) = 1.
Por outro lado, se m.d.c(x,p) = 1, existem b e T inteiros taisque z - T+ b-p = 1, ou
seja, L —x-T=0b-p.Logo, p|l —x-T,istoé,z-T =1 mod p = [z] - [Z] = 1. Conclui-se

que [x] € invertivel. O
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Como consequéncia, se p primo todos os elementos nao nulos de Z, sdo invertiveis.

Nesse caso, diremos que Z, € um corpo.

Todos os esses conceitos, apresentados até aqui, serdo fundamentais na sequéncia do

texto e mais detalhes podem ser vistos em [18].

A seguir serd organizada uma estrutura em um subconjunto adequado de Z,, e serdo
obtidos resultados auxiliares que, juntos, nos permitirdo estabelecer as condi¢des para que dois

nimeros sejam escritos como soma de dois quadrados. Seguiremos as ideias apresentadas em

[1].

2.2.1 O Conjunto X,

Vamos definir um subconjunto dos inteiros que contenha um representante de cada classe

de Z,. Este conjunto serd fundamental na sequéncia do texto. Seja p primo impar e
X,={0,1,2,..p—1}.

E importante observar que em X, temos exatamente um representante de cada classe de Z,,.
Além disso, observamos que os elementos x e p — o pertencem a X, = {0,1,2,...p — 1} para
todo x( inteiro ndo nulo que pertenga a este conjunto. Ou seja, X, possui um representante da

classe [x(] e um representante de [p — x|, classe dos inversos aditivos de [z,] ndo nula.

Notacdo 2.3. Dado x € X, denote por —x o elemento de X, tal que [—x| € o inverso aditivo
de [x].

Notacdo 2.4. Dado x € X, denote por T o elemento do conjunto X, tal que [T| é o inverso

multiplicativo de [z].

Agora, vamos definir uma relagdo de equivaléncia em X, a qual também denotaremos

~, do seguinte modo:

Definicdo 2.9. Sejam z,y € X,. Entdo, x ~ y se uma das quatro condi¢oes for satisfeita:

(a) x =y mod p;

(b) * = —y mod p;
(c) xy =1 mod p;

(d) ry =—1 mod p.
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A partir de agora, ~ indicard a relacdo anteriormente definida e denotaremos:
2] ={y € Xp/y ~ x}.

Em outras palavras, [z] é a classe dos elementos de X, que se relacionam com z pela

relacdo de equivaléncia ~.

A Definicdo 2.9 permite que facamos outra andlise também muito importante:

Definicao 2.10. Temos por defini¢do que:

e 1 € [z]| pora);
e —1 € [x] porb);
e T c [z]| porc);
e —T € [x] pord).
Portanto, a classe [x] contém os elementos {z, —z, 7, —7} C X,,. Pela defini¢do anterior,
a classe [x] obtida através da rela¢do de equivaléncia ~ possui um representante da classe [z] em
Z,, (que € o proprio x), possui um representante da classe dos inversos aditivos de x em Z,, (o
elemento —x), um representante da classe dos inversos multiplicativos de x em Z, ( elemento )

e um representante da classe dos inversos multiplicativos do inverso aditivo de x em Z, (dado

por —X).

Para melhor compreensdo da relacdo de equivaléncia definida em 2.9, segue um exemplo.

Exemplo 2.3. Seja p = 7, temos

e [0 ={0};

o [1]={1,6}

o 2] ={2,5,4,3),
o 3] =1{3,4,5,2};
o [4] ={4,3,2,5},

5] = {5,2,3,4};



22 Capitulo 2. NUMEROS ESCRITOS COMO SOMA DE DOIS QUADRADOS

e [6] ={6,1}.
Em cada classe, distinta da classe [0], temos o elemento, seu inverso aditivo, seu in-
verso multiplicativo e o inverso multiplicativo de seu inverso aditivo. Podemos observar
repeticoes imediatas das classes.
Notamos, pelo exemplo, que X7 = [0] U [1] U [2], sendo esta unido disjunta.
Proposicao 2.4. A relagdo ~ é uma relacdo de equivaléncia.

A demonstragdo pode ser vista em [12]. Neste mesmo texto, mostra-se que as classes de

equivaléncias [x] terdo cardinalidade 2 ou 4, a menos que x seja igual a 0.

2.2.2 Alguns Lemas

Na sequéncia, mostraremos uma série de resultados auxiliares que nos permitirao obter a
condi¢do necessdria para que um inteiro possa ser representado como a soma de dois quadrados.
Tais resultados auxiliares serdo obtidos utilizando fortemente a relacdo ~ definida previamente

no conjunto .X,.

Sejam x € X, —x seu inverso aditivo e = seu inverso multiplicativo, com —z e 7 € X,

Lema 2.1. Seja p um primo impar e x € X, ndo nulo. O conjunto {z,—x,T,—T} se reduz a

um par se e somente se x e —x sdo raizes de v* =1 mod p ou de > = —1 mod p.

Demonstragdo. Seja p primo impar, 1 < x < p. De fato, hd seis possibilidades de obtermos

elementos iguais:

1. 2 = —=x.
Neste caso, temos

r.T = (—x).T mod p.

Portanto, encontramos
=—-1 modp=2=0 mod p.
Tal situagdo € absurda, pois p primo maior que 2.

2. 7T =—7.

Para esta situagéo, encontramos
T =z.(—%) mod p.

Tal identidade ndo pode ocorrer pela mesma justificativa de 1.
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3. x=17.

Para este caso, obtemos
rax=xT modp=2>=1 mod p,
que atende nosso objetivo.

4. r = —7.

Tal situacdo nos traz
zx=z.(-7) modp=2*=-1 mod p.
Também corresponde ao resultado pretendido.

5. —x = —=Z

Este caso equivale ao item 3.

6. T=—x

Esta situacio corresponde ao caso estudado no item 4.

Portanto, s6 teremos elementos repetidos no conjunto {x, —x,Z, —T} se x = T ou se x = —T.
Caso ocorram as situagdes anteriores, teremos —r = —x € ¥ = —x respectivamente, € 0 conjunto
se reduzird a dois elementos apenas. Segue-se que se v = 7, temos .z = x.Z mod p o que é

equivalente a z2 = 1 mod p. Ou se z = —7, temos o equivalente a > = —1 mod p. [l

Exemplo 2.4. Para ilustrar, temos:

(a) Seja p = 11, temos [0] = {0}, [1] = {1,10}, [2] = {2,9,6,5} e [3] = {3,8,4,7} nos
quais cada elemento tem seu inverso aditivo e seu inverso multiplicativo também no

2:

conjunto. Como podemos notar, ndo hd solugcdo para x —1 mod 11, mas hd solugdo

para > =1 mod 11.

(b) Por outro lado, se temos p = 13, encontramos os conjuntos [0] = {0},[1] = {1, 12},
2] = {2,11,7,6}, [3] = {3,10,9,4}, [5] = {5, 8}. O conjunto {5,8} é o par procurado
e fornece as duas solugées para v* = —1 mod 13. O outro par, {1,12}, fornece as

solucdes para x> =1 mod 11.

Observacio 2.1. E importante observar, também, que as raizes de x> =1 mod pe 2> = —1

mod p nunca coincidem.

De fato, se tivéssemos 2> =1 mod pe x* = —1 mod p, por transitividade, teriamos

1 =—1 mod p o que equivale a2 =0 mod p. Temos entdo uma contradigcdo pois p é impar.
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Na sequéncia do texto haverd a necessidade de conhecermos o numero de raizes de uma
equacao modular envolvendo polindmios com coeficientes inteiros. Para tal, vamos necessitar
do resultado do teorema a seguir. Embora o utilizaremos no conjunto X, previamente definido,

vamos apresenta-lo em Z,,.

Lema 2.2. Seja p primo. Em Z,, um polindbmio de grau n, com coeficientes inteiros, possui
no mdximo n raizes moédulo p, isto é, se f(x) = a,x" + ... + ag for um polinémio de grau n,

f(z) =0 mod p tem no mdximo n solugées.

Demonstragcdo. Se nao houver solugdo, o resultado € vélido. Caso contrario, iniciamos fazendo

a seguinte observacdo: se t inteiro ndo negativo, x — r divide z* — r’, pois

(z—r) (@™ + 22+ T et =2t -t
Se f(z) =0 mod p possuir raiz r, indicado por f(r) =0 mod p, temos

f(@)=f(z) —0= f(z) = f(r) modp,

o que implica em

fl@)=apx" + ...+ a9 — (a,r™ + ... + a9) mod p.
Segue-se a fatoracdo

f(2) = an(@™ — 1) + ap_r (@™ =" D+ . ai(x — 1) + (ag — ag) mod p.
Como cada paréntese € divisivel por x — r, temos
f(x) = (z —r)g(x) mod p,

com ¢(z) sendo um polindmio de grau n — 1. Dai, se f(s) =0 mod p, com s # r, temos
(s —r)g(s) = f(s) =0 mod p.

Como p primo, a relacdo anterior € vdlida se s e r pertencerem a mesma classe em 7Z,,
(ou seja, se s — r = kp, k € Z) ou se g(s) = Omodp. No primeiro caso, ndo acrescentaremos
nenhum elemento novo de Z, ao conjunto solucdo. Caso s e r pertengam a classes distintas,

devemos ter g(s) = Omodp e, pela identidade anterior, s também & raiz de f(x) = Omodp.

Suponhamos por indug¢@o que um polindmio arbitrario g possua grau (n — 1) e que haja,
no méaximo, (n — 1) raizes para g(z) = 0 mod p. Entéo, hd no maximo 1 + (n — 1) raizes para
f(z) =0 mod p. Dessa forma, segue-se das ultimas identidades que hd no méaximo n raizes

moédulo p para o polindmio f(z) de grau n. N
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Observacao 2.2. O resultado anterior ndo é vdlido se trocarmos 7, por 7.. Um exemplo disso
ocorre se considerarmos f(x) = ¥* —x — 2 e p = 2. Notamos que as raizes —1 e 2 do
polindomio satisfazem f(—1) = f(2) = 0mod2. Facilmente se nota que estas ndo sdo as vinicas
solucdes do problema f(x) = Omod2 em 7 jd que, por exemplo, considerando x = 0 temos

f(0) = —2 = 0mod2, ou seja, exibimos uma terceira solu¢do para a congruéncia.

No préximo lema, mostraremos que [x], definida na relagdo de equivaléncia ~ pode
ter no maximo duas classes com apenas dois elementos: {1,p — 1} e {zo,p — 2} para algum

zo € Xp, xo # 1, sendo que a primeira delas sempre ocorre.

Lema 2.3.
(i) Para p primo do tipo p = 4m + 1, a equacdo x> = —1 mod p possui duas solucdes em
{1,2,..,p—1}.
(ii) Para p = 2, hd uma tinica solucdo para a equacio x*> = —1 mod p.
(iii) Para primos do tipo p = 4m + 3 ndo hd solucdo para a equagdo > = —1 mod p.

Demonstracdo. Inicialmente notemos que, pelo Lema anterior, a equagio 2> = 1 mod p tem,

no maximo, duas solucdes.
Se p =2,z € {1} e claramente 1 é solucdo da equagio dada. Vejamos
?=—-1 modp=12+1=0 mod 2.
Como a ultima expressao € verdadeira, temos o resultado.

Para p impar, consideremos a relacdo de equivaléncia ~ e o conjunto {1,2,3,...,p — 1}
a ela associado. Dessa forma, a classe de equivaléncia {z, —z, T, —T} serd gerada. Atente para o

fato de que este tltimo conjunto contém ambos os inversos de todos seus elementos.

Se os elementos da classe ndo forem distintos, o subconjunto {z, —x,Z, —Z} se reduz a

um par, e sdo satisfeitas as condicdes do Lema 2.1. Nesse caso, temos as possibilidades:

* Sex = —x,temos © = —r mod p e segue-se

T = (—x).T mod p.

O que equivale a
1=-1 mod p,

€ encontramos

2=0 mod p.

O que é impossivel, pois (2 — 0) ndo é divisivel por um primo impar.
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e Se x =7 mod p, temos

r.x =x.7 mod p.
Segue-se
=1 mod p,

que € equivalente a

z2—1=0 mod p.

Pelo Lema 2.2, temos no maximo duas solu¢des para esta equacao. Neste caso, as duas
solugdes sdo dadas explicitamente por {1,p — 1}. Observe que se t = 1 temos 1 — 1 =0
mod p. Agora, quando z = p — 1 temos p> — 2p+ 1 — 1 = 0 mod p. Para ambos os

valores a congruéncia € satisfeita.

e Se x = —7 mod p, temos

r.x = x.(—T) mod p.

Segue-se que

2> =—1 mod p.

Com isso, chegamos a

24+ 1=0 mod p.

Resultado que, pelo Lema 2.2, possui, no maximo, duas solu¢des. No entanto, observe que

se zo € {1,2,3...p — 1} for solucdo da equagio 2° = —1 mod p, (p — x,) também ser4.
De fato, se

2 =-1 mod p
obtemos

(p—x0)?=p*> —2pro+25=0+0+20=—-1 mod p.

Outra situagdo € a de que x% = —1 mod p possa nao ter solugdo. Dai, percebemos que ha

duas possibilidades, ou > = —1 mod p ndo possui raiz, ou ha duas solugdes.

Passemos a conclusdao do Lema, analisando os casos p = 4m + 1, que corresponde
ap—1=4m,ep = 4m + 3 que € equivalente a p — 1 = 4m + 2. Esses resultados sao
obtidos aplicando-se o Lema 2.1 que nos fornece as condi¢des para que tenhamos as classes de

equivaléncia com apenas dois elementos.

Perceba que se p — 1 = 4m + 2, o ndmero de pares da decomposi¢do em classes de
equivaléncia ( como feito na pagina 23 ) € obrigatoriamente impar, caso contrario, a soma de

todas as quadruplas e pares seria um nimero divisivel por 4.
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Para ilustrar a situagdo anterior, seja o numero de quadruplas e 2y o nimero par de

pares, assim

p—1=4dx+ (2y)2=4(z+y).
O que € absurdo pois p — 1 =2 mod 4.

Mas {1,p — 1} sempre soluciona > = 1 mod p, como j4 visto. Consequentemente,
ndo existe zo # 1 tal que {z, p — 70} seja solugdo para > = —1 mod p (note que o Lema 2.2
estabelece que hd, no maximo, duas solucdes para tal equacao). Consequentemente, temos uma

unica dupla na decomposigao.

Por outro lado, se p—1 = 4m, o nimero y de pares deve ser par. Caso contrario, teriamos
y=2k+1e
p—1=4r+ (2k+1).2 mod 4.

Desta forma, teriamos p — 1 = 4(z + k) + 2 =2 mod 4, o que nos dd uma contradigdo pois,
neste caso, p — 1 = 0 mod 4. Dai, temos que {1,p — 1} é um par, porque soluciona z* = 1
mod p e, como sabemos que hd no maximo duas solugdes para esta tltima equagdo, deve existir

zo # 1 tal que {xg, po — o} é outro par que soluciona z° = —1 mod p.

Portanto, chegamos a conclusio de que sendo p — 1 = 4m, equivalente ap = 4m + 1, ha
duas solugdes para 2> = —1 mod pem {1,2,...p— 1}. E, para p — 1 = 4m + 2, o que equivale
ap = 4m + 3, ndo hd solucdo para 2?2 = —1 mod pem {1,2,...,p — 1}. Agora, quando temos

p = 2, existe apenas uma solu¢do z = 1 para 7> = —1 mod pem {1}.

]

Para a préxima demonstracao, utilizaremos um conhecido resultado de andlise combina-

téria: o principio das gavetas, que enunciaremos a seguir.

Proposicao 2.5. Se n + 1 ou mais objetos sdo colocados em n ou menos gavetas, entdo pelo

menos uma gaveta recebe mais de um objeto.

Para maiores informacdes ver em [21].

Lema 2.4. Seja Z,, p primo. Entdo, hd sempre solugdo para x> + y* = —1 mod p.

Demonstra¢do. Vamos particionar o conjunto {0,1,2,3,...p — 1} em dois subconjuntos, de
-1
2

-1
maneira que o primeiro subconjunto seja A = <0, 1,2, BPT} Note que se h = d , 0S

quadrados 02,12,22, ..., h? sdo todos elementos distintos em Z,,. De fato, se

2> =y* mod pemquez,y € A
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teriamos

2 —y*=0 mod p,

A expressdo anterior equivale a
(r—y)(x+y)=0 mod p.
Como Z, € um corpo, o resultado anterior implica em:
r+y=0 modp=2z=-y modp

ou

r—y=0 modp=2x=y modp.

No primeiro caso, temos dois elementos, um simétrico ao outro, que deixam o mesmo
resto quando divididos por p. Tal situagcao sé pode acontecer se ambos forem equidistantes do
elemento central & do conjunto {0, 1,2,3,...p — 1}. Sendo assim, somente um deles estd no
subconjunto {0, 1,2, ..., h}.

-1
Ja o segundo caso, ndao pode ocorrer em {O, 1,2,..., pT} uma vez que todos os seus

elementos sdo distintos.

Portanto, ndo hé dois quadrados iguais nesse subconjunto. E, ao somarmos 1 a cada
elemento do conjunto A e tomarmos seu inverso aditivo, continuamos a obter elementos distintos.

Desta forma, podemos definir outro subconjunto como B = {—(1 + ?),y € A}.

Dai, temos P

+ 1 quadrados distintos da forma z°, 7 € A em Z, e, também, temos

esta mesma quantidade de nimeros distintos da forma —(1 4 y*); y € A. Fazendo a unido dos

elementos dos conjuntos A e B obtemos um total de

-1
(197—1—1) 2=p—1+4+2=p+1elementos, masp+ 1> p.

O nimero de elementos de Z, ¢ dado por p e temos p + 1 quadrados ao unirmos os conjuntos A
e B. Observamos que os elementos de A sdo todos distintos em Z,, e os elementos de B também
o sdo. Consequentemente, temos dois elementos congruentes modulo p, sendo que os mesmos
devem ser um de cada conjunto. Desse modo, ao menos um par (z;y) satisfaz 2> = —(1 + y?)

mod p. ]

Lema 2.5. Nenhum n = 4m + 3 é soma de dois quadrados.

Demonstragdo. Considere um nimero par © = 2k. Dessa forma, seu quadrado também ¢é par

(2k)? = 4Kk°.
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O que implica em
r* =4k*=0 mod 4.

No caso de um ndmero impar x = 2k + 1, temos que seu quadrado também ¢é impar
(k+ 1) =4k +4k +1=4(k* + k) + 1.

Implicando em
2 =4(*+k)+1=1 mod 4.

Dessa forma, se x e y forem ambos pares, obtemos 22e y2 pares, € assim, € vélida a
congruéncia
224+ 1y*=0 mod 4.

No caso em que temos x e y nimeros impares, temos 2> e y* fmpares, logo
2 2 _ _
Quando temos x par e i fmpar, obtemos x> par e 3* fmpar, daf
2 2 _ _
r+y"=0+1=1 mod 4.
Desta forma, dados x;y € Z, nunca ocorre z° 4+ y*> = 3 mod 4 0 que mostra o teorema. [

Proposiciio 2.6. Cada primo p = 4m + 1 é uma soma de dois quadrados, isto é, p = x> + 1
sendo x,y € N.

Demonstragdo. Seja |/p| o Gnico nimero inteiro ¢ tal que i < /p < i + 1, ou seja, 7 € 0 maior
nimero inteiro menor do que /p. Considere o conjunto A formado pelos pares ordenados (z';y/')
comz’;y € {0,1,2,3,..., [y/p]}. O nimero de elementos deste conjunto é |\/p] + 1. Assim
sendo, fazemos a relagdo dois a dois entre os elementos deste conjunto € chegamos ao ndmero
de (|\/p] + 1)? pares. Aqui ndo estamos descontando os pares contados em dobro, que ocorrem

no caso ' = 7/. Note que
lvp] +1>/p.

Isto implica em

(vl +1)* > (vp)* =p.

Portanto, a quantidade de pares relacionados é encontrada através de (|/p] + 1), e esse

valor é maior que p.

Agora, considere s € Z e defina

f@sy)=2"—sy mod p.
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Nesse caso, 2’ — sy’ nos conduzem a (|/p] + 1)* ndmeros inteiros. Também sabemos que hd,
no maximo, p restos na divisdo de um nimero inteiro por p. Com isso, pelo principio da casa dos

pombos, para cada s € Z, existem dois pares distintos

(«59), («”,y7) €{0,1,2, ..., [Vp]} x {0, 1,2, .., [V/p]}

com

2 —sy =a2" — sy’ mod p.

Isto implica em

/ 1

' —2"=s(y —y") mod p. (2.1)

Se definirmos

T = |I/ o xl/|;y = |y/ o y//|’

teremos
jz — 2" ly =" €{0,1,2, ... |Vp]}-

Temos x e y definidos como a diferenca em mdédulo de dois termos positivos do conjunto
{0,1,2,..., [\/p] }. Por conseguinte, temos

(z3y) €{0,1,2,.., [\/p]} x {0, 1,2, ... [/p]}.
Porém, a relacdo de congruéncia estabelecida em (2.1) ndo estd em mddulo. Dessa maneira,
r==+sy mod p.

E de nosso conhecimento que os pares (z'; 1) e (z”;y") sdo distintos. Dessa forma, z e y ndo

podem ser iguais a zero simultaneamente.

Por outro lado, seja s € Z uma solucio de s> = —1 mod p cuja existéncia é garantida

pelo Lema 2.3. Da congruéncia x = +sy mod p obtemos

= s"y” mod p.

Devido a escolha de s, segue-se que 2° = —y* mod p. Uma vez que = < |/p] < /D,

é valido que 2% < p. A partir dai, sabendo que ocorre a mesma situacio com y, temos
(z;y) € Z° com 0 < 2 +y* < 2pe2® +y* =0 mod p.

Por fim, perceba que entre 0 e 2p o inico ndmero divisivel por p € o préprio p. Logo, chegamos

ao resultado desejado 2 + y* = p. [
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2.3 O resultado principal

Para melhor sequéncia em nosso trabalho, definiremos os niimeros que sdo objetos de

nosso estudo.
Definiciio 2.11. O niimero n é dito representéavel se n = x> + y? para algum par x,y € N.

Lema 2.6. Sdo vdlidas as propriedades dos niimeros representdveis:

(1) Os niimeros 1 e 2 sdo representdveis.

(2) Todo niimero primo do tipo p = 4m + 1 é representdvel.

(3) Nenhum niimero primo da forma p = 4m + 3 € representdvel.
(4) O produto de dois representdveis é também representdvel.

(5) Sen = x* + y? é representdvel, entdo nz> também é representdvel para todo = € 7.

Demonstrag¢do. Para a propriedade (1), temos que
1=1"+0e2=1"+1%

As propriedades (2) e (3) sdo resultados ja mostrados anteriormente na Proposi¢éo 2.6 e no

Lema 2.5, respectivamente.

A propriedade (4) diz que se dois nimeros n; = x7 + 7 e ny = x5 + 3, entdo seu

produto também & representdavel. Afirmamos que
ni.ng = (2172 + y1y2)® + (T1y2 — T201)>.
Para mostrar a validade deste resultado, temos
ning = (2] + y7) (w3 + v3).
Aplicando a propriedade distributiva, encontramos
ning = 213 + r1ys + 137 + yiys.
Adicionando e subtraindo 2x1x2y; - ao resultado e reagrupando, temos
ny.ng = (2125 + 201299192 + Y1vs) + (2345 — 201200192 + 25Y1).

E, assim, escrevemos os agrupamentos como produtos notaveis e o resultado desejado é encon-

trado

ny.ng = (v122 + yly2)2 + (21y2 — 3?2y1)2-
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Para a propriedade (5), temos que, se n = x> + y* for representdvel, o multiplicamos por

22, obtendo nz* = z*(z* +v?). Em seguida, aplicando a propriedade distributiva, encontraremos
nz? = (z2)* + (y2)?,

e temos o resultado.

]

Neste ponto de nosso estudo, surgem algumas questdes bastante pertinentes. Conforme
vimos, se houver um nimero cuja decomposicdo contém apenas fatores primos do tipo p =
4m + 1, pela Propriedade (4) do Lema 2.6, este niimero serd representdvel. Mas, o que acontece
quando aparecem na decomposic¢ao fatores primos dos tipos 4m + 1 e 4m + 3, simultaneamente?
Fazendo uma rdpida inspe¢do, encontramos alguns casos de nimeros representiveis € nao
representdveis, que possuem fatores primos dos dois tipos em sua decomposicao. Vejamos alguns

exemplos.

Exemplo 2.5. Para n = 35, temos em sua fatoracdo n = 5 X 7, primos de ambos os tipos e,
podemos escrevé-lo como as somas 35 = 12434,35 = 22431,35 = 324+26,35 = 42+19,35 =

52 4 10. Verificamos que ndo é representdvel.

No entanto, para n = 245, temos em sua decomposicdo n = 5 X 7% (ou seja, tem os

mesmos fatores primos que 35) e podemos escrevé-lo como a soma 245 = 14% + 72

Para entender melhor o que acontece com um ndmero inteiro, independente do tipo de

seus fatores, passemos para o proximo resultado.

Lema 2.7. Seja p = 4m + 3, primo, e n = x> + y°, em que x,y € N, representdvel. Se um

niimero primo p = 4m + 3 é fator na decomposicdo em fatores primos de n = x* + v, entdo

plz e ply.

Demonstracdo. Seja n = x* + y* um representdvel e p = 4m + 3 um fator primo de sua

decomposigdo. Sendo assim, podemos escrever 7 + y* = 0 mod p. Vamos provar que p|z e
ply.

Suponha que p { z, ou seja, x # 0 mod p. Dessa maneira, podemos multiplicar a

equacio 2° 4+ y*> = 0 mod p pelo inverso multiplicativo de 2*
27>+ 4?7 =0 mod p.

Da ultima expressao obtemos
1+9*72 =0 mod p,
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€ segue-se

v*72 = -1 mod p.

Mas, pelo Lema 2.3, essa equacao ndo possui solugdo para primo p = 4m + 3. O que nos da

uma contradi¢éo. Logo, z|p e por analogia, y|p. O

Corolario 2.1. Se n for representdvel e p = 4m + 3 for um de seus fatores, entdo p* também é

n Ve 7 7
um de seus fatores e — também é representdvel.
p

Demonstragdo. Pelo Lema 2.7, temos que como p|z e ply, entdo p*|(z® + y*). Suponha n =
2% + y? representavel e p = 4m + 3 um fator de sua decomposicio. Deste modon = 0 mod p.
Se o expoente do primo p = 4m + 3 é par, temos que p®|n. Desse modo, p* deve estar na

decomposicdo do nimero representdvel n. Fazendo n = kp?, k € N, temos

Dividimos toda a equacéo por p*

z\’ \° n
p p p
Podemos observar que o quociente de cada parcela é um niimero inteiro, pois p*|z? e

pz\y2 como visto anteriormente. Vimos, também, que — € representavel como a soma de dois
p

quadrados. Desta maneira, concluimos que p? é um fator na decomposi¢io de n. [

Vamos passar agora para o resultado principal do nosso trabalho.

Teorema 2.2. Um niimero natural n é representado como a soma de dois quadrados, n =
22 +y%, x;y € N se, e somente se, todo fator primo da forma p = 4m + 3 aparece com expoente

par na decomposicdo de n em fatores primos.

Demonstragdo. Vamos mostrar que se n for representavel, o expoente de todo fator primo

p = 4m + 3 é par.

Sejan = 2% + y? representdvel, e p = 4m + 3 um de seus fatores. Se 2% + > =

mod p, pelo Lema 2.7, temos que x|p e y|p. Assim, podemos escrever
xr=kp ke N.

Dai,
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E, com isso, temos que p?|z%. A mesma justificativa vale para mostrar que p?|y°. Pelo

Coroldrio 2.1, temos p?|n.

Por outro lado, veremos que se todos os expoentes dos fatores primos do tipo 4m + 3

forem pares, n serd representavel. Seja
_ ], o (3 Q
n =Py P27 P3Py

Nessa decomposi¢ao cada fator primo p s6 pode ser 2, do tipo p = 4m + 1, ou do tipo
p = 4m + 3. Podemos reagrupar seus fatores em dois grupos em que todos os fatores primos do
primeiro grupo sdo 2 ou do tipo 4m + 1, e todos os fatores do segundo grupo sao do tipo 4m + 3.

Assim, teremos

Xp+1, Q42 Q43

n = (2p7" P55 ..o ) (P PLs Dy D)

A representag@o anterior pode ser escrita como
n=01x Q.

Como (), é formado apenas pelo nimero 2 (que é representavel) ou por primos do tipo
4m + 1 afirmamos que tal fator da decomposi¢ado € representavel. De fato, pela Proposi¢do 2.6 e

pela propriedade (4) do Lema 2.6, concluimos o afirmado.

Por hipétese, cada termo de ()5 possui expoente par. Assim, podemos escrevé-lo
QQ = 22.

Dessa forma, temos
n= Q2%
Usando a propriedade (5) do Lema 2.6 temos que n é representdvel e concluimos o resultado.

]

Exemplo 2.6. Alguns niimeros nos quais existem fatores primos p = 4m + 3 em sua decomposi-

cdo:

1. n = 45 que ao ser decomposto encontramos n = 3% X 5 e podemos escrever como
n =9+ 36.

2. n = 1.805, em que temos n = 19 x 5 e podemos escrever como n = 1.444 + 361.

3. n = 28, sua decomposicdo é n = 2> x 7 e é fdcil verificar que ndo se trata de um

representdvel.
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Podemos destacar, também, o nitmero = 1.189 que ao ser decomposto encontramos n = 29 x 41,
primos do tipo 4m + 1, e pode ser escrito de duas maneiras diferentes como soma de dois
quadrados: n = 17% + 30% e n = 33 + 102 Outro exemplo é o mimero 50 cuja decomposicdo é
n = 2 x 5% e pode ser escrito, também, de duas formas como soma de quadrados: n = 5> + 5% e
n="7+1%

E interessante, também, observar que alguns niimeros representdveis satisfazem o Teo-
rema de Pitdgoras. De fato, sejam a,b e c as medidas dos lados de um tridngulo retdngulo, sendo
¢ o maior lado como sua hipotenusa, a e b como catetos, pelo Teorema, temos A=ad*+V2E
assim, ¢? é um nimero representével. Esse caso em particular serd abordado no préximo capitulo.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.7. Seja um triangulo retdngulo cujos lados sdo a, b e c.

1. Sejama =3,b=3, ec=5. Temos que 3> + 4> = 9 + 16 = 25.

2. Paraa =9, b = 40 e ¢ = 41. Temos 40*> + 9* = 1.600 + 81 = 1.681 que por sua vez

equivale a 412

Como vimos, o tema abordado desafiou e intrigou grandes matemadticos que trabalharam
de forma diversificada em seu estudo. Este resultado € de extrema importancia e relevancia
como cita G.H.Hardy (ver [17]): "Este € o Teorema de Fermat, que ¢ classificado, com muita
justica, como um dos mais requintados da Aritmética". (Hardy, 1940, p. 97, traducio nossa)'.
Neste trabalho, conseguimos mostrar o resultado de forma concisa e sem muitos conhecimentos

matematicos avangados.

' "This is Fermat’s theorem, which is ranked, very justly, as one of the finest of arithmetic".
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CAPITULO

TERNOS PITAGORICOS E NUMEROS
COMPLEXOS

Ternos Pitagdricos e Nimeros Complexos sdo dois assuntos que fazem parte dos curricu-
los da educagdo basica. Neste Capitulo, faremos um estudo da relagio entre os dois assuntos e
apresentaremos os resultados tedricos que justificam, do ponto de vista matematico, para uma
atividade prética, a ser vista no préximo capitulo, e na qual encontraremos sequéncias numéricas
que atendem aos critérios do Teorema de Pitdgoras e cujo quadrado das hipotenusas obtidas
também atende ao Teorema da Soma de Dois Quadrados. Para tanto, comecaremos recordando

alguns conceitos e defini¢des bésicas desses dois assuntos.

3.1 Ternos pitagdéricos

O Teorema de Pitagoras é um dos teoremas mais antigos e conhecidos da matematica. Ele
estabelece a relacdo entre a hipotenusa e os catetos de um tridngulo retangulo. Esse importante
resultado recebe o nome do filésofo e matematico grego Pitdgoras de Samos (570 a.C — 495
a.C). E curioso, no entanto, saber que muito antes dos estudos de Pitdgoras, essa relacio ji era
conhecida. Os babilonios ja usavam as triplas de nimeros que formam o triangulo retangulo
cerca de mil anos antes da demonstracao feita por Pitdgoras. Uma prova disso é um artefato
conhecido como Plimpton 322, um objeto de barro que contém triplas de nimeros gravados,
sendo vélida a seguinte relagdo: o quadrado de um deles é sempre a soma dos quadrados dos
outros dois nimeros. Para maiores detalhes deste grande teorema, sugerimos ver Historia da

Matemitica, de Boyer [2].
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3.1.1 Defini¢des iniciais

Apesar da referéncia ao Teorema de Pitdgoras, o termo "terno pitagérico"nem sempre €
de conhecimento dos estudantes, principalmente alunos do Ensino Fundamental. Para melhor

leitura, podemos assim definir.

Definicao 3.1. Sejam a, b e ¢ € N ndo nulos, que correspondem respectivamente as medidas
dos catetos e da hipotenusa de um triangulo retangulo, respectivamente, e atendem a relacdo

¢ = a® + b*. Entdo a sequéncia numérica (a, b, c) é chamada de terno pitagérico.

Como visto, o quadrado da medida da hipotenusa de um tridngulo retangulo € sempre
escrita como a soma dos quadrados dos catetos. Portanto, utilizando a nomenclatura utilizada no

Capitulo anterior, ¢* é um representdvel. De fato, a decomposi¢io em fatores primos de
— 1,02 (893
C=DP1 P2 Py s

em que p; € um fator primo e a; um nimero inteiro, parat = 1, 2, ..., k. Temos a decomposi¢ao

de ¢? satisfazendo

2a1 2000 20

2
C =P P2 -Pg
Essa escrita estd de acordo com o Teorema 2.2 visto no capitulo 2 .

Note que se ¢ € N, por consequéncia, ¢* também é natural. Fazendo n = ¢, temos que
n é um quadrado perfeito. Agora, se considerarmos a soma n = ¢ 4 0%, temos uma forma
em que n € representado como soma de dois quadrados. Deste modo, todo nimero quadrado
perfeito pode ser escrito como soma de dois quadrados. Contudo, se existir uma outra forma
desse nimero ser representado como soma de dois quadrados, o mesmo pode ser associado ao

quadrado da hipotenusa de um tridngulo retangulo.

Um bom exemplo de terno pitagérico é (3,4,5). Outros ternos que aparecem com
facilidade nos exercicios dos livros da educacéo bdsica sdo (6, 8, 10), (5, 12, 13). Observe que
nenhum deles é composto por trés inteiros impares, isso pode ser facilmente explicado pelo fato
de que o quadrado de um inteiro impar também € impar, e a soma de dois nimeros impares

resulta em um inteiro par.

Lema 3.1. Dado um terno pitagorico, é impossivel que seus dois menores valores sejam niimeros

impares.

Demonstrag¢do. Considere o terno pitagérico (a, b, ¢) com ¢ o maior elemento. Suponha a e b

fmpares. Como o quadrado de um nimero impar também € impar, temos que c € par. Nesse caso,
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sea=2p+1,b=2q+ 1ec=2l, temos
(2¢+ 1)+ (2p + 1) = 41*,
Fazendo os calculos
AP 4+ 4q+ 14+ 4p> +4p + 1 =417 = 4(¢* + p* + ¢ +p) + 2 = 417,

que equivale a
2 +p*+q+p) +1=20"

Chegamos a um resultado em que temos um niimero par igual a um nimero impar, o que € um
absurdo. Logo, concluimos que, ou as medidas dos dois catetos sdo pares ou um dos catetos tem

medida par e o outro impar. [

Para ilustrar o lema anterior, podemos citar os ternos (3, 4,5), (5, 12, 13) em que encon-
tramos um cateto com medida par e outro fmpar. Por outro lado, temos os ternos (6,8,10) e
(12,16, 20) cujos catetos possuem ambos medidas pares. Como consequéncia do que vimos no

Lema 3.1, temos o resultado a seguir.

Corolario 3.1. Dado um terno pitagorico, pelo menos um dentre seus dois menores valores é

par.

Entdo, podemos afirmar que todo quadrado perfeito é hipotenusa de um terno pitagérico?
A resposta para esta pergunta é ndo. Em alguns casos, a tnica escrita possivel de um quadrado
como soma de outros dois quadrados € a op¢do, como vimos, em que temos um dos quadrados

igual a zero.

Exemplo 3.1. Vejamos alguns casos:

1. Paran = 25, podemos escrever 25 = 16 + 9 ou 25 = 5 + 0. A sequéncia (5,4,3) é um

terno pitagorico.

2. Para o caso em que n = 9, a unica maneira para o escrevermos como soma de dois

quadrados de niimeros naturais é n = 3% + 02

3. Para o caso n = 325, podemos encontrar trés formas diferentes para escrevé-lo como
soma de dois quadrados: 325 = 172 + 62, 325 = 10% + 152 ¢ 325 = 182 + 12. No entanto,
ndo associamos um terno pitagorico as medidas dos lados de triangulos retdngulos cujo

quadrado da hipotenusa seja 325.
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Embora tenhamos as condi¢des para que um nimero seja escrito como soma de dois
quadrados, € inabitual e pode ser dificil encontrar dois quadrados cuja soma seja esse nimero.
Se, em particular, esse nimero for o quadrado da hipotenusa de um tridngulo retangulo, cujas
medidas dos lados formam um terno pitagérico conhecido, a a forma de representd-lo como

soma de dois quadrados ja nasce trivialmente.

Mas, como podemos encontrar outros ternos? Os ternos pitagdricos sao finitos ? Existe
alguma técnica que possa nos ajudar a responder estas questdes? Na sequéncia deste trabalho

iremos apresentar algumas ideias e sugestdes para compreendermos melhor esses nimeros.

Por outro lado, também mostraremos uma relagao existente entre os ternos pitagoricos
e os nimeros complexos. Para isso, veremos somente as propriedades bdsicas desse conjunto
numérico necessdrias para a compreensdo da atividade descrita no préximo Capitulo, sem muito

aprofundamento.

3.2 Numeros complexos

Segundo [10], a histéria dos nimeros complexos tem inicio por volta do século X'V,
quando o matemadtico italiano Frei Luca Pacioli(1445-1517) publicou o livro Suma de Aritmética
e Geometria, no qual fez a seguinte afirmacao: "Ndo hd regra geral para solucdo de problemas
do tipo cubos e coisas igual a niimero". Porém, ao menos um matematico da época ndo desistiu
desses estudos e, por volta de 1515, Scipione Del Ferro(1465-1526) conseguiu solucionar a
equacio de terceiro grau x> 4+ pr = ¢, a qual representava a expressio "cubo e coisas igual
a nimero"citada por Pacioli. Apesar da descoberta, Del Ferro nao publicou seus estudos mas
mostrou a solucdo a um de seus discipulos, Fiore. Nessa época, Niccolod Tartaglia, engenheiro e
professor em Veneza, soube que Fiore, discipulo de Del Ferro, conhecia a solu¢do para a equacao
e decidiu que também iria solucioné-la por seus proprios meios e conseguiu. Em 1545, o italiano

Girolamo Cardano publicou seu livro Ars Magna, no qual trata da resolu¢do da equacao do tipo
23+ pr+q=0.
Ele havia aplicado uma férmula deduzida por ele para resolver a equacdo
23— 150 =4
e obteve como solu¢@o o nimero 4, a partir da expressao
V2 - VT 4+ {2+ voT2L

A grande pergunta era: como um nimero real poderia se originar de uma expressao que continha

raizes de nimeros negativos se estas ndo existiam? Nesse momento as raizes quadradas de
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numeros negativos comegaram a ser estudadas e os nimeros complexos apareceram. No século
XVIII, Euler introduziu o simbolo ¢ para representar a raiz quadrada de —1. Finalmente,
em 1806, a representacdo geométrica dos nimeros complexos foi elaborada pelo matemético
suico Jean-Robert Argand. Anos depois, Gauss adotou a representacdo geométrica de Argand
e a divulgou em seus trabalhos. Ele fez com que a representacdao do plano complexo ficasse

conhecida favorecendo sua aplicabilidade.

O conjunto C € um conjunto cujos elementos - 0s nimeros complexos- sdo tais que
podem ser somados, multiplicados e também possibilitam a extracdo da raiz de indice par de
um ndmero negativo. A notagdo preferida pelos livros do Ensino Médio para definir nimeros

complexos € a forma algébrica:

C={a+bi,a cRbeER,*=—1}.

Podemos observar que o nimero complexo escrito nessa forma possui duas partes: uma

parte representada por a, chamada de parte real, e outra por b representando a parte imagindria.

3.2.1 Operacdes com numeros complexos na forma algébrica

As operacoes entre nimeros complexos na forma algébrica sdo definidas de modo a
preservar as propriedades operatérias dos nimeros reais. Mais informagdes sobre nimeros

complexos podem ser vistas em [19].

Definicao 3.2. Adicdo e Subtragdo de Niimeros Complexos: Dados dois niimeros complexos
z=a+biew=c+dicoma,b,c,d € R, podemos definir as operacées de adicdo e subtragdo

entre z e w da seguinte forma:
Adigdo: z +w = (a+ bi) + (c+ di) = (a+¢) + (b + d)i.
Subtracdo: z — w = (a + bi) — (c+ di) = (a — ¢) + (b — d)i.

Na defini¢do anterior, percebemos que foram feitos apenas agrupamentos das partes real
e imaginaria dos complexos envolvidos. A seguir, definiremos a multiplicagdo entre nimeros

complexos. Em tal defini¢do, a propriedade distributiva € aplicada:

Definicao 3.3. Multiplicacd@o de Numeros Complexos: Dados dois niimeros complexos z =
a+biew=c+di, coma,b,c,d € R, define-se:

z x w = (ac — bd) + (ad + be)i.

Exemplo 3.2. Sejam z = 1+ 5i e w = 4 + 71 dois niimeros complexos.
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a) z+w=(14+4)+bB+7)i=>5+12i;
b) z—w=(1-4)+(5—-"7)i=—-3— 2
c) zxw=(1x4-5x7)+ (1 x7+5x4)i=-31+ 27i.

Definicao 3.4. Seja z = a+bi € C, coma,b € R. O niimero complexo zZ = a — bi é chamado de
conjugado de z = a+ bi. Dessa forma, os niimeros complexos z e Z sdo conjugados se possuirem

partes reais congruentes e partes imagindrias simétricas.

Observe que, se z ndo nulo, o produto z - Z é sempre um numero real ndo negativo, por

isso podemos estabelecer a defini¢do a seguir.

Definicao 3.5. Divisdo de niimeros complexos: Dados os niimeros complexos z = a + bi e

w = ¢+ di, comw # 0, define-se:

Z X W

z
W owXW
3.2.2 Representagdao geométrica de um numero complexo

Por volta do século X 1X, Argand(1768- 1822) e Gauss(1777-1855), tendo por base
os estudos de Caspar Wessel(1745-1818) e trabalhando de forma independente, criaram uma
associacgdo entre as partes real e imagindria de um nimero complexo e as coordenadas de um
ponto no plano cartesiano, possibilitando uma visualizagdo mais facil desses nlimeros. Essa
representacao usava a mesma associagcdo usada para representar cada nimero real a um tnico
ponto da reta real. Dessa forma, cada elemento a + bi, com a, b € R do conjunto dos nimeros

complexos corresponde a um tinico ponto P(a,b) do plano cartesiano e vice-versa.

A parte real de z € representada no eixo das abscissas e tal eixo é chamado de eixo real.
Ja a parte imagindria € representada no eixo das ordenadas, que € eixo imagindrioo. O plano
cartesiano assim redefinido é chamado Plano de Argand-Gauss. O ponto P(a, b) é chamado de

imagem do nimero complexo z = a + bi, com a,b € R.

Exemplo 3.3. Veja na Figura 1 a representacdo geométrica dos niimeros complexos:

a) 21 =3+4
b) z9=2—1
c) z3=21

d) 24:5
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m)l\\

)

Figura 1 — Representacdo de 21, 25, 23 € z4 no Plano Argand-Gauss.

Ja vimos que um nimero complexo pode ser representado por um ponto no plano.
Veremos que ele também pode ser representado por um vetor, que € um segmento de reta

orientado.

Todo vetor € determinado por dois pontos do plano, uma origem e uma extremidade, e é
caracterizado por uma dire¢do, um sentido e um médulo (comprimento do segmento). Desse
modo, um niimero complexo z = a + bi, com a, b € R, pode ser representado no plano Argand-
Gauss por um vetor OP de origem no ponto O(0, 0) e extremidade no ponto P(a,b). Assim, é
possivel determinar o0 médulo (comprimento) e o argumento (direcdo) de um niimero complexo

conforme definiremos a seguir.

Definicao 3.6. Modulo de um niimero complexo: O médulo de um niimero complexo z = a+bi,
indicado por |z| ou p, é o comprimento do vetor ﬁ’ ou seja, é a distancia da origem O(0,0)

ao ponto P(a,b), indicada por do,p), e é dada por

12| = do.py = V/(a—0)2+ (b—0)2.

O que equivale a escrever

|z| = p=Va®+ b

Exemplo 3.4. O niimero complexo zy = 3 + 41 pode ser representado no plano Argand-Gauss

pelo vetor U de origem no ponto 0(0,0) e extremidade no ponto P(3,4).



44 Capitulo 3. TERNOS PITAGORICOS E NUMEROS COMPLEXOS

U

-

Figura 2 — Representacdo gréafica do vetor associado ao complexo 3 + 4.

O médulo do vetor U é dado por
p=V32+42=+25=5.

Definicao 3.7. Argumento de um niimero complexo: A direcdo do vetor O? é dada pelo
dngulo 6, formado pelo vetor e pelo semieixo real positivo, com 0 < 0 < 27, considerado no
sentido anti-hordrio. O dngulo 0 é chamado argumento de z, indicado por arg(z), para um

niimero complexo ndo nulo z = a + i, com a,b € R. Com isso, o dngulo 0 ¢ tal que

b
senfl = — e cosf = g.
P P

Exemplo 3.5. Tomemos o niimero complexo zo = 2 + 2i .

P

V4
5 2
[z]
1 . b
<4
O-
2 -1 0 a 2 3

Figura 3 — Representagdo de z».
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Calculamos o valor do médulo
2] = p = V22 4+ 22 = 2V/2.

Entdo, temos que

2 1
—— ecosf =

2
22 V2 22

senf =

1
E.

Concluimos que 0 < 0 < g e que O = il

4

3.2.3 Forma trigopnométrica ou polar de um numero complexo

Vimos que um nimero complexo z pode ser representado por um ponto P(a, b), no qual
expressamos z através de coordenadas cartesianas. Quando essa representagdo € feita utilizando
0 vetor O?, dizemos que o argumento e modulo sdo as coordenadas polares de z. Dessa forma,
podemos expressar o nimero complexo z = a + bi, ndo nulo e com a, b € R, por meio de suas

coordenadas polares. Utilizaremos as Defini¢des 3.7 e 3.6 para encontrarmos essa expressao.

Vimos que p = Va? + b2.

Vimos, também, que
b
senf = — = b = psend
P

cosf="2=a= pcosh.
Substituindo os valores de a e b na forma algébrica de z, obtemos
z=a-+bi = pcost+ (psend)i,

0 que equivale a

z = p(cosf + i - send).

Essa é a forma trigonométrica do nimero complexo z. Essa representacao facilita
algumas operacdes como a multiplicacdo, a divisdo, a potenciacdo e a radiciagdo de nimeros

complexos.

3.2.4 Operacdes com numeros complexos na forma trigopnométrica

Para as préximas defini¢des, € preciso relembrar como operamos a soma e subtracio dos

arcos trigonométricos.
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a) cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sen(a)sen(d),
b) cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a)sen(b),
¢) sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a),

d) sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a).

As demonstracdes e abordagens mais completas dessas operacdes podem ser encontradas
em [19].

Multiplica¢do: Sejam os ndimeros complexos ndo nulos z; = p;(cosf; + i - senf;) e
29 = po(cosfy + 1 - senfy) na forma trigonométrica. O produto z; - z5 é obtido da seguinte

maneira:

21 - 29 = p1pafcos(0y + 03) + i - sen(6; + 05)].

Podemos generalizar a defini¢do da multiplicacdo de dois nimeros complexos para a

multiplicagd@o de n fatores complexos em que z; = p;(cos; + i - senf;),comi =1,2,...ne
Z=21°22"..." Zp.
Assim, obtemos o médulo e o argumento de z, dados, respectivamente, por

P=pP1L P2 Pn,

0=0,+0+..4+0,

Divisdo: Sejam os nimeros complexos z; € 29, com 22 nao nulo, citados na defini¢ao anterior,

. L. . 21 .
expressos na forma trigonométrica. Para obter o quociente —, definimos:
Z9

EL_ Plicos(0) — 6y) + i - sen(6) — 65)].
22 P2

Exemplo 3.6. Dados os niimeros complexos z; = 3- [COS g +1- seng} ezy =0 [cos Z + - senz] :

4
Temos:
) _ 3 5[ <7r+7r>+, <7r+7r>}_15 37r+, 3T
a) z1 -z = CoS 5t 1-sen 5t 1) = CoS 1 1. sen 1)
b) 21 3 [ <7r 7r)+, <7r 7'(')] 3 ( 7r+, 7r>
— =—-|cos|=— — t-sen|———|| ==-(cos— +1-sen— ).
Za D 2 4 2 4 5 4 4
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As operacdes em C sdo compativeis com as operacdes em R. Por isso vamos proceder da
mesma maneira com a potenciacdo em C, que serd de fundamental importancia para a atividade

proposta na sequéncia do trabalho.

Teorema 3.1. Potenciagdo(Primeira Formula de De Moivre): Seja o niimero complexo z =

p(cos O + i - send)), ndo nulo.Entdo

2" = p" - (cos(nh) + i - sen(nh)).

A demonstracdo segue-se da generalizacdo da multiplicacdo de nimeros complexos,

vista anteriormente, para obter z" = [p(cos f + i - senf)]". Assim, encontramos:
2" = p" - (cos(nb) + i - sen(nh)).

Os casos particulares dos expoentes 0 e 1 seguem a definicioem R : 2° = (a + b))’ = 1e
2! =(a+bi) =a+bi,coma,bcR.

Exemplo 3.7. Dados os niimeros complexos z = 3 - [cos g +1- Seng]. Entdo, para obter 2°,

procedemos
=3 [COS (2 : g) + 14 -sen (2 : g)} =9 (cosmi - senm)

Observe que, no caso de z*, o argumento dobra e a norma é o quadrado da medida
inicial. Essa observacdo é bem relevante para a compreensdo da atividade proposta no Capitulo

seguinte.

Por fim, temos a radiciacdo dos nimeros complexos. Mas, para isso, definiremos a raiz

n-ésima de z.

Definicao 3.8. Todo niimero complexo w tal que w" = z é chamado de raiz enésima de z.

Utilizando a defini¢do 3.1, podemos encontrar uma maneira para deduzir as raizes

enésimas de z .

Definicio 3.9. Seja o niimero complexo z = p(cos@ + i - senf)). As raizes enésimas de z sdo

n n

dadas por:

Comk=0,1,2,3.....(n — 1); e com n natural e n. > 1.

O indice k de wy, indica que z possui n raizes distintas, todas com o mesmo médulo igual

0+k-2m . . .
a /p e argumentos —— , distintos entre si.
n
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Um estudo mais aprofundado sobre o conjunto dos niimeros complexos pode ser encon-
trado em alguns trabalhos do PROFMAT, tais como [15] e [22].

Os niimeros complexos e ternos pitagdricos sdo contetidos basicos que dificilmente t€m
seus estudos correlacionados. Nosso préximo passo € estabelecer uma relagdo entre esses dois
conteddos. O Teorema que veremos a seguir serd usado, no préximo Capitulo, em uma atividade
pratica usando o software matematico Geogebra, que permite dinamismo e melhor visualizagio

das representacoes feitas.

3.3 Numeros complexos e sua relacao com ternos pitago-
ricos

Como vimos, o quadrado da medida correspondente a hipotenusa de um tridngulo
retangulo, cujas medidas formam ternos pitagdricos, € um caso especial de nlimeros que atendem
ao Teorema da Soma de Dois Quadrados. Neste ponto de nosso texto, responderemos as questoes
lancadas anteriormente: os ternos pitagoricos sao finitos? Como podemos encontrar outras
sequéncias pitagdricas? Existe alguma técnica para que isso seja feito com maior eficicia? Para
comegarmos a responder essas perguntas, iniciaremos analisando todos os pontos de coordenadas
cartesianas inteiras e a distdncia de cada um desses pontos a origem. Tome P = (a, b), com
a,be .

-2

Figura 4 — Triangulo retangulo cujos lados correspondem as medidas da distancia, dada por d,
do ponto P a origem e das projecdes de a e b no eixo imagindrio e real.
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Podemos observar a que distancia de P a origem e as projecdes a € b formam um

triangulo retangulo. Aplicando Teorema de Pitdgoras, temos:

(dpo)? = a® + b

Note que, como a e b sdo inteiros, a distancia de P até a origem também € um niimero
inteiro ou uma raiz de nimero inteiro. Assim, a sequéncia numérica dpo, a e b refere-se as
medidas dos lados de um triAngulo retingulo e o ndmero (dp)?* é representdvel. Entio, quando
perguntamos como podemos encontrar ternos pitagoricos, a resposta € procurar pontos de
coordenadas inteiras cuja distancia até a origem seja um valor inteiro. Nesse ponto de nosso

estudo comecamos a relacionar os ternos pitagoricos e os Nimeros Complexos.

Podemos comegar analisando o ponto P(a, b), com a, b € Z, no plano de Argand-Gauss.

Observe que o ponto P(a, b) representa um tnico nimero complexo z = a + bi.

Teorema 3.2. Seja z = a + bi um niimero complexo, com a,b € 7. Se a®> — b* e 2ab forem
ndo nulos, entdo o niimero complexo 2* ¢ tal que sua distancia a origem e as medidas de suas

projecoes nos eixos real e imagindrio formam um terno pitagorico.

Demonstracdo. Seja z = a + bt um ndmero complexo, com a,b € Z, ndo nulos, e o ponto
P(a, b) sua representag¢do geométrica no plano Argand-Gauss. Consideremos o tridngulo cujos
vértices sdo a origem, o ponto P(a,b) e sua projecdo B(a,0) no eixo z. As medidas dos lados
desse tridingulo sdo a medida da projecdo de P(a, b) nos eixos real e imagindrio, e a distincia de

P a origem dada por

d(p,o) =Va®+ b2
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4
3
d(P,0)
2 g b
1
A B
O O
1 0 1 a 2 3 4
-1

Figura 5 — Representacdo geométrica de z = a + bi e do tridngulo retangulo cujos vértices sdo a
origem, (a,b) e (a,0).

Observe que o valor de d(p) ou serd um nimero inteiro ou raiz de um inteiro. Para
garantir que essa distancia seja sempre um valor inteiro, podemos eleva-la ao quadrado. Como o

ponto P(a, b) corresponde ao nimero complexo z, elevamos z ao quadrado e obtemos

2?2 = (a+bi)* = a® + 2abi + (bi)*.

Como i* = —1, segue-se que

2? = a* + 2abi — b*.
Reorganizando os elementos, encontramos

2* = (a® — b?) + 2abi.

Dessa maneira, temos que 2> é um nimero complexo com a parte real igual a a® — b* e
parte imagindria igual a 2ab. Como a, b € Z, ambas as partes de 2> também sio inteiras e, assim,

o ponto P’(a* — b%; 2ab) possui coordenadas inteiras.
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Pl

4
3
2 d(p,0) 2ab
1

® a?- b?

o

o 1 2 i 4

-1
-2

Figura 6 — Representacdo geométrica de de P'(a* — b?, 2ab) e do tridngulo formado por este
ponto, por sua proje¢do no eixo z e pela origem.

Para encontrarmos a medida dpr o), fazemos

dpro) = v/ (a2 — b2)2 + (2ab)2 = Va* + 2a202 + b* = \/(a® + b?)2 = a® + b

e encontramos novamente um inteiro. Dai, concluimos que as trés medidas encontradas |a2 —v?,

2|ab| e d(pr 0y = a* + b” representam um terno pitagérico e, automaticamente, d(pr o) = a* + b

¢ representavel. O

Observacio 3.1. Observamos que se a*> — b*> = 0 ou 2ab = 0, no teorema anterior, o complexo
22 se localizard em um dos eixos do plano de Argand-Gauss. Nesse caso, ndo teremos o terno
pitagorico jd que uma das medidas das projecoes aos eixos serd nula. Caso tenhamos uma das
projecoes nos eixos nula, isso nos conduzird a um caso degenerado que ndo atende a nossa
defini¢do de terno pitagorico (que exige valores positivos) mas ainda nos fornece a distancia
de 2* & origem como um niimero representdvel trivial (com um dos quadrados da soma sendo
nulo). Como a demonstracdo desse caso especial se enquadra no caso geral, ndo a faremos

separadamente.

Assim, encontramos uma maneira pratica para obter outros ternos pitagdricos através da
aplicacdo do Teorema 3.2. E, nessas condi¢des, podemos responder a outra pergunta deixada

anteriormente: os ternos pitagéricos sao finitos? Ndo, uma vez que a® — b e 2ab sdo inteiros,
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podemos aplicar o resultado ao complexo 2? = a* — b? + 2abi obtendo um novo terno pitagérico.
Aplicagdes sucessivas desse resultado aos complexos obtidos e variagdes nos inteiros a e b nos

mostram que infinitos ternos podem ser obtidos.
Corolario 3.2. Existem infinitos ternos pitagoricos.

De fato, o resultado € imediato pelo fato de existirem infinitos nimeros complexos com

coordenadas inteiras.

Na prética, dado um complexo do tipo a + b7, a demonstracao do teorema 3.2 nos mostra

que um terno pitagérico pode ser obtido considerando-se (|a* — b?|, 2|ab| e a® + b).

Exemplo 3.8. Vamos aplicar o Teorema anterior para tentarmos encontrar ternos a partir dos

niimeros complexos:

a) z=3-+ 95

Fazendo 22, encontramos.
22 = —16 + 30i

Dessa maneira encontramos os catetos 16, 30 e a hipotenusa é dada por v/ 162 + 302 = 34,

como pode ser observado na Figura 7. Temos o terno Pitagdrico (16,30, 34).

25

20

=34

0 -15 -10 =16 -5

Figura 7 — Representacdo geométrica de dois tridngulos retangulos cujos lados sdo as distincias
de z e de z* & origem, e suas projecdes aos eixos real e imagindrio referente 2 letra a

b) z = 2+ 2i Elevando esse niimero ao quadrado, temos:

2% = 8i.
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Nesse caso, temos um complexo com parte real nula e encontramos um triangulo degene-

rado [veja Figura 8]. Ndo obtemos um terno pitagorico.

2

6
g
5 p 4
h= /&
b=2
2 0 a =2 4

-2

Figura 8 — Representagdo geométrica do tridngulo associado ao complexo z e do triangulo

degenerado associado a 2%

Contudo, serd que todos os pontos associados a ternos podem ser gerados usando essa
técnica? A resposta para essa questdo € ndo! Nem todos os ternos podem ser gerados a partir de
um ndmero complexo a + bi. Podemos observar que o lado do tridngulo correspondente & parte
imagindria € sempre um ndmero par, ja que se origina a partir do cdlculo 2ab. Isso nos garante
obter apenas complexos cujas partes imagindrias sejam ndmeros pares que podem ser expressos

da forma 2ab a partir dos valores a e b do complexo original.

Um outro exemplo € o nimero complexo z = 6 + 8:. Tal nimero ndo pode ser obtido
aplicando-se o teorema 3.2 a nenhum complexo do tipo a + bi com a e b inteiros, embora
tenhamos um terno bem conhecido. No entanto, o nimero complexo z = 8 + 67 € possivel ser
obtido aplicando o teorema 3.2 ao complexo 3 + ¢ . Mas, por que isso ocorre se Sa0 0s mesmos
inteiros 8 e 6 que formam os niimeros complexos citados? De acordo com o que vimos, a parte
imagindria do nimero complexo 6 + 8i, seria obtida através da expressao 2ab e teria as seguintes
opcdes para que fosse gerada a partir de um complexo a + bt (suporemos que a e b sdo positivos

J& que os demais casos t€m o mesmo raciocinio)

e Tomando a = 2e b = 2, terfamos 2 - 2 - 2;
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e Tomando a =4 e b =1, teriamos 2 - 4 - 1 ou invertendo a posi¢cdo 2 - 1 - 4.

Em nenhuma das opg¢des, com os valores possiveis para a e b, conseguiriamos obter a

parte real 6 através da expressdo a® — b%.

Outro exemplo dessa situagdo é o terno (3, 4, 5). Ndo conseguiriamos obté-1o se o niimero
3 correspondesse A parte imagindria e o 4 A parte real do complexo 2. J4 o niimero complexo
z = 3+ 41, possui em sua a parte imagindria um nimero par, sendo possivel sua obtencao através
do calculo 2ab e a parte real através de a? — b*. De fato, z = 3 + 4i pode ser obtido a partir da

aplicacao do Teorema ao complexo 2 + 3.

Respondidas as perguntas iniciais, passaremos, no Capitulo seguinte, a atividade proposta
de nosso trabalho. Essa atividade contard com a ajuda do software matemdtico GeoGebra e sera
aplicada, com diferentes objetivos, em uma turma do Ensino Médio e para alguns alunos da

graduacdo em Matematica.
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CAPITULO

Atividade Com Alunos do Ensino
Médio e Alunos de Graduacao em
Matematica

Neste capitulo, apresentaremos as atividades realizadas com estudantes do do Ensino
Médio e com alunos da graduagdo em Matemética, tanto de licenciatura quanto de bacharelado.
A atividade precisou de adaptacdes devido ao periodo de pandemia no ano de 2020. Todas as
orienta¢des foram feitas de modo ndo presencial, utilizando ferramentas digitais de comunicagao.
O objetivo principal da atividade foi elaborar uma aplicacdo para os nimeros complexos, fazendo
uma relacdo dos mesmos com o0s ternos pitagoricos, utilizando o software matematico GeoGebra.
Outro objetivo, presente em quase todos os trabalhos que utilizam o GeoGebra, € verificar as

potencialidades desse programa em atividades de ensino.

O software GeoGebra foi escolhido para a atividade por ser uma ferramenta gratuita e de
facil acesso. Estd disponivel para uso de forma online, em computador e, também, smartphone
e possui uma interface facil de trabalhar, com boa conexdo entre dlgebra e geometria e pro-
porcionando uma visualiza¢do de movimentos dinamicos. Visto que o GeoGebra € de grande
importancia para o decorrer e compreensao da pratica proposta, vamos iniciar apresentando mais

informagdes sobre essa ferramenta.

41 O GeoGebra

O GeoGebra é um software gratuito, de cédigo aberto, multiplataforma e de matematica
dindmica com interface amigdvel que combina geometria, dlgebra, tabelas, gréificos, estatisticas
e céalculo em uma mesma aplicacdo, atingindo desde a educagdo bdsica ao ensino superior.

O GeoGebra foi desenvolvido por Markus Hohenwarter, em 2001, durante a elaboracdo de



56 Capitulo 4. Atividade Com Alunos do Ensino Médio e Alunos de Graduacdo em Matemdtica

sua tese. Segundo o site do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo [11], o software € usado em,
aproximadamente, 190 paises e traduzido para cerca de 55 idiomas. Os institutos foram criados
em diversos paises para dar suporte a sua utilizagao.

s STl sIPANIEIR Q
+ W

®

Figura 9 — Tela inicial do GeoGebra.

Os recursos disponibilizados no GeoGebra possibilitam ao usuério fazer conjecturas
e investigar solugdes para as possiveis indagacdes surgidas durante o estudo de um contetdo.
Professor e aluno podem, juntos, explorar todas as possibilidades que esse recurso oferece.
Alguns trabalhos do PROFMAT, tais como [7], mostram um pouco das ferramentas disponiveis
e os recursos mais utilizados. J4 o trabalho, também do PROFMAT, [4], traz um exemplo
da versatilidade do GeoGebra e de como pode ser utilizado nesta busca pela producdo do
conhecimento através da investigacdo. Muitos outros textos de conclusdo de cursos da graduacio
em licenciatura em Matematica, e também de programas de pds graduacdo, dentre os quais
citamos o Programa de Pds-Graduacdo em Educacao Matemdtica (PPGEDMAT) da UFOP e
de outras instituicdes, também abordam a utilizacdo do GeoGebra e suas contribui¢des para o

ensino-aprendizagem, como por exemplo [6].

Em nossa atividade, o GeoGebra é de fundamental importancia, tendo uma adaptagdo
relativamente simples para atividades realizadas de modo ndo presencial, e permitindo, com sua

dindmica, que obtenhamos os resultados esperados em menor tempo.

4.2 Relacionando numeros complexos e ternos pitagori-
cos usando o Geogebra

O ano de 2020 trouxe desafios muito grandes para o nosso trabalho. Em um cendrio de
pandemia por conta do novo Coronavirus foi preciso que se fizessem adaptagdes nos métodos

de aplicacdo inicialmente pensados para a atividade prética. Todas as orientacdes foram feitas
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respeitando as normas da Organizacdo Mundial de Saidde (O.M.S.) que sugeriu o distanciamento
social. A solug@o para conseguirmos nosso objetivo foi utilizar os meios de comunicagao digital.

Aplicativos como Google Meet e WhatsApp foram essenciais nesse cendrio pelo qual passamos.

A mesma atividade foi aplicada em dois grupos diferentes de estudantes, com direci-
onamentos e objetivos distintos, de acordo com a escolaridade de cada um deles. A atividade
foi realizada em um Unico encontro com cada grupo de estudo através de videoconferéncia
utilizando o Google Meet como aplicativo de comunicagdo e o GeoGebra como ferramenta
principal de trabalho dos alunos. A mestranda também utilizou quadro branco cuja imagem foi

projetada para os alunos quando necessario.

4.2.1 Sujeitos e contexto

Os sujeitos deste estudo sdo dois grupos diferentes de estudantes. O primeiro grupo €
formado por dez alunos de uma escola da rede publica estadual de Minas Gerais, situada na
cidade de Coronel Fabriciano-MG. Todos os dez alunos participantes fazem parte de turmas
do Ensino Regular diurno para as quais a mestranda leciona o conteido de matemética. Eles
aceitaram o convite para participarem da atividade proposta. Nove desses alunos sdo concluintes
do terceiro ano e um aluno do segundo ano do Ensino Médio e, por conta da pandemia, nao
puderam estudar o conteido de niimeros complexos presencialmente. Além disso, as alteragcdes
nos curriculos da rede estadual ocorridas durante a pandemia fizeram com que os conteudos
ministrados nas aulas fossem distintos daqueles que normalmente seriam vistos, caso nao
houvesse a pandemia. Por isso, um grupo de conversa virtual foi criado utilizando o aplicativo
WhatsApp e aconteceram encontros virtuais extra-curriculares, através do Google Meet, para
que o topico nimeros complexos pudesse ser abordado. Dessa forma, puderam desenvolver o
conhecimento necessdrio para o entendimento da atividade proposta. Para eles, o objetivo da
atividade foi apresentar uma aplicagdo dos nimeros complexos e sua relagdo com os ternos

pitagoricos.

O segundo grupo é composto por alunos da graduacdo em Matemadtica da Universidade
Federal de Ouro Preto (UFOP), sendo dois alunos do Bacharelado e oito alunos da Licenciatura,
futuros professores de matemadtica. Os alunos sdo de turmas bem diversificadas e estdo cursando
periodos finais do curso de Matemadtica. Devido a paralisagcdo das atividades letivas nos meses em
que a atividade foi realizada, um grupo de alunos que ja haviam cursado disciplinas que abordam
conceitos de nimeros complexos na UFOP foi convidado pelos orientadores do trabalho, que
também trabalham nos cursos de graduagdao da UFOP. Dentro desse grupo, os dez ja citados
aceitaram participar da pesquisa, sendo que trés se encontravam na primeira metade do curso e os
demais encontravam-se na segunda metade do curso, mais proximos da conclusdo. Além disso,

seis deles participam do Programa de Educacao Tutorial de Matemética da UFOP-PETMAT,
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outros dois alunos atuam como tutores do Programa de Iniciacdo Cientifica da Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Piblicas (OBMEP) e uma aluna € bolsista do Programa
Residéncia Pedagdgica. Além do mesmo objetivo da atividade feita com os alunos do Ensino
Médio, um segundo objetivo, nesse caso, foi trazer reflexdes e apresentar as potencialidades do
GeoGebra em sala de aula, no caso especifico, na atividade que mostra uma aplicacao nao usual

dos nimeros complexos, relacionando-os com os ternos pitagoricos.

4.2.2 Roteiro da atividade

Objetivos:

e Para os alunos do ensino médio: apresentar uma aplicacdo dos nimeros complexos

para a obtenc¢do de ternos pitagoricos.

e Para os alunos de graduacdo, além de termos o mesmo objetivo da aplicacdo da
atividade para os alunos do ensino médio, ainda queremos analisar as potencialidades do uso o
GeoGebra.

Contetido: nimeros complexos e ternos pitagoricos.

Pré-requisitos: econceito de ternos pitagéricos, pode ser associado a habilidade EFOOMA 14,
[8]. ® operacdes basicas com niimeros complexos (adi¢do, multiplicagdo, representacdo no plano,
potenciacdo de nimeros complexos na forma algébricas), conteido contemplado pelo Eixo
Tematico VII, tépico 37 do CBC mineiro, [14].

Metodologia: a atividade foi conduzida pela mestranda, que mediou as discussodes de
modo a levar os alunos a concluirem que ao quadrado de cada complexo z = a + bi, com a, b
inteiros, € possivel associar-se um tridngulo retangulo, de lados inteiros. As medidas desses lados
(excetuando-se alguns casos degenerados) correspondem as medidas de um terno pitagérico. O
registro da atividade foi feito através da plataforma Google Meet, tanto com a grava¢ao quanto
com o arquivo com as mensagens de texto. As impressoes dos alunos, algumas de suas falas e
respostas a perguntas feitas pela mestranda também foram registradas através do Chat do Google
Meet ou através de manifestacoes durante as aulas. Também foram propostos questiondrios (ver
apéndice) com o objetivo de obter informacgdes sobre as impressdes dos participantes acerca da

atividade.

Materiais usados: GeoGebra, l4pis e papel pelos alunos; GeoGebra e quadro pela

mestranda; plataforma Google Meet para realizacdo e também registro da atividade.

Tempo estimado: 120 minutos.
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Descricio da parte da atividade feita com o auxilio do GeoGebra: para execucio da
atividade, relataremos os passos e, brevemente, seu objetivo, deixando mais detalhes para a

descricdo da atividade nas paginas seguintes.

1. Usando o GeoGebra, criar controles deslizantes a, b com incremento 1 e intervalo entre 0
e 3.

Objetivo: os valores inteiros a e b estardo associados a complexos z = a + bi com
coordenadas inteiras. Utilizamos inicialmente valores positivos para facilitar as discussoes,

mas ao final da atividade retiramos tal limita¢do dos controles deslizantes.

2. Na caixa de entrada criar os pontos D(a, b), A(0,0), B(a,0).

Objetivo: Representar o complexo z = a + bi no plano, obtendo o ponto D. Definimos o
ponto B como sendo sua projecao no eixo real e tais pontos, juntamente com a origem,

serdo os vértices de um tridngulo retangulo.

3. Utilizando a ferramenta poligono no quinto botdo superior, criar o poligono ABD.

Objetivo: com a ferramenta poligono € possivel identificar o tridngulo com vértices nos
pontos A, B, D, obter os segmentos correspondentes aos seus lados e suas respectivas

medidas.
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b = Segmento(B, D, t1)

hy = Segmento(D. A, 1)
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Figura 10 — Representacdo do poligono ABD.

4. Variar os parametros a e b e observar o que acontece com o tridngulo ABD.

Objetivo: a variacdo dos valores de a e b permite visualizar todos os tridngulos formados
utilizando o método descrito no item 2. Permite, também, observar que a medida da
hipotenusa dos tridngulos formados trata-se de um valor inteiro ou € a raiz de um niimero

inteiro.
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Figura 11 — Representacdo da variagdo dos parametros a e b

5. Na caixa de entrada criar os pontos G(a® — b*,2ab) e E(a® — b*,0).

Objetivo: o ponto G corresponde a representacio de 2% no plano, e definimos o ponto £

como sua projecao no eixo real. O novo triangulo retangulo terd como vértices os pontos
A G E.

6. Criar o poligono AEG.

Objetivo: utilizando a ferramenta poligono € possivel visualizar o tridngulo retangulo

AEG e identificar as medidas dos segmentos correspondentes aos seus lados.
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Figura 12 — Representagdo dos poligonos ABD e AEG

7. Variar os parametros a, b.

Objetivo: nesse ponto, fazemos a comparacgdo entre as medidas dos lados, principalmente
a hipotenusa, dos dois tridngulos formados e observamos que o poligono AEG sempre
possui medidas inteiras para seus lados. Também € possivel perceber para quais valores de
a e b o tridngulo AEG é degenerado.
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Questionamentos:

Durante atividades como a nossa, o professor deve estar aberto e mobilizar a participacio
dos alunos. Dessa forma, nos organizamos para que os alunos fossem incentivados a fazerem
perguntas, a interagirem, a indicarem suas dividas. Mesmo assim, um roteiro prévio com alguns
questionamentos que seriam feitos no decorrer da atividade foi elaborado. As perguntas foram
apresentadas aos alunos na medida em que a atividade se desenvolvia, sempre com a mediagcdo

da mestranda.

1. Ao representar o primeiro nimero complexo, as medidas do tridngulo retangulo formado
por suas projecdes nos eixos e pela distancia do ponto que o representa a origem, formam

ternos pitagoricos?
2. Em caso negativo, o que falta ou o que precisaria mudar para que as medidas correspondam

a ternos pitagoricos?

3. Qual operagao pode ser feita para que a hipotenusa seja um nimero inteiro e os catetos

continuem inteiros?

4. Quando representamos z2, o tridngulo obtido a partir de suas projecdes nos eixos e do

segmento que une sua representacao no plano a origem possui medidas inteiras?
5. Por que alguns triangulos degeneram? Em quais condi¢des ndo obtemos tridngulo?

6. Existem infinitos ternos pitagéricos? Como podemos usar nossa descoberta para responder

essa pergunta?

Comentarios: a atividade foi realizada na modalidade de webconferéncia usando o

aplicativo Google Meet em um Unico encontro para cada grupo de participantes.

4.3 Descricao da atividade com os alunos do Ensino Mé-
dio

A atividade foi realizada respeitando o distanciamento social, seguindo orientagdes da

OMS devido a pandemia causada pelo novo coronavirus. Na atividade, o orientador da mestranda

esteve presente, auxiliando na dindmica da sala. Como a pesquisadora mestranda é também

professora dos alunos, utilizamos indistintamente a indica¢cdo mestranda ou professora para nos

referirmos a ela na descri¢cdo da atividade.

O encontro com os alunos do Ensino Médio da escola ptiblica aconteceu de forma remota,

usando o aplicativo para videochamada Google Meet. Eles foram orientados, anteriormente, a
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baixarem o aplicativo GeoGebra no celular ou utilizar link para o GeoGebra online. Os alunos
também receberam orientagdes através de videos explicativos gravados, especificamente para a

atividade, mostrando as diversas ferramentas do aplicativo e a forma de utilizacdo.

No inicio do encontro, os alunos foram orientados a usar tanto o quadro de mensagens
(chat) quanto o microfone para comunicagdo. Os recursos utilizados para a aplicacdo da atividade

foram apresentagdo em slides, quadro branco e o software GeoGebra.

O primeiro questionamento lancado a eles foi se conheciam o conceito de ternos pitagé-
ricos. Alguns alunos responderam que sim, porém acreditamos que apenas associaram 0 home
as medidas dos lados de um triangulo retangulo. Em seguida, foi apresentada a defini¢ao de
ternos pitagéricos e foi pedido que eles dessem exemplos. Os alunos citaram os ternos (3,4, 5),
(20,21,29) e (12,16, 20). Apds esse tltimo terno ser citado, uma aluna questionou se todos
os ternos seriam obtidos a partir dos mdltiplos de (3,4, 5), mesmo que o terno (20, 21, 29) ja
tivesse surgido. A partir dessa pergunta, tentamos explorar a questdo da dificuldade que tiveram
em pensar em outros trios. Perguntas como "acreditam ser limitada a quantidade de ternos
pitagoricos?", "serd que existe algum meio mais facil para encontrarmos os ternos que ndo sao

multiplos de (3,4, 5)?"fizeram com que as respostas se dividissem.

O quadro branco foi usado para que os alunos visualizassem a representacdo do ndmero
complexo z; = 2 + ¢ no plano de Argand-Gauss e, a partir dai, associassem um triangulo usando
as medidas das projecdes do ponto no eixo real, no eixo imagindrio e a sua distancia a origem
como medidas dos lados. O objetivo era perceber que, usando essa associagdo, o triangulo

formado possui medidas inteiras para os catetos.
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Figura 13 — Ao ponto z = 2 + i foi associado o tridngulo retdngulo de vértices (0,0),(2,1) e
(2,0), cujas medidas dos lados correspondem a distancia de D(2, 1) a origem e as
medidas da projecao de tal ponto nos eixos.

Em seguida, foi pedido que calculassem a medida da hipotenusa, correspondente a
distancia do ponto a origem. As trés medidas dos lados do tridngulo retangulo obtido 2, 1, V5
foram analisadas e foi perguntado se a sequéncia de nimeros formava um terno pitagorico.
Um dos alunos respondeu que sim e, retomando o conceito dado no inicio do encontro, ele
rapidamente pdde perceber que um dos nlimeros era irracional e concluiu que ndo se tratava de

um terno pitagorico.

Foi pedido que os alunos citassem outros nimeros complexos com a e b inteiros para
que pudessem ser associados a outros tridngulos usando o mesmo processo citado anteriormente.
Ainda usando o quadro branco, cada niimero complexo citado pelos alunos foi listado com a
sequéncia das trés medidas dos lados do triangulo associado. Para cada sequéncia foi perguntado
se formava um terno e, quando respondiam que nio formavam, outro questionamento era langado:
por que ndo forma um terno? O que atrapalha? Uma aluna citou o nimero complexo 3 + 47
mostrando que havia percebido que o valor da hipotenusa do tridngulo associado a este nimero é

5 e as medidas formavam um terno pitagorico.

Todos esses passos foram importantes para que os alunos pudessem compreender a

construcao do tridngulo e, a partir dai, eles foram convidados a usar o GeoGebra para associar
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outros nimeros complexos a tridngulos seguindo os passos 1, 2, 3 e 4 do roteiro da atividade,
descrito anteriormente. Ao variar os valores, os alunos foram mais uma vez questionados se as
medidas dos lados dos triangulos obtidos formavam ternos. A dindmica permitida pelo programa
e as medidas ja apresentadas na janela de dlgebra promoveram agilidade as variagdes. Na janela
de dlgebra os valores apareciam em decimais e questionamos que valores seriam esses. Os alunos
responderam que seriam as raizes relativas as medidas da hipotenusa e observamos que seriam

aproximagdes delas.

(=] : 3
° . _. NEY .

. by = Segmenta(E,D, 1)

dy = Segmento(D, A, t1)

Figura 14 — Construcdo do tridngulo associado ao nimero complexo z = a + bi usando o
GeoGebra,coma =2eb = 1.

Em seguida, foram feitos novamente os questionamentos: Bastaram as duas medidas
inteiras dos catetos para formar ternos pitagéricos? Aonde estd o problema quando as medidas
dos tridngulos ndo formam ternos? Os alunos conseguiram responder que nao bastavam duas
medidas inteiras para os catetos e que o problema era a hipotenusa ser a raiz de um nimero inteiro
no caso de as medidas ndo formarem ternos. Com isso, perguntou-se o que poderia ser feito para
que essa raiz resultasse em um nimero inteiro e dois alunos responderam "elevar ao quadrado”,
o que era esperado. Nesse momento, foi feita a pergunta: Se a medida do lado do tridngulo que
ndo € inteira € a hipotenusa, que corresponde a distancia do ponto a origem, entdo para elevar
esse valor ao quadrado, precisamos usar qual estratégia? Os alunos sugeriram elevar o nimero
complexo ao quadrado. Para verificacao da sugestdo, o quadro foi usado para fazer os calculos
com alguns exemplos como z; = 2+ 14, 2o = 6 + 1, 23 = 4 + 2i e 24 = 3 + 44, e obtivemos
os ndmeros complexos 22 = 34+ 4i, 292 = 35+ 120, 232 = 12+ 16i e 2,2 = —7 + 24i. A
estratégia foi fazer, para cada novo nimero complexo obtido, a representagdo no plano complexo,
a associagdo ao triangulo retangulo conforme ja explicado, para, em seguida, listarmos os valores

das medidas dos trés lados do novo tridngulo.

Um aluno observou que o valor da hipotenusa do tridngulo associado a z,? era 25 porque

era o quadrado da hipotenusa do tridngulo associado a z4, fazendo assim, a andlise esperada
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da situacao. Os alunos puderam analisar que, em todos os exemplos trabalhados, as medidas
obtidas dos lados do novo tridngulo eram inteiras e, por consequéncia, formavam os ternos
pitagéricos (3,4,5), (35,12,37), (12,16, 20) e (7,24, 25), respectivamente. Até mesmo para o
caso do niumero complexo 3 + 47, cujas medidas dos lados do tridngulo associado correspondia
a um terno, tivemos um novo terno obtido a partir de seu quadrado. A pergunta feita nesse
momento foi: Tomando um nimero complexo z = a + bz, com a e b inteiros, associando este
nimero a um tridngulo com medidas dos lados dadas pelas projecdes nos eixos imagindrio, real
e pela medida da distancia do ponto a origem como medidas dos lados, se estas medidas ndao
formarem ternos pitagéricos, fazendo z* e associando o novo tridingulo a0 mesmo processo,
sempre obteremos medidas inteiras para o novo tridngulo? As respostas se dividiram entre sim e

nao.

Essa indagacdo fez com que a dindmica seguisse para a proxima etapa que foi usar
0 GeoGebra para a constru¢do de outros tridngulos associados ao quadrado de um ndmero
complexo z = a + bi, seguindo as orientacdes dos passos 5 e 6. Os célculos para encontrar 2>
foram feitos no quadro. Depois disso, cada ponto a ser utilizado como vértice do novo triangulo
associado ao niimero complexo z? = a* — b? + 2abi foi identificado e feita sua representacio.
Os pontos necessdrios foram A = (0,0),G = (a* — b*,2ab) e E = (a* — b*,0). Sobre as
coordenadas do ponto G' = (a* — b*, 2ab), que representa 2, foi perguntado se eram valores
inteiros e os alunos conseguiram observar que se tratavam de valores inteiros uma vez que a €
b € Z. Seguindo o passo 7 do roteiro, os alunos puderam perceber as mudangas que ocorriam
durante a variacdo dos parametros a e b. A primeira questdo apresentada foi: sempre serd formado
um novo triangulo? Os estudantes rapidamente disseram que ndo e notaram que para alguns
valores os tridngulos degeneram. Aproveitando essas respostas, mais uma questdo foi feita: em
quais condi¢des ndo obtemos tridngulo? Os alunos conseguiram concluir que nao se obtém

tridngulo quando a = b, ou ainda, quando a ou b sdo nulos.
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Figura 15 — Representacio do tridngulo degenerado associado a z* quando a = b = 2.

Os alunos foram instruidos, mais uma vez, a variarem os parametros a € b para que
pudessem analisar as medidas dos segmentos indicadas na parte lateral esquerda da interface do
GeoGebra. Perguntou-se: Quando representamos 2, o tridngulo obtido a partir de suas projecdes
nos eixos e sua distancia a origem possui medidas inteiras? A dindmica e os varios exemplos
proporcionados pelo GeoGebra fizeram com que a pergunta que anteriormente havia dividido a

turma passasse agora a ter resposta afirmativa dos participantes.
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Figura 16 — O tridngulo DAB corresponde ao tridngulo associado a z = 2 + 3i e o tridngulo
G AFE corresponde ao tridngulo associado a z%. Na janela de dlgebra temos os valores
das medidas dos lados.
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Nesse ponto, os alunos foram levados a pensar no porqué de sempre se obterem medidas
inteiras para os triangulos formados a partir das proje¢des nos eixos e distancia a origem do ponto
que representa z°. Analisando o tridngulo associado a 2%, desenhado inicialmente no quadro,
e efetuando as operacdes juntamente com a professora, puderam perceber que as medidas dos
catetos seriam dadas por |a® —b?| e 2|ab|. Aqui observamos que o GeoGebra jd indica na janela de
algebra o valor das medidas dos lados do tridngulo, ou seja, ja calcula os médulos caso a operagao
algébrica retorne valores negativos. Assim, aplicando o teorema de Pitdgoras e efetuando os
célculos necessarios, mostrou-se que o valor da hipotenusa desse tridngulo sempre serd dado
por a® + b*. Novamente, os alunos foram questionados se o valor obtido para a hipotenusa seria
um valor sempre inteiro e um aluno respondeu, prontamente, que sim por serem a e b valores

inteiros, notando os casos degenerados ja descritos.

Depois disso, outra questdo foi levantada: Tudo o que fizemos até aqui, utilizamos
intervalos de valores para a e b entre 0 e 3, serd que o resultado obtido também € valido para os
inteiros negativos? Alguns alunos responderam que sim e foi pedido que usassem o GeoGebra
para conferirem a resposta. Usando ainda os mesmos comandos, foi pedido que alterassem os
parametros dos controles deslizantes a e b para minimo —3 e mdximo 3. Variando mais uma vez

os parametros concluiram que a descoberta era vélida para todos inteiros a € b nao nulos.

Para finalizar a atividade, foi pedido que experimentassem sozinhos a descoberta. Pen-
sassem em um nimero complexo com a, b € Z , fizessem sua representacio no plano complexo,
associando a um triangulo usando como medidas dos lados as projecdes e distancia do ponto a
origem e, caso esse tridangulo nao tivesse medidas que formassem ternos pitagoricos, deveriam
encontrar um terno a partir dele. Uma aluna citou z = —5 + 7z e o nimero foi representado no
quadro. Os alunos identificaram que as medidas dos lados do tridngulo associado eram 5, 7, V74
e observaram que ndo formavam terno pitagérico. Quando a turma foi questionada sobre como
poderiam encontrar um terno a partir de = = —5 + 74, um aluno respondeu que bastava elevar
z ao quadrado. Com a orientagdo da professora, eles conseguiram perceber que era o caminho
certo, porém ja estava registrado no quadro uma expressao pratica e rapida para encontrarem
o terno utilizando as medidas encontradas para os lados do triAngulo associado a z?, que sio
la® — b*|,2|abl e a® + b*.

Para a resolucdo da questdo apresentada no exemplo dado z = —5 + 77, os alunos foram
citando as operagdes feitas para encontrarem os valores dos catetos do tridngulo associado a
z?. No momento em que perguntamos qual seria o valor da hipotenusa do tridngulo associado
a z%, um aluno respondeu rapidamente que tal valor era 74. Questionado pela mestranda sobre
como chegou ao resultado, o aluno respondeu que esse era o quadrado de /74, mostrando

compreensao do contetdo trabalhado.

Por fim, chegaram a conclusao da atividade respondendo a uma pergunta feita no inicio do
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encontro: a quantidade de ternos pitagéricos € limitada? Uma aluna escreveu nas mensagens que
a quantidade de ternos pitagdricos € infinita porque os niimeros naturais sao infinitos, mostrando

ter compreendido toda a dindmica.

02:08:42.442,02:08:45.442

ey~ =x1stem infinito
02:09:34.733,02:09:37.733

e : 02 numercs naturails sfc infinitos

Figura 17 — Resposta de uma aluna a questdo: a quantidade de ternos pitagdricos € limitada?

Concluimos enunciando o Teorema 3.2, deixando o momento seguinte aberto para
davidas ou comentdrios e, também, para que respondessem o questiondrio em formato de

formulario online.

Os alunos mostraram-se motivados e interessados durante todo o tempo decorrido no
encontro. Conseguiram, com a orienta¢ao devida, acompanhar e compreender todo o processo
utilizando o GeoGebra. Outras observagdes e comentdrios sobre a dindmica poderdo ser vistas

no capitulo posterior no qual analisaremos as respostas aos questionarios

4.4 Descricao da atividade com os alunos da graduacao
em Matematica

O encontro com os alunos da graduacdo em Matematica aconteceu na modalidade remota
utilizando o aplicativo de comunicacao digital Google Meet, assim como ocorreu com os alunos
de Ensino Médio. Esses alunos ja eram familiarizados com as ferramentas disponibilizadas pelo
GeoGebra e e receberam um material revisional sobre nimeros complexos. Tal material ndo era
de uso obrigatério, mas relembrou aos que tiveram interesse sobre definicoes e propriedades
basicas no conjunto C. Além da mestranda e dos alunos convidados, também participaram o

orientador e o coorientador do trabalho.

O objetivo dessa atividade com esse publico foi ndo s6 apresentar uma aplicacao nao
usual dos nimeros complexos, relacionando-os aos ternos pitagéricos, mas também fazer uma
andlise de como o GeoGebra pode agilizar e auxiliar o trabalho do professor em dinAmicas como

€ssa.

O roteiro da aula foi bem parecido com o aplicado a turma do Ensino Médio. Porém, o
interessante para eles € o compartilhamento de ideias que podem ser usadas em sala de aula,

uma vez que a maioria dos participantes serdo futuros professores de matemaética. Os alunos
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da graduacdo também foram orientados a utilizarem tanto o chat disponivel pelo aplicativo de
videochamada utilizado quanto o microfone para participagdo. Os recursos utilizados foram

apresentacdo em slides, quadro branco e o software GeoGebra.

Para iniciarmos a dindmica, lancamos a pergunta "Vocé conhece alguma aplicacdo dos
nimeros complexos (dentro ou fora da matematica)? Em caso afirmativo, indique a aplicacao".
Apresentamos a questdo em slide e pedimos que a resposta fosse registrada em um formulario
online cujo link foi colocado na caixa de mensagens da videochamada para que fosse acessado.
O intuito foi ter registros que possibilitem fazer comparagdes entre o que sabiam, ou conheciam,
sobre o assunto antes e ap0s a realizacao da atividade. A andlise das respostas desse questionério

seré feita na secdo 5.2.

Em seguida, perguntamos se sabiam o conceito de ternos pitagéricos. Uma aluna respon-
deu que se tratava das medidas dos lados de um tridngulo retangulo e outro aluno disse que ndo
se recordava, mas que pensava ser algo relacionado ao Teorema de Pitdgoras. Apresentamos a
definicdo 3.1 e enfatizamos o fato de que os trés nimeros precisam ser, necessariamente, naturais.
Logo apds, pedimos que dessem exemplos de ternos. O primeiro terno (3, 4, 5) foi citado com
certa rapidez, depois um outro aluno citou que todos os multiplos desse terno seriam outros
exemplos. Aproveitando essa fala, perguntamos se os ternos eram obtidos apenas a partir dos
multiplos do terno citado e eles responderam que nio. Porém, quando pedimos que citassem ter-
nos que ndo fossem miiltiplos de (3, 4, 5) eles sentiram certa dificuldade. Perguntamos, entdo, se
a quantidade de ternos era ilimitada, tendo em vista a dificuldade deles em encontrar tais valores.
Um dos alunos respondeu que eram infinitos e que para verificar, bastava pensar nos multiplos
do terno (3,4, 5). Nesse momento, perguntamos se eles conheciam alguma maneira de encontrar
ternos pitagdricos que nao fossem multiplos de um terno conhecido e todos responderam que

nao.

A continuidade da dinamica foi feita pela mestranda utilizando o quadro para repre-
sentacdo geométrica do nimero complexo z = 3 + 4, indicada pelo ponto (3, 1) no plano de
Argand-Gauss. Foi explicado que a intencao era associar um triangulo retdngulo a representa-
cao de z de modo que as medidas dos lados desse tridngulo retangulo fossem as medidas das
projecdes do ponto no eixo real, no eixo imagindrio e a medida da distdncia do ponto (3, 1)
a origem como valor de cada lado. Para o complexo z dado, foram obtidos como vértices os
pontos (3,1), (3,0) e (0, 0). Explicamos, também, que a escolha do nimero complexo z = 3 + 1,
com coordenadas inteiras, foi estratégica para obtencdo de catetos com valores inteiros para o

triangulo associado utilizando o método descrito.

Ap6s a representacdo, no quadro, do ponto e do tridngulo a ele associado, pedimos que
calculassem, rapidamente, a medida da hipotenusa. Com as medidas dos trés lados listados

3,1, V5, perguntamos se essa sequéncia formava um terno pitagorico e todos concordaram que
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ndo. Em seguida, pedimos que indicassem outros nimeros complexos com as partes real e
imagindria inteiras para que pudéssemos fazer a associac¢ao do tridngulo retdngulo do modo
ja indicado. Uma aluna citou o ponto (3, 4), percebendo que os valores das coordenadas a e b
seriam os valores dos catetos e, assim, conseguiriamos obter o terno pitagdrico (3, 4, 5). Aqui,
como feito com a turma do Ensino Médio, listamos cada nimero complexo juntamente com
as medidas dos lados do tridngulo associado para verificar se tais valores formavam ternos
pitagoéricos. Posteriormente, convidamos os alunos a investigarem se seria uma boa ideia usarmos
a tatica de pensar em um nimero complexo z = a + bi, com «a e b inteiros, associar z a um
tridngulo usando as projecdes de D = (a, b) nos eixos coordenados e o comprimento de sua
distancia a origem como medidas dos lados para obter ternos pitagdricos. Para isso, perguntamos
aos graduandos quais pontos deveriamos usar como vértices para o tridngulo e eles citaram os
pontos D = (a,b), A= (0,0) e B = (a,0). Entdo, os alunos foram convidados a utilizarem o
GeoGebra e seguirem os passos 1, 2 e 3 que constam no roteiro da atividade descrito na subsecao
4.2.2 desse capitulo.

Depois dos passos anteriores concluidos, pedimos que os alunos efetuassem o passo 4 do
roteiro, que € variar os parametros a e b dos controles deslizantes criados. Alguns dos nimeros

complexos obtidos foram 1 + i, 2 4+ ¢, 2 + 24, 2 + 3i e 3 + 4, que foi 0 nosso exemplo inicial.
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Figura 18 — Representa¢do do triangulo associado ao nimero complexo 1 + .

A cada triangulo obtido, perguntamos se as medidas dos lados formavam ternos pita-
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Figura 19 — Pergunta do graduando feita através da caixa de mensagem.

goricos. Os alunos sabiam que a janela de dlgebra do GeoGebra mostra os valores decimais
para as medidas ndo inteiras da hipotenusa, por isso pedimos que fizessem o cédlculo dessa
medida mentalmente em cada caso. Para todos os niimeros complexos representados, os alunos
responderam que as medidas dos lados do tridngulo associado ndo formavam ternos e observaram

que todos os valores das hipotenusas encontradas eram raizes nao exatas de nimeros inteiros.

Aproveitamos as respostas dos alunos para fazermos outra pergunta: o que impede as
medidas formarem ternos pitagdricos?. Alguns alunos responderam que o problema era o fato
de a hipotenusa ser uma raiz ndo exata de nimero inteiro. Retomamos ao exemplo z =3+ i e
3,1,v/10 como as medidas dos lados do triangulo associado. Perguntamos o que poderia ser feito
para que V10 fosse inteiro, ressaltando que tratava-se do comprimento da distancia do ponto
que representa z até a origem. Um aluna respondeu que uma opg¢ao era elevar as trés medidas
dos lados ao quadrado e pedimos que fizessem os calculos para verificarem se essa estratégia
atenderia. Um aluno respondeu que sim, pois obteriamos trés medidas inteiras. Orientamos que o
objetivo € encontrar um terno pitagorico, portanto, os valores precisavam atender ao Teorema de
Pitdgoras e um outro aluno constatou que os valores obtidos ndo atendiam o objetivo. Em meio
as tentativas para responderem a questdo, um dos alunos perguntou se a medida da hipotenusa

do tridngulo associado ao quadrado sempre seria um quadrado perfeito.

Deixamos que discutissem sobre a duvida entre os proprios alunos e concluiram que o

quadrado da hipotenusa € um quadrado perfeito quando tratar-se de um terno pitagérico.

Voltamos, entdo, a pergunta: o que fazer para que a medida da hipotenusa fosse um
ndmero inteiro? E um dos alunos sugeriu "elevar 3 + ¢ ao quadrado”. Fizemos o célculo sugerido
obtendo 2> = 8 + 6i. A representagio de 2> foi feita no quadro, associando ao tridngulo
retangulo cujos catetos sdo as medidas das projecdes desse ponto nos eixos coordenados, € a
hipotenusa é a medida da distdncia do mesmo ponto a origem (8, 6, 10). Dessa forma, os alunos
puderam observar os tridngulos associados a z e 2%, bem como os respectivos valores dos lados.
Perguntamos se as medidas do tridngulo associado a z? formavam ternos pitagéricos e as respostas
de todos foram positivas. Entdo, questionamos se conseguiriamos obter um terno pitagdrico
a partir de 3 + 44, também citado inicialmente, para o qual ja haviamos conseguido o terno
(3,4, 5) com o tridngulo associado a esse nimero complexo. Os alunos ndo hesitaram em dar uma
resposta positiva. Para verificacdo dessa resposta, efetuamos (3 + 4@')2 e obtivemos o nimero
complexo (—7 + 24i). Representamos esse niimero e fizemos o mesmo processo obtendo um

tridangulo associado cujos catetos medem 7 e 24. Para completar o tridngulo, pedimos aos alunos
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que calculassem a medida da hipotenusa. Quando um deles respondeu 25, perguntamos como
havia chegado ao resultado imaginando que ele teria comparado os resultados das hipotenusas
do primeiro exemplo. Porém, o aluno respondeu que usou calculadora ao aplicar Teorema de

Pitdgoras aos valores obtidos para os catetos, formando o terno pitagdrico (7,24, 25).

Indagados sobre o porqué ndo terem conseguido pensar nesse terno no inicio da dindmica,
os alunos responderam nao se tratar de um terno que apareca com frequéncia nos exercicios.
Entdo, recapitulando todo o processo o qual nos possibilitou encontrar ternos pitagéricos em
ambos os exemplos trabalhados, perguntamos: sempre obteremos medidas inteiras para os lados
do triangulo associado a z2? Essa questio deu inicio ao segundo momento da dinimica, em
que o GeoGebra foi usado para obter outros tridngulos associados ao quadrado de um nimero

complexo z = a + bi.

O nimero z* = a® — b? + 2abi foi identificado, representado no quadro pela mestranda
e associado ao tridngulo de vértices G = (a® — b*,2ab), A = (0,0), E = (a* — b*,0). Tudo
isso feito com a efetiva participacdo dos alunos. Foi perguntado, ainda, se as coordenadas de
G eram inteiras. Os alunos responderam, sem dificuldade, que sim porque a e b eram inteiros.

Esse momento foi importante para que os alunos compreendessem o que vinha a seguir usando o
GeoGebra.

Pedimos aos alunos que voltassem ao GeoGebra e seguissem os passos 5 e 6 do roteiro,
mantendo o primeiro tridngulo construido na tela. Quando todos ja estavam prontos, pedimos que
variassem os valores dos controles deslizantes, primeiro a e depois b. O primeiro questionamento
langado foi: sempre formaremos tridngulo usando os pontos G, A e E indicados? Para quais
valores de a e b ndo obtemos tridngulo? Os alunos ndo tiveram dificuldade em observar que nao

formar@o tridngulos os casos em que a = b e também quando a ou b nulos.
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Figura 20 — Representacio do tridngulo degenerado associado a z* para o caso a = b = 3.
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Em seguida, pedimos que observassem as medidas dos lados dos tridngulos obtidos e
perguntamos: quando se formam tridngulos, as medidas de seus lados sdo inteiras? Variando

mais uma vez os parametros, os alunos puderam concluir que essas medidas eram inteiras.

D (a,b)

t1 = Poligono(D, A, B)
- 1

a Segmento(A, B, t1)

Iy = Segmento(B, D, t1)

dy = Segmento(D. A, 1)

m E=("-p0) L & - 4 L1 3 Ao F : 4
L

= (3.0) )

3 12 = Poligona(G, E, A) *

Figura 21 — O tridngulo D AB corresponde ao tridngulo associado a z = 2+ e o tridngulo GAFE
corresponde ao tridngulo associado a z?. Na janela de dlgebra temos os valores das
medidas dos lados.

"Por que isso acontece?", com essa pergunta o quadro foi usado para mostrar que a
associacdo utilizada permite obter um tridngulo com medidas dos catetos iguais a |a® — b%| e

2|ab|. E que, por consequéncia, a hipotenusa mede a* + b°.

Fizemos entdo, o mesmo questionamento feito a turma do Ensino Médio: Dado um
nimero complexo z = a + bi, com a e b inteiros, tomando o quadrado de z e o associando a um
triangulo usando as medidas das projecdes nos eixos do ponto obtido com a representagio de 2>
no plano de Argand-Gauss e a medida da distancia desse ponto a origem, as medidas dos lados

formardao um terno pitagorico?

A maioria dos alunos respondeu que sim, apenas uma aluna disse que ainda ndo tinha
certeza. Para esclarecer a divida, pedimos a ela para citar um nimero complexo qualquer desde
que possuisse partes real e imagindria inteiras. A aluna ficou timida e ndo citou o nimero mas,
com a participacao dos demais alunos, a representacdo do nimero complexo z = 5 + 111,
citado por uma outra aluna, foi feita e os valores 5, 11, V146 foram listados como medidas
dos lados do tridngulo associado a z. Visto que as medidas ndo formavam um terno pitagdrico,
perguntamos como poderiamos obter um terno a partir de z = 5+ 11¢. Um dos alunos respondeu

que deveriamos "elevar ao quadrado". Com as devidas orienta¢des, os alunos perceberam que
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era a estratégia correta, mas utilizar as medidas encontradas para os lados do tridngulo associado
a 2%, que sdo |a® — b?|, 2|ab| e a® + b, seria mais prético e rdpido. A partir dai, usaram
essas expressdes para encontrarem o terno (96, 110, 146). Um terno pouco conhecido e que,

dificilmente, pensariam.

Perguntamos se a estratégia utilizada para encontrar ternos era vdlida apenas para os
inteiros positivos. Os alunos responderam sim a essa pergunta e, para verificarem, voltaram ao
GeoGebra, alteraram os valores minimos dos controles deslizantes para —3. Depois, variaram
os parametros a e b e constaram que nossa estratégia era valida também para valores inteiros

negativos de a e b.

Para finalizar, concluimos enunciando o Teorema 3.2, deixando o momento aberto para
duvidas e comentdrios enquanto respondiam um questiondrio online sobre a atividade. Nesse
momento, voltamos a pergunta inicial: voc€ conhece alguma aplicagdo dos nimeros complexos
(dentro ou fora da matemdtica)? Conversamos com os alunos sobre as respostas que haviam
dado e sobre a resposta que dariam apés a atividade. E interessante ressaltar que, enquanto
aguarddvamos que respondessem o questiondrio, dois alunos comentaram que nao estudaram
o contetdo de nimeros complexos durante o Ensino Médio. Outro comentério feito foi de que
esse conteddo é pouco explorado nos livros do Ensino Médio, mesmo sendo uma ferramenta

interessante e poderosa.

02:01:17.228,02:01:20.2
A 0ificil pensar nessz explicagdo pro ensino médio. No meu nem vimos sobre complexos kk

ANEEEET: -om ndo vi Complexos no EM rs

02:03:16.963,02:03:19.963
STTEEERYy: -1oora terha estudade no IF, muitos assuntos do EM eu ndc vi (Complexcs, Estatistica e
Probabilidade, Geo Analitica, Combinatdria...) >.<

Figura 22 — Imagem do chat no qual os graduandos escreveram seus comentdrios.

Durante toda a dindmica, os alunos da graduacdo demonstraram interesse e foram
muito participativos. Acompanharam cada passo efetuado, como parte integrante do processo e
mostraram compreensao do contetido abordado. Como ja conheciam as ferramentas do GeoGebra,
nao demonstraram dificuldade em seu manuseio fazendo com que as etapas nas quais o software
fora utilizado, fossem executadas em menos tempo em comparacio a turma do Ensino Médio na
realizacdo dos mesmos procedimentos. Demais consideragdes sobre a atividade e o questionario

serdo feitas na secdo 5.2.
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CAPITULO

Analises das respostas dos alunos
aos questionarios

Faremos agora a andlise das respostas aos questiondrios respondidos aos alunos durante
as duas atividades. Com tais questiondrios, que podem ser vistos no Apéndice, pretendiamos ter

um registro sobre as impressdes e opinides dos participantes em relagcdo as atividades.

A mesma atividade foi proposta a alunos do Ensino Médio e da graduacdo em Matematica.
O objetivo da realizacdo em grada grupo de estudantes foi diferente e, por isso, os questiondrios

disponibilizados de forma online, aos quais os dois grupos responderam, também foram distintos.

Para os alunos do Ensino Médio, um tnico questiondrio contendo quatro perguntas
foi disponibilizado ao final da atividade. O objetivo foi avaliar a receptividade da dinamica
utilizando midias digitais para o ensino da Matematica verificando qual a opinido dos alunos

sobre a atividade proposta utilizando o conceito de nimeros complexos.

Os alunos da graduagao foram convidados a responder dois questiondrios, um no inicio
contendo somente uma pergunta e outro ao final da pratica. A pergunta inicial tem a finalidade
de investigar se os alunos conheciam diferentes aplicacdes dos niimeros complexos e a mesma
pergunta foi retomada ao final da avaliacdo para que pudéssemos fazer uma comparagdo com as
respostas do questiondrio respondido apds a dinamica. O segundo questiondrio, composto por
seis perguntas, tem por objetivo refletir sobre a importancia de se mostrar diferentes aplicacoes
envolvendo o contetido de nimeros complexos no Ensino Médio, investigar o quanto o GeoGebra
pode auxiliar o professor em sala de aula e avaliar a contribui¢do da atividade para a formagao

de docentes.
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5.1 Anadlise das respostas ao questionario destinado aos
alunos do Ensino Médio

Por termos feito a atividade de modo remoto, as transcri¢des das respostas digitadas
pelos alunos em forma de figura ou de fotos da planilha de resposta nio trazia nenhuma diferenca
e, por esse motivo, optamos pela transcricdo. Para melhor analisarmos as respostas, os alunos

foram nomeados individualmente de A; a Aqp.

A primeira pergunta tinha por objetivo investigar se os alunos conheciam a relacio entre

ternos pitagdricos e nimeros complexos.

1. Vocé esperava que os conceitos de nimeros complexos e de ternos Pitagéricos tivessem

alguma conexao?

Nove alunos responderam que nao sabiam, sendo que uma aluna também disse que nao
sabia 0 que eram ternos pitagoéricos até a realizacdo da atividade e que, como comentado no

relato das atividades, apenas uma aluna disse sim, mas sem nenhuma explica¢do adicional.

A segunda pergunta pretendia conhecer a opinido dos alunos sobre a importancia da

aplicacdo pratica dos nlimeros complexos.

2. Ap6s ter estudado os nimeros complexos, vocé considera importante ter visto uma aplica-

¢do desse conceito? Justifique.

Todos os dez alunos consideraram importante conhecer uma aplicac@o para os nimeros

complexos. Abaixo temos as transcri¢des das respostas dos alunos A; e Ao como exemplo.

Az7: Sim, pois com a ajuda da férmula estudada foi bem mais facil encontrar novos

ndmeros.
Ajo: Eu considero importante pois abriu a possibilidade de novos aprendizados.

O fato de os alunos terem aprovado a atividade mostra que nossos objetivos foram
atingidos. Consideramos que, além da aplicacdo em si, o uso de ferramentas de Geometria
dinamica pode ter sido um fator que contribuiu para a avaliacdo. Isso serd visto na resposta a

terceira pergunta:

3. Vocé acha que o uso do GeoGebra facilitou o entendimento/compreensao da Atividade?

Justifique sua resposta.
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Um dos alunos relatou dificuldade no manuseio do GeoGebra. Os outros nove alunos re-
lataram que o GeoGebra proporcionou uma boa visualizagcdo e melhor compreensio da atividade.

Abaixo temos as transcri¢cdes das respostas de trés alunos para ilustrar.

Ar7: Com certeza, visualizar o que estamos fazendo foi crucial para o entendimento, e a

praticidade do software € excelente.
Ag: Sim, por ele tivemos uma visualizagao melhor do que estivamos calculando.

Ag: Sim, o GeoGebra ajudou bastante, pois visualizar a imagem ajuda a raciocinar

melhor.

A udltima pergunta visava conhecer a opinido dos alunos sobre a relagdo apresentada entre

ternos pitagoricos e nimeros complexos usando os recursos digitais.
4. De um modo geral, o que achou da atividade? Justifique sua resposta.

Todos os dez alunos responderam que gostaram da atividade de maneira geral. Transcre-

vemos as justificativas de alguns para exemplificar.
Ajy: Adorei, muito interessante e o contetido é muito gostoso de se fazer.

Az: Foi uma boa experiéncia e um bom aprendizado, ficou bem claro que com a ajuda do

GeoGebra € muito mais facil encontrar niimeros complexos.

Ag: Bem interessante, eu particularmente achei que nao iria compreender mas acabei

entendendo muito bem.

Analisando as respostas do questiondrio e a participacdo dos alunos durante a atividade,
observamos que demonstraram uma boa compreensao do conteido e que conseguiram fazer
afirmacdes relevantes para a dindmica desenvolvida. Apesar de terem recebido as orientacdes

apenas por meio de videos instrucionais, souberam utilizar bem as ferramentas do GeoGebra.

O fato de a aplicagdo da atividade com alunos de ensino médio ter sido exitosa fez com
que questiondssemos sobre a possibilidade de aplicacdo em sala para os alunos de graduacao

(em especial para os de licenciatura), como serd visto na proxima secao .

5.2 Analise das respostas dos questionarios destinados
aos alunos da graduacdo em Matematica
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Os alunos da graduagdo responderam a dois questiondrios e foram nomeados de GG; a
(1o de forma individual. As respostas foram transcritas diretamente da planilha obtida a partir

do formulério online no qual responderam as perguntas.

As andlises das respostas aos questiondrios nos levaram a refletir sobre a importancia que
o professor deve atribuir a abordagem em sala de aula com exemplos que ilustrem as aplica¢des

do conteudo.

O primeiro questiondrio, constituido apenas por uma pergunta, foi respondido no inicio da
dindmica e objetivava saber se os alunos conheciam algumas aplicagdes dos nimeros complexos
e, principalmente, se ja conheciam a relagdo que seria apresentada entre esse conteudo e ternos

pitagdricos .

Para ndo induzir nenhuma resposta, a pergunta foi feita de modo bastante direto, antes
mesmo de iniciarmos a atividade. Os alunos sabiam apenas que o tema com o qual trabalhariamos
se tratava de algo relativo a nimeros complexos e sequer o titulo do trabalho foi informado a

eles.

¢ Vocé conhece alguma aplicacido dos nimeros complexos (dentro ou fora da mate-

matica)? Em caso afirmativo, indique a aplicacio.

Cinco alunos responderam que ndo conheciam ou que ndo se recordavam de nenhuma
aplicacdo dos nimeros complexos, enquanto os outros cinco conseguiram apresentar algumas
aplicacdes. A seguir, temos algumas dessas respostas que representam as opinides manifestadas

majoritariamente pelos participantes.

(G5: Conhecgo as representacdes geométricas e 0 uso como calculo de raiz par de negativos,

apenas.

G'7: Conhego sim, pela minha monografia eu vi aplicagdo dos nimeros complexos para

provar o teorema dos nimeros primos.

(G1o: Conheco algumas aplica¢des na Engenharia Elétrica e dreas afins, como Mecatronica

e Automacgdo. Uma das aplicagdes € na determinagdo de corrente elétrica alternada.

Observamos que apenas a aplicacdo citada pelo aluno G5 fez referéncia a contetidos do
Ensino Médio e que dois daqueles que mostraram alguma resposta, as trouxeram com base em
suas graduacdes prévias (no caso do aluno G que ja é graduado em engenharia) ou em estudos

especificos como os apresentados pelo aluno G7.

O segundo questiondrio foi respondido ao final da atividade. A primeira questao foi:

1. Vocé ja havia imaginado a conexao entre os nimeros complexos e os ternos pitagdricos?
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Todos os dez alunos responderam que ndo haviam imaginado a relag¢do entre os dois conteudos.

A segunda pergunta abordava o uso de recursos computacionais, como o GeoGebra,
como ferramenta para agilizar e auxiliar o trabalho do professor e saber como os alunos agiriam

sem essa ferramenta.

2. Como vocé faria essa atividade com seus alunos sem utilizar o GeoGebra?

A maioria dos alunos relataram que usariam a malha quadriculada e apenas um aluno
disse que ndo saberia como fazer sem utilizar o GeoGebra. As transcri¢des seguintes exemplifi-

cam algumas das solucdes citadas pelos alunos.

(G5: Utilizando diferentes tridngulos com véarias medidas para eles calcularem e tirarem

suas conclusdes usando folha quadriculada e fazendo perguntas.

(G5 Tentaria utilizar papel quadriculado, mas a aplicacdo seria limitada a nimeros

pequenos, visto a dificuldade de ter dimensdes que extrapolem o papel.
G'7: Usando papel quadriculado e régua, pedindo que eles desenhassem.

As respostas dos alunos eram esperadas por nés uma vez que quase todos ja possuiam
contato com o GeoGebra e suas potencialidades em sala de aula. Varios relatam que seria
possivel a abordagem sem o programa, mas ressaltam que seria um trabalho mais complicado.
Em respostas como as de G, fica claro que os alunos entendem as potencialidades do uso de

programas de geometria dindmica em sala.

A terceira pergunta visava refletir sobre a praticidade do uso do GeoGebra em atividades

como a executada.

3. Voceé considera que a maneira como a atividade foi proposta, usando o GeoGebra, facilitou

seu entendimento? Justifique.

Todos os alunos responderam que a utilizagdo do software facilitou a compreensao do

conteddo apresentado.

G4: Sim. O uso do GeoGebra é sempre bem vindo na explica¢do de qualquer contetido

aplicdvel. Facilita muito a visualizacio e entendimento.
(5: Certamente. O GeoGebra facilita a forma de "mecanizar"e generalizar o processo.

G1o: Sim. O Geogebra possibilita melhor visualizagio dos triangulos, além de possibilitar
alterar as coordenadas de forma rapida, observando diversos casos. O Geogebra foi muito

importante para vermos que |a| tem que ser diferente de |b| e que a e b ndo podem ser nulos.



80 Capitulo 5. Andlises das respostas dos alunos aos questiondrios

As respostas a essa pergunta confirmam as impressdes obtidas da andlise da questao
anterior. Os alunos abordam conceitos como visualiza¢ao, facilidade de generalizagao, facilitagao

de calculos, dinamismo de movimentos e os associam ao uso do programa.

A pergunta seguinte levou os graduandos a pensarem sobre as praticas em sala de aula,

de um modo geral.

4. Vocé acha que a atividade desenvolvida é adequada para ser aplicada em uma turma de

Ensino Médio? Justifique.

Todos os dez alunos concordaram que a atividade € apropriada para aplicag@o as turmas
de Ensino Médio.

G'7: Sim, € uma forma interessante de trabalhar nimeros complexos e relacionar dois

conteddos matemdticos, além de instigar o aluno com o uso do software Geogebra.

G1o:Acredito que seja adequada sim, pois aborda conceitos do ensino médio. No entanto,
é necessdrio verificar questdo de tempo, pois, infelizmente, nas escolas € necessario comprimir

um curriculo grande em poucas aulas.

Com as respostas a essa pergunta pudemos perceber que alguns alunos ndo estudaram
conceitos de nimeros complexos em seu ensino médio e abordaram esse fato nas respostas. Essas
respostam também se conectam as impressoes que tivemos com os alunos do Ensino Médio e ja

analisadas na secao anterior.

A préxima pergunta buscava a opinido dos graduandos sobre a atividade, para saber se a

mesma € relevante para a formagao do docente.

5. Como, em sua opinido, esta atividade contribuiu para a sua formagao enquanto futuro

professor de matemaética?

Todos os alunos ressaltaram contribuicdes em sua formacado. Alguns destacaram a
importancia de serem trabalhadas mais aplicacdes dos nimeros complexos. Vejamos, algumas

dessas respostas.

(s: Conheci uma aplicacdo interessante dos complexos e que vou citar nas aulas, pois a

falta de conhecimento acerca de conceitos matematicos pode desmotivar alunos.

(Gs: Me inspirou a buscar meios alternativos para tornar o ensino mais didatico e trouxe

uma alternativa para o ensino deste conteido, que é na maioria das vezes abstrato.

(Gy: Foi bem enriquecedor. Pois a proposta nos fornece ferramentas e outro caminho para

lidar com um tema que € mais "abstrato".
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Observamos que atividades semelhantes podem ser utilizadas em sala com outros topicos
matematicos e consideramos produtivo que os alnos tenham gostado e considerado a atividade
enriquecedora e, até mesmo, inspiradora. Uma das alunas cita sua inten¢do em utilizar a atividade

em sua futura pritica como professora.

Para finalizar o questiondrio, a dltima questao queria uma opinido geral dos graduandos

sobre toda a dindmica apresentada.
6. De maneira geral, o que achou da atividade proposta? Justifique brevemente sua resposta.

Os alunos, de maneira geral, classificaram a atividade como interessante. Um aluno
respondeu que gostaria de ter mais atividades remotas como essa. Outros dois alunos destacaram
que a forma pela qual a dindmica foi conduzida instigou a curiosidade e facilitou a compreensao.

Seguem algumas das justificativas.

(5 Achei a atividade bem interessante, pois ela mescla alguns conceitos de geometria
com uma aplicacdo para os nimeros complexos que, acredito eu, seja uma forma atrativa de

engajar os alunos com o conteudo.

G'3: Uma atividade que me faz refletir como poderei relacionar e exemplificar as diversas

linhas da matematica na sala de aula.

G: Achei muito interessante, principalmente por ndo conhecer a aplica¢do dos niimeros
complexos, mas também por relembrar sobre os ternos pitagdricos e ver mais uma forma de usar
o Geogebra em sala de aula, pois acredito que o uso da tecnologia na educacao pode ser muito

interessante.

5.3 Comentario geral sobre a atividade

Ao tratas das respostas dos dez questiondrios e a participagdo dos alunos do Ensino
Médio, percebe-se que a atividade obteve boa recepcao e avaliagdo. Apesar do pouco dominio, por
parte dos alunos, do recurso computacional utilizado e o encontro ter acontecido na modalidade
remota, o objetivo de apresentar uma aplicacdo dos nimeros complexos relacionando-os com os

ternos pitagoricos foi alcancado.

Os alunos da graduag@o mostraram-se entusiasmados com a relagdo apresentada entre
os conteudos abordados. Trés dos alunos falaram, ao final da dinAmica, que nio estudaram o
conteddo de nimeros complexos durante o Ensino Médio. Entre eles, uma graduanda revelou

que a aplicacdo desse contetido era uma duvida persistente desde o seu estudo na graduacgdo.
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divida minha desde o 1° periodc hahaha

Figura 23 — Comentario da graduanda sobre a atividade.

Analisando as respostas dos graduandos, percebe-se a crencga de que a aplicacdo de um
conteddo matemadtico torna a sua compreensao mais facil. Principalmente, quando o assunto é

considerado abstrato, como € o caso dos niimeros complexos.

Alguns trabalhos do PROFMAT também fizeram aplicac¢ao de atividades com alunos
do ensino médio como, por exemplo, [4] e outros como [7], fizeram com futuros professores.
Em nosso trabalho, optamos por aplicar a atividade para os dois grupos e pudemos analisar a

receptividade em ambos.

As impressoes dos graduandos foram produtivas e ficamos satisfeitos com a intencao dos
mesmos citarem a pretensdo de utilizar nossas ideias na pratica enquanto professores. Esperamos
ter contribuido para a formacdo desses futuros profissionais. A boa receptividade dos alunos do
ensino médio mostra a necessidade de mais atividades praticas em sala de aula, principalmente,

quando o contetido € considerado abstrato.
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CAPITULO

Consideracoes finais

Nesse estudo, pudemos contribuir para a formacao de futuros professores de Matematica
e alunos do Ensino Médio, propondo uma atividade que utiliza os ndmeros complexos para

encontrar ternos pitagdricos, apresentando uma aplicacdo inusual desse conjunto numérico.

O computo fundamentado pelas falas e respostas dadas ao questiondrio, tanto dos alunos
do Ensino Médio quanto da graduag@o, mostra que esse tipo de atividade € interessante para a
boa compreensdo de contetdos em sala de aula porque uma aplicagdo de um assunto considerado

abstrato facilita o entendimento por parte do aluno.

O estudo também mostrou que o uso dos recursos computacionais, como o GeoGebra,
pode agilizar o trabalho do professor em sala de aula e motivar o aluno a ser parte do processo

da sua propria aprendizagem.

O nosso grande desafio na aplicacao dessa atividade foi manter o interesse dos alunos
durante todo o processo. Havia a necessidade de que a dindmica fosse concluida em apenas um
encontro remoto, tendo em vista o cendrio de pandemia e paralisacdo das aulas presenciais das
escolas de educacao basica e universidades. Havia, também, o receio de que a falta de contato
humano prejudicasse a participacdo e compreensdo por parte dos alunos. E, por assim ser, foi
preciso elaborar um roteiro em que buscamos o didlogo com o aluno, fazendo-o questionar
e deduzir as etapas de cdlculos que resultaram na expressao que possibilita encontrar ternos
pitagoéricos a partir de um determinado nimero complexo. O uso do GeoGebra agilizou e facilitou
todo o processo. O que observamos pelas respostas dos participantes dadas aos questiondrios, é

que nosso objetivo, em cada grupo, foi alcancado.

Quanto a minha experiéncia pessoal, pude retomar e aprofundar conteidos vistos na
disciplina Aritmética do PROFMAT que foram essenciais para a fundamentagio do resultado

principal apresentado no Capitulo 2. Através desse trabalho pude conhecer e estudar a relagdo
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entre ternos pitagdricos e numeros complexos. Foi possivel constatar que a relacao € simples
e pode ser trabalhada com turmas do Ensino Médio. Percebi a necessidade de pesquisar mais
aplicagdes e praticas que possam ser usadas em sala para conteidos que geralmente sao apresen-
tados de modo tedrico sem muitas aplicagdes. Em minha experi€ncia profissional, usava poucas
vezes o GeoGebra e vim a aprofundar os conhecimentos sobre suas ferramentas durante o curso
PROFMAT. Desde entao, ja inseri o uso em meus planos de aulas porque percebi o quao util €
para o professor e o quio € compreensivel para o aluno quando um contetido é trabalhado com o
auxilio desse software. A oportunidade de aplicar a mesma atividade para meus alunos do Ensino
Médio e para os alunos da graduagao, proporcionou um amadurecimento profissional. Pude
refletir sobre minhas préticas pedagdgicas buscando um melhor resultado para a aprendizagem
de meus alunos e pude participar de um processo o qual espero que tenha contribuido para a

formacdo de futuros professores.

No decorrer do curso PROFMAT, pude experimentar, novamente, a cadeira de discente,
e refletir o quanto as minhas praticas pedagégicas podem influenciar na aprendizagem de meus
alunos. Reviver esse cendrio fez com que eu renovasse minhas expectativas e abrisse horizontes
frente aos desafios que a educagdo traz. Compartilhei experiéncias profissionais e pessoais

proporcionando um enriquecimento particular em muitos aspectos.
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APENDICE A

Apéndice

Questiondrios através dos quais foram obtidas as percepcdes dos alunos do Ensino Médio

e dos graduandos em Matematica acerca da atividade.

Questionario respondido pelos alunos do Ensino Médio.

1. Vocé esperava que os conceitos de nimero complexo e de ternos Pitagdéricos tivessem

alguma conexdo?

2. Apos ter estudado os nimeros complexos, vocé€ considera importante ter visto uma aplica-

cdo desse conceito? Justifique.

3. Vocé acha que o uso do GeoGebra facilitou o entendimento/compreensao da Atividade?

Justifique sua resposta.

4. De um modo geral, o que achou da atividade? Justifique sua resposta.

Questionario inicial respondido pelos alunos da graduacao.

e Vocé conhece alguma aplicacao dos niimeros complexos (dentro ou fora da matema-

tica)? Em caso afirmativo, indique a aplicacgao.

Questionario respondido pelos alunos da graduacio ao final da atividade.

1. Vocé ja havia imaginado a conexao entre os nimeros complexos e os ternos pitagéricos?
2. Como voce faria essa atividade com seus alunos sem utilizar o GeoGebra?

3. Vocé considera que a maneira como a atividade foi proposta, usando o GeoGebra, facilitou

seu entendimento? Justifique.
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Apéndice A. Apéndice

. Vocé acha que a atividade desenvolvida € adequada para ser aplicada em uma turma de

ensino médio? Justifique.

. Como, em sua opinido, esta atividade contribuiu para a sua formacao enquanto futuro

professor de matemaética?

. De maneira geral, o que achou da atividade proposta?Justifique brevemente sua resposta.
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