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Resumo

Neste trabalho serao apresentados fatos curiosos envolvendo as sequéncias numé-
ricas de Fibonacci e de Padovan, as quais sdo definidas recursivamente. Inicia-se com
uma definicdo de sequéncia ja fazendo um resgate histérico das sequéncias numeéricas de
Fibonacci ¢ Padovan e apresentando algumas de suas aplicagoes e curiosidades, sem deixar
de fazer uma contextualizacao historica da vida dos criadores destas sequéncias. Além
disso, serao definidas algumas propriedades de recorréncias lineares de 1%, 2% 3% e de
qualquer ordem. Serao afirmadas e discutidas duas descobertas algébricas; uma primeira
envolvendo as areas de um quarto de circulos presentes na espiral formada pela sequéncia
de Fibonacci e a outra sera envolvendo as areas dos triangulos equilateros que compoem
a espiral da sequéncia de Padovan. Serao abordados os direcionamentos para a educagao
bésica envolvendo sequéncias numdéricas recursivas ou nao recursivas por etapas e também
sera comentado sobre como ¢é feita a abordagem destas sequéncias na educacao basica.

Palavras-chave: Recorréncias, geometria, espiral, novidades, areas.
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Abstract

In this master’s thesis will be presented curious facts about numeric sequences of
Fibonacci and Padovan, which are recursively. Starts with an sequence definition’s making
a historical rescue of Fibonacci number’s and Padovan number’s presenting many of yours
aplications and curiosities, also doing an historical contextualization of creators life’s of
this sequences. Also, will be defined some proprieties of linear recurrences by 1st, 2nd, 3rd
and any order. Will be affirmed and discussed two algebric discoveries; first envolving of
areas a quarter of a circle found in the spiral created by Fibonacci numbers and a another
about a equilateral triangles areas found in a spiral created by Padovan numbers. Will be
approach which are directions for basic education about recursive numbers sequences or no
recursives and there will be comment about how it is approached in the basic education.

Keywords: Recurrences, geometry, spiral, news, areas.
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Introducao

“Se eu consegui ver mais longe, foi apenas porque eu estava
sobre ombros de gigantes.”
(Sir Isaac Newton (1643-1727))

A beleza e a relevancia da matemadtica no cotidiano nos surpreendem sempre
quando sao evidenciadas. Desde os primordios, podemos ver o quanto alguns processos
e métodos dependem dessa ciéncia e ficamos mais convencidos de sua importancia, toda
vez que sao apresentadas tais demonstragoes. E perceptivel que o ser humano precisa
de bases so6lidas para sua autocompreensao e principalmente para sua evolucao. Existem
diversas aplicagoes interessantes de elementos matematicos no dia-a-dia. Neste trabalho,
usaremos a sequéncia de Fibonacci e a sequéncia de Padovan para comentarmos algumas
de suas aplicagoes e curiosidades.

Destinamos este trabalho, em especial, aos académicos do curso de matematica,
os quais estao voltados para o estudo e investigacao cientifica, bem como a compreensao
das normativas educacionais com o objetivo de sempre melhorar a préatica docente em
sala de aula. E fato que no ensino da matematica é necessario, cada vez mais, fazer a
ligagao entre a teoria e a pratica, e mais importante ainda, é que o futuro profissional da
educacao esteja a par das normas e diretrizes que visam melhorar seus processos.

Um dos diversos assuntos relevantes dentro da matemadtica, sao as sequéncias
numeéricas, as quais possuem aplicacoes em diversos fenomenos e na vida. As sequéncias
numéricas que possuem regularidades serao comentadas neste trabalho, principalmente
as recursivas, ou seja, aquelas em que os termos sucessores dependem dos termos anteri-
ores, além de serem pré-definidos alguns elementos iniciais. Durante o curso Profmat a
sequencia de Fibonacci foi muito estudada e a encontramos em diversas se¢oes dos livros
do programa. As disciplinas Matematica Discreta e Aritmética, por exemplo, abordaram

diversas vezes essa sequéncia dentro das relagoes de recorréncia.



E quando se fala em relacao de recorréncia a sequéncia de Fibonacci sempre é
uma referéncia nesse quesito. Ha trabalhos interessantes sobre esta sequéncia como o
de Almeida (2016), Melo (2017), Silva (2019b), entre diversos outros. Jd a sequéncia de
Padovan, esta nao citada nas aulas do Profmat, e pouco comentada e conhecida, possui
uma semelhanga muito interessante com a sequéncia de Fibonacci. Poucos trabalhos se
referem & esta sequéncia, mas alguns muito incitantes, como por exemplo os trabalhos de
Aquino (2019), Marohni¢ e Strmecki (2012) e Vieira (2019).

As sequéncias de Fibonacci e de Padovan possuem caracteristicas em comum que
vao além da recursividade, outros elementos importantes trazem notoriedade as suas si-
milaridades, como por exemplo, as espirais formadas por elas. Sabemos que reconhecer
o formato espiral em diversos elementos da natureza sempre foi um fascinio, a encontra-
mos por exemplo, numa concha do mar, no formato de algumas flores e até na formagao
de um furacao. A sequéncia de Padovan tem uma representacao geométrica muito si-
milar a espiral da sequéncia de Fibonacci. Uma espiral muito bela, formada por arcos
que circunscrevem triangulos equilateros, sendo estes com lados medindo os ntimeros da
sequéncia de Padovan. E os nimeros desta sequéncia sao definidos por uma interessante
relagao de recorréncia, também similar a relagao recursiva de Fibonacci. Por outro lado,
tanto a sequéncia de Padovan quanto a sequéncia de Fibonacci, possuem suas constan-
tes reais, sendo ¢ e v respectivamente, e de acordo com Aquino (2019), “ambos sdo os
unicos numeros que satisfazem certas propriedades interessantes, os quais levam a serem
definidos como niimeros mérficos'”.

E fato que essas duas sequencias numéricas definidas por relacao de recorréncia
em que ambas tem uma representagao geométrica muito parecida, deva ter muito mais
coisas em comum. Basta observar alguns detalhes destas sequéncias que fica facil ver as
caracteristicas em comum. De acordo com Aquino (2019), as sequéncias numéricas sao
objetos de estudo da matematica desde antiguidade. A aparicao constante de padroes
numéricos na natureza, na arte e na arquitetura sempre encantou grandes estudiosos e os
motivou a descobrir propriedades que os relacionasse ainda mais com o cotidiano. Fatos
curiosos podem surgir da sequéncia de Fibonacci, apesar de tao conhecida e explorada,
acreditamos que é possivel existir muitos mistérios a serem desvendados. Em Koshy

(2018), podemos encontrar um estudo aprofundado sobre a sequéncia de Fibonacci em que

b

!Quando existem nimeros naturais b e ¢ tais que: a+1=a’ e a—1 = a ¢, entdo o nimero real a > 1

é chamado niimero moérfico.



sao apresentadas diversas aplicacoes além de um importante resgate historico detalhado
desta sequéncias e suas influéncias.

Apresentaremos um trabalho voltado a evidenciar estas sequéncias numdéricas (Fi-
bonacci e Padovan), e algumas curiosidades e investigacoes serdo enunciadas no decorrer
dos capitulos. No Capitulo 1 faremos um resgate histérico sobre essas sequéncias, bem
como algumas particularidades. Neste mesmo capitulo, ainda apresentamos um deta-
lhamento histérico da vida e obra de Leonardo Fibonacci e de Richard Padovan., ambos
criadores das tais sequéncias.

No Capitulo 2 elencaremos as defini¢oes de relagoes de recorréncia as quais sao
definidas as recorréncias lineares de 1%, 2%, 3% e de qualquer ordem, em que enunciaremos
as principais defini¢oes e teoremas com alguns exemplos resolvidos, baseados em Morgado
e Pinto (2015), Pereira (2014) e Domingues e Motta Jr (2005).

No Capitulo 3, investigaremos um pouco da geometria envolvida na sequéncia de
Fibonacci, ou seja, mostraremos que uma sequéncia numeérica real surge ao se calcular as
areas dos infinitos um quarto de circulos presentes na espiral criada com essa sequéncia e
definiremos uma férmula geral para esta sequéncia.

No Capitulo 4 exploraremos um pouco da sequéncia de Padovan e sua repre-
sentacao geométrica, em que serd apresentada uma outra curiosidade, na qual essa ¢é
baseada nas as areas dos triangulos equilateros que compoem a espiral da sequéncia, e
mostraremos que é possivel extrair uma relacao recursiva envolvendo tais areas.

Por fim, no Capitulo 5 comentaremos sobre o ensino de sequéncias numéricas na
educagao basica e como funciona a organizacao curricular de acordo com Brasil - MEC
(2018), com vistas a atender uma certa caréncia na formacao do professor no tocante as
diretrizes nacionais, e com isso, entender a importancia de dedicar este capitulo a falar
da BNCC e as suas manifestagoes relativas ao tema sequéncias e recorréncias, como um
suporte para os professores que estao dando aula ou virao a dar aula em breve. Além disso,
comentaremos como as sequéncias de Fibonacci e de Padovan sao e podem ser trabalhadas

na educagao béasica e sugerimos algumas atividades relativas a estas sequéncias.



Capitulo 1

Um breve histdorico sobre as
sequéncias numéricas de Fibonacci e

de Padovan

Este capitulo destinamos a fazer um breve comentario sobre as sequéncias numé-
ricas de Fibonacci e de Padovan, mostrando também algumas de suas aplicacoes. Além
disso faremos uma breve apresentacao histérica da vida e obra de Leonardo Fibonacci e

Richard Padovan, criadores destas duas sequéncias.

1.1 Sequéncias numéricas

Desde muito tempo, as sequéncias numeéricas tem sido objeto de estudo por diver-
sos pesquisadores pelo mundo todo. Além disso, as sequéncias (padroes e regularidades)
sao bastante uteis para o estudante na sua vida, no scu cotidiano e para prosseguimento de
seus estudos. Os padroes e as regularidades desempenham um papel importante no ensino
da matematica. Em nosso dia-a-dia é frequente encontrarmos conjuntos cujos elementos

estao dispostos numa certa ordem, segundo (Silva, 2019a).

Definicao 1 Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcio a : N — R. O valor a(n) é

denominado n-ésimo termo da sequéncia. E a notacao usada para definir uma sequéncia,

[e.e]

geralmente € dada por (a,)5>,, ou ainda, (a,)o; = (a1, ag, as,...).

De acordo com Martins (2013), em uma sequéncia, o primeiro elemento pode ser

indicado por ay, o segundo elemento por as e assim sucessivamente. Consequentemente,

4



0 n-ésimo elemento da sequéncia, que é o seu termo geral, é indicado por a,. Uma
sequencia é representada dispondo todos os seus elementos entre parénteses e separando-
os com virgula ou ponto-e-virgula. Comumente, se denota uma sequéncia por (ay,), 0 que
facilita sua representacao. E ainda, uma sequéncia pode ser classificada em relacao a sua
quantidade de termos. Dizemos que uma sequéncia é finita se ela possui uma quantidade
finita de termos e assim, para algum n natural, a sequéncia tem a forma (ay, as, ..., a,);
e dizemos que a sequéncia ¢ infinita se ela possui uma quantidade indefinida de termos e
entdao a mesma assume a forma (aq, as, ..., ay, ...).

Existem diversas sequéncias numéricas, e as sequéncias numéricas em que seus
termos obedecem a um padrao caracteristico, sao sequéncias de muito interesse na ma-
tematica, especificamente, as sequéncias formadas recursivamente, que serao tratadas
neste trabalho. Para Aquino (2019), “as sequéncias estdo presentes na natureza e liga-
das ao nosso cotidiano de diferentes formas”. Nas secOes a seguir serao apresentadas as

sequencias de Fibonacci e de Padovan e suas respectivas aplicagoes.

1.2 Sequéncia de Fibonacci e suas aplicacoes

Uma importante sequéncia numérica ¢é a sequéncia de Fibonacci. Essa sequéncia
que recebeu o nome do matematico italiano Leonardo Fibonacci, surgiu de um problema
sobre o crescimento da populacao de coelhos em 1202. Essa sequéncia numérica, ainda
que muito simples, é considerada uma das sequéncias mais famosas da Matemaética e “foi
apropriadamente chamada de sequéncia de Fibonacci no século XIX pelo matemaéatico
francés Edouard Lucas (1842-1891)” (Livio, 2009).

A sequéncia de nimeros (1,1,2,3,5,8,13,...) que era a solu¢ao do problema que
envolvia o crescimento da populacao de coelhos, tornou-se amplamente conhecida no
mundo nos anos de 1200. No livro publicado em 1202, intitulado Liber Abaci (Livro
do Abaco), explicava as principais contribuicoes para a algebra tornando-se pioneiro na
época. Neste livro continha muitos problemas elementares, incluindo o famoso problema

de reproducao de coclhos, citado anteriormente, que dizia:



Suponha que haja dois coelhos recém-nascidos, um macho e outra
fémea. Encontre o nimero de coelhos produzidos em um ano se, cada
par leva um més para amadurecer, cada par produz um par misto todos
os meses comecgando com o segundo més e considerando que os coelhos
sao imortais (Koshy, 2018, ver pg. 5).

E a solugao deste problema, desencadeou uma série de elementos curiosos. Pri-
meiro que para esse problema, suponha, por conveniéncia que o par de coelhos original
tenha nascido em 1° de janciro. Eles levam um mes para amadurecer, entao ainda hé
apenas um par em 12 de fevereiro. Em 12 de marco, eles tém dois meses de idade e pro-
duzem um novo par misto, um total de dois pares. Continuando assim, haverd trés pares
em 1° de abril, cinco pares em 1° de maio e assim por diante, como estd esquematizado

na Tabela 1.1:

Tabela 1.1: Crescimento da populacao de coelhos.

N° de pares Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago

Adultos 0 1 1 2 3 5 8 13
Filhotes 1 0 1 1 2 3 5 8
Total 1 1 2 3 5 8 13 21

Fonte: Koshy (2018).

Os ntmeros na ultima linha sao chamados de nimeros de Fibonacci e dai surgiu
a sequéncia de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...). Essa sequéncia, apesar de
parecer simples, possui diversas aplicacoes e é encontrada em muitos fendomenos naturais.
Como por exemplo, a quantidade de pétalas em algumas flores, geralmente é um ntimero
de Fibonacci. O ntimero de pétalas na flor dimera sao duas, iris e trilio trés, rosa selvagem
cinco e cosmos oito, conforme mostra a Figura 1.1, além disso, a maioria das margaridas

tem 13, 21 ou 34 pétalas, ¢ ha até margaridas com 55 e 89 pétalas (Koshy, 2018).
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Figura 1.1: Flores e Fibonacci.

De acordo com Koshy (2018), “os fabulosos nimeros de Fibonacci ocorrem na
natureza em lugares bastante inesperados. Como exemplo, os nimeros de Fibonacci sao
encontrados em alguns arranjos de folhas em galhos de plantas e arvores”. Contando as
folhas de qualquer galho de cima para baixo, o nimero de folhas é frequentemente um

nimero de Fibonacci, como mostra a Figura 1.2.

Figura 1.2: Folhas de um galho (Fibonacci).
Fonte: Campos (2021).

A sequéncia de Fibonacci também é utilizada em diversas dreas como na ciéncia
da computacao, na teoria dos jogos, no design de moveis, em fotografias, etc., como

mostram os trabalhos de Azevedo (2013); Almeida (2016) e Melo (2017). Mas uma outra



curiosa aplicacao desta sequéncia é no mercado financeiro, mais precisamente na anédlise
técnica de investimentos, em que é utilizada para prever tendéncias de mercado para tracar
tendéncias de expansao e retragao, auxiliando os investidores, na tomada de decisoes.
De acordo com o Modalmais (2021), é importante aplicar a sequéncia de Fi-
bonacci, porém, que seja acompanhada de outras ferramentas e indicadores da andlise
técnica. Isto porque Fibonacci é uma ordem numérica que serve como referéncia na iden-
tificagao de possiveis oportunidades, mas o conjunto de andlises é o que vai confirmar se
elas de fato se concretizam ou existem. A intencao é que o investidor tome uma acao (de
comprar ou vender) quando o ativo estd em uma retracao de tendéncia, em alta ou em
baixa, dependendo da estratégia. A aplicacao nesse caso baseia-se em que a razao entre
os numeros de Fibonacci fornecem os percentuais utilizados nesta andlise. Veja a Tabela

1.2 que ilustra bem como sao calculados esses percentuais.

Tabela 1.2: Sequéncia de percentuais - Fibonacci.

0  +1 =1 - - -
1 +1 =2 /2 =0500  50%
1 +2 =3  2/3 =0666 66,6%
2  +3 =5 3/5 =0600 60%
3 +5 =8 5/8 =062 62.5%
5  4+8 =13 8/13 =0615 61,5%

8 +13 =21 13/21 =0,619 61,9%
13 +21 =34 21/34 =0,617 61,7%
21 +34 =55 34/55 =0,618 61,8%
34 +4+55 =89 55/80 =0,617 61,7%
5, +89 =144 89/144 =10,618 61,8%
89 4 144 =233 144/233 =10,618 61,8%
144 + 233 =377 233/377 =0,618 61,8%
233 +377 =610 377/610 =0,618 61,8%
Fonte: Modalmais (2021).

Para os investidores, os percentuais 38,2% e 61, 8% sao de extrema importancia,
pois nestes percentuais as linhas de suporte (Figura 1.3), indicam que o prego da agao
tende a passar por um periodo de correcao, mas outros niveis percentuais costumam
aparecer como 100%,50%,23,6% e 0% e esses percentuais, incluindo 38,2% e 61.8%,
sugerem os niveis de pre¢o que uma agao pode chegar, apos uma movimentagao ou retragao

Iniciais.



Antes de mais nada, é importante entender as diferencas entre projegao
(conhecida também como expansao) e retracao de Fibonacci. Na
projecao, te auxiliarao a dimensionar até onde o preco do ativo ird, a
favor da tendéncia. Além disso, a projecao determina o fim da terceira
onda, logo, se baseia em duas ondas de tendéncia. Ja a retracao, é o que
alerta sobre potencias reversoes na tendéncia, resisténcias ou suportes.
(Modalmais, 2021, ver Projegoes e retragoes de Fibonacci)

Figura 1.3: Projecoes e retragoes de Fibonacci.
Fonte: Modalmais (2021).

Outro fato curioso é que ao se dividir niimeros pulando um (por exemplo, 21/55),
temos um segundo nivel de percentual, o ntimero 38,2% que, somado ao percentual do
nimero de ouro, soma 100% (Modalmais, 2021). E possivel encontrar uma abordagem
completa sobre as aplicagoes dos padroes de Fibonacci no mercado de agoes no trabalho
de (Guimaraes, 2020).

Na misica, os nimeros de Fibonacci estao presentes na teoria musical, nas com-
posicoes e até na fabricagdo de instrumentos musicais. Um instrumento ao qual seu
funcionamento e composicao esta diretamente ligado aos nimeros da sequéncia de Fibo-
nacci, é o piano por exemplo. Segundo Oliveira (2019), “é possivel ver os nimeros de
Fibonacci na organizagao de um teclado do piano” (Figura 1.4). No piano, de dé a dé,
uma oitava tem 13 teclas no total, 8 teclas brancas, 5 teclas pretas que estao dispostas
em dois grupos, um com 2 teclas e outro com 3 teclas. Veja, 2,3,5,8 ¢ 13: nimeros de

Fibonacci.
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Figura 1.4: Fibonacci e as teclas de um piano.
Fonte: https://aprendateclado.com/entendendo-as-oitavas/

Um estudo aprofundado das aplicacoes da sequencia de Fibonacci na musica
encontra-se no trabalho de Oliveira (2019), que além de abordar a composigdo musical
através de Fibonacci é trabalhada a utilizacao da musica como forma lidica de aprendiza-
gem matematica. Desde a publicacgao do livro Liber Abaci, o qual trouxe ao conhecimento
do publico a sequéncia de Fibonacci, muitas investigacoes e correlagoes foram feitas acerca
desta sequéncia, e uma conjectura notével foi feita em 1608 por Johannes Kepler (1571-
1630) que descreveu que “a razao entre termos consecutivos desta sequéncia tendem para
uma constante ¢ = 1,61803399... a medida que estes se tornam cada vez maiores”, con-

forme mostra a Tabela 1.3.

Tabela 1.3: Relacao de convergéncia entre os vizinhos da sequéncia de Fibonacci.

e B B, B By F Fe Fr Fy Fy — Fyo Py Fip

1 1 2 3 ) 8 13 21 34 95 89 144 233

1 2 15 1,667 16 1,625 1615 1,619 1617 1,618 1,618 1,618 1,618...

Existem diversas maneiras para obter uma aproximacao numérica para essa cons-
tante que é chamada nimero de ouro. De acordo com Stewart (2009), as primeiras cin-

quenta casas decimais de ¢ sao:

¢ = 1,61803398874989484820458683436563811772030917980576...

Tal constante real algébrica irracional (¢) também é conhecida como razao aurea
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do latim (ratio: significa quociente entre dois numeros a e b - durea: significa coberto por
ouro, de cor dourada, feito de ouro), e a escolha desta letra grega como representagao
deu-se em homenagem a Phideas (Figura 1.5), antigo arquiteto grego que concebeu o

Parthenon.

Figura 1.5: Gravura de Phideas.
Fonte: UIG via Getty Images/Editorial Image Provider (2021).

Existem intimeras aplica¢oes da razao durea. De acordo com Azevedo (2013), um
exemplo curioso, é na estética dentro da odontologia. A razao durea é utilizada como base

para dentes esteticamente perfeitos, como mostra a Figura 1.6.

&8

1.618

-

Figura 1.6: A Razao aurea na estética do sorriso.
Fonte: Azevedo (2013).

E notdvel que algumas aplicacoes da sequéncia de Fibonacci sao no minimo cu-
riosas. H& diversas outras aplicagoes desta sequéncia, o que a torna cada vez mais in-
teressante e bela. A sequéncia de Fibonacci é tao importante e bonita que a Fibonacci
Association, uma organizacao de matematicos, foi formada para o estudo de Fibonacci e

sequéncias inteiras relacionadas, de acordo com Koshy (2018).
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1.3 Sequéncia de Padovan e suas aplicagoes

Outra importante sequéncia numérica, porém, nao tao conhecida como a de Fi-
bonacci, é a sequéncia de Padovan. A sequéncia de Padovan recebeu este nome em home-
nagem ao seu descobridor, Richard Padovan (1935-7). Padovan descobriu uma sequéncia
numeérica com muitas propriedades interessantes e atribuiu a sua descoberta ao arquiteto
holandés e monge beneditino Hans van Der Laan (1904-1991), sendo mais tarde estudada
por um matemadtico chamado Gérard Cordonnier (1907-1977) que contribuiu muito para
a sequéncia de Padovan, de acordo com Padovan (2002a) e Voet e Schoonjans (2012).

A sequéncia de Padovan bem como a de Fibonacci, é do tipo linear recursiva, ou
seja, necessita-se conhecer os termos anteriores para que seja calculado o proximo. Essa
sequéncia é composta pelos nimeros (1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,...) em que o termo sucessor
é igual a soma dos dois antecessores pulando o antecessor imediato. Segundo Alsina e
Nelsen (2015), “essa sequéncia é uma espécie de ‘primo’, da sequéncia descoberta por
Fibonacci”.

Existem algumas aplicacoes interessantes envolvendo a sequéncia de Padovan.
De acordo com Marohni¢ e Strmecki (2012), “existe uma conexao entre os nimeros de
Padovan e o sistema de mtsica ocidental padrao de 12 tons (escala cromatica), que definem
intervalos abrangendo uma oitava, como objetos matematicos”. No trabalho de Marohni¢
e Strmecki (2012), é mostrado que existem intervalos formados a partir de subsequéncias
de Padovan que geram possiveis combinacoes musicais. O intervalo que se estende por
P, semitons é chamado de intervalo de Padovan e ¢ denotado simplesmente por P, =
(2,3,4,5,7,9,12,16,21,28,37,49,...) e os dez primeiros estao representados na Figura
1.7.
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Figura 1.7: Dez primeiros intervalos de Padovan construidos no doé central.
Fonte: Marohnié¢ e Strmecki (2012).

Assim como os termos vizinhos dos numeros de Fibonacci convergem para o
numero ¢ que ¢ chamado de razao aurea, a sequéencia de Padovan também possui uma

relagao deste tipo, a qual é conhecida como “ntimero pléstico”ou “constante plastica”.
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Foi encontrada essa constante fazendo uma relacao de convergéncia entre os termos sub-
sequentes de sua sequéncia em que seu valor aproximado é ¢ = 1,324718... e as formas
de calcular esse valor sdao apresentadas nos trabalhos de Marohni¢ e Strmecki (2018) e
[iopoulos (2018).

Baseado nos trabalhos da sequéncia de Fibonacci, Cereceda (2010), Miller (1971)
e Hare et al. (2014), em que propuseram uma extensao da sequéncia de Fibonacci ao
considerar que esse numero de elementos sera obtido a partir da soma de dois, trés ou
quatro elementos anteriores, é possivel estender os niimeros de Padovan considerando um
nimero maior de termos para estimar o préximo. De acordo com Vieira e Alves (2019), a
sequéncia de Padovan é uma sequéncia de ordem 3, uma vez que sua férmula de recorréncia
¢ dada pela soma dos dois termos anteriores contados a partir de um salto. Ao considerar
que o proximo termo da sequéncia sera calculado como a soma dos trés predecessores
apos o salto, pode-se chama-la de sequéncia de “tridovan”e de ordem 4. Da mesma forma,
temos os nimeros “tetradovan” (ordem 5), sequéncias estas apresentadas em Vieira e Alves
(2019). Mas, neste trabalho abordaremos apenas a sequéncia de Padovan e veremos que
a aplicacao desta sequeéncia em outras areas, exceto a matematica, tem grande utilidade.
Padovan participou do estudo no qual Stewart (2000), afirma a utilizacao desses niimeros
em esculturas e formas geométricas.

O arquiteto Hans Van Der Laan conduziu o curso de arquitetura na Technische
Hogeschool de Delft, e durante este periodo utilizou a basilica crista de abadia, Sint Bene-
dictusberg em Vaals, Holanda, como exemplo para capacitar arquitetos na reconstrucao
de igrejas apés a Segunda Guerra Mundial. Essa basilica (Figura 1.8), foi construida
seguindo os principios arquiteturais de Dom Van der Laan baseados no nimero pléstico

(1), obtido da sequéncia de Padovan.

Figura 1.8: Interior da basilica crista de abadia.
Fonte: Rijksdienst voor het Cultureel Erfgoed (2010).
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Neste processo, Laan buscava padroes para a arquitetura afim de descobrir novos
padroes de medidas pautados no nimero plastico (1), que era ideal para se trabalhar em
escala geométrica com retangulos, trapézios, etc. Laan deu o nome nimero de pldstico
(holandés: het plastische getal) a este nimero em 1928, dai o nome. De acordo com
Padovan (2002b) este nimero foi originalmente estudado em 1924 por Gérard Cordonnier
(1907-1977). No entanto, Hans van der Laan foi o primeiro a explicar como relaciona-
se com a percepcao humana das diferencas de tamanho entre objetos tridimensionais e
demonstrou sua descoberta em design (arquitetonico). Sua premissa principal era que o
a proporg¢ao do numero de plastico é “verdadeiramente estética no sentido grego original,
ou seja, que sua preocupacao nao é ‘beleza’, mas na clareza da percepgao”.

O sistema de proporgoes construido a partir do nimero de plastico é ilustrado na
Figura 1.9. Os comprimentos das barras mostradas na figura aumentam em Progressao
Geométrica, de acordo com o niimero de plastico (1)), de 1 a 4" = 7,1591... ~ 7. Portanto,
elas representam todos os oito tipos de tamanhos dentro de uma ordem de tamanho

(Marohni¢ e Strmecki, 2012).

H._.---.......-__.._-______.--_.._-._._.-_...-....._-._.- ...... —
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Figura 1.9: Tipos de tamanhos dentro de uma ordem de tamanho.
Fonte: Padovan (2002b).

Na matemadtica, o nimero de plastico (¢)) (também conhecido como a constante
de pléstico, ou racio de plastico, ou nimero minimo Pisot, ou nimero de platina, Siegel
number’s ou, em Francés, le nombre radiante) é uma constante matemética que é a tinica
solucdo real da equacdo cibica z° = x + 1, conforme Harriss (2019). No Capitulo 4

falaremos mais dessa equacgao e sobre a obtencao de suas raizes.
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1.4 Leonardo Fibonacci

Leonardo Fibonacci Bigollo, também conhecido como Leonardo Pisano ou Leo-
nard de Pisa, foi o matemédtico mais destacado da Idade Média na Europa. Exceto por
alguns dos fatos que apresentou em seus trabalhos de matemaética, pouco se sabe sobre
sua vida. Fibonacci nasceu na familia Bonacci de Pisa, o préspero centro comercial, por
volta de 1170 (Fibonacci é a abreviatura de Filius Bonacci para o filho de Bonacci).

Seu pai Guglielmo (William) era um empresario de sucesso e ele queria que seu
filho seguisse seu oficio. Por volta de 1190, quando Guglielmo foi nomeado coletor de
alfandega na cidade argelina de Bugia (hoje conhecida como Bougie), ele levou Leonardo
para estudar computacao. Em Bougie, Fibonacci recebeu sua educacao inicial de um
professor mugulmano, que o apresentou ao sistema de numeracao indiano e a tecnologia
de computagao indiana. Ele também apresentou a Fibonacci um livro sobre algebra,
escrito pelo matematico persa Al-Khwarizmi (c. 825). (A palavra algebra é derivada do
titulo do livro.)

Quando adulto, Fibonacci (Figura 1.10) viajou frequentemente para o Egito,
Siria, Grécia, Franca e Constantinopla, onde estudou varios sistemas aritméticos usados
posteriormente e trocou opinioes com estudiosos locais. Ele também viveu por um tempo
na corte do imperador romano Frederico II (1194-1250) e participou de debates cientificos

com o imperador e seus filésofos.

Figura 1.10: Leonardo Fibonacci.
Fonte: Stefano Bianchetti (2021).
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Por volta de 1200, aos 30 anos, Fibonacci voltou a Pisa. Ele estava convencido
de que o sistema de numeracao indiano tinha uma vantagem pratica e elegante sobre o
sistema romano usado na Itdlia na ¢poca. Em 1202, Fibonacci publicou scu trabalho
pioneiro, Liber Abaci (O Livro do Abaco), citado na segao anterior (a palavra Abaci aqui
nao se refere a calculadora manual chamada dbaco, mas ao cdlculo em geral). Liber Abaci
era dedicado a algebra e aritmética elementar e introduziu o sistema de numeracao indiano
e algoritmos aritméticos para a FEuropa. De fato, Fibonacci demonstrou em seu livro o
poder do sistema de numeragao indiano mais vigorosamente do que em qualquer trabalho
matemadtico até aquele momento, segundo Koshy (2018). Liber Abaci nos seus 15 capitulos
(Figura 1.11), explica as principais contribuigoes para a dlgebra de al-Khowarizmi e Abu

Kamil (cerca de 900), outro matemético persa.

Liber Abaci

(Manuscrito de 1202)
De cognitione novem figurarum indorum et | . .
e : oA 2 1]
Caid qualiter cum eis omnis numerus scribatur; I;lillft#el-—rdai i;csi:ifmoz indi-
P et qui numeri, et qualiter retineri debeant Srabie
in manibus, et de introductionibus abbaci
Cap. 2 De multiplicatione integrorum numerorum :\:ltiéti:’glsl(dl;dﬂ de numergs
Cap. 3 De additione ipsorum Adigdo de nimeros inteiros
De extractione minorum numerum ex Extraccao do menor
Cap. 4 sidioribus numero pelo maior
(subtrac¢do).
ivisi i A P i
Cap: 5 De divisione integrarum numerorum per Divisiio d& fiflmeros intairas
integros
Cap. 6 De multiplicatione inteqrarum numerorum Multiplicacdo de nimeros
i CUM PUPTIS atque ruptorum sine sanis inteiros por fraccdes
De additione ac extractione et divisione
Cap. 7 numerorum integrarim cum ruptis atque  Adicao, subtraccao e
p- partiuvm numerorum in singulis partis divisdo de fracgoes
reductione
Cap. 8 De emptione et venditione rerim venalinm Aquisicdo e venda de
P et similium mercadorias e similares
De baractis rerum venalium et de emptione o
Cap: bolsonalie et quibusdam regulis similibus Gonieio
Cap. 10 De societatibus factis inter consocios Regra das companhias
g ¢ i 3
cap. 11 De (Oflsofnijiraje monetarum r:rq”e eorum Liga de moedas
regulis que ad consolamen pertinent
Cap. 12 De solutionibus multarum positarum A solugdo de problemas
p- questionum quas erraticas appeflamus diversos
De regula elcatayam qualiter per ipsam P
. A A r i do.
CapEEs fere omnes erratices questiones solvantur A regra da falsa posigdo
De reperiendi radicibus quadratis et cubitis
ex multiplicatione et divisione seu . ;
. Raizes quadradas e raizes
Cap. 14 extractione earum in se et de tractatu clibicas
binomiorum et recisorum et eorum
radicum
Cap. 15 De regulis proportionibus geometrie A regra da proporcao
3 pertinentibus: de questionibus aliebre et geometrica e questoes de
amulchabale algebra e almucabala

Figura 1.11: Capitulos de Liber Abaci.
Fonte: Sigler (2020).

Um tempo depois, mais precisamente seis anos, Fibonacci revisou Liber Abaci e

dedicou a segunda edi¢ao a Michael Scott, o mais famoso filésofo e astrélogo na corte de
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Frederico II. Depois de Liber Abaci, Fibonacci escreveu trés outros livros influentes, Prac-
tica Geometriae (Practice of Geometry), publicada em 1220, é dividida em oito capitulos
¢ ¢ dedicado ao Mestre Domonique, sobre quem pouco se sabe. Esse livro apresenta habil-
mente geometria e trigonometria com rigor euclidiano e alguma originalidade. “Fibonacci
emprega algebra para resolver problemas geométricos e geometria para resolver proble-
mas algébricos, uma abordagem radical para a Europa da época dele”, segundo Possebon
(2016).

Os préximos dois livros, o Flos (Blossom or Flower) e o Liber Quadratorum (O
Livro dos Numeros Quadrados) foram publicados em 1225. Embora ambos tratem teo-
ria dos numeros, Liber Quadratorum ganhou a Fibonacci sua reputagao moderna de um
importante “teérico dos numeros”, classificado com o matemédtico grego Diofanto (cerca
de 250 d.C.) e o matemético francés Pierre de Fermat (1601-1665). Flos e Liber Quadra-
torum representam o brilho de Fibonacci e originalidade do pensamento, que ofusca as
habilidades da maioria dos estudiosos de seu tempo.

Em 1225, Frederico II queria testar o talento de Fibonacci, entao convidou Fibo-
nacci para sua corte para participar de uma competicao de matematica. A competicao
consistia em trés perguntas, elaboradas por Johannes de Palumbo da equipe do Impera-
dor, de acordo com Koshy (2018):

(I) Encontrar um ntimero racional = tal que ambos 2 — 5 e 2° + 5 sejam quadrados de
nimeros racionais;
(IT) Encontrar uma solucio para a equacdo ctibica z® + 2% + 10z — 20 = 0;

(III) Resolver o seguinte:

Trés pessoas compartilham 1/2, 1/3 e 1/6 de uma pilha de dinheiro. Cada um leva
algum dinheiro da pilha até que nada sobrar. A primeira pessoa entao retorna metade
do que ele levou, o segundo um terco e o terceiro um sexto. Quando o total assim
retornado ¢é dividido entre eles igualmente, cada um possui sua parte correta. Quanto

dinheiro estava na pilha original? Quanto cada pessoa tirou da pilha?
41
Para o primeiro problema (I), Fibonacci deu a resposta correta 12’ pois:
41\? . 31\? 412+5 49\?
JE— i — JE— e R — JE—
12 12 12 12
No segundo problema (II), Fibonacci mostrou geometricamente que nao possui

solucoes da forma \/a + \/1_7, mas deu uma solugao aproximada, 1,3688081075, que é
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correta para nove casas decimais. Esta resposta aparece no livro Flos sem nenhuma
explicagdo. E o terceiro problema (III), também registrado no livro Flos, Fibonacci esta-
beleceu que o problema ¢ indeterminado e deu 47 como o menor resposta.

De acordo com Koshy (2018), “nenhum dos concorrentes de Fibonacci no concurso
poderia resolver qualquer um dos problemas. O Imperador reconheceu as contribuigoes
de Fibonacci a cidade de Pisa, tanto como professor e cidadao”. Atualmente, em sua
homenagem, uma estdtua de Fibonacci (Figura 1.12) fica em Camposanto Monumental
na Piazza dei Miracoli, perto da Catedral e da Torre Inclinada de Pisa. Até 1990, ele

estava em um jardim do outro lado do rio Arno por alguns anos.

Figura 1.12: Estatua de Fibonacci.
Fonte: https://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Leonardo_Fibonacci. JPG.

Ainda conforme Koshy (2018), “logo apés a morte de Fibonacci em 1240, os
comerciantes italianos comecaram a apreciar a beleza e o poder do sistema de numeragao
indiano e gradualmente o utilizaram para transacoes comerciais”. No final do século XVI,
a maioria da Europa aceitou. Liber Abaci permaneceu o padrao europeu por mais de dois
sé¢culos e desempenhou um papel significativo no deslocamento do sistema de numeragao
romana, espalhando assim o sistema de numeracao indiana como o mais eficiente sistema

para o resto do mundo.

18



1.5 Richard Padovan

Pouco se sabe da vida de Richard Padovan, mas suas contribuicoes foram notérias
no campo da arquitetura e também da mateméatica. Nascido em 8 de junho de 1935 na
cidade de Padua (Stewart, 2000), um vilarejo um pouco distante da mesma cidade natal
de Fibonacci (Alsina e Nelsen, 2015). Richard Padovan foi um arquiteto, autor, tradutor,
professor e conferencista e estudou arquitetura na Architectural Association School of
Architecture’ de Londres (1952-1957). Além disso trabalhou com arquitetura em varios
paises europeus, e também lecionou na University of Bath? e no Buckinghamshire College
of Higher Education®.

Desde entao, ele combinou a pratica com o ensino e a escrita sobre arquitetura.
Ele acreditava, no entanto, que sua verdadeira educacao arquitetonica comecou quando
encontrou a obra e o pensamento do arquiteto beneditino holandés Dom Hans van der
Laan em 1974. Sua traducao do tratado de Van der Laan Architectonic Space apareceu
em 1983, seguida por uma monografia, Dom Hans van der Laan, Modern Primitive, em

1994 (Figura 1.13).

A

.“"f

DOM HANS VAN DER LAAN
MODERN PRIMITIVE

RICHARD PAD

Figura 1.13: Richard Padovan - Dom Hans van der Laan: Modern Primitive - 1994.
Fonte: Catawiki (2020).

!Também conhecida pela sigla AA, é a mais antiga escola de arquitetura independente do Reino Unido
e uma das mais prestigiadas e competitivas do mundo.

2E uma universidade publica de pesquisa localizada em Bath, Somerset, Reino Unido. Recebeu sua
carta patente real em 1966, junto com uma série de outras instituicées apés o Relatério Robbins.

3K uma universidade publica do Reino Unido, situada em High Wycombe, condado de Buc-
kinghamshire, sudeste de Inglaterra. Embora sucessora da escola de Ciéncias e Artes fundada em 1893
em High Wycombe, a instituicdo sé tem o status de universidade desde 2007.
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Em 1999, publicou o livro Proportion (Figura 1.14) que em portugués chama-se
Proporcao: Ciéncia, Filosofia, Arquitetura, e nesse livro a proporcao e o cosmos eram
relacionados notavelmente. Segundo Gomes (2012), “Richard Padovan desenvolve um
capitulo intitulado The house as a model of the universe, no qual a investigacao cos-
molégica ganha pertinéncia quando observamos o ponto de partida para o desenvolvi-

mento de diversos sistemas proporcionais ao longo do tempo”.

PROPORTION

RICHARD PADOVAN

Figura 1.14: Proportion: Science, Philosophy, Architecture.
Fonte: https//www.amazon.com.br/Proportion-Philosophy-Architecture-Richard-
Padovan/dp/1138133175.

Seu tltimo livro, Towards Universality: Le Corbusier, Mies e De Stijl (2002)
(Figura 1.15), contrasta os grandiosos ideais filoséficos do modernismo europeu com o

fracasso em realizar esses objetivos, particularmente na construcao de cidades.

Towards Universality
Le Corbusier, Mies and De Stijl

Richard Padovan

Figura 1.15: Towards Universality: Le Corbusier, Mies e De Stijl (2002).
Fonte:
https//www.amazon.com.br/Towards-Universality-Corbusier-Mies-Stijl/dp,/0419240306.

Hoje existem poucos registros de Richard Padovan, inclusive a data de sua morte

ainda segue desconhecida. Além disso, a nacionalidade de Padovan segue incerta, pois hd
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autores que afirmam que Padovan ¢ italiano, como citado no inicio dessa se¢ao, enquanto
outros afirmam ser britanico, como por exemplo no trabalho de Ferreira (2015), mas
independente de qual seja sua nacionalidade, sua genialidade e contribuigoes permanecem

até hoje.
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Capitulo 2

As relacoes de recorréncia

2.1 Introducao

Diversas sequéncias numéricas podem ser definidas recursivamente, isto é, por
recorréncia, em que os termos seguintes dependem dos termos anteriores. Para isso é
dada uma lei de recorréncia e alguns termos sao previamente determinados. Fazer uso
de relagoes de recorréncia em sequéncias numéricas contribui para o raciocinio e para o
pensamento algébrico.

Um dos beneficios em fazer uso das recorréncias e do pensamento recursivo é que,
além de desenvolver o raciocinio logico e a capacidade de abstracao, ¢ uma grande ferra-
menta para as generalizacoes das solugoes nos problemas, tornando assim suas resolugoes
mais praticas, inteligentes e completas, segundo Silva (2019a).

Para Pacheco (2013), “o raciocinio recursivo (ou recursao) possibilita a identi-
ficacdo de padroes e, consequentemente, favorece a solucao de diversos problemas”. Esta
forma de raciocinio é organizada em fases, de modo que a agao seguinte é caracterizada

pela repeticao completa do raciocinio empregado na etapa anterior.

Definicao 2 Uma relagao de recorréncia ou, como também é chamada, uma equagao de
recorréncia, ¢ uma relacao que determina cada termo de uma dada sequéncia, a partir de

certo termo, em funcao dos termos anteriores.
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Problema 1 Seja a sequéncia infinita definida por

CL1:1

Qp = 3p_1— 1, ¥V n>2.

Vamos encontrar os quatro préximos termos desta sequéncia. Note que o 1° termo da
sucessao foi dado (ay = 1) e a igualdade a, = 3a,_1 — 1 € uma lei de recorréncia. Ela
nos permite obter cada termo a,,, a partir do sequndo, recorrendo ao termo anterior a,_1,
assim:

n=2—>a=3u—1=31-1=2

n=3—>a3=3a,—1=32—-1=5

n=4—a,=3a3—1=35—-1=14

n=5—as=3a4—1=314—-1=41

Problema 2 FEncontrar os cinco prozimos termos da sequéncia definida por

(11:—1

an = (an_1)* =1, ¥ n>2

Utilizando o 1° termo da sucessao e a sua lei de recorréncia temos:
@) —1=(-1-1=0
a)?—1=0"-1=-1

n=2-—ay =

n=3—as= (a)

n=4—a3= (a3’ —1=(-1)*-1=0
()’ —1=0-1=0-1=—1
(a5)> —1=(-1*-1=0

n=>5—a;=

n=6—ag =

Problema 3 A sucessao numérica infinita definida pela lei de recorréncia a sequir é

conhecida como sequéncia de Fibonacci:

,

CL1:1
agzl

Ap = Ap_1+ Ap_2, ¥V n>2.

\
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Note que a lei de recorréncia diz que o termo sucessor € igual a soma dos dois termos
imediatamente anteriores, sendo assim, escrevendo seus termos até o décimo, temos (1,

1,2 8 5 8, 13, 21, 34, 55, ...).

2.2 Recorréncias lineares

Como ja foi visto nos exemplos da secao anterior, a regra que define o valor de
um termo de uma sequéncia em funcao de um ou mais termos anteriores é chamada lei

de recorréncia e é expressa como uma relacao ou equacgao de recorréncia.

Definicao 3 Uma relacao de recorréncia € dita linear quando a fungao que relaciona

cada termo aos termos anteriores € linear (fung¢ao do primeiro grau).

Uma relagao de recorréncia em que cada termo sucessor depende exclusivamente
dos anteriores é chamada de “homogenea”. Caso, além dos termos anteriores, cada termo
da sequéncia esteja também em funcao de um termo independente da sequéncia, a relagao

de recorréncia é chamada de “nao homogénea”.

2.3 Recorréncias lineares de 1% ordem

Na secao anterior vimos que uma relacao de recorréncia é linear quando a funcao
que relaciona cada termo aos termos anteriores é linear também, ou seja, uma funcao de

primeiro grau. Com isso, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 4 Uma relacao de recorréncia linear é de 1% ordem quando cada termo da
sequéncia € obtido a partir do termo imediatamente anterior a ele, em outras palavras,

quando a, estd em fungao de a,_1.

A seguir temos duas definigoes importantes (Defini¢ao 5 e Defini¢ao 6) com exem-

plos segundo Pereira (2014).

Definicao 5 Uma recorréncia linear homogénea de 1% ordem € do tipo: any1 = g(n)ay,,
sendo g(n) e a, nao-nulos. Podemos entdo escrever:

as = g(1)ay

az = g(2)ay

24



as = g(3)as

Apy1 = (J(n)an

E substituindo cada termo na expressao sequinte, obtemos:

i=1
Problema 4 Resolver a recorréncia a,; = c.a,, sendo ¢ constante e diferente de zero.

Neste caso, g(n) = ¢, Vn € N. Assim temos:

Gpi1 = Q1 | | €= Upp1 = a1, ou seja: ap, = a;c" .

Essa recoﬁéﬁzélncia define as chamadas progressoes geométricas.

Definicao 6 Uma recorréncia linear nao-homogénea de 1* ordem é do tipo: ani1 =
g(n)a, + f(n), sendo g(n) e f(n) fungdes nao-nulas. Analisando o caso particular em que
g(n) =1, a equagdao assume a forma a,1 = a, + f(n), logo pode-se escrever entdo:

ag = a; + f(1)

az = az + f(2)

as = az+ f(3)

ani1 = an + f(n)

Somando as igualdades e cancelando os termos semelhantes, obtemos:

anp1 = a1+ f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(n), ou seja: any1 = a1 + zn:f(z)

i=1
Problema 5 Resolver a recorréncia a,+1 = a, + c.
Neste caso, f(n) =c, Vn € N. Assim temos:
n
(py1 = aq Z ¢ = Gpy1 = a1 + ne, ou seja; a, = a; + (n — 1)c.

i=1
Essa recorréncia define as chamadas progressoes aritméticas.

O teorema a seguir mostra que qualquer recorréncia linear nao-homogénea de 1*

ordem pode ser transformada em uma da forma a,1 = a, + f(n).

Teorema 1 Se a, € uma solu¢ao ndo nula da recorréncia a,.1 = g(n)a,, entio a
substituicao a, = Ty, transforma a recorréncia an+1 = g(n)a, + h(n) em y,11 =

Yn + h(n)[g(n).x,) "
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Demonstragao: 1 A substitui¢io a, = .y, transforma a,y1 = g(n)a, + h(n) em

Tni1Ynt1 = 9(N)Tpyn + h(n). Mas, x,41 = g(n)x,, pois x, € solu¢io de a,1 = g(n)a,.

Portanto, a cquagao sc transforma em g(n)r,yns1 = g(n)x,y, + h(n), ou seja, ypi1 =
h(n)

Yn + h(n)[g(n).z,] " ou ainda yni1 =y, + W n

2.4 Recorréncias lineares de 2% ordem

Na secao anterior vimos as defini¢oes de quando uma recorréncia linear é de 1*
ordem, além disso conhecemos os casos em que ela pode ser homogénea, nao-homogénea
e também quando precisamos transformar uma recorréncia nao-homogénea de 1* ordem
na forma a, 1 = a, + f(n). A seguir vamos ver as defini¢oes para as recorréncias lineares

de 2% ordem.

Definicao 7 Uma relagao de recorréncia linear € dita de 2* ordem quando cada termo
da sequéncia € obtido a partir dos dois termos imediatamente anteriores a ele, ou seja,

quando a, estd em fungao de a,_1 € a,_o.

Definicao 8 Uma recorréncia linear de 2¢ ordem € do tipo: a, = h(n)a,_1+ g(n)a,_o +
f(n), tal que g(n) € uma fun¢ao nao nula, pois caso contrdrio a recorréncia serd de 1%
ordem. Além disso, se f(n) = 0 a recorréncia é dita homogénea, caso contrdrio serd

nao-homogénea.

Para as recorréncias lineares homogéneas com coeficientes constantes, conside-

remos as que possuem a forma a,is + pa,i1 + qa, = 0 em que ¢ # 0. E para estas
N s ~ o 2 o

recorréncias, pode-se associa-las a uma equagao do 2° grau r° + pr + ¢ = 0 a qual chama-

mos de “equagao caracteristica”. O fato de ¢ # 0 implica que 0 nao é raiz da equacao

caracteristica.

A seguir, temos um teorema que mostra que se as raizes da equagao caracteristica

. . . . n n s

sao por exemplo, 71 e 79, entao qualquer sequéncia que tiver a forma a,, = Cyr] + Cary é
“solucao da recorréncia” para quaisquer que sejam os valores de C; e (.

Resolver uma relagao ou equagao de recorréncia, significa encontrar uma féormula

fechada para a recorréncia, ou seja, uma expressao que forneca cada termo a,, da sequéncia

em funcao apenas de n e nao dos termos anteriores. Tal expressao é chamada solugao da

recorréncia, de acordo com Pereira (2014).
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Teorema 2 Se as raizes de r* +pr—+q =0 sdo r1 e 1y, entdo a, = C177 + Cory € solugao
da recorréncia a,9 + pani1 + qa, = 0, quaisquer que sejam os valores das constantes Cy

602.

Demonstracao: 2 Substituindo a,, = Cyr{+Cary na recorréncia ap4o+pan1+qa, =0,

obtemos, agrupando convenientemente os termos,

Cirt(r} + pri+q) + Cor (ry + pra + q)
= 017”?0 + CQTSO = 0

J& o teorema a seguir nos mostra que, quando 7, # 79, todas as solucoes da

recorréncia tém a forma apontada no Teorema 2.

Teorema 3 Se as raizes de 12 +pr+q =0 sao r1 e ry, com ry # 1o, entao todas as
solugoes da recorréncia G2 + pan+1 + qa, = 0 sao da forma a, = Ciri + Cory, com Cy

e Cy constantes.

Demonstracao: 3 Seja vy, uma solugao qualquer de an.o + pans1 + qa, = 0. Determi-

namos constantes Cy e Cy que sejam solugoes do sistema de equacoes:

Cir1 + Corg =41
Cl’f’% + CQT% = Y2
2 2
Y1 — T2 ) — ™Yz — T

, =
7"17’2(7”2 - 7"1) 7"17’2(7”2 - 7“1)
ro # 0. Afirmamos que y, = Cir + Cory para todo n natural, o que provard o teorema.

isto é, C7 = . Isso € possivel pois 1y # 19 €11 £ 0 €
Com efeito, seja z, = vy, — Ciry — Caory. Mostraremos que z, = 0 para todo n. Temos:
Znta + DZa1 + 420 = Ytz + DYns1 + qyn) — Crri (1] +pri+ q) — Cory (75 + pra + q).

O primeiro paréntese ¢ igual a zero porque Y, ¢ solugao de a,io+pani1+qa, = 0; 0s dois
iltimos parénteses sdo igquais a zero porque ri e ro sio raizes de r* +pr+q = 0. Entdo
Zng2 + D2ns1 + qzn = 0. Além disso, como Oyry + Cyry = yy e C17% + Cyry = 1y, temos

21 =20 =0. Mas, se 2,19+ p2zpi1 +qz, =0 e 21 = 20 =0, entao z, = 0 para todo n. N
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2.5 Recorréncias lineares de 3% ordem

Nesta secao apresentamos as defini¢oes para recorréncias lineares de 3* ordem.
Com o objetivo de caracterizar o espaco-solucao deste tipo de relacao e ainda, estaremos li-
dando apenas com relagoes lineares sem termos independentes, ditas relacoes homogéneas.
Tais definigoes, serao aplicadas no Capitulo 3, as quais serao utilizadas na demonstragao

da Proposigao 7.

Definicao 9 Uma relagao de recorréncia linear € dita de 3% ordem quando cada termo
da sequéncia é obtido a partir dos trés termos imediatamente anteriores a ele, ou seja,
quando a, esta em func¢ao de a,_1, Gyn_o € an_3. E cla ¢ dita homogénea quando ela é da
forma:

U3 = Yo-Ung2 + Y1.0pg1 + Y2.0p,n € N (2.1)

sendo Yo, Y1, Y2 € R com yo # 0.

Uma sequéncia (a,);>; ou simplesmente a(n) é uma solucao para (2.1) se ela
satisfizer a equacao para todo n € N, como definido na se¢ao 1.1, na Definicao 1. Além

disso, denotamos: a(n) = a,.

Teorema 4 Dispondo da equagdao da recorréncia e dados niumeros reais 4o, Y1, € Yz, €

possivel encontrar uma sequéncia que satisfaca (2.1).

Problema 6 Seja a, 13 = 2a,12 + 24,41 — 3a,. Pela definicao anterior, temos que esta
¢ uma relacao de recorréncia homogénea de 3% ordem. Se forem dados ag = 1,a1 = 2
e ay = 3, entdo a sequéncia (a,)e., = (1,2,3,7,14,33,73,...) € uma solugcao da relagao

definida.

Para obter uma caracterizagdo das solugoes de (2.1), vamos supor que (2.1) ad-
mita uma solugao exponencial da forma a, = A", A € R, XA # 0. Dessa forma, temos,
necessariamente:

/\n+3 — Z/o-/\n+2 4 yl./\n—&-l 4 y2/\n
/\n'()‘g — Yo X — YA — y2) =0

)\3 —y0.>\2 —y1.>\—y2 =0 (22)
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Logo, \ existe e é solugao de (2.2), pois existem raizes deste polinomio em .
A equagao (2.2) é chamada equagao caracteristica associada a (2.1), ou polinémio carac-
teristico associado a (2.1).

Sabemos que as raizes de (2.2) apresentam uma unica configuragao dentre as duas
a seguir:

a) Todas elas sdo reais (podendo ser todas distintas, duas iguais e uma distinta,
ou uma unica raiz de multiplicidade 3).

b) Uma delas é real e as outras duas sao complexas conjugadas.

Considerando solucao da recorréncia ri, ry e 73 raizes da equacao caracteristica,

temos abaixo o Teorema que define a solugao da recorréncia.

Teorema 5 Seja a, a solucdo que satisfaz a equacao de recorréncia € T1,7y € T3 TGIZES
de (2.2). Entdo sery # o # 13 (r; € R), entao B =r],ry,ry € o conjunto das sequéncias
numeéricas que satisfazem (2.2) e, neste caso, existem a, b, ¢ € R tais que a, = a.r} +

by +cry,n e€R;

Demonstracao: 4 Seja a;(n) = ', = 1,2,3 (ou seja, estamos supondo que (2.1) ad-
mite solucio exponencial da forma indicada) e s(r) = r° — yo.r® — y1.v —yo = 0. Se 7y,

To €13 sGo as raizes distintas de s(r), temos:

3 2 1 0 3 2
Ty —Yo.T; —Y1.7y — Y27y =Ty — Yoy — Y17 — Y2

= rln(rf - y0~7’z'2 — Y175 — Ya)

_ .n+3 n
= T’Z- — yo.ri

+2 +1

— Yy = Yty
=a;.(n+3) —Yo.a;(n+2) —y.a;.(n + 1) — ya.a;(n)

=0 para 1=1,23.

Logo temos que, se a;(n) =1, entao r7, ry ery sio solucoes de (2.1). Portanto,

existem a, b, ¢ reais tais que a, = a.ry +b.ry +cry. Logo 1Y, ry, vy constitui o conjunto

das sequéncias numéricas que satisfazem a equagao da recorréncia. |

Para os outros casos possiveis envolvendo as raizes r1, ry e r3, temos as seguintes
definicoes:
i) Sery =19 # r3 (r; € R), entdo f = ri',nry,ry é o conjunto das sequéncias numéricas que

satisfazem (2.2) e, neste caso, existem a, b, c € R tais que a,, = a.r + b.n.ry +cry,n € R;
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ii) Se r1 = 1y = r3 (1; € R), entdo B = ¥, nry, n*rY é o conjunto das sequéncias numéricas que
satisfazem (2.2) e, neste caso, existem a, b, ¢ € R tais que a, = a.r] + b.n.ry + c.n’.rf n € R;
ili) Se ry € Rery = 2z, 13 = Z(€ C), entao f = r7,7"cos(0n),r"sen(fn) é o conjunto das
sequéncias numéricas que satisfazem (2.2) e, neste caso, existem a,b,c € R tais que a, =
a.r} +br".cos(On) + cr’.sen(fn), n € R e r = |ra.

As demonstragoes das defini¢oes acima, podem ser encontradas no trabalho Relagoes

de Recorréncia de 3* Ordem (ver Domingues e Motta Jr, 2005, pg. 104).

2.6 Recorréncias lineares de qualquer ordem

Nesta secao generalizaremos o que foi feito nas secoes anteriores e definiremos
relagoes de recorréncias lineares de ordem qualquer, faremos isso apenas para completude
do trabalho pois nao utilizaremos nas etapas seguintes. Baseado em Pereira (2014), segue

abaixo as defini¢oes para as recorréncias de ordem maior que trés.

Definicao 10 Chama-se relacao de recorréncia linear de ordem k a sequéncia na qual
cada termo € obtido a partir dos k termos imediatamente anteriores a ele. Uma recorréncia

linear de ordem k € do tipo:

an = g1(n)an—1 + g2(n)an—o + g3(n)an_s + ... + g(n)a,_ + f(n) (2.3)

em que gp(n) € uma fungao nao nula. Além disso, se f(n) = 0 a recorréncia € dita
homogénea, caso contrario serd ndao-homogénea. Quando g1(n), gs(n), ... , gr(n) sdo

constantes e f(n) =0, a relagao de recorréncia (2.3) assume a forma:
(p = Y10n—1 + Y2n_2 + Y3dn_3 + ... + Ypln_k (2.4)

e a cada relagao de recorréncia linear de ordem k podemos associar uma equagao de grau

k, NP — g N — o Nf 72— — X — e = 0, chamada equacdo caracteristica.

Teorema 6 Sery, ry, ... , Tp_1, 'y SG0 Taizes da equacao /\k—ylx\k_l—...—yk_l)\—yk =0,
entao a, = C1r] +Cory +Csry +... 4+ Cyry € solugao da recorréncia para quaisquer valores

de Cl, 02, 03, cee Ck
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Demonstracao: 5 Substituindo a, = Cyr{ + Cory + Csry + ... + Cyry na relagao de
TECOTTENCIA Ay — Y1Gp—1 — Yolp—2 — Y3An—3 — ... — YrAn_k, obtida de (2.4), e agrupando os

termos, obtemos:

Cyrik (T'f T Uk) + Cory* (7"’72C Tt yk) + ..
+Ckr2_k (TJI: - ?Jlrllz_l — .. — Uk)
=Cr R0+ Cord ™" 04+ .+ Cpr*.0=0 n
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Capitulo 3

A geometria da sequéncia de

Fibonacci

A sequencia de Fibonacci é uma das sequéncias numéricas mais fascinantes e
curiosas e isto continua oferecendo amplas oportunidades para matematicos profissionais e
amadores a fazer conjecturas e expandir seu horizonte matematico. Embora essa sequéncia
ja tenha sido conhecida e discutida na antiguidade, os ntimeros desta sequéncia e sua
representacao geométrica despertaram curiosidade de muitos estudiosos no passado, e
continua despertando no presente.

Além disso, a representacao geométrica da sequéncia de Fibonacci é uma espiral
(Figura 3.1), que é formada utilizando os nimeros da sequéncia de Fibonacci como sendo
os lados de quadrados justapostos que se conectam com um arco de um quarto de circulo

contido nestes quadrados.

Figura 3.1: Espiral da sequéncia de Fibonacci - Nimero de ouro.
Fonte: Saber Matematica (2020).
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Mas na verdade, a espiral da sequéncia de Fibonacci é conhecida como proporcao
aurea cuja propor¢ao surge o nimero aureo que esta presente na férmula do termo geral
da sequencia de Fibonacci, conforme foi detalhado no Capitulo 1.

Neste capitulo apresentamos uma curiosa descoberta feita na espiral da sequéncia
de Fibonacci, também conhecida como a espiral de Arquimedes. Trata-se de uma curio-
sidade encontrada que envolve as areas de um quarto de circulos presentes nesta espiral.
Formaremos uma sequéncia numérica com as areas e encontraremos uma férmula geral
para calcular a area de qualquer um desses um quarto de circulo mediante apenas da sua

n-€sima Posi¢ao.

3.1 A relacao de recorréncia da sequéncia de Fibo-
nacci

A sequeéncia de Fibonacci tem uma propriedade fascinante: todo niimero de Fi-

bonacci, exceto os dois primeiros, é a soma dos dois nimeros imediatamente anteriores.

Definicao 11 A sequéncia de Fibonacci F,, € definida como:

F1:F2:]_

Fn:Fn—1+Fn—27 v n > 3.

Escrevendo por exemplo, os dezesseis primeiros termos dessa sequéncia, é facil
ver essa relagao (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233,377,610, 987, ...).

Mas a forma apresentada na Definicao 11 é apenas uma das representagoes em
termos de recorréncia, pois o nimero de Fibonacci F;, pode ser definido também, como
por exemplo: F,,o = F,.1 + F, com F} = F, =1en > 1. De acordo com Possebon
(2016), “os numeros de Fibonacci satisfazem intimeras identidades que foram descobertas
ao longo dos séculos”. Em Possebon (2016) encontramos um estudo aprofundado das
outras sequéncias de Fibonacci, como a sequéncia de Lucas por exemplo. Ou ainda,
pode-se utilizar a férmula do termo geral da sequéncia de Fibonacci, (que é encontrada

2

utilizando as raizes da equacao caracteristica 7“ = r + 1 proveniente da lei de recorréncia

Foio = F,11 + F,), na qual é definida pela férmula de Binet:
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s L [14V5 1 (1-vB)
VB 2 vh o\ 2
3.2 A espiral da sequéncia de Fibonacci e os quartos

de circulos

Segundo Avila (1999), “a espiral da sequéncia de Fibonacci aparece quando cons-
truimos uma série de quadrados cujos lados sao os nimeros da sequéncia de Fibonacci”.
Com isso temos que cada quadrado abaixo possui um ntmero indicando quanto vale a
medida do seu lado que coincide com a sequéncia de Fibonacci.

De fato, podemos organizar uma série de quadrados F,, X F,, em que em cada
um desses quadrados contenha um arco de um quarto de circulo com raio igual ao lado

deste quadrado, que interligando-os obtemos uma espiral infinita como na Figura 3.2.

13

ﬁ

3

HE

Figura 3.2: Espiral da sequéncia de Fibonacci.

Além disso, seus centros parecem estar em duas linhas e as duas linhas aparecem
perpendiculares. Note que ha infinitos quadrados que compoem essa espiral. E dentro
de cada um desses quadrados destacamos um quarto de circulo de raio igual a medida
do lado do quadrado, em que estes sao os numeros F,, da sequéncia de Fibonacci. Veja
na Figura 3.3 a representagao desses um quartos de circulos destacados como recortes em

tons diferentes.
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T

Figura 3.3: Um quarto de circulos presentes na espiral da sequéncia de Fibonacci.

Sabemos que a drea de um circulo completo é calculada por A = m.(raio)?, ja
7.(raio)?

2

. Calculando a area de cada um quarto de circulo desta espiral temos a

a area de um semicirculo por A = , logo a area de um quarto de circulo é

7.(raio)?
4
sequencia:

A:

T T 9 25w 1697 4417 30257 7921w 542897
(Z’Z’W’I’ 1 , 167, YRR , 2897, 11 , 5184, ,)

3.3 Uma relacao de recorréncia formada pelas areas

de um quarto de circulos

Proposicao 7 Seja A(n) a drea formada por cada quarto de circulo que hd na espiral que

T.(rp)?
4

representa a sequéncia de Fibonacci, tal que A(n) = , em que T, ¢ a medida do raio
de cada um destes quarto de circulos e que sao os numeros de Fibonacci, e a expressao
dada para A(n) € a formula utilizada para calcular a drea de um quarto de circulo. Se
partirmos do principio de que podemos iniciar este desenho com um ponto, e sabendo que
o ponto é adimensional, fazemos uma convencao para termos a area A(0) = 0. Jd a drea
2
S , o , . .1 T
do primeiro quarto de circulo com raio igual a 1 nos dd uma drea A(l) = — = —, e
4 4
a darea do sequndo quarto de circulo, também com raio igual a 1 nos dda a mesma drea,

T : o :
logo A(1) = A(2) = —. E a partir da terceira drea, ou seja, para n > 3, podemos obter as
4 7 7 )
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areas dos quarto de circulos subsequentes da sequinte maneira:

A(3) = [A(1) + A(2)].2 — A(0) = [f + %] 2-0=r

4
A4) =[A(2) + A(B)2 - A1) = [Z T W] 2= % - %TW

A(n) =[A(n—2)+ A(n —1)].2 — A(n — 3), paran > 3.

Sendo assim, podemos formalizar uma lei de recorréncia para essa sequéncia formada

pelas dreas desses quarto de circulo:

An)=[A(n—-2)+ An—1)].2—An-3), V n>3.

Demonstragao: 6 Seja A(n) a drea de cada quarto de circulo presente na espiral da
7.(raio)?

sequéncia de Fibonacci, temos que A(n) = . Por questoes diddticas, denotare-

: N2
‘ m.(raio , .
mos A(n) = A, assim A, = Q Note que para calcular cada drea A, serdo con-
siderados os raios destes quarto de circulo os quais sao 0§ numeros presentes na SequéNcia

de Fibonacci, logo raio = F,. Temos que F,, possui vdrias identidades, e uma delas e a

mais comumente utilizada, € F,, = F,,_1 + F,,_s conforme a Definicao 11. Assim:
. F?
A, = L
4
A = 7T-(F’nfl +Fn72>2
" 4
4 = w.(F2  +2.F, |.F, o+ F*,)
" 4
A T.F2 | +27.F, . F, o +7F?,
" 4
A = O N 2.y 1. F o n T.F?

4 4 4
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T.F? | T.F?,
e que A,_o = 1

Note que A, = , assim:

F 4 F,
An = An—l + % + An—2
F.Fn_l.Fn_Q

An
2

- An—l + An—2

2An - W.Fn_l.Fn_Q
2

=A, 1+A, -
2A,—m.F, 1. F, o= (A, 1+ A, 2).2
Note que 2.A,, = A,, + A,,, assim:

A+ A, —m.F, 1. F, o= (A, 1+ A, 2)2
Isolando A,, no membro esquerdo, temos:

An = (An—l —+ An_2>.2 — (An - W.Fn_l.Fn_Q)

2
1 ™ no sequndo membro consideramo-lo, assim:

Como A,, =

F?
An = (An—l + An—2)~2 - (71—4 - — 7T~Fn—l-Fn—2)

F?—AmFy . Fy
Ap = (Apr + Ay )2 — (ﬂ U 2)

4

2 J—
An = (An—l + An—2).2 _ |:7T(Fn 4Fn1Fn2>:|

4

Mas F,, = F,,_1 + F},_», logo:

)2 . W.[(Fn_l + Fn_2)2 - 4.Fn_1.Fn_2]

An - (An—l + An—2 4

7T.(F,371 + Q.Fn_l.Fn_Q + F,372 - 4.Fn_1.Fn_2>

An = (An—l + An—2>~2 - 4
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(F? , —2.F, .F,_5+ F?
An = (An—l + An—2)~2 _ lﬂ ( n—1 41 2+ n—Q)]
Mas observe que Fy_y = 2.Fy1.Foos + Fiy = (Fooy = Fuo0)” pelo conceito de

quadrado da diferenca em produtos notdveis, assim:

_ 2
An _ (An_l —|—An_2>2— |:7T(Fn—l4 Fn—?) :|

Mas em Fibonacci, note que € vdlida a identidade F,,_3 = F,,_1 — F,,_o, logo:

An = (An—l + An—2>-2 - |:7TF433:|
E como A,_3 = W'Ff_‘g, seque que:

An - (An—l —I— An—Z)-2 - An—?) (31)
Que € a recorréncia que queriamos provar, valida para n > 3. |

Agora faremos uma importante observacao: note que a relacao de recorréncia

(3.1) provada anteriormente, pode ser reescrita equivalentemente como:
An+3 - (An+2 + An+1).2 - An (32)

T

mas paran > 0 com Ag=0e¢ A} = Ay = T Note que essa recorréncia (3.2) sugere ser
do tipo recorréncia de 3* ordem, como visto no Capitulo 2. Utilizando alguns conceitos
das relagoes de recorréncia de 3* ordem de acordo com Domingues e Motta Jr (2005), nas

proximas segoes vamos chegar a uma forma geral para todas as solugoes desta recorréncia.

3.4 Determinacao da solucao da recorréncia formada
pelas areas de um quarto de circulos

Baseado entao no Teorema 5 do Capitulo 2, temos entao que podemos representar
a solucao geral da recorréncia de 3* ordem por a, = a.ry + b.ry + cry, n € R, que no

nosso caso fica como A, = a.ri + b.ry + c.ry. Assim, para a recorréncia (3.2), temos a
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seguinte equacao caracteristica \*> — 2.A% — 2.\ — (—=1) = 0 que é equivalente a:

N -2\ -2\ +1=0 (3.3)

B

3+v5 3—
e r3 =

2 2
quais podemos observar que 11 # 19 # 13 (caso a) do Teorema 5) e logo substituindo rq, ro

Calculando suas raizes de (3.3) temos 1 = —1,719 = as

e r3 na solugao geral da recorréncia de 3* ordem temos:

A, = a(—1)"+b. <3+¢5> +e. (3_\/5> (3.4)

2 2

Lembrando que nossa sequéncia formada pelas areas de um quarto de circulos

presentes na espiral da sequéncia de Fibonacci é:

T T 97 257 1697 441x 30257 79217 542897
(071)177(7?77716#77777 , 4 s 4 ,51847T, ,)

~ 7T . .
Temos entao que Ag = 0e A = Ay = T e, assim, podemos montar o seguinte

sistema considerando n = 0, n = 1 e n = 2, respectivamente, em (3.4):

0 0
Ag = a.(—1)° +b. 345 +c. 3 V5
2 2
1 1
A =a. (=1 +0b. 345 +ec 3 V5
2 2
2 2
Ay =a.(=1)%+b 3+2\/5 +ec 3_2\/3

a+b+c=0

3+5 3—-+5 s
—a—l—( 5 ).b+< 5 >'C:Z
a+ <—7+3\/5> b+ (—7_3\/5> .c:%

2

Resolvendo o sistema anterior utilizando recursos computacionais encontramos,
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T =" " B, portant luca 1 ancia serd
= — = — = —. rtar P T I T I'rencla ra.
a 10, 2080 20 ,pO a. O,asougaogea paaa ecorrencla sera
- 345\ 35\
A= g B (BEVE) w305 (3.5)
10 20 2 20 2

valida para n € Z tal que n > 0, ou simplesmente valida Vn € N U 0.

E facil ver que (3.5) é valida, fazendo n =0, 1,2,3,4,5,6, ..., veja:

0 0
T e T (34VEY L m [3-VEY
Ao_lo'( 1)+20.< 5 >+20.< 5 =0

1 1

M= T T (3 +2¢5> P I (3 ;Vg) o
2 2

Ay = I—g.(—lf - 210 <3 +2\/3> + ;—0. (3 _2\/5> = %
3 3

3_;_(7)1'(_”3_’_220'(3—{—2\/5) _'_271'_0.(3—2\/5) -

- - 2
dy— T cap g I (3EV5) 1 (32WE) 25w
10 20 2 20 2 4
3++6 ° 3—+5 ‘
Ty K — _
Ag = 10.( 1) +20.< 5 > +20.< 5 ) 167

No proximo capitulo veremos outra curiosidade envolvendo a geometria de uma

sequéncia, neste caso, na espiral da sequéncia de Padovan.
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Capitulo 4

A geometria da sequéncia de

Padovan

Neste capitulo apresentamos uma curiosa investigacao feita na espiral da sequéncia
de Padovan. Trata-se de uma curiosidade encontrada que envolve as areas dos triangulos
equilateros presentes nesta espiral. Formaremos uma sequéncia numérica com essas areas
e formularemos uma relacao de recorréncia para calcular a drea de qualquer um desses
triangulos, formando entao uma nova sequéncia numérica.

Diferente do Capitulo 3, nao sera possivel encontrar uma solugao geral para essa
relagao de recorréncia, uma vez que o polinomio caracteristico da relagao de recorréncia
de Padovan é de 3° grau e possui uma raiz real e duas complexas. Mas ha estudos
que conseguiram encontrar uma férmula geral, utilizando a equacao caracteristica e as
suas raizes, foi construida férmula de Binet, que foi descoberta por Abraham de Moivre
(1667-1764). Este procedimento mostra que é possivel encontrar o termo geral de uma
sequéncia sem recursividade, porém tal investigagao é complexa e exige suporte de recursos
computacionais. A férmula leva esse nome em homenagem a Jacques Phillipe Marie Binet

(1786-1856).

4.1 A relagao de recorréncia da sequéncia de Padovan

Como visto no Capitulo 1, a sequéncia de Padovan é do tipo recursiva, ou seja,
necessita-se saber alguns elementos anteriores para descobrir os sucessores. Além disso, é

uma sequencia de ntimeros inteiros e de terceira ordem representada por P, com n € N.
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Definicao 12 A sequéncia de Padovan P, € definida como:

P0:P1:P2:1

Pn:Pn—2+Pn—37 v 7123

Sendo os vinte primeiros termos desta sequéncia os seguintes:

(1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86, 114, 151, ...)

Além disso, como em qualquer sequéncia definida por uma relacao de recorréncia,
podemos obter outras representacoes para a lei de recorréncia, conforme a definicao a

seguir.

Definicao 13 Os numeros de Padovan P, para m < 0 podem ser definidos reescrevendo

a relagao de recorréncia P, como:

P,=PF,i3— P, comm<0

Demonstracao: 7 Em P, = P, >+ P,_3 fazendo +3 nos indices temos:
P,=FP, 2+ PF,3

Poyz =Py or3+ P33

Poys = Poy1+ Pao

Prys=Poy1 + 5y

Pois — P = by

Py = Pois — P

E fazendo n = m como um novo parametro sendo m < 0 temos P,, = P13 — Py

]

Da Definicao 13, podemos observar que é possivel obter infinitos nimeros de
Padovan com parametros negativos, (..., P_s5, P_4, P 3, P_o, Py, Py, P, Py, P35, Py, P, ...)
em que, por exemplo, novos ntimeros surgem até o parametro P_s, logo temos a sequéncia
de Padovan como (...,1,0,0,1,0,1,1,1,2,2,3,...). Para Aquino (2019), “ocasionalmente,
pode-se utilizar a segunda definicao para a sequéncia de Padovan com extensao para

indices inteiros”.
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Definicao 14 A sequéncia de Padovan P, pode ser definida como:

Ps=1
P,=0
P3=0
\Pn =P, o+P,.35, V n>2.

4.2 A espiral da sequéncia de Padovan e os triangulos
equilateros

A sequéncia de Padovan para Pp = P, = P =1emque P, = P, o+ P, 3¢
n >3 serd (1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,...) como visto na se¢ao anterior. Essa sequéncia de
numeros nos proporciona uma admiravel representacdo geométrica formada pela justa-
posicao de triangulos equilateros adjacentes contornados por uma espiral que se assemelha
muito a espiral da sequéncia de Fibonacci, vista no Capitulo 3. Considerando inicialmente
trés triangulos equilateros e adjacentes com lado 1, o proximo serd um triangulo equilatero
com lado 2 sendo este a soma dos lados do pentltimo e do antepentltimo triangulo, como

mostra a Figura 4.1.

ARNTANAVA
WONYA:

Figura 4.1: Construcao da espiral da sequéncia de Padovan.
Fonte: Aquino (2019).

Similar a sequéncia de Fibonacci, na de Padovan a razao entre um termo sucessor
pelo seu anterior, converge para aproximadamente 1,324718, ... que é o nimero plastico
(1), citado no Capitulo 1. Na Tabela 4.1 podemos observar a aproximagao dessa constante

Y =1,324718....
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Tabela 4.1: Relagao de convergéncia entre os vizinhos da sequéncia de Padovan.
h A B BB P, B kK P B kK Py Pu Py Py Py
1 11 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 28 37
1 12 1 15 133 125 14 128 133 1,33 131 1,33 1,32

A formacao da espiral se dd pelas adigoes de triangulos equilateros respeitando
essa regra, formando assim a espiral da sequéncia de Padovan, conforme mostra a Figura

4.2.

Figura 4.2: Espiral da sequéncia de Padovan.

Definicao 15 Seja P, a sequéncia de Padovan e 1 a constante pldstica definida por:

l. Pn+1
1m

n—oo Pn

=1~ 1,32

5_r—1=0a

Essa constante constitui uma das solugoes da equacao cubica x
qual é considerada como a equacgao caracteristica ou polinomio caracteristico da relacao

de recorréncia da sequéncia de Padovan.

Teorema 8 Seja P, a sequéncia de Padovan a qual é P, = P,_o+ P,_3, em que a mesma
pode ser reescrita como Py, = P13 — P11 conforme apresentou a Definicao 13 ou ainda

P,i3=P,1 + P,, sua equacao caracteristica é 2 =z+1.
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Demonstragao: 8 Seja a relacao de recorréncia da sequéncia de Padovan definida por

P,=PFP, o+ P,_3, comn > 3, dividindo ambos membros por P,_o temos:

Pn _Pn—2+Pn—3:> Pn _1+Pn—3
Pn—2 B Pn—2 Pn—2 Pn—2 B Pn—2
Como Pn_l = 1, multiplicando esse termo em ambos membros temos:
n—1

Pn—l Pn Pn—3 Pn—l Pn—l Pn Pn—3
) =1 ) - . =1 1
( * Pn2> Pnfl Pnfl Pn72 ( * Pn?)

Reorganizando o primeiro membro sequindo a ideia da divisdo do termo sucessor pelo

anterior, e organizando o sequndo membro temos:

P, P, P,
1~ -1 + 3
Pn—2 Pn—l Pn—2
P, 1 .
Mas note que 3 = B assim.
Pn—2 —P::i
P, P, 1
. =1+
Pn—Z Pn—l Pn—i

Admitindo que o limite ezista, de acordo com Vieira (2019), tem-se que

n

lim

= lim %, = para n > 1, aplicando limite nos dois membros temos:
n— oo n—oo

. Pn—l Pn 1 1
Jm (Pn_Q‘Pn_1> = . (1 + @)

n—1

Pn—3
. Pn—l . Pn . . 1
n—3
: : : : 1
— lim ¢,_;. lim %, = lim (1) + lim < )
n—o0 n—o0 n—o0 n—o00 \ 1, 9

— =14
' (G
9 1
=Y =1+ —
(G
1
— ¢2 — = —
(8



= 1. (’(/)2 — 1) =1
— P -y =1
=’ —p—1=0
Sendo entdo a equacdo polinomial da sequéncia de Padovan, 2° —x —1=0. B

Segundo Vieira (2019), “a constante plastica ¢ & 1, 32 constitui uma das solugoes
da equacio cibica #° — 2 — 1 e que esta equacdo representa uma das equacdes cibicas

que pertence a familia dos trindomios descritos do tipo 2" —z — 1 =0 paran = 2,3,...”.

Lema 9 O nudmero pldstico € uma unica solucdo real da equacgao ciubica caracteristica da
sequéncia da Padovan, conhecida por z° —x — 1 =0, cujas as suas raizes sao conhecidas

como familia dos numeros pldsticos.

Demonstracgao: 9 FEsse resultado pode ser demonstrado através da formula de Cardano,

que de acordo com a equacio do tipo 2° 4+ px 4+ q = 0 € possivel obter as raizes através de:
T R G A e B G
\/2+ 4+27+\/2 4+27

Logo, para fins de resolucao da equacao cubica mencionada acima, temos p = q = —1.

Substituindo na formula das raizes, encontramos:

:>31+ 1+—1+31 1+—1
2 V4 27 2 4 27
Assim temos:
3/ 1 /1 1 3l 1 /1 1
Y = \/5 + 197 + \/5 Vi 7= 1,3247179572447460259609085...
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4.3 Uma relagao de recorréncia formada pelas areas
dos triangulos equilateros

Como comentado na secao anterior, a sequéncia de Padovan nos proporciona uma
representacao geométrica muito interessante. Considerando triangulos equilateros cujos
lados tém medidas iguais a sequéncia de Padovan (1,1, 1,2, 2,3, ...), podemos organizéa-los
em forma de espiral.

E essa representacao em espiral construida pela justaposicao de triangulos equilé-
teros respeitando uma regra de construgao caracteristica, chama atencao pela semelhanga
a espiral da sequencia de Fibonacci, vista no Capitulo 3. A Figura 4.3 destaca os triangulos

equilateros presentes nesta espiral.

Figura 4.3: Triangulos equilateros na espiral da sequéncia de Padovan.

A ideia aqui, é olhar para cada um dos triangulos equildteros presentes na espiral
de Padovan (Figura 4.4). Geometricamente se observa que existe uma progressao no

tamanho desses triangulos, os quais seguem os nimeros da sequéncia de Padovan.
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A A

Figura 4.4: Triangulos equilateros.

Proposicao 10 Seja A(n) a drea formada por cada um dos triangulos equildteros pre-

(1,)*.V/3
4
respectivo triangulo, uma vez que essa ¢ a formula utilizada para calcular a drea de um

sentes na espiral de Padovan, tal que A(n) = , em que l,, € a medida do lado do

triangulo equildtero. Considerando os trés primeiros triangulos equildteros desta espiral,
todos com lado medindo 1 e numerando essas dreas como A(0), A(1) e A(2), respectiva-

mente, temos A(0) = A(1) = A(2) = 12-4\/§ - ?

n > 3 temos as sequintes dreas para o0s triangulos equildteros subsequentes:

i - (vaw v - (|2 2
) - \ﬁ+ V3) _ s
) = (Ve ) <2

40 = (VAT + vA®) = (V5
)

. Jad a partir da 4% drea, considerando

V3

pa

>

2

>
n

1V3
25v/3

4

2

III\7
!
B



— (VA + VAG))’ = M+@ =%§
(J_+¢_ \/MH/F 81[
_ (\/A(8) + Wl(?))2 = (\/49[;/3 + \/25f) = 36V/3

( A(n —2)+ n—3> para n > 3.

Sendo assim, podemos formalizar uma lei de recorréncia para essa sequéncia for-

mada pelas dreas desses triangulos equildteros:

A(0) = A(1) = A(2) = X2

— (\/A(n—Z) + \/A(n—3))2, para n > 3.

Mas note que:

( Aln—2)+A(n -3 ))2
(VAn 2 )+2.( An—2)). (VA0 -3) + ( A(n—3)>2
A(n—2)+2. (VA =2)) . (VA =3)) + A(n - 3)

Por questoes diddticas vamos considerar A(n) = A, assim concluimos que:

= (VAS+VAS) &A= At 2VALVAS H A (A1)

Demonstracao: 10 Seja A, a drea de cada triangulo equildatero presente na espiral de

(lado)?.\/3
= T ,
considerados os lados destes triangulos que por sua vez esses valores sao 0s numeros da

Padovan, temos que A, Note que para calcular cada drea A, serao

sequéncia de Padovan, dai podemos afirmar que lado = P,,. Temos que P, possui algumas
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formas variadas, mas a mais comum e mais conhecida é B, = P,_o + P,_3. Assim:

P23
4
o (Pn—2 + Pn—3)2 \/g
B 4

(P2, +2.P 5.D 5+ P2 3) /3

4

P2 ,V3+42P, 5. P33+ P33
B 4

Ay

P2 P? ,\/3
L \/§) entao A,_o = %\/_

Observe que se A, = e Ay_3 =

P2, \/3 N 2.Py 5.Py_5/3 N P23

A, =
4 4 4
=
2.P, 5.P,_5.4/3
An:An—2+ 24 3\/_+An—3
P2 ,\/3
Como A, _o = ”_i \/_, seque que:
P2 ,\/3
A, = PiaV3
4
S 4.A, =P ,/3
4.A, o
\/g . An—2
& p? =2
V3
4.A,_
<~ Pn72 = 2
V3
2.3%.\/A,_
<~ Pn—2 = 3 2
=

3
De forma andloga, como A,_3 = V3

Py 53

TR logo:

(4.2)

(4.4)



Substituindo (4.3) e (4.4) em (4.2) temos:

2.2.37 A, 5.2.37 A, 3.3
An = An—2 + 4

+ An—3

Considerando V/3 = 32 ¢ fazendo as simplificacoes das poténcias de base 2 e de base 3,

chegamos a:
An = An72 + 2. V An72- V An73 + Anf?)

Ou stmplesmente:

A, = WAH + \/An3>2

Que é a recorréncia (4.1) que queriamos provar, vdlida para n > 3.
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Capitulo 5

As relacoes de recorréncia no ensino

basico

Desde muito tempo, sabemos que o emprego do estudo de sequéncias numéricas
na educagao bésica, contribui muito para melhoraria da compreensao algébrica e da apren-
dizagem matematica como um todo. Saber lidar com niimeros, operacoes e problemas no
cotidiano depende de como o ensino destas habilidades sao trabalhadas durante a vida

escolar. De acordo com Brasil - MEC (2018):

No Ensino Fundamental - Anos Iniciais, deve-se retomar as vivéncias
cotidianas das criancgas com niumeros, formas e espaco, e também as
experiéncias desenvolvidas na Educacao Infantil, para iniciar uma
sistematizagao dessas nogoes. Nessa fase, as habilidades matemaéticas
que os alunos devem desenvolver nao podem ficar restritas a aprendi-
zagem dos algoritmos das chamadas “quatro operagoes”, apesar de sua
importancia. No que diz respeito ao calculo, é necessario acrescentar, a
realizacao dos algoritmos das operacoes, a habilidade de efetuar calculos
mentalmente, fazer estimativas, usar calculadora e, ainda, para decidir
quando é apropriado usar um ou outro procedimento de calculo (Brasil
- MEC, 2018, ver pg. 276).

Aprofundar os estudos das operacoes basicas, efetuar cdlculos mentalmente e
desenvolver a linguagem matemética (isso incluindo a escrita matemadtica), sdo alguns
dos principais desafios dentro do ensino da matematica. Um dos contetidos que apresenta
uma base diversificada de aplicagoes sao as sequéncias numéricas. E de fato, no que se
refere ao estudo de sequéncias, a encontramos tanto no Ensino Fundamental, como no
Ensino Médio, e este objeto de conhecimento faz parte da nova Base Nacional Comum

Curricular (BNCC). Encontramos o estudo de sequéncias recursivas nas diretrizes para o

52



Ensino Fundamental como veremos na proxima secao.

5.1 Sequéncias numéricas no Ensino Fundamental

Sequéncias numéricas permeiam diversas areas da matematica e na etapa Ensino
Fundamental, deve-se fundamentar bem os conceitos basicos de sequéncias numéricas
recursivas ou nao. Para lezzi (2010), “a importancia em reconhecer padroes, levantar
e validar conjecturas ¢ generalizacoes deixam claro para os estudantes que sequencias
numéricas sao exemplos de fungoes de dominio natural”.

O ensino de sequéncias recursivas no Ensino Fundamental ganha protagonismo
dentro da &lgebra, e torna-se um dos mais importantes assuntos a serem abordados em

sala de aula. Para Almeida (2019):

[...]| podemos observar que o ensino das sequéncias recursivas contribui
para o desenvolvimento do pensamento dedutivo dos estudantes,
aprimorando o dominio das competéncias matematicas estabelecidas
nos curriculos dos diversos sistemas de ensino (Almeida, 2019).

1D possivel encontrar objetos de conhecimento e habilidades envolvendo sequéncias
em alguns anos do Ensino Fundamental - anos iniciais. De acordo com a Brasil - MEC
(2018), “em todas as unidades teméticas, a delimitagdo dos objetos de conhecimento e
das habilidades considera que as nocoes matematicas sao retomadas, ampliadas e apro-
fundadas ano a ano”.

Abaixo temos, de acordo com Brasil - MEC (2018), a descrigdo detalhada de
como pode-se trabalhar Sequéncias em alguns anos deste segmento.

No 12 ano, dentro da &rea temaética Algebra temos:

Objetos de conhecimento:

e Padroes figurais e numéricos: investigacao de regularidades ou
padroes em sequéncias.

e Sequéncias recursivas: observacao de regras usadas utilizadas em
seriagoes numéricas (mais 1, mais 2, menos 1, menos 2, por exem-

plo).
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Habilidades:

e (EFOIMAO09) Organizar e ordenar objetos familiares ou repre-
sentacoes por figuras, por meio de atributos, tais como cor, forma
e medida.

e (EF01IMA10) Descrever, apés o reconhecimento e a explicitagao de
um padrao (ou regularidade), os elementos ausentes em sequéncias
recursivas de numeros naturais, objetos ou figuras.

(Brasil - MEC, 2018, ver pg. 278-279)
No 22 ano, também dentro da drea temética Algebra temos:

Objetos de conhecimento:
e Construcao de sequéncias repetitivas e de sequéncias recursivas.

e Identificacao de regularidade de sequéncias e determinacao de ele-
mentos ausentes na sequéncia.

Habilidades:

e (EF02MAO09) Construir sequéncias de nimeros naturais em or-
dem crescente ou decrescente a partir de um numero qualquer,
utilizando uma regularidade estabelecida.

e (EF02MA10) Descrever um padrao (ou regularidade) de
sequéncias repetitivas e de sequéncias recursivas, por meio de pa-
lavras, simbolos ou desenhos.

e (EF02MA11) Descrever os elementos ausentes em sequéncias re-
petitivas e em sequéncias recursivas de niimeros naturais, objetos
ou figuras.

(Brasil - MEC, 2018, ver pg. 282-283)

No 3° ano, também dentro da drea temadtica Algebra temos:

Objetos de conhecimento:

e Identificacao e descrigao de regularidades em sequéncias numéricas
recursivas.

Habilidades:

e (EF03MA10) Identificar regularidades em sequéncias ordenadas
de nimeros naturais, resultantes da realizacao de adigoes ou sub-
tragoes sucessivas, por um mesmo numero, descrever uma regra
de formagao da sequéncia e determinar elementos faltantes ou se-
guintes.

(Brasil - MEC, 2018, ver pg. 286—287)

No 42 ano, ainda dentro da drea temética Algebra temos:
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Objetos de conhecimento:

e Sequéncia numérica recursiva formada por multiplos de um
nimero natural.

e Sequéncia numérica recursiva formada por nimeros que deixam
o mesmo resto ao ser divididos por um mesmo nimero natural
diferente de zero.

Habilidades:

e (EF04MA11) Identificar regularidades em sequéncias numéricas
compostas por miltiplos de um niimero natural.

e (EF04MA12) Reconhecer, por meio de investigagoes, que hé gru-
pos de nimeros naturais para os quais as divisoes por um deter-
minado nimero resultam em restos iguais, identificando regulari-

dades.

(Brasil - MEC, 2018, ver pg. 290-291)

J4 no 52 ano, dentro da unidade temética Algebra nao ha objetos de conhecimento
e habilidades voltadas ao estudo de sequéncias. Dentro desta unidade neste ano, trabalha-
se propriedades da igualdade, equivaléncias e grandezas.

Agora vamos para a etapa Ensino Fundamental - Anos Finais, em que da mesma
forma que na fase anterior, a aprendizagem em matemaética também esta intrinsecamente
relacionada a apreensao de significados dos objetos matematicos, em que se devem compre-
ender os diferentes significados das varidaveis numéricas em uma expressao, estabelecer uma
generalizacao de uma propriedade, investigar a regularidade de uma sequéncia numérica,
indicar um valor desconhecido em uma sentenca algébrica e estabelecer a variacao entre
duas grandezas.

Além disso, de acordo com a Brasil - MEC (2018):

Para o desenvolvimento das habilidades previstas para o Ensino Funda-
mental - Anos Finais, é imprescindivel levar em conta as experiéncias
e os conhecimentos matematicos ja vivenciados pelos alunos, criando
situacoes nas quais possam fazer observacoes sistemédticas de aspectos
quantitativos e qualitativos da realidade, estabelecendo inter-relagoes
entre eles e desenvolvendo ideias mais complexas (Brasil - MEC, 2018,
ver pg. 298).

No 6° ano nao h4 direcionamentos para o estudo de sequéncias, pois neste ano
de acordo com a Brasil - MEC (2018), os objetos de conhecimento e habilidades sdo mais

voltados & aplicacdo das ferramentas mateméaticas e em Algebra ¢ dada a continuidade do
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que se trabalhou no 5% ano, propriedades da igualdade, equivaléncias e grandezas.
No 7° ano é sugerido retomar os estudos em sequéncias de acordo com os objetos

de conhecimento e habilidades a seguir:

Objetos de conhecimento:

e Kquivaléncia de expressoes algébricas: identificacao da regulari-
dade de uma sequéncia numérica.

Habilidades:

e (EFO7TMA16) Reconhecer se duas expressoes algébricas obtidas
para descrever a regularidade de uma mesma sequéncia numérica
sao ou nao equivalentes.

(Brasil - MEC, 2018, ver pg. 306-307)

No 8° ano, é dada a continuidade de sequéncias sendo como um dos principais
conteudos de Algebra. Nesta etapa é proposto um estudo mais aplicado de sequéncias

recursivas e um novo fator é inserido, as sequéncias nao recursivas, veja:

Objetos de conhecimento:
e Sequéncias recursivas e nao recursivas.
Habilidades:

e (EFO8MA10) Identificar a regularidade de uma sequéncia
numérica ou figural ndo recursiva e construir um algoritmo por
meio de um fluxograma que permita indicar os nimeros ou as
figuras seguintes.

e (EFO8MA11) Identificar a regularidade de uma sequéncia
numérica recursiva e construir um algoritmo por meio de um flu-
xograma que permita indicar os ndmeros seguintes.

(Brasil - MEC, 2018, ver pg. 312-313)

E para concluir esta etapa, no 9° ano, de acordo com a Brasil - MEC (2018), nao
é proposto estudos de sequéncias numéricas. A Algebra fica mais voltada para funcoes,

razoes e grandezas, proporcionalidade e fatoracao de equacoes do 2° grau.

5.2 Sequéncias numéricas no Ensino Médio

Na etapa Ensino Médio, a matematica é trabalhada como “Matematica e suas

tecnologias”, em que sua organizacao curricular faz uma complementagao mais aprofun-
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dada do que foi proposto para se trabalhar durante a etapa anterior. De acordo com a

Brasil - MEC (2018):

[...] adrea de Matemdtica e suas Tecnologias propoe a consolidacao, a
ampliacao e o aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvi-
das no Ensino Fundamental. Para tanto, propoe colocar em jogo, de
modo mais inter-relacionado, os conhecimentos ja explorados na etapa
anterior, a fim de possibilitar que os estudantes construam uma visao
mais integrada da Matematica, ainda na perspectiva de sua aplicagao a
realidade (Brasil - MEC, 2018, ver pg. 527).

No que se refere as sequéncias numéricas, no Ensino Médio, elas nao sao propostas
como objeto de estudo da forma com a qual é proposta durante o Ensino Fundamental.
Considerando-se que o contetido sequéncias numéricas foi bem fundamentado na etapa
anterior, no Ensino Médio as sequéncias numeéricas aparecem associadas as fungoes, pro-
gressoes, deducao de algumas férmulas e resolucao de problemas.

Toda organizacao curricular na etapa do Ensino Médio em Matematica e suas
tecnologias esta organizada de forma articulada com as competéncias gerais da Educagao
Basica ¢ com a Matematica do Ensino Fundamental, garantindo aos estudantes o desen-
volvimento de competéncias especificas e as habilidades a serem alcancgadas.

Existem cinco competéncias especificas de Matemdtica e suas tecnologias para
o Ensino Médio de acordo com (Brasil - MEC, 2018). Dentro da competéncia 5, em
nimeros e algebra, temos as duas habilidades relacionadas com sequéncias numeéricas,
mais especificamente com progressoes aritméticas e progressoes geométricas. De acordo
com a Brasil - MEC (2018), “o desenvolvimento dessa competéncia especifica pressupoe
um conjunto de habilidades voltadas as capacidades de investigacao ¢ de formulacao de
explicagoes e argumentos, que podem emergir de experiéncias empiricas |...]".

Como vimos no Capitulo 2 na Secao 2.3, progressoes aritméticas e progressoes
geométricas sao casos particulares de recorréncias lineares. Uma progressao aritmética
ou simplesmente (P.A.) é uma recorréncia linear nao-homogénea de 1% ordem e uma
progressao geométrica ou simplesmente (P.G.) é uma recorréncia linear homogénea de 1*
ordem. E no Ensino Médio, é feita uma correlagao de (P.A.) e de (P.G.) com fungoes, de

acordo com as habilidades a seguir:
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Habilidades:

e (EM13MATS507) Identificar e associar progressoes aritméticas
(PA) a funcoes afins de dominios discretos, para anélise de propri-
edades, deducao de algumas férmulas e resolucao de problemas.

e (EM13MAT508) Identificar e associar progressoes geométricas
(PG) a fungbes exponenciais de dominios discretos, para analise
de propriedades, dedugao de algumas férmulas e resolucao de pro-
blemas.

(Brasil - MEC, 2018, ver pg. 541)

Segundo Pereira (2018), “o estudo de sequéncias e séries é parte do programa de
matematica do Ensino Médio, que normalmente é apresentado ao aluno de forma tedrica
e breve e, geralmente, apenas os casos particulares que sao as progressoes aritméticas e
geométricas, limitando a exploragao do tema, que é de suma importancia na matematica
e em outras areas do conhecimento”. Embora sejam discutidas diversas teméaticas educa-
cionais, dentre elas o aprofundamento ou nao de determinado contetido, o aprimoramento
da aprendizagem em sala de aula é de extrema relevancia.

Para Martins (2013), “os estudantes do ensino médio geralmente gostam destes
dois assuntos: progressoes aritméticas e geomdétricas”, ¢ de fato percebe-se essa facilidade
em sala de aula e, ainda “via de regra, nao estao entre os assuntos mais temidos de

matematica” (Martins, 2013).

5.3 Sequéncias de Fibonacci e de Padovan na educacao
basica

As sequéncias de Fibonacci e de Padovan podem ser trabalhadas na educacao
bésica em diversos momentos e etapas. A sequéncia de Fibonacci geralmente é utilizada
como um exemplo caracteristico de uma relacao de recorréncia, pois ilustra bem a nocao
intuitiva de recursividade, além disso, propor o problema que envolvia a reproducao de
coelhos criada por Leonardo Fibonacci torna de forma lidica a aplicagao da sequéncia de
Fibonacci.

Na etapa Ensino Fundamental, tanto nos anos inicias quanto nos anos finais,
apresentar as aplicacoes e elucidar problemas ganha um papel importante no ensino da

matemadtica. Ja na etapa do Ensino Médio, faz-se necessdrio a interdisciplinariedade com
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outras areas, como por exemplo a relagdo entre progressao geométrica e a reprodugao
genética, vista em Ciéncias da natureza e suas tecnologias'.

A sequéncia de Padovan pode ser utilizada assim como a de Fibonacci, porém
sua elucidacao quanto a aplicagao em uma situagao real ainda nao foi criada. Mas pode
ser utilizada como um bom exemplo de relagoes recursivas na qual os termos sucessores
nao dependem imediatamente do termo anterior, e sim de outros (antes do anterior), ou
seja, pode ser abordada como uma outra situacao-problema que também caracteriza uma
sequéncia recursiva.

No trabalho de Aquino (2019), é possivel encontrar uma sugestao de atividade
que envolve a sequéncia de Padovan, uma atividade dinamica dividida e organizada em

trés etapas. Para Aquino (2019):

O objetivo desta atividade é levar a sequéncia de Padovan para a sala de
aula com a finalidade dos alunos a conhecerem. Tal sequéncia se tornou
negligenciada pelos livros didaticos, uma vez que poderia ser trabalhada
como um complemento do estudo da sequéncia de Fibonacci, ja que a
convergéncia de (P,) para (1) é uma resposta tridimensional & propor¢ao
aurea (Aquino, 2019, ver pg. 50).

A seguir, seguem duas propostas de atividades, afim de reconhecer a aplicacao dos
numeros das sequéncias de Fibonacci e de Padovan em suas respectivas representagoes
geométricas e também como construir as espirais destas sequéncias. Estas propostas
podem facilmente ser aplicadas a qualquer etapa do Ensino Bésico.

O objetivo destas atividades é reconhecer os métodos para se construir as espi-
rais das sequencias de Fibonacci e de Padovan utilizando arcos construidos com compasso,
além disso, entender como estao aplicados os nimeros destas sequéncias nas suas repre-

sentacoes geométricas.

5.3.1 Atividade 1: Construindo a espiral da sequéncia de Fibo-
nacci

Utilizando lapis, borracha e compasso, construir a espiral da sequéencia de Fibo-

nacci iniciando pelo centro e seguindo corretamente os niimeros dessa sequéncia. Escrever

os nimeros de Fibonacci como sendo os lados de cada quadrado iniciando pelo centro.

L As ciéncias da natureza correspondem as dreas da ciéncia natural que estudam aspectos da natureza,
englobando as disciplinas Biologia, Fisica e Quimica. Essa area do estudo ainda pode abarcar a geologia
e a astronomia.
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5.3.2 Atividade 2: Construindo a espiral de Padovan

Utilizando lapis, borracha e compasso, construir a espiral da sequéncia de Pado-
van iniciando pelo centro seguindo corretamente os ntimeros dessa sequéncia. Escrever
os numeros de Padovan como sendo os lados de cada triangulo equilatero iniciando pelo

centro.
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Consideracoes finais

O fascinio do ser humano pelos ntimeros levou a humanidade a patamares talvez
jamais imaginados. O aprimoramento dos processos e de elementos aos quais a vida na
Terra depende, em grande parte, se deve a utilizacao de sequéncias numéricas. Neste
trabalho abordamos as sequéncias numeéricas, recursivas ou nao, em diversos campos e
vimos que algumas novas investigacoes e conjecturas podem ser feitas.

E vasto o campo das sequéncias recursivas e sua compreensao vai de simples
aplicacoes, até as mais importantes. A sequéncia de Fibonacci pode ser encontrada em
diversos elementos naturais ou feitos pelo ser humano. A beleza da espiral que surge
da sequéncia de Fibonacci nao se baseia s6 em sua forma, mas principalmente como é
possivel reconhecé-la, seja num caracol do mar, seja em uma pintura ou até mesmo em
um enquadramento de uma fotografia.

E na representacao geométrica da sequéncia de Fibonacci, vimos que é possivel
surgir curiosidades jamais imaginadas. Talvez essas curiosidades tenham aplicagao em
algum fator do dia a dia, e fica ainda o desafio de descobrir qual seria. Além disso, com
esse trabalho, buscamos evidenciar a sequéncia de Padovan, esta desconhecida por grande
parte dos estudantes e profissionais da matematica. Nao sé evidencia-la mas investiga-la,
pois vimos que na representacao geométrica desta sequéncia conjecturas curiosas podem
ser feitas.

Trabalhar com sequéncias numéricas pode ser uma ferramenta poderosa para
compreender ordenamento, conjuntos, padroes e pode também ser um elemento crucial
para compreensao de alguns fenomenos naturais, como a reprodugao genética, a progressao
de crescimento de um valor investido, compreensao de teoria musical, entre outros.

Contudo, esperamos que esse trabalho desenvolva o interesse investigativo e ci-
entifico em estudantes de graduacao em Mateméatica e também de profissionais ja atuam

na educagao matematica.
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