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RESUMO

Este trabalho apresenta métodos de resolucao de sistemas lineares
remontando as suas origens, abordando o seu desenvolvimento histérico. Para tanto,
serd contemplado os métodos de substituicdo, regra de Cramer através de
determinantes, método do escalonamento e método da matriz inversa.

Palavras chaves: 1. SISTEMAS LINEARES. 2. METODOS DE RESOLUCAO. 3.
DETERMINANTES. 4. MATRIZES



ABSTRACT

This work presents methods of solving linear systems going back to their
origins, addressing their historical development. For that, the substitution methods,
Cramer's rule through determinants, scaling method and inverse matrix method will
be contemplated.

Key words: 1. LINEAR SYSTEMS. 2. RESOLUTION METHODS. 3.
DETERMINANTS. 4. MATRICES
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1. INTRODUCAO

Muitas das vezes quando tratamos do ensino e aprendigem em matematica
relacionamos as dificuldades dos alunos com os conteudos abordados. Varias
alternativas sdo apresentadas como forma de tornar a aprendizagem mais Util e
significativa. Nesse processo podemos destacar as que incluem o desenvolvimento
histérico do conteudo, tornando a disciplina mais humanizada e evidenciando a
matematica como uma ferramenta em transformacdo e em aperfeicoamento
buscando auxiliar as constantantes transicbes sociais, culturais e politicas da
humanidade.

Este trabalho esta direcionado principalmente aos alunos e professores do
ensino meédio. Diante deste cenario escolhemos trabalhar com métodos de
resolugédo de sistemas linares, evidenciando os determinantes e as matrizes, pois
normalmente estes contetdos sdo trabalhados de forma indiviual e na ordem inversa
de seu desenvolvimento historico causando certa dificuldade de aprendizagem, ja
gue os alunos nao conseguem correlaciona-los.

O objetivo é propor uma abordagem diversificada onde os determinantes e as
matrizes surgem como ferramentas facilitadoras na resolugéao dos sistemas lineares.

O trabalho € uma pesquisa bibliografica realizada através da internet, livros do
ensino médio e superior.

E importante salientar que este trabalho ndo tem a inten¢do de contemplar
todos os meétodos de resolucéo de sistemas lineares e sim de apresentar ao leitor
alguns métodos que consideramos mais relevantes, evidenciando as técnicas
utilizadas por cada um deles.

No Capitulo 2 temos a intencdo de motivar o aluno através de uma abordagem
histérica onde as definicbes de determinantes e matrizes ndo aparecem de forma
divina, mas sim naturalmente através de constru¢des humanas ao longo do tempo
para resolver problemas como sistemas lineares. No Capitulo 3 trataremos dos
sistemas lineares, enfatizando sua definicdo, exemplos, soluc¢des, bem como a
apresentacao dos métodos de substituicdo, escalonamento e a regra de cramer. No
Capitulo 4 apresentamos os determinantes, as noc¢does de matrizes e formas de
extracdo de determinantes. No Capitulo 5 falaremos das matrizes, realcando as
operacOes necessarias para a representacdo matricial de um sistema linear além de

apresentarmos o meétodo da matriz inversa para determinar a solugdo de um sistema
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linear. No Capitulo 6 resolvemos um exemplo de sistema linear 5x5 de quatro
formas diferentes utilizando métodos apresentados no trabalho, evidenciando suas
vantagens e desvantagens. Apresentamos ainda um breve capitulo no qual citamos
areas onde os determinantes, mastrizes e sistemas lineares séo utilizados nos dias

atuais.
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2.  ABORDAGEM HISTORICA DE SISTEMAS LINEARES,
DETERMINANTES E MATRIZES

Neste Capitulo falaremos um breve histérico sobre o desenvolvimento dos
principais conceitos abordados neste trabalho. Veremos que os sistemas lineares
surgem de problemas préticos do dia a dia, como por exemplo, contar feixes de
milho, que veremos logo adiante. J& os determinantes e matrizes surgem
principalmente como ferramentas para resolver problemas como o0s sistemas
lineares.

As primeiras nocdes de matrizes remontam ao século Il a.C. embora alguns
vestigios desse assunto foram encontrados no século VI a.C. Somente no final do
século XVII que as ideias reapareceram e se desenvolveram até os dias atuais.

Os babilénios estudaram problemas que levam a resolucdo de um sistema
linear de duas variaveis e duas equacdes, sendo que alguns destes problemas
foram preservados em tabletas de argilas.

Os chineses, entre 200 a.C e 100 a.C chegaram muito mais perto de matrizes
que os babilénios. Na verdade, € justo dizer que o texto da obra Os Nove capitulos
da arte matematica, compilado durante a dinastia Han, apresenta o primeiro
exemplo conhecido que usa um método atual de resolucdo de sistemas lineares.
Vejamos a seguir um problema retirado desta obra.

[...]Existem trés tipos de milho, dos quais trés feixes € do
primeiro tipo, dois do segundo, e um do terceiro fazem
39 medidas. Dois do primeiro, trés do segundo e um do terceiro
fazem 34 medidas. E um do primeiro, dois do segundo e trés
do terceiro fazem 26 medidas. Quantas medidas de milho
estdo contidas em um pacote de cada tipo? (LIU HUI, século Il
d.C, traduzido)

O autor deste problema faz algo bastante notavel. Ele define os coeficientes de

trés equacoes lineares de trés incognitas como uma tabela:

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

Em notacdo moderna (matricial), se x,y e z denotam os trés tipos de milhos,

escrevemos na forma:
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3 2 1] 39
2 3 1 [yl =134
1 2 31tz 26

Observe que a Unica diferenca destas duas notacdes € que hoje escrevemos
as equacoes lineares como as linhas da matriz em vez de colunas.

O escrito datado de 200 a.C., mais notavelmente ainda, instrui o leitor a
multiplicar a coluna do meio por 3 e subtrair a coluna da direita tantas vezes quanto
possivel, 0 mesmo é entdo feito subtraindo-se a coluna da direita tantas vezes
guanto possivel a partir de 3 vezes a primeira coluna, definindo uma nova tabela de

coeficientes porém equivalente a original.

0 0 3
4 5 2
8 1 1
39 24 39

Em seguida a coluna mais a esquerda é multiplicada por 5 e, em seguida, a

coluna do meio é subtraida o numero de vezes possivel, resultando em uma nova

tabela.
0O 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

Desta forma a solucdo pode ser encontrada para o terceiro milho, em seguida,
para o segundo e entdo para o0 primeiro por substituicdo. Este método soO foi
formalizado no século XIX, entretanto os chineses incrivelmente ja o utilizavam antes
do nascimento de Cristo.

Girolamo Cardano (1501-15760), em Ars Magna de 1545, d4 uma regra para a
solucdo de um sistema de duas equacbes lineares que ele chama de
regulamentacdo de Modo. Esta regra mostra o que é essencialmente a Regra de
Cramer para resolver sistemas lineares 2x2.

Muitos resultados da teoria atual de matrizes elementares apareceram pela
primeira vez muito antes das matrizes serem objetos de investigagdo matemaética.
Por exemplo, Johan de Witt (1625-1672) em seus Elementos de Curvas, publicado
como parte dos comentéarios sobre a versao latina de 1660 da Geométrie de René

Descartes (1596-1650), mostrou como uma transformacdo de eixos reduz uma
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equacao de uma conica a uma forma canodnica. Isso equivale a diagonalizagéo de
uma matriz simétrica, mas de Witt nunca pensou nesses termos.

A ideia de determinante apareceu no Japdo e na Europa quase
simultaneamente, embora 0 matematico japonés Takakazu Seki Kowa (1642-1708)
tenha publicado suas ideias antes. Em 1683, Seki escreveu o Método de resolucéo
de problemas dissimulados que contém meétodos matriciais escritos como tabelas
exatamente igual aos métodos dos antigos chineses.

Sem ter qualquer palavra que corresponda a "determinante” Seki ainda
introduziu determinante e construiu métodos gerais para seu célculo. Usando seus
"determinantes” Seki foi capaz de encontrar os determinantes de ordem 2, 3,4e5 e
aplicou-os na resolucao de equacdes, mas ndo em sistemas de equacdes lineares.

Extraordinariamente, o surgimento de determinante na Europa se deu
exatamente em 1683 em uma carta do polimata filosofo alemédo Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) enviada ao matematico Guillaume Francois Antoine (1661-
1704), marqués de L'Hopital. Leibniz estava convencido de que uma boa notacéo
matematica era a chave para o progresso da mesma. Em seus manuscritos inéditos,
encontram-se mais de 50 maneiras diferentes de notacdo de sistemas que ele
trabalhou durante muitos anos.

Leibniz usou a palavra "resultante” para certas somas combinatoriais de um
determinante. Ele provou varios resultados sobre resultantes, incluindo o que é
essencialmente a Regra de Cramer. Ele também sabia que um determinante pode
ser expandindo usando qualquer linha ou coluna, o que hoje é chamado de Teorema
de Laplace.

Em 1730, o matematico escocés Colin Mclaurin (1698-1746) escreveu seu
Tratado de Algebra, embora publicado somente depois de 1748, dois anos apos sua
morte. Ele contém os primeiros resultados sobre os determinantes provando a Regra
de Cramer para determinantes 2x2 e 3x3 e indicando como proceder para 0s
determinantes 4x4. Entretanto o Suico Grabriel Cramer (1704 — 1752) também
chegou de forma completamente independente a mesma regra encontrada por
Mclaurin, na sua obra Introdug&o a analise das curvas planas (1750), regra esta que
herdou seu nome.

Trabalhos sobre determinantes comegaram a surgir regularmente. Em 1764, o
matematico francés Etienne Bézout (1730-1783) apresentou os determinantes de

Vandermonde.
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Em 1772, Laplace afirmou que os métodos introduzidos por Cramer e Bézout
eram impraticaveis e, em um artigo onde ele estudou as Orbitas dos planetas
interiores discutiu a solugdo de um sistema de equacgdes lineares, sem realmente
calcula-lo, usando determinantes. Surpreendentemente Laplace usou a palavra
“resultante” para o que hoje chamamos de determinante. O que € curioso, € que
essa palavra é a mesma usada por Leibniz. Deste modo, Laplace deve ter tido
conhecimento dos trabalhos de Leibniz sobre esse assunto.

O termo Determinante foi utilizado pela primeira vez pelo matematico alemé&o
Carl Friedrich Gauss em Disquisitiones Arithmeticae (1801) ao discutir formas
quadraticas. Ele usou o termo porque o determinante determina as propriedades da
forma quadratica. No entanto, o conceito ndo é o mesmo de hoje. No mesmo
trabalho, Gauss estabelece os coeficientes de suas formas quadraticas em matrizes
retangulares. Ele descreve a multiplicacdo de matrizes (como composic¢do, pois ele
ainda ndo atingiu o conceito de algebra matricial) e da inversa de uma matriz no
contexto particular das matrizes de coeficientes de formas quadraticas.

Gauss ainda sistematizou o método de eliminacao de variaveis na resolucéo de
sistemas lineares, surgido pela primeira vez no texto da obra Os nove capitulos da
arte matematica escrito em 200 a. C. Gauss em seu trabalho que estudou a orbita
do entdo asteroide Ceres, utilizando registros de observagfes tomadas em 1801,
criou o Método dos minimos quadrados, no qual solucionou um sistema de seis
equacdes lineares e seis incognitas, pelo método do escalonamento ou método de
eliminagdo gaussiana.

Foi o matematico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) que usou o
termo "determinante” em seu sentido moderno. O seu trabalho é o mais completo
dos primeiros trabalhos sobre determinantes. Ele reprovou os trabalhos anteriores e
deu novos resultados sobre esse assunto. No artigo de 1812, o teorema sobre a
multiplicacdo de determinantes é provado pela primeira vez, embora, na mesma
reunido do Instituto da Franca, Jacques Binet (1786-1856) também apresentou um
artigo que continha uma prova do teorema da multiplicagdo, mas foi menos
satisfatoria do que aquela demonstrada por Cauchy.

Em 1826, Cauchy no contexto das formas quadraticas em n variaveis,
encontrou os autovalores e deu resultados sobre a diagonalizacdo de uma matriz.
Além disso, ele introduziu a ideia de matrizes semelhantes e mostrou que elas

possuem 0 mesmo polindbmio caracteristico.
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Jacques Sturm (1803-1855), matemético francés de origem alema, fez uma
generalizagdo do problema de autovalor no contexto de resolver sistemas de
equacodes diferenciais ordinarias. Na verdade o conceito de um autovalor apareceu
80 anos antes, mais uma vez no trabalho sobre sistemas de equacdes diferenciais
lineares, por Jean le Round D'Alembert (1717-1783) ao estudar o movimento de uma
corda com as massas ligadas a ele em varios pontos.

Devemos salientar que nem Cauchy nem Jacques Sturm perceberam a
generalidade das ideias que estavam introduzindo e as viam somente em contextos
especificos em que eles estavam trabalhando.

Os matematicos alemdaes Carl Gustav Jacobi (1804-1851), por volta de 1830 e
depois Leopold Kronecker (1823-1891) em 1850 e Karl Weierstrass (1815-1897) em
1860, também olharam para os resultados da matriz, porém novamente em um
contexto especial, desta vez a no¢ao de uma transformacao linear.

Jacobi publicou trés tratados sobre determinantes em 1841. Estes foram
importantes, pois pela primeira vez a definicAo do determinante foi de forma
algoritmica e as entradas no determinante ndo foram especificadas. Estes trés
trabalhos de Jacobi fizeram com que a ideia de determinante fosse amplamente
conhecida.

O professor britanico Arthur Cayley (1821-1895), também em 1841, publicou a
primeira contribuicdo inglesa para a teoria dos determinantes. Neste trabalho ele
usou duas linhas verticais de ambos os lados da matriz para denotar o determinante,
uma notagcao que se tornou padréo.

O primeiro a usar o termo "matriz" foi o mateméatico inglés James Joseph
Sylvester (1814-1897) em 1850. Sylvester, que residia na América, definiu uma
matriz como um arranjo retangular de termos e via-o como algo que levou a varios
determinantes de matrizes quadradas nela contida. Depois de deixar a América ele
voltou para a Inglaterra em 1851. Sylvester se tornou advogado e conheceu Cayley,
qgquando compartilharam ideias e interesses na matematica. Cayley percebeu
rapidamente o significado do conceito de matriz e por volta de 1853, Cayley havia
publicado uma nota apresentando pela primeira vez a inversa de uma matriz. A
nulidade de uma matriz quadrada foi definida por Sylvester em 1884. Ele definiu a
nulidade de uma matriz A de ordem n como sendo o maior i tal que todos os

i menores de ordem n — 1, sdo nulos. Sylvester estava interessado em invariantes
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de matrizes, que sdo as propriedades que ndo s&o alteradas por certas
transformacoes.

Percebemos que o histdrico de matrizes nos remete a uma sequéncia inversa
da que é normalmente apresentada aos alunos do Ensino Médio, pois a partir da
busca de solucdes de sistemas lineares foram criadas ideias sisteméticas de se
trabalhar apenas com os seus coeficientes, surgindo os determinantes e suas
propriedades. Com o intuito de facilitar a notacdo tabular para o calculo dos
determinantes surgiram as matrizes. Entretanto devido ao seu alto poder de
aplicabilidade ganharam propriedades especificas, tornando-as independentes dos
determinantes.

N&o é de se estranhar, portanto, que as matrizes estdo relacionadas com
determinantes e que por sua vez estao intimamente relacionadas com o estudo dos
sistemas lineares.

Atualmente os conceitos de sistemas lineares, determinantes e matrizes sao
importantes em diversas areas, tais como: a Fisica, a Economia, a Biologia, a

Engenharia, a Tecnologia, a Administracao, dentre outras.
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Parte dos capitulos 3, 4 e 5 deste trabalho foram compilados e adaptados a
partir de trechos do livro Fundamentos de matematica elementar: volume 4 / Gelson

lezzi e Samuel Hazzan. 22 edicdo. Sdo Paulo: Atual Editora Ltda. 1977.

3. SISTEMAS LINEARES

Como este trabalho € voltado, principalmente, para alunos e professores do
ensino médio, nossa intencdo € que 0 mesmo seja autocontido de conceitos basicos
para um melhor entendimento do assunto. Assim fizemos desde a simples definigao

de equacdes lineares para posteriormente definirmos os sistemas lineares.

3.1 Equacéo linear

3.1.1 Definicdo: Chamamos de equacédo linear, nas incognitas x; x; xs,..., X,
toda equagdo do tipo a;1x; + aqyx; + a;zxs + ... + ax, = b.
Os numeros ayq a;, a;3,...,a1,, todos reais, séo os coeficientes e b, tambem

real € o termo independente da equacao.

Exemp|OS 3x1 + 2x2 = 10, le — Xy — X3 = O, 0x1 + OXZ + OX3 = 0.

N&o sdo lineares: 3x;2 + 2x, = 10; 2x,;x, — X3 — X, =5, x; ++/x; —x3 = 6.

3.1.2 Solugdo de uma equacéo linear: Dizemos que a sequéncia ou énupla
ordenada de numeros reais (a; aj as,...,a,) € uma solugéo da equagéo linear
a1X, + apxy + ag3x3 + o+ agx, = b se a1 + apa, + azaz + .+

a;,a, = b foruma sentenca verdadeira.

Exemplo (1): Seja a equagéo linear
2x1+x, =1
a dupla (0,1) é solugéo, pois 2. (0)+ (1) =1 é uma sentenca verdadeira, bem
como a dupla (1, -1) € solugéo, pois 2. (1) + (=1) = 1 também é uma sentenca
verdadeira, porém a dupla (2, 3) ndo é solugdo, pois 2. (2)+(3)=1 é uma

sentenca falsa.
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Exemplo (2): Seja a equacao linear
0x1 + Oxz + OX3 == 0

é facil observar que qualquer tripla (a;, a, a3) € solugéo da equagéo

Exemplo (3): Seja a equacéao linear
0x1 + OxZ + OX3 + OX4_ == 10
é facil observar que qualquer quadra (a4 a, a3, a,) ndo € solugdo da equagéo, pois

Oa; + 0a, + 0az + 0y, = 10 € uma sentenga falsa Va; Va, Vas, Va,.

Historicamente as equacdes tem sua origem em problemas préaticos do
cotitiado dos povos da época, entretanto algumas situacdes envolviam mais de uma
equacao linear simultaneamente, gerando o que chamamos de sistemas de

equacodes lineares, que veremos a seguir.

3.2 Sistema de equacdes lineares

Um dos registros mais antigos de sistemas lineares tem origem na China. A
Obra chinesa Os nove capitulos da arte matemética, escrita em 200 a.C., traz em
seu conteudo registros de representacfes de coeficientes de sistemas lineares
através de barra de bambus em tabuleiros quadrados. Esta obra trabalha possui
problemas envolvendo agricultura, milhos, medidas de terra, impostos e outros
assuntos da época.

Ao longo do tempo varios matematicos contribuiram modificando e
aperfeicoando as notacdes, conceitos e teorias dos sistemas lineares até chegar no
que conhecemos hoje.

Atualmente os sistemas lineares séo utilizados em diversas areas, tais como:
engenharia, tecnologia, transporte, economia, biologia, astronomia, navegacao,
aviacao, dentre outros.

Vejamos a seguir a definicdo, exemplos, solucéo, classificacdo e métodos

desenvolvidos para determinar a soluc¢cdo de um sistema linear, quando houver.
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3.2.1 Definicdo: Sistema de equacOes lineares € um sistema de m (m > 1)

equacoes lineares , nas incognitas x; x, xs,..., X, . ASSim 0 sistema

a1x, + ax; + a3x3 + ... + apx, = by
alel + azzxz + a23X3 + ... + aann = b2
S 4 az1Xq + a37X; + ds33X3 + ... + A3znXy = b3
|

Am1X1 + QpaXy + ApszXxs + oo + QnXn = by,

é linear.

Observagéao: a chave do lado esquerdo informa o agrupamento das equacgdes

envolvidas no sistema.

Exemplos:

.S, {12x— 4y =4

x—2y =1 4x, + 3x; — 2x3 + 4x,

3.3 Solucéo de um sistema linear

3x; + 4x, —7x3 + 2x4=—4
SZ le - ZXZ + ZX3 - 3x4, ==

Assim como vimos na secdo de equacgOe lineares, a solugdo de um sistema

7

linear € uma sequéncia de valores que quando alocados nas posi¢cdes das

incognitas nas equacdes do sistema as tornam todas verdadeiras simultaneamente.

Ou seja, a énupla ordenada de numeros reais (a; a, as,...,a,) € solugdo de um

sistema linear S, se for solucéo de todas as equacdes de S, isto é:

ay,0 + a1,y + a303 + ... + A, = by (sentenca verdadeira)
a1 + aArr0> + ay303 + ... + arnty, = bz (Senten(;a Verdadeira)
3101 + A3, + azza; + ... + azpa, = b; (sentenca verdadeira)
Am1Q1 + Ama®y + A3z + .o + Ay = by (sentenca verdadeira)

Exemplo (1): O sistema linear S; de trés equacdes, nas incégnitas x, y, z, w

3x +4y—-7z + 2w=-4
S132x— 2y + 2z— 3w = 4
4x + 3y — 2z+ 4w = 2

admite solucdo, pois existe pelo menos uma quadra ordenada que satisfaz o

sistema.
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A quadra ordenada (1, 0, 1, 0) é uma solucéo do sistema S;, pois:

3.(1) + 4.(0) —7.(1) + 2.(0) = —4 (sentenca verdadeira)
2.(1) — 2.(0) + 2.(1) — 3.(0) = 4 (sentenga verdadeira)
4.(1) + 3.(0) — 2.(1) + 4.(0) = 2 (sentenca verdadeira).

Entretanto a quadra ordenada (4, 2, 0, 0), na é solucdo do sistema S, pois:

3.(4)+ 4.(2) = 7.(0) + 2.(0) = —4 (sentenca falsa)
2.(4) — 2.(2) + 2.(0) — 3.(0) = 4 (sentenca verdadeira)
4.(4)+ 3.(2) — 2.(0) + 4.(0) = 2 (sentenga falsa)

Exemplo (2): O sistema linear S, de trés equacdes, nas varaveis x, y, z

x + 2y + 3z =5
SZ X - y + 4‘Z - 1
Ox + 0y + 0z = 6

ndo admite solugdo, pois nenhuma tripla ordenada (a; a, a3) satisfaz a ultima
equacao.

Observagao: Caso um sistema S tenha pelo menos uma solugéo, dizemos que
S é um sistema possivel (SP), porém caso ndo tenha nenhuma solucao, dizemos
que é um sistema impossivel (SI).

Por conter suas origens em situacfes praticas do cotidiano dos povos da
época, 0s sistemas lineares apresentados geralmente tinham solucdes, entretanto,
sabemos que existem sistemas lineares com e sem solu¢cdo ou até mesmo com
infinitas solugdes. Vejamos a seguir a classificacdo dos sistemas lineares quanto ao

namero de solucdes.

3.4 Classificagdo de um sistema linear

Os sistemas lineares podem ser classificados como:

e Sistema possivel e determinado (SPD): € um sistema linear que possui uma
Unica solugéo.

e Sistema possivel e indeterminado (SPI): € um sistema linear que possui
infinitas solucodes.

¢ Sistema Impossivel (Sl): € um sistema linear que ndo possui solugoes.
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Tomando como base o sistema genérico S de duas equacgles lineares nas
incognitas x e y é facil verificar graficamente as possibilidades de solucdes que
podem ocorrer definindo assim sua classificacao.

Assim, seja

{‘hx + by = ¢ (Ep)
ax + by = ¢ (E)

no qual a; e b; ndo sdo ambos nulos, assim como a, € b, também nao séo.
Graficamente é facil determinar a solu¢do do sistema linear S, pois sabemos
gue no plano cartesiano o grafico de uma equacao linear € uma reta e a solugéo séo
0s pontos de interseccao dessas retas, simultaneamente. Por exemplo: Um sistema
de trés equacdes, que graficamente é representado por trés planos, possui solucdo
se os trés planos se interceptam em um mesmo ponto. Continuemos com 0 NOSSO
exemplo com duas retas. Assim, seja r; e r, as retas que representam E; e E,,

respectivamente e um ponto P de coordenadas (x,y) temos as seguintes

possibilidades:

eAs retas r; e r, sdo paralelas, ou seja, ndo existe nenhum ponto P que

pertenca simultaneamente ar; e r,. Logo (r;, N ) = .

3.1 — Retas paralelas

y

r2

Fonte: préprio autor

Portanto nesta situacdo o sistema linear S composto pelas equacdes E; e E,
possui um conjunto, de solugdes, vazio e o sistema é classificado como Sistema

Impossivel (SI).
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e As retas r; e r, S80 concorrentes, ou seja, existe apenas um ponto P que

pertence simultaneamente ar; e r,. Logo (r; N rp) = P.

3.2 — Retas concorrentes

Fonte: préprio autor

Portanto nesta situacdo o sistema linear S composto pelas equacdes E; e E,
possui solucdo Unica e o sistema é classificado como Sistema Possivel e
Determinado (SPD).

eAs retas r; e r, Sao coincidentes, ou seja, existem infinitos pontos que

pertencem simultaneamente ar, er,. Logo (o N ry) = 1, = 1.

3.3 — Retas coincidentes

y

Fonte: proprio autor
Portanto nesta situacdo o sistema linear S composto pelas equacdes E; e E,
possui infinitas solucbes e o sistema € classificado como Sistema Possivel e
Indeterminado (SPI).
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3.4 Meétodo da substituicdo

Por volta do século IX d.C., os babilénios, inclusive o matematico al-
Khowarizmi (considerado o pai da algebra), diferentemente dos egipcios,
conseguiam resolver uma variedade de equacdes utilizavando um método
sofisticado de eliminacdo de uma das incognitas por substituicdo e expressava todo
0 restante em termos de palavras e numeros.

Ao longo do tempo este método sofreu adaptacbes na sua notacdo e

processos e passou a se chamar de método da substituicdo.

O método da substituicdo € um método muito pratico na resolucéo de sistemas
lineares de n incognitas e deve essencialmente seguir trés passos:

1° passo: Deve-se escolher uma das equagdes do sistema (de preferencia a
mais simples) e isolar uma de suas incognitas.

2° passo: Deve-se substituir o valor da incognita encontrada no 1° passo nas
equacles restantes do sistema, formando assim, um novo sistema com estas
equacdes, entretanto com uma incognita a menos que o sistema inicial. O 1° e o0 2°
passo deverdo se repetir até obtermos uma equacdo com apenas uma incognita,
definindo assim seu valor numérico.

3° passo: Os valores encontrados das incognitas deverdo ser substituidos de
maneira regressiva nas demais equacdes das incognitas isoladas até determinarmos

os valores de todas as incognitas do sistema.

Aqui iremos apresentar dois exemplos. Um com duas incégnitas e outro com
trés incognitas. No Capitulo 6 mostramos um exemplo usando este método para

solucionar um sistema com cinco incognitas.

Exemplo (1): Seja o sistema

S{x + 2y
2x + y

[
Ul

Iniciamos sua resolugéo, pelo método da substituicdo, isolando a incognita x na
12 equacéao do sistema. Assim, temos:
x=5-2y [

Substituindo o valor encontrado para incégnita x na 22 equacao temos:
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2.5-2y)+y=1>
10-4y+y=1=>

3y=9=
9
y=§:
y=3

Substituindo, o valor numérico encontrado para incognita y em |, temos:
x=5-2.03) =
x=-1

Desta forma o par ordenado (-1, 3) € solucdo do sistema S.

Exemplo (2): Seja o sistema

2x — y + z = -3
S43x + 2y — z =1
x — 3y + 2z = -6

Iniciamos sua resolucéo, pelo método da substituicdo, isolando a incognita z na
12 equacédo do sistema S. Assim, temos:
z=-3—-2x+y I
Substituindo, nas demais equacfes, o valor numérico encontrado para
incégnita z, temos:

S,{3x + 2y - (=3-2x+y) =1 N S,{Sx + y = -2
x — 3y + 2.(-3—-2x+y) = -6 -3x — y =0

Isolando a incognita y na 12 equacdo do novo sistema S’, agora de duas
incognitas, temos:
y=-2-—5x I
Substituindo o valor encontrado para incégnita y na 22 equacao do sistema S,
temos:
—-3x—(-2-5x)=0=>
2x ==-2>

x=-1

Substituindo o valor numérico encontrado para a incognita x em Il, temos:
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y=-2-5.(-1)>=
y=-2+5 =
y=73
Substituindo os valores numéricos encontrados para as incognitas x e y em |,
temos:
z=-3-2.(-D+@3)=>

z=-3+4+2+3=

z=2

Desta forma a terna ordenada (-1, 3, 2) € a solucéo do sistema S.

Vejamos a seguir, outro método de resolugcdo de sistemas lineares,
desenvolvido pelo matemético Gauss, que pode ser aplicado em sistemas lineares

de qualquer ordem.
3.5 Método do escalonamento

Este método, ja conhecido pelos antigos chineses, foi aperfeicoado e
sistematizado por Gauss e por isso também ficou conhecido como método de
eliminacdo gaussiana. Gauss, durante os estudos da oOrbita do entdo asteroide
Ceres, se deparou com um sistema de seis equacdes e seis incognitas. Para
solucionar tal sistemas criou 0 método do escalonamento.

O método é bem prético e pode ser utilizado em sistemas lineares de qualquer
ordem, ou seja, independente do niumero de equacdes e incognitas que compdem

um sistema linear. Vejamos sua definig&o.
Dado um sistema linear

a11x1 + a12x2 + a13x3 + ... + alnxn = b1

Ay1X1 + Q% + ax3x3 + ... + axpx,

S asz1Xq + as3zX; + a33X3 + ... + A3znXy = b3
|

kamlx1 + AppXy + ApszXxs + oo+ QunXn = by

Il
S
N
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em que cada equacdo existe pelo menos um coeficiente ndo nulo, diremos que S

estd na forma escalonada, se o numero de coeficientes nulos, antes do primeiro

coeficiente ndo nulo, aumenta de equacéo para equacao.

Exemplos:

X
051 {

4x
052 {

053 {x

Ha dois tipos de sistemas escalonados:

+ y + 3z

+ y - z

+ + 2z
-y + z
+ +

- 4y + z

+ 2y — z

T I I
I

o

1° tipo: numero de equacgles igual ao numero de incognitas. Nesse caso 0

sistema S é da forma:

onde a; #0,vVi € {1,2,3,...,n}. Neste caso 0 sistema

a33X3 + en

+ alnxn = bl
+ aann = bz
+ a3nxn = b3

ApnXn = by

S serd possivel

e

determinado (SPD) e os valores a; a; as,...,a, podem ser obtidos resolvendo-se o

sistema por substituicdo. Partindo da udltima equacdo obtemos x,,

depois

substituindo esse valor na equagéao anterior, obtemos x,,_,. Repetindo-se o processo

eNcontraremos X,,_,, Xp_3, ..., X3, X, X1.

Exemplo:

x
;|

\

+ 2y

Z

+ 3z

5z

+ 3t
-t
+ 7t

2t

6 (Ev)
=5 (E2)
21 (E3)

6 (Eu)
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temos:

de (E,) 2t=6>1t=3.

de (E3) 5z2+7.(3)=21=5z=0=>2z=0.

de (E;) y+3.(0)0—-3)=-5=2y=-5+3=>y=-2

de (E)) x+2.(-2)—(0)+3.3)=6=2x=6—-5=>x=1

Portanto a solucao do sistema é: (1,—-2,0,3)

2° tipo: nimero de equacdes € menor que 0 numero de incégnitas.

Nesse caso o sistema S é da forma:

azjXj + oo+ oo+ ApXy = by (j22)

a11x1 + a12x2 + a13X3 + ... + alnxn = b1
, comm<n

k AmrXy + 0 + QunXn = by (r>))

Para resolvermos tal sistema, podemos tomar as incognitas que ndo aparecem
em nenhuma das equacdes (chamadas de variaveis livres) e transpo-las para o
segundo membro. O novo sistema assim obtido pode ser visto como um sistema
contendo apenas as incognitas do primeiro membro das equacdes do sistema.
Nesse caso atribuimos valores a cada uma incognita do segundo membro, desta
forma obteremos um sistema do 1° tipo, ou seja, determinado, que possui solucéo.
Logo resolvendo obteremos uma soluc¢do do sistema. Se atribuirmos outros valores
as incégnitas do segundo membro, encontraremos outro sistema contendo as
incognitas do primeiro membro que também é determinado, que ao resolvermos
encontraremos outra solu¢cdo. Logo como podemos atribuir indefinidamente valores
para as incognitas do segundo membro, sempre encontraremos Nnovos sistemas
determinados com diferentes solu¢des. Portanto estamos diante de um sistema de
solucdes possiveis e indeterminadas (SPI), ou seja, de infinitas solucdes. Chama-se

de grau de indeterminag&o o numero de variaveis livres do sistema, isto €, n — m.

Exemplo:

x —y + z = 4
S A
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A Unica variavel livre € z (ndo aparece no comec¢o de nenhuma equacéo).
Logo, transpondo z para o segundo membro em ambas as equacdes temos:

{x—y=4—z
+ vy = 2 + z

Fazendo z = a (onde @ € um namer real), teremos:

S{x—y=4—a(E1)
2 + y = 2 4+ a (E)

O sistema agora € do 1° tipo (determinado), para cada valor de a.

Assim, temos:
de (E,)y=2+ «a
de(E)x=4—-—a+y=4—a+2+a=4+2=6

Portanto, as solugdes do sistema séo as tripas ordenadas (6, 2+ a, @), com

a € R. Segue algumas:
a=1-(631)
a =-=7-(6,—-5-7)

3.5.1 Sistemas equivamentes

Dizemos que dois sistemas lineares S; e S, sdo equivalentes se toda solucao

de S; for também solucéo de S, e toda solucdo de S, for a solucdo de S;.

Exemplo: Sejam S; e S, sistemas lineares de ordem 2 (2 equacbes e 2

incognitas)
x + 2y = 3
*51 {2x + vy =1
x + 2y = 3
.Sz { _ 3y — _5

S; e S, sdo sistemas equivalentes, pois ambos sdo determinados e ambas

. ~ 15
admitem como solucéo (—5,5).
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Ja que os sistemas equivalentes possuem as mesmas solu¢des (ou nenhuma),
0 que iremos fazer é transformar um sistema linear em outro qualquer equivalente,
porém na forma escalonada, pois sdo mais simples de serem resolvidos. Desta
forma precisaremos saber que recurso utilizar para transformar S; em S, na forma
escalonada. Esses recursos sao dados por dois teoremas a seguir, chamados de

operacoes elementares:

Teorema 1: Multiplicando os membros de uma equacédo qualquer de um
sistema linear S, por um namero k # 0, 0 novo sistema S’ obtido sera equivalente a
S.

Demonstracdo: Seja

AinXn = by
ArpXp =
A3nXn = bs

(A11X1 T A12X2
Az1X1 + QX3
az1X1 + AzxXx;

+ + +

+ + +
|
S
N

S <
a1 Xy + aizx, + .o+ appx, = b;

\An1X1 + ApaXy + oo + GunXn = by

e Multiplicando a i"ésima linha de S por k # 0, obtemos o sistema:

I
S
[y

( A11X1 + A12Xo + ... + ApnXy =
ay1X1 + Q% + .o + aypXxy
a31x1 + a32x2 + ... + a3nxn = b3

Il
(=
N

S <
kailxl + kaizxz + ... + kainxn = kbl

\Qp1X1 + AmaXy + oo + QunXn = by

A Unica diferenga entre os sistemas S e S’ é a i"ésima equacdo. Portanto

focaremos a atencdo apenas nela.

a) Suponha que (ay ay,...,a,) € uma solucéo de S. Provemos que também é
solucéo de §'.
De fato: por hipotese a;;a; + apa; + ... + aia, = b;.

Colocando (a4, @3,...,a,) no 1° membro da i"ésima equacéao de S’, temos:

kajza; + kaja, + ... +kaja, =k| aay + apa, + ...+ apa, | = kb;.
b; (por hipbtese)
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O que prova que (ai a,,...,a,) satisfaz a i'ésima equacdo de S’. Logo

(@, az,...,ay) € solucéo de S’.

b) Suponhamos agora que (o, @, as,...,a,) € uma solugdo de S’. Provemos entéo
que também é solucédo de S.
De fato: por hipétese ka;;a; + kaja, + ... + kag,a, = kb;.
Colocando (a4, a3 as,...,a,) no 1° membro da i"ésima equacéo de S, temos:

k k k
a1y +apa; + ...+ apoa, = Eau% + Eaizaz + ... + Eainan
1 1
= E(kau% + kaja, + ... +kagan) = T .kb; = b;

kb; (por hipbtese)
O que prova que (ay a,,...,a,) satisfaz a i"ésima equagdo de S. Logo

(a1, @3,...,a) € solugéo de S.

Teorema 2: Se substituirmos uma equacdo de um sistema linear S, pela soma
termo a termo, dela com uma outra, o novo sistema obtido S’ sera equivalente a S.

Demonstracéo: Seja

( A11X1 + A12Xo + ... + alnxn = b1
ar1X1 + AyrXy + ... + aann = b2

a1 X1 + appx, + .o+ apmx, = b;

aj1X1 + Qjpx; + .o+ AjpXy = by

\Qp1X1 + AmaXy + oo + QunXn = by

e Substituindo a i"ésima equacédo de S, pela soma termo a termo dela com a

j ésima equacéao, obtemos o sistema:

fallxl + a12x2 + ...+ alnxn = b1
az1X1 + AyrXy + ... + aann = bz

(aj; + aj)x; + (a; + ajl)xz + o+ (aym + ajl)xn = b; + b;

aj1X, + ajzx; + ... + AjpXy = b;

\An1X1 + AmaXy + oo + GunXn = by
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A Unica diferenca entre os sistemas S e S’ é a i"ésima equacdo. Portanto

focaremos a atencdo apenas nela.

a) Suponha que (a; @, as,...,a,) € uma solugcdo de S. Provemos que também e
solucéo de S’.
De fato: por hipétese
a1, + apa, +-- + apa, = bi(l)
aj1x; + apx; + ..+ appx, = bi(ll)
Colocando (a4, a3 as,...,a,) no 1° membro da i"ésima equacéo de S’, temos:
(a1 + aj1)x, + (aiz + ajl)xz + ..+ (am + ajl)xn =

a1y + apa, + + apa, +aja; + apa; +o0 + ajpa, = b+ by
b; (por hipétese (I)) bj (por hipétese (II))

O que prova que (aq a,,...,a,) satisfaz a i'ésima equacdo de S’. Logo

(a1, az,...,a) € solucéo de S’.

b) Suponhamos agora que (a; a, as,...,@,) € uma solu¢do de S’. Provemos que
também é solucédo de S.
De fato: por hipétese
(a1 +aj)x; + (aiz + ajl)xz + ..+ (ain + ajl)xn = b; + b;. (I)
e
aj1x; + ajzx; + ..+ ajpx, = b (Il)
Das igualdades (1) e (ll), concluimos que: a;;a; + ajpa, + - + apma, = b;. O
que prova que (ai a,...,a,) Satisfaz a i‘ésima equacdo de S. Logo

(a1, az,...,ay) € solucéo de S.

Exemplo:
2x + y + 3z = 4 2x + y + 3z = 4
S{x — y + 2z = 1 e §'{3x + 5z = 5
4 + y + z = 0 4 + y + z =0

sédo equivalentes, pois S’ foi obtido a partir de S, sibstituindo a 22 equacgao, pela

soma termo a termo dela com a 12 equacéo.
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3.5.2 Escalonamento de um sistema

Para escalonar um sistema devemos seguir quatro passos, todos baseados

nos Teoremas 1 e Teorema 2, vistos acima.

12 passo: Colocamos como 12 equacdo aquela que possui a 12 incognita nao

nula
22 passo: Anulamos a 12 incégnita de todas as equacdes, com excecdo da
primeira, substituindo a i"ésima equacdo (i >2) pela soma da mesma com a

primeira equagdo multiplicada por um nimero conveniente.

32 passo: Fixamos a 12 equacéao e realizamos o 1° e 0 2° passos nas equagdes
restantes.

42 passo: Fixamos a 12 e a 22 equacdes e realizamos 0 1° e 0 2° passos nas

equacdes restantes, até que o sistema esteja completamente escalonado.

Exemplo (1): Seja o sistema

x + 2y + z = 9
S{2x + y — z = 3.
3x — y — 2z = —4

¢ Iniciamos o processo de escalonamento substituindo a 22 equacao pela soma

da mesma com a 12 equacdo multiplicada por -2. Desta forma temos:

x + 2y + z =9
- 3y — 3z = -15.
3x — y — 2z = —4

e Substituimos a 32 equacdo pela soma da mesma com a 12 equacao

multiplicada por -3. Assim temos:

x + 2y + z = 9
- 3y — 3z = -15
- 7y — 5z = =31

e Multiplicamos a 22 equacéao por (— %) Assim temos:
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x + 2y + z =9
y + z =5
- 7y — 5z = =31

e Substituimos a 32 equacdo pela soma da mesma com a 22 equacao

multiplicada por 7. Assim temos:

x + 2y + z =9
y + z =5
2z = —4

O sistema desta forma esta escalonado. Como é do 1° tipo (possui 0 numero
de equacgbes igual ao numero de incognitas) € um sistema que possui uma sé

solucéo, ou seja, € um sistema possivel e determinado (SPD)

Agora vamos apresentar quatro exemplos de trés equacgdes, evidenciando a
diferenca entre eles quanto ao niumero de solu¢des. No capitulo 6 mostraremos um
exemplo de sistema linear de cinco equacBes e cinco incégnitas também

solucionado pelo método do escalonamento.

Exemplo (2): Seja o sistema

x + y — 3z + t =1
S {Sx + 3y + z + 2t = 0,
2x + y + z — 2t = 4

¢ |Iniciamos o processo de escalonamento substituindo a 22 equacgéao pelo soma

da mesma com a 12 equacdo multiplicada por -3. Desta forma temos:

x + vy — 3z + t =1
{ 10z - t = =3,
2x + y + z — 2t = 4

e Substituimos a 32 equacdo pela soma da mesma com a 12 equacédo

multiplicada por -2. Assim temos:

x + y — 3z + t =1
{ 10z - = =3,
-y + 7z - 4t = 2
e Permutamos a 22 com a 32 equacao:
x + y — 3z + t =1
{ -y + 7z - 4t = 2,
10z — t = =3
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O sistema desta forma esta escalonado. Como é do 2° tipo (possui 0 numero
de equacBes menor do que o numero de incognitas) é um sistema que possui

infinitas solucdes, ou seja, € um sistema possivel e indeterminado (SPI)

Exemplo (3): Seja o sistema

x — y + z = 4
S{3x + 2y + z = 0,
5x + 5y + z = —4

¢ Iniciamos o processo de escalonamento substituindo a 22 equagéo pelo soma

da mesma com a 12 equacdo multiplicada por -3. Desta forma temos:

x -y + z = 4
5y — 2z = -12
5 + 5y + z = -4

e Substituimos a 32 equacdo pela soma da mesma com a 12 equacado
multiplicada por -5. Assim temos:

x — y + z =4
5y — 2z = =12
10y — 4z = =24

e Substituimos a 32 equacdo pela soma da mesma com a 22 equacao
multiplicada por -2. Assim temos:

x — y + z = 4
5y — 2z = =12
Oy + 0z = 0

¢ A Ultima equacédo pode ser abandonada, pois ela é satisfeita para quaisquer
valores das incognitas x, y, z. Assim, temos:

{x—y+z=4
5y — 2z = =12

O sistema desta forma estd4 escalonado. Como € do 2° tipo (possui o numero de
equacdes menor do que o numero de incognitas) € um sistema que possui infinitas

solugdes, ou seja, € um sistema possivel e indeterminado (SPI)

Exemplo (4): Seja o sistema
x + 4y = -8
S{3x - y = 15
10x — 12y = 7
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¢ Iniciamos o processo de escalonamento substituindo a 22 equacgéao pelo soma

da mesma com a 12 equacdo multiplicada por -3. Desta forma temos:

x + 4y = -8
- 13y = 39
10x — 12y = 7

e Substituimos a 32 equacdo pela soma da mesma com a 12 equacado

multiplicada por -10. Assim temos:

x + 4y = -8
- 13y = 39
— 52y = 87

eSubstituimos a 3% equacdo pela soma da mesma com a 22 equacdo

multiplicada por -4. Assim temos:

x + 4y = -8
- 13y = 39,
0y = -69

O sistema desta forma estd escalonado. Notemos que a ultima equacao nao pode
ser satisfeita, desta forma € um sistema que ndo possui solucdo, ou seja, € um
sistema impossivel (Sl)

A seguir verificaremos um método aplicado em sistemas lineares normais
(nimero de equacgbes igual a0 nimero de incognitas) que apesar de nao muito
pratico para sistemas de ordem superiores (> 3) sao muito importantes, pois nos da

a nocao de determinantes.

3.6 Regrade Cramer

Este método, idealizado pelos mateméticos Seki Kowa e Leibniz e
desenvolvido pelo suico Gabriel Cramer utiliza determinantes para solucionar
sistemas lineares possiveis e determinados de n equacdes e n incognitas.

A ideia de determinante nasce na elaboracdo deste método de resolucédo de
sistemas lineares.

Vamos mostrar agora como os determinantes surgem de maneira muito natural
na solugcéo de um sistema linear.

e Primeiro faremos para um sistema linear 2x2

Exemplo (1) :Admitindo, sem perda de generalidade, o sistema arbitrario S, de

solucéo unica (SPD), com duas equacgdes lineares nas incognitas x e y



S{ax+by=p
cx + dy = ¢q

no qual a,b,c,d s@o o0s coeficientes enquanto que p e g Sao 0s

independentes, aplicaremos o0 método da substituicdo para soluciona-lo.
e Iniciamos isolando a incognita y da 22 equacgdo. Assim temos:
cx+dy=q>
q—cx
d

y:

e Substuindo y na 12 equacéo do sistema, temos:

ax+b(q_dcx):p:>

bq — bcx
ax+(—d )=p:
adx (bq — bcx
Tt >:p:>
adx (bq — bcx
Tt )=r=

adx — bcx =dp — bqg =
x(ad — bc) =dp — bqg =

_dp—bq
x_ad—bc

e Substuindo o valor numérico de x em (I), temos:

0 (Gr=p0) _

y= d
_(cdp — bcq
y=q (—afil—bc):
ad — bc\ _ (cdp — cbq
y:q(ad—bc)d(ad—bc):>
adq — bcq\ _ (cdp —cbq
y:(ad—bc)d(ad—bc):)
(adq—bcq—cdp+bcq)
y = ad — bc N

d

40
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aq —cp
d — L

y = (add—bc):>
_aq—cp
y_ad—bc

Observacéo: E importante salientar que a solugéo sé é possivel quando:
(ad — bc) # 0.
Percebeu-se, entretanto que se trabalha apenas com os coeficientes e termos

independentes do sistema S, logo podemos formar as seguintes tabelas:

|. Seja A atabela de coeficientes:

a b
c d

onde a 12 coluna encontra-se os coeficientes da incognita x e na 22 coluna os
coeficientes da incognita y das equacdes do sistema S.
e Chamaremos de determinante de A, denotado por detA = D o valor numérico

da expresséo (ad — pc).

Il. Seja B a tabela de coeficientes com a substituicdo da coluna dos coeficientes
da incognita x pelos termos independentes.

p b
q d

e Chamaremos de determinante de B, denotado por detB = D; 0 valor numérico

da expresséo (dp — bq).

lll. Seja C a tabela de coeficientes com a substituicdo da coluna dos coeficientes

da incognita y pelos termos independentes.

a p
¢ q

e Chamaremos de determinante de C, denotado por detC = D, 0 valor numérico
da expresséo (aq — cp).

Desta forma, temos que:
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Percebemos que a nocao de determinante é bastante importante, pois ja
podemos tirar algumas conclusdes a respeito das solu¢des do sistema sem mesmo
resolve-lo, calculando apenas o determinante D.

(1) Se D = 0, o sistema néo ter& solucdo ou tera infinitas soluc¢des.

(2) Se D # 0, o sistema tera uma unica solucao.

e VVamos, agora, analisar o mesmo para um sistema 3x3

Exemplo (2): Admitindo, sem perda de generalidade, o sistema arbitrario S, de

solucéo unica (SPD), com trés equacdes lineares nas incognitas x, y e z

ax + by + cz = p
Siddx + ey + fz = q
gx + hy + iz = r

onde a,b,c,d,e, f,g,h e i sdo os coeficientes enquanto que p, q e r sao
os termos independentes, aplicaremos o método da substituicdo para

soluciona-lo.

¢ Iniciamos isolando a incognita z da 32 equacéo de S. Assim temos:
iz=r—gx—hy=

__r—gx—hy
zZ= i )

e Substuindo z na 22 equacéo de S, temos:

r—gx—nh
dx+ey+f(#)=q=>

dix ei r—fgx—fh
T+Ty+(f fgi fy>=q:

dix +eiy+ fr— fgx — fhy = qi =
(di—fg)x+ (ei—fh)y =qi— fr (1)

e Substuindo z na 12 equacédo de S, temos:

r—gx—hy)

ax+by+c< =p=

aix bi cr —cgx —ch
—,+—,y+< T y)=p=>
i i i

aix + biy+ cr —cgx —chy = ip =

(ai —cg)x + (bi — ch)y =ip — cr (1)
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¢ Formamos um novo sistema S’ com (Il) e (llI)

s (= fox (el fmy
(ai—cg)x + (bi—ch)y

qi — fr
ip—cr

e Iniciamos isolando a incégnita y da 22 equacgédo de S’'. Assim temos:

_ (ip—cr)'—(ai—cg)x (V)
(bi—ch)

e Substuindo y na 12 equacgéao de S’, temos:

(di—fg)x+ (ei—fh) I(lp _ szi__(:}i)— Cg)xl =qi—fr=
(di — fg)x(bi —ch) ] (ip — cr) — (aix — cgx) ]
(bi — ch) l+(el_fh)l (bi — ch) =(i-fn=
(di — fg)x(bi — ch) + (ei — fh)(bi — ch) — (el — fh)(ai —cg)x |
(bi — ch) ===

(di— fg)(bi —ch) — (ei — fh)(ai — cg)x = (qi — fr)(bi — ch) — (ei — fh)(bi — ch) =
(qi — fr)(bi — ch) — (ei — fh)(bi — ch)
T Wi fg)bi—ch) — (ei — fh)(ai—cg)
biiq — chiq — bfir + cfhr — eiip + ceir + fhip — cfhr
x= bdii — cdhi — bfgi + cfgh — aeii + cegi + afhi — cfgh
i(biq — chq — bfr —eip + cer + fhp)
¥ = i(bdi — cdh — bfg — aei + ceg + afh)
biq + cer + fhp — chq — bfr — eip
*= bdi + ceg + afh — cdh — bfg — aei

e Substuindo x em (IV), temos:
(0 =0~ Gt =<9 |Gy = e == e =)
Y= (bi — ch) =z
_ (ip—cen)(di - fg)(bi — ch) — (ei — fh)(ai — cg)]
Y= i — Wi — fg)(bi — ch) — (ei — fh)(ai — cg)]
(ai — cg)[(qi — fr)(bi — ch) — (ei — fh)(bi — ch)]
(bi — ch)[(di — fg)(bi — ch) — (ei — fR)(ai — cg)]
(ip — cr)(di — fg)(bi — ch) — (ip — cr)(ei — fh)(ai — cg)
Y= i — ch)(di — fg)(bi — ch) — (bi — ch)(ei — fh)(ai — cg)
(ai —cg)(qi — fr)(bi — ch) — (ai — cg)(ei — fh)(bi — ch)
(bi — ch)(di — f9)(bi — ch) — (bi — ch)(ei — Fh)(ai —cg)
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_aiq+pfg+cdr—pdi—afr —cgq
Y= el + bfg + cbd — bdi — afh — ceg

e Substuindo x e y em (I), temos:

_[(qi = fr)(bi — ch) — (ei = fh)(bi — ch)
I =Fg)(bi=ch) = (ei = fR)(ai = cg)] _
[
h (ai —cg)(qi — fr)(bi — ch) — (ai — cg)(ei — fh)(bi — ch)
[(bi —ch)(di — fg)(bi — ch) — (bi — ch)(ei — fh)(ai — cg) N
[
biq — chq — bfr — eip + cer + fhp
~ 9 |bdi —cdh—bfg —aei + ceg + afh B
[

r

r

h[aiq —pdi —afr —cgq +pfg + cdr
aei — bdi —afh —ceg +bfg + cbd N

l

_aer +bgq + dhp — bdr — ahq — egp
"~ aei+ bfg + chd — bdi — afh — ceg

Observacéo: E importante salientar que a solucéo sé é possivel quando:
(aei + bfg + cbd — bdi — afh —ceg) # 0

Percebeu-se, entretanto, que trabalha-se apenas com os coeficientes e termos
independentes do sistema S, assim como no Exemplo (1), desta forma podemos

formar as seguintes tabelas:

|. Seja A atabela de coeficientes:

Q Q. Q
S 00T
N\hﬁ

onde a 12 coluna encontra-se o0s coeficientes da incégnita x, na 22 coluna os
coeficientes da incégnita y e na 32 coluna os coeficientes da incoégnita z das
equacdes do sistema S.

e Chamaremos de determinante de A, denotado por detA = D o valor numérico

da expresséo (aei + bfg + cbd — bdi — afh — ceg).

Il. Seja B a tabela de coeficientes com a substituicdo da coluna dos coeficientes

da incognita x pelos termos independentes.
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ST
S o
N\hﬁ

e Chamaremos de determinante de B, denotado por detB =D; o valor

numérico da expressao (biq + cer + fhp — chq — bfr — eip).

lll. Seja C a tabela de coeficientes com a substituicdo da coluna dos coeficientes

da incognita y pelos termos independentes.

Q@ Q Q
=TQT
N\hﬁ

e Chamaremos de determinante de C, denotado por detC =D, o valor

numeérico da expressédo (aiq + pfg + cdr — pdi — afr — cgq).

IV. Seja D a tabela de coeficientes com a substituicdo da coluna dos coeficientes

da incognita z pelos termos independentes.

Q@ Qo
S 0 oS
=TQT

e Chamaremos de determinante de D, denotado por detD = D; o valor
numeérico da expresséo (aer + bgq + dhp — bdr — ahq — egp).

Desta forma, temos que:

D Dy Ds
X—D,y—D eZ—D

3.6.1 Teorema de Cramer.

Consideremos um sistema linear onde o numero de equacdes é igual ao
namero de incognitas (m = n), chamaremos de matriz de A a tabela em que as
colunas séo formadas pelos coeficientes das incognitas das equacfes do sistema.
Assim teremos uma matriz quadrada onde |A| = detA # 0, com solugcéo possivel e

anica (a,, a,, as, ..., a,) tal que:
D; .
a, = E,Vl € {1,2,3, ...,Tl}

Onde D; é o determinante da matriz obtida de A, substituindo-se a i"ésima coluna

pela coluna dos termos independentes da equacao do sistema.
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4. DETERMINANTES

Como ja expomos anteriormente a origem dos determinantes remete ao
desenvolvimento da regra de Cramer, no século XVII, durante os estudos de
processos para resolucéo de sistemas lineares.

A Regra de Cramer surgiu para solucionar sistemas de n equacdes e n
incégnitas e baseia-se essencialmente nos determinantes de matrizes quadradas
para determinar os valores das incognitas de um sistema linear. Desta forma foram
desenvolvidos varios meétodos para extracdo de determinantes visando sua
praticidade. Para tanto, se fez necessaria uma tabulacédo dos coeficientes e termos
independentes das equacdes dos sistemas lineares, visando simplificar visualmente
os célculos envolvidos, surgindo assim a ideia de matriz. Portanto tendo em mente
uma das importantes utilidades dos determinantes de analisar e/ou solucionar 0s
sistemas lineares, neste Capitulo veremos algumas técnicas de encontrar
determinantes.

Como a nocao de determinantes surge antes de matriz, decidimos na secao
logo abaixo mostrar apenas uma nocdo do conceito de matrizes, que sera

aprofundada no Capitulo seguinte.

4.1 Noc0Oes de matrizes

Definimos, neste momento, a nocdo de matriz apenas como uma tabela de
valores, formada pelos coeficientes das incognitas ordenados em colunas ou
combinados com a coluna dos termos independentes de um sistema linear,
delimitada por colchetes ou chaves.

Esta representacdo foi criada para facilitar a visualizacdo dos célculos nas
extracdes dos determinantes, jA que as operacdes sdo realizadas apenas entre 0s
coeficientes e termos independentes. Desta forma, a tabela apresentara um formato
quadrado, denominado de matriz quadrada, pois o niumero de linhas (i) é igual ao
namero de colunas (j).

De uma forma geral, seja S um sistema de n equagbes nas incognitas

X1 X2 X3,..0, Xy



(A11X1 T Qu2X2 + A43X3

Az1X1 + Az2X3
S {azix; + azyx,

An1X1 T Ap2X;

+ + +

+ apzxs + ..

.+ ainx,
.+ axpx,
.+ azpx,

+ aunXn
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temos, portanto, como representacdo tabular dos coeficientes de S, a matriz

quadrada formada pelos elementos a;; Viej € {1,2,3,...,n} representando as linhas

e colunas, respectivamente, na qual chamaremos de matriz de ordem n.

rdi11 A1z
a1 Qp;
as; Qasp
aiq ap
[ An1 an2

a3
ass

alj
azj

A1nT
arn
Qszn

Ain

ann -

podendo ainda, uma das colunas dos coeficientes ser substituida integralmente

pelos termos independentes, ou seja:

by Az A3 .. Oy
b, az; az; .. ay;j
b; az; asz; .. asgj
bi ai» a3 aij
by Apz Apz . Qg
(11 Q2 by Qg j
az1 Az by az;j
az1 Qz; bs Qs
Qi 27) bl al]
[Ap1 Ap2 bn an]
[A11 Qg2
a1 Qp;
asz1 Qas;
a1 a;
[Ap1  Ap2

[a11 by
az; by
as; bs
aiq bl

_anl bn

a3
ass
ass

alj
azj
a3j

al-]-
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Observacdo: As matrizes quadradas de ordem n admitem duas diagnoais:
diagonal principal, compostas pelos elementos a;;,i =j,Viej€{1,2,3,..,n} e a
diaginal secundaria, composta pelos elementos a;,i+j=n+1ViejE
{1,2,3,...,n}, ou seja:

Seja a matriz M de ordem n, representando os coeficientes de um sistema S

i1 A4 Aq3 ... alj e QAn7
a1 0Qpp 43 ... Clzj e Qop
azq dQdzp; dAzz ... a3j . QAzp
M= ,
aiq ain a3 aij . QAin
|Ap1 Qpo2 Apz . anj O ¢

temos que:
e diagonal principal de M = {ay;, az;, ass, ..., aij, -, ann} €

e diagonal secundaria de M = {a;, az;n-1y, Azn-2), -» Aijs - » A1 }-

Exemplo: Seja A uma matriz de ordem 3

1 2 3
A=14 6 7]
5 8 9

ediagonal principal de A = {1,6,9} e

ediagonal secundaria de 4 = {3, 6, 5}.

4.2 Definicdo de determinante (n < 3)

Seja M uma matriz de ordem n, pertencente ao conjunto de matrizes
guadradas. Indicaremos o determinante de M por detM, |M| ou a tabela dos
elementos da matriz M delimitada por duas linhas verticais, que podera ser obtido

através da operacao de seus elementos, da seguinte forma:

i) Se M é de ordem n = 1, entdo det M é o Unico elemento de M.
M =[a,;,] > detM = a,,

Exemplo

M =[7] > detM =7
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ii) Se M é de ordem n =2, entdo detM € a diferenca entre o produto dos

elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria.

a1 Qi
- [a21 azz] = detM = ay; .az2 — Ay - A1 (V)
Exemplo (1)

M=[_31 g]:detM=3. 2-5.(-2)=6+10 = 16

Exemplo (2)
COSX Senx
M = [seny cosy] = detM =cosx . cosy —senx. seny = cos(x + y)

iii) Se M é de ordem n = 3, isto é:
a1 Q412 Qg3

M = a21 a’22 a’23 = detM = a11 . a22 .a33 + a12 .a23 . a31 + a13 .a21 .a32 —_
31 dszp dsz

\D)

Q13 .01 032 — Aq1 -A23 -A32 — Aq2 - U271 -A33
Esta definicdo podera ser obtida através da regra de Sarrus®, seguindo os

seguintes passos:

1° passo
Reescrevemos as colunas da matriz e repetimos do seu lado direito as duas
primeiras;
a1 a2 ais a1 a1z
az1 Qaz2 az3 az1 Qz2
azq azz ass3 azq azz
2° passo

Os termos precedidos pelo sinal de + sdo obtidos multiplicando-se os

elementos segundo a direg&o da diagonal principal.

Aq1 .G .033;, Q12 .Ap3.031; Q13 .01 -A32

3° passo
Os termos precedidos pelo sinal de — s&o obtidos multiplicando-se os

elementos segundo a direcao da diagonal secundaria.

Aq3.021 -032; Q91 .023.032; A1 -Apq -A33
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Isto é:

Portanto o determinante de uma matriz de ordem 3, pela regra de Sarrus, é

obtido através do somatoério dos produtos do 2° passo e 3° passo.

Exemplo (1)
1 3 4
5 2 -3=1.2.24+3.(-3).1+4.5.4—-(4.2.1) —[1.(-3).4] —(3.5.2)
1 4 2
=4-9+80—-8+12-30=49
Exemplo (2)
1 10
0 1 0/[=1.1.1+1.0.04+0.0.0-(0.1.0) =(1.0.1) —=(1.0.1)=1+
0 1 1
0+0-0-0-0=1
Exemplo (3)
9 7 11
-2 1 13(/=9.1.6+7.13.5+11.(-2).3 —(11.1.5) —(9.13.3)
5 3 6

—[7.(~2).3] =54 + 455 —66 — 55— 351 +42 =79

4.3 Menor complementar e cofator

4.3.1 Menor complementar

Consideremos uma matriz M de ordemn>2 e a;; €M, Viej€({1,2,3,..,n}
representando as ordens das linhas e colunas, respectivamente, definimos menor
complementar do elemento q;;, € indicamos por D;;, como sendo o determinante da
matriz que se obtém, suprimindo a linha i e a coluna j de M.

Vejamos a determinacdo dos menores complementares para uma matriz

genérica de ordem 2.



Seja

M =

entdo temos:

|t
|

211 a12]

|
[321]—32)

[a11 a1z ]

321 —[az2 ]

= Dy; = laz| = az;

= Dy = lay| = ay; ;

[a11 a12]
azy  QAzzl’

= Dy =lajy| =a; €

= Dy, = lagq| = ay;.

Exemplo: Seja

entdo temos:

s
| =
7 8
5 —[6]]

=

7 8]

[5 6
| =

[7]—8
5 6]

| | =
78]

Dy, = 18] = 8;

Dy, =17=7,;

D,y =16l =6 e

D3, = |5| =5.

vl

51



52

Vejamos a determinacdo dos menores complementares para uma matriz

genérica de ordem 3.

Seja

entdo temos:

azs

a33_

azs

azs

aiq
M = |az1
asq
az,
= Dll = a32
azq
= D12 = |a{31
az,
= D13 == |a31
a,
= D21 = |a32
ajq
= DlZ - a31

a3
azs|,
ass

ai»
az,
as,

a3

= Qyp.0Q33 — Up3.037;
a33| 22 -a33 23 - a3z,

az3|

= Qyq.033 — Q3 .0d31;
33 21033 23 - 31,

az;

= Qyq.037 — Qyy .031,
a32| 21032 22 Q31

aq3
| = Qqp.033 — 413 .03,

ass

a3

= Qq1.033 — Qq3.0437,
a33| 11 -a33 13 - Q31



aii ai»
a1 — dz2
Ld3q asz
[ A1 A
|
az1 azz
|
[|d31| — d32
aii iz
|
az1 azz
|
[A31 — |32
[A11 P
az1 azz
[d31 — 0432

Exemplo: Seja

entdo temos:

a3
I
ax3||= D1z =
I
a33_
aq3]
a3 | = D12 =
— Q33|
aq3]
az31= D,
— (dzz]
a3
I
a23 = D12
I
sz
M
3]
I
6
7} = Dy = 3
9
3]
I
4
7‘ = D12 - |5
9

ag»

= Qq1.03; — Qg3 .037,
a32| 11 - A32 12 - 431,

a3

= Adqp.023 — Q13 .07,
a23| 12 23 13 22

a3

= Q11 .03 — Aq3.031,
a23| 11 23 13 21

ap»

= 4q1.099 — Q12 .0y1,
a22| 11 22 12 21

6.9—7.8=-2;

4.9-7.5=1;
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8— 6
9-3
9-3
8- 2
7—3
7—3
6— 2

5=2
8 = —6;
5=-6;
5=-2;
6 = —4;
4=-5
4=-2
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4.3.2 Cofator

Consideremos uma matriz de ordemn > 2 e sejaa;; EM, Viej€{1,2,3,..,n}
representando as ordens das linhas e colunas, respectivamente definimos cofator do
elemento a;;, e indicamos por 4;;, como sendo o niimero: (—1)"*/. D;;.

Tomando como exemplo (VII) temos:

1 2 3
M = [4 6 7],
5 8 9

onde:

Ay = (D" Dy = (-1)%.(=2) =1.(=2) = =2;

A, =DM . Dy =(-1)°*. 1=(-1). 1 =-1;

A =DM . Dy=(-D*.2=1.2=2;

Ayy = (=1)** . Dy = (=1)°.—6 = (=1).(=6) = 6;

Ay = (1)**2. Dy = (=1)*.(—=6) = 1.(—6) = —6;

A3 = (1% Dz = (-1)°.(=2) = (-1).(=2) = 2;

Az; = (=131, D3y = (=1)*.(—4) = 1.(—4) = —4;

A3y = (=1)°*2. D3; = (=1)°.(=5) = (=1).(=5) = 5;

Azz = (=1)°*3. D33 = (=1)°.(-2) = 1.(=2) = 2.

4.4 Definicdo de determinante de ordem n (caso geral)

Com o auxilio de cofator vamos definir determinantes para matrizes de ordem
n qualquer.

Seja M uma matriz de ordem n. Definimos determinante da matriz M, e
indicamos por det M, da seguinte forma:

i) Se M é de ordem 1, entdo M = [a,;] = detM = a,,

ii) Se M é de ordem > 2, entdo:

Ay1 Qyp -+ Qyn .. arq ayy - Qop
M=| "7 .. 'ledefinimos detM = _
Au1 QAp2  ° Aun nz  ** Qpn

n

A11.A11 + azq Az tazq Az + ot ap Apg = Z ai1 - Ap
i=1
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Portanto, o determinante de uma matriz de ordem n € a soma dos produtos dos

elementos da 1° coluna por seus respectivos cofatores.

Exemplo (1)

b
d =a.A;;+c.Ayy=a.(-1D)*.d+c.(-1) . b=a.d—c.b,

confirmando a defini¢ao particular (V)

Exemplo (2)
[a] b c
@ d e :a.A11+d.A21+f.A31:
g h
d e b ¢ b ¢
—1)2 —1)\3 —_1\4 —
a. (D7 [ B+ d D) S D .|d e|_

a.(d.h—e.g)—d.(b.h—c.g)+f.(b.e —c.d)=
a.d.h—a.e.g—d.b.h—c.d.g+b.e.f —c.d.f,

confirmando a definigdo particular (VI) da Regra de Sarrus.

Exemplo (3)
1 2 -2
2 0 4
[0] 2 0 4 5
=3A11+0A21+0A31+0A41=3(—1) 4 1 _2 =
[0] 4 1 -2 1 3 3
[0] 1 3 3

3.{(2.1.3)+[0.(=2).1] +[(4).4.3] - [(4).1.1] = [2.(=2).3] = (0.4.3)} =
3.(6+0+48—4+12—0}=3.62 =186

Exemplo (4)
2 1 1
1 4 3
=1. 44 +2. 4y, +3. A3, +4 .44, =
0 0 11 21 31 41
3 2 -5
1 4 4 2 1 1 21 1
1.(-D%.fo0 0 2[+2.(-D%.J0 0 2|+3.(-D*.]1 4 3|+
3 2 -5 3 2 -5 3 2 —5
2 1 1
4.(-D%.|1 4 3|=1.(20)—2.(-2) +3.(-48)—4.(14) = -176
00 2
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Observacdo: Notemos que quando a 12 coluna ndo contem zeros O processo
se torna extremamente trabalhoso, entretanto podemos atenuar esta situagédo com o

teorema a sequir.

4.5 Teoremade Laplace

O determinante de uma matriz M, de ordem n > 2, é a soma do produto dos
elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) por seus respectivos cofatores. Isto
e:

e Se escolhermos a coluna j da matriz M, sendo

_all a12 s alj e aln_
a21 a22 en aZJ en aZn
M =
aiq ai» al-j Ain
| Ap1 Apo - anj we Qpnld

entdo: detM = aqj -Alj + azj -AZj + -+ Qnj 'Anj

e Se escolhermos a linha i da matriz M, sendo

_all a12 en alj en aln_
a21 a22 s azj e aZn
a;q a;o al-j N

|Ap1 Apo - Apj - Apn

entdo: detM = a;q 'Ail + air -AiZ + -4+ Ain 'Ain
Portanto, ndo dependemos apenas dos elementos da primeira coluna para
calcular um determinante de uma matriz de ordem n, os elementos de qualquer fila

(linha ou coluna) e seus respectivos cofatores conseguem definir um determinante.

Exemplo:

B wWw N -
wo RN
N OB
U1 W
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Se escolhermos a terceira linha para realizar o calculo da definicgdo do

determinante, temos:

1 2 1 1
2 1 4 3
3] [o] [0] [2]
4 3 2 5

Assim:
detM = a3;. Az1 +azp. A3y +a33. Az + a3y . Azy =
A31. A3; +0. A3y +0. Az3 +2. Agy =
3. A3, +2. Az,

Percebemos que ao escolhermos a 32 linha, para o célculo do determinante,
diminuimos nosso trabalho, pois s6 precisamos determinar 2 cofatores. Entretanto,
se tivéssemos escolhido a 12 coluna como define o teorema geral, teriamos que
calcular 4 cofatores, o que demandaria mais calculos.

Portanto, baseado no Teorema de Laplace, devemos escolher para céalculo do
determinante de uma matriz de ordem n, uma fila mais conveniente, ou seja, que
possuir a maior quantidade de zeros.

Observacéo: Caso a fila da matriz de ordem n for toda composta por zeros,

entao seu determinante também sera zero.
4.5 Regrade Chio

A Regra de Chid? é um processo Util e bastante pratico para reduzirmos em
uma unidade a ordem de um determinante de ordem n > 2, tornando-o mais simples
de se extrair.

Para iniciarmos o processo € essencial que o primeiro termo da matriz
quadrada (a,,) seja igual a 1. Caso a,; # 1, podemos utilizar o Teorema de Jacobi®,
gue basicamente permutas filas paralelas e substitui uma fila pela soma dela com
outra paralela (somando termo a termo), até que consigamos ter a;; = 1, pois tais
operacOes nao alteram o determinante.

Consideremos uma matriz M de ordem n > 2, tal que a,; = 1, isto é:

[a11 a2 A3 ... QAqp
a1 Qpp dz3 ... dzpn
M =laz; dzz dazz .. dzp

lanl Anz Az - annJ
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¢ Adicionemos a 22 coluna, a 12 multiplicada por -a;,.

e Adicionemos a 32 coluna, a 12 multiplicada por -a,5.

o ..

e Adicionemos a i"ésima coluna, a 12 multiplicada por -a, ;.
o

¢ Adicionemos a n’ésima coluna, a 1@ multiplicada por -a,,.

Desta forma obteremos a matriz M’ de forma que det M’ = det M.

Ou segja:
| 1 0 0 0 |
A1 QG —0Ap1.Gq2 Ap3 —0A21.413 ... OApp —A21.-01p
!
detM' =|a3; a3z —Q31.012 Q33 —0d31.013 .. Q3p — 031.01q
Qp1 QApz —Qui1-A12 Qpz — Apy-A13 o Apy — Api1.A1p

Pelo teorema de Laplace, temos:

Ay —0A21.Q12 Q3 —d21.Q93 ... Opp —d21.01p

a3y —A3q.Q92 Q33 —dA3q.G093 ... (03p —d31.01p
detM' = ,

Apz — Ap1-A12 Apz — Ap1-A13 ... App — Ap1.A1p

onde detM' é de ordem (n—1). Ou seja, para utilizar a regra de Chid, devemos

seguir 0s seguintes passos:

1° passo
Dada a matriz M, verificar se o elemento a,; = 1, caso contrario aplicar o teorema de

Jacobi até que a;; = 1.

2° passo
Suprimir a 12 linha e 12 coluna de M.

3° passo
Subtraimos de cada elemento restante na matriz, o produto entre os elementos que

se encontram nas “extremidades perpendiculares” tragada do elemento considerado,

a 12 linha e 12 coluna.
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4° passo
Com as diferencas obtidas, construimos uma matriz de ordem (n—1), cujo o

determinante é igual ao de M.

Observacoes:

e Se na matriz M, a,; # 1, e existir algum outro elemento igual a 1, podemos
atraves de trocas de filas paralelas, criar outras matrizes cujo a;; = 1.

e Caso a matriz M nao tenha nenhum elemento igual a 1, poderemos utilizar o
teorema de Jacobi, para criar uma nova matriz M’ até que tenha um elemento
igual a 1.

Exemplo: Seja

1 2 4 2]

3 7 5 6
M= |1 10 4 5 |=

3 8 2 3

1 12 4 2

3 7 5 6
detM= |1 {10 -4 5 |=

3 8 2 3

7-(2.3) 5-(4.3) 6—(2.3)
10—-(2.1) —-4—-(4.1) 5-(2.1)|=
8—(2.3) 2-(4.3) 3-(2.3)

1 -7 0
8 -8 3 |=
10 -3
—8-(-7.8) 3-(0.8)| _|-8+56 3-0 :|48 3|:
-10-(-7.2) -3(0.2)] " l-10+14 -3-o0l" 14 -3

144 — 12 = —156



61

5. MATRIZES
5.1 Defini¢cdes e tipos de matrizes

Antes mesmo de Sylvester® batizar de matriz uma tabela de ndmeros
delimitada por simbolos (colchetes ou parénteses) que representava de forma
ordenada em colunas as incognitas e termos independentes das equacfes de um
sistema linear, estas ja eram utilizadas exclusivamente como ferramentas auxiliares
nos calculos de determinantes. Inclusive a palavra matriz, vem do latim matrix, que
significa Utero materno, ja que para Sylvester a tabela de nimero era um érgao que
gerava varios determinantes.

Entretanto foi Cayley® que percebeu o seu significado mais amplo e introduziu
sua notacgao para simplificar uma transformacao linear. Assim no lugar de:

{x’ = ax + by

!

y = ¢ + dy
escrevia:
oy |4 b
@y =" @y
construindo assim o produto de matrizes, matriz inversa, que pressupde o elemento
neutro (matriz identidade) e posteriormente as operac¢des de adicdo, multiplicacédo

por escalar e as propriedades destas operacdes, tornando suas aplicacdes mais

amplas, tornando-as independentes dos determinantes, como veremos a seguir.
5.1.1 Definicao

Dados dois nUmeros m e n naturais e ndo nulos, denomina-se matriz m por n

(indica-se m x n), toda tabela M formada por numeros reais distribuidos em m linhas

e n colunas.
Exemplos:
3 5 971, _
. NG % 0,8 é umamatriz 2 x 3

4 James Joseph Sylvester (1814-1897) foi um matematico inglés que contribuiu fundamentalmente
no desenvolvimento da teoria matricial, teoria dos invariantes, dos niumeros e andlise combinatoria.
5 Arthur Cayley (1821-1895) foi um matematico e professor britdnico que contribuiu para o
desenvolvimento da multiplicagdo matricial e o teorema de Cayley.
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. |V3 8
110 38

. [3

[—7
V. | 8
3,8

1 —17

V. ] é uma matriz 2 x 2

(2 7

é uma matriz3x 1

€ uma matriz 3 x 2

—5 9] éumamatriz 1x 3
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Podemos encontrar exemplo de matrizes, inclusive, no hosso cotidiano.

Exemplo:
5.1 — Tabela semanal de horas por atividades fisicas
Diada | Andar de Caminhar Correr a Hidroginéstica
semana | bicicleta acelerado 12km/h
2% feira 1 0 0 1
3? feira 0 0 1 0
42 feira 0,5 0,5 0 0
52 feira 0 0 0,5 1,5
6° feira 0,5 1 0 0

Fonte: préprio autor

5.1.2 Representagéo de matrizes

Em uma matriz qualquer M, cada elemento € representado por a;;. O indice i

indica a linha e o indice j a coluna as quais o elemento pertence. Foi convencionado

gue as linhas devem ser ordenadas de cima para baixo (de 1 a m) e as colunas da

esquerda para a direita (de 1 a n). Desta forma, uma matriz mx n, pode ser

representada por:

Uma matriz m x n também pode ser indicada por M = (a;;), i € {1,2,3, ...

i €{1,23,..,n} ou simplesmente M = (a;;)m xn-

a1 Ag
a1 04z
am1 Am2

am1 Am2
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5.1.3 Matrizes especiais

a) Matriz linha: é toda matriz do tipo 1 x n, isto é, que possui apenas uma unica

linha (Exemplo Il da pagina 60).

b) Matriz coluna: € toda matriz do tipo m x 1, isto €, que possui apenas uma

Unica coluna (Exemplo IV da pagina 60).

¢) Matriz nula: é toda a matriz que possui todos os elementos iguais a zeros

(nulos).

d) Matriz quadrada: é toda a matriz do tipo n x n, ou seja, que possui 0 numero

de linhas igual ao nimero de colunas.

[a11 a2 QA3 - aln'l
|@21 G2z Q23 ... Qzn|
las; as; azs ... aspl
lanl Any QApz - annJ

Este tipo de matriz possui duas diagonais:
e diagonal principal: sdo todos os elementos de uma matriz quadrada de ordem
n que possuem os dois indices iguais, isto é:
{aij |i = j} = {a11, 22, A33, o, A}
ediagonal secundaria: sdo todos os elementos de uma matriz quadrada de

ordem n que possuem a soma dos indices igual a n + 1, isto é:

{aull +] =n-+ 1} = {aln, az(n_l),a3(n_2), . anl}

e) Matriz diagonal: é toda matriz quadrada de ordem n, em que todos 0s

elementos, com excecao dos elementos da diagonal principal, s&o iguais a

zero.
a;; O o .. 0
[ 0 a, 0 .. O l
0 0 as3 0
0 0 0 annJ

Ou seja,
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l a;; # 0, sei=j

[aij]nxn;ta que {aij =0, sei#j

f) Matriz identidade: é toda matriz quadrada de ordem n, denominada I,, em
gue todos os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1, e os demais

séo iguais a zero.

[1 0 O 0]
|0 1 0 0|
I0 0 1 0I
lo 0 o . 1l

Ou seja,
xij=1 sei=j

[i]n x n, tal que {xij =0, sei+#j

5.2 Igualdade de matrizes

Duas matrizes A = (a;j)mxn © B = (bij)mxn, S@0 ditas iguais quando sao de

mesma ordem e seus elementos correspondentes sdo iguais, os seja, a;; = b;;, Vi €
{1,2,3,...,m}evVvje {1,2,3,..,n}

Exemplos

1 2 1 2 .
o [3 4] = [3 4] ,DOIS Ay = byy, Q13 = byy, Az1 = byg € azy = byy.

1 2 1 2 ,
0[3 4]7&[2 1'P015a21¢b219a22¢b22'

5.3 Adicéo de matrizes

Dadas duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn, denomina-se soma de
A + B uma terceira matriz C = (¢;j)mxn, tal que ¢;; = a;; + b;j, Vi€ {1,2,3,..,m} e
vje {1,2,3,..,n}. Ou seja, a soma de duas matrizes A e B de ordem m x n € uma
matriz C de mesmo tipo de A e B em que cada um de seus elementos é a soma dos
elementos correspondentes de A com B.
Exemplos
g [_32 _51 3] + 2 (1) —54] - [(—32;_3 6 (—51-)I_-|(3 1 7 ?I--I(_—54) - [141 (5) 134]

LR [0 ST )
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5.3.1 Propriedades da soma de matrizes

i) é associativa: (A+B)+C=A+ (B + (), para toda matriz A,B,C do tipo
mxn.

ii) € comutativa: A + B = B + A, para toda matriz 4, B do tipo m x n.

iit) possui elemento neutro: 3 M|A + M = A, para toda matriz A do tipo m x n.

iv) todo elemento tem simétrico:v Adotipomxn, 3A'|A+ A" =M = 0.

5.3.2 Matriz oposta

Dada a matriz B = (b;j)m xn,» chamamos de matriz oposta (indica-se por -B) a
matriz B'| B + B’ = 0.

Exemplo: Seja

a b c¢
B=|d e f],
h i

9

e Facamos a matriz - B mudando os sinais dos elementos. Assim temos:

—-a —-b -—c
-B = [—d —e —f], logo

-g —h —i
—-a —-b -—c a—a b—b c—-c 0 0 O
—d -—e —f]:[d—d e—e f—f]=[0 0 0].

-g —h —i g—9g h—h i-—i 0 0 O

a
d
9
Portanto - B € a matriz oposta de B.

b c
B+ (-B) = e f|+
h i

5.3.3 Diferenca de matrizes

Dadas duas matrizes A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn, denomina-se diferenca de

A por B a soma de A pela oposta de B, ou seja A + (—B) = A — B.

Exemplo
2 5 0 0 1 9 2 5 0 0 -1 -9
-3 7 2|—-|-3 4 1|=|-3 7 2|+ |3 -4 -1|=
1 -8 8 6 2 3 1 -8 8 -6 -2 -3
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(-3)+3 7+(-4) 2+(D|=lo 3 1

2+0 5+(-1) 0+4+(-9) 2 4 -9
1+4(—6) —8+4(=2) 8+ (-3) [—5 ~10 5 ]

5.4 Multiplicacdo de matrizes
5.4.1 Produto de namero por matriz

Dado um ndmero k e uma matriz A = (a;)mxn, k.-A € uma matriz B =
(bijJmxn, tal bjj =ka;; Vi€ {1,2,3,..,m} e Vj€ {1,2,3,..,n}. Ou seja, o produto
de um numero k por uma matriz A é uma matriz B de mesmo tipo de A onde cada
um de seus elementos é um produto de um elemento correspondente de A
multiplicado por k.

Exemplo

_ 3.1 3.(=2) 3.3 _
3'[41; 52 —32]= 3.4 3(.5) 3. (=2) =[132 156 —96]

5.4.2 Propriedades do produto de um numero por matriz

i)a.(b.A) = (a.b).A
ii)a.(A+B) =a.A+ a.B
iii)(a + b).A =a.A+ b.A
iv)1.A =4

5.4.3 Produto de matrizes

Dadas duas matrizes A = (a;j))mxn © B = (bjx)nxp, denomina-se de produto

AB uma terceira matriz C = (¢jx)mxp, tal que:

n

Cik = Qi1 'blk + A, 'b2k + a3 'b3k e Aim 'bnk = Zaij b]
j=1

Paratodoi € {1,2,3,..,m}etodo k € {1,2,3,...,p}
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Observacoes:

i) O produto de matrizes AB sO € garantido se e somente se 0 numero de
colunas de A for igual ao niumero de linhas de B

ii) O produto de matrizes AB resulta em uma matriz C onde o numero de linhas
€ igual ao de A e o de colunas igual ao de B

iii) Um elemento da c;;, da matriz C = AB deve ser obtido seguindo 0s passos:

1° passo
Toma-se a linha i da matriz A: [@i1 @iz Qi3 .. Qin| (N elementos)
2° passo
Toma-se a coluna k da matriz 4:
by
by
bs; | (n elementos)
bnk
3° passo
Coloca-se a linha i de A na vertical, ao lado da coluna k de B.:
a1 by
A2k | |bak
a3k b3k
ank lek

4° passo
Calculam-se os n produtos dos elementos que ficaram lado a lado
aj; - byy
A2k - b2k
A3k b3k
ank - bnk

5° passo
Soma-se esses n produtos obtendo-se ¢y,



68

Exemplo (1)

F ﬂ P 3 q_¢z1+32 2.3+3.1 2.0+3.17 _
4 612 1 11 l41+6.2 4.3+6.1 4.0+6.11"

[2+6 6+3 0+ﬂ_[8 9 3

4412 12+6 0+6l l16 18 6

Teorema:
Se A= (ajj))mxn €NtA0 AL, =Ae A=A

5.4.4 Propriedades do produto de matrizes

i) é associativa: (AB)C = A(BC), quaisquer que sejam as matrizes

A= (aij)mxw B = (bjk)nxp: C=(x)mxn

ii) é distributiva a direita em relacdo a adicao: (A + B)C = AC + BC quaisquer

que sejam as matrizes A = (a;j))mxn B = (Bjidmxn €= (Cjk)nxp

iii) é distributiva a esquerda em relacdo a adicdo: C(A+ B)=CA+CB

quaisquer que sejam as matrizes A = (a;j))mxn B = (bjr)mxn C = (Cki)p xm

iv) (kA)B = A(kB) = k(AB) quaisquer que sejam as matrizes A = (a;j)mxn

B = (bjk)nxp € k um numero real

Observacao:
E importante frisar que o produto de matrizes ndo admite a propriedade

comutativa (em geral).

e Dada duas matrizes A = (a;j))mxn B = (bjx)nxp € falso afirmar que AB =
BA, pois existem casos que 3 AB e A4 BA, para isto basta m # p.

e Dada duas matrizes A = (a;j))mxn B = (bji))nxm € falso afirmar que AB =
BA, pois até existem casos que 3 AB e 3 BA, porém sado de tipos diferentes.
Isto ocorre quando m # n.

e Mesmo quando as matrizes A e B sdao de mesma ordem, quase sempre
AB # BA
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e Quando o produto de matrizes AB = BA, dizemos que A e B comutam. Uma
condicdo necessaria para que isso aconteca € ambas serem quadradas de

mesma ordem.

Exemplos
l. a b] comuta com 1 O]
lc dl 0 1
1 a b] comuta com 0 O]
lc dl 0 0
m. [ b] comuta com [ d _b]
lc dl L—C a

e E também importante salientar que a implicagéo

AB=0=>A=00uB=0
é falsa, pois é possivel encontrarmos duas matrizes ndo nulas onde seu
produto € a matriz nula.

Exemplo
[1 0] [0 0] _ [0 0
0 ol'lo 1 0 0
5.4.5 Matriz transposta

Dadas a matrizes A = (a;j)mxn, Chamaremos de transposta de A, a matriz
At = (a'ji)nxm, de a'j; = a;; para todo i e todo j. Logo a 12 coluna de A* é igual a 1@
linha de A. Repetindo o processo, concluimos que as colunas de AY séo

ordenadamente iguais as linhas de A.

Exemplo
1 5

. Sed =|7 3] :>At=[é Z 2
8 2

sen=[) 8] == ]

-5
. SeC =[-5 0 2] =t =[O]
2
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5.4.6 Propriedades de matriz transposta

i) (A" = A para toda matriz A = (a;;)mxn
ii)A=(a;)mxn€B = (bij)mxn, €ntdo (A + B) = A* + B!
iii) A = (a;j)mxn € k € R, entdo (kA)" = kA

iv) Se A = (@;)mxn € B = (bji)nxp, ENtAO (AB)! = A'BT

5.4.7 Matriz simétrica

Uma matriz simétrica € uma matriz que é igual a sua transposta. Para que esta
definicao faca sentido, as matrizes simétricas sdo necessariamente quadradas. Ou
seja, se A = (a;;) de ordem n, dizemos que A é simétrica quando A = A*. Logo, A*
também sera uma matriz quadrada de ordem n. Assim, temos:

a;;=a;,Vi,vVj€ {1,2,3,..,n}

Isto €, os elementos simetricamente dispostos em relacdo a diagonal principal

sao iguais.

Exemplo: Seja

2 4 4

A=|4 6 6], entdo temos que:
4 6 9
2 4 4

At =14 6 6], portanto A = A
4 6 9

Podemos observar que o0s elementos simétricos em relacdo a diagonal

principal da matriz A = (aij)3X3, S80 iguais, ou seja: a,; = ay1, a3 = 31 € dy3 = A3y.
5.4.8 Matriz antissimétrica

Uma matriz antissimétrica € uma matriz transposta que é igual a sua matriz
oposta. Para que esta definicdo faga sentido, as matrizes antissimétricas sao
necessariamente quadradas. Ou seja, se A = (al-j) de ordem n, dizemos que A é
antissimétrica quando —A4 = A > A = —A*'. Entdo, A® e —A também serdo matrizes
guadradas de ordem n. Assim, temos:

aij = —aﬁ,Vi € {1,2,3,...,n}e‘v’j € {1,2,3,...,7’1}



71

Isto é, os elementos da diagonal principal sdo nulos e os simetricamente

dispostos em relacao a ela sdo opostos.

Exemplos:
0 a b ¢
0 —a1 [0 =% H |-« 0 a4 e
a O ]; 4 O _6 ’ —b _d 0 f
4 6 0 ¢ —e —f 0

5.5 Matriz inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, chamamos de matriz inversa de A,
caso exista, a matriz A~! (que é Unica), tal que A4~ = A4 = I,,, como A~! comuta

com A, A~! também é uma matriz quadrada de ordem n.

Exemplos:
. A= B 3] éinversivele A™1 = [_72 _13] pois:
_ 1 3 7 =3 1 0 _ 7 =311 3 1 0
AAlz[z 7]'[—2 1]:[0 1212”1‘4:[—2 1]'[2 7:[0 ="
1 2 7 1 31 -19
. A=0 3 1] é inversivele 471 = [O 2 -1 ] pois:
0 5 2 0 -5 3
1 2 7 1 31 -19 1 0 O
AA‘1=[O 3 1].0 2 —1]=[0 1 0]=I3e
0 5 2 0 -5 3 0 0 1
1 31 -—-191 11 2 7 1 0 O
A'A=10 2 —1].[0 3 1]=[0 1 0]=I3
0 -5 3 0 5 2 0 0 1

5.5.1 Determinag&o de uma matriz inversa

Existem varios métodos para se determinar a inversa de uma matriz
quando possivel.

Exemplo: Seja B = [i é] podemos determinar a sua inversa B~ 'através da

~ -1 . -1 , . . .
expressao B. B = I, onde incialmente B, sera escrita como matriz generica de

ordem 2, desta forma teremos:

-1 _ 2 171 [b1a b12]_ 1 0 2b11 + by 2b12‘|'bzz]_ 1 0
BB =hL= [1 3]'1)21 by, = lo 1] = |byy +3by,  byy + 3by, _[0 1] =
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2b11 + b21 =1 {2b12 + b22 = 0
(1) {bll + 3b21 = 0 € (2) b12 + 3b22 =1

desta forma, resolveremos o sistema (1) e (2) para encontrarmos o0s elementos da

matriz B .
¢ Iniciamos isolando b,; da 12 equacdo do sistema (1) temos: da primeira
equacao:
byy =1— 2by.
e Substituindo: b,; na segunda equacao do sistema (1), temos:
b1 +3(1— 2by;) = 0= byy +3— 6byy = 0= 5b;; =3 by ==
e Substituindo: b,; na primeira equacéo do sistema (1), temos:
2. %"'1921=1 $§+b21=1 = by =1- g = by =1- g =>b21=_§
e Isolando b,,, na 12 equacgéo do sistema (2) temos:
byy = — 2by,
e Substituindo: b,, na segunda equacéo do sistema (2), temos:
biz+3(—=2b1p) =12 by, —6by; =12 —=5b;, =1 = by, = —=
e Substituindo: b,, na primeira equagéo do sistema (2), temos:

2.(— %) + by, =0 by, = —%, Portanto:

-1 _ 5 E
B - 1 2

Veremos a seguir um método préatico e rapido de obtencdo de uma matriz

inversa de ordem 2, utilizando determinante.
5.5.2 Método pratico de obtencédo da inversa de uma matriz de ordem 2

Considerando M uma matriz quadrada de ordem 2, para obtermos a inversa de
M, ou seja, M~1, devemos seguir 0s seguintes passos:

Passo 1

Calcular o detM

Passo 2

Dividir cada um dos termos da matriz M pelo det M
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Passo 3

Permutar os elementos da diagonal principal
Passo 4

Inverter o sinal da diagonal secundaria.
Exemplo: Seja

2 1
M= [1 3
Calculemos a sua inversa.

1°Passo - detM =(2.3)—-(1.1)=6—-1=5

2° Passo —

r
vk Ul N
Glw o r

3° Passo —

vllkr U1 W
[0 SIS W

4° Passo —| °,

5.6 Forma matricial de um sistema linear

A ideia de representar sistemas lineares como matrizes tem como objetivo
utilizar as propriedades matriciais para auxiliar e facilitar a determinacdo dos valores

das incognitas envolvidas no sistema. Como podemos verificar a seguir.

5.6.1 Matrizes associadas a um sistema linear

De uma forma geral, seja S um sistema de m > 1 equac¢des nas incognitas
X1, X3 X3,...,Xn, COMM,n € N.

f a11x1 + a12x2 + a13x3 + + alnxn = b1
a21x1 + a22x2 + a23x3 + .. + aann =
S a31x1 + a32x2 + a33x3 + .. + a3nxn = b3 y

I
S
N

AmiX1 + AQpaXs + Aps3Xs + oo + QnXn = by
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teremos trés matrizes associadas ao sistema S:
® C = (a;j)mxn,» denominada matriz dos coeficientes.
® X = (X;)nx1, denominada matriz das incégnitas. (matriz coluna)

e b = (b))m«1, denominada matriz dos termos independentes (matriz coluna)

vie {1,2,3,..,n}eVj€ {1,2,3,..,n} Ouseja:

A1 Qq2 Qg3 0 Qg X1 b,
Az1 Qpp Qz3 - Qxu| |X2 b,
S [a31 azz Qazz " a3nj .[%} = |b3j
An1 Amz2 Am3  *° Amp Xn b,
—— ———

Cc X b

Portanto o sistema linear S tem sua representacdo matricial igual a

Exemplo (1): Seja o sistema linear:

S{Zx—y+z=—3
TBx + 2y — z =1

temos entéo que:

2 -1

°C=[3 2

_11], € a matriz dos coeficientes.

X
X = [yl € a matriz das incognitas.
Z

-3

'b=[1

], € a matriz dos termos independentes.

Portanto a forma matricial do sistema S; serd [Clyx3- [X]z3x1 = [P]2x1, OU

seja:

Exemplo (2): Seja o sistema linear:

2X1 — 2Xy + 2x3— 3x4 = 4

3xq + 4x, —Tx3 + 2x, = —4
; {
4x, + 3x; — 2x3+ 4x4 = 2

temos entéo que:
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[3 4 7 2
oC=|2 -2 2 =3|, éamatriz dos coeficientes.
4 3 =2 4
%,
X2l . S
o X = X | € a matriz das incégnitas.
[ X4
[—4
ebh =| 4 [, € amatriz dos termos independentes.
| 2

Portanto a forma matricial do sistema S; serd [Clsx4- [X]ax1 = [P]3x1, OU

seja:

5.6.2 Matriz aumentada ou matriz completa

Esta forma matricial basicamente é a unido de duas matrizes associadas a um

sistema linear: A matriz dos coeficientes C, também chamada de matriz incompleta,

e a matriz dos termos independentes. Assim:

De uma forma geral, seja S um sistema de m > 1 equacdes nas incégnitas

X1 Xz X3,...,Xn, COMM,n € N,

Il
(=
N

Ay1X1 + Q%5 + ay3x3 + ... + axpx,

a11x1 + a12x2 + a13X3 + ...+ alnxn = b1
S a31x1 + a32x2 + a33X3 + ... + a3nxn = b3 )

|
kamlxl + apXy + apzxs + .o+ GppXn = by,

Temos que a matriz A = [C|b] é a matriz ampliada do sistema S, tal que:

* C = (a;j)mxn, € amatriz dos coeficientes. (matriz incompleta)

e b= (b)mx1, € a matriz dos termos independentes. (matriz coluna)

Vie {1,2,3,...m}evVje {1,23,..,n} Ouseja:

a1 Q2 Q3 Qun | by
A1 Qzp Q3 ** Qzp by
A= a3 Qaz; Aazz - Q3zp|by
An1 Omz2 Am3  *°° Amp bm
| C b -




76

Portanto A = [C|b]y x (n+1), @ Matriz aumentada do sistema S € uma forma de

matricial de representacdo matricial de um sistema linear.

Observacéao: Este formato é muito utilizado no método do escalonamento para
resolucao de sistemas lineares.

Exemplo (1): Seja o sistema linear

S{Zx—y+z=—3
TBx + 2y — z =1

temos entéo que:

2 -1

°C=[3 2

_11], € a matriz dos coeficientes.

e bh= [_13] € a matriz dos termos independentes.
Portanto a forma matricial do sistema S; serd A = [C|b], » 4, OU Seja:
2 -1 1 |—3]

-111

A:[s 2

Exemplo (2): Seja o sistema linear:

le_ 2x2 + ZX3_ 3X4 == 4

3x; + 4x, —7x3 + 2x4=—4
; {
4x, + 3x; — 2x3+ 4x4 = 2

temos entéo que:

3 4 7 2
oC=|2 -2 2 -3, éamatriz de coeficientes.
4 3 -2 4
[—4
eb =| 4 |, é a matriz de termos independentes.
| 2

Portanto a forma matricial do sistema S, sera = [C|b]; 5, OU Seja:
3 4 7 2 |—4
A=12 -2 2 -=3|4
4 3 =2 412
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5.6 Metodo de resolucao de sistemas lineares através da matriz inversa

Este método pratico de resolucéo de sistemas lineares é aplicado em sistemas

com o numero equacdes igual ao numero de incognitas e utiliza a forma matricial de

um sistema. Vejamos:

Seja S um sistema de n > 1 equagbes nas incognitas x; x, xs,...,X,, COM

n € N, isto é:

{a11x1 + a12x2 + a13X3 + + alnxn == b1
Ay X1 + AypXxy + Ay3x3 + ... + aypx, = by
S { asz;x; + azyx, + assxs + ... + aspx, = bs,
Ap1X1 + AnaXxy, + apzxs + ... + appx, = by,
onde sua forma matricial &€ dada por:
[a11 A1z 04p3 Qin [xl] [b1]
[@21 Q22 QAz3 Azn| |X2| |b2]
las; as; ass a3n|.|x3|:|b3|=>CX=b
lanl An2  An3 annJ lan lan
c X B

e Se C é invertivel, entdo C admite inversa. Logo, multipliguemos €~ pela
esquerda em ambos os membros da equacdo. Assim temos:
clc.x=c1t.»b
e Como a multiplicacdo de uma matriz quadrada de ordem n pela sua inversa,
ou vice-versa, resulta na matriz identidade de mesma ordem, temos:
[.X=C'.b>
e Como a matriz identidade é o elemento neutro da multiplicagdo matricial,
temos:
X=C1.b
Assim os valores das incégnitas de um sistema linear, de nimero de equacdes
igual ao numero de incognitas, pode ser obtido através do produto da inversa da
matriz dos coeficientes pela matriz dos termos independentes.
Portanto, neste meétodo, se faz necessario a determinacdo da matriz inversa
dos coeficientes.

Exemplo: Seja o Sistema

X—y=
S {2x+3y=5
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e Escrevendo S na sua forma matricial, temos:
L 3161= 15
c=[; Flx=[ler=[5]

pelo método da matriz inversa, temos:
X=C"1.b

Logo seja:

e Calculando a inversa de C, pelo método préatico do determinante, temos:
1

=

Ul N Ul =
w

Substituindo €~! na equag&o matricial, temos:

1 3 1
-z .[_5 _ < .(=5) + - 10 _ [_3+2] _ [—1]
% 10 (_g)_(_5)+%.10 are !

Portanto o par ordenado (—1,4) é a solugéo do sistema.

—
< xR
e—

Il

Ul DN Ul =
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6. UM EXEMPLO DE SISTEMA LINEAR 5 X 5

Neste capitulo, apresentaremos mais um exemplo, utilizando os métodos
apresentados neste trabalho para resolver um sistema linear composto por cinco
equacdes e cinco incognitas, evidenciando a praticidade e particularidades de cada
um.

Seja o sistema linear

2x—y+4z+t—u=7
—x +3y—2z—-t+2u=1
S<5x +y + 3z—4t +u=33
[3x —2y —2z—2t +3u =24
—4x —y — 5z + 3t —4u = —49

determinaremos os valores das incégnitas através dos métodos da substituicéo,
escalonamento (método da eliminacdo gaussiana), regra de Cramer com o auxilio
da regra de Chio e a regra de Sarrus e por ultimo aplicaremos o método da matriz

inversa.

6.1 Resolucao pelo método da substituicao

Seja o sistema linear

(2x—y+4z+t—u=7
—x +3y—2z—t+2u=1
S <5x +y + 3z—4t +u=33
L3x—2y—22—2t + 3u =24
—4x —y — 5z + 3t — 4u = —49

vamos encontrar a solucao do sistema S através do método da substitui¢ao.
¢ Isolamos 0 y na 12 equacédo de S

y=2x+4z +t—-u—7 (A)

e Substituimos o0 y na 22 equacao de S
—x +32x +4z+t—-u—-7)—-2z—t+2u=1=
—x + 6x+12z +3t—-3u—21-2z—-t+2u=1>=
5x+10z+2t—u—22=0 (B)

e Substituimos o y na 32 equacao de S
5 +(2x + 4z +t—u—7) +3z—4t +u=33=>
7x+7z—3t—40=0 (C)
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e Substituimos o0 y na 42 equacao de S
3x—22x + 4z +t—-u—7)—2z-2t +3u =24>
3x—4x—8z—-2t+2u+14—-2z—-2t +3u—-24=0=
—x—10z—-4t+5u—-10=0 (D)

e Substituimos o y na 52 equacao de S
—4x —(2x + 4z +t—-u—7)—5z+3t—4u=-49>
—4x—2x—4z—t—u+7-52+3t—-4u+49=0=
—6x—9z+2t—-3u+56=0 (E)

e (B),(C),(D),(E) geram um novo sistema S’, entretanto com uma incognita a
menos que S.

5x+10z+2t—u—22=0
7x+7z—3t—40=0
—x—10z—-4t+5u—-10=0
—6x—9z+2t—3u+56=0

e Isolamos o0 u na 12 equacao de S’
u=>5x+10z+ 2t — 22 (F)

e Repetiremos a 22 equacao de S’ pois ndo existe u para ser substituido
7x+7z—3t—40=0 (G)

e Substituimos o u na 32 equacao de S’
—x —10z -4t +505x+ 10z + 2t —-22)-10=0=
—x—10z -4t + 25x + 50z + 10t —110—-10=0 >
24x + 40z + 6t — 120 = 0 (H)

e Substituimos o u na 42 equacéao de S’
—6x —9z+ 2t —3(5x+10z+ 2t —22)+ 56 =0 =
—6x—9z+2t—15x —30z—-6t+ 66 +56 =0 =
—21x — 39z — 4t +122=0 (1)
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e (G),(H),(I) geram um novo sistema S”, entretanto com uma incégnita a
menos que S'.

7x+7z—3t—40=0
S" {24x +40z+6t—120=0
—21x—39z—4t+ 122 =0

e Isolamos o0 x na 12 equacao de S”
3 40
X=—z+-t+—
7 7

()

e Substituimos o x na 22 equacgéo de S

3 40
24(~z+ 5t +—) + 40z + 66 —120 =0 =

—24z+§t+@+402+6t—120=0:>

16 +114t+120—0 (K)
2T 7 "
e Substituimos o x na 32 equacédo de S"

3 40
—21<—Z+§t+—)—39z—4t+122=O=>

7
21z -9t —-120—-39z -4t + 122 =0=>
—18z—-13t+2=0 (L)

e (K), (L) geram um novo sistema S'”, entretanto com uma incégnita a menos
que S".
114 120

SIII 16Z+Tt+720

—18z—-13t+2=0

e Isolamos o0 z na 12 equacao de S’

57 60

2= 75 56 (M)

e Substituimos o z na 22 equacéao de S""

18 >7 t 60 13t+2=0
— _ - —) — = =
( 56 56)

1026 1080

—-13t+2=0=>

56 ' 56
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1026t 728t+1080 112
56 56 56 56

298t +1192=0=>=>

=0=>

1192
t=——7-—2>
298
t=-4
e Substituimos o valor de t em (M)
57 A 60
=——(-4)—-—=—>
T AT
228 60
ZI=———-—>>
56 56
168
=—=
“~ 56
z=3

e Substituimos o valor de z,t em (J)

3 40
x= =@+ (- +— =

21_12 40

=t —>

x 7 77
x=1

e Substituimos o valor de x, z,t em (F)
u=51)+1033)+2(—4)—-22=
u=5+4+30—-8-22=

u=>5

e Substituimos o valor de x, z,t,u em (A)
y=21)+43) +(-4H-OB)-7=
y=2+4+12-4-5-7=
y=14-16 =

e Portanto a sequéncia ordenada (1,—-2,3,—4,5) é a solucdo do sistema S.
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6.2 Resolucao pelo método do escalonamento (eliminagdo gaussiana)

Seja o sistema linear

2x—y+4z+t—u=17
—x +3y—2z—t+2u=1
S<{5x +y + 3z—4t +u=33
3x—2y—2z—2t +3u =24
—4x —y — 5z + 3t — 4u = —49

vamos determinar a solucdo do sistema S através do método do escalonamento ou
eliminagdo gaussiana.

Seja a matriz ampliada do sistema S

11{2 -1 4 1 -1{7
L2]-1 3 -2 -1 2|1 |«L1+2L2
[clb]=13|5 1 3 -4 1|33 ]|« (-50L1+2L3
143 -2 -2 -2 3|24 | (=3)L1+2L4
L5{—4 —1 -5 3 —4l—491 411415
| . — |
[clb]

e Substituiremos a Linha 2 pela soma da linha 1 com duas vezes a Linha 2;

e Substituiremos a Linha 3 pela soma de menos cinco vezes a Linha 1 com
duas vezes a Linha 3;

e Substituiremos a Linha 4 pela soma de menos trés vezes a Linha 1 com duas
vezes a Linha 4;

e Substituiremos a Linha 5 pela soma de quatro vezes a linha 1 com a Linha 5.
Logo, ficaremos com:

112 -1 4 1 -1y7
L2 [0 5 0 -1 3|1 ]

13l0 7 -14 -13 7 |31 | (=712 +5L3
Lalo -1 -16 -7 9 |27 |« (=1)L2 +5L4
is5lo =6 6 10 -121-70)6L2+5L5

e Substituiremos a Linha 3 pela soma de menos sete vezes a Linha 2 com
cinco vezes a Linha 3;

e Substituiremos a Linha 4 pela soma de menos um vezes a Linha 2 com cinco
vezes a Linha 4;

e Substituiremos a Linha 5 pela soma de seis vezes a Linha 2 com cinco vezes
a Linha 5.

Logo, ficaremos com:
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L1 2 -1 4 1 —1 71
Io 5 0 -1 1 |
0 -70 -58 14
L4 |lo 0 -80 -36 144 J|<— (—8)L3 + 7L4
0 30 44 —42 —296 < 313+ 715

e Substituiremos a Linha 4 pela soma de menos oito vezes a Linha 3 com sete

vezes a Linha 4;

e Substituiremos a Linha 5 pela soma de trés vezes a Linha 3 com sete vezes
a Linha 5.

Logo, ficaremos com:

L1 [2 -1 4 1 -1 7
210 5 0 -1 3 9
13lo 0 -70 -58 14 92
L4 lo 0 0 212 224 | 272 J<_ L4: 4
1sto 0o o0 134 -5921-1796l<15:2

e Substituiremos a Linha 4 pela divisao da linha 4 por 4;

]
I
I

e Substituiremos a Linha 5 pela divisdo da linha 5 por 2.

Logo, ficaremos com:

L1 [2 -1 4 1 -1 7 1
2 IO 5 0 -1 3 9 |
0 -70 -58 14 92
L4 [0 0 0 53 56 68 J
L50 O 0 67 —1261-898« 67L4 — 53L5

e Substituiremos a Linha 5 pela soma de sessenta e sete vezes a Linha 4 com
cinquenta e trés vezes a Linha 5.

Logo, ficaremos com:

L1 r2 -1 4 1 -1 7 1
2 |0 5 0 -1 3 9 |
0 -70 -58 14 92
L4 lO 0 0 53 56 68 J
L5t O 0 0 10430'52150d« L5:10430

e Substituiremos a Linha 5 pela divisdo da linha 5 por 10430.

Logo, ficaremos com:
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112 -1 4 1 -1y7
L2 [0 5 0 -1 3 9]
L3lo o -70 -58 1492
Lafo o 0o 53 5668
islo o o o 1ls

e Determinando a forma escalonada da matriz dos coeficientes.

Desta forma, podemos escrever o sistema S na sua forma escalonada:
(2x—y +4z +t—u =17

I 5y+0z—t+3u=9

S 4 —70z — 58t + 14u =92 ,
L 53t + 56u = 68
u=>5

no qual, de forma regressiva, devemos substituir os valores numéricos das
incégnitas nas equagdes, solucionando assim o sistema.
¢ Verificamos que, da quinta equacédo temos:

u=>5

e Substituimos o valor de u na quarta equacao, temos:

—-212
53t+56(5)=68 =4 t=? =

e Substituimos o valor de u, t na terceira equacao, temos:

210

—70z — 58(—4) + 14(5) = z = _T =

e Substituimos o valor de u, t, z na segunda equacéao, temos:
-10
5y+03)—(—4)+3(5)=9 =2 5y+4+15=9 = 5y=-10 = y=— =

y=-2

e Substituimos o valor de u, t, z, y ha primeira equagéo, temos:
2x—(-2)+ 43) +(-4) -5 =7 =2 2x+2 + 12 —4-5=7 =

2
2x = —1(-2) :x=§=>

e Portanto a sequéncia ordenada (1,—-2,3,—4,5) é a solucdo do sistema S.



86

6.3 Resolucdo pelaregra de Cramer utilizando a regra de Cho e Sarrus

Seja o sistema linear

2x—y+4z+t—u=17
—x +3y—2z—t+2u=1
S<{5x +y + 3z—4t +u=33
3x—2y—2z—2t +3u =24
—4x —y — 5z + 3t — 4u = —49

vamos determinar a solucdo do sistema S através da regra de Cramer utilizando a

regra de Chio para reduzir a ordem dos deterinantes das matrizes relacionadas ao

sistema e a regra de Sarrus para extrair o determinante de matriz de ordem 3.

e Seja D a matriz dos coefinicientes de S, temos:

2 -1 4 1. -1
-1 3 -2 -1 2
detb= |5 1 3 -4:1
3 -2 -2 -2 3
-4 -1 -5 3 -4

2-(5.-1) -1-(1.-1) 4—-@3.-1)

s [T1=6D 33— —2-(3.2)
13 -(5.3) —2-(1.3) -2-(3.3)
—4—(5.-4) —-1—(1.-4)
7 1017 -3
111 8 7
12 0 -5 <11 10
16 3 | 7 -13
7 — (—11.0) 7 —(—8.0)
(-1)2*2 [-12 = (-11.-5) —11—(-8.-5)
16 — (—=11.3) 7 —(—8.3)
7 7 -3
67 -51 45 |=
49 31 -34

—1—(—4.-1)
—1—(—4.2)
—2—(—4.3)

—5—(3.-4) 3—(—4.-4)

—3—(7.0)
10 — (7.-5)| =
~13 = (7.3)

7 .(=51).(—=34) + 7.45.49 + 7 .45 .49 —
7.(=67).(=34) — 7.45.31 — (=3).(=51).49 = 596
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e Substituindo a coluna dos coeficientes da incégnita x pela coluna dos termos
intependentes, formamos a matriz D,,, ent&o:

detD,=|33 1 3 -4 1 |=
24 -2 2.2 3
49 1 5 3 -4

1-(7.-1) 3—-(-1.-1) -2-(4.-1) 2—-(-1.-1)
e 3307 =4 1-(-1.-4) 3-(4.-4) 1-(-1.-4)]_
CD™ 4 (7.22) —2-(-1.-2) —2-(@4.-2) 3-(-1.-2)|~

—49—-(7.3) -1—-(-1.3) —-5-(4.3) —4—-(-1.3)

g8 2 2 1
61 -3 19 -3 |=
(-1).] 38 -4 6 1
70 2 17 -1

61—(8.-3) —3—-(2.-3) 19—(2.-3)
(-1)!**.|38 — (8.1) —4-(2.1) 6-(2.1) -
—70-(8.-1) 2—-(2.-1) -17—-(2.-1)

85 3 25
30 -6 4 |=
-62 4 -15

85.(—6).(—=15) +3.4.(—62) + 25.30 .4 —
3.30.(—15) — 85.4.4 — 25.(—6).(—62) = 596

¢ Substituindo a coluna dos coeficientes da incognita y pela coluna dos termos

intependentes, formamos a matriz D,,, enté&o:

2 7 414
1 1 2 -1 2
detD,=| 5 33 3 -4 1 |=
3 24 -2 -2 3
4 49 -5 3| -4
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-1-2.-1) 1-(7.-1) -2-(4.-1) 2—-(-1.-1)
5-(2.—4) 33—(7.-4) 3—-(4.-4) 1-(-1.-4)|_
3-(2.-2) 24—(7.-2) —-2—-(4.-2) 3—(-1.-2)|~
—4-(2.3) -49-(7.3) —-5—-(4.3) —4—(-1.3)

(_1)1+4 .

1 8 21
13 61 19| 3 |=
-D.| 7 38 6 1
10 70 -17 | -1

13—-(1.-3) 61—(8.-3) 19— (2.-3)
(-1). (D™ [7-@1.1) 38— (8.1) 6—(2.1)
-10—-(1.-1) -70—(8.-1) —17—(2.-1)

16 85 25
6 30 4 | =
-9 -62 -15

16.30.(—15) + 85.4.(—9) + 25.6.—62 —
85.6.(—15) — 16.4.(—62) — 25.30.(=9) = —1192

¢ Substituindo a coluna dos coeficientes da incégnita z pela coluna dos termos

intependentes, formamos a matriz D,, entdo:

detD,=| 5 1 33 -4 1 |=
3 2 24-2 3
4 1 -493 | -4

-1-(2.-1) 3-(-1.-1) 1-(7.-1) 2-(-1.-1)
5—(2.—4) 1-(-1.-4) 33—(7.-4) 1-(-1.-4)|_
3-(2.-2) —2—-(-1.-2) 24—(7.-2) 3—-(-1.-2)|
—4—-(2.3) -1-(-1.3) —49—(7.3) —4—(-1.3)

(_1)1+4 .

1 2 8 1
13 3 61 3 |=
-D.| 7 -4 38 1
10 2 70 -1
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13-(1.-3) -3-(2.-3) 61—(8.-3)
(-D. (<D™ . [7-@.1) —4-(.1) 38-(8.1) |=
~10-(1.-1) 2—-(2.-1) =70—(8.-1)

16 3 85
6 -6 30 | =
-9 4 -62

16.(—6).(—=62) +3.30.(—9) +85.6.4 —
3.6.(—62) —16.30.4 — 85.(—6).(—9) = 1788

¢ Substituindo a coluna dos coeficientes da incognita t pela coluna dos termos

intependentes, formamos a matriz D,, ent&o:

detD,=| 5 1 3 33 1 |=
3 2 -2 24 3
4 1 -5 -49 | -4

2-(5.-1) -1-(1.-1) 4-3.-1) 7-(33.-1)

s |m1-(.2) 3-(1.2) —2-(3.2) 1-(33.2)
D™ 3 (5.3 —2-(1.3) -2-(3.3) 24-(33.3)
—4—(5.-4) —-1-(1.-4) —-5—(3.—-4) —49—(33.-4)
7 01 7 40
11 |1 | 8 65 | =
12 | -5 -11 -75
16 | 3 7 83
7 —(-11.0) 7 — (—8.0) 40 — (—65.0)
(-1)?*2 |-12 = (-11.-5) —11—(—8.-5) —75—(=65.-5)| =
16—(-11.3) 7—-(-8.3) 83 — (—65.3)
7 7 40
67 -51 -400 | =
9 4 278

7.(=51).(278) + 7.(—400) . (49) + 40 .(—67) .31 —
7.(=67).(278) — 7.(—400).31 — 40.(=51).49 = —2384
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¢ Substituindo a coluna dos coeficientes da incognita u pela coluna dos termos

intependentes, formamos a matriz D,,, entao:

detD,=| 5 1 3 | -4 33 |=
3 2 20 -2 24
4 1 -5 3 |-49

-1-@2.-1) 3-(-1.-1) -2-(4.-1) 1-(7.-1)
5—(2.-4) 1-(-1.-4) 3-(4.-4) 33—(7.-4)|_
3-(2.-2) —2—-(-1.-2) —2—-(4.-2) 24— (7.-2)|~
—4-(2.3) -1-(-1.3) -5-(4.3) —49—(7.3)

(_1)1+4 .

1 2 2 8
(-1.[ 13 1 3 19 61 |=

7 | -4 6 38
10 | 2 -17 =70

—3-(2.13) 19-(2.13) 61— (8.13)
(-D. (D™ [-4-2.7) 6-(2.7) 38— (8.7)
2-(2.-10) —17—(2.10) —70 —(8.—10)

29 -7 -43
(-1). | -18 -8 -18 | =
22 3 10

(=1).[(=29).(=8).10 + (=7).(—18).22 + (—43).(—18).3 —
—7.(=18).10 — (—29) .(—18).3 — (—43).(—8).22] = 2980
Portando, pela regra de Cramer, temos:

Dy 596 Dy, —-1192 D, 1788 D¢ —2384
:—:1, = = = ——2’ _—_3,t: = =
D 596 D 596 D 596 D 596
D, 2980
U= —=—=
596

e Portanto a sequéncia ordenada (1,—2,3,—4,5) é a solucdo do sistema S.
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6.4 Resolucao pelo método da matriz inversa

Seja o sistema linear

2x—y+4z+t—u=17
—x +3y—2z—t+2u=1
S<{5x +y + 3z—4t +u=33
3x—2y—2z—2t +3u =24
—4x —y — 5z + 3t — 4u = —49

vamos determinar a solucdo do sistema S através do método da matriz inversa,
utilizando a forma matricial do sistema e aplicando o produto da matriz inversa dos

coeficientes pela matriz dos termos independentes.

e |niciamos escrevendo o sistema S na sua forma matricial

[-1 3 -2 -1 2| [y] | 1]
sis5 1 3 -4 1].[z[=]33],
s —2 -2 -2 3||ltJ| | 24 |
R e 5 49!
c X b
ou seja:
C.X=b,
no qual:

e C é a matriz dos coeficientes
e X é a matriz das incognitas

e b € a matriz dos termos independentes

e Multiplicando a matriz inversa dos coeficientes (C~') pela esquerda em

ambos 0s membros da equacado matricial do sistema S, temos:

cl.c.x=c1l1p=>
[.X=C1.b=>
X=C"1.p
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Portanto, para encontrarmos 0s valores das incognitas, representada pela

Seja a matriz

dos termos independentes (b).

339 239 37 145 81
596 596 298 596 298
191 263 27 15 43
596 596 298 596 298
73 113 15 91 57
596 596 298 596 298
211 147 24 63 28
596 298 149 298 149
21 57 61 67 53
596 596 298 596 298

a matriz inversa da matriz coeficiente C.

matriz X, basta multiplicarmos a matriz inversa dos coeficientes (C~1) pela matriz

Observacdo: a matriz inversa pode ser obtida pelo método do escalonamento

e Calculemos a equacédo X = C~1.b, isto é:

339
596

191
596

73

59

211

596
21

596

pela matriz genérica igualando a matriz identidade.

239 37 145 81
596 298 596 298
263 27 15 43
596 298 596 298
113 15 91 57
596 298 596 298
147 24 63 28
208 149 298 149
57 61 67 53
596 298 596 298

ou resolvendo os sistemas gerados pelo produto matricial da matriz dos coeficientes

33

24

—49




temos:

339 239 37 . 145 8L
=—. : — — =
* =506 T596 " " 208" 596 298" (749

2373 239 2442 3480 7938:>

*=7596 59 596 ' 596 59
596
===
gl S 263 2T 3 ) o B hey s
596" T 596" ' 298 596 298
1337 263 1782 360 4214
Y =596 7596 596 596 596
1192
Y= "506 = Z
(73 CU13) | (15) (9D (57)
=506 /T 596 1T 208 33T 5o 24T o0 (T2

511 113 990 2184+5586
596 596 596 596 ' 596

7 = —

1788
T 596
g2 B Y 0 08 ik B o
298" " " 298" 149 298" 129° (749 =

2954 N 294 3168 N 3024 5488
= — - =
596 596 596 596 596

2384
- =
L R LA L0 R PN L Y G 53).@—49)=>
596" " 596 298 596 298
147 57 4026 1608 5194
Y =596 7596 596 ' 596 | 596
2980
Y= 596

e Portanto a sequéncia ordenada (1, -2, 3, —4,5) € a solucdo do sistema S.

93
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6.5 Diferencas entre os métodos de resolucdo de sistemas lineares
aplicados

Percebemos que cada um dos métodos utilizados na resolugdo do sistema
linear 5x5 deste capitulo possui particularidades nas quais apresentam vantagens e
desvantagens.

Notamos que o método da substituicdo tem a vantagem de ser extremamente
simples e aplicavel em sistemas de qualquer ordem, utilizando apenas operacdes
basicas na sua resolucdo. Entretanto pode demandar muitos céalculos caso o
sistema seja grande. Ja& o método do escalonamento possui a vantagem de ser
pratico e resumido, podendo também ser aplicado em sistemas de qualquer ordem.
Porém, é necessaria atencao prévia na escolha correta das operacdes elementares
usadas durante 0 seu processo.

Observamos que na resolucdo de um sistema mxn, tanto o método da
substituicdo quanto o método do escalonamento seguem algoritmos de (m—1)
passos.

Os proximos dois métodos possuem a restricdo de ser aplicaveis apenas em
sistemas com o numero de equacdes igual ao numero de incognitas.

O método conhecido como regra de Cramer, tem a vantagem de identificar se o
sistema tem ou nao solucdo, sem mesmo resolvé-lo. Ele ainda consegue fornecer o
valor das incognitas de forma direta através dos determinantes das equacdes
matriciais geradas pelo sistema. Entretanto para encontrar a solugdo de um sistema
de ordem n é necessario resolver (n + 1) sistemas de ordem n. Em sistemas com
um grande numero de incognitas este método se torna impraticavel devido mostrar-
se extremamente trabalhoso. Ja& o método da matriz inversa tem a vantagem de
determinar de forma direta os valores das incégnitas do sistema através apenas de
uma multiplicacdo matricial. Porém uma das matrizes envolvidas na multiplicacéo é a
matriz inversa da matriz dos coeficientes que, inclusive, utiliza outro método para
encontra-la, quando possivel.

Concluimos que para escolher o melhor método para resolu¢do de um sistema
linear deve-se levar em consideracdo fatores como tipo do sistema, praticidade e

principalmente habilidade com o método.
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EXEMPLOS DE APLICACOES DE SISTEMAS LINEARES,
MATRIZES E DETERMINANTES

Nesta breve secdo relatamos algumas aplicagcdes bastante atuais dos
conceitos abordados. Como outra maneira de motivar os alunos e professores a

estudarem no tema.

e Engenharia civil

Em sua dissertacdo de mestrado, Elton Valiente, cita, no capitulo 4, uma
aplicacao de sistemas lineares em uma trelica simples, solicitada com 500 N em um
de seus nés indicando os efeitos da solicitacdo e analisando o equilibrio em cada um
dos nés da treliga.

Como a estrutura trelicada é composta de 3 barras e 3 nds, a compressao e
tracdo sobre esses elementos geram um sistema linear composto de 6 equacdes e 6
incognitas.

‘A estabilidade é verificada caso o Sistema Linear seja classificado como
possivel e determinado. Dessa forma resolver uma trelica € um problema de

Sistemas Lineares”. (Valiente, 2015).

e Circuitos elétricos

Soénia Rufato, em sua dissertacdo de mestrado, cita, no capitulo 2, uma
aplicacé@o de sistemas lineares em um circuito elétrico composto por, dois resistores,
dois geradores e dois pontos gerando duas malhas internas, no qual baseado na Lei
de Ohm e nas Leis da corrente e da voltagem de Kirchhoff utiliza um sistema linear
de trés equacbes e trés incéginitas para determinar as correntes elétricas nos
trechos do circuito. (Rufato, 2014).

e Robdtica

A trajetoria de veiculos autbnomos (robds) em pontos predeterminados na
presenca de obstaculos € determinada através de operacfes com matrizes, sugerida
por Gerson Aguiar, em sua dissertagdo de mestrado.

Aguiar, defende no capitulo 3 de sua pesquisa, que € possivel determinar os
pontos de uma circunferéncia a partir de um ponto arbitrario pertencente a ela. Ainda

nesse trabalho, Aguiar, simula o monitoramento realizado por um veiculo autbnomo
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de uma nuvem em movimento, proveniente de uma explosdo, descrevendo
trajetdrias sobre pontos de circunferéncias, utilizando para esta etapa operacoes

com matrizes. (Aguiar, 2020).

e Buscadores de sites de Internet

O buscador da Google, utiliza um algoritmo matematico para classificar a
ordem de apresentacdo de sites na resposta a uma consulta de uma palavra chave
chamado Pagerak.

Basicamente o algoritmo da Google atribui valores aos sites cadastrados em
sua plataforma de acordo com links correlacionados com outros sites, gerando
assim pontuacfes para cada site em uma consulta. As analises sdo baseadas em
links que os sites possuem com outros sites de maior relevancia. Caso exista recebe
um ponto, caso contrario nao recebe pontuacdo, criando assim uma matriz de
pontuacdo, na qual definira o seu rank de apresentacdo no seu buscador.

Portanto, a ordem da lista de sites retornados de uma busca é completamente
baseada em matrizes.

Caio Braz, Gustavo Katague e José de Pia Jr, em seu trabalho de graduacao
supervisionado, apresentam a ideia do Pagerak e a Teoria de cadeia de Markov.
(Katague, 2012)

Percebemos o0 quanto € amplo as areas de aplicac6es de sistemas lineares,
matrizes e determinantes. Podemos ainda areas como a de engenharia de trafego
de veiculos, trafico de dados, balanceamento de reacdes quimicas, sistemas de

localizacédo (GPS), sistemas de deteccao de ruidos acusticos, dentre outras.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi possivel constatar o quao relevante é o desenvolvimento
historico da matemética, pois apresenta uma matematica humanizada e construida
ao longo do tempo por grandes mateméaticos motivados pela busca de solugbes de
problemas.

Os diferentes métodos de resolucdo de um mesmo sistema linear demonstram
0 respeito e a democracia de pensamentos existentes na matematica.

Vale ressaltar a importancia de se trabalhar os conteddos de sistemas
lineares, determinantes e matrizes, resgatando 0s seus contextos histéricos, de
forma correlacionados e ndo separadamente. E possivel perceber, desta forma, a
utilidade de determinantes e matrizes quando trabalhados como ferramentas para
solugdes de sistemas lineares fazendo mais sentido aos alunos quando estiverem
estudando estes conteudos.

Portanto esperamos que este trabalho sirva como auxilio principalmente a
professores e alunos do ensino médio nos estudos de sistemas lineares,

determinantes e matrizes.
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