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RESUMO

A algebra € sem duvida um dos grandes alicerces do ensino de Matematica. Via de
regra, esta matéria € apresentada em toda sua formalidade e na maioria das vezes
sem o vislumbre de aplicacdes praticas no cotidiano. Na visao do alunato, esse tipo de
lacuna didatica pode gerar um bloqueio no aprendizado. Esse trabalho de dissertacao
de mestrado tem como um dos objetivos propor uma exposi¢do sequencial de alguns
dos principais tdpicos estudados em algebra, tanto no ensino médio como em um curso
primario do ensino superior de Matematica. Em um primeiro momento, e em carater
motivacional, apresentaremos situacdes-problemas envolvendo matrizes e sistemas
lineares. Em seguida, faremos uma revisao tedrica de temas elementares no ensino
superior como, por exemplo, espagos vetoriais, espacos métricos e normados. O
proposito principal desta dissertacao, constada no Capitulo 4, versa sobre mergulhos
métricos e suas motivacoes, um tdpico de grande efervescéncia em pesquisa na area
de Geometria Métrica nos anos recentes. Afim de viabilizar a compreenséo desse
topico de estudo, a dissertacao foi estruturada de modo a contemplar todos os requisitos
necessarios a isso. O resultado principal deste capitulo € um teorema sobre mergulhos
isométricos de uma classe de espagos métricos limitados e separaveis em espacos de

Banach contendo cépias isomorfas do espago /..

Palavras-chave: Matematica. Algebra. Métrica.



ABSTRACT

Algebra is undoubtedly one of the great foundations of the teaching of Mathematics.
As a rule, this matter is presented in all its formality and most of the time without the
glimpse of practical applications in everyday life. In the view of the student, this type
of didactic gap can generate a block in learning. This master’s thesis work aims to
propose a sequential presentation of some of the main topics studied in algebra, both in
high school and in a primary course in higher education in mathematics. At first, and
motivational, we will present problem situations involving matrices and linear systems.
Then, we will do a theoretical review of elementary themes in higher education, such
as vector spaces, metric and standard spaces. The main purpose of this dissertation,
contained in Chapter 4, deals with metric embedding and their motivations, a topic of
great effervescence in research in the area of Metric Geometry in recent years. In order
to facilitate the understanding of this topic of study, the dissertation was structured in
order to contemplate all the necessary requirements for this. The main result of this
chapter is a theorem about isometric embedding of a class of metric spaces limited and

separable in Banach spaces containing isomorphic copies of the space /...

Keywords: Algebra. Metric. Embedding.
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1 INTRODUCAO

O objetivo desse trabalho € tragcar uma sequéncia didatica para fundamentar
o leitor com os requisitos basicos para a compreensao inicial do estudo sobre mergu-
Ihos métricos, ilustrando exemplos tanto no ambito da ciéncia matematica quanto em
ciéncias aplicadas em que ha uma necessidade de lidar com uma enorme quantidade
de dados, como em ciéncia da computacao e areas afins.

O segundo capitulo lida com exemplos de aplicagcbes praticas que ilustram o
uso da Algebra Linear no cotidiano. Em tais exemplos, apresentaremos situacdes con-
cretas que podem ser abordadas no ensino de nivel médio, de forma contextualizada,
principalmente com uso de matrizes, um conteudo trabalhado normalmente de forma
mecanica e repetitiva pelo professor em sala de aula.

O Capitulo 3 tem um carater mais técnico, e destina-se ao estudo dos es-
pacos ambientes para os que desejam desenvolver o estudo de mergulhos métricos.
Nele, estudaremos os conceitos classicos de espacos vetoriais, espacos normados
e, mais geralmente, espagos métricos. Nessa perspectiva, revisaremos também va-
rias propriedades conhecidas de tais espacos, expondo inclusive varios exemplos
usualmente considerados nos cursos de ensino superior de Matematica, portanto,
proporcionando ao leitor um acesso didatico-metodoldgico favoravel a compreenséo do
capitulo seguinte.

No ultimo capitulo, Capitulo 4, apds termos previamente estabelecido todos
0s pré-requisitos, iniciaremos nosso estudo sobre mergulhos métricos. Inicialmente,
apresentaremos alguns exemplos que ilustram o uso e a importancia de mergulhos
métricos. Como motivacao inicial, nosso primeiro exemplo aborda uma questéo préatica
em bioinformatica, cujo pano de fundo versa sobre a necessidade de se estabelecer
uma correspondéncia univoca de um espaco origem, com pouca informacao métrica,
em um espacgo desejavel, onde a analise de dissimilaridade pode ser realizada de
forma mais precisa. Em seguida, partiremos para o resultado principal do capitulo que
€ um teorema publicado em 2018 que versa sobre mergulhos isométrico de uma classe
de espacos métricos separaveis limitados, em espacos de Banach que contém cépias

isomorfas do espaco /...
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2 ILUSTRAGOES DE APLICACOES PRATICAS DE ALGEBRA LINEAR

Para explicar alguns termos matematicos em sala de aula ou como ocorre
em muitos livros didaticos é frequentemente conveniente ilustrar situagcdes do cotidiano.
Se o publico alvo da sala de aula ou do livro didatico é o nivel basico, os exemplos
devem ser simples o suficiente para ndo requerer nenhum conhecimento além do que
€ apresentado pelo professor. A seguir tomaremos alguns exemplos abordando o tema
de Matrizes. Os exemplos abaixo ilustram o uso de matrizes e a eficiéncia de suas
operacoes em analise de dados. Além disso, ilustraremos uma notagao especifica de

matrizes na abordagem de fluxo de transito.

2.1 Produto de Matrizes

Trés pessoas denotadas por P;, P, e P; pretendem comprar paes, salgados,
tortas e bolos. Cada uma delas precisa desses produtos em diferente quantidades que
podem ser comprados em dois comeércios distintos C; e C;. Que comércio deve ser
0 mais atrativo para cada uma das pessoas levando em conta o desejo de se pagar
a menor quantia possivel? Os precos individuais e a quantidade requerida de cada

produto sdo apresentados nas tabelas abaixo:

Tabela 1 —Demanda da quantidade de alimentos

paes | salgados | tortas | bolos
P 6 5 3 1
P, 3 6 2 2
P; 3 4 3 1

Tabela 2 — Valores unitarios cobrados em cada comércio C; e C;

C G

paes 1,50 | 1,00
salgados | 2,00 | 2,50
tortas 5,00 | 4,50
bolo 16,00 | 17,00
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Por exemplo, a quantia gasta pela pessoa P, no comércio C; é:

6-1,545-24+3-5+1-16 = 9+10+154+16 = 50.

Observe que a mesma compra realizada no comércio C, fornece a seguinte

operagao numeérica:
6-14+5-2,543-454+1-17 = 6+12,5+13,5+17 = 49.

Naturalmente, tem-se um processo similar para as demais pessoas. No-
temos que esses calculos podem ser descritos por meio de um produto de matrizes.

Vejamos, seja D a matriz de demanda e V a matriz dos valores cobrados. Ou seja:

6 5 31
D=136 22
3431

1,50 1,00
2,00 2,50
5,00 4,50
16,00 17,00

Se R representa o produto entre as matrizes D e V, entdo temos:

50 49
R=D-V=| 5850 6l
43,50 43,50

Nessa matriz mathb fR, as linhas representam o que cada pessoa P; gastaria
em cada comércio C;. Assim, a primeira linha expressa a quantia necessaria para
que a pessoa P; desembolse no comércio C;(o elemento ri; = 50) e no comércio C»(0
elemento r;; =49). Analogamente, na segunda linha obtém-se os valores gastos pela
pessoa P, tanto no comércio C;(o elemento r; = 58,50) quanto no comércio C,(0
elemento ry; = 61), e assim sucessivamente. Consequentemente, podemos concluir
que é mais rentavel para a pessoa P, comprar no comércio C,. Enquanto que para a
pessoa P, torna-se mais rentavel realizar suas compras no comércio C; e, finalmente,

observamos que a pessoa P; pagara o mesmo valor em ambos 0S COmércios.
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2.2 Matriz Inversa

Uma forma de enviar uma mensagem criptografada consiste em atribuir a
cada letra do alfabeto um valor numérico caracteristico. A seguir, ilustraremos como
esse processo pode ser realizado com o uso de matrizes.

Na tabela abaixo temos um exemplo tipico dessa associacao:

A B C D E
8 12 18 20 15

F G H
6 3

K L M NOP QRS T UVWXY Z
10 7 2 1 256 4 2

I J
9 5 26 17 19 11 22 16 14 13 24 25 23 21

Por exemplo, vamos criptografar a palavra “FANTASIAS". Inicialmente, usa-
mos a tabela acima para obtermos a associagao numérica: “F — 6", “A — 8", etc.
Entao, usamos uma matriz de ordem 3 para dispb-los da esquerda para direita, de trés
em trés, a partir da primeira linha. Em geral, caso a quantidade de letras seja menor
do que 9, entdo as entradas remanescentes devem ser preenchidas com zeros; mas,
se for maior, entdo usa-se uma matriz de ordem 4 ou maior. Usando a letra A para

designar a matriz codificada dessa palavra, tém-se entao que:

6 8 11
A=|13 8 14
9 8 14

A etapa seguinte do processo consiste em criptografar a matriz A. Para
iss0, usamos uma matriz arbitraria C, de mesma ordem que A, e ndo singular, ou seja,
que admite inversa. Por exemplo, podemos escolher a seguinte matriz como chave de
criptografia:

1 01
C=1020
1 0 2

Para codificar a mensagem, realizamos a multiplicagao da matriz C pela

matriz A:
1-64+0-13+1-9 1-84+0-841-8 1-114+0-14+1-14
Z=C-A=|0-6+2-13+0-9 0-84+2-84+0-8 0.-114+2-144+0-14
1.-6+0-1342-9 1-84+0-84+2-8 1-11+0-14+2-14
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15 16 25
Z=1]26 16 28
24 24 39

Portando, o receptor da mensagem criptografada ir4 visualizar a matriz Z.
Afim de compreender o significado da mensagem original, ele necessitara da chave
de criptografia para decodifica-la. O processo de decodificacdo é realizado a partir da

multiplicagdo da matriz Z pela matriz inversa de C a esquerda:

2 0 -1 15 16 25
cl'z=|0 05 0 | |26 16 28 |=A
10 1 24 24 39

Como a multiplicagcdo de matrizes ndo € comutativa, é necessario manter
a ordem das matrizes no produto. Note que se a multiplicacio das matrizes C~! e Z

ocorresse em ordem oposta, entdo teriamos obtido a seguinte mensagem:

15 16 25 2 0 -1 5 8 10
Z-C'=|2016 28|l 0 05 0 |=]|24 8 2
24 24 39 ~1 0 1 9 12 15

Fazendo a decodificacdo de acordo com a tabela de associagédo numérica, a
mensagem teria o significado de “JAGUARIBE", uma palavra completamente diferente

da palavra “FANTASIAS", que foi enviada criptografada no inicio do exemplo.

2.3 Poténcia de Matrizes

Neste exemplo, ilustraremos como o produto de matrizes ou, mais espe-
cificamente, poténcia de matrizes, pode ser interpretado em situacbées do cotidiano.
Inicialmente, usaremos matrizes para representar o envio de informacdes entre pares
de pessoas.

Considere um grupo de n-pessoas P, ..., B,. Por definicao, se a pessoa P,
enviar informagdes para a pessoa P;, entdao simbolizaremos essa comunicagao por a;; =

1, caso contrario poremos simplesmente a;; = 0 (e por conveniéncia, colocaremos a;; =0,
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para significar que uma pessoa nao envia informacdes para ela propria). Doravante,
usaremos a notagdo P, — P; para denotar o fato que P; pode enviar informagdes para P;
e também usaremos a notagdo A para indicar que determinada pessoa P; ao receber
informacdes da pessoa P, enviara em seguida essas informagdes para a préxima
pessoa ;.

Assim, de acordo com a definicdo acima, temos como exemplo a seguinte

representacao matricial

Analisando a matriz A, nota-se que ha envio de mensagem ou informacgdes
entre os seguintes pares de pessoas: P, — P, P — Py, P, — P3, 5 — P|, P; — P4,
Py — P, P, —»P. Como P, -~ P, e P, — P, € Obvio que P, e P, conseguem enviar
informacodes diretamente de um para o outro.

Agora serd analisado a matriz A2:

o O

Denotando os elementos de A2 por (a?);;, obtém-se por exemplo que
(a®)32 = az1a12 +amaxn +azan +azan =1+0+0+1=2.

Esse resultado informa que a pessoa P; consegue enviar informacdes para

P, em dois estagios, de duas maneiras distintas:
P; — Py AP, — P, (por causa que azjaj; = 1)

e, P; — P, APy — P, (pOr causa que aszgasy; = 1)
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Similarmente, como (a?)14 = 0, ndo é possivel enviar mensagens de P; para
P, em dois estagios, mas é possivel enviar mensagens diretamente, por causa que
ai4 = 1 e diferente da matriz A, observamos que a diagonal da matriz A% é ndo-nula.
Isso significando, nesse caso que as pessoas P, e P, podem enviar mensagens para
algumas das outras pessoas e receberem de volta a mensagem. Consequentemente,
0s elementos (az),-j informa os niumeros de maneiras em que uma pessoa P; pode
enviar informagdes para P; em dois estagios.

Analogamente, os elementos (a?);; representam os nimeros de maneiras

que uma pessoa P, pode enviar informagdes para P; em trés estagios:

1112

0

K 2 0
2 2

2111

Como por exemplo:
()3 = (a®)31(@®)12+ (@*)32(a*) 22 + (a*)33(a*) 32 + (a*)34(a*) s = 1+04+0+ 1 = 2.

Portanto, temos duas maneiras de enviar informacdes de P; para P, em trés

estagios:
P; — Py APy — Py AP, — P», por causa que
(a®)31a12 = (az1a11 +axnaz +azzaz) +assasr)ap; = (0+0+0+1)-1=1.
e, Ps— P NPL— P4\NPy— P, por causa que
(a?)3aa40 = (a31a14 + azpazs + az3azs + azaass)agn, = (1+0+0+0) - 1 = 1.

Em geral, o niUmero de maneiras que P; consegue enviar informagdes para
P; no maximo em k-estagios € dado pra elementos da i-ésima linha e j-ésima coluna

da matriz A + A2+ A3+ ...+ Ak, Consequentemente, pode-se deduzir a matriz B:

A+A*+A’=B=

W W NN
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Nessa nova matriz, por exemplo, b3, = 4 informa que existe quatro maneiras

da pessoa P; enviar informagdes para P, no maximo em trés estagios.

2.4 Sistema Linear

Trés pessoas denotadas por P, P, e P; organizam-se em uma sociedade
simples e fechada que produz trés mercadorias z;, z» € z3. Cada pessoa vende e
compra dos outros membros. Tudo que eles produzem s&o consumidos por eles
préprios, nenhuma outra mercadoria entra na sociedade (um “modelo fechado"). A

proporcao que os produtos sdo consumidos por cada um é dado pela seguinte tabela:

Tabela 3 — Tabela de consumo dos produtos

21 | 2 | z3
p06|02]0,3
p|01/07|02
P;103(0,1(05

Por exemplo, a primeira coluna da lista nos diz que 60% da producao da
mercadoria z;, € consumida pela pessoa P;; 10% pela pessoa P, e 30% por P;. Além
disso, € 6bvio que a soma dos elementos de cada coluna € igual a 1.

Representemos por x;, x; e x3, 0 valor respectivamente de cada mercadoria.
Assim, a quantia gasta pela pessoa P, com zj, z; € zz equivale a 0,6x; +0,2x; + 0, 3x3.
Usaremos como hipotese que o valor consumido por cada pessoa P; sera igual ao
preco do produto z;, que nos conduz a seguinte equacao 0,6x; +0,2x; + 0,3x3 = x1,
similarmente para as outras pessoas. Obtém-se o seguinte sistema de equacdes

lineares:
.

0,6x1 +0,2x; +0,3x3 = x|

0,1x; +0,7x, +0,2x3 = xp

0,3x;+0,1x, 4+ 0,5x3 = x3
\
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Esse sistema pode ser reescrito na forma Ax = x, onde x = (x,x2,x3)" e

0,6 0,2 0,3
A=|0,1 07 0,2
0,3 0,1 0,5

Além disso, assumiremos que os valores consumidos sdo nao-negativas, i.e.
x; >0 parai=1,2,3 (denotaremos x > 0). Podemos reescrever essa equagao na forma
equivalente (A—I)x =0:
-0,4 0,2 0,3 |0
0,1 -0,3 0,2 |0
0,3 0,1 —0,5|0

Uma solugéo arbitréaria para o sistema € da forma x = k(13,11,10)" e x >0
para k > 0. Portanto, para assegurar que essa sociedade seja sustentavel, as pessoas

Py, P, e P; terdo que ter os seus rendimentos na proporgao 13:11:10.

2.5 Fluxo de Trafico

Na elaboracdo de questdes, principalmente em matematica, € importante
que situacdes-problema sejam pautadas em assuntos da realidade, no intuito de engajar
o aluno tanto na necessidade de atencao quanto também nos métodos para a sua
resolucao.

No exemplo a seguir, lidaremos com o calculo do fluxo de veiculos, com-
provando assim como as ferramentas algébricas sdo uteis para o seu entendimento,
como também lidaremos com escalonamentos e a apresentacdo de uma situagdo com
variavel livre. Assim, na situacao hipotética ilustrada abaixo temos a seguinte malha

viaria:
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Figura 1 —Malha viaria

Fonte: adaptado de MTH309

Em uma determina parte da malha viaria, observamos os cruzamentos
A,B,C e D. A empresa responsavel pelo monitoramento do trafego de veiculos deseja
quantificar o fluxo de entrada e saida de veiculos. Um levantamento inicial fornece
os valores 85, 120, 45 e 70 conforme ilustrado na figura abaixo. Para os valores

desconhecidos, usaremos as seguintes designagdes xi, x», x3, x4 € Xs.

Figura 2 —Malha viaria com valores iniciais

Fonte: adaptado de MTH309

Levaremos em conta a diregdo das setas que representa os sentidos de
trafego que os veiculos devem percorrer em cada rua. Como estamos lidando com um
sistema fechado de trafego, a quantidade de automaéveis que entra e sai do sistema é
sempre a mesma e se aplica a todos os cruzamentos (na contabilidade do fluxo, ndo
levaremos em conta os semaforos, nem os automéveis das residéncias em torno das

ruas).



20

Portanto, a primeira percepcao € que o fluxo de entrada e saida de auto-
modveis na malha viaria é representado pela equacéo 85 + x4 = 120 +xs. Analisando o
cruzamento A temos a igualdade 85 = x; +x,. Ja 0 cruzamento B fornece a equagao
x| +x3 +45 = 120. Finalmente, os cruzamentos C e D fornecem, respectivamente, as
seguintes equacgdes x; +x4 = x3+70 € 70 = 45 + xs.

De posse dessas equagdes, temos o seguinte sistema:

.

85+ x4 = 120+ x5
85=x1+x
X1 +x34+45=120

X2 +x4 =x3+70

\70 =45+ x5

Que sera melhor de trabalhar da seguinte forma:

.

X4 — X5 = 35
X1 +xp =85
§ X1 +x3 =75

Xy —x3+x4 =70

X5:25
\

Donde obtém-se a seguinte matriz expandida:

00 0 1 —-1]35

11 0 0 085
1 01 0 075
01 -11 070

00 O O 1125
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Fazendo a reducéo por linhas, teremos:

(10 1 00|75 ]
01 10010
00 0 1060
00 0 0125
00 0 000 |

Logo, teremos 0 seguinte sistema solugao:

(
X1 :75—)63

xy) =104 x3
x3 = varidvel livre

X4:60

X5 = 25
\
Usando as nossas solucdes na malha rodoviaria, teremos:

Figura 3 —Malha viéria com variavel livre

Fonte: adaptado de MTH309

Assim descobrimos o valor de uma entrada e uma saida, e as que faltaram
séo todas dependentes da varia¢do da rua transversal x3 que vai do cruzamento C para
B.
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3 ESPACOS VETORIAIS, NORMADOS E METRICOS

Neste capitulo introduziremos os conceitos basicos sobre espagos vetoriais,
normados e métricos, vistos normalmente nos cursos de ensino superior de matematica,
apresentando assim exemplos comuns, frequentemente empregados para o ensino

inicial desses conteudos em sala de aula.

3.1 Espacos Vetoriais

O objetivo dessa secéo € definir a nocao de espacos vetoriais, apresentar

suas principais propriedades e também apresentar alguns exemplos.

Definicao 3.1.1 Consideraremos um corpo F. Um espaco linear vetorial X é um

conjunto de elementos (vetores) munido com duas operagdes:

XxX>3(xy — x+yeX

RxX>(a,x) — a-xeX

De tal forma que as sequintes propriedades se verificam:
x+y=y-+x (Comutatividade da soma)

x+ (y+2) = (x+y) +z (Associatividade da soma)

30 € X — x4+ 0 = x (Elemento neutro da soma)
VxeX,3—xe€X — x+ (—x) =0 (Inverso aditivo)

a(x+y) = ax+ oy ou (¢ + B)x = ax+ Bx (Distributividade)

(aP)x = a(Bx) (Associatividade da multiplicag&o por escalar)

NS O A O Db =

1x = x (Elemento neutro da multiplicagcao por escalar)
3.1.1 Exemplo 1

Para ilustrar de forma clara os métodos empregados para comprovagao que
determinado espaco é um espaco vetorial, usaremos como exemplo o R? no espaco
euclidiano. Um elemento de R* é um vetor da forma u = (x;,x2,x3). Os valores xi, x;
e x3 sdo chamados de coordenadas do vetor u (ou componentes). Dados vetores

u=(x1,x2,x3) € v=(y1,y2,53) € R® e o € R, definimos as seguintes operagdes:

u+v = (x1+y1, x2+y2, x3+y3)

ou = (axy,ox;,0x3)
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Demonstraremos em seguida que o espaco R? munido com as operagoes
definidas acima € um espacgo vetorial. Fagamos « e v como acima:

1. Comutatividade da soma
u+v = (x1+y1,x+y2,x3+y3)
= (M +x,2+x,y3+x3) = vtu
2. Associatividade da soma
u+(v+w) = (x,x0,x3)+ (1 +21,02+ 22,53 +23)

= (x1+y1+zax+y2+22,%3 +y3+23)
= (x+y,x2+yx3+y3)+(z1,22,3) = (u+v)+w

3. Elemento neutro da soma

(0,0,0) €R® = u+(0,0,0) = (x;+0,x2+0,x3+0)

- (XI,XQ,X:;) =u
4. Inverso aditivo Vu = (x1,x2,x3) € R*, 3 —u = (—x,—x2,—x3) €X

u+(—u) = (x1,x2,x3)+ (—x1, —x2,—x3)
= (X1 —x1,X2—x2,X3 —x3)

= (0,0,0) =0
5. Distributividade

a(u+v) = o(x;+y,x2+y2,x3+y3)
= (ax;+ oy, 0x + oy, xs + ays)
= (ax,axy,0x3) + (otyr, @y, ay3)

= a(x;,x2,x3)+a(yr,y2,y3) = oqu+ov

(oc+[3)u = ((X+ﬁ)(X1,X2,X3)
= (OCX]—l—BX],OCxZ—I—ﬁXQ,OC)Q—l—ﬁ)@)

= (ax;,axy,0x3) + (Bxi, Bx2,Bx3) = ou+Pu

6. Associatividade da multiplicagcao por escalar

(aB)u = (aB)(x1,x2,x3)
= (oPxy,afxy,afx3)

= a(Pxi1,Bxa, Bx3) = o(Bu)
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7. Elemento neutro da multiplicacdo por escalar

lu = 1()61,)62,)63)
(1x1, 1xp, 1x3)
(x1,%2,%3) = u
Naturalmente, o fato determinante na exposi¢cao acima é a estrutura de
corpo do conjunto dos numeros reais, usado em cada coordenada vetorial. Logo, fica

demonstrado que R? define um espago vetorial.

3.1.2 Exemplo 2

O conjunto das matrizes reais m x n, denotado por M, ,(R), com a opera¢éo
de adicao entre matrizes e multiplicacéo por escalar usuais € um espaco vetorial, ou
seja, sobre o corpo dos numeros reais. llustraremos, como exemplo, a verificacao de
como o conjunto das matrizes de dimenséao 2 x 2, M, (R), satisfaz as condi¢des de
espaco vetorial.

Primeiramente definiremos a soma de matrizes. Considere A e B matrizes

2 x 2. Pela definicdo de adig&o entre matrizes temos:

a a b b ajl+b ap+b
A—l—B: 11 12 4 11 12 _ 11 11 12 12

ax axy by by ax1 +by axn+by

Logo, o resultado da adicdo de duas matrizes 2 x 2 continua sendo uma
matriz 2 x 2. Agora tome A uma matriz 2 x 2 e @ um escalar real. Pela definicdo de

multiplicagdo de matriz por escalar temos:

aip an tdayp dapn
oA =0 =
azr app cay; Oan

Logo, a multiplicacdo de uma matriz 2 x 2 por um escalar real continua sendo
uma matriz 2 x 2. Agora iremos mostrar que as operagdes usuais indicadas acima

satisfazem as propriedades que definem um espaco vetorial.



1. Comutatividade da soma:

= A+(B+C)

apl apn bi1 b1z
A+B = +
| @1 ax by by
_ ail+bi ann+bin
| a1 +by axn+bx
| butan bintar
I by1+ax byp+axn
bi1 b1 ai; ap
_ nob g pan @ _ B+A
I by by ax ay
2. Associatividade da soma:
ayl1+by ann+bi2 c11 12
(A+B)+C =
I a1 +by1 ax+by 21 2
_ ain+bii+ciy an+bi+cn
| @ +by+ca1 ax+bp+cn
_ apl ap bi1+ci1 bin+ci
| @1 ax by1 +ca1 b+

teremos:
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3. Elemento neutro da soma. Considere a matriz quadrada nula 0,,,, assim

A+0

ar

asi

a1 +0 ax»+0
aip ap

= = A
az; axn

a2

azn

a1 +0 ap+0



4. Inverso aditivo. Para cada matriz A =
—aipr —ap
—A= tal que:
—dz1 —dp
ail anr —daii
A+(-A) =
ary axp —any

air—air a2 —ar

az) —dadzp A —az

5. Distributividade:

a(A+B) — «a ajl+by aip+bin
a1 +by1 ax+by

apl ap b
= o +a

az; an by

ain

asi

(X(an-f-bll) 06(6112+b12)
Ot(a21+b21) 05(022+b22)

aay; +oabyy oap+ obys

aar + by Oax + by

b2

b

as»

existe uma matriz,

oA+ aB
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(a+B)A =

(a+B)

ai a2
azp an

| (a+B)an (a+P)ar
| (a4 B)az (o4 B)ax

aay +Bay; oapn+Pann ]

| qaz + Bax oax+Paxn

al an a a
o +B nodn | A+ BA
a1 dax az|y ayp

6. Associatividade da multiplicacao por escalar:

(aB)A

— (ap) ai an
ax ax
_ (af)air (af)ain ]

| (aB)ax (af)ax |

[ a(Ban) a(Ban) |
| a(Bax) (aBax) |

_ . (Bai) (Bai) — w(pA)
(Baz1) (Bazz)

27
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7. Elemento neutro da multiplicac&o por escalar:

aipr an
1A = 1
azr an
1a11 16112
lar; lax
ailr an
— = A
azr a

Como o conjunto das matrizes 2 x 2 reais satisfazem as condi¢oes esta-
belecidas pelas 7 propriedades caracteristicas, demonstramos que ele é um espago

vetorial.
3.1.3 Exemplo 3

Consideraremos um dado conjunto R" = {u = (x1,x2,...,x,)|x € R,Vi e N; 1 <i < n},

no espaco euclidiano n-dimensional, munido com as operagdes de adigao definida por:

utv = (xp,x2,. %) + (VY2 0m) = (1 yLX2 Y2, X+ V),

e a multiplicagao por um escalar o € R definida por:
ou = (0x1,0x2, . .., 0xy),

forma um espaco vetorial real. Como o R?, exemplificado anteriormente na Subsecéo
3.1.1, é um caso especial do R”, usaremos a mesma metodologia para confirmarmos
que o conjunto apresentado acima € um espaco vetorial real.

1. Comutatividade da soma. Tomando u = (x1,x2,...,X,) € v=(y1,¥2,---,Yn),

temos:
u+v = (x1+ynLx2+y2,.. X0 +yn)

= (yl ‘f‘xl,)’2+x2=-~7)’n+xn)
= (ylay27"'7yn)+(x17x2a"~7xn)
= v+tu
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2. Associatividade da soma. Tomando u = (x1,x2,...,%,), v= (¥1,Y2,---,Vn) €

w=(z1,22,---,2n), t€MOS:

(ut+v)+w = (x1+y1,x2+y2,. X0 +Yn) + (21,22, -, 20)
= (Y1 tzn2ty2+22, 00X+ Y0+ )
= (x¥1,%2,- %) + (V1 + 21,02+ 225+ Y0+ 2n)
= u+(v+w)

3. Elemento neutro da soma

ut+tm=u < (x;+my,xp+my,....xyp+my) = (X1,x2,...,%,)
& xi+mi=x;,(1<i<n)

< mi=0,(1<i<n)

Logo m = (0,0,...,0) é o vetor nulo € R"

4. Inverso aditivo. Para cada u € R" existe —u, tal que u+ (—u) = (0,0,...,0).

u+v=(0,0,...,0) (x1+y1,%+Yy2,-- X0 +yn) = (0,0,...,0)
xi+yi=0,(1<i<n)

yi=—xi,(1<i<n)

(O

V=—U

5. Distributividade. Sejam u,v € R" e a, 8 € R. Temos:

a(u+V) = a(x1+YI,x2+)’2>--~,xn+yn)
= (ax;+ oy, 0x+ oys, ..., 0x, + Qyy)
= (axy,0x2,...,0x,) + (Qy1, Qyz,...,00,)

= Oou-+ov

(a+B)(x1,x2,..., %)
((o+B)x1, (a+B)xa, ..., (0t +B)xn)

= (ox1+ Bxi,0x2+ Bxa, ..., 0x,+ Bxy)
(0txp, 0xy, ... 0x ) + (Bxy, B, - Bxn)

= au+Pu
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6. Associatividade da multiplicagcao por escalar

(aBlu = (af)(xi,x2,...,xn)

= (afx;,ofxa,...,0Bx,)
(at(Bx1), a(Bx2), ..., 0(Bxn))

= a(pxi,Bxz,.... Bxn)

(Bu)

=

7. Elemento neutro da multiplicagao por escalar. Sejam u € R" e a € R.

Temos:

ou=u < ox1,X,...,%,) = (X1,%2,...,%,)
& (oxp,axy,...,0x,) = (X1,X2,...,X,)
& oxi=x;, (1 <i<n)

&S oa=1
3.2 Espacos Normados

O objetivo dessa secéo € introduzir a definicdo de normas e estabelecer
algumas de suas propriedades. Além do mais, recordaremos a no¢cao de normas

equivalentes e apresentaremos alguns exemplos de espacos normados.
3.2.1 Norma Euclidiana

Dado x = (x1,x2,...,x,) € R", um espago vetorial munido com um produto

interno usual, definimos a norma euclidiana da seguinte forma:

= v<xas= Vra= \Jd+d+ 42

A norma euclidiana associa cada vetor x € R"” o numero real ||x|| e podemos
interpretar geometricamente ||x|| a grosso modo com o “comprimento” do vetor x. Assim,

partindo de sua definicdo podemos ter a seguinte afirmacao:

Ix[> = x-x
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A norma euclidiana goza das seguintes propriedades, Vx,y € R" e a € R:
1. E definida positiva: ||x|| > 0, ||x]| =0 < x=0.
2. E homogénea: ||ox| = |- ||x]|
3. E subaditiva: ||x+y|| < ||x[| + [ly||

Provaremos a seguir cada uma dessas propriedades:

1. Pela proépria definicdo de norma temos:

||XH = VXX = \/x%+x%+...+x’%20

e ainda temos:
x| =0 < 0 = x|
s 0 = x-x

& 0 = x

2. Tomemos:

lax|| = Voux-ox
= Valxx
= lalvxx = |of x|
3. Inicialmente, observamos que:
lx+yl> = x-x4+2x-y+y-y
=[x +2<xy>+|yl?
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

P +2 <xy >+ < xlP+20 <xy> [+ y]?
[ell? + 2kl - I+ Ivl2 = - Dyl

A

Assim:
2 2
[+ (1= < (Il - [Ivll)

Por causa da primeira propriedade da norma que provamos, nessa inequag¢ao possui-

mos somente termos ndo-negativos, implicando que:

e[ < el - [l
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3.2.2 Norma

Pelo uso frequente em aulas iniciais nos cursos de Algebra, a norma euclidi-
ana é apresentada como exemplo principal, mas ela é somente um caso particular da

norma, agora definiremos de forma geral o que seréa tratado como norma.

Definicao 3.2.1 Seja E um espaco vetorial qualquer. Uma norma em E é uma fungéo

real
l: E=» R

x|l

Que satisfaz as sequintes propriedades:
1. |[x]| >0,Vx€E e|x]|=0<x=0.
2. |ox|]| = |a]-||x||, Ve € R, Vx € E
3. x4yl < [lxlf+[Iy[l, vx,y € E

Diz-se que o par (E, ||-||) define um espaco vetorial normado, espaco

linear normado, ou simplesmente, espaco normado.
Proposicao 3.2.1 Seja || - || uma norma qualquer em E. Entéo, Vx,y € E tem-se

| llelf =Ml T < fle =y

Para demonstrarmos essa proposi¢éao, usaremos a propriedade subaditiva

da norma, mas notaremos primeiro que:

x| = [[(x=y)+yl
= ||Gc=y)+yll < lx =]+ |y
x| =yl < [x—=yll. (3.1)

Analogamente, também teremos:

Il = Ny —x)+]

1y =x) +x[| < ly = x[| + x|

IN

VI = [l Iy = x|

x| =yl = —=llx =yl (3-2)
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Assim, de (3.1) e (3.2) obtemos:

=[x =yl < lxl| = Iyl < []x=yl[-
Portanto

[ el = Ml < e =1l

Lema 3.2.1 Toda norma é uma fungéo uniformemente continua (Vide Apéndice pag.59).

Demonstragdo. Para todo € > 0, existe 6 = € > 0 tal que Vx,y € E com |x—y| < o

tem-se pela proposicao anterior.

Hxll = [yl | < [x—yl| <0 =€
3.2.3 Norma da Soma

Trataremos agora de outros tipos de norma, iniciando pela norma da soma,

além de apresentar a demonstragdo necessaria para sua defini¢éo.

Defini¢ao 3.2.2 Dado x = (x,x2,...,x,) € R", definimos a norma da soma da seguinte

forma:

n
lxlls =} lxil
i=1

Verificaremos a seguir que essa funcao define de fato uma norma em R”.

1. Devemos verificar que a soma das normas é definida positiva:
n
Ixlls = X lx[=0
i=1
Temos assim pela definicdo da norma da soma:
n
Ixlls = X |x|
i=1
= [xrl 4 e+ 4l
Como essa soma possui somente termos em médulo, podemos concluir

que:

Ills = Peal + b2l -+ |xa 2 0

Precisamos ainda provar que:

Ixls=0 < |x=0VYieN;1<i<n
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Considerando o fato que a norma da soma é uma adicao de termos nao-
negativos, se algum |x;| > 0, entdo ||x||; > 0, pois ndo teremos termos negativos que

possam anular valores positivos, logo:
Ixlls =0 < |x[=0
2. Dados x € R" e ax € R temos:
n
lodly = X o

'Zl

= X laf-|x]
i=1

n
= lof- Xl = o [lx[ls

i=1
3. Por ultimo, dados x,y € R":
n
lx+ylls = .Zl\xz'+yi!
1=
= |xr+yi|+

Usando a seguinte desigualdade:
i + i < il + [yl

logo,

lx+ylls = i+l 4+ 4yl
et [yi] -+ [xal + [yl
< %l + X D

IN

IN

HXHS + ”)’Hs
3.2.4 Norma do Maximo

Defini¢ao 3.2.3 Dado x = (x1,x2,...,x,) € R", definimos a norma do maximo da se-
guinte forma:

llmax = max{|xi|;1 <i<n}.

Para essa definig&o, verificaremos que a norma do maximo satisfaz as pro-

priedades da norma, assim:
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1. Pela definicdo da norma do maximo, temos |x;| > 0 para todo i,2,...,n,
logo

|X[lmax = max{|x;[;1<i<n} > 0

Agora verificaremos
|X[[max =0 < |xi| =0;1<i<nm

Da definicdo da norma do maximo, sabemos que |x;| > 0 para todo i =

;1 <i<n} =0, precisamos que todos os ter-

1,2,...,n. Portanto para termos max{|x;

mos |x;| = 0.

2. Consideraremos x € R" e o € R, assim temos:

||le||max = lngl?gxn{m 'Xil}

= Iallnglgn{!xﬂ}

= |af - [|x[/max

3. Dado x,y € R" temos:
[+ ¥llmax = max{[x; +yi[; 1 <i < n}=max{|x; +yi[, - |[xa+ynl}

Usando a desigualdade |x; +yi| < |x;| + |y:|, temos:

[x+yllmax = max{|x; +yi],---, x5+ Yal}
< max{|x|,--, [xn[} + max{|y1], - [yul}

Portanto

[+ Yllmax < [|x[|max + [|¥|lmax

3.2.5 Isomorfismo entre Espacos Normados

Nesta subsecéo, iremos relembrar a nocao de espacos isomorfos;



36

Definicao 3.2.4 Dizemos que dois espago vetoriais normados com escalares em T,
ou seja, (E1,||-||1) e (Ea,| - |l2), sdo isomorfos, se existir uma aplicagdo ¢ : E, — E»,
denominada isomorfismo entre espacos normados E; e E,, tal que:

1. ¢ é bijetora,

2. ¢ élinear, isto é,Vx,y € E| e VA € F, temos, p(Ax+y) = Ao(x)+ ¢().

3. ¢ é bicontinua, isto é, ¢ e ¢~ sdo continuas.
Exemplo 1 Considere o espaco ¢, munido com a norma

(@) || = sup (lail +aj)-
i#]

Entéo, <co, Il - H) € isomorfo ao espago co munido com a norma usual do sup.
3.2.6 Espacos Isométricos

Nesta subsecao iremos relembrar a definicdo de espacos isométricos.

Definicao 3.2.5 Dizemos que dois espagos vetoriais normados, (Ey,||-|1) € (Ez, || - ||2),
s&o isométricos se existir um isomorfismo de espaco vetoriais normados ¢ : E; — E; tal
que:

Vx e Ep o)z = [[(x)]:

3.3 Espacos Métricos

O objetivo dessa secao é definir a nocao de espacos métricos, com énfase
em exemplos relacionados com espacgos vetoriais normados. Apresentaremos exem-
plos de espacos métricos para uma melhor compreensao de suas propriedades, junto

com os métodos usados para a sua caracterizagao.

Definicao 3.3.1 Uma métrica em um conjunto X é uma aplicacdod : X x X — R que
associa a cada par (x,y) de elementos x,y € X um numero real, denotado por d(x,y),
o qual chamamos de distancia de x ay, de maneira que sejam satisfeitas a seguintes

condigbes, para quaisquer x,y,z € X :
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1. d(x,x)=0=x=y

2. Se x #y, entdo d(x,y) > 0 (Positividade)

3. d(x,y) =d(y,x) (Simetria)

4. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (Desigualdade triangular)

Definicao 3.3.2 Um espaco métrico é um par (X,d), onde X é um conjunto e d é uma

métricaem X.

Observacao 3.1 (Normas definem métricas) Todo espaco normado é um espago
meétrico. De fato, se (X, ||-||) € um espago normado entdo é facil verificar que a fungéo

d(x,y) = ||x —y|| define uma métricaemX.

Definicao 3.3.3 Um espaco métrico (M,d) é dito separavel se possui um subconjunto
denso e enumeravel (Vide Apéndice pag. 59), ou seja, se existe X C M enumeravel

comX =M.

Definicao 3.3.4 (MERCOURAKIS; VASSILIADIS, 2018) Um espago métrico (M,d)
é dito ser céncavo, quando a desigualdade triangular é estrita, i.e, quando d(x,y) +

d(v,z) > d(x,z) para quaisquer pares distintos de pontos x,y,z € M.

Definicao 3.3.5 (MERCOURAKIS; VASSILIADIS, 2018) Um espago métrico (M,d) é

dito ser fortemente céncavo se existe constante ¢ > 0 tal que
d(x,y) +d(y,z) —d(x,z) > c,
para quaisquer pontos x,y,z € M, dois a dois distintos.
Proposicao 3.3.1 Se (M,d) é fortemente c6ncavo e separavel, entdo M é enumeravel.

3.3.1 Exemplos

Exemplo 2 (A métrica zero-um) Qualquer conjunto X pode se tornar um espago mé-
trico de maneira simples. Para isto basta que a métrica esteja bem definida, por

exemplo, definad : X xX — R pord(x,x) =0 ed(x,y) =1 sex#y.
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Assim, provaremos as quatro propriedades que sao satisfeitas pela métrica.
1. Essa propriedade é vélida pela prépria definicao da métrica zero-um.
2. Essa propriedade também segue da definicao, pois se x # y, entdo d(x,y) =1 > 0.
3. No caso dessa propriedade, se x =y, entdo d(x,y) = 0 = d(y,x), se por outro lado
x #y, teremos d(x,y) =1 =d(y,x).

4. Agora para o caso da desigualdade triangular, se x =y, entdo teremos:
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d(x,y)+d(y,z) =0+d(y,2)
d(x,z) < d(yz2)

Pela suposicéo de x =y, entdo teremos:

d(x,z) < d(x,z) logo
d(x,z) = d(x,z)

Satisfazendo a desigualdade triangular. Agora se x # y, entdo devemos considerar

duas possibilidades: se x # z, entédo d(x,y) =d(x,z) =1
d(x,z) =1<1+d(yz)

Onde a desigualdade triangular é satisfeita independente de y, por outro lado, se

y #z, entdo d(x,y) = d(y,z) = 1, logo
dx,z) <1+1=2
. Cumprindo a desigualdade, pois no maximo d(x,z) =1

Exemplo 3 (A reta real R) Defini-se uma distancia entre dois pontos x,y € R através
da fungdo d(x,y) = |x—y|. N&o é dificil mostrar que R munido da métrica do exemplo
anterior € um espago meétrico, ou seja (R,d) é espagco métrico. De fato as quatro propri-
edades sdo satisfeitas através dos principios de valores absolutos e da desigualdade

triangulares.

Exemplo 4 (O plano Euclidiano R?) Sejam x = (x,x;) e y = (y1,y2) elementos de R?,

definimos a métrica nesse caso como d(x,y) = v/ (x; —y1)? + (x2 — y2)%.

Provaremos que essa métrica satisfaz as propriedades que caracterizam

um espaco métrico:
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1. Se x=y=(x1,x), logo

d(x,y) = /(x1—x1)2+(x2—x2)?
= V0+0 = 0

2. Se x £y, entdo x; #y; 0u x2 # y. Logo podemos afirmar que (x; —x;)? >0

ou (x2 —x2)* > 0 assim verificamos que d(x,y) > 0.

3. Para provar essa propriedade precisamos que (x —y)? = (y —x)?, assim:

dx,y) = /(x1—y1)2+(x2—y)2
= Vi —x1)*+ (2 —x)?
= d(y,x)

4. Sejam x,y e z € R? pontos no plano euclidiano. Caso eles ndo estejam
alinhados, teremos um triangulo, que satisfaz a desigualdade triangular. Caso estejam
alinhados, teremos cada distancia correspondendo a um unico valor real (coordenada

do ponto). Vejamos abaixo uma ilustracdo geométrica desses fatos:

Figura 4 — Representacao da desigualdade triangular

d(x,z) d(y.2) -

X 7 X 7 %
— o — o