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RESUMO

A busca pela melhoria nos resultados dos estudantes nas avaliacdes externas, a
dificuldade que muitos tém de trabalhar com figuras geométricas e seus elementos,
motivou a busca por materiais concretos que melhorassem a minha pratica na sala de
aula, motivando esse trabalho. Assim sendo, o objetivo desse trabalho é mostrar as
dobraduras como uma ferramenta para que o professor da educacao basica possa ter
um norte na busca por materiais, sempre fazendo uma ligacdo do abstrato com o
concreto sempre com foco e planejamento para evitar o esvaziamento dos conteidos
durante as préticas. Foi feito um levantamento bibliografico, no qual as obras
escolhidas ajudam na construcéo de figuras geométricas com o uso de dobraduras e
com montagens simples, e que o conteddo matematico ndo tenha se perdido. O
resultado obtido foi um texto que mostra um pouco da historia dos origamis e algumas
de suas aplicacdes em outras areas, Axiomas sobre origamis, Teoremas sobre e que
utilizam origamis, resolucdo de alguns problemas usando dobraduras, depois
comprovando o resultado matemético, foram mostrados também como obter figuras
geométricas simples usando dobraduras, depois construcdo dos sélidos de Platdo
usando técnicas diferentes, foram apresentadas atividades como sugestdo para

apontar o uso em sala de aula das dobraduras.

Palavras-Chave: Ensino de Geometria. Origami. Atividades em Sala.



ABSTRACT

The search for improvement in student results in external evaluations, the difficulty that
many have to work with geometric figures and their elements, motivated the search for
concrete materials that would improve my practice in the classroom, thus motivating
this work. Therefore, the objective of this work is to show the folds as a tool so that the
education teacher can have a north in the search for materials, always making a
connection between the abstract and the concrete, always focusing and planning to
avoid emptying the contents during practices. A bibliographic survey was made,
focusing on works that help in the construction of simple assembly figures and that the
mathematical focus has not been lost. The result obtained was a text that shows a little
bit of the history of origami and some of its applications in other areas, Axioms about
origami, Theorems about and making use origami, solving some problems using folds
after proving the mathematical result, was also shown as obtain simple geometric
figures using folds and then build Plato’'s solids using different techniques to show
variety, activities were presented as suggested usage to point out the focused use in

the classroom of folds.

Keywords: Geometry Teaching. Origami. Classroom Activities.
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1 INTRODUCAO

O trabalho que exer¢co como Professor da rede publica do Estado do Ceara
e da Prefeitura de Fortaleza, tem mostrado que a cada ano que passa 0s estudantes
estdo chegando as séries finais do Ensino Fundamental e consequentemente ao
Ensino Médio, com muitas dificuldades para continuar estudando matematica na
educacéao basica.

Por outro lado, € comum os professores serem questionados sobre a
relevancia de certos conteudos, tanto pelos alunos como por outros profissionais que
trabalham na educacdo, mas ndo tem formacao especifica em mateméatica. Apesar
desses questionamentos as avaliacbes educacionais como SAEB(Sistema Nacional
de Avaliacdo da Educacdo Basica) que ocorre a cada dois anos, SPAECE(Sistema
Permanente de Avaliacdo da Educacdo Basica) que ocorre todo ano e o
ENEM(Exame Nacional do Ensino Médio), fazem uso de avalia¢des bastante formais
e sdo usadas para quantificar e classificar o nivel de aprendizado, sendo muitas vezes
usado também para julgar o trabalho dos professores, e cobrar resultados, como se
este fosse o0 Unico agente responsavel pela aprendizagem.

Sendo assim, o professor de matematica, com uma formagéo muitas vezes
totalmente tedrica, tem que procurar alternativas para que seus alunos possam ter
melhor desempenho. Muitos tedricos da educacdo sempre falam em formacao
continuada do professor, pela minha experiéncia, desde o ano de 2002, essas
formacdes até ocorrem, mas continuam em grande parte mostrando ferramentas
tradicionais e tedricas, o que s6 aumenta a angustia do professor.

Dentro dos assuntos da educacdo basica, na escola publica, sempre
encontrei dificuldade de dar andamento ao ensino de geometria plana e espacial, pois
0s estudantes que encontrei durante varios anos, chegavam sem conhecer a
nomenclatura das figuras e seus elementos, ndo conseguiam entender o calculo de
areas que ndo fossem a aplicacdo direta das formulas, ou como alguns gostam de
chamar, algoritmos de resolugédo. O mesmo se passava com volumes, semelhancas,
entre ouros temas, e isso sempre acabava refletindo nos resultados das avaliagbes
externas, pois no caso do 9° ano do Ensino Fundamental, dos 37 descritores da matriz
de referéncia do SAEB 15 s&o relacionados a geometria, e para o 3° ano do Ensino

Médio sdo 13 descritores dos 35 que constam na matriz.
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O meu uso dos origamis comecou quando eu estava com dificuldade para
fazer alguns alunos entenderem o conceito de diagonal, para depois proceder com o
calculo do total de diagonais de um poligono. Depois de pesquisar um pouco na época
2005, a internet era um pouco lenta ainda, mas encontrei um método para obter um
triangulo equilatero, depois obter um hexagono, e a partir dai mostrar suas diagonais.
Apesar de simples, o resultado para este contetudo foi bem satisfatorio, sendo que
realizei isso em uma turma de 9° ano, a noite. Como funcionou apliquei em outras
turmas no turno diurno.

O ensino de geometria depende do ensino de algebra, quando trabalhamos
a resolucao de problemas geométricos, dependemos nao somente das “contas”, mas
também da capacidade de visualizacdo do estudante para figuras planas e espaciais
e suas propriedades. Encontrei nas dobraduras um meio para melhorar essas
percepcdes em meus alunos.

O objetivo/motivacdo desse trabalho, ndo é ser um guia de como usar
origamis/dobraduras no ensino de geometria, até porque hoje em dia 0 acesso a
informacdo é muito melhor, e o professor que desejar pode encontrar videos em
diferentes plataformas on-line, que mostram a construcdo de figuras até bastante
complexas. A ideia € mostrar que as dobraduras podem ser usadas no ensino, que o
professor de matematica ndo precisa ficar preso somente a parte tedrica, mostrando
que o uso desse material concreto e manipulavel ajuda na compreensao de varios
conteldos de geometria, e que para isso é preciso planejar as atividades para que
nunca figuem vazias de conteudo.

No primeiro capitulo, faremos uma breve passagem pela histéria dos
origamis, desde a origem até a atualidade, mostraremos o uso do conceito das
dobraduras em outras areas, como engenharia, medicina e até seguranca automotiva.
Vamos perceber que as diferentes areas fazem uso de propriedades semelhante.

No segundo capitulo, trabalharemos diretamente com dobraduras e sua
relacdo com a matematica, vamos mostrar os simbolos utilizados neste trabalho, pois
além dos mostrados aqui existem outro que sdo utilizados em outros tipos de figuras.
E importante salientar que neste trabalho os origamis construidos serdo modulares,
ou seja, formados por mais de uma peca. O uso de pecgas Unicas sera feito para
mostrar os Axiomas de Huzita-Hator, que s6 precisam de um unico papel, e para a
demonstracado dos Teoremas que se seguem, Teorema de Maekawa e Teorema de

Kawasaki. Ainda neste capitulo, mostraremos como através de dobraduras
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resolvemos trés problemas de geometria plana: a Trisseccdo de um Segmento,
solucionado pelos Teoremas de Haga; a Trisseccéo de um Angulo Agudo e por Gltimo
a Duplicacao do Cubo.

No terceiro capitulo, faremos a apresentacdo de figuras basicas que irdo
gerar modulos para a construcdo dos solidos de Platdo, mostraremos também a
relacdo matematica que existe em alguns desses médulos, para ficar claro que nao
ocorreu por “acidente”. Usaremos sempre geometria plana ou espacial, evitaremos o
uso de geometria analitica para mostrar as relacdes.

No quarto capitulo, falaremos um pouco sobre materiais concretos e a sua
importancia na melhoria do aprendizado, iremos descrever cinco atividades, que
apesar de simples podem dar um norte para que um professor desenvolva outras.

Vale ressalta ainda que alguns teoremas bastante conhecidos que néo
foram contemplados, pois o uso de dobraduras poderia trazer complicacdes que ndo
influenciariam positivamente, possuem materiais concretos que funcionam melhor, ou
que o uso das dobraduras funciona somente em caso especificos.

Espero que este trabalho contribua para a pratica em sala de aula de outros
professores, assim como ocorre comigo, pois essa arte tem muito a oferecer para o

ensino, dentre outras areas.
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2 UM POUCO DA HISTORIA DOS ORIGAMIS

Origami é a arte japonesa de obter formas através da realizacdo de dobras
em um pedaco de papel, o termo € obtido pela juncdo de duas outras palavras, a

palavras oru (dobrar) e kami (papel).

Figura 1 — Kanjis que representam a palavra origami

5%

ORU KAMI

Fonte: Brasileiros no Japdo. Origami e sua histéria. 20141

De acordo com Tommasi (2010) a técnica de confeccionar papel chegou
ao Japao trazida da China por monges budistas entre os séculos VI e X, sendo a
principio acessivel somente a nobreza.

Nessa época as dobraduras tinham seu uso limitado a cerimonias
religiosas, mas com a melhoria da técnica de confeccao do papel, diminuindo seu
custo e melhorando a sua qualidade, o papel tornou-se acessivel a todo povo japonés,
gue aprimorou as técnicas da dobradura de papel, transmitindo a principio de forma
oral dentro da tradicdo familiar japonesa, por isso, para muitos origamis hdo podemos
indicar o autor. As formas foram sendo aprimoradas por pessoas de diferentes
geracdes, os origamis dessa época sao considerados umas das grandes herancas do
poVo japonés.

De acordo com LIMA (2014), podemos dividir a historia do origami em trés

periodos:

e Periodo Heian, se passou entre 794 e 1185, nesse periodo era usado
em cerimonias religiosas, era comum 0S samurais trocarem presentes
adornados com um noshi, dobrado a partir de dois papeis retangulos,

um branco e outro vermelho, de forma que parecesse uma Unica folha

1 Disponivel em: http://brasileirosnojapao.com/origami-e-sua-historia/ - acesso em 12 mar 2020
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na forma de um hexagono. Nesse periodo surgiu o Origami Tsuki, que
até os dias atuais confere autenticidade a documentos de valor de forma
mais tradicional.

e Periodo Muromachi, se passou entre 1338 e 1576, nesse periodo é
onde ocorre a popularizacdo do papel, sendo os adornos de Origami
utilizados para distinguir as classes sociais.

e Periodo Tokugawa, se passou entre 1603 e 1867, nesse periodo 0s
Origamis se popularizam, e surge o primeiro livro com instrugdes para
a dobragem de mil tsurus (a garca japonesa), escrito por Senbazuru
Oricata em 1797. Nesse periodo que fez parte da Era Edo, foram
desenvolvidos cerca de setenta tipos, como sapos, cestas, flores,

barcos.

Figura 2 — Tsuru

Fonte: MATEMATIQUE-SE! Origami e matematica:
a lenda do péassaro Tsuru?.

E importante ressaltar que essa arte que se desenvolveu entre paises
orientais, como Japdo e China, que apesar de pioneiros, ndo foram os Unicos. Os
arabes também desenvolveram técnicas de dobraduras, por volta do século VII,
devido a sua religido eles ndo podiam produzir figuras que representassem seres
vivos, dedicando-se a investigar formas geométricas.

Os arabes levando as técnicas para a Europa por volta do século XIi
durante as invasdes dos mouros a Peninsula Ibérica, mesmo depois de sua expulséo
as dobraduras continuaram a ser populares e sem a influéncia da religido, outras

dobraduras se popularizaram, primeiramente na Espanha onde podemos citar a

2 Disponivel em: http://coutoprof.blogspot.com/2015/06/a-lenda-do-passaro-tsuru-simetria.html -
acesso em 12 mar 2020.
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pajarita, um modelo de passaro bastante simples e depois por grande parte do

continente.

Figura 3 — Pajarita

Fonte: PASTA PAPEL. Manualidades para hacer en casa.
Las 3 claves para hacer talleres inolvidables®.

Durante a Era Meiji, que durou até a primeira década do século XX, ocorreu
uma abertura do Japdo. Com influéncia Europeia, principalmente das técnicas
desenvolvidas na Alemanha, as dobraduras comecaram a ser lecionadas nas escolas,
podemos citar como um dos primeiros registros o educador aleméo Friedrich Froebel
(1782-1852), que introduziu as técnicas de dobradura no ensino pré-escolar.

Para falarmos de Origami no século XX, temos que lembrar o Mestre Akira
Yoshizawa (1911-1994), que durante a sua vida desenvolveu centenas, talvez
milhares, de modelos, colocando varios deles nos 18 livros que até hoje servem de
referéncia para diversos artistas em todo o planeta. A primeira publicagdo de Akira
Yoshizawa foi Atarashii Origami Geijutsu, em 1954, onde mostra o sistema de
desenho que leva seu nome, sendo o padrdo aceito em todo mundo para diagramar
0S passos necessarios para a reproducao de diferentes modelos.

E importante citar também a criacdo por Akira Yoshizawa da Wet Folding,
conhecida como dobra molhada, que consiste em umedecer o papel dando uma
aparéncia mais realistica a figuras tridimensionais, em sua maioria representacées de
animais e plantas. Vale salientar que o Mestre ndo aprendeu a arte na escola sendo
autodidata desde a sua infancia.

8 Disponivel em: https://www.pastadepapel.com/manualidades-para-hacer-en-casa-3-claves-para-
hacer-talleres-inolvidables/. Acesso em: 12 mar. 2020.
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Akira Yoshizawa também foi embaixador da cultura internacional no Japao,
e em 1983 recebeu a condecoracdo da Ordem do Sol Nascente, concedida a cidadaos

japoneses que se destacam com grande mérito em uma determinada area.

Figura 4 — Akira Yoshizawa e algumas de suas criagoes

Fonte: JAPAO EM FOCO: Akira Yoshizawa, o pai do origami moderno*

No Brasil, segundo KANEGAE, a arte das dobraduras pode ter chegado de

duas maneiras:

e Pela Argentina, que herdaram dos espanhois, com a publicacdo de
livros na década de 1930 por Vicente Soldrzano Sagredo e Giordano
Lareo.

e Através da imigracdo japonesa a partir de 1908. Ndo podemos precisar
aonde comecou a disseminacédo da arte, mas KANEGAE, que também
€ origamista, afirma que pode ter sido por Takao Kamikawa, imigrante
gue veio com a familia para trabalhar em uma fazenda de café na cidade

de Bauru.

Na atualidade, a ciéncia faz uso das técnicas de dobradura de papel
quando é necessario a economia de espaco, para depois acontecer a expansdo do

material.

4 Disponivel em: https://www.japaoemfoco.com/akira-yoshizawa-o-pai-do-origami-moderno/. Acesso
em: 12 mar. 2020.



https://www.japaoemfoco.com/akira-yoshizawa-o-pai-do-origami-moderno/
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Um dos usos é a confeccdo de airbags, dispositivo responsavel pela
reducdo de ferimentos e mortes em acidentes automobilisticos, o fisico e origamista
Robert Lang, em seu site (https://langorigami.com/article/airbag-folding/) mostra
através de computacdo grafica como um airbag € composto por varios pequenos
triangulos, sendo dobrado e depois inflado na velocidade correta.

Todos esses trabalhos sdo feitos usando o que se chama de origami
computacional e origami matematico. Podemos ainda citar sobre esse assunto o artigo
chamado Airbag Folding Based on Origami Mathematics, em que seus autores,
Christoffer Cromvik e Kenneth Eriksson, mostram o uso dessas técnicas para a

construcdo e simulacdo computacional desses equipamentos.

Figura 5 — Simulacdo de um airbag

Fonte: CROMVICK, Christoffer; ERIKSSON, Kenneth. Airbag Folding Based on Origami
Mathematics. Goteborg: Chalmers University, 2006. p®. 12.

Uma outra utilizacdo do principio de expansdo de um origami é a
construcéo de stents, que de acordo com YOU(2003), sao estruturas tubulares que
podem ser dobradas em pequenas dimensdes, permitindo a sua passagem para
locais do corpo e depois sendo expandidos.

Os stents tem contribuido para o tratamento de cancer de esbfago e do
duto biliar, também s&o usados para tratamento cardiaco, o material utilizado pode
ser metalico ou plastico com diferentes tipos de rigidez, podem ou ndo possuir
membranas que os recobrem, podendo ser semelhante a uma rede. Os stents

desenvolvidos por Zhong You e Kaori Kuribayashi, em Oxford, podem ser

5 Disponivel em: http://www.math.chalmers.se/Math/Research/Preprints/2006/36.pdf. Acesso em: 12
mar. 2020.



http://www.math.chalmers.se/Math/Research/Preprints/2006/36.pdf
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reproduzidos em papel formando estruturas muito interessantes, dependendo de

como é feita a expansdo para os origamistas sdo conhecidos como origami magic ball.

Figura 6 — Stent (contraido e expandido)

Fonte: Physics to go. From Physics Research Archive - Page 28.

7z

Outra utilizacdo € realizada para painéis solares em naves espaciais,
satélites e sondas, que se desdobram ampliando a area de capitacdo em até 80%.
Um desses sistemas € o desenvolvido pela Bringham Young University (BYU),
chamado hanaflex (hana — significa flor em japonés), sendo responsavel pelo designe
do origami Shannon Alisa Zirbel Ph.D. O primeiro protétipo foi construido em
colaboragéo com Brian Trease no Laboratorio de Propulséo a Jato da NASA, também

colaborou no projeto o fisico Robert Lang que € um grande especialista em origami.

Figura 7 — Hanaflex (aberta e fechada)

Fonte: Jet Propulsion Laboratory. Solar Power, Origami Style”

6 Disponivel em:
https://www.compadre.org/informal/features/FeatureArchive.cfm?Type=PhysicsResearch&Skip=10.
Acesso em: 12 mar. 2020.

7 Disponivel em: https://www.jpl.nasa.gov/news/solar-power-origami-style. Acesso em: 13 mar. 2020.



https://www.compadre.org/informal/features/FeatureArchive.cfm?Type=PhysicsResearch&Skip=10
https://www.jpl.nasa.gov/
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Hoje, a arte das dobraduras, origami para os orientais, papiroflexia para os
espanhais e suas antigas colbnias, esta espalhada por todo o mundo e por diferentes
areas do conhecimento, a cada dia surgem novos modelos, e muitas pessoas
encontram nessa arte solucdes criativas para problemas, beleza, paz e serenidade,
trabalhando a paciéncia e a precisdo que os modelos cada vez mais complexos

exigem.



24

3 SIMBOLOGIA, AXIOMAS E ALGUNS RESULTADOS ENVOLVENDO ORIGAMIS

Para trabalharmos com origami é necessario conhecermos os simbolos

utilizados para realizacao de diferentes dobras. Iremos usar os simbolos conhecidos

internacionalmente, lembrando que podem acontecer varia¢gdes dependendo do tipo

de origami.

Tabela 1 — Simbolos para confeccéo de origamis

SIMBOLO SIGNIFICADO EXEMPLO
e e
I B s
----------------------------- dobrar em vale : \/
T
! :
! :
i ;
| !
! :
---------------- dobrar em montanha L. &
pr t
o \\://

dobrar e desdobrar

o

virar o modelo
ao contrario

@

mudar de direcéo

Fonte: Composicdo do autor
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3.1 Os axiomas de Huzita-Hatori

Os axiomas que se seguem serao interpretados através de dobraduras, ou
seja, trabalharemos com campos cujas dimensfes sao finitas, todos o0s origamis
seguem em algum momento 0s conceitos apresentados nos axiomas seguintes.
Existem estudos que transpdem o0s axiomas aqui apresentados para a geometria
euclidiana plana e para geometria analitica, vamos perceber essa ligacdo pois
faremos uso da linguagem da geometria plana para expor as dobras obtidas, para

tanto, vamos ainda considerar que:

e As retas sdo dobras que tem como caracteristicas ligar duas margens

do papel utilizado.
e Consideraremos o papel em formato quadrado como um recorte do

Plano Euclidiano.

Axioma 1: Dados dois pontos distintos, P1 e P2, existe uma unica dobra que passa

pelos dois pontos.

Figura 8 — Axioma 1

Fonte: Composicao do autor

Podemos fazer uma relacdo direta com o primeiro Axioma da Geometria
Euclidiana Plana, citado por BARBOSA (1995, p.1) que diz: “Dados dois pontos

distintos existe uma Unica reta que contém estes pontos”.
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Axioma 2: Dados dois pontos P1 e P2, ha uma Unica dobragem que os torna

coincidentes.

Figura 9 — Axioma 2

Fonte: Composicao do autor

Esse axioma mostra a existéncia da mediatriz de um segmento e como
consequéncia obter seu ponto médio. Como a dobra sobrepde os pontos P1 e P2, a
distancia dos pontos a dobra é a mesma para qualquer ponto sobre a dobra, como a
dobra divide o segmento P1P2, a dobra representa a mediatriz do segmento.

Axioma 3: Dados duas retas, |1 e >, concorrentes, ha pelo menos uma dobra que as
torna coincidentes.

Figura 10 — Axioma 3

C D

Fonte: Composicao do autor
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Esse axioma mostra a existéncia da bissetriz dos angulos formados pelas
retas, note que para qualquer figura a obtencdo da bissetriz seguira esse axioma,
bastando para tanto sobrepor as retas.

No caso de retas paralelas o que sera obtido € uma terceira reta paralela
as duas anteriores.

Axioma 4: Dados um ponto P e uma reta l1, h4 uma Unica dobra perpendicular a I

gue passa por P.

Figura 11 — Axioma 4

Fonte: Composicéo do autor

Para obtermos essa dobra basta dobramos a reta nela mesma, depois
vincamos a reta que passa pelo ponto. Esse axioma mostra a existéncia de uma Gnica
reta perpendicular a I; passando por P. A Figura 11 mostra o caso para o qual o ponto
P ndo pertence a reta, para o caso de P pertencer a reta basta dobrar a reta nela

mesma em P.

Axioma 5: Dados dois pontos distintos, P1 e P2, e uma reta |1, h4 uma dobra que faz

incidir P1 em |1 e que passa por P2.
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Figura 12 — Axioma 5

Fonte: Composicao do autor
Para esse axioma usaremos as mesmas técnicas que utilizamos nos
axiomas 2 e 4. Para isso basta projetar P1 sobre a reta obtendo P’1, depois basta

obter a perpendicular a reta que passa por P1 e P’1, passando por P2.

Axioma 6: Dados dois pontos, P1 e P>, distintos e duas retas |1 e I distintas, ha uma

dobra que faz incidir Pr em Iy e P2 em .

Figura 13 — Axioma 6

Fonte: Composicao do autor
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Para o axioma 6 utilizaremos a mesma técnica empregada no anterior,
bastando para isso fazer com que as extremidades do segmento formado por P1 e P2

coincida com as retas.

Axioma 7: Dado um ponto P e duas retas, |1 € I, distintas, ha uma dobra que faz incidir

P em | e é perpendicular a .

Figura 14 — Axioma 7

Fonte: Composicao do autor

Para este, usaremos as técnicas de dobradura que foram utilizadas nos
axiomas 4, 5 e 6.

Em MENEZES (2014), os Axiomas de Huzita-Hatori, sdo abordados a luz
da geometria analitica, essa abordagem €& muito interessante do ponto de vista
didatico para ser utilizado como complemento do estudo de conceitos basicos no
Ensino Médio, pois engloba conceitos como coeficiente angular, ponto médio,
equacdo da reta e estudo das posicdes relativas entre retas, mas para uma
abordagem no Ensino Fundamental esses axiomas quando trabalhados de maneira
ludica, podem ser usados para reforcar alguns conceitos importes de geometria plana,
dentre eles podemos citar o conceito de reta, a definicdo de bissetriz, mediatriz e
mediana, paralelismo e perpendicularismo, sempre tomando o cuidado de trabalhar o
conceito antes da prética, para familiarizar o estudante com as definicdes e os termos

utilizados.
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3.2 O teorema de Maekawa e o teorema de Kawasaki

Para apresentar os dois teoremas seguintes consideraremos o Crease
pattern, que € o diagrama do padrdo de dobras de um origami. Iremos considerar
ainda que um origami € dito planificado quando estiver comprimido, como na figura
15, na figura 2 0 mesmo modelo ndo esta comprimido.

Tradicionalmente os origamis sdo confeccionados a partir de um dnico
pedaco de papel, mas mesmo 0s origamis modulares, que sédo formados por varias
pecas, possuem um crease pattern para cada peca. Alguns desses diagramas
diferenciam as dobras vale das dobras montanha, o que facilita a construgéo. A figura
a seguir mostra um exemplo simples, o crease pattern do tsuru, que é a representacao

de um passaro (garca japonesa).

Figura 15 — Crease Pattern de Tsuru (por: Kristina Wissling)

o
N— -
/

I/

Fonte: SASAKI ORIGAMI. Tipos de origami: crease pattern ou CP. 20158,

O Teorema de Maekawa, faz uma relacdo entre a quantidade dobras
vale(V) e a quantidade de dobras montanha(M) em um vértice interno (ponto de
encontro de pelo menos trés dobras) do crease pattern, de um origami planificado,
esse teorema pode ndo ser comprovado quando tomarmos todos os vértices

simultaneamente.

8 Disponivel em: https://sasakiorigami.wixsite.com/sasakiorigami/crease-pattern. Acesso em: 12 mar.
2020.



https://sasakiorigami.wixsite.com/sasakiorigami/crease-pattern
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O Teorema de Kawasaki, relaciona os angulos formados pelas dobras em
um vértice interno, assim como no Teorema de Maekawa, pode ndo ser comprovado

quando tomamos todos os vértices internos simultaneamente.

Teorema de Maekawa: Seja M o numero de dobras montanha e V o niamero de
dobras vales que formam um vértice em um origami planificado, entdo,M -V =+2.

Demonstracao: Vamos utilizar um pedaco de papel quadrado. Dobramos ao meio
pela diagonal fazendo uma dobra em vale, vamos fazer agora duas dobras, de forma
que cada uma passe pelos pontos médios dos lados opostos, essas dobras devem

ser feitas em montanha como na figura abaixo, o resultado é a base do tsuru.

Figura 16 — Base do tsuru

Fonte: ORIGAME-FUN.COM. Origami crane instruction. 2010°.

Agora recortando abaixo do vértice, observamos que obtemos o poligono
M1iM2ViM3sM4V2, a medida que vamos “apertando” o origami o poligono vai se

degenerando.

9 Imagem editada pelo autor, a partir do original disponivel em: https://www.origami-fun.com/origami-
crane.html. Acesso em: 12 mar. 2020.



https://www.origami-fun.com/origami-crane.html
https://www.origami-fun.com/origami-crane.html
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Figura 17 — Teorema de Maekawa (parte de baixo)
Vi

j

Fonte: Composicao do autor

Dai podemos concluir que a soma dos angulos interno S, = 360°V .

Note que os angulos, depois de totalmente “apertado”, que tem como vértice as dobras
montanhas os vértices marcados com Mz, M2, M3 e M) tem valor 0° (e os angulos que

tém como vértice as dobras vale (os vértices marcados com Vi e V2) tem valor 360°.
A soma dos angulos internos de um poligono é dada por: S, =(n—-2)-180°, onde,

onde n é a quantidade de lados, como a quantidade de lados é igual a quantidade

vértices, entdo n =M +V , igualando as férmulas temos:

360°V =(M+V -2)-180=>M+V -2=2.V=>M-V =2,

Observe a figura 18, onde iremos analisar a parte de acima do corte na figura 17, a
relacdo entre as dobras e os angulos formados estara ao contrario, onde obtemos o

poligono V1V2M1V3VsMz, e de forma semelhante obtemos arelacdo V-M =2. =

Figura 18 — Teorema de Maekawa (parte de cima)

M4
Vs Vi

Fonte: Composicao do autor
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Corolario: O numero de dobras em um vértice de um origami € par.
Demonstracdo: A quantidade de dobras em um vértice € dado por M +V , como

M-V =1t2=>M=V+2 , entdo M+V:VJ_r2+V:2~VJ_r2:2~(Vi1) ,0u seja,

M+V épar. =

Teorema de Kawasaki: A soma dos angulos alternados em um vértice interno de um
origami (no caso o crease pattern) € 180°.
Demonstracao: Para essa demonstragéo usaremos um papel de forma circular como

na figura 19.

Como a quantidade de dobras em um vértice de um origami é par, podemos escrever

para os angulos formados por essas dobras a seguinte relagao:

o +a,+o,+...+a,, =360° (1)

Figura 19 — Teorema de Kawazaki

Fonte: HULL, Thomas. On the mathematics of flat origamis.
Congressus Numerantium. [S.1.], v. 100, 199510,

Depois de efetuar as dobras, podemos observar que uma particula posicionada na
borda do papel realiza um movimento de “zig-zag”, até contornar toda a borda,
voltando ao ponto de partida, observe que para os angulos temos um movimento
semelhante a um péndulo, e considerando o sentido anti-horario dos angulos e a sua

variagdo nesse movimento, podemos escrever:

10 Disponivel em: https://www.researchgate.net/profile/Thomas-Hull-
2/publication/2357716 On_the Mathematics of Flat Origamis/links/53f47f410cf22be01c3ec6b9/0On-
the-Mathematics-of-Flat-Origamis.pdf. Acesso em: 28 dez. 2020.



https://www.researchgate.net/profile/Thomas-Hull-2/publication/2357716_On_the_Mathematics_of_Flat_Origamis/links/53f47f410cf22be01c3ec6b9/On-the-Mathematics-of-Flat-Origamis.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Thomas-Hull-2/publication/2357716_On_the_Mathematics_of_Flat_Origamis/links/53f47f410cf22be01c3ec6b9/On-the-Mathematics-of-Flat-Origamis.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Thomas-Hull-2/publication/2357716_On_the_Mathematics_of_Flat_Origamis/links/53f47f410cf22be01c3ec6b9/On-the-Mathematics-of-Flat-Origamis.pdf
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o —a,+o,+...—a,, =360° (2)

Somando (1) e (2), temos:
20, + 20, +...+20,,  =360°= o, + oy +...+ a,, ; =180°.

Para obtermos a outra relacdo basta inverter o caminho no ponto de

partida. m

3.3 Alguns resultados matematicos obtidos com ou através de dobraduras

Mostraremos a seguir alguns resultados utilizando dobraduras como
ferramenta. Escolhemos esses pois sao problemas conhecidos e sem resolu¢cdo com
régua e compasso, a Trisseccdo de Segmentos resolvido pelos Teoremas de Haga, a
Trisseccdo de um Angulo resolvido por Hisashi Abe e a Duplicacdo do Cubo.

Usaremos geometria plana para mostrar as relacdes

3.3.1 Os teoremas de Haga

Os trés Teoremas de Haga tem a mesma finalidade, dividir um quadrado
de papel em trés retangulos iguais, eles se diferenciam apenas pela construcao feita
pelo seu autor Kazuo Haga. Esses Teoremas resolvem o problema da Trissecc¢éo de
um segmento, pois dividem um dos lados(l) do quadrado em segmentos de medida
1I e gI :

O primeiro e o terceiro fazem uso da mesma construcao, a diferenca esta
em como a figura é utilizada, mas o resultado é o mesmo, o segundo mostra uma
construcdo diferente, por isso, mostraremos 0 primeiro e 0 terceiro e depois o

segundo.
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Primeiro Teorema de Haga: Seja um quadrado de vértices A, B, C, D e M o ponto
meédio do segmento AB. Quando efetuamos uma dobra de forma que o ponto C incide

sobre M obtemos T, que é o ponto de intersecc¢do do lado CD com o lado AD, entéo a

medida de DT - %E .

Figura 20 — Primeiro Teorema de Haga

A B M A

~_lp

D

Fonte: Composic¢ao do autor

Demonstracédo: Vamos considerar que a medida do lado do quadrado ABCD seja
uma unidade de comprimente e NP seja 0 segmento obtido com a dobra descrita.

Vamos mostrar primeiro que os tridangulos retdngulos ANMB e AMAT séo
semelhantes, para isso observe que o que o angulo NI\7IQ =90°, pois é a projecao do
vértice C em M e Q é a projecdo de D, entdo BMN +AMT =90° (1), agora
considerando ainda as igualdades BMN +BNM =90° (2) e AMT + ATM =90° (3),
comparando (1) e (2) obtemos AMT =BNM AMT =BNM e comparando (1) e (3)
obtemos BMN = ATM . Podemos concluir entdo que ANMB e AMAT sdo semelhantes
pois seus angulos sao iguais.

Como BC=BN+NM =1, entio podemos escrever NM =1-BN , aplicando o

Teorema de Pitagoras para o AMBN, temos:

(VB + BN = (anf :@T +BNT —-BNJ —1-2(EBN)+ BN =

3@21_2@):2(@):@3@):@_ Entdo NV —1-

e AMAT séo semelhantes podemos escrever:

®|w

=g , como ANMB
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, como AT +DT =1=DT —1

3

oo|r\>

)_lE) ﬁJ()

2

oo\oo||\>\

Terceiro Teorema de Haga: Seja um quadrado de vértices A, B, C, D e M o ponto
meédio do segmento AB. Quando efetuamos uma dobra de forma que o ponto M incide

sobre o lado BC e simultaneamente o ponto C incide sobre o lado AD, obtemos T que

é o ponto de intersec¢éo do ponto C com o lado AD, ent&o a medida de DT = %E.

Figura 21 — Terceiro Teorema de Haga

P cd_______1!

Fonte: Composic¢do do autor

Demonstracao: Assim como no Teorema anterior vamos considerar que a medida do
lado do quadrado ABCD seja uma unidade de comprimente e NP seja o segmento
obtido com a dobra descrita.

Vamos mostrar primeiro que os triangulos retangulos ANDT, AMQP e AMAT séao

semelhantes, para isso observe que o que o angulo N'fQ =909, pois é a projecdo do
vértice C no lado AD, entdo DTN +ATM =90° (1), agora considerando ainda as
igualdades DNT + DTN =90° (2) e AMT +ATM =90° (3), comparando (1) e (2)
obtemos ATM =DNT e comparando (1) e (3) obtemos AMT =DTN, observe ainda
que QI\7IP = AMT pois sdo opostos pelo vértice entdo QI3M =ATM , podemos

concluir que ANDT, AMQP e AMAT séo semelhantes pois seus angulos séo iguais.
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Observe que (@)+(W)=%:(Q_P)=%—(W) e (Q_I\/I)+(W):1:>(W):l—(Q_M),

aplicando o Teorema de Pitagoras no AMQP temos:

(PMF =(@QP) + (@M = (——(PM)J (QM)2 ~_(PM)+(PMJ +(@M]  resolvendo

obtemos (W):ZJr(Q_M)Z. Como AMQP e AMAT sdo semelhantes, podemos

1
escrever( 3 (Q )) 1-(Qu )) (QZM)=Z(QM):(PMFZ(QM)—Z(QM)Z.

QM
Substltumdo( ) temos:

_+ QM) = 2 ) 2 Q|\/|)2 = 3(Q|\/|)2 (QM)+%, resolvendo a equacao obtemos

(Q_M)zé ou (Q_M)zé como (Q_M)<(W)<% , entdo (Q_M)zé e como
(MT)=1-(Qm)= (MT )= —%=%

Aplicando o Teorema de Pitagoras no AMAT, temos:

Y =} (AT ==(2) <[ 2] + (7] = (AT =2 - Lo (w208

2 36

entdo (ﬁ):% e como ﬁ+ﬁ=1:>ﬁ=%.

Segundo Teorema de Haga: Seja um quadrado de vértices A, B, C, D e M o ponto
médio do segmento AB, efetuando a dobra CM, obtemos N. Seja T o ponto onde
efetuamos a dobra CT e que faz coincidir o ponto D com N, entdo a medida de
JE— 1 -

T =—AD.
3
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Figura 22 — Segundo Teorema de Haga

Fonte: Composicao do autor

Demonstrag&o: Assim como no Teorema anterior vamos considerar que a medida do
lado do quadrado ABCD seja uma unidade de comprimente e CN e CT sejam 0s

segmentos obtido com as dobras descrita.

Note que os pontos M, N e T s&o colineares, pois os angulos MNC e TNC s&o retos

e N é o ponto de encontro dos pontos B e D ap0s efetuarmos as dobras descritas.

Como AT +DT =1=AT =1-DT , MA=MB = N=% e NT =DT , aplicando o

Teorema de Pitagoras no triangulo AMAT, temos:
(VN NT . = (VA + (AT Y :(%+ﬁj2 :@ ~-BTf =

+DT +([DTJ =%+1—2-ﬁ+(ﬁ)2 —3.DT =1=DT ==

1
f— .
3

1
4
3.3.2 Trissegédo de um angulo

Dos trés problemas geométricos sem solucdo da antiguidade, a trissecao
do angulo possui uma solucdo usando dobraduras, apesar de ndo ser possivel a
construcdo com régua e compasso, essa resolucéo € creditada a Hisashi Abe, no
inicio da década de 1980.

Para essa construgao considere um quadrado ABCD e seja E um ponto do
segmento AB . Realize a dobra CE, formando o angulo DCE , marque o0s pontos M e

N, pontos médios dos segmentos AD e BC respectivamente, depois marque 0s
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pontos P e Q, pontos médios de CN e DM respectivamente, realize as dobras PQ e

MN e note que sado paralelos a CD.
Figura 23 — Trisseccdo de um angulo agudo
B E A B A B E A
G ,:"
in
N M N MoNL Ao M
,l,l ,” /i/Q' 2
Y O P Q Pl S WO i 4F
; G
65 l” D C. D o ”,, 5
F
Fonte: Composicao do autor
Realize uma dobra de forma que N fique sobre CE, marque N’de modo que

C figue sobre PQ, e marque C’, marque os pontos G, Q’ e F, agra desdobre. Para

terminar realize as dobras CQ’ e CC’, assim os trés angulos formados séo iguais.
Para mostrar que a construcdo é valida, considere a figura seguir. Essa

figura sera a juncdo dos dois ultimos passos da Figura 23.
Figura 24 — Demonstracéo trissec¢éo de um angulo agudo
A

B
’1

1
p
P
y
p
y
M

Fonte: Composicao do autor
isésceles por

Observe que os triangulos AQF'Q e ACF'C' sao
construcdo, dai QF'=F'Q'e CF'=F'C', pois quando desdobramos esses segmentos

coincidem.
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Note que o angulo FCC'= CC‘Q , pois séo alternos internos e como ACF'C'
é isosceles, temos FCC'=C'CF".

Como GC 1L QC', podemos concluir que CQ'LGC', note ainda que
NQ=N'Q e QC=Q'C', e que CQ’ é a mediatriz de N'C’, sendo assim, ACN'C'
também é is6sceles, logo C'CQ'=Q'CN', entdio FCC'=C'CQ'=Q'CN', como
C'éQ =C'CF', e 0s pontos Q e F pertencem ao mesmo seguimento, concluindo assim

a trisseccao do angulo DCE .

3.3.3 A duplicacéo do cubo

Outro dos problemas geométricos da antiguidade, que possui uma solucéo
utilizando dobraduras, € a duplicacéo do cubo.
O problema é o seguinte: dado um segmento a, de forma que este

segmento seja aresta de um cubo, com volume V, =a®, queremos encontrar um outro
segmento b, que seja aresta de um cubo de volume V, =b?, tal que V, =2-V, , ou

: 1 a 1
sea,b3=2-a3:>a_=_:>_=__
) 0 2 b 32

Para solucionar esse problema considere um quadrado ABCD. Fazendo
uso do Teorema de Haga, vamos dividi-los em trés retangulos iguais, depois realize a

dobra PQ, de forma que E fique sobre GH marcando o ponto E’ e que C fique sobre

AD marcando C’. Seja x=AC' e y =DC', entéo §= 2.

Figura 25 — Duplicacdo do Cubo

8
P A
B . P/\ A
‘\
;
\
\
;

c kY D {D

Fonte: Composicao do autor
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Para mostramos a relacdo proposta, vamos desdobrar a figura anterior,
utilizando a Figura 26. Trace ou dobre os segmentos EE’e CC’. Por construcao, temos
que PQ divide esses dois segmentos ao meio nos pontos P’ e Q’, sendo assim, a

mediatriz desses dois segmentos.

Figura 26 — Demonstracéo Duplicacdo do Cubo

B P A _
G \ E H X
\‘ p ,",—’
E "B RYB z T 507"
VN et F
RELAG -y
c - B B D

Q
Fonte: Composicao do autor

Marque o ponto R de forma que o Q'R//CR , dai chamaremos
DCC'=FEE'= RI5'Q': L. Como ABCD é um quadrado X +Y é lado do quadrado.
Para, ADCC' temos:

y
X+y

t9p = (1)

Marque o ponto T, projecdo ortogonal de E’ sobre EC’. Fazendo ET =z, para

ATEE' temos:
X+Yy
X+
tgf=—3—=""7 (2
z 3z

Igualando (1) a (2), temos:
2
y _x+y _ . _(x+y)
X+Yy 3z 3y
Para a pr6xima relacado, considere o AP'RQ . Usando semelhanca de triangulo e

o fato de PQ ser mediatriz, podemos escrever RQ'= X;y —g = X+)2/ —Z

P'R=P'R+RR",onde P'R'=21Y e Rr=22Y Y XY oz pr=X.
6 3 2 6 2

Para o AP'RQ, temos:
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X+y-2
p=—2 =2
2
Igualando (1) a (3), temos:
y  X+y-z
X+Yy X

Substituindo z, obtemos:

(x+y)’
- 3
_ 3 (x+y) - XHY)
X+Yy X 3y

=3y(x+y)Y —(x+y)  =3xy? = (x+y)? -3y(x+y)*+3xy*=0=
= (X+y)P° -3y(x+y)?+3xy*+3y* -3y +y’ -y *=0=
=X+y)P-3(x+y)P’y+3(x+y)y’-y® -2y’ =0=

Ty

=Xy =

S (x+y-y)P-2y*=0=x*=2y* m> x=y¥2 = 2 =32,
y
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4 CONSTRUCAO DE FIGURAS GEOMETRICAS COM ORGAMIS

O uso de origamis no ensino de matematica depende da constru¢do ou
apresentacao das figuras para os estudantes ou a construcdo das mesmas por eles.

Neste capitulo vamos mostrar como obter algumas figuras planas através
de dobraduras, usaremos essas figuras para construir alguns modulos que resultarao
na montagem de alguns dos sélidos de Platéo.

Ao final, teremos mostrado os modulos e a construcéo de todos os solidos
de Platdo.

4.1 Obtendo um quadrado

Grande parte dos origamis € obtido a partir de papéis quadrados, vamos
obter um quadrado a partir de uma folha retangular, sugerimos que seja usado uma
folha de papel A4, pois é o formato de papel mais encontrado e temos a garantia das

medidas dos lados, os cortes serao feitos nas linhas indicadas.

Construcao: Seja A, B, C e D os vértices da folha retangular de papel, realize uma
dobra passando por A que faca incidir B no lado AD marcando o ponto N, marque
também o ponto M, que € a intersec¢ao da dobra que passa por A como o lado BC,

realize uma dobra que passe por MN, recorte sobre a dobra MN.

Figura 27 — Construcdo de um quadrado por dobradura

B A B A B A

I
I
I
I
I
|
|
7
I
I
I
I
|
I
|

ffffffffffffffff

M N M N
S
C D C D C e D

Fonte: Composicao do autor
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Podemos comprovar que a figura obtida € um quadrado pois, pelo Terceiro

Axioma de Huzita Hatori, a dobra AM é bissetriz do angulo BAN . Basta considerar 0s
lados da folha como retas e os tridngulos retangulos AABM e AANM sédo congruentes

por angulo-lado-angulo.
4.1.1 Construcéo do cubo

O primeiro Sdlido de Platdo que iremos construir € o Cubo, usaremos o
modelo descrito por David Mitchell em 1997. Os mdodulos que formam a figura sao
simples, recomendamos para um melhor resultado papeis com gramatura acima de
75g/m?.

f X
N '\,/" ‘ ,}

Evite fazer vincos na
area escura

90\:‘ “" ” 4
e Dobre seis iguais / Il ¥ ’ r /)

Para terminar ;
encaixe os trés 75
maodulos
restantes
de forma
semelhante

Fonte: MITCHELL, David. Origamis matematicos: dobradura de papel para fazer figuras
geométricas. Lisboa: Replicagao. 199711

11 Imagem editada pelo autor, a partir do original disponivel em:
https://pt.scribd.com/document/273991600/Livro-Origami-Matematico-David-Mitchell-pdf. Acesso em:
10 jan. 2021



https://pt.scribd.com/document/273991600/Livro-Origami-Matematico-David-Mitchell-pdf
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4.2 Obtendo um triangulo equilatero a partir de um quadrado

Existem algumas maneiras de obter um triangulo equilatero com
dobraduras, mostraremos duas a partir de um quadrado, mas podem ser encontradas
formas através de papéis retangulares também.

Esse método talvez seja o mais conhecido e usado pois usa um conceito
de construcéo simples, a congruéncia de segmentos.

Comece dobrando o quadrado ao meio pelo lado AB, marque a dobra MN,
realize uma dobra que Passa por D e faz incidir C em MN, marque P, que é o ponto
de intersecdo de C com MN, desdobre e realize as dobras PD e PC. Recorte o
triangulo APCD.

Para mostrar que o triangulo obtido € equilatero, basta observar que, por
construcdo, PD =CD, € como N é ponto médio de CD, entéo os triangulos retangulos

APNC e APND séo congruentes por lado-angulo-lado.

Figura 29 — Confecc¢éo de triangulo equilatero 1
B M A B M A B M A

Fonte: Composic¢ao do autor

4.2.1 Construcéo do tetraedro

Para o Tetraedro, usaremos a adaptacdo de um modulo concebido por
Francis Wo, a Unica modificacdo feita € a utilizacdo de um papel quadrado, o qual

utilizamos toda sua area. O modulo original € feito com um papel quadra no qual
dividimos a largura em 3 partes e usamos apenas gdessa meédia, deixando o modulo

mais estreito.
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Figura 30 — Tetraedro

1

1

A/

Fonte: O QUE E MEU E NOSSO. Origami: cinco tetraedros entrelacados formando um dodecaedro?2,

1

/N

2

Abrindo o médulo feito, podemos perceber que o principio utilizado foi o

mesmo para obter o triangulo equilatero, o lado dos triangulos é a metade do lado,

12 Imagem editada pelo autor, a partir do original disponivel
em:https://www.oqueemeuenosso.com.br/search/label/Origami%20Cinco%20Tetraedros%20Entrela%
C3%A7ados. Acesso em: 9 jan. 2021.
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garantido assim que os triangulos do centro sejam equilateros, formando um angulo

de 60° para o encaixe dos médulos

Figura 31 — Médulo de Francis Wo - Aberto

'
1
1
'
'
i
1
'
'
1
'
1
1
1
1
Y
1
1
1
i
J
1
'
1
'
1
1
1
1
1
'
1
1
1
i
i
1
1

Fonte: Composicao do autor

4.3 Construcédo do octaedro

Para o octaedro, usaremos o modulo feito por Lewis Simon, cada médulo
€ composto por duas pecas feitas a partir de papeis quadrados, a diferenca entre eles
sera apenas a posicao de dobras vales e dobras montanhas. A seguir mostraremos a
o crease pattern dos moédulos que formam a figura e seus resultados depois de

dobrados.
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Figura 32 — Crease Pattern do médulo de Lewis Simon
Parte 1 — Interna Parte 2 — externa

7/
N
WO, (1o i —————

—do-lado]
4>

Fonte: Composicao do autor

Os dois modulos séo obtidos realizando dobras que passam pelos pontos
meédios dos lados e vincando suas diagonais formando angulos de 45°. Na parte 1, as
diagonais sdo dobradas em montanha e as dobras dos pontos médios das laterais

sao feitas em vale, na parte 2, invertemos essas dobras.
L . 1
Além disso, na parte 2, marcamos um segmento equivalente a 2 dos lados

e marcamos as diagonais em montanha. Seréo necessarias seis pecas de cada parte,

o resultado é mostrado a seguir.
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Figura 33 — Crease Pattern do médulo de Lewis Simon

Parte 1 — Interna Parte 2 — externa

Encaixe a parte2 sobre a parte 1 e dobre a Encaixe dos médulos
diagonal peque na da parte 2 para dentro, serdo
precisos seis modulos

Fonte: Composicao do autor

Como podemos ver, o resultado depois de unir os seis modulos é o
octaedro proposto. Foi usado papel colorido para destacar os modulos e seus
encaixes, podendo ser usado papel A4 comum e a até mesmo folhas de caderno,
desde que os quadrados obtidos tenham a mesma medida.

Outros origamistas diagramaram figuras simples para o octaedro, como

Francis Wo e David Mitchell.



50

4.4 Médulo de 108° de Robert Neale e construcédo de um dodecaedro

E atribuido a Robert E. Neale, um origamista norte americano, é a criagéo
de um moddulo que gera um dodecaedro. Iremos mostra a confeccdo do médulo,
depois iremos verificar que obtemos um angulo bem aproximado de 108°, para a

construcéo do médulo, observe a figura abaixo.

Figura 34 — Médulo 108° de Robert Neale (Parte 1)

Vista frontal

Fonte: Composicao do autor

Desdobrando a ultima parte, vamos mostrar que ocorre um angulo de

aproximadamente de 108°, considere a figura 34.

Figura 35 — Mdédulo 108° de Robert Neale (Parte 2)

>
@

Fonte: Composicao do autor

Para facilitar os calculos e sem perda de generalidade vamos considerar
gue o quadrado da Figura 34 tem a medida do lado igual a 4 unidades, e na Figura 35

o segmento BB’ tem medida de 1 unidade e o segmento BC tem trés unidades e por

construcao ABC = 45°.
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Observe 0 AABC, com AB :\/E,BC =3eAC =x. Aplicando a lei dos

N

COSsenos, temos X —(\/_) +32-2.3-4/2. —:x =5 . Agora, denotando

CAB = e aplicando a lei dos cossenos em « , temos:

J10

32 :5+2—2-\/§-\/§-cosa:>cosa:—T:a;108,43

Figura 36 — Modulo 108° de Robert Neale (dodecaedro)

Apesar de simples séo necessarios 30 mddulos

Cada vértice é formado por trés médulos

Fonte: Composicao do autor

Para essa construcdo recomendamos o uso de papel 75g/m?, podendo ser
usado papel A4 comum.

Outro origamista que produziu uma figura também formada por méddulos
simples foi David Mitchel, o diagrama se encontra em seu livro Mathematical Origami

Geometrical Shapes by Paper Folding, formado também por 30 pecas,
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4.5 Obtendo um pentagono regular a partir de um quadrado

Comece dobrando um quadrado ao meio pela diagonal AC, marque M
ponto médio de AC, depois marque N, ponto médio de AD e marque P, ponto médio
de ND, faca a dobra MP. Agora faca uma dobra de forma MA incide sobre MP, marque
J, agora realize uma dobra de forma que MC incida em MJ, marque K, realize uma
dobra que passe por MP e faca incidir MC em MK, marque Q, dobre para traz sobre
MP o triangulo AAMJ, realize uma dobra que passe por Q e que faca incidir C em CM,
depois desdobre, agora corte seguindo essa Ultima dobra todas as camadas de uma

vez, depois abra o modelo para visualizar o pentagono.

Figura 37 — Confecc¢édo de pentadgono regular (parte 1)

o A

Dobrando o quadrado ao meio pela Dobre de forma MA incide sobre MP, dobre de forma que MC incida em MJ,
diagonal AC, marque M ponto médio de  marque J margue K

AC, depois marque N, ponto médio de

AD e marque P, ponto médio de ND,

faca a dobra MP

Fonte: Composicao do autor
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Figura 38 — Confeccéo de pentagono regular (parte 2)

realize uma dobra que passe por MP e  Realize uma dobra que passe por Q e

faca incidir MC em MK, marque Q. que faga incidir C em CM, depois

Dobre para traz sobre MP o triangulo  desdobre, agora corte seguindo essa

AAMJ Ultima dobra todas as camadas de uma
vez, depois abra o modelo

Fonte: Composicao do autor

Esse modelo é obtido sobrepondo angulos, a figura tem variacées nos
angulos e comprimentos devido a espessura do papel e a maneira como € obtida.
Para fins didaticos é facil trabalhar com ela, mais adiante mostraremos como

transformar em um mdédulo para a constru¢éo de um icosaedro.

4.5.1 Construcéo de um icosaedro

Para este modelo, usaremos a mesma técnica que foi usada para a
construcdo do dodecaedro, cada modulo sera construido a partir de pentagonos como
o da secdo anterior, s6 modificaremos as dobras vales e montanhas. No primeiro,
dobraremos em montanha do centro para o vértice e em vale do centro para o ponto
meédio do lado, que j4 estda marcado no médulo, no segundo faremos o inverso e
encaixaremos o0 segundo sobre o primeiro. Como no dodecaedro 0 encaixe é
semelhante ao do dodecaedro, serdo necessarios 12 modulos, ou seja, 24 pecas, 12
de cada.
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Figura 39 — Construcao do icosaedro

Fonte: Composicao do autor

4.6 O médulo Sonobe

Este médulo de facil execucao foi apresentado pela primeira vez na Sosaku
Origami Group 67, por Mitsunobu Sonobe, no ano de 1968. A primeira figura
apresentada foi um cubo formado por seis desses mddulos, seu diagrama esta
exposto logo abaixo.
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Figura 40 — Médulo SONOBE
1. 2. 3: 4.

'S

9

Fonte: NAUGHTON, Michael. How to Fold the Sonobé Module & some Variations. 201113,

Este médulo possui algumas variagcdes que modificam a aparéncia das
figuras, a grande caracteristica desse madulo e a sua flexibilidade e a facilidade de
encaixar as pecas.

A propria constru¢cdo do modulo mostra que os angulos obtidos sdo todos

multiplos de 45°, vamos mostrar a montagem do cubo.

Figura 41 — Cubo SONOBE

Fonte: SHINGU, Fumiak. Mitsunobu sonobe1#,

13 Imagem editada pelo autor, a partir do original disponivel
em:https://www.amherst.edu/media/view/290032/original/oragami.pdf

1414 |magem editada pelo autor, a partir do original disponivel em:https://en.origami-
club.com/unit/polyhedron1/cube/cube/index.html. Acesso em: 5 jan. 2021.



https://www.amherst.edu/media/view/290032/original/oragami.pdf
https://en.origami-club.com/unit/polyhedron1/cube/cube/index.html
https://en.origami-club.com/unit/polyhedron1/cube/cube/index.html
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5. O ORIGANI COMO FERRAMENTA DIDATICA

Neste capitulo iremos abordar o uso das dobraduras no ensino de
geometria plana e espacial e dentro disso o uso especifico de origamis para as series
terminais do Ensino Fundamental e para as séries do Ensino Médio. Abordaremos
esse tema de forma objetiva falando também das vantagens do uso em laboratérios
de matemaética.

A um longo tempo, diversos estudiosos da educacdo destacam a
importancia do uso de materiais manipulaveis para diferentes conteudos escolares,
em LORENZATO (2006) encontramos uma breve, mas muito Gtil linha do tempo, de

forma geral temos:

e Comenius, século XVII — o ensino parte do concreto para o abstrato,
ou seja, so se aprende fazendo.

e Locke, século XVII — defendia a experiéncia “sensivel’ para se
chegar ao conhecimento.

e Rousseau, século XVIII — recomenda a experiéncia direta sobre
objetos visando a aprendizagem.

e Pestalozzi e Froebel, século XIX — reconhecem que o ensino deve
comecar pelo concreto.

e Dewe e Poincaré, século XX — o primeiro concorda com Comenius
e 0 segundo recomenda o uso de imagens “vivas” para clarear as

ideias.

Podemos citar ainda um antigo provérbio chinés que diz: “se escuto
esqueco, se vejo lembro, se faco aprendo”.

Nesse contexto de uso de materiais concretos, para gerar ou para melhorar
as aprendizagens, as dobraduras/origamis podem ser usadas para ligar o concreto
com o abstrato, fazendo o estudante trabalhar diferentes conceitos durante as
diferentes etapas de sua aprendizagem.

Fazendo uma referéncia especifica ao ensino de matematica, os origamis
estimulam e melhoram a sintonia fina para a realizacdo de desenhos, muitas vezes

necessarios na resolucdo de problemas, melhora a visdo espacial, amplia o
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vocabulario matematico, pois apesar de usarmos termos simples varios alunos néo

aprendem a nomenclatura dos diferentes elementos que compdem a matematica

bésica, melhora a concentragcdo e a precisao na realizacédo de tarefas.

O trabalho com dobraduras tem uma fungéo de extrema importancia no

desenvolvimento da imaginacao.

Vygotsky (1991, p.17) ressalta a importancia do
desenvolvimento da imaginacdo “criar novos graus de
combinacdes, mesclando primeiramente elementos reais [...]
combinando depois imagens da fantasia [...] e assim
sucessivamente”. Esse jogo de criar novas combinacdes
liberando o material armazenado no inconsciente. Ao jogar com
imagens da fantasia exercita-se e amplia a habilidade de julgar,
formular e reformular significados. (TOMMASI ,2010, p. 42).

Ainda sobre como o trabalho com dobraduras ajuda no desenvolvimento

académico do estudante, podemos citar, de forma simplificada, trés atitudes

desenvolvidas pelo trabalho.

1. Observacgao e atencdo — sao necessarias para seguir as instrucoes

3.

e realizar com precisao as dobras. Essas duas atitudes sdo muito
importantes para o aprendizado de conceitos matematicos e
resolucao de problemas.

Uso/estimulo da memdéria — é comum durante a confeccdo de
origamis lembrarmos de passos anteriores, principalmente em
origamis modulares.

Avaliacdo dos resultados — nos trabalhos com origamis sempre é

guestionado se o resultado atingiu o objetivo proposto.

E importante ressaltar que todo material concreto é apenas um dos fatores

gue interferem na aprendizagem, e que por melhor que seja seu uso ndo é garantia

de sucesso, pois o resultado ndo depende apenas do de manipular o material, ainda

passa pelo como usar e quando usar.
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A seguir veremos alguns métodos que podem ajudar o professor, quando
este, fizer uso das dobraduras. Mas antes € preciso ressaltas a importancia do tempo
dedicado ao planejamento das atividades, o ideal é o professor ter bem claro o seu
objetivo com o uso de materiais concretos, ndo somente origamis/dobraduras, para
fazer um melhor uso do tempo e poder avaliar se o resultado foi atingido, nunca o

professor deve fazer sem esse objetivo bem definido.

5.1 Usando dobraduras durante a aula de matematica

E importante lembrar que pretendemos mostrar atividades, que ajudem a
melhorar o aprendizado de geometria plana e espacial, seguindo este principio iremos
discutir as atividades e depois sugerir pelo menos uma pratica.

Para efeito de pratica estou considerando que o professor que ira realizar
as atividades seja da rede publica, preferencialmente, pois o tempo de planejamento
€ protegido, sendo esse tempo muito valioso para obtencao de bons resultados, para
todas as praticas, além das propostas aqui.

Ressalto ainda que, na descricdo das atividades ndo constara o tempo
necessario da atividade, pois € muito variavel, sofrendo influéncia da quantidade de
estudantes e das habilidades individuais, quem melhor pode determinar o tempo de

cada atividade e sua viabilidade é o préprio professor durante seu planejamento.

5.1.1 Atividade 1 — Trabalhando a soma dos angulos internos de um triangulo

Para reforcar um conceito, é necessario que o estudante além de manipular
um origami, realize as dobras. Vamos trabalhar um contetdo simples de geometria,
normalmente apresentado no 6° ano do Ensino Fundamental, a soma dos angulos

internos de um triangulo.

1) Distribua uma folha de papel A4 para cada aluno
2) Solicite que a folha seja dividida ao meio pelo maior lado
3) Usando uma das metades, oriente como dobrar um tridngulo equilatero, como

descrito na Secao 3.2, marque os pontos médios dos lados que ndo sao a base,
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faca uma dobra ligando esses pontos e projetando o vértice oposto a base
sobre ela.

4) Dobrando segmentos perpendiculares que passam pelos pontos médios
marcados anteriormente e que encontram a base, podemos entdo dobrar 0s
outros vértices de forma que coincidam com o outro que ja estava sobre a base

formando um angulo raso.

Figura 42 — Soma dos anulos Internos de um Tridngulo
c

D = D E

180°

()]

=

/[

G F ABC

Fonte: Composicao do autor

Para concluir a atividade peca para que os estudantes recortem na outra
metade do papel um triangulo que ndo seja equilatero, peca para seguir 0S mesmos
procedimentos, irdo comprovar que o resultado € o mesmo

Apesar de simples, a atividade trabalha além do tema matemético proposto
outros conceitos matematicos, podemos citar ainda o trabalho de precisdo e a

utilizagdo da memoria.
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5.1.2 Atividade 2 — Trabalhando o conceito de plano

Para apresentar um conceito, abstrato, em geometria plana ou espacial
como, como ponto, reta ou plano, mesmo os desenhos utilizados pelo professor ou as
figuras do livro didatico, muitas vezes ndo causam a aprendizagem necessaria.

Se o0 objetivo é apresentar um conceito ou mostrar uma representacao
geométrica de um conceito abstrato, os estudantes ndo precisam construir o origami,
apenas manipular, para poderem realizar a ligacdo entre um conceito abstrato em um
objeto concreto.

Para o origami da figura 43, podemos sugerir dois usos: o primeiro, reforgar
o0 conceito de plano, o segundo, representar geometricamente a solugcdo de um

sistema de equacoes.

Figura 43 — Origami XYZ de Francis Wo

Fonte: LIRA ORIGAMI. XYZ rombovi / XYZ Diamonds - Francis Ow. 200515,

A seguir estdo os diagramas para a confeccéo.

Figura 44 — Origami XYZ de Francis Wo diagrama (Parte 1)

Fonte: LIRA ORIGAMI. XYZ rombovi / XYZ Diamonds - Francis Ow. 200516,

15 Disponivel em:http://lyraorigami.blogspot.com/2005/09/xyz-rombovi-xyz-diamonds-francis-ow.html.
Acesso em: 11 set. 2020.

16 : Imagem editada pelo autor, a partir do original disponivel em:
http://owrigami.com/show_diagram.php?diagram=xyz_diamonds. Acesso em: 11 set. 2020.



http://lyraorigami.blogspot.com/2005/09/xyz-rombovi-xyz-diamonds-francis-ow.html
http://owrigami.com/show_diagram.php?diagram=xyz_diamonds
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Figura 45 — Origami XYZ de Francis Wo diagrama (Parte 2)
1"

10

15

Sao necessario 6
pecas

1A A

Fonte: ORIGAMI. XYZ — Diamonds?’.

17 Imagem editada pelo autor, a partir do original disponivel em:
http://owrigami.com/show_diagram.php?diagram=xyz_diamonds. Acesso em: 11 set. 2020.



http://owrigami.com/show_diagram.php?diagram=xyz_diamonds
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O origami depois de terminado mostra claramente a interseccdo de trés
planos, o professor pode construir o modelo, recomendavel duas pecas, e permitir a

manipulagéo dos mesmos.

5.1.3 Atividade 3 — Exercitando conceitos basicos

Usando o origami da atividade anterior, o professor pode propor a
construcdo por parte dos estudantes. Essa atividade ira reforcar conceitos simples,
favorecera o trabalho em equipe, desenvolvendo a precisdo e a memoria.

A atividade deve ser feita em grupo, como séo seis pecas, recomendamos
grupos de trés estudantes, cada estudante constrdi dois moédulos da mesma cor.

Seria também interessante que caso a escola tenha pessoas para 0 apoio
pedagdgico, que estes auxiliem o professor na orientacdo dos alunos. Durante o
planejamento da atividade pode ser feito um breve treinamento com essa pessoa, 0
gue agiliza o resultado.

Quando usei essa atividade, em 2012, a dificuldade foi os mddulos ficarem

iguais, pois sao feitos por pessoas diferentes, a montagem € simples.

5.1.4 Atividade 4 — Trabalhando a area do quadrado e o volume do cubo

Uma maneira interessante de usar origamis € trabalhar as relacdes entre
comprimento area e volume.

Para essa atividade, vamos utilizar o diagrama da constru¢do do cubo da
secdo 3.1.1, pois seus modulos séo simples e o encaixe é facil. O professor ndo deve

levar a figura pronta. Siga 0s passos:

1) Entregue uma folha de papel A4 para cada estudante e solicite para que
a folha seja dividida em quatro partes iguais.

2) Oriente a construcdo de um modulo como na figura 28, para cada
estudante deve obter um quadrado a partir de 1/4 de folha de A4 para
cada maodulo.

3) Peca para os estudantes calcularem a medida da area que sera face do

cubo e compare com a medida da area do papel utilizado.



4)
5)

6)
7)

8)

9)
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Peca que cada estudante construa outro moédulo igual.

Peca para os estudantes formarem grupos com trés, oriente a
montagem do cubo.

Solicite o célculo do volume do cubo.

Agora entregue duas folhas de A4 para cada estudante

Repita 0 passo 2) da atividade, obtendo um quadrado utilizando a folha
inteira.

Repita o passo 3), depois peca para os estudantes calcularem a razao

entre a primeira e a segunda area.

10) Repita os passos 4), 5), 6), depois solicite que os estudantes comparem

os volumes dos origamis.

Essa atividade, trabalha a relacdo entre os o tamanho dos lados das

figuras, sua area e seu volume. Para o tetraedro e para o octaedro a atividade também

pode ser realizada, recomendo para o calculo dos volumes.

Podemos fazer também utilizando os moédulos Sonobe, mas demandara

mais tempo, devido a uma maior quantidade de dobras.

5.1.5 Atividade 5 — Construcéo baricentro de um triangulo

Uma das func¢des do material concreto no ensino de geometria € ajudar o

estudante a fixar conceitos e melhorar a identificacdo visual de elementos em uma

figura, essa atividade traz para o estudante a oportunidade de tornar palpavel alguns

elementos de geometria plana. Primeiro construiremos o baricentro de um triangulo,

depois mostraremos como obter o encentro e ortocentro

1)

2)

3)

Distribua papel, de preferéncia A4, e solicite que os estudantes recortem
um triangulo qualquer da folha.

Marque o ponto médio de um dos lados, realize uma dobra saindo do
vértice oposto até o ponto marcado, tragcando assim uma mediana.

Repita 2) para os outros lados obtemos o baricentro.
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Figura 46 — A mediana e o baricentro

Ponto Médio

Mediana

~~
~as

S
-

Ponto Médio Ponto Médio

Fonte: Composicao do autor

Para obter o encentro e o ortocentro, os procedimentos sdo semelhantes,

recomendo fazer em papeis diferentes.

e Para tracar uma bissetriz, escolha um vértice e faga uma dobra
partindo do vértice até o lado oposto de forma que os lados
adjacentes figuem sobrepostos, para revelar o incentro basta
repetir nos outros vértices.

e Para tracar uma altura, usaremos o0 mesmo método utilizado no
Axioma 4 de Huzita, basta considerar o vértice como o ponto e o
seu lado oposto como a reta, para revelar o ortocentro basta

repetir nos outros vértices.

5.1.6 Atividade 6 — Poliedros Arquimedianos

Além dos Poliedros de Platdo, e importante apresentar para o estudante da
educacdo bésica outros poliedros, uma sugestdo é apresentar os Poliedros de
Arquimedes, ou Arquimedianos, esses poliedros tém suas faces formadas por
poligonos regulares que n&o precisam ser todas iguais. Existem ao todo treze desses

poliedros.



Tetraedro Truncado
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Truncado

e
.

y

Icosidodecaedro

Figura 47 — Poliedros Arquimedianos
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Cuboctaedro
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Fonte: DERIVANDO A MATEMATICA. Os 13 sélidos Arquimedianos e suas particularidades no
geogebrals,

Podemos

usar o site

http://www.ime.unicamp.br/~apmat/solidos-

arquimedianos-2/, para visualizar as caracteristicas principais de cada figura pois o

site € interativo. Para um melhor estudo, para a preparacéo da pratica recomendo
NEVES(2017), uma dissertacdo de Mestrado do PROFMAT. A seguir mostraremos a
montagem do cuboctoedro, formado por 8 tridngulos equilateros e 6 quadrados.

18 Imagem editada pelo autor, a partir do original disponivel em:
http://www.ime.unicamp.br/~apmat/solidos-arqguimedianos-2/. Acesso em: 3 jan. 2021.



http://www.ime.unicamp.br/~apmat/solidos-arquimedianos-2/
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5.1.6.1 Construcdo do médulo quadrado

Figura 48 — Poliedros Arquimedianos: médulo quadrado

Em um papel quadrado Dobre novamente os vertices para  Desdobre
marqgue os pontos médios dos o centro.

ladose realize dobras ligando

0s pontos médio, dobre os

vértices para o centro — evite

vincos na area pintada

Essa parte fica para fora

Médulo terminado essa parte fica para dentro
Fonte: Composicao do autor

Sera necesséria a construcao de seis modulos.

5.1.6.2 Constru¢cado do moédulo triangulo equilatero

O madulo a seguir é feito a partir de um papel quadrado, serdo necessarios

oito modulos para a construcéo do solido.
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Figura 49 — Poliedros Arquimedianos: médulo tridngulo equilatero

1 — Marque o ponto médio do lado 2 —Dobre o canto inferior, fazendo

: - oo . 3 - Desdobre
superior e fagca um vinco incidir sobre o vinco

4 — Dobre o lado direito fazendo incidir
sobre a dobra do passo anterios

6 — Repita os passos de 1 — 5, para

5 - Desdobre obter as dobras com na figura

8 — Dobre 4, como na figura, depois
7 — Dobre 2, como na figura realize uma dobra que faga incidir a
parte de baixo com a de cima da figura

9 — Dobre a aba circulada sobre o lado,
travndo o médulo

10 — Realize uma dobra fazendo incidir 11 — Realize uma dobra fazendo incidir
0 vértice superior esquerdo no inferior o0 vértice superior direito no inferior 12 — Médulo terminado
direito como indicado esquerdo, por dentro da parte amarela

Fonte: Composicao do autor
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Figura 50 — Poliedros Arquimedianos: médulo triangulo equilatero finalizado

Mddulo terminado essa parte fica para dentro Essa parte fica para fora

Fonte: Composicao do autor

Existem outros modelos que podem ser construidos com esses médulos, a

seguir mostraremos a montagem do sélido.

Figura 51 — Poliedros Arquimedianos: montagem do cuboctaedro

il

Para a montagem, basta encaixar os triangulos nas abas dos quadrados, séo oito triangulos e seis
guadrados

Fonte: Composicao do autor
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A construcao do cuboctoedro pode ser feita em sala, os médulos podem
ser construidos com antecedéncia e a montagem ser feita pelos estudantes. Outras
configuracbes dos modulos descritos nessa atividade podem ser feitas para a
construcdo de outros modelos, como prismas e piramides, mudando apenas o tipo de
conexao, essa atividade que trabalha somente a montagem além de apresentar os

sélidos arquimedianos melhora a visualizagéo de figuras irregulares.
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6 CONCLUSOES

Apesar das dobraduras serem um campo bastante rico em materiais que
ajudariam o professor de matematica, sabemos que muitos, principalmente no ensino
meédio, rejeitam o uso de materiais concretos, pois a forma como o ensino tradicional
é realizado, fazendo uso de aulas expositivas, onde o estudante € a parte passiva do
processo de ensino, negando uma iteracdo com materiais concretos que € valiosa
para o seu aprendizado.

Sabemos que alguns conteudos sdo bastante abstratos, gerando no aluno
uma rejeicdo a varios conteudos de matematica, entdo é cada vez mais necessario a
busca por materiais concretos ou virtuais que diminuam essa rejei¢ao.

Para a execucéo de atividades concretas, € necessario o uso do tempo de
planejamento, que na escola publica do Estado do Ceara é respeitado, esse tempo
que para a carga horaria semanal de 40 horas, equivale a 13 horas, € importante
separar quatro ou cinco horas, para a preparacao das atividades, quando for realizar,
esse tempo serva para pesquisar e montar as figuras, e quando disponivel treinar o
pessoal de apoio. E importante ressaltar que o as propostas de atividade devem ser
contempladas também no plano anual.

Mostramos durante os capitulos que as dobraduras ndo sédo apenas figuras
meramente artisticas, e como foi dito, o assunto € muito rico. Claramente mostra
resultados quando trabalhados com um objetivo claro, pois citamos as varias
aplicacoes, mas existem muitas outras aplicacdes que nao foram citadas pois ou séo
além da educacao basica ou a sua construcdo depende uma técnica mais apurada,
como exemplo os sélidos geométricos feitos por John Montroll, que sdo formados por
um uanico papel, mas alguns possuem centenas de dobras.

Observando a sala de aula, notamos o0 aumento gradativo de ferramentas
virtuais, varias escolas ja possuem laboratorios de informatica, o uso dessas
ferramentas e dos materiais concretos, impedem que os estudantes percam o habito
de memorizar textos, formulas e procedimentos, os origamis sdo uma ferramenta
Otima para se usar, pois € atrativa visualmente, faz a ligacdo do abstrato com o
concreto trabalhando a imaginagéo.

As atividades descritas neste trabalho sdo bem diretas e direcionadas, mas
algumas podem ser modificadas para servir como desafios. O trabalho de tentativa e

erro é muito importante para o aprendizado, pois 0 estudante tem muita informagéo
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ao seu dispor, o que faz com que a maioria apenas copie repostas a problemas e
guestdes, sem se preocupar em entender sua construcao, isso tem impacto direto no
resultado das avaliagdes externas como o SAEB (Prova Brasil) e no SPAECE aqui no
estado do Ceara, pois o aluno se vé aflito sem poder usar pesquisa e tendo de
solucionar diferentes questodes.

Este trabalho se propde a servir para uma melhoria na pratica na sala da
aula, servindo de norte para o professor que deseje utilizar essa ferramenta, pois a
estrutura aqui apresentada tem esse objetivo. E importante deixar claro que o uso das
dobraduras, ou de qualquer outro material concreto, s6 sera efetivo com pesquisa
tedrica, treinamento do uso dos materiais e objetivos bem definidos, para unir teoria e

pratica.
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