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Resumo

Este trabalho discorre da determinacao de uma férmula pratica para o calculo da area
entre os graficos de dois polinémios de coeficientes reais que possuem apenas dois pontos
em comum. Para isso, serao utilizados conceitos de limites, derivadas e integrais. O
diferencial dessa formula esta no fato de ela possibilitar o calculo de tal area sem o uso de
integrais. Com isso, qualquer pessoa que tenha um conhecimento basico de polinémios e
funcoes quadraticas podera determinar a area entre esses dois graficos.

Palavras-chave: Areas; Polindmios; Funcoes quadraticas; Derivadas e Integrais.
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Abstract

This paper addresses the determination of a practical formula for calculating the area
between the graphs of two polynomials with real coefficients that have only two points
in common. For this, we used the concepts of limits, derivatives and integrals. The
differential of this formula is the fact that it allow calculation of such an area without the
use of integrals. With this, any who has a basic knowledge of polynomials and functions
quadratic will determine the area between the two graphs.

Keywords: Areas; polynomials; quadratic functions; derivatives and integrals.
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Capitulo 1

Introducao

A derivada e a integral sao os dois conceitos basicos em torno dos quais se desenvolve
todo o Céalculo. A derivada esté ligada ao problema de tracar a tangente a uma curva. Ja
a integral esta ligada ao problema de determinar a area de uma figura plana delimitada
por uma curva qualquer.

J& na antiguidade os gregos lidaram com areas mais gerais que poligonos, calculando
areas de varias figuras de contornos curvos. Mas métodos gerais de calculo s6 se desen-
volveram a partir do século XVII, quando surgiram os recursos da Geometria Analitica.

O calculo de areas de figuras nao poligonais foi algo que me encantou desde cedo,
quando ainda cursava a educacao bésica. Foi quando tentei, sem sucesso, obter uma forma
de calcular a area da figura plana delimitada pelos graficos de duas fungoes quadraticas.
Na época foi algo bem complicado e acabei desistindo.

Posteriormente, com o estudo do célculo integral, verifiquei que isso era um problema
trivial. Porém, como professor, ainda queria obter uma féormula que pudesse ser aplicada
para tal proposito pelos meus alunos da educacao basica. Uma féormula que utilizasse
apenas o conhecimento basico de fungoes quadraticas.

Neste trabalho essa formula serd demonstrada e de uma forma mais ampla. Ela po-
deré ser aplicada para calcular a &rea delimitada pelos graficos de dois polinémios cuja
diferenca tenha apenas duas raizes. Os conceitos de calculo serao aplicados apenas na sua
demonstracao. Para a sua utilizacao, sera necesséario apenas que se conhecam os elementos
de uma funcao polinomial de grau dois.

Os conceitos de equacao do segundo grau e seus principais elementos, funcoes qua-

dréaticas, fungoes polinomiais, limites e derivadas de fungoes continuas e integrais serao
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apresentados como base para este trabalho. Varios exemplos sao expostos para facilitar
a compreensao de cada assunto abordado.

Para isso, foram pesquisados livros como Calculo das Funcoes de uma Variavel, do
Geraldo Avila, Um Curso de Calculo, volume 1, do Hamilton Luiz Guidorizzi, O calculo
com Geometria Analitica, do Louis Leithoud, dentre outros.

A féormula que inspirou a elaboracao deste trabalho, apesar da sua limitacao, agiliza

bastante o calculo da area entre duas parabolas. Este é o seu objetivo principal.
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Nocoes Preliminares

2.1 Funcoes Quadraticas

O estudo das funcgbes quadréticas tem sua origem na resolugdao da equacao do segundo
grau.

Problemas que recaem numa equacao do segundo grau estao entre os mais antigos da
Matematica. Em textos cuneiformes, escritos pelos babilonios ha quase quatro mil anos,
encontramos, por exemplo, a questao de achar dois nimeros conhecendo sua soma s e seu
produto p.

Em termos geométricos, este problema pede que se determinem os lados de um retan-
gulo conhecendo o semiperimetro s e a area p.

Os numeros procurados sao as raizes da equagao do segundo grau
2 _
x*—sx+p=0.
Com, efeito, se um dos ntimeros é x, o outro é s —x e seu produto é
_ _ 2
P =x(s —x) =sx —x",
logo
2 —
X" —sx+p=0.

Achar as raizes da equagdo x> — sx +p = 0 ¢, também, um conhecimento milenar.
Note-se que, até o fim do século 16, nao se usava uma formula para os valores das raizes,
simplesmente porque nao se representavam por letras os coeficientes de uma equacao. Isto

comecou a ser feito a partir de Francois Viéte, matematico francés que viveu de 1540 a

3
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1603. Antes disso, o que se tinha era uma receita que ensinava como proceder em exemplos

concretos (com coeficientes numéricos). [6]

A regra para achar dois nimeros cuja soma e cujo produto sao dados era assim enun-

ciada pelos babilonios:

Eleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e extraia a raiz quadrada

da diferenca. Some ao resultado a metade da soma.

procurados. Subtraia-o da soma para obter o outro nimero. |6]

Na notacgao atual, esta regra fornece as raizes

x—s—i— <s>2_ e s—x—s— <
~ 9 ) ~ P ~ 3

para a equacao x> — sx +p = 0.

Definicao 1. Uma funcao f: R — R chama-se quadrdtica quando existem numeros reais

a,b ec, com a#0, tais que f(x) = ax? + bx + ¢ para todo x € R.

Zeros

Os zeros ou raizes da funcao quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ sao os valores de x reais tais

que f(x) = 0 e, portanto, as solucoes da equacdo do segundo grau ax? + bx +c = 0.

Com isso, temos:

ax’+bx+c=0 <

=

b? —4ac
I I
X+ 2a 4a?
vb2 —4ac
X — =
2a 2a

—b £ v/b?% —4ac
X = .

2a

Isso dard o maior dos numeros

S\ 2
)
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Representando b? —4ac por A, também chamado de discriminante da equacdo, temos:

X_—bi\/z
- 2a

Portanto, os zeros ou raizes da funcao quadrética f(x) = ax? + bx + ¢, sdo:

_ b+ VA _—b—VA

X X
2a ¢ 2a

Observe que a existéncia de raizes reais para a equacao do segundo grau ax?+bx+c = 0

fica condicionada ao fato de VA ser real. Assim, temos trés casos a considerar: [4]

CASO 1. Se A > 0, entao a equacao apresentard duas raizes reais distintas, que sGo:

_ b+ VA —b— VA

Xo =

X1 e
2a 2a

CASO 2. Se A =0, entao a equacao apresentard duas raizes reais iguais, que SGo:

—b
X1 =Xg9 = %

CASO 3. Se A <0, entdo a equacdo nio apresenta raizes reais, pois VA ¢ R.

Relagoes entre os coeficientes e as raizes (Relagoes de Girard)

—b A —b—VA
%\/_ e Xy = T\/_ as raizes da equagao ax? + bx + ¢ = 0, temos as

Sendo x; =

seguintes relacoes:

RELACAO 1. Soma das raizes

—b+vVA —b—VA —2b
+ =
2a 2a 2a

X1+ X9 =

b
" X1+X2:—a-

RELACAO 2. Produto das raizes

- (—b+\/Z) (—b—ﬂ) b2—A  b2—b’+4ac 4ac
1 X2 = : = =

2a 2a 4q2 - 4q2 4q2

[
X1 X =
a
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Exemplo 1. Na equacdo do sequndo grau 2x> —5x — 1 =0, de raizes x; e Xs, calcular:

Solugoes:

a) Da equacdo, temos:

X1+X2=§ e X1'X2=—§
Logo:
5)
1 1 _X1+X2_ 5
X1 XQ_ X1 - X9 __l
2
1 1
— + = =-5|
X1 X9

b) Observe que:

(x1)? + (x2)? = (%1 +%2)* — 2x1 - Xo

(x0)? + (x2)? = (g) s (—%) S

L a)? A+ (xe)? = i

Logo:

2.2 Funcao Polinomial ou Polin6mio

Em matematica, fun¢oes polinomiais ou polinémios sao uma classe importante de funcoes
simples e infinitamente diferenciaveis. Devido & natureza da sua estrutura, os polindmios
sao muito simples de se avaliar e por consequéncia sao usados extensivamente em analise
numérica [8].

O calculo de equagoes polinomiais e algumas equacoes algébricas era um dos gran-
des desafios da chamada algebra classica. Os primeiros registros e conclusoes sobre as
relacoes existentes nas equagOes de primeiro e segundo graus foram apresentados por
Al-Khowarizmi.

Quase meio milénio depois foram aparecendo iniimeros matemaéticos como Girolamo

Cardano, Niccolo Tartaglia e Ludovico Ferrari que iniciaram estudos sobre equagoes de
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terceiro e quarto graus. Alguns mateméticos se destacaram por grandes demonstragoes
que ajudaram e sao de extrema importancia até hoje como Nuls Henrik Abel (Noruegués),
Carl Friedrich Gauss (Alemao) e o Francés Evarist Galois. Cada passo realizado para o
aperfeicoamento de equagOes polinomiais de grau m, com n pertencendo ao conjunto
dos numeros naturais, foi e é sempre de muita utilidade. Para encontrarmos o valor
numeérico de um polindomio p(x), sempre foram utilizados métodos de operagdes usuais
(adi¢ao, subtracdo, multiplicagao e divisao) conhecendo ou ndo uma das raizes da equacdo

polinomial[9].
Definigao 2. Diz-se que p : R — R € uma funcao polinomial ou polinémio quando existem
numeros g, dq, As, ..., Ay tais que, para todo x € R, tem-se

P(X) = anX™ + an x4+ ax + ag.

Se an # 0, dizemos que o polinémio p tem grau n. A soma e o produto de funcoes
polinomiais sao ainda func¢oes polinomiais.
Dadas as fungoes polinomiais p e ¢, completando com zeros (se necessario) os coefici-

entes que faltam, podemos escrevé-las sob as formas

p(x) = anx™ + an X" '+ ...+ arx+ ag

Q(X) = bnxn + bn,lxnfl 4+ ...+ b1X + b(),

sem que isto signifique que ambas tém grau n, pois nao estamos dizendo que a,, # 0
nem que b, # 0.

Na soma e subtracao dos polindmios basta adicionarmos ou subtrairmos os termos de
mesmo grau.

Assim, para todo x € R, tem-se:

P(X) + CI(X) = (an +bn)xn +...+ ((11 —|—b1)X+ ((10 +b0)

P(x) —q(x) = (an —bp)x" + ...+ (a1 — by)x + (ag — bo).

Graficos de Polinémios

Quando se deseja tracar, ao menos aproximadamente, o grafico de um polinémio, certas

informacgoes de natureza geral sao de grande utilidade. Vejamos algumas delas.
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Seja

pP(x) =anx™+ ...+ a1x + ao,

com a, # 0.

Se m é par entao, para |x| suficientemente grande, p(x) tem o mesmo sinal de a,.
Este sinal é, portanto, o mesmo, nao importando se x < 0 ou x > 0, desde que |x| seja
suficientemente grande.

Se, entretanto, n é impar, p(x) tem o mesmo sinal de a,, para valores positivos muito
grandes de x e tem o sinal oposto ao de a,, para valores negativos muito grandes de x.

Em ambos os casos (n par ou n impar), quando [x| cresce ilimitadamente, [p(x)]
também cresce ilimitadamente.

As figuras abaixo esbogam gréficos de polinomios do terceiro e quarto graus. Em cada

caso, pode-se dizer logo qual o sinal do coeficiente do termo de mais alto grau.

/
N/

L'

'Y

Figura 2.1: y = x* — 2x Figura 2.2: y = x* —3x* + 3

Cada grafico intersecta o eixo das abscissas exatamente nos zeros (ou raizes) do po-
linomio. O problema de calcular as raizes de uma equagao polinomial sempre foi objeto
de estudo da matematica ao longo dos séculos. J& era conhecida, na antiga Babilonia,
a formula para o calculo das raizes exatas de uma equacao geral do segundo grau. No
século XVI, matematicos italianos descobriram formulas para o calculo de solugoes exatas
de equagodes polinomiais do terceiro e do quarto grau. Essas formulas sao muito complica-
das e por isso sao raramente usadas nos dias de hoje. Como a aplicacao dessas formulas
nao ¢é o objetivo deste trabalho, ficaremos apenas com a férmula para o calculo das raizes

de um polindémio de grau dois.
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O Calculo Diferencial e Integral

O Calculo Diferencial e Integral, também chamado de calculo infinitesimal, ou simples-
mente Calculo, é um ramo importante da matematica, desenvolvido a partir da Algebra
e da Geometria, que se dedica ao estudo de taxas de variacao de grandezas (como a incli-
nacao de uma reta) e a acumulagdo de quantidades (como a area debaixo de uma curva
ou o volume de um sélido). Onde ha movimento ou crescimento e onde forgas variaveis
agem produzindo acelera¢ao, o calculo é a mateméatica a ser empregada.

O calculo foi criado como uma ferramenta auxiliar em varias areas das ciéncias exatas.
Desenvolvido por Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),
em trabalhos independentes. O Célculo auxilia em varios conceitos e definicoes na mate-
matica, quimica, fisica classica, fisica moderna e economia. O estudante de calculo deve
ter um conhecimento em certas areas da matemaética, como fungoes, geometria e trigono-
metria, pois sao a base do calculo. O calculo tem inicialmente trés "operacgoes-base", ou
seja, possui areas iniciais como o calculo de limites, o calculo de derivadas de fungoes e a
integral de diferenciais.

A integral indefinida também pode ser chamada de antiderivada, uma vez que é um
processo que inverte a derivada de fungoes. J4 a integral definida, inicialmente definida
como Soma de Riemann, estabelece limites de integragao, ou seja, ¢ um processo estabe-
lecido entre dois intervalos bem definidos, dai o nome integral definida.

Com o advento do "Teorema Fundamental do Calculo"estabeleceu-se uma conexao
entre os dois ramos do calculo: o Calculo Diferencial e o Calculo Integral. O calculo
diferencial surgiu do problema da tangente, enquanto o calculo integral surgiu de um pro-

blema aparentemente nao relacionado, o problema da &rea. O professor de Isaac Newton
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em Cambridge, Isaac Barrow, descobriu que esses dois problemas estao de fato estrita-
mente relacionados, ao perceber que a derivacao e a integracao Sao processos inversos.
Foram Leibniz e Newton que exploraram essa relacao e a utilizaram para transformar o
calculo em um método mateméatico sistematico. Particularmente ambos viram que o Te-
orema Fundamental os capacitou a calcular areas e integrais muito mais facilmente, sem
que fosse necessario calcula-las como limites de soma (método descrito pelo matematico
Riemann, pupilo de Gauss)|7].

Para desenvolver este capitulo, foram pesquisados [1], [2], [3] e [5].

3.1 Derivada de uma funcao

Funcgoes sao criadas para refletir o comportamento de certos entes fisicos ou estados de
valores, porém existe outro meio para analisar o comportamento dos niimeros que nao
conhecemos. Limites do tipo

f(x) —f(a)

lim 2 —
x—a X —a

onde f é uma funcao e a um ponto do seu dominio, ocorrem de modo natural tanto na
geometria quanto na fisica.
Trata-se da derivacao, um processo destinado a analisar as variacoes no comporta-

mento de um conjunto de dados numéricos, largamente utilizado hoje em dia.

Definicao 3. Sejam f uma funcao e a um ponto de seu dominio. O limite

. f(x) —f(a)
lim —

x—a X—a

quando existe e € finito, denomina-se derivada de f em a e indica-se por f'(a) (leia: f
linha de a).

Assim,
f'(a) = lim flx) — fla),

x—a X —a
Se f admite derivada em a, entao dizemos que f é derivavel ou diferenciavel em a.

Observe que, fazendo h = x—a, segue que se x — a, entao h — 0. Com isso, podemos

também representar a derivada de f em a por:

f(a) = }lllg}) fla+h)— f(a).
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Derivadas fundamentais e regras de derivagao

Neste trabalho nao serd necessario aplicar todas as derivadas fundamentais e regras de
derivacao. Portanto, apresentaremos apenas as que servirao como base para o célculo de

algumas integrais posteriormente.

Derivada da constante

Seja f(x) = ¢ uma funcao constante, com ¢ € R. Sua derivada é f'(x) =0 .

f(x +h) —f(x)

Demonstracao. Se f'(x) = limy_ T , entao:
’ T c—¢C T
PO = T
S (x) =0.
H
Derivada da identidade
Seja f(x) = x uma funcao real. Sua derivada é f(x) = 1.
f h) —f
Demonstracao. Se f'(x) = limy_, b+ })l (X), entao:
(x+h)—x . h
/ _ / _ g
f(x)—}lgr}) - :>f(x)—1111LI})h ]’11,141/2)1
S f(x) =1.
n

Derivada do produto de uma constante por uma fungao

Se u(x) é uma funcao real que possui a derivada u'(x), e ¢ € R, entao a funcao f(x) =
¢ - u(x) também possui derivada, sendo que f'(x) = ¢ - u'(x).

f(x +h) —f(x)

Demonstracao. Se f'(x) = limy,_ h , entao:
) h) —c- ) h) —
) =t SR —Coub0 e fufxet ) — ulx)
h—0 h h—0 h

u(x +h) —u(x)

= f'(x) =c- lim
h—0
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Derivada da funcao poténcia
Seja a funcao f(x) = x™, onde n é uma constante inteira positiva e n > 1. Sua derivada
éf'(x) =nx" L

f(x +h) —f(x)

Demonstracao. Se f'(x) = limy,_ o , entao:
. (x+h)™—x"
!/
Fx) = Jim h
<0>x“h0 + (1>x“1h1 + (;) x"Th? 4L+ (n) x"h™ — x™
/ —
= f'(x) I'ILILI%) h
n

Exemplo 2. f(x) =x? = f'(x) = 9x%.

3 15 9 14
Exemplo 3. f(x) = ;‘—5 = f/(x) = XT

Derivada da soma

Sejam u e v funcgoes derivaveis em um intervalo aberto. Para todo x desse intervalo tem-se
que:
f(x) =u(x) +v(x) = f'(x) =u'(x) +v'(x).

f(x +h) —f(x)
h

Demonstracao. Se f'(x) = limy_, , entao:



Capitulo 3. O Calculo Diferencial e Integral 13
£(x) = Tim u(x+h)+v(x+h)—[u(x) +v(x)]
R0 h
~ f'(x) = lim u(x+h)—u(x) v(x+h)—v(x)
h—0 h
~ f'(x) = lim u(x+h)— +hmvx+ ) —v(x)
h—0 h—0
f'(x) =u'(x) +v'(x)
[ |

Exemplo 4. f(x) = x* +3x% + 2x? = f/(x) = 4x% + 9x? + 4x.

™ oxt X3 49x5  8x3  3x?
Exemplo 5. = 4+ = 4 / —_ 2 427 ‘
emplo 5. f(x) 3+5+7:>f(x) 3 +5+7

3.2 Antiderivada (ou primitiva)

Uma vez que podemos analisar a variacao de determinados valores em uma func¢ao, como

poderiamos reverter a andalise, ou seja, se é possivel criar uma funcao a partir de outra

utilizando a diferenciacao, o que teriamos se fizéssemos a operacao inversa? Esta é uma

questao que nos leva ao calculo da antiderivada. Ela é uma forma de reverter a derivacao.

Com ela temos um artificio para recuperar a funcao original a partir da sua derivada.

Definicao 4. Uma funcao F serd chamada de antiderivada de uma funcao f num intervalo

I se F/(x) = f(x) para todo x € 1.

O simbolo J denota a operacao de antiderivacao e escrevemos

onde

Exemplo 6. Se F for definida por
F(x) = 4x* +x* + 5,

entao

F/(x) = 12x* + 2x.
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Assim, se f for a funcao definida por
f(x) = 12x2 4 2x,

afirmamos que f é a derivada de F e que F € uma antiderivada de f.

Se G for a funcao definida por
G(x) = 4x* +x* — 17,
entdo G também seria uma antiderivada de f, pois
G'(x) = 12x* + 2x.
Na realidade, toda funcao cujos valores funcionais sao dados por
4 +x% + C,

onde C € uma constante qualquer, € uma antiderivada de f.

Em geral, se uma funcao F for antiderivada de uma fungao f num intervalo 1 e se a

funcao G for definida por

onde C € uma constante arbitrdria, entao

Logo G também serd uma antiderivada de f no intervalo 1.

Como a antiderivacao é a operacao inversa da derivagao, os teoremas sobre antideri-
vacao podem ser obtidos dos teoremas sobre derivacao. Assim sendo, as antiderivacoes a
seguir podem ser provadas a partir das derivacoes correspondentes.

Nos casos abaixo, por questao de praticidade, vamos usar a notacao D, (f) para a

derivada da funcao f.

i) de:x+C

De fato, pois
Dy(x+C)=D,(x)+D«(C)=140=
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ii) Jk ~f(x)dx =k - Jf(x)dx.

D, (k-Jf(x)dx) =k Dy <Jf(x)dx> =k - f(x)

iii) J[f(x) + g(x)ldx = Jf(x)dx + J g(x)dx.

De fato, pois

De fato, pois

D, (J f(x)dx+Jg(x)dx) =D, (J f(x)dx) + Dy (Jg(x)dx) = f(x) + g(x)

XTL+1

C.
n+1 +
De fato, pois

n+1 n+1 1)x™
D, X +C) =D, X +DX(C)ZM+0:><“.
n-+1 n+1 n+1

iv) Jx"dx =

Exemplo 7.
J(3x—|—5)dx = J3x dx+J5 dx

= 3Jx dx+5de

X2

= 3(5+C1) +5(x + Cy)

3 2
- % F5x + (3C, +5C,).

Como 3Cy + 5Cy € uma constante arbitrdria, ela pode ser denotada por C; assim, o

resultado pode ser escrito como

2

J(3x+ 5)dx = 3% +5x + C.
Pode-se conferir a resposta calculando sua derivada:
D, (?—F&—I—C) =3x+5.
Exemplo 8.

J(5x4—8x3+9x2—2x+7) dx = 5Jx4 dx—SJx?’ dx+9Jx2 dx—2Jx dx+7de

X5 X4 X3 2

X
= 50— —8—+9——2—+
55 84 93 5 7x + C

= xX"—x'+3x*—x*+7x+C.
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3.3 Integral definida

Historicamente, os conceitos basicos da integral definida foram usados pelos antigos gre-
gos, principalmente Arquimedes (287-212 a.C.), ha mais de 2000 anos, muito antes da

formulacao do calculo diferencial.

Definicdo 5. Seja f é uma funcao continua definida no intervalo fechado [a,b]. Vamos

. ‘ : ‘ o b—a ‘
dividir esse intervalo em n subintervalos de comprimentos iguais Ax = ——. Sejam
n
a = Xg,X1,X2,...,Xn = b 0s extremos desses subintervalos. Tomemos os pontos amos-
trais &1, &s, ..., En nesses subintervalos de tal forma que &; estd no i-éstmo subintervalo

[xi_1,xi]. Entao a integral definida de f € [11]:

b n
J f(x) dx = lim > f(E)Ax.
i=1

a

A soma que ocorre na defini¢do acima é chamada de soma de Riemann, em homenagem

ao matematico Bernhard Riemann (1826-1866).

Teorema 3.3.1. Seja f uma fungio continua no intervalo fechado [a,b]. Se m e M
forem, respectivamente, os valores minimo e mdximo absolutos de f em [a,b], ou seja,

m < f(x) < M para a < x < b, entao,

Ver Demonstragao [5].

Teorema 3.3.2. Se f for integrdavel num intervalo fechado contendo os nimeros a, b e

c entao

r f(x) dx = JC f(x) dx + Jb f(x) dx,

a a C

nao importando a ordem de a, b e c.
Ver Demonstracao em [5].

Teorema 3.3.3 (Teorema do “sanduiche"). Suponha que as funcoes f, g e h estejam
definidas em algum intervalo aberto 1 contendo a, exceto possivelmente no proprio a e
que f(x) < g(x) < h(x) para todo x em 1, tal que x # a. Suponha também que lim f(x)

XxX—a

e lim h(x) ambos existam e tenham o mesmo valor L. Entao lim g(x) existe e € igual L.
XxX—a XxX—a

Ver Demonstracao em [5].
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Teorema 3.3.4 (Teorema do valor extremo). Se a fun¢do f for continua no intervalo

fechado a,b], entao f terd um valor mdximo absoluto e um valor minimo absoluto em

[a, b].
Ver Demonstracao em [5].

Teorema 3.3.5 (Teorema do valor intermediario). Se uma funcao real f definida num
intervalo [a,b] € continua, entdao qualquer ponto d tal que f(a) < d < f(b) € da forma

f(c), para algum ponto ¢ do intervalo [a, b].
Ver Demonstracao em [12].

Teorema 3.3.6 (Teorema do valor médio para integrais). Se a funcdo f for continua no

intervalo fechado [a,b], existe um nidmero ¢ em [a,b] tal que
b
J f(x) dx = f(c)(b —a).

Demonstracao. Como f é continua em [a, b], do Teorema do valor extremo, f tem valores
maximo e minimos absolutos em [a, b].

Sejam m o valor minimo absoluto ocorrendo em x = x,,. Assim,

f(xm) = m, as<xn,<b (3.1)
Sejam M o valor maximo absoluto ocorrendo em x = xpq. Assim,

f(xm) =M, as<xm<b (3.2)

Temos, entao,

para todo x em [a, b].

Do Teorema 3.3.1, segue que

b
m(b—a) < J f(x) dx < M(b — a).

Dividindo por (b — a) e observando que b — a é positivo, pois b > a, obtemos
b
f
b—a
Mas de (3.1) e (3.2), m = f(xm) e f(xm) = M, assim temos

| < [P f(x) dx

<f .
b—a (xm)

f(Xm
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Dessa igualdade e do Teorema do Valor Intermediario existe algum nimero ¢ num
intervalo fechado contendo x,, e xp tal que
fb f(x) dx
f(c) = —"t—"
(c) —
b
J f(x) dx = f(c)(b—a),

coma<c<hb. [ |

Teorema 3.3.7 (Primeiro Teorema Fundamental do Célculo). Seja f uma fun¢ao conti-
nua de valores reais, definida em um intervalo fechado [a,bl. Se F for a func¢do definida

para x em [a, b] por
entao

para todo x em [a, b].

Demonstracio. E dado que

Considere dois nimeros x; e x; + Ax em [a, b]. Entao temos

F(x1) = JXI f(t) dt

a

x1+Ax

F(x; + Ax) = J f(t) dt.

a

Subtraindo as duas equacgoes

X1+Ax X1

f(t) dt — J f(t) dt. (3.3)

a

F(x1 + Ax) — F(xq) = J

Do Teorema 3.3.2, temos
X1 x1+Ax xX1+Ax
J f(t) dt+ J f(t) dt = J f(t) dt.
a X1 a
Manipulando esta equagao obtemos

J X1+Axf(t) dt — J Vbt at = J X1+Axf(t) dt.

a
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Substituindo a equagao acima em (3.3) resulta em
xX1+Ax
F(x; + Ax) — F(x;) = J f(t) dt. (3.4)
Pelo Teorema 3.3.4, existe um ¢ em [xq,x; + Ax] tal que
xX1+Ax
J f(t) dt = f(c)Ax.

X1

Substituindo a equagao acima em (3.4) temos que
F(x; + Ax) — F(x1) = f(c)Ax.

Dividindo ambos os lados por Ax, temos

F(x: + Ax) — F(xq)
Ax

= f(c).

Considere o limite com Ax — 0 em ambos lados da equagao.

. F(x; + Ax) — F(xq)
lim
Ax—0 AX Ax—0

A expressao do lado esquerdo da equacao é a definicdo da derivada de F em x;. Logo:

F/(x;) = lim f(c). (3.5)

Ax—0

Para encontrar o outro limite, usaremos o teorema do sanduiche. O nimero ¢ esta no
intervalo [x;,x; + Ax], entdao x; < ¢ < xq + Ax.
Também, lim x; =x; e lim x; + Ax = x4.
Ax—0 Ax—0

Assim, de acordo com o teorema do sanduiche,

lim ¢ = X1.
Ax—0

Substituindo em (3.5), temos

F'(x;) = lim f(c).

C—X1
A funcao f é continua em c, entao o limite pode ser inserido na fungao. Assim, temos

F'(x1) = f(x1),

que completa a prova. |
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Teorema 3.3.8. Se f e g forem duas funcoes, tais que f'(x) = g’'(x) para todo x no

wintervalo 1, entao haverd uma constante K, tal que

para todo x em 1.
Ver Demonstracao em [5].

Teorema 3.3.9 (Segundo Teorema Fundamental do Célculo). Seja f é uma fun¢ao conti-
nua no intervalo [a,b] e g'(x) = f(x), isto €, g(x) é uma antiderivada de f(x). A integral
b

definida de f em [a,b], denotada porJ f(t) dt, € dada por:

a

b
J f(t) dt = g(b) — g(a).

Demonstracao. Se f for continua em todo o intervalo [a, b], sabemos do Teorema 3.3.5
X
que a integral definida J f(t) dt, com o limite superior variavel x, define uma funcao F

a
cuja derivada em [a, b] é f. Como, por hipotese,g’(x) = f(x), segue do Teorema 3.3.6 que
X
g(x) :J f(t) dt + k,
onde k ¢ uma constante. Tomando x = b e x = a, sucessivamente, nessa equacao, obtemos

b
g(b) = J f(t) dt+k (3.6)

g(a) :Jaf(t) dt + k. (3.7)
De (3.7) e (3.7),

b a
g(b) —g(a) :J f(t) dt—J f(t) dt.

Mas, J f(t) dt =0, assim

a



Capitulo 4

Aplicacao da integral no calculo de

areas

No século XVII, quase simultaneamente mas trabalhando independentemente, Newton e
Leibniz mostraram como o célculo poderia ser usado para se encontrar a area de uma
regiao limitada por uma curva ou um conjunto de curvas, determinando uma integral

definida por antidiferenciacao.

4.1 Area sob o grafico de uma funcao continua positiva

Definicao 6. Suponha que a func¢do f seja continua no intervalo fechado [a,b], com
f(x) > 0 para todo x em [a,b], e seja R a regiago limitada pela curvay = f(x), o eizo x e

as retas x = a ex = b. Vamos dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos, cada um com

comprimento Ax = e vamos denotar o i-ésimo subintervalo por [xi_i,xi]. Entdo

n
se f(cy) for o valor funcional minimo absoluto no i-ésimo subintervalo, a medida da drea

da regiao R serd dada por

S = Jgr})ozlf(ci)Ax.

21
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Segue dai que, pela definicao de integral definida e pelo Teorema 3.3.7, podemos entao
concluir que a medida da area da regiao R limitada pela curva y = f(x), o eixo x e as

retas x = a e x = b é dada por

onde

Obs 1. Se f(x) < 0 para todo x € [a,b], como mostra o grifico abaizo, entdo a drea S da

regiao limitada pelo grdfico de f, o eizo x e as retas x = a e x = b serd dada por:

4.2 Area de regioes entre curvas

Suponha que f e g sejam definidas e continuas em [a, b] e tais que

f(x) > g(x),
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para todo x € [a,b]. Entao a area da regiao S limitada pelos graficos de f e g e pelas

retas x = a e x = b é dada por

b

S= J [f(x) —g(x)] dx,
a

independente de f e g serem positivas ou nao.

Demonstracao. De fato, temos trés casos possiveis:

1° Caso: f(x) >0, g(x) = 0 e f(x) > g(x), para todo x € [a, b].

Neste caso,

S = Jb f(x) dx — Jb g(x) dx

. a
S.S= J [f(x) — g(x)] dx.

2° Caso: f(x) >0, g(x) <0 e f(x) > g(x), para todo x € [a, b].

Neste caso,
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3° Caso: f(x) <0, g(x) <0e f(x) > g(x), para todo x € [a, b].

Neste caso,

M
-CF
i > s
: S
s ﬂg

Obs 2. Para evitar termos que analisar se f(x) > g(x) ou f(x) < g(x) para todo x

pertencente ao intervalo dado, vamos determinar a drea S como:

b
S = J [f(x) —g(x)] dx|.

a

Exemplo 9. Determinar a drea limitada pelas curvas f(x) = 5x —x? e g(x) = 2x.

Inicialmente, temos que determinar os pontos de interseccao dos dois graficos.

¥

w

W

~ G
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x=0
Yy = 5x —x?
Shx—x2=2x=x*-3x=0=x(x—3)=0= < ou
Yy = 2x
x =3
Logo:

a 0
3
= S=| [3x—x% dx
0
X2 x33
= S=3-——+
2 3 1o
32 33
= 3—— —
2 3
9
S=—-ua



Capitulo 5

Calculo da area limitada por graficos de

polinémios

O célculo integral nos permite calcular a area limitada pelos graficos de dois polinomios
num determinado intervalo fechado. Esse intervalo pode ser limitado, por exemplo, pelas
abscissas dos pontos de interseccao dos dois graficos. Determinaremos agora uma férmula
pratica para o calculo dessas areas, nos casos em que os graficos tém apenas dois pontos

em comum.

5.1 Area limitada pelos graficos de dois polinémios re-
ais: uma férmula pratica

Sejam p e ¢ dois polinomios de coeficientes reais, tais que p(x) —q(x) = ax?+bx+c, com
a # 0 e b2 —4ac > 0, ou seja, dois polindémios cuja diferenca ¢ uma funcao quadratica.
Seus graficos teram dois pontos em comum, conforme esboco abaixo.

y

26
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A éarea S limitada pelos gréaficos de p e q é dada por:

AVA
S —
6a?

Com A > 0, onde A = b? — 4ac.

Se A < 0, a area compreendida entre os dois graficos serd ilimitada, pois eles terao
apenas um, ou nenhum, ponto em comum, ji que a equacao ax?+bx+c = 0 tera apenas
uma, ou nenhuma, raiz real.

Demonstracao:

Observe que x; e Xy sdo0 raizes de p(x) — q(x), pois p(x1) = q(x1) e p(x2) = q(x2).

Portanto,
—b—VA —b+ VA
X|=—"" € X9g=—"—,
2a 2a

onde A = b? — 4ac.

Dai temos:
. VA
1) Xo — X1 = —
a
.. b
i) xo+x =——
a

c
iii) x9 %3 = —
a

i b2 2c b?—2ac
1V) (X2)2+(X1)2:(X2+X1)2_2'X2'X1:E_E: a2

X2

A area S é dada por

Fazendo A = J

X1

[p(x) —q(x)} dx, temos:

J [P0 — q(x)] ax].

X1
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A= J [P — q(x)] ax

ax? +bx + c) dx

U
B
Il
S
&
—

ax?  bx? s
= A= 3 + BN + cx
X1
a(el =) b((w)? - (x)?)
= A= 3 - 5 +c(xo —x1)
G<X2 — Xl) ((X2)2 + (x1)* + x2 - X1> b<(x2)2 — (X1)2> <X2 + X1>
= A= 5 + 5 +c(xg —x1)
VAN (b2 —2ac ¢ VAN [ b
“\ < o) "o /la JA
= A= - +c
3 2 a
2
\/Z b 2C1C b2\/Z
L oA a __a VA
N 3 2 a
b2VA —acvVA  bBEVA /A
= A= — +
3a? 2a? a
2b2V/A —2acvVA  3b2V/A  6acVA
= A= — +
6a? 6a? 6a?
—b2V/A + 4acVA
= A=
6a?
_(h2 _
LA (b2 — 4ac)VA
6a?
—AVA
A = )
= 6a?
Logo:
—AVA
S —|A| :' .
a
_AVA
6a?

Esta formula torna muito mais facil o calculo dessas areas, pois nao sera mais necessario

aplicagao de integrais e nem a determinacao dos pontos de interseccao dos dois graficos.

Exemplo 10. Calcular a drea S da regiao limitada pelos grdficos das funcoes f(x) =

22 +x—4 e g(x) =x* + 4x — 3.
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Para resolvermos aplicando integrais, terfamos primeiramente que determinar os pon-

tos de interseccoes dos dois graficos. Vejamos:

X% +x—4=0=>x>—3x—1=0

_3—V13

X1
3+,014 2
X= = ou
3+ V13
Xg = ——
2
Dai seguiria que:
S = [(2x2+x—4)—(x2+4x—3)] dx| = S = J [x2+3x—1} dx| =
sfé/ﬁ 3,§/ﬁ
3+>)/ﬁ
x* 3x? i
=>S=||l————x
3 2 -

Vamos parar por aqui, pois este seria um calculo bem trabalhoso.

Agora, aplicando a formula apresentada acima, temos:
f(x) — g(x) =x* —3x — 1.

Logo: A= (—3)2—4-1-(—1) =13 > 0.

Portanto:

_AVA 13v/13

13
S = 602 =S = G u.a.

Com esse exemplo, pode-se verificar claramente a praticidade desta féormula.

Exemplo 11. Determinar a drea da regigo limitada pelos grificos dos polindmios p(x) =

X2+ 3t =T+ 22 +3x+4 e q(x) =x° +3x —7x3 —x2 —3x + 2.
Determinando a diferenca entre os dois polindémios, temos:
p(x) — q(x) = 3x* + 6x + 2.

Logo: A=62—4-3-2=12>0.

Portanto:
S_A\/Z:&S_12\/ﬁ_2\/4.3_4\/§
 6a2 6.3 9 9
4/3

Exemplo 12. Calcular o valor da drea limitada pelos grdficos das curvas y? = 2x —2 e

y=x—209.
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Para este caso, expressaremos as curvas em fungao de y, ou seja:

f(y)z%ﬂ e g(y)=y+5.

Dai temos:

1
Logo: A = (—1)2—4~§ (—4) =9 >0.
Portanto:

AVA 9v/9 3.3

6a2:>s 6 1\? 2_1
3 1

Aplicacgao na fisica

Dois carros partem do repouso, com velocidades dadas em funcao do tempo por vq(t) =
—1? + 6t e vo(t) = 2t, seguindo a mesma direcdo numa estrada retilinea. Quando os dois

carros atingirem velocidades iguais, qual sera a distancia entre eles?

Vi

O espago percorrido por cada um deles é dado pela area sob o seu grafico. Logo, a
distancia entre eles serd dada pela diferenca entre essas areas, ou seja, pela area da regiao
limitada pelos seus graficos.

Com isso, temos:

Logo: A=42—4-(-1)-0=16 > 0.
Dai segue que:

S = =S =

6a2 6-(—1)2 3 3

) 32
Portanto, o espaco entre eles serd de — u.c.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

A matemaética é uma das disciplinas mais criticadas pelos estudantes em geral. Sao muitos
calculos para se desenvolver em intervalos curtos de tempo.

A aplicacao de formulas praticas nesses momentos pode contribuir bastante. Porém,
deve-se sempre mostrar para o aluno como chegar até ela, ou seja, nao se deve simples-
mente apresentar uma formula e dizer que é valida para determinados casos.

Esse foi nosso objetivo neste trabalho: apresentar e demonstrar uma férmula que
agilize o calculo de area entre dois polind6mios, mais com um foco para a area entre duas
parabolas.

Apesar de ter recorrido ao calculo diferencial e integral, pode-se verificar que essa
formula pode ser utilizada por qualquer estudante a partir da educagao bésica, pois ela

depende apenas do conhecimento bésico de polinomios e funcoes quadréticas.

31
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