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RESUMO

Tendo em vista as dificuldades apresentadas por alunos do terceiro ano do Ensino
Médio no estudo de angulos em uma circunferéncia e baseado na aplicacdo de uma
atividade que abordou varios topicos desse conteudo em diferentes exercicios,
verificamos a necessidade de se investigar as contribuicdes de outras estratégias
de ensino para garantir a efetiva aprendizagem de tal contetdo. A finalidade desse
trabalho € de propor uma sequéncia didatica, aplicando um roteiro de atividades
voltado para o ensino de angulos em uma circunferéncia utilizando ferramentas que
proporcionem um aprendizado mais promissor para o aluno. Foram utilizados o
Geoplano Circular para as construcdes dos conceitos e 0 GeoGebra para a
visualizacdo em algumas situagcdes-problema. O roteiro de atividades foi elaborado
constituindo uma série de exercicios que possibilita ao aluno a experimentacdo no
Geoplano Circular e posteriormente sua representacdo no papel, viabilizando a
construcdo e consolidagao de algumas propriedades, o que proporcionou um estudo
construtivo, diferente e eficaz sobre o contetdo. Além de serem inseridas situacdes-
problema para aproximar a Matematica ao cotidiano dos alunos, utilizamos nestes
momentos o software GeoGebra para visualizacbes. Ao final da proposta, foi
aplicado uma nova atividade avaliativa, que englobou 0os mesmos contetdos
abordados no roteiro de atividades, para a efetiva comprovacdo de que essa

proposta sugerida contribua de forma eficaz para o ensino e aprendizagem.

Palavras—chave: Angulo central. Angulo inscrito. Angulo de segmento. Angulo

excéntrico. Geoplano Circular.



ABSTRACT

In view of the difficulties presented by students of the third year of high school in the
study of angles in a circumference and based on the application of an activity that
addressed various topics of this content in different exercises, we verified the need
to investigate the contributions of other teaching strategies to ensure the effective
learning of such content. The purpose of this work is to propose a didactic sequence,
applying a scrit of activities aimed at teaching angles in the circumference using tools
that provide a more promising learning for the student. Circular Geoplanes were
used to construct the concepts and GeoGebra for visualization in some problem
situations. The activities script was elaborated constituing a series of exercises that
allows the student to experiment in the circular Geoplane and later its representation
on paper, enabling the construction and consolidation of some properties, which
provided a constructive, diferente and effective study on the content. In addition to
inserting problem situations to bring mathematics closer to the students’ daily lives,
we used the GeoGebra software for visualization. At the end of the proposal, a new
evaluative activity was applied, which encompassed the same contents covered in
the activities script, for the effective proof that this suggested proposal contributes

effectively to teaching and learning.

Keywords: Central angle. Inscribed angle. Segment angle. Eccentric angle. Circular

Geoplane.
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1 INTRODUCAO
Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), que durante anos serviu de
referéncia para as escolas brasileiras, sao claros quanto ao papel que a Matematica
deve desenvolver, ou seja, evidenciar a Matematica como instrumento para
compreender o mundo a sua volta e enxerga-la como uma area de conhecimento
gue estimule a curiosidade, a investigacdo e o desenvolvimento da capacidade para
resolver problemas, destacando ainda a importancia de que o préprio aluno tenha
autonomia e seguranca para construcéo de conhecimentos matematicos.
“...6 preciso que o aluno perceba a Matematica como um sistema de
cadigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicacéo de ideias
e permite modelar a realidade e interpreta-la. Assim, os nimeros e a
algebra como sistemas de codigos, a geometria na leitura e interpretagao
do espaco, a estatistica e a probabilidade na compreensao de fenbmenos
em universos finitos sédo subareas da Matematica especialmente ligadas
as aplicac¢des. Contudo, a Mateméatica no Ensino Médio nao possui apenas
o carater formativo ou instrumental, mas também deve ser vista como

ciéncia, com suas caracteristicas estruturais especificas...” (BRASIL, MEC.
PCNs, 1998, p. 40)

Atualmente, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), apesar das
alteragOes, ndo propde uma ruptura com a visao sobre a disciplina adotada pelos
PCNs, propde um ensino de Matematica que possibilite estabelecer relagcbes entre
o0 conteudo disciplinar e interdisciplinar com a realidade do individuo, onde o
pensamento matematico, que envolve uma série de processos particulares, como
construcbes e demonstracbes de conjecturas, argumentacbes para a
generalizagbes e conclusdes, devera ser construido de forma criativa, ludica e
multidisciplinar, de modo que cada individuo seja capaz de compreender e

solucionar os problemas usando recursos matematicos como estratégia.

“...Assim, espera-se que eles desenvolvam a capacidade de identificar
oportunidades de utilizagcdo da matematica para resolver problemas,
aplicando conceitos, procedimentos e resultados para obter
solucbes e interpreta-las segundo os contextos das situagbes. A
deducdo de algumas propriedades e a verificacdo de conjecturas,
a partir de outras, podem ser estimuladas...” (BRASIL, MEC. BNCC, 2017,
p. 265)

Seguindo este documento, as habilidades estdo organizadas segundo as
unidades de cada area, a qual destacamos a Geometria dentro da Matematica, cuja

importancia na formacé&o do aluno e a sua percepc¢ao do mundo é fundamental.
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“... A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e
procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de
diferentes areas do conhecimento. Assim, nessa unidade temética, estudar
posicdo e deslocamentos no espaco, formas e relacdes entre elementos
de figuras planas e espaciais pode desenvolver o pensamento geométrico
dos alunos. Esse pensamento é necessario para investigar propriedades,
fazer conjecturas e produzir argumentos geométricos convincentes...”
(BRASIL, MEC. BNCC, 2017, p. 272)

Seguindo essas diretrizes, este trabalho apresenta uma proposta didatica
para 0 ensino sobre o estudo de angulos em uma circunferéncia através de
atividades com o uso do Geoplano Circular, uma ferramenta ladica de facil manuseio
e criacdo, que auxilia de forma simples e ampla nas estratégias de ensino,
viabilizando a aprendizagem e permitindo que o0s estudantes tenham a
oportunidade de compreender o significado a partir do que estdo construindo, além
de situacBes-problema para aplicar a geometria de maneira real, motivando o
aprendizado, que contou com o auxilio do software GeoGebra.

Na BNCC o estudo de angulos em uma circunferéncia estd inicialmente
contemplado na habilidade do 9° ano do Ensino Fundamental, depois retomada no

Ensino Médio.

“... (EFO9MA11l) Resolver problemas por meio do estabelecimento de
relacdbes entre arcos, &angulos centrais e angulos inscritos na
circunferéncia, fazendo uso, inclusive, de softwares de geometria
dindmica...” (BRASIL, MEC. BNCC, 2017, p. 317)

A (re)elaboracdo dos curriculos e das propostas pedagogicas no Ensino
Médio, leva a compreensdo de que no Novo Ensino Médio ndo existe um ano
especifico para que uma determinada area de conhecimento seja contemplada, mas
que essa deva ser trabalhada em todos os anos de forma a construir um

conhecimento amplo e aplicado a realidade do aluno.

. Na (re)elaboragédo dos curriculos e das propostas pedagogicas, é
possivel adotar outras organizacfes, recorrendo tanto as habilidades
definidas nesta BNCC quanto a outras que sejam necessarias e que
contemplem especificidades e demandas préprias dos sistemas de ensino
e das escolas. A despeito disso, € fundamental preservar a articulacéo,
proposta nesta BNCC, entre os varios campos da Matematica, com vistas
a construcdo de uma visdo integrada de Matemética e aplicada
a realidade. Além disso, é importante que os saberes matematicos, do
ponto de vista pedagdgico e didatico, sejam fundamentados em diferentes
bases, de modo a assegurar a compreensao de fendmenos do proprio
contexto cultural do individuo e das rela¢des interculturais...” (BRASIL,
MEC. BNCC, 2017, p.542)

A proposta didatica deste trabalho, foi aplicada para alunos do terceiro ano

do Ensino Médio, que tiveram este conhecimento abordado no primeiro ano do
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Ensino Médio, seguindo o material pedagdgico da escola onde foi realizado este
trabalho, mas segundo a BNCC, poderia ser aplicada a qualquer ano do Ensino
Médio ao qual o objetivo seja abordar este contetdo. Ela foi dividida em doze
aulas, sendo as iniciais para a aplicagdo de uma atividade que comprovasse a
necessidade da retomada sobre angulos em uma circunferéncia (atividade
diagnéstica) e as outras foram direcionadas para a realizacdo do roteiro de
atividades, utilizando o Geoplano Circular com finalidade de construcdo de
conjecturas, argumentacdes e generalizacdes das propriedades sobre angulos na
circunferéncia, junto com situagdes-problema associando 0s conceitos ao cotidiano.

Neste contexto o trabalho esta distribuido da seguinte forma: o Capitulo 2
aborda toda teoria matematica sobre angulos em uma circunferéncia necessaria
para a compreensdo desse trabalho, uma parte formal destinada a formacéo do
professor, que deve saber sempre mais do que ensina.

No Capitulo 3 contém a proposta de sequéncia didatica sobre angulos na
circunferéncia, comecando com uma atividade diagndstica para estabelecer o nivel
de conhecimentos prévios dos alunos sobre o tema, em seguida atividades praticas
seguindo um roteiro de atividades que fazem uso do Geoplano Circular e do
GeoGebra para a visualizagao de algumas situacdes-problema.

Por fim uma atividade comprobatoria, para verificacdo da efetiva
aprendizagem, abordando os mesmos temas e niveis das outras atividades; no
Capitulo 4, foram discutidos os resultados das atividades aplicadas, a evolucdo
intelectual dos alunos em relagdo aos conteudos abordados e a comprovagdo da
necessidade de se trabalhar com ferramentas matematicas que possibilitem o

aprendizado concreto e efetivo.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesse capitulo serdo apresentados os referenciais tedricos utilizados para a
concretizacdo desse trabalho, abordando as definicdes dos objetos geométricos e
os resultados decorrentes deles, presentes nas atividades, tendo REZENDE e
QUEIROZ, 2008, como principal referéncia.

Antes de comecarmos, é importante salientar que o estudo da Geometria
Euclidiana se faz de forma dedutiva (ou axiomatica), onde inicia-se com certas
afirmacdes (axiomas ou postulados), aos quais aceita-se sem demais justificativas,
e posteriormente deduz-se, através de demonstra¢cdes outras afirmacgdes, como por
exemplos os teoremas. Esse aprofundamento teérico € de suma importancia
principalmente aos professores que atuarao no processo de ensino e aprendizagem
desse conteudo, pois o possibilita um entendimento mais amplo para seu préprio
conhecimento bem como seu modo de atuar profissionalmente.

Vamos supor conhecido a parte axiomatica inicial, iniciando neste trabalho

com o conceito de angulos. Usamos as notacdes AB para 0 segmento com
extremidades 4 e B, AB para a medida do segmento, 4B para a semirreta de origem

em A passando por B e AB areta que passa por A e B.
2.1 Angulos

Definicdo 2.1.1. Um angulo é a unido de duas semirretas que tém a mesma

origem. Se um angulo é formado pelas semirretas AB e AC, entdo essas semirretas

sdo chamadas de lados do angulo, e o ponto A é chamado de vértice do angulo.
Figura 1 — Angulo.

e

Fonte: elaborado pela professora/autora.
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Quando as semirretas estdo contidas em uma mesma reta, elas podem ser
distintas (portanto opostas) e chamamos este angulo de angulo raso, ou podem

ser a mesma semirreta e chamamos este angulo de angulo nulo.

Notacgdo: BAC ou CAB significa o angulo formado pelas semirretas AB e AC com
vértice em A. Também pode ser denotado por BAC ou CAB.

Quando ndo houver davidas com respeito das semirretas, por simplicidade
um angulo pode ser representado somente por seu vértice, ou seja, o angulo BAC

pode ser denotado simplesmente por A.

Definigdo 2.1.2. Considere um angulo BAC, onde seus lados ndo estio contidos
em uma mesma reta.

a) Dizemos que P estéa no interior do angulo BAC ou que P é ponto interior
do angulo BAC se o segmento BP n&o intersecciona a semirreta ACeo
segmento CP ndo intersecciona a semirreta AB.O conjunto dos pontos

interiores de BAC ¢ chamado de interior de BAC e denotado por int(BAC).

Figura 2 — Conjunto interior de um angulo.

P

Fonte: elaborado pela professora/autora.

b) Um ponto é dito ponto exterior do d&ngulo BAC se ele ndo pertence a este
angulo nem ao seu interior. O conjunto dos pontos exteriores do angulo BAC

¢ chamado de conjunto exterior deste angulo e denotado por ext(BAC).



Figura 3 — Conjunto exterior de um angulo.

-

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Com o objetivo de associar um niumero ao objeto geométrico angulo, faz-se
necessario os seguintes postulados, surgindo assim o conceito de medida de
angulos. Como mencionado, antes de angulos existe uma parte axiomatica que
consideramos conhecida, assim o0s postulados que iremos colocar ndo Sao 0s
primeiros, além disso vamos colocar somente a parte necessaria para 0

entendimento do trabalho.

Postulado 2.1.1. (Postulado da medida de angulos) A cada angulo PQR
corresponde um unico numero real de 0 a 180, sendo 0 para 0 angulo nulo e 180

para o angulo raso.

Definicdo 2.1.3.
a) 0 numero correspondente ao postulado anterior € chamado de
medida de angulo e é denotado por mBAC.
b) angulos que possuem a mesma medida sdo denominados de
angulos congruentes.
Notacgéo:
e Se BAC e PQR sio congruentes, denotamos BAC = PQR .
e mBAC éum numero real, que podemos adicionar a nomenclatura “em graus”
depois do numero, usando o simbolo (°).

Exemplo: mBAC = 60 ou mBAC = 60°
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Postulado 2.1.2. (Postulado da Adicdo de Angulos) Seja BAC um angulo onde
as semirretas ndo estdo contidas em uma mesma reta. Se D é um ponto interior de
BAC, entdo mBAC = mBAD + mDAC . Caso seja um angulo raso, isso vale para

todo ponto D que nao pertence a este angulo.

Figura 4 — Adicao de angulos.

/

Fonte: elaborado pela professora/autora.

2.2 Circunferéncia e seus arcos

Definicéo 2.2.1. Uma circunferéncia de centro Oe raio r > 0 é a unido de todos
0s pontos do plano, cuja distancia até o centro 0 é igual ao raio r.

Notacdo: uma letra minuscula grega 1 ou C(0, ).

Figura 5 — Circunferéncia.

A

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Utilizamos a palavra raio, como qualquer segmento ligando o centro a um

ponto da circunferéncia.

Definicdo 2.2.2. Seja A uma circunferéncia de centro O e raio r em um plano.

18
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a) O conjunto dos pontos deste plano cuja distéancia ao centro O € menor do que
r € chamado de interior da circunferéncia 1 e seus pontos de pontos
interiores de A.

b) O conjunto dos pontos deste plano cuja distancia ao centro O € maior do que
r € chamado de exterior da circunferéncia A e seus pontos de pontos

exteriores de A.

Figura 6 — Pontos interiores e exteriores da circunferéncia.

Interiorde A

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Na figura anterior, P € ponto interior e Q € ponto exterior de A, a parte em

amarelo representa o conjunto interior e a parte azul o conjunto exterior de A.

Definicdo 2.2.3. Um circulo de centro O e raio r € a unido da circunferéncia de

centro O e raio r com 0 seu interior.

Figura 7 — Circulo.
A

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Definicdo 2.2.4. Uma corda de uma circunferéncia é um segmento cujas
extremidades pertencem a esta circunferéncia. Quando o centro da circunferéncia

pertence a corda, ela € chamada de diametro.
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Figura 8 — Corda e diametro.
A Q

Q1

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Também podemos usar o termo diametro para a medida deste objeto geométrico.

Definicdo 2.2.5. Quando uma reta r e uma circunferéncia A tém apenas um ponto P
em comum, dizemos que a reta r tangencia a circunferéncia A em P,ou seja, r N
A ={P}. Aretaré chamada de reta tangente a circunferéncia 1 e P de ponto de

tangéncia.

Figura 9 — Reta tangente a circunferéncia.
A

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Definigcdo 2.2.6. Quando uma reta r e uma circunferéncia A tém dois pontos em

comum, P e Q, dizemos que a reta r € secante a circunferénciaem P e Q.

Figura 10 — Reta secante a circunferéncia.

/
A Q

Fonte: elaborado pela professora/autora.
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O proximo resultado nos garante que dada uma reta e uma circunferéncia,

elas ndo se interseccionam, sdo tangentes ou sdo secantes.

Teorema 2.2.1. (Teorema Fundamental das Circunferéncias) Sejam dadas uma
reta s e uma circunferéncia de centro O e raio r. Se 0’ € a projecdo ortogonal de 0
sobre s, entdo apenas uma das seguintes situagdes ocorre.

l. Todo ponto de s € um ponto exterior a circunferéncia.

Il. O ponto O’ estd na circunferéncia, e a reta e a circunferéncia séo
tangentes neste ponto. Neste caso, todos 0s outros pontos de s sdo
pontos exteriores a circunferéncia.

II. O ponto 0’ € um ponto interior da circunferéncia, e a reta intersecciona a

circunferéncia em exatamente dois pontos que equidistam de 0’.

Demonstracao.

Consideremos areta s e a circunferéncia C(0, r). Seja 0’ a projecao ortogonal
sobre s. Existem apenas trés possibilidades para a situacdo de 0’ em relacédo a
circunferéncia: 0’ é ponto exterior, ponto da circunferéncia, ou é ponto interior da
circunferéncia. Provaremos os trés casos a seguir.

Caso |: 0’ é ponto exterior a C(0,r).

Da Definicdo 2.2.2, 00' > r. Agora seja P um ponto qualquer da reta s,
distinto de 0'. Note que POO’ é um triangulo retangulo, sendo 00'P o angulo reto.
Como a medida da hipotenusa € maior que a medida de um cateto (REZENDE e
QUEIROZ, 2008, Corolario 3.10%), temos OP > 00’ > r. Assim P também sera um
ponto exterior da circunferéncia, ou seja, todo ponto de s serd ponto exterior da
circunferéncia.

Figura 11 — Teorema 2.2.1 — Caso |.

)

s

Fonte: elaborado pela professora/autora.

! coroléario 3.10: Em todo triangulo retédngulo cada cateto € menor que a hipotenusa.
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Caso Il: 0’ é ponto da C(0,r).

Neste caso 00’ = r. Considere P um ponto da reta s distinto de 0’, que como
anteriormente, temos OP > 00’ = r e, com isso, P € ponto exterior a circunferéncia.
Portanto o Unico ponto comum entre a reta s e a circunferéncia é 0’, portanto todos

0S pontos da reta s sdo pontos exteriores da circunferéncia.

Figura 12 — Teorema 2.2.1 — Caso Il.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Caso lll: 0’ é ponto interior a C(0,r).
Da Defini¢cdo 2.2.2, obtemos 00’ <.
Sendo 00’Q um triangulo retangulo, qualquer ponto Q que esteja na reta s € na
circunferéncia deve satisfazer a equacéo r2 = (00’)? + (0'Q)? e, com isso, 0'Q =
Jr2 = (00")2. Reciprocamente, tomando um ponto Q na reta s de forma que 0'Q =
m, entdo Q satisfaz 0Q = r. Portanto Q esta na circunferéncia. Assim a

equacao0’'Q = +/r? — (00")? caracteriza os pontos Q da reta s, que pertencem a
circunferéncia.
Figura 13 — Teorema 2.2.1 — Caso lll.

s

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Pelo Teorema da Localizagdo de Pontos (REZENDE e QUEIROZ, 2008,

Teorema 1.10%), na reta s, existem apenas dois destes pontos, um em cada uma

2 Teorema 1.10: Seja AB uma semirreta e seja x um nimero positivo. Entdo existe um Unico ponto
P em AB tal que AP = x.
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das semirretas de s que tem origem no ponto O’, é claro que sdo pontos
equidistantes de 0’, ocorrendo a situagao (lll), e aindase 0'=0e0Q =0Q =,
novamente teremos a existéncia de dois pontos, um em cada uma das semirretas
de s que tem origem no ponto O’, que sdo pontos equidistantes de 0’, ocorrendo

também a situagao Ill. W

Corolario 2.2.1. Uma reta t € tangente a uma circunferéncia 1 se, e somente se,
essa reta € perpendicular ao raio que une o centro a um ponto de intersecao da reta

com a circunferéncia.

Demonstracao.

Seja 00 centro da circunferéncia A. Vamos supor inicialmente que t é
tangente a A1 no ponto P (P é ponto de tangéncia). Neste caso, pelo Teorema 2.2.1,
P é aprojecdode O emt e, comisso,t L OP.

Vamos supor agora que t é perpendicular a OP, onde P € A. Mostremos que
t n 1 = {P}, ou seja, t é tangente a 1 com ponto de tangéncia P.

Se existisse um ponto Q € (t n A), tal que Q # P, entdo 0Q = OP (*). Por outro
lado, como t é perpendicular a OP, entdo OPQ é um triangulo retangulo com angulo
reto em P. Por um resultado que diz que a medida da hipotenusa € maior que a
medida de qualquer cateto (REZENDE e QUEIROZ, 2008, Corolario 3.10%), temos
gque 0Q < OP, o que contradiz (*). Portanto, ndo existe Q nestas condicoes,

concluindo o desejado. W

Figura 14 — Corolario 2.2.1.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

3 Resultado citado na pagina 22.
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Proposicéo 2.2.1. Uma corda de uma circunferéncia intercepta um raio no ponto P.

Se esse raio é perpendicular a corda, entdo P é o ponto médio dessa corda.

Demonstracao.
Seja AB uma corda, que ndo € um diametro, de uma circunferéncia de centro
0 tal que ABN OC = P, onde C é um ponto da circunferéncia. Queremos mostrar

que se 0C é perpendicular a AB, entdo P é ponto médio de AB, ou seja, AP = PB.

Figura 15 — Proposicéo 2.2.1.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Na figura acima, comparando os triangulos OAP e OBP, temos que A0 = OB
(pois ambos sdo raios), OP é lado comum e, por hipétese, o raio OC é perpendicular
a corda AB. Dai OAP e OBP s&o triangulos retangulos, com angulo reto no vértice
P. Aplicando o Teorema de Pitagoras, segue-se que:
AP? = 0A%? — OP? e PB?> = 0OB? — 0P?,
Logo AP = PB, ou seja, P € ponto médio da corda AB.
Se a corda AB for um diametro da circunferéncia, entdo P é o centro da

circunferéncia e, com isso, AP = PB, pois seriam raios. W

Definigcdo 2.2.7. Sejam A e B pontos de uma circunferéncia de centro 0.

a) Se A e B sdo distintos e AB é um diametro, entdo o conjunto formado pelos
pontos A e B e o0 conjunto dos pontos da circunferéncia que estdo no mesmo
semiplano de origem AB é chamado de uma semicircunferéncia.

b) Se A e B s&o distintos e AB ndo é um didmetro, entdo denominamos arco
menor da circunferéncia o conjunto formado pelos pontos A e B e 0s pontos

que estdo no interior do angulo AOB, e denominamos arco maior da
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circunferéncia o conjunto formado pelos pontos A e B e 0s pontos que estao
no exterior do angulo A0B.

c) Se A e B coincidem, isso determina dois conjuntos na circunferéncia: este
ponto, chamado de um arco nulo da circunferéncia e a propria

circunferéncia, chamada de arco de uma volta.

Figura 16 — Arcos em uma circunferéncia.

Semicircunferéncia ) Arco Malor Arco de uma volta

N

Arco Nulo

o— ¢ A8
0o

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Notacdo: AXB o arco de extremidade A e B que contém o ponto X, ou simplesmente

AB, quando néo houver risco de confuséo.

Definicdo 2.2.8. Sejam A e B dois pontos em uma circunferéncia de centro 0. A
medida (em graus) de AB, denotada por mAB, é definida como:
a) sendo A =B temos se AB é o arco nulo, entdio mAB =0 e se AB é a
circunferéncia entdo mAB = 360.
b) sendo 4+ B temos
) se AB é uma semicircunferéncia, entdo mAB = 180.
ii) se AB é um arco menor, entdo mAB é a medida do seu angulo A0B.
i)  se AB é um arco maior, escrevendo AB = AYB e AXB 0 arco menor

correspondente, entdo mAB = mAYB = 360 — mAXB.

Teorema 2.2.2. Se AB e BC s#o arcos de uma mesma circunferéncia, com 4,B e C
pontos distintos, que tém em comum somente 0 ponto B, € se a sua unido é um

arco AC, entdo mAC = mAB + mBC.
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Demonstracao.
Seja 0 o centro da circunferéncia mencionada. Note que B € AC. Temos que
considerar os tipos de arco que AC pode ser: um arco menor, arco maior ou

semicircunferéncia.

Caso 1: AC é arco menor.

Neste caso, como B € AC, da Definigdo 2.2.7, B é ponto interior de AOC e os
arcos AB e BC também s&o arcos menores. Usando a Defini¢éo 2.2.8 e o Postulado
2.1.2 segue que mAC = mAOC = mAOB + mBOC = mAB + mBC.

Figura 17 — Teorema 2.2.2 - Caso 1.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Caso 2: AC é arco maior.
Neste caso, B € ponto exterior de AOC e os arcos AB e BC s&o arcos
menores, j4 que eles ttm em comum somente o ponto B. Assim, pela Definicdo

2.2.8, mAB = mAOB e mBC = mB0C, como mostra a figura a seguir:

Figura 18 — Teorema 2.2.2 - Caso 2.

Fonte: elaborado pela professora/autora.
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Pela Definicdo 2.2.8, mAC = mABC = 360 — mADC, onde D € um ponto no
arco menor correspondente de AC, ou seja, mADC = mAOC.
Agora mAOC + mAOB + mBOC = 360. Assim temos
mAC = 360 — mADC = 360 —mAOC =360 — (360 — mAOB — mBOC)
= mAOB + mBOC = mAB + mBC.

Caso 3: AC € uma semicircunferéncia.
Neste caso os arcos AB e BC s&o arcos menores, ja que eles tém em comum

somente o ponto B e 0 angulo AOC é raso, ou seja, mAOC = 180.

Novamente usando a Definicdo 2.2.8 e pelo Postulado 2.1.2 temos:

mAC = 180 = mAOC = mAOB + mBOC = mAB + mBC. N

Figura 19 — Teorema 2.2.2 - Caso 3.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

2.3 Angulos em uma circunferéncia

Definicdo 2.3.1. Um angulo central de uma circunferéncia é um angulo cujo vértice

€ o centro da circunferéncia.

Figura 20 — Angulo Central.

Fonte: elaborado pela professora/autora



Sendo AOB um angulo central, com A4 e B na circunferéncia, dizemos que

AOB tem como arco correspondente o arco menor definido por A e B.

Definicdo 2.3.2. Um angulo inscrito de uma circunferéncia € um angulo que possui
0 Vértice sobre a circunferéncia e seus lados intersectam essa circunferéncia em

outros dois pontos distintos.

Figura 21 — Angulos Inscritos.

Angulo Inscrito Angulo Inscrito na Semicircunferéncia

B

£\

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Seja ABC um angulo inscrito em uma circunferéncia, com 4, B, C pontos desta
circunferéncia. Dizemos que o arco AC € o arco correspondente a este angulo
inscrito ou que este angulo esta inscrito neste arco, se este estiver contido no
interior do angulo ABC, amenosde Ae C .

Se AC for um diametro, entdo dizemos que o angulo é (ou estd) inscrito na

semicircunferéncia.

Teorema 2.3.1. A medida de um angulo inscrito em uma circunferéncia é a metade

da medida do seu arco correspondente.

Demonstracao.

Seja BAC um angulo inscrito em uma circunferéncia de centro O com Be C

. ~ . ~ 1 — —
pontos dessa circunferéncia. Mostraremos que mBAC = . mBC, sendo BC o arco
correspondente de BAC. Vamos dividir a demonstrag&o nos casos em que o centro

da circunferéncia pertence a um dos lados do angulo BAC, quando ele esta em

int(BAC) e quando ele esta em ext(BAC).
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Caso 1: 0 pertence a um dos lados do angulo BAC.
Vamos supor 0 € AC, ou seja, AC € um didmetro desta circunferéncia. O

outro caso, quando 0 € AB, segue de maneira analoga.

Figura 22 — Teorema 2.3.1 — Caso 1.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Em todo triangulo, a medida de um angulo externo € a soma das medidas
dos dois angulos internos ndo adjacentes a ele (REZENDE e QUEIROZ, 2008,
Corolario 4.11c%), logo no triangulo AOB, temos que mBOC = mOAB + mOBA.

Temos ainda que A0 = BO (pois séo raios), logo o triangulo AOB € sésceles
de base AB, que pelo Teorema do Triangulo Isésceles (REZENDE e QUEIROZ,
2008, Teorema 2.2%), obtemos que:

mOAB = mOBA. Dai, mnBOC = 2.mBAC e, portanto, mBAC = %.mBOC.

Como AC é um didmetro da circunferéncia, entdo o arco BC correspondente

ao angulo BAC é um angulo menor e, com isso, mBC = mBOC. Portanto, mBAC =

1 mBC.
2

Caso 2: 0 € int (BAC).
Seja D um ponto da circunferéncia tal que AD seja um diametro. Neste caso
D pertence ao o arco BC correspondente ao angulo BAC (ou seja, D esta no interior

deste angulo), como ilustra a figura a seguir:

4 Corolario 4.11c: Em todo tridngulo, a medida de um angulo externo é a soma das medidas dos
dois angulos internos ndo adjacentes a ele.

5 Teorema 2.2 (Teorema do Triangulo Isésceles): Em um triangulo isésceles, os dngulos da base
sdo congruentes.

29



30

Figura 23 — Teorema 2.3.1 — Caso 2.

C

B

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Podemos aplicar o Caso 1 aos angulos BAD e DAC.

[uy

e mBAD =-.mBD.

- N

e mDAC =5.mD/z'.

Pelo Teorema 2.2.2, mBD + mDC = mBC. Entéo, pelas igualdades anteriores e

pelo Postulado 2.1.2, temos mBAC = %.mEZ‘.

Caso 3: 0 € ext(BAC).

Novamente considere D um ponto da circunferéncia tal que AD seja um

didmetro. Neste caso temos duas situacdes possiveis: C € int(BAD) ou B €
int(CAD).

Figura 24 — Teorema 2.3.1 — Caso 3.

Fonte: elaborado pela professora/autora

Vamos supor que C € int(BAD). O outro caso segue de maneira analoga.
Novamente, usando o Postulado 2.1.2, o Caso 1 aos angulos BAD e CAD e o
Teorema 2.2.2, temos

mBAC = mBAD —mCAD = -.mBD —-.mCD =~.(mBD —m(D) =5.mBC. W
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Corolario 2.3.1. Um angulo inscrito em uma semicircunferéncia € um angulo reto.

Demonstracao.
Um angulo inscrito em uma semicircunferéncia é um angulo ACB inscrito em
uma circunferéncia, digamos de centro 0, com A, B e C pontos dessa circunferéncia

e AB um didmetro, ou seja, seu arco correspondente AB é uma semicircunferéncia.

Logo, mAB = 180. Pelo teorema anterior, mACB = %.m@ = %.180 =90. H

Figura 25 — Corolério 2.3.1.

Fonte: elaborado pela professora/autora

Corolario 2.3.2. Angulos inscritos em um mesmo arco sio congruentes.

Demonstracao.
Considere dois angulos inscritos em um mesmo arco AB de uma

circunferéncia. Assim estes angulos podem ser denotados por ACB e ADB,com C e

D pontos da circunferéncia. Pelo Teorema 2.3.1 temos mACB = %.mZB = mADB. 1A

Figura 26 — Corolario 2.3.2.

Fonte: elaborado pela professora/autora



32

Definicdo 2.3.3. Um angulo de segmento de uma circunferéncia é o angulo de
vértice na circunferéncia e seus lados sdo uma semirreta que contém uma corda
desta circunferéncia (onde uma das extremidades € o vértice) e outro uma semirreta

cuja reta que a contém é tangente a circunferéncia no vértice do angulo.

Figura 27 — Angulo de Segmento.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Sendo V o vértice de um angulo de segmento de uma circunferéncia com VA
a corda que define um dos seus lados, o arco correspondente a este angulo € o
conjunto dos pontos da circunferéncia que estdo no interior deste angulo mais os

pontos V e A.

Teorema 2.3.2. A medida de um angulo de segmento de uma circunferéncia é a

metade da medida do seu arco correspondente.

Demonstracao.
Seja BAC um angulo de segmento de uma circunferéncia de centro 0, com
A e B pontos dessa circunferéncia. Da Definicdo 2.3.3, a reta AC é tangente a essa
circunferéncia em A.
Pelo Corolario 2.2.1, AC é perpendicular a A0 e dai:
mOAC = 90. (*)
Temos trés casos a considerar: o centro da circunferéncia pertence ao lado

AB, quando ele esta em int(BAC) e quando ele esta em ext(BAC).
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Figura 28 — Teorema 2.3.2.

Caso1:0 € AB Caso 2: 0 € int (BAC). Caso 3: 0 € ext (BAC).

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Caso 1: 0 € 4B (ou seja, O € 4B).

Neste caso AB € um diametro e, com isso, 180 = mAB. Além disso, 0AC =
BAC. Como por (*) temos mOAC = 90, entdo mBAC = mT‘@.

Caso 2: 0 € int (BAC).

Por (*) temos que mOAC = 90. Pelo Postulado 2.1.2, nBAC = mOAB +
mOAC, pois 0 € int (BAC). Sendo a = mBAC, temos a = mOAB + 90, ou seja,
mOAB = a — 90. Como A0 e BO s&o raios da circunferéncia entéo o triangulo
AOB é isbsceles de base AB. Pelo Teorema do Triangulo Isésceles (REZENDE e
QUEIROZ, 2008, Teorema 2.25), mOBA = mOAB = a — 90.

Como a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo € 180
(REZENDE e QUEIROZ, 2008, Teorema 4.107), temos:

mAOB + mOBA + mOAB = 180 > mAOB + « — 90+a — 90 = 180 =
mAOB =360 —2.a = 360 — 2.mBAC.
Sendo 4B o arco menor definido por A e B, como 0 € int (BAC), o arco
correspondente de BAC é o arco maior AB, cuja medida é
x =360 — mAB = 360 — mOAB.

6 Resultado citado na pagina 30.
" Teorema 4.10: A soma das medidas dos angulos de um triangulo é 180.



34

Assim, 360 —x = mOAB = 360 — 2.mBAC. Logo, mBAC =§, como

desejado.

Caso 3: 0 € ext (BAC).

Novamente por (*) temos que mOAC = 90. Agora como 0 € ext(BAC), pelo
Postulado 2.1.2, mOAC = mOAB + mBAC. Sendo « = mBAC, temos 90 =
mOAB + a, ou seja, mOAB = 90— a. Como A0 e BO sdo raios da
circunferéncia entdo o triangulo AOB é isésceles de base AB. Pelo Teorema do
Triangulo Is6sceles (REZENDE e QUEIROZ, 2008, Teorema 2.28), mOBA =
mOAB = 90 — a.

Como a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é 180
(REZENDE e QUEIROZ, 2008, Teorema 4.10°) temos:

mAOB + mOBA + mOAB = 180 > mA0OB + 90 —a +90 —a = 180
= mAOB = 2.a = mAOB = 2.mBAC.
Sendo AB o arco menor definido por A e B, como 0 € ext(BAC), o arco

correspondente de BAC é o arco menor AB, cuja medida € mOAB.

Assim, mAB = mOAB = 2.mBAC. Logo, mBAC = mTAB, como desejado. H

Definicdo 2.3.4. Chamamos de angulo excéntrico exterior a circunferéncia o
angulo cujo vértice € um ponto exterior a ela e seus lados sdo semirretas tais que

as retas que as contém podem ser tangentes ou secantes a circunferéncia.

Figura 29 — Angulo excéntrico exterior.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

8 Resultado citado na pagina 30.
° Resultado citado na pagina 34.



35

Os arcos da circunferéncia cujos pontos estdo no interior do angulo
excéntrico exterior sdo ditos arcos correspondentes dele. Assim, cada angulo

excéntrico exterior tem dois arcos correspondentes.

Teorema 2.3.3. A medida de um angulo excéntrico exterior € metade da diferenca

das medidas dos seus arcos correspondentes (maior e menor respectivamente).

Demonstracao.

Temos 3 casos a considerar: seus lados sdo semirretas tais que as retas que
as contém sédo ambas tangentes a circunferéncia, ambas secantes a circunferéncia
e quando uma é tangente e a outra € secante a circunferéncia.

Sejam a e b as medidas dos seus arcos correspondentes (maior e menor

respectivamente). Logo, precisamos mostrar que a medida do angulo excéntrico
. , a—b
exterior € —, em cada caso.

Caso 1: ambas tangentes a circunferéncia.
Seja APB um angulo excéntrico exterior a uma circunferéncia de centro 0,

com A e B os pontos de tangéncia dos lados do angulo a essa circunferéncia.

Figura 30 — Teorema 2.3.3 — Caso 1.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Considerando o quadrilatero APBO, como a soma dos angulos internos € 360
(consequéncia do resultado que a soma das medidas dos angulos internos de um
triAngulo € 180 e o Postulado 2.2.1), mOAP = 90 e mOBP =90 (pelo Coroléario
2.2.1), entdo mAPB = 180 — mAOB.

Logo a e b séo as medidas dos arcos maior e menor definidos por A e B.

Assim, b = mAOB e a + b = 360. Portanto,



a+b

mAPB = 180 — mAOB =180 — b= (9)— b ="~
Caso 2: ambas secantes a circunferéncia.
Seja APB um angulo excéntrico exterior a uma circunferéncia de centro 0,
com A e B pontos da circunferéncia. Como PA e PE sdo secantes a circunferéncia,

sejam D e C os outros pontos de intersecdo dos lados com a circunferéncia, que

vamos assumirque D € PA e C € PB.

Figura 31 — Teorema 2.3.3 — Caso 2.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

7

Temos que PAC é um angulo inscrito na circunferéncia com arco
correspondente determinado por C e D. Note que ele é um dos arcos

correspondentes ao angulo excéntrico exterior APB e, com isso, sua medida € b.

Pelo Teorema 2.3.1, mPAC = % b. Analogamente para ACB, temos mACB =

N |-

.Qa.

No triangulo APC, ACB é um angulo externo. Logo, sua medida é a soma das
medidas dos dois angulos internos nao adjacentes a ele (REZENDE e QUEIROZ,

2008, Corolario 4.11¢19), ou seja,

mACB = mPAC + mAPB = mAPB = mPAC — mACB = mAPB = %.a —%.b = “2;”

Caso 3: uma tangente e outra secante a circunferéncia.

Seja APB um angulo excéntrico exterior a uma circunferéncia de centro 0,
com A e B pontos da circunferéncia, sendo 4 o ponto de tangéncia de P4 a

circunferéncia e C o outro ponto de intersecdo de PB com a circunferéncia, que

vamos assumir que C € PB.

10 Resultado citado na pagina 30.
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Figura 32 — Teorema 2.3.3 — Caso 3.

e

\II .

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Note que PAC é um angulo de segmento da circunferéncia com arco
correspondente determinado por A e C, que é um dos arcos correspondentes do

angulo excéntrico exterior APB e, com isso, sua medida é b. Pelo Teorema 2.3.2,
A b h A A P A . . . A -
mPAC =3 J& o angulo ACB é um angulo inscrito na circunferéncia com arco

correspondente determinado por A e B, que € 0 outro arco correspondente ao

angulo excéntrico exterior APB e, com isso, sua medida é a. Pelo Teorema 2.3.1,
mACB = %.a. No tridngulo APC, ACB é um angulo externo. Logo, sua medida é a

soma das medidas dos dois angulos internos ndo adjacentes a ele (REZENDE e
QUEIROZ, 2008, Corolario 4.11c't), ou seja,

mACB = mPAC + mAPB = mAPB = mPAC —mACB = mAPB =-.a —.b = =
Definicdo 2.3.5. Chamamos de angulo excéntrico interior a circunferéncia o
angulo cujo vértice € um ponto interior da circunferéncia e os lados sdo semirretas

cujas retas que as contém sao secantes a circunferéncia.

Figura 33 — Angulo excéntrico interior.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

11 Resultado citado na pagina 30.



Note que dado um angulo excéntrico interior e tomando as retas que contém
0s seus lados obtemos um outro angulo excéntrico interior, com mesma medida que
o inicial pois sdo angulos opostos pelo vértice. Os arcos da circunferéncia cujos
pontos estdo no interior destes angulos sao ditos arcos correspondentes do
angulo excéntrico interior inicial. Assim, cada angulo excéntrico interior tem dois

arcos correspondentes, como 0s angulos excéntrico exteriores.

Teorema 2.3.4. A medida de um angulo excéntrico interior € metade da soma das
medidas dos seus arcos correspondentes.

Demonstracao.
Seja APB um angulo excéntrico interior a uma circunferéncia de centro 0,
com A e B pontos da circunferéncia. Sejam a a medida do seu arco correspondente

definido por A e B e b a medida do seu arco correspondente definido por C e D.

Figura 34 — Teorema 2.3.4.

Fonte: elaborado pela professora/autora

Note que o angulo ACP é um angulo inscrito na circunferéncia com arco
correspondente determinado por A e B, que um arco correspondente ao angulo

excéntrico interior APB e, com isso, sua medida é a. Pelo Teorema 2.3.1, mACP =

1 . L, a 1
- De maneira analoga temos que mCAP = E'b'

Como APB é um angulo externo do tridangulo APC, sua medida € a soma das
medidas dos dois angulos internos nédo adjacentes a ele (REZENDE e QUEIROZ,

2008, Corolario 4.11c¢*?), ou seja,

a+b

mAPB = mACP + mCAP = mAPB =§.a +§.b - n

12 Resultado citado na pagina 30.
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Proposicéo 2.3.1. Sejam uma circunferéncia A de centro O e um ponto exterior P.
Sejam r e l retas secantes passando por P e que interseccionam A em R e S e nos
pontos U e L, respectivamente. Seja t uma reta que passa por P e é tangente a A no

ponto T. Entdo valem as desigualdades PR.PS = PU.PL = PT?.

Demonstracao.

Parte 1: PR.PS = PU.PL.

Comparando os triangulos SPU e LPR temos dois pares de angulos:
e SPU = LPR (mesmo angulo)

e PSU = PLR (4ngulos inscritos em um mesmo arco de A — Corolario 2.3.2)

Figura 35 — Proposicao 2.3.1 — Parte 1.

<

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Pelo Caso de Semelhanca de Triangulos A.A. (para detalhes ver REZENDE

L ~ . PS
e QUEIROZ, 2008 — Corolario 5.3'%), SPU e LPR s&o semelhantes e, com isso, L

% . Portanto, PR.PS = PU.PL .

Parte 2: PR.PS = PT?2.
Comparando os triangulos PST e PTR temos dois pares de angulos:
e SPT = TPR (mesmo angulo)
e STP =TRP (como PST e PTR tém o mesmo arco correspondente definido

por R e T em A, sendo a a medida deste arco, temos mPST = % .a (Teorema

2.3.1) e mPTR = % .a (Teorema 2.3.2)).

13 Corolério 5.3: Seja S uma correspondéncia entre os vértices de dois tridngulos. Se dois pares de
angulos correspondentes sao congruentes entdo a correspondéncia S é uma semelhanca.
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Figura 36 — Proposicédo 2.3.1 — Parte 2.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Pelo Caso de Semelhancga de Tridngulos A.A. (REZENDE e QUEIROZ, 2008,

Coroléario 5.3'), PST e PTR sdo semelhantes e, com isso, %=%. Portanto,

PR.PS=PT?. N
2.4 Inscricao de poligonos e poliedros

Definicdo 2.4.1. Um poligono € dito inscritivel se existe uma circunferéncia que
contém todos os seus vértices. Neste caso dizemos o poligono esta inscrito nesta

circunferéncia.

Figura 37 — Poligonos inscritiveis.

GO0

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Teorema 2.4.1. Todo triangulo é inscritivel, ou seja, todo triangulo admite uma

circunferéncia passando por seus vértices.

14 Resultado citado na péagina 40.
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Demonstracao.

Seja ABC um triangulo de circuncentro 0. Como O é o ponto de intersecéo
das mediatrizes dos lados do triangulo, ele é equidistante dos seus vértices
(REZENDE e QUEIROZ, 2008, Teorema 2.11%°), temos A0 = OB = OC.

Denotando por r tal distancia comum, segue que a circunferéncia de centro
O e raio r passa por A, B e C. Existe, portanto, uma circunferéncia passando pelos

vértices do triangulo ABC. N

Figura 38 — Teorema 2.4.1.

&

Fonte: elaborado pela professora/autora

Observacao: O resultado anterior ndo ocorre para poligonos em geral. No caso de
poligonos convexos, onde estdo bem definidos seus angulos, € possivel obter

condi¢des para que isso ocorra, como no proximo resultado.

Proposicdo 2.4.1. Um quadrilatero convexo € inscritivel se, e somente se, seus

angulos opostos sao suplementares.

Demonstracao.

Seja ABCD um quadrilatero convexo inscritivel. Logo, existe uma
circunferéncia A contendo 4, B, C e D. Assim DAB e DCB s&o angulos inscritos em
A com arcos correspondentes definidos por B e D, cuja unido deles é toda a

circunferéncia A. Deste modo, pelo Teorema 2.3.1,

mBCD | mDAB __ 360

mDAB + mDCB = += —- = 180.

15 Teorema 2.11: A mediatriz de um segmento é o conjunto dos pontos que equidistam das
extremidades do segmento.
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Figura 39 — Proposicédo 2.4.1 — Parte 1.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

De maneira analoga temos que mADC + mABC = 180.

Suponha agora que mDAB + mDCB = 180. Considere o triangulo ABD e
trace a circunferéncia A circunscrita a esse triangulo (Teorema 2.4.1). Tem que
ocorrer uma das 3 possibilidades: C € ext(1), C € int(A)ou C € A.

Se C € ext(A), sejaE o ponto de intersecdo do lado BC com a circunferéncia.
Como ABED é inscritivel, mDAB + mDEB = 180. Portanto temos que mDCB =
mDEB, o que € um absurdo pelo Teorema do Angulo Externo (REZENDE e
QUEIROZ, 2008, Teorema 3.219), ja que DEB é angulo externo ao triangulo CDE.

Se C € int(1), seja E o ponto de intersecao de BC com a circunferéncia.
Como ABED é inscritivel, mDAB + mDEB = 180. Portanto temos que mDCB =
mDEB, o que é um absurdo novamente pelo Teorema do Angulo Externo, ja que
DCB ¢é angulo externo ao triangulo CDE.

Assim C € A, concluindo que ABCD esta inscrito nesta circunferéncia. W

Figura 40 — Proposicéao 2.4.1 — Parte 2.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

16 Teorema 3.2 (Teorema do Angulo Externo): Um angulo externo de um tridngulo é maior que
qualquer um dos seus angulos internos ndo adjacentes.



Teorema 2.4.2. Se um poligono é regular (todos os seus lados sdo congruentes

entre si e todos os seus angulos sao congruentes entre si), entao ele é inscritivel.

Demonstracao:

Seja A;4,A5 ... A, um poligono regular. Considere a circunferéncia que passa
por A;A,A; (Teorema 2.4.1), sendo O centro desta circunferéncia.

Como 04, = 0As, entdo o triangulo 0A,A; € isésceles e, pelo Teorema do
Triangulo Isésceles (REZENDE e QUEIROZ, 2008, Teorema 2.2'7), 04,A; =
0A43A,. Como o poligono é regular, todos os seus angulos internos tém a mesma
medida, sendo assim, 4;4,4; = A,AzA,.

Usando o Postulado 2.1.2 e as congruéncias anteriores temos A;4,0 =
043A,. Usando que 4,4,0 = 0434, (provado anteriormente), 0A, = 0A; (raios) e
A;A,=A3;A, (oslados de um poligono regular sdo congruentes) entédo os triangulos,
pelo caso LAL (REZENDE e QUEIROZ, 2008, Postulado 12'8), 04,4, e 0A3A, sdo
congruentes.

Dai obtém-se que 0A, = 0A,.Portanto, A, também €& um ponto da

circunferéncia.

Figura 41 — Teorema 2.4.2.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

O mesmo raciocinio agora pode ser repetido para provar que As também

pertence a circunferéncia e assim sucessivamente, concluindo que todos os pontos

17 Resultado citado na pagina 30.
18 postulado 12 (1° Caso de Congruéncia de Triangulos ou caso LAL.) Dados dois tridngulos ABC e
DEF,se AB = DE,B = EeBC = EF,entdo AABC = ADEF.
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do poligono pertencem a essa circunferéncia. Portanto o poligono regular é
inscritivel. W

De maneira analoga, temos este conceito para o espaco.

Definicdo 2.4.3. Um poliedro é dito inscritivel se existe uma esfera que contém

todos os seus veértices. Neste caso dizemos o poliedro esta inscrito nesta esfera.

Figura 42 — Poliedros inscritiveis.

Fonte: obtido no blog http://www.lislene.com/2013/06/inscricao-e-circunscricao-de.html.

N&o é o intuito aprofundar este conceito neste trabalho e sim abordar a
nomenclatura para o reconhecimento da situacao-problema a ser abordada como
aplicacéo.

Segue apenas um resultado, de um caso particular de poliedro, que estende
o0 Teorema 2.4.1 para o espaco. Antes disso, precisamos recordar dois conceitos e

suas caracterizacdes, com o objetivo de demonstrar o resultado mencionado.

Definicdo 2.4.3. Sejam A, B, C pontos distintos nao colineares.

Chamamos de plano mediador do segmento AB o plano perpendicular a reta AB
gue passa pelo ponto médio de AB.

A reta medial dos pontos A,B,C (ou do triangulo ABC) € a reta perpendicular ao

plano que passa por A, B, C e contém o circuncentro do triangulo ABC.



Figura 43 — Plano Mediador e Reta Medial.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Observacdo: Temos como caracterizacdo destes objetos a equidistancia de
pontos: o plano mediador do segmento AB é o conjunto dos pontos do espaco
equidistantes de A e B (MUNIZ NETO, 2013, Proposicdo 7.15%°) e a reta medial é
0 conjunto dos pontos do espaco equidistantes de A, B e C (MUNIZ NETO, 2013,
Proposigdo 7.162%0).

Teorema 2.4.3. Todo tetraedro é inscritivel.

Demonstracao.

Seja ABCD um tetraedro. Se r e s séo, respectivamente, as retas mediais
dos conjuntos de pontos {B,C,D} e {4,C, D}, entdo r e s estdo contidas no plano
mediador de CD e n&o sdo paralelas (ja que os planos definidos por B,C,D e por
A, C, D sao distintos pois contém faces distintas do tetraedro).

Portanto r e s se intersectam em um ponto 0. Logo, O é equidistante de
A,B,C e D, denotando por a esta medida. Assim, basta tomar a esfera de centro O

eraioa. N

19 Proposicdo 7.15: Dados, no espaco, pontos distintos A e B, o lugar geométrico dos pontos que
equidistam de A e de B é o plano «, perpendicular a reta 4B e passando pelo ponto médio do
segmento 4B.

20 proposicéo 7.16: Dados pontos ndo colineares A, B e C, o lugar geométrico dos pontos do espaco
gue equidistam de A, B e C é a reta r, perpendicular ao plano que contém A4, B, C e passando pelo
circuncentro do triangulo ABC.
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Figura 44 — Teorema 2.4.3.

Fonte: elaborado pela professora/autora.
2.5 Arco Capaz

Aqui apresentamos uma figura geométrica (no plano) que € caracterizada

pelo conceito de angulo inscrito.

Definicdo 2.5.1. Sejam AB um segmento e a« um numero real positivo. O conjunto
dos pontos V em um plano tais que mAVB = a é chamado de arco capaz do angulo
de medida a sobre o segmento AB. Neste caso, dizemos que o ponto V vé o

segmento AB sob o dngulo de medida a.

Figura 45 — Arco Capaz.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Observacao: Dados dois pontos A e B distintos sobre uma circunferéncia e um dos
arcos da circunferéncia determinados por esses dois pontos. Para todo ponto
V sobre esse arco, com V distinto de 4 e de B, a medida do angulo AV B é constante,

pois sao angulos inscritos na circunferéncia que tém o mesmo arco correspondente.
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Sendo a esta medida constante, este arco é parte do arco capaz do angulo a sobre
0 segmento AB. Por outro lado, seja W um ponto qualquer dessa circunferéncia,
n&o pertencente ao arco AVB. Nesse caso AWB é o arco capaz do angulo AWB e

mAWB = 180 — a.

Figura 46 — Angulos inscritos com medida constante.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Admitindo conhecidas constru¢cdes geométricas elementares (para detalhes ver
REZENDE e QUEIROZ, 2008 — Capitulo 8), mostremos como obter o arco capaz

do angulo de medida a sobre o segmento AB.

Construcgao do Arco Capaz
Sejam dados um segmento AB e um angulo CED com medida a.
Para construir o arco capaz do angulo de medida a sobre o segmento 4B, siga
0S seguintes passos:
Traca-se a mediatriz de AB;
Transporta-se o angulo CED sobre a semirreta AB em gualquer posigéo, obtendo
a semirreta AX;
Traca-se a perpendicular a AxX pelo ponto 4, que encontra a mediatriz AB em um
ponto O e marca-se o ponto 0’, simétrico ao ponto 0 em relacéo a reta 4B.
Traca-se as circunferéncias A e A’ de centro O e 0’, respectivamente, e de mesmo
raio AO.
Marque um ponto V € 2 (V # A,B) tal que V e 0’ estdo em semiplanos opostos
com relacdo & 4B e V' e’ (V' #A4,B) tal que V' e 0 estdo em semiplanos

opostos com relacdo a 4E.
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O arco capaz do angulo de medida a sobre o segmento AB é a unido dos arcos

AVB e AV’B das circunferéncias A e X', respectivamente.

Figura 47 — Constru¢éo do Arco Capaz.

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Justificativa.

Denotemos por M o ponto médio do segmento AB e por F a interseccdo da
mediatriz do segmento AB com a semirreta AX.

Comparando os triangulos OAF e AMF temos dois pares de angulos
congruentes:

e AFO = AFM (mesmo angulo)

e O0AF = AMF (ambos s&o retos)

Pelo Caso de Semelhanca de Triangulos A.A. (para detalhes ver REZENDE e
QUEIROZ, 2008, Corolario 5.3%1), OAF e AMF sdo semelhantes e, com isso,
mAOF = mMAF = a.

Como o triangulo OAB é isOsceles e a reta OM é a mediatriz da base, temos que
OM é bissetriz de 0AB (para detalhes ver REZENDE e QUEIROZ, 2008, Teoremas
2.2 e 4.10%2) com mAOB = 2.mAOM = 2 a. Dai, pelo Teorema 2.3.1, temos que

mAVB =§mAOB=a. De maneira analoga, também podemos concluir que

mAV'B = %mAOA'B - a

21 Resultado citado na pagina 40.
22 Resultados citados nas paginas 30 e 34, respectivamente.
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3 SEQUENCIA DE ATIVIDADES

Este capitulo contém a proposta de uma sequéncia de atividades para o
estudo de angulos em uma circunferéncia, utilizando como ferramenta principal o
Geoplano Circular. A proposta abordada conta com exercicios tradicionais e
situacfes-problema que, em alguns casos, tém o auxilio do software matematico
GeoGebra para algumas visualizagdes. Também séo apresentados as observacoes

e resultados obtidos da sua aplicacéo.

3.1 Ferramentas matematicas

Neste trabalho é utilizado uma ferramenta lidica, de facil manuseio e criacao,
o Geoplano, que auxilia de forma simples e ampla nas estratégias de ensino,
viabilizando a aprendizagem. A palavra Geoplano vem da uniao das silabas “geo”,
de geometria, e “plano” que faz referéncia a uma tabua plana, dando significado a
Geoplano como instrumento para representar a geometria em um tabuleiro plano. O
Geoplano foi apresentado pelo matematico Caleb Gattegno, em 1961, na primeira
publicacdo da Comisséo Internacional para a melhoria do ensino da matematica. Na
confeccdo dos Geoplanos séo utilizados materiais de baixo custo e eles podem ser
manufaturados com facilidade.

O Geoplano consiste em um tabuleiro (de madeira, plastico, EVA ou outro
material) de forma quadrada, com pinos (pregos, alfinetes, pinos) igualmente
espacados formando quadrados (Geoplano Quadrado) ou colocados um no centro
e outros pinos igualmente espacados formando uma ou mais circunferéncias
(Geoplano Circular), ou podendo ter ambas as disposi¢cdes de pinos (Geoplano
Misto). Utiliza-se ligas, que podem ser de elésticos, barbante ou fios, que quando
enlagcadas nos pinos representam figuras planas com vértices nesses pinos. Assim,
existe uma variedade de Geoplanos, podendo variar o tamanho do tabuleiro, o
namero e a disposicdo dos pinos colocados no tabuleiro, o numero de
circunferéncias concéntricas e o tipo de material utilizado nas placas e nos pinos.

Mediante a necessidade do tema abordado nessa dissertagéo, utilizamos um
Geoplano Circular, constituido por: um tabuleiro, formado por uma placa de E.V.A.

colada junto a outra de madeira (para sustentacdo); uma folha impressa com uma
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circunferéncia com medidas em grau; pinos de metal, colocados um no centro da
circunferéncia e doze pinos espacados igualmente entre si nesta circunferéncia,
confeccionados pela professora/autora, como mostra a figura a seguir. Também, foi
enviado pinos extras, que serviram de apoio nas construgoes.

A folha de papel colocada sobre esse Geoplano teve a finalidade de
localizacéo, tanto para alunos quanto para a professora/autora, visto que 0 momento
da aplicacao foi de forma remota (online). Ela contém uma circunferéncia dividida
em arcos congruentes de medida 10, onde cada ponto desta divisdo continha um
ndamero que era a medida do arco com uma extremidade neste ponto e a outra em
um ponto 0 fixo. Os pinos eram colocados sobre estes pontos e isso facilitou as
correcdes feitas por videochamada (pela camera) também para que os alunos que
nao estavam com o tabuleiro do Geoplano em maos pudessem observar e executar
as atividades propostas. Nao houve confusdo destes niumeros com as medidas de
angulos construidos com vértices nestes pontos em nenhuma atividade proposta.

Ao mencionar Geoplano nessa dissertacdo, estamos nos referindo ao
Geoplano Circular descrito aqui. Algumas vezes, vamos nos referir somente a folha
impressa mencionada no Geoplano Circular, chamando-a de Geoplano de papel.

E importante salientar que a utilizac&o do tabuleiro do Geoplano n&o se limita
a trabalhar sobre uma unica circunferéncia, podendo variar o raio e as divisoes,
guando o objetivo for concluir que os resultados encontrados ndo dependem da

circunferéncia.

Figura 48 — Kit entregue aos alunos.

Fonte: confeccionado pela autora/professora.
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Figura 49 — Geoplano Circular.

Fonte: figura retirada do site https://mat.unb.br/lemat/wp-
content/uploads/2015/09/11APRESENTA%C3%87%C3%830.pdf.

Outra ferramenta utilizada € o GeoGebra, que € um software de matemética
dindmica gratuito, podendo ser usado de maneira online ou baixado como programa
para computador ou aplicativo de celular e multiplataforma para todos os niveis de
ensino, que combina geometria, algebra, tabelas, graficos, estatistica e calculo.

N&o é o objetivo deste trabalho explorar esta ferramenta, mas sim somente
utiliza-la para visualizag&o de situacdes-problema. Detalhes de como acessar e usar

esta ferramenta, estao disponiveis em https://www.geogebra.org/.

Figura 50 — GeoGebra.

Fonte: print da tela do software GeoGebra.
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3.2 Objetivo

Em seus anos de experiéncia didatica, a professora/autora percebeu a
enorme dificuldade dos alunos, ja no Ensino Médio, em visualizar e entender as
propriedades de angulos em uma circunferéncia, sendo necessario algo diferente
da proposta tradicional para o ensino de tal contetudo.

Uma das escolas na qual trabalha, da rede particular, situada na cidade de
Catanduva-SP, o estudo de angulos em uma circunferéncia integrava o curriculo de
Matematica da oitava série/nono ano do Ensino Fundamental e do primeiro ao
terceiro ano do Ensino Médio. A unidade escolar faz uso do material apostilado da
Colecdo FTD Sistema de Ensino (2018), cujas figuras mostram a primeira
abordagem deste conteudo na oitava série/nono ano do Ensino Fundamental e

depois no primeiro ano do Ensino Médio.

Figura 51 — Apostila do aluno: 82 série/ 9° ano do Ensino Fundamental.
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Fonte: material da 82 série/ 9° ano do Ensino Fundamental da Colecéo FTD Sistema de Ensino,
2018, p. 23 e 24
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Figura 52— Apostila do aluno: 1° ano do Ensino Médio.

((Z¢> Para entender o assunto M

Angulos na circunferéncia

lectncia. Tais ngulos sic ‘e central inscrito dngulo de segmento 4n
guio excéntrico interior « bngulo exterior

Angulo central

Angulo inscrito

Angulo de segmento

Fonte: material do 1° ano do Ensino Médio da Colecédo FTD Sistema de Ensino, 2018, p. 12.

Ambas as apostilas apresentam o0s conceitos de éangulos em uma
circunferéncia e suas propriedades, acompanhados de uma sequéncia de muitos
exercicios. Porém, quando os alunos vao resolver problemas com estes conceitos
no ultimo ano do Ensino Médio apresentam muita dificuldade.

Assim, foi elaborada uma sequéncia de atividades, com a finalidade de sanar
os déficits deste conteudo, tendo como publico-alvo alunos da terceira série do
Ensino Médio, que a professora/autora esta lecionando neste ano de 2020.

As atividades comecaram com a verificagdo do conhecimento do assunto
mencionado, onde estes alunos foram submetidos a uma avaliagéo online, chamada
de Atividade de Avaliacdo Inicial, através de um link postado na plataforma de
estudo da escola (GOOGLE CLASSROOM). A atividade foi baseada nos contetdos
de angulos em uma circunferéncia estudados nos anos anteriores. Como esperado,
a professora/autora verificou um baixo indice de acertos. A atividade aplicada pode

ser observada no Apéndice A.
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Dos 46 alunos que realizaram a prova, 43% nao obtiveram nota satisfatoria,

ou seja, acima de 50% de acertos, como pode-se observar no grafico abaixo:

Gréfico 1 — Quantidade de acertos na atividade de Avaliac&o Inicial.

Avaliacao Inicial

0 1 2 3 4 5

Quantidade de acertos

[
o N

Quantidade de alunos
o N D ()] [o/e]

Fonte: elaborado pela professora/autora.

Logo apdés a aplicacdo desta atividade, a professora/autora permitiu
comentarios dos alunos com respeito as maiores duvidas e dificuldades
encontradas, que pelos relatos, mostraram ndo reconhecer as propriedades
estudadas anteriormente sobre o conteudo de angulos em uma circunferéncia.

O proximo passo foi apresentar atividades com uma nova abordagem didatica
para a compreensdo e a concretizagdo do aprendizado, ressaltando que neste
momento 0s exercicios ao qual estes alunos sdo submetidos, em relacdo ao
conteudo de angulos em uma circunferéncia, teve a finalidade de construir a
geometria, durante a sequéncia das atividades, de forma ludica manuseando o
tabuleiro do Geoplano e observando regularidades em cada situagdo de
aprendizagem. Finalizando o trabalho, novamente os alunos foram submetidos a

uma nova avaliacdo como o objetivo de comprovar a efetiva aprendizagem.
3.3 Descricéao das atividades
A sequéncia de atividades foi realizada em 12 aulas, com duracdo de 50

minutos cada aula. As aulas foram ministradas no periodo de julho a setembro do

ano de 2020, no turno vespertino de forma online GOOGLE MEET, mediante a
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pandemia COVID-19, com a utilizag&o da plataforma GOOGLE CLASSROOM. Um
kit de materiais foi montado e entregue aos alunos que se dispuseram a buscar na
escola. Devido ao momento pandémico somente 16 dos 46 alunos da turma tiveram
acesso a este kit, os demais utilizaram somente o Geoplano de papel (Apéndice B),
postado na plataforma do colégio para impressao. Os alunos que possuiam o kit
faziam as atividades com a camera aberta para que os demais pudessem observar

as construgoes.

Kit de materiais:

e Tabuleiro do Geoplano (confeccionado de madeira e EVA);

e Pinos metélicos;

« Elasticos coloridos e barbantes;

e Geoplano de papel, Apéndice B (impresso), totalizando 6 folhas por kit (uma de
apoio no tabuleiro e as outras para a execucado das atividades);

o Roteiro de atividades, Apéndice D (impresso);

e Folha Suplementar da Atividade X, Apéndice C (impresso).

o Transferidor.

Além disso, era necessario usar: régua, compasso e lapis.

Vamos descrever, por aulas (sempre foram aulas duplas, num total de 100
min), as atividades desenvolvidas, descrevendo-as e mostrando como proceder,

além da experiéncia e observacdes obtidas da sua aplicacéo.

Aulas 01 e 02.

As duas primeiras aulas foram para aplicacdo da Atividade de Avaliacao
Inicial (Apéndice A), de forma online, que foi elaborada pelo aplicativo Blank Quiz —
Formularios Google, onde um link foi postado na plataforma de estudos do préprio
colégio.

Durante a aplicagdo muitos alunos relataram que nao estavam conseguindo
resolver os exercicios, outros que nunca haviam visto o contetdo pedido, porém foi
solicitado que eles resolvessem sem a intervencdo da professora e que
posteriormente as duvidas seriam sanadas. Foi ainda esclarecido que tal atividade

nao tinha valor avaliativo, mas que era parte do processo de aprendizagem utilizado
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pela professora/autora como ferramenta para medir o conhecimento sobre tal
assunto.

Ao final da aplicacéo de todas as atividades propostas nessa dissertacéao, foi
enviado aos alunos, de forma online, o gabarito dessas atividades, visto que
algumas delas foram retomadas na Avaliacéo Final e os alunos, em grande parte a

realizaram com éxito

Aulas 03 e 04.

Nestas aulas iniciou-se a estratégia de ensino pratico do conteldo proposto
mencionado. O objetivo destas aulas foram trabalhar de maneira construtiva os
conceitos de angulos inscritos e centrais em uma circunferéncia, bem como a
relagao entre eles.

Primeiramente apresentou-se aos alunos os materiais contidos nos kits: o
tabuleiro do Geoplano com seus elementos, o Geoplano de papel e o roteiro de
atividades. Foi explicado aos alunos que todas as construcdes feitas no tabuleiro do
Geoplano deveriam ser transferidas para o Geoplano de papel, com a finalidade de
utilizar os materiais de desenho geométrico com maior facilidade e que os alunos
gue ndo possuiam o tabuleiro, fizessem as atividades no Geoplano de papel.

Nesta etapa, os alunos ainda estavam se familiarizando com o tabuleiro do
Geoplano, mexendo nos fios, enlagando os pinos. Em seguida a professora/autora,
leu em voz alta a primeira atividade, item a item, & medida que cada aluno

construisse a proposta no tabuleiro do Geoplano.

Atividade |

a) Com o auxilio do tabuleiro geoplano, barbante efou elasticos, construa um didmetro 4B da
circunferéncia.

b) Com o auxilio do tabuleire geoplano, barbante efou eldsticos, construa um dngulo ACB, onde C é
qualquer ponto sobre a circunferéncia.

c) Transcreva o gue vocé construiu nos itens a) e b) para o Geoplano de papel.

d) Sendo O o centro da circunferéncia, com o auxilio do transferidor, encontre o valor dos dngulos A0B e
ACE.

e) Qual arazio entre as medidas dos dngulos encontrados no item anterior?

f) MNa sua opinido, existe alguma nomenclatura matematica especifica para esses dngulos? Se sim, qual
seria?
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Apds receberem o comando para dar inicio a atividade, pdde-se observar
gue a construcdo do item a) foi tranquila, bastava escolher dois pinos na
circunferéncia tal que quando os ligavam com o barbante e/ou elastico, passava
pelo centro O da circunferéncia, ou seja, dominavam o conceito de diametro. No
item b), foi discutido o conceito de angulo, onde primeiramente foi observado que C
deveria ser distinto de A e B além do que na representacdo no Geoplano o angulo

seria a unido dos segmentos CA e CB mas que a definicdo € a unido das semirretas

CAeCB.A execucao do item d) foi facil, visto que os alunos tinham dominio do uso
do transferidor. No item e), p6de-se observar que a palavra razao algumas vezes é
mal interpretada, assim a professora/autora pediu para verificarem uma
regularidade em cada caso, ja que cada aluno fez a construcdo diferente um do
outro, ai sim conseguiram encontrar a razédo pedida. No item f) apenas dois alunos
lembraram da nomenclatura correta, angulos central e inscrito, respectivamente.
Algo importante que os alunos perceberam nesta atividade é que as medidas
dos angulos de todos os alunos foram 180 para o angulo AOB e aproximadamente
90° para 0 angulo ACB, e que cada um escolheu os seus pontos, percebendo assim

também uma regularidade das medidas destes objetos.

Figura 53 — Atividade | de um dos alunos.

\\

Fonte: foto tirada por um dos alunos da execucéo da Atividade |.

Agora a proxima atividade tem também o objetivo de construir angulos
inscrito e central, considerando uma corda AB que ndo seja diametro e buscar as
regularidades observadas na Atividade I. Novamente a professora/autora leu em voz

alta cada item, pausando para as devidas construcoes.
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Atividade Il

a) Com o auxilio do tabuleiro do Geoplano, barbante efou elasticos, construa um dngulo na circunferéncia,
nomeando de ACE, onde o segmento AB ndo & didmetro e € é qualquer ponto da circunferéncia.

b) Com o auxilio do tabuleiro do Geoplane, barbante efou elisticos, construa o dngulo AOB, onde 0 é o
centro da circunferéncia.

c) Transcreva suas construgdes para o Geoplano de papel nomeando como a descricdo acima.
d) Com o auxilio do transferidor, encontre as medidas dos dngulos AOB e ACE.

e) Qual a razdo entre as medidas dos dngulos encontrados no item anterior?

f) Refaca sua atividade (mais duas vezes) agora mudande de posicdo o ponto €.

g) Refaca sua atividade (mais duas vezes) agera mudando de posicio dos pontos A e B

h) Qual a relacdo entre as medidas dos dngulos que vocé construiu?

i)  Qual a regularidade que vocé pode observar entre as Atividades | e [I?

Nesta atividade, as construcfes seguiram mais facilmente por serem
analogas as da Atividade I. Os alunos perceberam que se tratava de angulos
inscritos e centrais também. Porém os resultados das medidas obtidas no item d)
nao foram iguais para todos os alunos, como tinha ocorrido na Atividade I. Assim,
perceberam que estes dependiam da escolha dos pontos envolvidos. Agora no item
seguinte, viram que a razao era a mesma, independente dos valores serem distintos.

Os itens f), g) e h), foram para fazer a analise das medidas onde o aluno
olhando s6 para a sua construcdo e verificava que a medida do angulo ACB
independia do ponto € mas dependia de 4B e sempre a raz&o entre os angulos AOB
e ACB era a mesma, independente dos pontos A4,BeC, considerando as
aproximacoes. Aqui a professora pode observar que variando o ponto C, era obtidos
angulos ACB onde todos tinham o mesmo arco AB associado.

Observaram que estas foram também as conclusdes da Atividade |, entdo
ndo importava se AB era diametro ou ndo, quanto a regularidade da razdo destes

angulos.
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Figura 54 — Atividade Il de um dos alunos.

Fonte: foto tirada por um dos alunos da execucéo da Atividade II.

Nota-se que a dificuldade do manuseio dos materiais, leva o aluno a duvidar
do resultado obtido, e para isso houve intervencéo da professora/autora, onde foi
explicado que o manuseio do material deveria ser feito de forma correta e precisa
para que os resultados encontrados fossem satisfatérios para a conclusdo da
atividade.

Seguindo o roteiro, apds consolidar as primeiras propriedades, os alunos

deram continuidade com a terceira atividade.

Atividade Il

Como base nas Atividades | e Il propostas responda:
a) O que s#o dngulos centrais de uma circunferéncia?

b) O gue s@o dngulos inscritos em uma circunferéncia?

c) Qual a relacio entre dngulos inscritos e dngulos centrais, inscritos no mesmo arco?

Baseados nas atividades anteriores, facilmente os alunos realizaram essa,
alguns alunos se manifestaram e disseram ndo terem mais ddvidas apls a
realizacdo das atividades de construcédo dos angulos inscrito e central.

Apos a execucgdo das trés primeiras atividades, foi compartilhado com eles
guatro slides no powerpoint (Apéndice E), através do compartilhamento de tela. Os
slides apresentados abordaram as definicbes formais do conteddo que haviam

acabado de reproduzir, conjecturando as propriedades ao qual eles mesmos
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construiram, incluindo as definicées basica sobre angulos e arcos necessarias para
toda execucdo do Roteiro de Atividades, dessa forma puderam posteriormente
fazerem uso de tais propriedades para a resolucdo das proximas atividades.

ApOs a exibicdo dos slides, os alunos relataram lembrar de tal conteado ter
sido ministrado, porém nao lembravam das nomenclaturas e propriedades. Os
slides ficaram disponiveis para utilizacdo deles na plataforma (IONICA/FTD) da
propria escola.

A aula se encerrou com a intervencédo da professora, sugerindo que eles
poderiam pesquisar mais sobre o conteido abordado nesse momento, e que
registrassem quaisquer duvidas que encontrassem posteriormente para

esclarecimentos.

Aulas 05 e 06.

Estas aulas tiveram como objetivo trabalhar o conceito de poligonos
inscritiveis através dos angulos inscritos associados, um problema que envolvia
angulos central e inscrito na resolucéo e o conceito de angulos de segmentos em
uma circunferéncia.

Antes de iniciar a atividade IV, a professora/autora perguntou se alguém
lembrava quando um poligono era inscritivel. Um dos alunos disse que € quando o
poligono esta dentro de algo e, como estamos trabalhando com circunferéncia,
devia ser dentro de uma delas. A professora/autora disse que o aluno estava na
direcdo correta da resposta, que um poligono é dito inscritivel se existir uma
circunferéncia que contém todos 0s seus Vértices. E deixou a seguinte pergunta “no
ar”: todo poligono € inscritivel? dizendo que a Atividade IV ajudaria na resposta.

Da mesma maneira que se realizou as atividades nas aulas anteriores,
seguiu-se essa, a professora/autora fez a leitura de cada item, respeitando o tempo

de execucdao e as intervengdes dos alunos.



Atividade IV

a) Com o auxilio do tabuleiro do Geoplano, barbante efou elasticos, construa um tridngulo ABC onde 4E é
um didmetro da circunferéncia e € € um ponto gualquer sobre a circunferéncia.

b} Refaca o item anterior (mais duas vezes) agora mudando de posicéo o ponto C.

c) Transfira suas construcdes para o Geoplano de papel.

d) Vocé observou algo em comum entre os tridangulos obtidos nos itens anteriores?

e) Através de propriedades abordadas nas aulas 3 e 4, & possivel mostrar que a soma das medidas dos
&ngulos internos do triangulo ABC é 180° ? Foi importante para isso que AF fosse didmetro?

f) Construa um quadrilatero ABCD com A, B, C ¢ D na circunferéncia do tabuleiro do Geoplano.

g) Transfira o quadrilatero para o Geoplano de papel, e com o auxilio do transferidor encontre a medida de
seus dngulos internos.

h} Qual o valor da soma das medidas dos angulos opostos do quadrilatero?

i) Repita do procedimento dos itens f), g) e h) mudando a posicio dos pontos 4, B.C e D na circunferéncia,
ou seja, para um outro quadrilatero.

i} Houve alguma regularidade entre os dois quadrilateros?

k) Remova o ponto D da sua dltima construcio no tabuleiro do Geoplano, ficando somente os pontos
4,B e C. E possivel obter um ponto D na circunferéncia formando um quadrilitero ABCD com mADC = 180 —

mABC?

N&o houve dificuldade em executar os itens a), b), c) e d) pois ja estavam
familiarizados com os Geoplanos e demais instrumentos. Devido a Atividade I,
muitos alunos perceberam que os triangulos eram retangulos com hipotenusa o

diametro AB.

Figura 55 — Atividade IV - item a) de um dos alunos.

Fonte: foto tirada por um dos alunos da execucao da Atividade IV - item a).
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Antes do préximo item, também foi utilizado o link abaixo para observar o
deslocamento do ponto € em torno da circunferéncia (use o cursor para fazer o

deslocamento): https://www.geogebra.org/classic/bteruncj.

Figura 56 — Representagcédo no GeoGebra do deslocamento do ponto C.

Fonte: prints do GeoGebra via o link https://www.geogebra.org/classic/bterunc;j.

Quanto ao item e) tiveram um pouco de dificuldade de enxergar, entdo a
professora/autora interveio perguntando se os angulos do triangulo eram angulos
especiais da circunferéncia. Logo, os alunos disseram que eles eram angulos
inscritos na circunferéncia e a professora/autora lembrou que a medida de cada um
destes angulos esta associada a medida do arco correspondente, sendo este a
medida do angulo central (vale metade). Como a unido dos arcos relacionados a
cada angulo dava toda a circunferéncia cuja medida é 360, puderam concluir que a
soma desejada era 180, e néo foi usado o fato de AB ser diametro.

Seguindo o roteiro, no item f) para a obtencdo do quadrilatero ABCD, 0S
alunos perceberam que ndo poderiam escolher simplesmente quatro pontos na
circunferéncia e nomea-los com A, B,C e D como quisessem, e sim seguir a ordem
dos vértices para poder definir o quadrilatero desejado, para que na construgcédo dos
segmentos AB, BC, CD e AD eles ndo se cruzassem. N&o foi problema encontrar
as medidas dos angulos desses quadrilateros, percebendo que a soma pedida
(dngulos opostos) era sempre igual a 180, e que sendo assim eles eram
suplementares. Depois que fizeram outro quadrilatero e observaram também os

colegas, notaram que essa soma era 180 sempre.
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Figura 57 — Atividade IV - item f) de um dos alunos.

Fonte: foto tirada por um dos alunos da execucédo da Atividade IV - item f).

Para a resolucéo do ultimo item, primeiro foi importante perceber que como
A,B,C estavam fixos, para formar um quadrilatero com um ponto D na
circunferéncia, D sé poderia estar no arco menor AC. Tomando um ponto D nesta
situacao, os alunos perceberam que caia na situacao do item f) e, como no item h),
chegava-se que mADC = 180 — mABC, ndo sendo possivel o desejado no item k).
Neste momento a professora entdo concluiu com os alunos que um quadrilatero é
inscritivel se, e somente se, os angulos opostos forem suplementares.

A proxima atividade teve o propdsito de mostrar aos alunos uma das
aplicac6es do contetdo que estavam estudando, mostrando a importancia de saber

aplicar as propriedades aprendidas na resolucédo de problemas do cotidiano.



Atividade V

‘Embora ndo se saiba exatamente quando foi criado o primeiro globo de neve {SNOW GLOBES), eles comecaram
a ger vistos na Franca por volta de 1800, eram conhecidos como “clpulas de neve” e usados como pesos de
papel. Os “SNOW GLOBES" sd0 objetos formados por uma esfera transparente, que pode ser de plastico ou de
vidro. Dentro da esfera, ha uma cena ou objeto em miniatura, gque representa um momento ou lugar. Antigaments,
05 globos de neve eram fabricados para representar como ficavam as cidades ao nevar.”

(hitndblag ukos com. brvoce-conhese-5-hisfons-dos-snow-
globes@ ~texd=Embora20n % C3%A Jo M 200 . 202aiba $620exatamente usados W2 0come o2 0pesos M2 0de 22 0nane! |

—

Um globo de neve sera confeccionado da seguinte maneira, sera colocado em seu interior uma pirdmide solida
de altura F& igual a 8 cm e de base triangular, cujos vértices ficam sobre o globo bem como o topo dessa pirdmide,
como mosira a figura em 30 abaixo.

A esfera possui raio igual a 5 cm, e a seccio da esfera onde se enconira a base da pirdmide possui centro & e
raio igual a 4.04 cm. Sabe-se ainda que o dngulo BAC equivale a 60°, AD = 6cm & a altura da base que contém
o ponto & e o volume total da esfera & de 523.6 cm®.

Qual o volume de dgua que serd necessdrio para preencher esse globo, considerando a pirdmide sdlida e
incluindo a parte abaixo da base dessa pirdmide? (use: +3 = 1.7).

(Dica: veja a figura em 2D pelo link: hittps:/iwww.geogebra orgfclassic/gatrnbnix)

Lembrar que:
= volume de esfera & dado por: Ve = %ﬂ'r-? e o volume da pirdmide dado por Vp = —: LAb.k
. lei dos cossenos: x? = yi4z? — 2.y.z.co8 o

Para compreenséao da atividade foi feita a leitura do texto nela contido, em
seguida como sugerido pela atividade os alunos acessaram o link proposto, de
forma a enxergar melhor também analisar a figura espacial por outros angulos e
compreender melhor a situacao-problema apresentada, visto que é uma figura em
3D.
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Figura 58 — Visualizacdo no GeoGebra da figura 3D por outros angulos.

Volume 36 & * 26

Fonte: prints da figura 3D no GeoGebra, link https://www.geogebra.org/classic/gatrnbnx.

Assim seguimos com a resolucéo da atividade, onde foi pedido para que os
alunos fixassem a imagem de forma a enxergar o fundo da piramide inscrita em uma
circunferéncia, e posteriormente que anotassem na proépria folha de atividade (que
foi entregue de forma impressa) o valor do angulo BAC = 60° dado no exercicio e
que fizessem uma comparacdo em relagdo ao angulo BGC. Instantaneamente
alguns alunos relataram:

- BAC é inscrito

- Se angulo BAC mede 60°, entdo BGC mede 120°, pois BAC é inscrito e BGC é
central.

- O angulo inscrito € metade do seu central.

Como a finalidade dessa atividade era da aplicagdo de angulos na
circunferéncia, entdo as formulas de volume de piramides e de esferas bem como a
Lei dos Cossenos foram dadas na atividade.

Os alunos foram questionados sobre o que deveriam fazer para dar
continuidade no exercicio e algumas sugestfes foram relatadas:

- Encontrar o volume da piramide.
- Subtrair o volume da piramide do volume da esfera.
- Encontrar a area do triangulo ABC e depois descobrir o volume da piramide.

Apos algumas discussfes para estabelecer uma organizacdo na resolucao,
os calculos foram feitos pelos alunos e enviados a professora/autora, como mostra

a figura a seguir.
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Figura 59 — Atividade V de um dos alunos.

(s VA= 17)

-

Fonte: foto tirada por um dos alunos da sua resolucdo da Atividade V.

Foi feito a correcdo no quadro branco e transmitido aos alunos, também foi
postada uma foto dessa resolucéo na plataforma (IONICA/FTD) da propria escola.
Apés o término dessa atividade a professora/autora discutiu com os alunos a
importancia de reconhecer o contetdo de angulos na circunferéncia em problemas
do cotidiano, bem como solucionar utilizando as propriedades que acabaram de

estudar. Dando continuidade na aula, os alunos deram inicio a sexta atividade.

Atividade VI

a) Com o auxilio do tabuleire do Geoplano, barbantes efou eldsticos, construa um segmento AC onde Ae €
sdo pontos quaisquer da circunferéncia e construa os raios 04 e OC.

b} Construa uma reta tangente a circunferéncia do Geoplano, onde o ponto de tangéncia seja C.

c) Transfira as construgdes para o Geoplano de papel.

d) o raio OC e a reta tangente a esse raio formaram um angulo de medida

) Considerando o dngulo central 40€ e o dngulo formado pela reta tangente ao raio OC e o segmento AC,

qual a relagdo entre suas medidas?

f) O angulo formado pela reta tangente ao raio OC e o segmento AC é chamado de

g) Podemos concluir que a medida do angulo & a metade do dngulo

A principal dificuldade na execucéo dessa atividade foi a obtencdo da reta

tangente ao raio OC da circunferéncia. No foi indicado no roteiro a maneira de obté-

la. Uma das maneiras era, usando um barbante esticado passando por C, buscar a
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posicéo dela de tal forma que o Unico ponto em comum com a circunferéncia era o
ponto C, logo o barbante nesta posicéo seria a reta tangente desejada.

Uma outra maneira que surgiu, foi usar uma propriedade de reta tangente a
circunferéncia que diz que essa reta deve ser perpendicular ao raio definido pelo

ponto de tangéncia na circunferéncia. Com isso, pode-se usar um transferidor ou

um compasso para obter a reta perpendicular a 0C no ponto C. Contudo a utilizac&o
destes instrumentos para este fim foi algo muito dificultoso para os alunos. Se o
aluno seguiu pela primeira maneira, ndo havendo muita precisdo na construcdo, a
medida do angulo pedida no item d), medida com um transferidor, pode ter ficado
diferente de 90°. J& quem utilizou a segunda maneira, ja seguiu diretamente da
propriedade utilizada e caso tenha sido feita a medida para conferéncia, esta deve
ser sido mais precisa, ou seja, bem préxima de 90°.

Outra davida que surgiu foi com relacdo ao angulo formado entre a reta e o
segmento mencionado no item e). Foi lembrado que sempre é o angulo de menor
medida definido pelas semirretas associadas a estes objetos. Observando que os
alunos ndo sabiam ou ndo se lembraram do nome dado para este angulo, cuja

resposta esperada é Angulo de Segmento.

Figura 60 — Atividade VI de um dos alunos.

" T,

Fonte: foto tirada por um dos alunos da execucao da Atividade VI.

Foi feito a intervencdo pela professora e apresentado trés slides, que se
encontram no Apéndice F, onde os conceitos matematicos abordados foram
definidos formalmente, o nome Angulo de Segmento foi mais uma vez reforcado,

bem como a condi¢éo de inscricdo de um quadrilatero em uma circunferéncia.



Aulas

07 e 08.
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O objetivo aqui foi a construcao de angulos excéntricos interiores e exteriores,

identificacdo de arcos da circunferéncia e suas medidas, bem como a verificagdo

desses contelddos no cotidiano.

d)

g)
h}

Atividade VII

Com o auxilio do tabuleiro do Geoplano e barbantes/elasticos, construa um segmento AC e outro ED, onde
A.B.C e D sdo pontos da circunferéncia de centro O de modo que cruzem num ponto P, (P # @).
Transfira o procedimento acima para o Geoplano de papel.

Utilizando o transferidor, encontre a medida do &ngule de vértice P definido pelas retas ACeBDe destague
com canetas marca texto os seus arcos correspondentes na circunferéncia.

Volte ac tabuleiro do Geoplano e construa o dngulo central correspondente de cada arco que foi destacado
no item anterior.

Transfira a continuacio do seu procedimento para o Geoplano de papel.

Utilizando o transferidor, encontre a medida de cada arco destacado, com a dica que elas estido associadas
aos seus dngulos cenfrais correspondentes.

Qual o valor da soma das medidas destes arcos destacados?

Considerando o dngulo mencionado no item c) e a soma das medidas dos dois arcos destacados, verifica-

se alguma relacdo?

Os angulos de menor medida formados pelos cruzamentos de AC e ED com vértice em P sdo chamados

de cuja medida & igual a

dos seus arcos correspondentes.

A primeira dificuldade encontrada na atividade VII foi identificar o angulo

pedido no item c), com seus arcos correspondentes. Com vértice P, os alunos

mencionaram que foram obtidos 4 angulos com os pontos A, B, C e D e nao sabiam

gual deles seria. A professora/autora lembrou novamente (ja havia mencionado isso

na Atividade VI) que o angulo entre duas retas € o de menor medida dentre estes

guatro, e que sempre havera dois pois angulos opostos pelo vértice sdo sempre

congruentes. Assim, bastava usar o transferidor para achar o angulo desejado e

anotar a sua medida como foi pedido. Os arcos correspondentes sdo os pontos da

circunferéncia que estéo no interior destes angulos opostos pelo vértice, podendo o
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professor lembrar o conceito de interior de um angulo neste momento. Observando
gue é necessario considerar um deles (dos dois que tem a menor medida) mas para
a obtencdo dos arcos sdo considerados sempre os dois. Assim, 0S arcos nao
dependem do angulo escolhido. A atividade foi momentaneamente pausada e foi
feito de modo ilustrativo no quadro branco a mesma representagcao dessa atividade,
de forma a ajudar na identificacdo dos elementos.

Dando continuidade na execucao da atividade, o préximo ponto importante
para a identificacdo da teoria era de lembrar que a medida do arco era obtida pela
medida do seu arco central correspondente, que foi deixado como dica esta
associacdo, mas nado totalmente explicita, o que foi importante para que eles
pensassem a respeito. Abriu-se uma discussao sobre o angulo obtido do item c), e
foi percebido que os angulos de menor medida dependiam da escolha dos pontos
na circunferéncia, ou seja, de alguns estes angulos foram APC e BPD e para outros
foram APD e BPC. Mesmo os alunos em que os angulos foram definidos pelos
mesmos pontos, estes ndo tinham a mesma medida, nem seus arcos tinham a
mesma medida. Porém notaram que independentemente da situacdo, como pedido
no item h), a medida do angulo entre as retas e a soma das medidas de seus arcos
correspondentes (considerando aproximagodes, devido a precisdao das medicoes)
eram iguais para todos os alunos, o que levou eles a reconhecerem que esta
configuracdo gerava angulos especiais pois sempre tinham esta propriedade. Vale
ressaltar que nos no item i) ndo houve nenhuma resposta satisfatéria, os alunos
relataram nunca terem visto tal contetdo e sequer lembrar de algum nome que

remetesse a essa situacao, a resposta esperada era angulo excéntrico interior.

Figura 61 — Atividade VIl de um dos alunos.

Fonte: foto tirada por um dos alunos da execucao da Atividade VII.
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Seguiu-se entdo para a oitava atividade do roteiro.

Atividade VI

a) Mo tabuleire do Geoplano construa qualgquer reta tangente a circunferéncia (sendo € o ponto de tangéncia),
sobre essa reta marque um ponto P diferente do ponto de tangencia.

b} Mo tabuleiro do Geoplano construa qualquer reta secante a circunferéncia passando por P, marcando as
intersecctes da reta secante com a circunferéncia como sendo os pontos A ¢ B.

c) Transfira as construcées para o Geoplano de papel e destaque com caneta marca texto os arcos que estéo
no interior do dngulo definido pela reta tangente e a reta secante construida anteriormente cujos lados
contém os pontos citados acima.

d) Volte ao Tabuleiro do Geoplano e construa o dngulo central correspondente a cada arco que foi destacado
no item anterior.

&) Transfira suas novas constructes para o Geoplano de papel.

f)  Utilizando o transferidor, encontre a medida de cada arco destacado, com a dica que elas estdo associadas
aos seus dngulos centrais correspondentes.

g) Utilizando o transferidor, encontre a medida do dngulo definido pela reta tangente e a reta secante
mencionado no item c).

h) Calcule a diferenca entre as medidas dos arcos do item f) (pegando o de maior medida menos o de menor
medida).

i) Analisando a medida do angulo encontrado no item g) e a diferenca dos arcos encontrados no item h),

qual a relacdo entre elas?

iy Qual o nome dado ao dngulo construido nesta atividade?

Como na Atividade VI, eles procederam na construcéo da reta tangente. Nao
houve dificuldades na construcéo da reta secante pois foi automatico a todos, até
pelo enunciado da atividade, que bastava tracar a reta por P interseccionando a
circunferéncia em dois pontos. Novamente foi discutido que o angulo definido por
duas retas € o de menor medida, onde temos sempre duas possibilidades. Diferente
da atividade anterior, nesta o aluno ndo poderia escolher o que desejava e sim 0
angulo AP¢, notando que APC=BPC, independente da posic&o do 4 e B.

Destacaram os arcos sem dificuldades, pois ja tinham estudado interior de
angulo na outra atividade. Como na atividade anterior observaram que cada aluno
tomou retas distintas, obtendo angulos distintos, arcos distintos, com medidas

distintas, mas apesar disso tinham a mesma resposta para o item i), que a medida



do angulo encontrada no item g) era igual a diferengca das medidas dos arcos
encontradas no item h), o que levou os alunos a reconhecerem que esta
configuracéo gerava angulos especiais pois sempre tinham esta propriedade.

Novamente ndo lembravam o nome deste tipo de angulo, porém tinham a
intuicdo de serem angulos excéntricos pois a ideia era andloga a da atividade
anterior, notando que o Vvértice estava agora no exterior da circunferéncia e antes
estava no interior. A professora/autora destacou que a mesma atividade poderia ser
feita trocando a reta tangente por outra secante, ou a reta secante por outra reta
tangente.

Para finalizar foi apresentada uma sequéncia de trés slides, que se encontra
no Apéndice G, para que os alunos pudessem compreender as propriedades
matematicas encontradas de uma maneira mais formalizada.

Ao final desta aula foram disponibilizados na plataforma (IONICA/FTD) todos
os slides aplicados no roteiro de atividades realizado pelos alunos.

Figura 62 — Atividade VIl de um dos alunos.
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Fonte: foto tirada por um dos alunos da execucéo da Atividade VIII.

A proxima atividade do roteiro € uma aplicacdo de angulos excéntricos no
cotidiano, mostrando a importancia da Matematica no ambito da Medicina, levando

o aluno a conscientizacdo da necessidade da resolucdo de problemas utilizando

recursos matematicos para isso.

71



Atividade IX

BC corresponde a 1202 e 0 arco AC corresponde a 70°.

Temporal

Fovea
Exo Pupéar B

Descricao do angulo lambda, anqulo kappa, eixo visual, linha de vis&o, eixo pupilar, centro pupilar (CP) e reflexo
corneano de Purkinge- Sanso (RCP-S).

a) 50°
b) 25°
c) 15°
d) 30°
e) 35°

A cérnea é a estrutura mais anterior do globo ocular e por ser transparente desempenha duas funcdes principais:
proteger as demais estruturas intraoculares e deixar passar as imagens até o seu destino, a retina. Desta forma,
para entender melhor a funcéo da cérnea, comparamos a mesma com um vidro de relégio: tem que ser
resistente para proteger as outras estruturas do relégio e, também, ser transparente para que possamos ver as
horas. Se por alguma razéo a cérnea perder sua transparéncia, tornando-se opaca, o paciente ndo terd uma
visao nitida, inclusive, podendo chegar a cegueira. Em estudos feitos sobre o pds operatdrio de transplante de
corneas, observou-se as aplicacdes de angulos excéntricos, como podemos observar na figura abaixo. O arco

0 angulo formado pela linha de viséo (PB) e a reta tangente ao globo ocular que passa por C, corresponde a:
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Primeiramente foi realizado a leitura do texto, solicitando que os alunos

anotassem todos os dados matematico encontrados. Posteriormente os alunos

tiveram um intervalo de tempo para tentar resolver esse exercicio, baseando-se nas

propriedades aprendidas até entao.

Algumas anotacOes foram relatadas por eles, como por exemplo a

representacdo de um angulo excéntrico exterior, retas secante e tangente. Uma

resolucéo é apresentada a seguir:



Figura 63 — Atividade IX de um dos alunos.

Temporal

ha de vis3o, eixo puplar, centro pupilar (CP) e refiexa

1
ngulo formado pela linha de visao (PB) e a reta tangente ao globo ocular que passa por C, corresponde a
a

a), 50°
W, 25
c) 15°
d 30
e) 35°

Fonte: foto tirada por um dos alunos da sua resolucdo da Atividade IX.

Os alunos resolveram rapidamente a atividade proposta, fizeram interagoes,
varios quiseram falar seus resultados e mencionaram que acharam o exercicio facil,
porém néo teriam conseguido chegar a um resultado satisfatorio antes da aplicacao
do roteiro de atividades. Ainda alguns alunos mencionaram o fato de estarem em
busca de uma faculdade de Medicina e que ndo imaginavam o uso de algo téao
especifico da Matemaética nesta area, o que exalta a Matematica e coloca como

fundamental no estudo de qualquer area.

Aulas 09 e 10.

O objetivo é trabalhar o conceito de arco capaz, através do reconhecimento
do conjunto de pontos que o representam e uma situacao-problema relacionado a
ISSO.

Atividade X
Utilizando a folha impressa FOLHA SUPLEMENTAR, responda os itens a seguir:

a) Construa o segmento que liga os dois pontos de intersecgdo das circunferéncias, chamando-os de 4 e B.
b) Margue pontos Vy, Vi, .. , Vg, trés em cada arco maior definido per Ae B em cada uma das
circunferéncias.

c) Para cada ponto escolhido, construa o dngulo o tendo como vértice e lados contendo 4 e B (os pontos
Aﬁ_B, AITZB. ey AI?EB] e, com ¢ auxilio do transferidor, encontre sua medida.

d} Qual a regularidade encontrada em relag8o a esses dngulos obtidos no item anterior?

e) A unido dos dois arcos maiores das circunferéncias definidos por Ae B representa uma figura

matematica com um nome especifico, qual seria?
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Nestas aulas serdo utilizadas uma das folhas entregues no kit, denominada
Folha Suplementar da Atividade X que se encontra no Apéndice C. Primeiramente
a professora/autora pede para que os alunos peguem a folha no kit e que
cuidadosamente retirem os pinos do tabuleiro do Geoplano (deixando-o sem
nenhum pino) e fixem com os pinos metalicos os cantos dessa nova folha para a
execucao dos itens da Atividade X.

Posteriormente inicia-se a aula fazendo algumas indagacoes:

i) O que as circunferéncias tém em comum?
i) Com o auxilio de régua verifique a medida dos raios.
iii) Os raios das circunferéncias séo iguais?

Assim, percebem que sdo duas circunferéncias de mesmo raio e com dois
pontos em comum. Em seguida a professora/autora seguiu a atividade como nas
aulas anteriores, lendo em voz alta item por item e pausando para as devidas
construcdes. Os alunos executaram os itens a), b) e ¢c) sem nenhuma dificuldade. A
menos de aproximacdes, perceberam que as medidas eram sempre as mesmas,
gue foi o perguntado no item d), porém ninguém sabia a homenclatura do objeto

formado.

Figura 64 —Atividade X de um dos alunos.

Fonte: Foto tirada pelo aluno da execuc¢éo da Atividade X.

Depois disso, através do ultimo slide do Apéndice G, a professora/autora deu
a definicdo formal deste objeto, observando que tal conceito ndo faz parte do
conteudo abordado pelo material didatico adotado pela escola, mas que é de suma
importancia para o aprendizado sobre angulos na circunferéncia e que tinhas muitas
aplicac6es, como na proxima atividade.



Atividade XI

SOCORRO!!!

ESTAMOS VENDO O FAROL F £ AS RUINAS DO FORTE R SEGUNDO UM
ANGULO DE 60° E AINDA PODEMOS VER O FALOR F E A TORRE DE
PETROLEO T SEGUNDO UM ANGULO DE 90°

-

Essa foi a mensagem que uma embarcacdo em dificuldades enviou a um faroleiro em
vigilia, que logo apés perdeu o sinal de comunicacao. Porém ao relatar a ocorréncia o
faroleiro prontamente prestou socorro e identificou o local exato da embarcacéo ja que o
marinheiro da tripulacdo havia passado todas as informacbes necessarias.

i

tH

|

-
vy e

Olhou para seu mapa e marcou um “x" na localizacao da embarcacao.

Se vocé fosse o faroleiro teria encontrado a embarcacao perdida?

Esta atividade veio a desafia-los em uma situagcao-problema, para que eles
identificassem o conceito de arco capaz. O desafio proposto foi bastante
interessante, pois mostrou a preocupacgao dos alunos em solucionar o problema,
pois mesmo que sendo uma representacao ficticia, poderia ser um fato real.

Foi dado um tempo para que eles observassem a situacéo, entendessem o0s
dados fornecidos e a figura apresentada.
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Os alunos sabiam que se tratava de um exercicio de aplicacédo da atividade
anterior, com isso perceberam que se tratava do conceito de arco capaz e, em

discusséo conjunta, identificaram que como o marinheiro via o farol F e as ruinas R
sob um angulo de 60°, ele deveria estar no arco capaz do segmento FR com angulo

60° e, do mesmo modo, deveria estar no arco capaz do segmento FT com angulo
90°, ja que ele via o farol F e a torre T sob um angulo de 90°.

Como j& havia marcag¢des no desenho, isso também ajudou a identificacdo
do conceito e os alunos perceberam que para identificar os arcos capazes
desejados bastaria fazer algumas medicdes de angulos. Bastava apenas tomar um
ponto em cada arco colorido, considerar o angulo de vértice neste ponto com lados
gue continham as extremidades dos segmentos que definiam esse arco e fazer a
medicdo usando o transferidor. Para o &ngulo de 90, alguns alunos lembraram da

propriedade que o arco capaz neste caso seria a circunferéncia que continha o

segmento FT como didmetro e ndo precisaram fazer medi¢des neste caso. O ponto
desejado foi a intersecdo dos arcos capazes identificados.

Ressaltando que ndo era o objetivo neste trabalho ensinar a constru¢éo do
arco capaz, mas sim entender tal conceito geométrico e nota-lo como aplicagéo de
angulos inscritos em uma circunferéncia, por isso varias possibilidades de arcos
foram dadas.

Fonte: Foto tirada pelo aluno da sua resolucéo da Atividade XI.
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Ao final desta aula foi solicitado para que os alunos que receberam o Kit,
organizassem as folhas impressas das atividades realizadas juntamente com 0s
outros itens do kit como o tabuleiro do Geoplano, pinos, barbante, elasticos e
transferidor, colocando-os no envelope recebido, ndo esquecendo de preencher o
envelope com suas respectivas identificagcbes e que entregassem, assim que

possivel, no colégio em nome da professora/autora para arquivamento da atividade.

Aulas 11 e 12.

Para finalizar a aplicacdo das atividades propostas neste trabalho, os alunos
foram submetidos a uma nova avaliacdo que possuia dez exercicios, chamada de
Atividade de Avaliacdo Final, que se encontra no Apéndice H. Tal avaliacdo
abordava as mesmas habilidades e competéncias propostas no Roteiro de
Atividades que fizeram durante as aulas anteriores, assim como na Atividade de
Avaliacao Inicial.

Dessa vez os alunos mostraram-se mais apropriados do contetdo e seguros
em suas resolucdes, fizeram os exercicios interagindo uns com os outros, também
tiveram algumas duvidas, porém ndo mais em relacdo ao conteudo abordado, mas
sim em interpretacdo de texto, esboco de desenhos e nomeacdo de objetos
matematicos, como angulos, arcos e segmentos.

Essa atividade também n&o teve valor avaliativo, ndo acarretando prejuizo
nas notas dos alunos, mas foi muito lembrado durante cada aula desenvolvida, que
a participacdo durante as aulas bem como a execucéo das atividades e interacfes
entre aluno e professor sdo de suma importancia para o processo de ensino-
aprendizado buscado por cada aluno, principalmente em fase preparatoria para os

vestibulares.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Os conceitos envolvidos com angulos em uma circunferéncia ndo sao
assuntos de facil compreensdo para os alunos, principalmente pela grande
diversidade das posi¢cfes dos angulos na circunferéncia, gerando a necessidade de
memorizacao de férmulas para cada situacao.

Tendo em vista que no terceiro ano do Ensino Médio os alunos estdo se
preparando para vestibulares e buscam um aperfeicoamento de suas habilidades,
€ necessario saber entdo o quao cada aluno sabe sobre cada assunto, para que
assim o professor possa garantir uma possibilidade de aperfeicoamento sobre o
dominio do conteddo em questédo, sendo, retomar os contetudos de forma que a
aprendizagem seja garantida independentemente de qualquer outro fator.

Baseado em uma atividade avaliativa aplicada inicialmente para constatacéo
do grau de aprendizagem nessa série, sobre angulos em uma circunferéncia, péde-
se entdo constatar as diversas dificuldades bem como a falta da aprendizagem em
alguns casos. Uma vez que foi aplicado para alunos do terceiro ano do Ensino Médio
e observando que esse conteddo é ministrado no primeiro ano do Ensino Médio,
esperava-se que os estudantes apresentassem um maior dominio ou conhecimento
sobre o tema. Logo a retomada do conteudo se fez necessaria e, desta vez a
abordagem foi diferente, mais construtiva e atraente.

No decorrer da aplicacdo desse trabalho, durante o Roteiro de Atividades, os
estudantes relataram por varias vezes ndo ter dominio algum sobre o contetdo e
gue nem ao menos lembravam de definicbes basicas relativas a esse conteudo,
tornando-se imprescindivel uma abordagem de ensino diferenciada por parte do
professor, que nao so facilite o entendimento do aluno, mas que contribua de forma
significativa para a construcado da sua aprendizagem.

Para tanto, se faz necesséario ao ensinar matematica, o auxilio de materiais
concretos, que auxiliem na construcao do raciocinio, da organizacdo do pensamento
e que os tornem ativos na busca dos conhecimentos matematicos.

Como todo processo de aprendizagem deve dar sentido ao que os estudantes estao
aprendendo, o que acontece a partir de situacfes de suas préprias vivéncias, a
aplicacao da proposta apresentada nesse trabalho foi desenvolvida nesse contexto,
onde o Roteiro de Atividades elaborado segue uma dinamica de aplicacbes manuais

no Geoplano, onde a cada interacdo do aluno, faz com que esse caminhe na
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descoberta de padrbes e definicbes, formando conjecturas matematicas, que
também foram aplicadas nesse mesmo roteiro em forma de exercicios que
envolviam os contetdos de uma forma mais real e proxima do cotidiano dos alunos.

Nas primeiras atividades propostas do roteiro os alunos estavam receosos
ao manusear o Geoplano com os fios e pinos, mas logo se acostumaram com 0sS
instrumentos e participaram de maneira significativa em toda atividade proposta.

O objetivo principal desta dissertacao foi o de elaborar uma estratégia de
ensino através de um roteiro de atividades que empregasse o uso do Geoplano para
a construcdo dos conceitos basicos de angulos em uma circunferéncia, que
possibilitasse posteriormente a aplicacdo desses conteldos em exercicios mais
complexos.

A estratégia demonstrou-se satisfatoria no decorrer da execucdo do Roteiro
de Atividades e que pbde ser claramente notado nos resultados obtidos apds a
aplicacdo da Atividade de Avaliacdo Final, realizada no dltimo momento da
aplicacao desse trabalho. Os alunos apresentaram uma melhora significativa na
resolucéo dos problemas propostos, 42 de 45 alunos (94% dos alunos) conseguiram
nota igual ou acima de 50% de acertos, onde os resultados podem ser observados

a segquir:
Gréfico 2 — Quantidade de acertos na Atividade de Avaliagéo Final.
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Fonte: elaborado pela professora/autora.
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Considerando a necessidade de uma constante busca por estratégias de
ensino na pratica educativa, o professor deve agregar aos seus métodos de ensino
praticas mais reflexivas, criticas e concretas, onde a propria busca por essas novas
estratégias de ensino, devam ser alicercadas no dialogo constante com o0s
estudantes, fazendo com que a pratica do docente nao esteja vinculada em ensinar,
mas em transcender a aprendizagem tornando-a significativa para o estudante e

sua turma.
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APENDICE

APENDICE A - Atividade de Avaliag&o Inicial
Disponivel em: https://forms.gle/aai6c8iHCTc8MdA84A.

AVALIACAO INICIAL - REVISAO DE
GEOMETRIA - PROFESSORA VANESSA
FRANZONI

Com base em seus conhecimentos anteriores sobre dngulos centrais e inscritos em uma
circunferéncia, responda as guestdes a seguir.

*Obrigatdrio

Nas duas circunferéncias abaixo, temos que os valores de x e y valem ponto
respectivamente; *

a) b)

O 69°e20°
O s54°e95°
O 59°es0°
O s59°es2°

O 62°e139°



Carlos é fanatico por aeromobilismo, e comprou um adesivo para seu
aeromodelo, porém o adesivo nao veio no molde que ele precisava. Carlos
precisa recortar o adesivo delimitado pela regiao GHJI da figura abaixo,
mas para isso precisa calcular o valor da medida x afim de conferir com o
compasso se o adesivo sera adequado para seu aeromodelo. O valor de x

encontrado por Carlos é de: *

Sabendo que o diametro da circunferéncia abaixo € o segmento BC,

10°

12°

14°

16°

20°

O O0OO0OO0O0

encontre o valor dos angulos x e y respectivamente. *

Determine o angulo a(alfa) na figura abaixo, sabendo que O € o centro da

circunferéncia. *

o

QO 35°er10°
QO s0°e130°
QO s50°e150°
O 25°e125°

QO 25°e130°

72°
62°
64°

124°

O OO0OO0OO

560

1 ponto

1 ponto

1 ponto
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Uma bicicleta esta apoiada perpendicularmente sobre o solo. Os aros dos 1 ponto
pneus das bicicletas estao representados no desenho abaixo. Do centro

do aro até sua borda foram colocados dois pinos de apoio, A eV, que

serao as extremidades de uma vareta metalica que serve de sustentagao

para a bicicleta. Sendo OV perpendicular ao solo, B (beta) o angulo

formado vareta metélica e a reta pontilhada paralela ao solo, iguala 60 e o

raio desse aro igual 20 gual o tamanho da vareta metalica? *

24 cm
40 cm
20cm
20%(3 ) cm

224(3 ) cm

S  Pagina 1 de 1

OO O0OO0O0

84



APENDICE B - Geoplano Circular para impressao

\0“,5.330.9
3? \ N\ 'Q%’ Colégio Ressurreigcao
S=4 -2 GEOPLANO
CATANDUVA i - i
3° ANO A/B - Ensino Médio — Prof.? Vanessa Franzoni
Nome: 3 Ne,

ATENCAO: Utilize o geoplano para fazer suas anotagdes, se necessario reproduza outros
com o auxilio de compasso e régua.
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APENDICE C - Folha suplementar da Atividade IX para impresséao.

RESSY Colégio Ressurreigdao
Q\Q . \l ! / ‘0&
A ) FOLHA SUPLEMENTAR DA ATIVIDADE X
— e 5 3° ANO A/B - Ensino Médio — Prof.” Vanessa Franzoni
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APENDICE D - Roteiro de Atividades

§ e Colégio Ressurreigao

S °

S _ .
CATANDUVA ROTEIRO DE ATIVIDADES - ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

3 ANO A/B — Ensino Médio — Prof.® Vanessa Franzoni
MNome: 38, Me.

ATENCAOQ: Para a realizacdo das atividades utilize o tabuleiro do Geoplano, com os elasticos (ou
barbantes), pinos extras, Geoplano de papel impresso, Folha Suplementar (Atividade X), lapis,
transferidor, compasso e régua.

Atividade |

a) Com o auxilio do tabulgiro do Geoplano, barbante efou elasticos, construa um didmetro AF da
circunferéncia.

b) Com o auxilio do tabuleiro do Geoplano, barbante efou eldsticos, construa um Angulo ACE, onde C &
qualguer ponto sobre a circunferéncia.

c) Transcreva o gue vocé construiu nos itens a) e b) para o Geoplano de papel.
d) Com o auxilio do transferidor, encontre a medida dos dngulos 408 e ACB.
e} Qual arazdo entre as medidas dos dngulos encontrados no item anterior?

f) Ma sua opinifio, existe alguma nomenclatura matematica especifica para esses adngulos? Se sim, gqual
sera?

Atividade Il

a) Com o auxilio do tabuleiro do Geoplano, barbante e/ou eldsticos, construa um dngulo na circunferéncia,
nomeando de ACE, onde 0 segmento AF ndo & didmetro e ¢ & qualguer ponto da circunfaréncia.

b) Com o awxilio do tabuleiro do Geoplano, barbante efou eldsticos, construa o dngulo 458, onde 0 & 0
centro da circunferéncia.

c) Transcreva suas construcBes para o Geoplano de papel nomeando como a descricio acima.
d) Com o auxilio do fransferidor, encontre as medidas dos dngulos AOE e ACB.

e} Qual a razdo entre as medidas dos dngulos encontrados no item anterior?

f)  Refaca sua atividade (mais duas vezes) agora mudando de posicdo o ponto €.

g) Refaca sua atividade (mais duas vezes) agora mudando de posicio dos pontos 4 e B

h) Qual a relacdo entre as madidas dos dngulos que vocé construiu?

it Qual a regularidade que vocé pode observar enfre as Atividades | e 117




Atividade Il

Comao base nas Alividades | e Il propostas responda:
a) O que sdo dngulos centrais de uma circunferéncia?
b} O que s80 dngulos inscritos em uma circunferéncia?

¢} Qual a relacio entre dngulos inscritos e dngulos centrais, inscritos no mesmo arco?

Atividade IV

a) Com o auxilio do tabuleiro do Geoplano, barbante ef/ou elasticos, construa um tridngulo ABC onde AE &
um didmetro da circunferéncia e £ & um ponto qualguer sobre a circunferéncia.

b) Refaga o item anterior (mais duas vezes) agora mudando de posicio o ponto C.

¢) Transfira suas construgdes para o Geoplano de papel.

d) Vocé observou algo em comum entre o tridngulos obtidos nos tens anteriores?

e) Afravés de propriedades abordadas nas aulas 3 e 4, & possivel mostrar que a soma das medidas dos
angulos internos do triangulo ABC & 180° ? Foi importante para isso que AF fosse didmetro?

f) Construa um quadrildtero ABCD com 4, B, e D na circunferéncia do tabuleiro do Geoplano.

g) Transfira o quadrildtero para o Geoplano de papel, e com o auxilio do transferidor encontre a medida de
seus Angulos internos.

h) Qual o valor da soma das medidas dos dngulos opostos do quadrilatero?

i) Repita do procedimento dos itens f), g) e h) mudando a posicio dos pontos 4, B, C e D na circunferéncia,
ou seja, para um outro quadrilatero.

iy Houve alguma regularidade entre os dois quadrilateros?

k) Remova o ponto D da sua dltima construgdo no tabuleiro do Geoplano, ficando somente os pontos
ABecC.E possivel obter um ponte D na circunferéncia formando um guadrildtero ABCD commADc = 180 —

mABC?




Atividade V

“Embora ndo se saiba exatamente quando foi criado o primeiro globo de neve {SNOW GLOBES), eles comecaram
a ser vistos na Franca por volta de 1800, eram conhecides como “clpulas de neve” e usados como pesos de
papel. Os “SNOW GLOBES" sdo objetos formados por uma esfera transparente, que pode ser de plastico ou de
vidro. Dentro da esfera, ha uma cena ou objeto em miniatura, que representa um momento ou lugar. Antigaments,
05 globos de neve eram fabricados para representar como ficavam as cidades ao nevar.”

(http.dilog kukos com. befvoce-conhece-s-hisfons-dos-snow-
Qlobes~text=Embora %62 0n 360 3964 30 % 20ze S 202aiba %6 20exataments ueadost I0como S 20nesos 200 36 20pane! |

Um globo de neve sera confeccionado da seguinte maneira, serd colocado em seu interior uma pir@mide solida
de altura F igual a 8 cm e de base tiangular, cujos vértices ficam sobre o globo bem como o topo dessa pirdmide,
como mostra a figura em 30D abaixo.

A esfera possui raio igual a 5 om, e a sec;io da esfera onde se encontra a base da pirdmide possui centro 6 &
raio igual a 4,04 cm. Sabe-se ainda que o dngulo BAC equivale a 60°, AD = &cm & a altura da base que contém
o ponto G & o volume total da esfera & de 523,6 cm®.

Qual o volume de dgua que sera necessario para preencher esse globo, considerando a pirdmide solida e
incluindo a parte abaixo da base dessa piramide? (use: /3 = 1.7).

(Dica: veja a figura em 30 pelo link: hitps:fwww geoaebra.org/classic/gatrnbnx)

Lembrar que:

a volume de esfera & dado por. Ve = %mr'3 e 0 volume da pirdmide dado por Vp = % Ab.R.
. lel dos cossenos: x? = yi4z? — 2, 9. 2. 008 o
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Atividade V1

a) Com o auxilio do tabuleiro do Geoplano, barbantes efou elasticos, construa um segmento AC onde Ae ©
sdo pontos quaisquer da circunferéncia e construa os raios 04 e OC.

b) Construa uma reta tangente a circunferéncia do Geoplano, onde o ponto de tangéncia seja ©.

c¢) Transfira as construcbes para o Geoplano de papel.

d) o raio OC e a reta tangente a esse raio formaram um Angulo de medida

2) Considerando o &ngulo central 40¢ e o Angulo formado pela reta tangente ao raio OC e 0 segmento AC,

qual a relacio entre suas medidas?

fi O &ngulo formado pela reta tangente ao raio € e o segmento AC & chamado de

g) Podemos concluir que a medida do dngulo £ a metade do dngulo

Atividade VI

a) Com o auxilic do tabuleiro do Geoplano e barbantes/elasticos, construa um segmento AC e outro 5D, onde
A,B.C e D a0 pontos da circunferéncia de centro O de modo que cruzem num pento P, (P = 0).

b) Transfira o procedimento acima para o Geoplana de papel.

c) Utilizando o transferidor, encontre a medida do Angulo de vértice P definido pelas retas E g 'ﬁ e destague
com canetas marca texto 05 seus arcos comespondentes na circunferéncia.

d) Volte aotabuleiro do Geoplano e construa o d&ngulo ceniral correspondente de cada arco que foi destacado
no item anterior.

e) Transfira a continuacdo do seu procedimento para o Geoplano de papel.

f) Utilizando o transferidor, encontre a medida de cada arco destacado, com a dica que elas estio associadas
aos seus Angulos centrais commespondentes.

g) Qual o valor da soma das medidas destes arcos destacados?

h) Considerando o Angule mencionade no item ¢} & a soma das medidas dos dois arcos destacados, verifica-

se alguma relacio?

i) Os angulos de menor medida formados pelos cruzamentos de AC e BD com vértice em P s&o chamados

de cuja medida & igual a

dos seus arcos correspondentes.
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Atividade VIl

a)

b)

c)

d)

g)

a)

h)

)

Mo tabuleiro do Geoplano construa qualquer reta tangente a circunferéncia (sendo ¢ o ponto de tangéncia),
sobre essa reta marque um ponto P diferente do ponto de tangencia.

Mo tabuleiro do Geoplano construa qualquer reta secante & circunferéncia passando por P, marcando as
intersec;bes da reta secante com a circunferéncia como sendo os pontos A e B.

Transfira as construcBes para o Geoplano de papel e destague com caneta marca texto os arcos que estio
no interior do dngulo definido pela reta tangente e a reta secante construida anteriormente cujos lados
contem os pontos citados acima.

Volte ao Tabuleiro do Geoplano e construa o angulo cenfral correspondente a cada arco que foi destacado
no item anterior.

Transfira suas novas construcies para o Geoplano de papel.

Itilizando o transferidor, encontre a medida de cada arco destacado, com a dica que elas estao associadas
aos seus dngulos centrais cormespondentes.

Utilizando o transferidor, encontre a medida do dngulo definido pela reta tangente e a reta secante
mencionado no item c).
Calcule a diferenca entre as medidas dos arcos do item f) (pegando o de maior medida menos o de menor
medida).
Analisando a medida do angulo encontrado no item g) e a diferenca dos arcos encontrados no item h),

qual a relacdo entre elas?

Qual 0 nome dado ae dngulo construido nesta atividade?
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Atividade IX

A cornea & a estrutura mais anterior do globo ocular e por ser transparente desempenha duas fungbes principais:
proteger as demais estruturas intraoculares e deixar passar as imagens até o seu destino, a retina. Desta forma,
para entender melhor a fungio da comea, comparamos @ mesma com um vidro de reldgio: tem que ser
resistente para proteger as outras estruturas do relogio e, também, ser fransparente para que possamos ver as
horas. Se por alguma razdo a comea perder sua transparéncia, fornando-se opaca, o paciente ndo terd uma
visdo nitida, inclusive, podendo chegar & cegueira. Em estudos feitos sobre o pos operatério de transplante de
comeas, observou-se as aplicactes de angulos excéntricos, como podemos cbservar na figura abaixo. O arco

BC comesponde a 1202 e o arco AC comasponde a 70°.

Temporal

Dascricio do dngulo limbda. dngulo kappa, eixo visual, linha de visdo, e pupilar, centro pupilar (CP) @ reflaxo
cornaano de Purkinge- Sansa (RCP-5).

O angulo formado pela linha de visdo (PE) e a reta tangente ao globo ocular que passa por ©, comasponde a:

a) 500
b}  25°
c)  15°
dy 300
e) 33
Atividade X

Utilizando a folha impressa FOLHA SUPLEMENTAR, responda os itens a seguir:

a) Construa o segmento que liga os doiz pontos de interseccdo das circunferéncias, chamando-osde Ae B.
b} Margue pontos WV, V., ..., Ve, trés em cada arco maior definido por Ae B em cada uma das
circunferéncias.

c) Para cada ponto escolhido, construa o angulo o tendo como vértice e lados contendo A e B (o= pontos
.-'-ﬂ?lB, .-’Iﬁ_:B, ey AF;E}I e, com o auxilic do transferidor, encontre sua medida.

d} Qual a regularidade encontrada em relacdo a esses dngulos obtidos no item anterior?

) A unido dos dois arcos maiores das circunferéncias definidos por Ae B representa uma figura

matematica com um nome especifico, qual seria?
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Atividade XI
- ,
SOLORROIE
ESTAMOS VENDO O FAROL F E AS RUINAS DO FORTE R SEGUNDO UM
ANGULO DE 50° £ AINDA PODEMOS VER O FALOR F E A TORRE DE
PETROLED T SESUNDS LW ANGULO DE 90°
w N

&

Essa foi a mensagem que uma embarcacio em dificuldades enviou a um faroleiro em

vigilia, que logo apods perdeu o sinal de comunicacio. Porém ao relatar a ocorréncia o

faroleiro prontamente prestou socorro e identificou o local exato da embarcacao ja que o

marinheiro da tripulacdo havia passado todas as informacbes necessarias.

Olhou para seu mapa e marcou um

“x" na localizacsio da embarcacio.

Se vocé fosse o faroleiro teria encontrade a embarcacio perdida?
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APENDICE E - Slides de Apresentacéo (1)

OBSERVE AS DIFERENCAS:

Angulo Central

\JAHQUIO Inscrito

Centro da
circunferéncia

ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

Angulos Inscritos
Sdo angulos cujo vértice pertence a
circunferéncia e seus lados interseccionam a
circunferéncia em dois pontos distintos.

Angulos Centrais 3
S3ao angulos cujo vértice é o centro de uma ‘

circunferéncia.
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ARCOS NA CIRCUNFERENCIA

A medida de um arco na circunferéncia é igual a

' medida do angulo central correspondente.

| ARCOMAIOR | [ ARCO MENOR | |SEM|1@|IR<CUNFEREN@A\

3
“o dngulo central esta sempre de olho no o~ o
—
seu arco correspondente” -

arco AB arco AB
A

PROPRIEDADE

A medida de um angulo inscrito é a metade
da medida do angulo central que tem o
mesmo arco correspondente.
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APENDICE F - Slides de Apresentacéo (2)

PROPRIEDADE

e - .
(A medida de um angulo central Boc é de 180°.

U

// A medida de um angulo inscrito BAC correspondente a metade
*\ da medida do angulo de 180°,0u seja, 90°.

| l
O triangulo ABC formado sempre sera um triangulo
retangulo.

PROPRIEDADE

Um quadrildtero convexo ABCD, é
inscritivel se e somente se, a soma
dos seus angulos opostos internos
forem iguais a 180°.

a+B=180°

mDAB + mBCD = 180°
e
mADC + mABC = 180°

C
@+6=180°




ANGULO DE SEGMENTO

Lado que contém o segmento AB.

pO

Um angulo de segmento é aquele cujo vértice A
pertence a circunferéncia, um de seus lados contém
um segmento AB, B na circunferéncia, e o outro lado
¢ tangente a circunferéncia.

!

Para os angulos de segmento vale a
seguinte propriedade:
mAOB
2

mBAP =

- @

A
\ﬁ

é o lado tangente a circunferéncia.

Apéndice G - Slides de Apresentacao (3)

ANGULO EXCENTRICO INTERIOR

AP e PB s3o lados do angulo excéntrico de
vértice P.

Um angulo excéntrico interior é um
angulo cujo vértice esta no interior da
circunferéncia.

1 |

Propriedade

mAB +mCD B +6

APB =x=
mn 2 2

Vértice ndo necessariamente coincide

com o centro da circunferéncia.
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ANGULO EXCENTRICO EXTERIOR

Um angulo excéntrico interior é um angulo cujo vértice esta Propriedade

no exterior da circunferéncia e seus lados sdo secantes ou -

tangentes a essa circunferéncia. A +8
8 mAOB = a = B_

Formado por uma secante e uma Formado por duas secantes a Formado por duas tangentes a
tangente a circunferéncia circunferéncia circunferéncia

ARCO CAPAZ

[ O conjunto dos pontos V em um plano tais que mAVB = a é
chamado de arco capaz do angulo de medida « sobre o
segmento AB. Neste caso, dizemos que V vé o segmento AB
sob o dngulo de medida .

Dizemos ainda que todo ponto desse lugar geométrico é
capaz de ver o segmento AB sob angulo .

Note que é a unido de dois arcos de circunferéncia, simétricos em
relagdo areta ﬁ e tendo os pontos A e Bem comum.
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APENDICE H - Atividade de Avalia¢&o Final
Disponivel em: https://forms.gle/luD4G9rRozJFzuUDJA.

AVALIACAO FINAL - REVISAO DE
GEOMETRIA

COM BASE EM SEUS COMHECIMENTO SOBRE ANGULOS CENTRAIS E INSCRITOS EM UMA
CIRCUNFERENCIA, RESPONDA AS QUESTOES A SEGUIR

*Obrigatdrio

Ma circunferéncia de centro © abaixo, encontre o valor de x. * ponta

. Q a5

‘ O e5°
K o

Ma figura, A.B e C sdo pontos da circunferéncia hde centroem Oeaec ponto
sao as medidas dos angulos com vertices em A e C, respectivamente.
Determine, em graus, a soma a+c, *

57
66
67°

54°

OO OO0O0

64°
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Determine a medida em graus B indicada na figura abaixo: * 1 ponto

B
QO s5°
C O o
/ O 7
QO e¢5°
D Q o0°

A

150°

Calcule a medida do angulo APB, mostrado na figura a seguir, sabendo que
o menor arco AB mede 25° e 0 menor arco DG mede 55°. * 1 ponto

1 ponto

Na figura a sequir, as medidas dos menores arcos AB, AC, CD e DE séo, respectivamente, 10°,
120%, 50°, e 80°. Com base nessas informagdes, a medida do arco AE e a de x correspondem a: *

() 120 e1s
() nore2s
() 1nstean

() 1no*ess

() 120°e30°
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Determine a medida © indicada na figura abaixo: * ponto

90°
84°
45°

144°

OO0OO0OO0O0

122

A foto a seguir mostra parte da decoragéo de uma grade, na China. Nela p
podemos ver um pentagono regular estrelado inscrito em uma
circunferéncia. Um designer deseja fazer a ilustragao desse padrao. Nessa
ilustragao, quanto devem medir, respectivamente, © menor angulo agudo

da ponta da estrela e o angulo entre duas dessas pontas? *

§

3

|

g O 40°er4s4°

§

: O s4cer20°

A
O 72°e108°
O 36°e108°
O 48° e 132°

nE’-‘""-" e —“=El
Um artista pretende construir uma escultura de base circular. Serao ponto

elevadas sobre essa base duas hastes triangulares, conforme a figura
abaixo, em que o ponto O € o centro do circulo de raio 4 m e as medidas
dos angulos BOC (angulo em O) e OBC (angulo em B) sao iguais. Nessas
condigdes, calcule a medida do contorno que servira de apoio as hastes. *

O 4(3+3)
O 4(2+3)
A. 5 C O 443
O 12

O 1243
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Uma bicicleta esta apoiada perpendicularmente sobre o solo. Os aros dos 1 ponto
pneus das bicicletas estao representados no desenho abaixo. Do centro

do aro até sua borda foram colocados dois pinos de apoio, A e V, que

serao as extremidades de uma vareta metalica que serve de sustentagao

para a bicicleta. Sendo OV perpendicular ao solo, B (beta) o angulo

formado vareta metalica e a reta pontilhada paralela ao solo, igual a 60° e o

raio desse aro igual 20 qual o tamanho da vareta metalica? *

24cm

40 cm

20cm

20v3 cm

O OO0OO0O0

2243 cm



