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“[...] “Vocé poderia me dizer, por favor, qual o caminho para sair
daqui?”

“Depende muito de onde vocé quer chegar”, disse o Gato.

“Nédo me importa muito onde...” foi dizendo Alice.

“Nesse caso ndo faz diferenca por qual caminho vocé va”, disse o Gato.
“...desde que eu chegue a algum lugar”, acrescentou Alice, explicando.
“Oh, esteja certa de que isso ocorrerd”, falou o Gato, “desde que vocé
caminhe bastante.”

Carroll, (2000, p.81)



RESUMO

Ao analisar a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), observa-se que devem ser enfatizadas
as tarefas que analisam e produzem transformacbes e ampliacbes ou reducdes de figuras
geométricas planas, identificando seus elementos variantes e invariantes, desenvolvendo assim
0s conceitos de congruéncia e semelhanca, levando o aluno a ser capaz de reconhecer as
condicdes necessarias e suficientes para obter tridngulos congruentes e semelhantes.
Conhecimento esse que se faz presente através do objeto de conhecimento semelhanca de
tridangulos no 9° ano do Ensino Fundamental. Assim, esse trabalho se propde a apresentar ao
professor uma sequéncia de atividades com base na metodologia de Resolugéo de Problemas
para aplicacdo em sala de aula, cujo objetivo € introduzir a semelhanca de triangulos utilizando
como material concreto os polidiamantes, os quais sdo poliformas compostas de triangulos
equilateros. Em particular, as atividades tém por objetivo conduzir os alunos as definicdes e
propriedades de congruéncia e semelhanca de triangulos. Desta forma, o trabalho apresenta uma
proposta para as aulas de Matematica, Praticas Experimentais ou outras aulas dos curriculos,
cujo objetivo € a implementacdo da metodologia de Resolucdo de Problemas e a utilizacao de
materiais concretos. Também se explora importantes publicacfes sobre os polidiamantes, seus

problemas e desafios conhecidos.

Palavras—chave: Congruéncia de Triangulos. Semelhanca de Tridngulos. Resolucdo de

Problemas. Polidiamantes.



ABSTRACT

When analyzing the National Common Curricular Base (BNCC), it is observed that the tasks
that analyze and produce transformations and enlargements or reductions of flat geometric
figures must be emphasized, identifying their variant and invariant elements, thus developing
the concepts of congruence and similarity, leading the student to be able to recognize the
necessary and sufficient conditions to obtain congruent and similar triangles. Knowledge that
is present through the object of knowledge similarity of triangles in the 9th grade of Elementary
School. This work proposes to present a sequence of activities based on the Problem Solving
methodology, whose objective is to introduce the similarity of triangles using polyiamonds as
concrete material, which are polyforms composed of equilateral triangles. In particular, the
activities aim to conduct students to the definitions and properties of congruence and similarity
of triangles. The work presents a proposal for classes in Mathematics, Experimental Practices
or other classes in the curricula, whose objective is the implementation of the Problem Solving
methodology and the use of concrete materials. Important publications about polyiamonds, their

known problems and challenges are also explored.

Keywords: Congruence of Triangles. Similarity of Triangles. Problem Solving. Polyiamonds.
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1. INTRODUCAO

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é o documento de referéncia nacional para
a formulacéo curricular de todos os sistemas e redes de ensino do pais. O documento é de carater
normativo, ou seja, ele define o conjunto orgénico e progressivo de aprendizagens essenciais a
serem desenvolvidas ao longo das etapas e modalidades da educacdo bésica de modo a
assegurar o direito a aprendizagem e ao desenvolvimento dos alunos ao longo da fase escolar
(BRASIL, 2018).

Sobre a &rea de Matematica, a BNCC (BRASIL, 2018) afirma que o conhecimento
matematico ndo se restringe apenas a quantificacdo de fenémenos deterministicos e de técnicas
de célculo com os nimeros e com as grandezas, pois também estuda os fenbmenos de carater
aleatdrio, criando assim sistemas abstratos que inter-relacionam e organizam fenémenos do
mundo fisico ou ndo. Afirmando ainda que, o conhecimento matematico é necessario, tanto
pela sua aplicacdo, quanto pela potencialidade na formacéo de cidadaos.

O Curriculo Paulista (SAO PAULO, 2019) tem o papel de definir e explicitar as
competéncias e as habilidades essenciais para o desenvolvimento cognitivo, social e emocional
dos estudantes da rede estadual de S&o Paulo, considerando a formagé&o integral na perspectiva
do desenvolvimento humano. E contemplado no Curriculo Paulista todas as competéncias
gerais da BNCC, sendo o processo de reelaboracdo desse documento iniciado logo apos a
homologacédo da BNCC.

A Matemadtica é vista no Curriculo Paulista (SAO PAULO, 2019) como parte do
conhecimento humano e que assume um papel relevante na formacao dos estudantes pela sua
utilidade e sua compreensdo como linguagem, afirmando que a Matematica deve ser vista como
uma ciéncia e que seu estudo deve concorrer para o desenvolvimento de capacidades
fundamentais de analise, compreensdo e intervencdo de diferentes contextos. O Curriculo
Paulista afirma ainda que, os conhecimentos matematicos privilegiam tanto as especulagdes
teoricas, quanto as aplica¢Ges praticas dos conhecimentos matematicos.

Segundo a BNCC (BRASIL, 2018) e o Curriculo Paulista (SAO PAULO, 2019) nos
anos finais do Ensino Fundamental devem ser enfatizadas, além da consolidacdo e ampliacdo
das aprendizagens dos anos iniciais do Ensino Fundamental, as tarefas que analisam e produzem
transformacdes e ampliaces ou reducbes de figuras geométricas planas, identificando seus
elementos variantes e invariantes, desenvolvendo assim 0s conceitos de congruéncia e

semelhanga, levando o aluno a ser capaz de reconhecer as condi¢Bes necessarias e suficientes
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para obter tridngulos congruentes e semelhantes, sabendo aplicar esse conhecimento para
realizar demonstragdes simples e contribuindo para o raciocinio hipotético-dedutivo.

No 9° ano do Ensino Fundamental esse conhecimento se traduz na unidade tematica de
Geometria através do objeto de conhecimento semelhanca de tridngulos e da habilidade
EFO09MA12 cujo objetivo ¢ “Reconhecer as condigdes necessarias e suficientes para que dois
tridngulos sejam semelhantes” (BRASIL, 2018, p.317; SAO PAULDO, 2019, p.359).

A habilidade anterior € apoiada por outras habilidades a serem desenvolvidas em anos
anteriores. No 3° ano do Ensino Fundamental temos que a congruéncia de figuras geométricas
planas se faz presente através da habilidade EFO3MA 16 com o objetivo de “Reconhecer figuras
congruentes, usando sobreposicdo e desenhos em malhas quadriculadas ou triangulares,
incluindo o uso de tecnologias digitais” (BRASIL, 2018, p.288; SAO PAULO, 2019, p.335).

Temos no 6° ano do Ensino do Fundamental a construcéo de figuras semelhantes através
da ampliacdo e reducdo de figuras planas em malhas quadriculadas, habilidade EFO6MA21,
cujo objetivo € “Construir figuras planas semelhantes em situacdes de ampliacao e de redugao,
com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano e tecnologias digitais” (BRASIL, 2018,
p.303; SAO PAULO, 2019, p.349).

Podemos observar no 8° ano do Ensino Fundamental que, assim como afirmado
anteriormente, a aprendizagem sobre congruéncias de triangulos esté atrelada a aprendizagem
das propriedades de quadrilateros através da habilidade EFO8MAL4, onde o objetivo é
“Demonstrar propriedades de quadrilateros por meio da identificagdo da congruéncia de
triangulos” (BRASIL, 2018, p.315; SAO PAULO, 2019, p.356).

Assim, ao longo dos anos temos as habilidades consideradas essenciais e que serdo apoio
para aprender as condic@es suficientes e necessarias para desenvolver o conhecimento sobre
semelhanca e congruéncia de triangulos. Conhecimento esse que sera fundamental para
demonstrar, por exemplo, as relagdes métricas no triangulo retangulo, objeto de conhecimento
do ultimo ano escolar do Ensino Fundamental.

Uma das competéncias especificas de Matematica no Ensino Fundamental, segundo a
BNCC (BRASIL, 2018), é que o aluno desenvolva o raciocinio loégico, o espirito de
investigacdo e a capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos
conhecimentos matematicos. Outra competéncia especifica é que o aluno enfrente situagdes-
problema, inclusive situacfes imaginadas que podem néo estar relacionadas ao aspecto pratico-

utilitario e que expresse suas respostas e conclus@es utilizando diferentes registros e linguagens.
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Ainda, segundo a BNCC, temos que

“Os processos matematicos de resolucdo de problemas, de investigacdo, de
desenvolvimento de projetos e da modelagem podem ser citados como formas
privilegiadas da atividade matematica, motivo pelo qual sdo, a0 mesmo tempo, objeto
e estratégia para a aprendizagem ao longo de todo o Ensino Fundamental.” (BRASIL,
2018, p. 266).

Processos esses considerados potencialmente ricos para o desenvolvimento das
habilidades fundamentais para o letramento matematico. Assim, a BNCC (BRASIL, 2018) se
orienta pelo pressuposto que a aprendizagem em Matematica esta relacionada a apreensédo de
significados dos objetos matematicos ndo deixando de lado suas aplicacGes. As conexdes
estabelecidas entre os alunos e os demais componentes curriculares, entre eles e o cotidiano, e
entre eles e os diferentes temas matematicos é o que resultam os significados dos objetos
matematicos.

No Curriculo Paulista (SAO PAULO, 2019) a Resolucio de Problemas é vista como
uma atividade central no ensino e aprendizagem de Matematica por favorecer a percep¢ao de
diferentes perspectivas para enfrentamento de uma situagdo, bem como a articulagéo e
refinamento de seus pensamentos. A Resolugdo de Problemas, segundo o Curriculo Paulista,
propicia a persisténcia, a reflexdo, a investigacdo, o questionamento e a observacdo de maneira
que as solucbes propostas sejam as mais eficientes e precisas, 0 pensamento critico. Assim,
enfrentar um desafio promove a reflex@o e a valorizagdo de formas pessoais de resolucéo, a
criatividade, diferentes pontos de vista e 0 ajuste consciente de suas préprias estratégias.

Segundo Allevato e Onuchic (2014) quando falamos sobre ensino de Matematica
fundamentado na Resolucdo de Problemas, este pode se dar de trés formas diferentes. A
primeira é considerar o estudo da Resolugdo de Problemas como um novo contetdo, incluindo
0 ensino de como se resolver problemas. Ha também o ensino de Matematica para a Resolugéo
de Problemas que ocorre quando ao final da aprendizagem de conceitos matematicos é
apresentado problemas para que sejam resolvidos aplicando o conceito aprendido. E por fim, o
ensino de Matematica através da Resolucdo de Problemas. A este ultimo, as autoras consideram
que a expressdao “através” enfatiza que ambas Resolugdo de Problemas e Matematica sdo
construidas ao mesmo tempo e continuamente.

Allevato e Onuchic (2014) citam as recomendacGes de que a Resolucdo de Problemas
seja trabalhada como ponto de partida das atividades matematicas em sala de aula. Temos,
entdo, o ensino de Matematica através da Resolucdo de Problemas. Assim, segundo as ideias

que sustentam as orientacGes para o trabalho em sala de aula tomam como principio que a
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aprendizagem se realiza pelo proprio aluno através da construgdo de conceitos quando esse
confronta suas concepgdes e constrdi o conceito pretendido pelo professor.

Para que uma atividade se constitua como um problema, segundo Allevato e Onuchic
(2014, p. 44), “[...] o professor ndo pode prescrever aos estudantes os métodos e/ou regras
especificas para que obtenham a solugdo”. Dessa forma, a configuracdo da relacdo entre
problema e resolvedor sera a de que se o resolvedor ja conhece ou memorizou os métodos de
resolucdo, ou ainda, se ndo estiver interessado na atividade, essa ndo sera para ele um problema.

Allevato e Onuchic (2014) apresentam dez etapas como forma de organizacao das
atividades em sala de aula para que seja possivel trabalhar a Matematica através da Resolugéo
de Problemas. Na primeira etapa, o problema gerador que visa a constru¢gdo de um novo
conteddo é proposto para os alunos ou até mesmo os proprios alunos propde um problema. A
seguir o aluno realiza a leitura individual e somente entdo os alunos se reunem e fazem
novamente uma leitura em conjunto para a discusséo do problema. O professor apenas auxilia
em duvidas secundarias, incentivando e observando os alunos, atuando como mediador.

Ainda sobre as dez etapas propostas por Allevato e Onuchic (2014), a quarta etapa, o da
resolucdo do problema gerador, é onde os alunos tentam resolver o problema em grupos e
precisam registrar suas resolucdes da maneira mais adequada, utilizando também a linguagem
matematica. O professor ainda observa e incentiva a resolucdo do problema, lembrando que o
conhecimento especifico deve ser construido pelo aluno ao longo da resolucéo do problema.

Finalizada a etapa da resolucdo do problema pelo grupo de alunos, cada grupo registra
na lousa sua resolucdo para a etapa seguinte, a plenaria. Na plenéria, os alunos sdo convidados
a discutirem os meios, métodos, estratégias e resolucdes de cada grupo, para que assim
professor e alunos cheguem a um consenso sobre o resultado correto, sendo esse momento em
gue ocorre um grande aperfeicoamento da leitura e escrita matematica, afirmam Allevato e
Onuchic (2014).

Nesta etapa podem surgir erros nas solugdes dos alunos e esses devem ser analisados.
Ao analisar o erro podemos identificar o que o aluno conhece ou ndo, enquanto ao analisar o
acerto, ndo é possivel fazer essa identificagdo. Analisar as repostas dos alunos, para Cury (2013)
é uma forma de auxiliar a construgdo do conhecimento bésico necesséario para transmitir
conteudos especificos. Para interpretar as produgdes ou respostas dos alunos é preciso refletir
0 que o aluno queria dizer com aquilo, 0 que sabem e 0 que ndo sabem.

Podemos aprender com as respostas dos alunos. Cury (2013) afirma que, ao observar a

resposta correta, alguns erros ocultos podem nos levar a conclusdes contraditdrias. E necessario
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que o aluno desenvolva uma atitude mental favoravel a elaboragdo de hipoteses, a critica e a
criatividade.
Cury (2013, p. 82) afirma ainda que,
“Como base nas sugestdes para uso dos erros, destaco a ideia de que o erro se constitui
como um conhecimento, é um saber que o aluno possui, construido de alguma forma,

e é necessario elaborar intervengdes didaticas que desestabilizem as certezas, levando
o estudante a um questionamento sobre as suas respostas.”.

Apls a plenaria e o consenso sobre a resposta da atividade, o conceito deve ser
formalizado pelo professor, com uma linguagem formal, organizada e estruturada e, se
necessario, introduzindo os conceitos, principios e demonstragdes.

Segundo o Curriculo Paulista (SAO PAULO, 2019) a Resolucio de Problemas quando
utilizada como estratégia metodoldgica pode tornar os estudantes ativos no processo de
aprendizagem pois o problema é o ponto de partida para novos conhecimentos, além de
proporcionar um trabalho coletivo de forma cooperativa. A Resolucdo de Problemas pode ainda
ser associada a utilizacdo das tecnologias, jogos ou materiais manipulaveis. No entanto, a forma
de utilizacdo desses materiais deve ser apropriada para auxiliar na aprendizagem.

“[...] recursos didaticos como malhas quadriculadas, abacos, jogos, livros, videos,
calculadoras, planilhas eletrdnicas e softwares de geometria dindmica tém um papel
essencial para a compreensdo e utilizagdo das no¢es matematicas. Entretanto, esses
materiais precisam estar integrados a situagcBes que levem a reflexdo e a

sistematizacdo, para que se inicie um processo de formalizagdo.” (BRASIL, 2018,
p.276).

Para Mendes (2009) o uso de materiais concretos para ensinar Matematica € uma
alternativa didatica que contribui para o professor realizar intervencdes na sala de aula e
proporciona ao aluno tornar-se um agente ativo na construcdo do proprio conhecimento
matematico. Porém, para o autor, o material é usado de maneira inadequada quando utilizado
ocasionalmente como peca motivadora ou quando o aluno é apenas um espectador das
demonstragcdes. Ainda, conexdes devem ser estabelecidas entre o material e os conceitos,
principios e propriedades matematicas a serem ensinados através do material.

Mendes (2009) afirma ainda que para a didatica da Matematica, saber matematica néo
¢ apenas aprender teoremas e defini¢cdes. Nesse processo, o trabalho do professor € desenvolver
atividades que possibilitem & recontextualizacdo da Matematica, ou seja, uma transposicao
didatica, fomento a criacdo de um ambiente investigador, criativo e desafiador. A didatica da

Matematica é um dos polos de discussdes que considera a necessidade de uma abordagem
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didatica para a Matematica que se centre no uso de sequéncias didaticas, para a melhoria do
ensino, levando o aluno a se comportar como investigador do proprio conhecimento.

Com base principalmente nas orientacdes dos documentos oficiais, fundamentado na
metodologia de Resolucdo de Problemas de Allevato e Onuchic (2014) e na indicacdo de
Mendes (2009) de como usar materiais concretos como uma alternativa didatica para ensinar
matematica, no capitulo quatro deste trabalho é proposto ao professor uma sequéncia de
atividades para o ensino de semelhanca de triangulos para o0 9° ano do Ensino Fundamental,
contetdo considerado fundamental e importante para o desenvolvimento do pensamento
geométrico. A sequéncia busca conduzir o aluno a reconhecer as condi¢fes necessarias e
suficientes para que dois triangulos sejam semelhantes, estendendo o conceito de semelhanca
para outras figuras, o conceito de razdo de semelhanca e a razdo entre as areas de figuras
semelhantes.

O segundo capitulo trata da fundamentacgdo tedrica apresentando definigcdes e teoremas
sobre congruéncia e semelhanca de triangulos, de poligonos e de figuras. O professor podera
adapta-la para que seja viabilizada a formalizacdo do conteddo para seus alunos ou usa-la para
aprofundamento teorico sobre congruéncias e semelhancas.

Os polidiamantes séo apresentados no capitulo trés, onde eles sdo definidos e é realizado
um breve resumo histérico e uma analise das publicacGes e do conhecimento acumulado até o
presente momento sobre estes, buscando mostrar a versatilidade da utilizacdo deles como pecas

gue compde o material didatico e ladico.
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2. FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Segundo Lima (1991), a nocdo de semelhanca corresponde a ideia natural de ampliacao
e reducdo de uma figura, alterando seu tamanho sem modificar sua forma. Ainda segundo o
autor, o conceito estudado nas escolas sobre semelhanga é definido principalmente para
triangulos e, cuja definicdo, se estende para os demais poligonos. Porém, em algumas situacdes
em que gostariamos de comparar figuras semelhantes, ndo podemos aplicar as definicdes
encontradas nos livros, pois envolvem figuras que ndo sdo poligonos. A definicdo geral de
semelhanca de figuras é apresentada a seguir, baseada em Lima (1991). Nas demais se¢Ges
particularizaremos as definicGes e propriedades de congruéncia e semelhanca para triangulos e
poligonos, baseadas em Barbosa (1985).

Utilizaremos como notacdo AB para segmento de extremidades A e B, AB para medida
do segmento AB, o simbolo = para representar congruente e o simbolo ~ para representar

semelhante.

Sejam F e F' figuras no plano e r um namero real positivo.

Definicdo 2.1: Diz-se que F e F’ sdo semelhantes, com razdo de semelhanca r, quando
existe uma correspondéncia biunivoca o: F = F’, entre os pontos de F e os pontos de F’, com a
seguinte propriedade: se X, Y sdo pontos quaisquer de F e X' = o(X), Y = o(Y) sdo seus

correspondentes em F’ entdo

XY =r.XY. (1)

Os pontos X e X' sdo denominados pontos homologos ou pontos correspondentes.
Podemos dizer que duas figuras F e F' sdo semelhantes quando existe uma

transformacéo de semelhanca, que preserva a forma das figuras (Figura 2.1).

Figura 2.1 — Figuras semelhantes.

F
F

o d

Fonte: Elaborada pela autora.
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A propriedade de multiplicar as distancias pelo fator constante r, chama-se semelhanga
derazdorentre Fe F.

Para toda transformacéo que satisfaz a igualdade (1) temos que, pontos colineares sao
transformados em pontos colineares, as medidas de angulos e o paralelismo de retas sdo
preservados. A demonstracdo destes resultados pode ser encontrada em Lima (1991).

Assim, a nocdo de semelhanca corresponde a ideia de mudanca de escala, pois, teremos

uma ampliacdo quando a razdo r satisfaz r > 1 e uma reducdo quando 0 < r < 1.

Temos que:

1. se F é semelhante a F’' com razdo r entdo F' é semelhante a F com razao % De fato, da
semelhanca de F e F’existe uma correspondéncia biunivoca o: F > F’, tal que X' = o(X)
eY' = o(Y),paratodo X, Y com, X'Y’ = r.XY. Logo, existe a fungdo inversac~1: F' > F

biunivoca, tal que X = 6 1(X") e Y = o7 (Y'). Ainda,

XY =r.Xy=Xy=-.x'Y".

==

Dizemos que a semelhanca satisfaz a propriedade simétrica.

se F é semelhante a F' com razdo r e F' é semelhante a F"’ com razéo r’ entdo F é
semelhante a F"' com razdo r.r’. De fato, da semelhanca de F e F' existe uma
correspondéncia biunivoca o: F > F', tal que X' = o(X) e Y' = o(Y), para todo X, Y
com, X'Y' = r. XY. Da semelhanca de F’ e F"’ existe uma correspondéncia biunivoca
o :F>F  talque X’ =o'(X) e Y’ = o'(Y"), para todo X', Y’ com, X"Y" =r'. X'Y".

Logo, existe a fungdo composta o , o”: F = F" biunivoca, tal que X"’ = o’(c(X)) e Y =

o'(o(Y)). Ainda, XY =r. XY e XY =r'. X'Y'. Assim,

XIIYII — 1,,I XIYI = XIIYII =r 1,,l W
Dizemos que a semelhanca satisfaz a propriedade transitiva.

A figura F é semelhante a ela mesma, ou seja, o: F > F é uma semelhanca de razéo 1.
Assim, a semelhanca satisfaz a propriedade reflexiva. Uma semelhanca de razéo 1,
chama-se isometria, pois para quaisquer pontos X, Y em F, a distancia de X' = o(X) a

Y' = o(Y) éigual a distdnciade X a Y.

Definicdo 2.2: Quando existe uma isometria entre as figuras F e F', diz-se que estas sdo

congruentes.
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2.1 Congruéncia de Triangulos

Definicdo 2.1.1: Diremos que dois segmentos AB e CD s&o congruentes quando AB =

CD e que dois angulos A e B sdo congruentes se eles ttm a mesma medida.

Definic¢do 2.1.2: Dois tridngulos sdo congruentes quando for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes

sejam congruentes.

Podemos observar que essa definicao satisfaz a defini¢do 2.1 parar = 1.
Assim, dois triangulos sdo congruentes se for possivel mover um deles no plano, sem
deforma-lo, até fazé-lo coincidir com o outro. A Figura 2.2 mostra dois triangulos congruentes

ABC e A'B’C’' com a correspondéncia de vértices A & A"; B« B’; C - C'.

Figura 2.2 — Triangulos congruentes.
A

g B’
Fonte: Elaborada pela autora.

Temos entdo, que:

& ABC=A'B'C.

Desta forma, temos seis relacBes necessarias que devem ser satisfeitas para que dois
tridangulos sejam congruentes.

A congruéncia de triangulo satisfaz as propriedades reflexiva, onde um tridngulo
qualquer ABC é congruente a si mesmo, simétrica, se o triangulo ABC é congruente ao triangulo
A'B'C’, entdo o triangulo A'B'C’ é congruente ao triangulo ABC, e a transitiva, se o triangulo
ABC é congruente ao triangulo A'B’C’ e o triangulo A'B’C’ é congruente ao triangulo A”B"'C",

entdo o triangulo ABC é congruente ao triangulo A”B"C"'.
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Ao utilizar a definicdo 2.1.2 sdo necessarias seis hipoteses para verificar a congruéncia
de dois tridngulos. Utilizando os casos ou critérios de congruéncia a seguir reduzimos o nimero

de hipoteses para trés.

Axioma 2.1.3 (1° caso de congruéncia - LAL): Se dois lados de um triangulo e o
angulo formado por esses dois lados forem respectivamente congruentes a dois lados de outro

triangulo e ao angulo formado por esses dois lados, entdo os dois tridngulos sdo congruentes.

Seja ABC e A'B’C’ dois tridngulos tais que AB = A’B’, AC = A’C’ e A = A’ (Figura 2.3),

temos que os triangulos ABC e A'B’C’ sdo congruentes pelo axioma 2.1.3.

Figura 2.3 — 1° caso de congruéncia - LAL.

C B’
Fonte: Elaborada pela autora.

Simbolicamente,

AB=AB" |,
A=A = ABC=AB'C.
AC=A'C

Teorema 2.1.4 (2° caso de congruéncia — ALA): Se dois angulos de um triangulo e o
lado compreendido entre esses dois angulos forem respectivamente congruentes a dois angulos
de outro tridngulo e ao lado compreendido entre esses dois angulos, entdo os dois triangulos
s8o congruentes.

Demonstracgéo:

Seja ABC e A'B’C’ dois triangulos tais que AB=AB’,A = A’e B = B’. Seja D um
ponto da semirreta AC tal que AD = A’C’ (Figura 2.4).

Considerando o triangulo ABD e comparando-o com o triangulo A’B'C’, como AD =
A'C’, AB=A'B' e A=A, concluimos pelo axioma 2.1.3 que ABD = A'B'C’. Como
consequéncia, tem-se que ABD =B’. Por hip6tese B’ = ABC, logo ABD = ABC.
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Consequentemente as semirretas BD e BC coincidem. Assim o ponto D coincide com o ponto C
e, portanto, coincidem os triangulos ABC e ABD. Como ABD = A'B’C’ entdo, ABC = A'B'C’.

Figura 2.4 — Ponto D da semirreta AC tal que AD = A’C’.

C @2
D
B B’

Fonte: Elaborada pela autora.

Seja ABC e A'B'C’ dois triangulos tais que AB = A’B’, A=A’ e B = B’ (Figura 2.5),

temos que os triangulos ABC e A'B’C’ sdo congruentes pelo teorema 2.1.4.

Figura 2.5 — 2° caso de congruéncia - ALA.

A 2
B
A
C B’
Fonte: Elaborada pela autora.

Simbolicamente,

, ALA
B’ = ABC =A'B'C’.

!

>

>

%

o) & >y
Il

o)

Corolario 2.1.5 (caso de congruéncia — LAAO): Se dois triangulos possuem um lado,
um angulo adjacente e um angulo oposto a esse lado respectivamente congruentes, entdo os
dois tridngulos séo congruentes.

Demonstracgéo:
Sejam os triangulos ABC e A'B'C’ tal que, AB=A'B’, A =

e C = C' (Figura 2.6).

D>\>

No triangulo ABC,

e portanto,
B=180°-A-C. 2)
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Figura 2.6 — Caso de congruéncia - LAAo.
A

C
Fonte: Elaborada pela autora.

Analogamente, no triangulo A’B’C’,
A"+B' +C =180°.

Assim,
B'=180°—A' - C. ©)

(4)
)

Da hipotese,

>
I
>

~

o
I
oY

Assim, substituindo (4) e (5) em (3),
B'=180°—A-C.

Comparando B’ com B em (2), temos que:
B’ = B.

Portanto,
A=A,
AB=A'B'e
B=B.

Logo, pelo Teorema 2.1.4 os tridngulos ABC e A'B’C’ sdo congruentes.

Teorema 2.1.6 (3° caso de congruéncia — LLL): Se os trés lados de um triangulo sé&o,

em alguma ordem, respectivamente congruentes aos trés lados do outro tridngulo, entdo os dois

tridngulos sdo congruentes.

Demonstracéo:
Seja ABC e A'B’C’ dois triangulos tais que AB = A’'B’, AC = A’C’' e BC = B’C’. Vamos

provar que ABC = A'B'C’.
Para isto, construa, a partir da semirreta AB e no semiplano oposto ao que contém o

ponto C, um angulo igual ao angulo A’. No lado desse angulo que ndo contém o ponto B, marque
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um ponto D tal que AD = A’C’ e ligue D a B. Como AB = A'B’, AD = A’C’ e DAB = A’, entéo
ABD = A'B'C’ (Figura 2.7), pelo axioma 2.1.3.

Figura 2.7 — Triangulos ABC, A'B'C’ e ABD.
C C

Fonte: Elaborada pela autora.

Vamos agora mostrar que os triangulos ABD e ABC séo congruentes. Para isto, trace CD.
ComoAD = A'C’ = AC e DB = B'C’ = BC, ent#o os triangulos ADC e BDC sdo isésceles. Segue-
se que ADC = ACD e CDB = DCB. Logo, ADB = ACB. Portanto, pelo axioma 2.1.3, ABD =
ABC. Pela propriedade transitiva, ABC = A'B'C’.

Seja ABC e A’B’C’ dois triangulos tais que AB = A’'B’, AC = A’'C’ e BC = B'C’ (Figura

2.8), temos que os triangulos ABC e A'B’C’ sdo congruentes pelo teorema 2.1.6.

Figura 2.8 — 3° caso de congruéncia - LLL.
A ¢

C B’
Fonte: Elaborada pela autora.

Simbolicamente,
AB=AB" |
AC=A'C — ABC= A'B'C'.
BC =B'C’
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2.2 Semelhanga de Triangulos

Definicdo 2.2.1: Dois triangulos sdo semelhantes quando for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que seus angulos correspondentes sejam
congruentes e seus lados correspondentes sejam proporcionais, isto €, a razao entre as medidas

dos lados correspondentes séo iguais.

Assim, se ABC e A'B'C’ séo dois triangulos semelhantes (Figura2.9)e A & A’; B & B';

C « C' é acorrespondéncia de vértices que estabelece a semelhanca.

Figura 2.9 — Tridngulos semelhantes.

Fonte: Elaborada pela autora.

TemOS,
A=A B=B;C=C
AB _ AC _ BC _ & ABC ~ A'B'C.
a5 ac _mo ¢

AB C BC , ~
— = =—==r, parar > 0, é chamado de razéo

Neste caso 0 numero r, tal que
ArBr ArCr B/Cs

de semelhanca ou razéo de proporcionalidade entre os dois triangulos ABC e A'B’C’ e os lados
séo ditos proporcionais.

Observamos que em dois triangulos congruentes essa razao de semelhanca é igual a um
e sua reciproca é verdadeira. Assim, dizemos que um triangulo é semelhante a ele mesmo e a
semelhanga de tridngulo satisfaz a propriedade reflexiva.

A semelhanca de triangulos também satisfaz a propriedade simétrica, isto €, se 0

triangulo ABC é semelhante ao triangulo A'B’'C’ com razéo de semelhanca r, entdo o triangulo

. ‘A ~ 1
A'B'C’ é semelhante ao triangulo ABC com razéo de semelhanga -
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Seja ABC e A'B’C’ dois tridngulos tal que ABC e A'B'C’ sdo semelhantes com razdo de

semelhanca r (Figura 2.10). Mostremos que a razdo de semelhanca entre os triangulos A'B'C’ e

ABCé2
r

Figura 2.10 — Triangulos ABC e A'B'C’.

A C‘)

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que, sendo os tridngulos ABC e A'B’'C’ semelhantes,

,—E,=r = AB=r.A'B. (6)

>

Da equacéo (6),

=

B =

De maneira andloga demonstra-se que,

A'C =

Al

B'C' =

Desta forma, a razdo de semelhanca entre os triangulos A'B’'C’' e ABC é %

A semelhanca de triangulos satisfaz a propriedade transitiva, se o triangulo ABC é
semelhante ao tridngulo A'B'C’ com razdo r e o tridngulo A'B'C’ é semelhante ao triangulo
A"B"C" com razédo r’, entdo o tridngulo ABC é semelhante ao triangulo A”B"'C"" com razao de
semelhancar.r'.

Seja ABC, A'B'C’ e A""B''C" triangulos, tal que ABC e A'B'C’ sdo semelhantes com razao
de semelhanca r, A'B'C’ e A”B"'C" sdo semelhantes com razdo de semelhanca r’ (Figura 2.11).
Mostremos que de fato, a razdo de semelhanga entre os triangulos ABC e A"B"'C" é r.1".

Observe que, sendo os triangulos ABC e A'B'C’ semelhantes,

:=r=>A’B’=m.r. (7)
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Figura 2.11 — Transitividade da semelhanga de tridngulos.

Fonte: Elaborada pela autora.

Sendo os triangulos A'B'C’' e A”"B"'C"" semelhantes,

AY > AB =AB.r. (8)

Das equacoes (7) e (8),
A"B" =A'B'.r' = AB.r.r.
De maneira analoga demonstra-se que,

A"C" = AC.r.r'",

B"C”" =BC.r.r.

Desta forma, a razdo de semelhanca entre os triangulos ABCe A"B"'C"" ér.r'.

Demonstraremos 0s teoremas 2.2.3 a 2.2.5 que estabelecem as condi¢des suficientes
para que dois triangulos sejam semelhantes, chamados de casos de semelhanca de tridngulos.
Para isso, utilizaremos o proximo teorema.

Teorema 2.2.2: Se uma reta paralela a um dos lados de um triangulo, corta os outros
dois lados, entdo ela os divide na mesma razéo.

Demonstracéo:

Seja ABC um triangulo e r uma reta paralela ao lado BC que corta os lados AB e AC,

respectivamente, nos pontos D e E (Figura 2.12). Vamos demonstrar que

=l 3l
Al

. . ~ AB _AC .
Para isto, tome um segmento AP; na semirreta AB de modo que as razdes — € 35 hao
1 1
sejam numeros inteiros. Consideremos na semirreta AB os pontos P,, P;,..., Py, ... tais que,
k. APl = Apk,

para todo k > 2.
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Figura 2.12 — Tridngulo ABC e retar.

Fonte: Elaborada pela autora.

Existem entdo dois nimeros inteiros m e n tais que,
D esta entre P, € P41 €
Bestaentre P, e Py, .

Tem-se, portanto,

S — S— AP; _ AD _ (m+1)AP;
m.AP; <AD < (m + 1). AP, = “‘ATB1<E<%, (9)
-— -— -— 1 1 1
H.AP1<AB<(H+1).AP1 $m<A__B<n.A—P1' (10)
Das inequacdes (9) e (10),
m.AP; AD (m+1).A_P1=>l<£<m_+1 (11)

AB AB AB n+1 AB n

Tracemos pelos pontos Py, P, ..., Pn+1retas paralelas a BC. Estas retas cortam a semirreta
AC em pontos Q1, Q2, ..., Qn+1, 0s quais também satisfazem a
k. AQ = AQy,
para todo K, 2 < k < n + 1. Além disso, o ponto E encontra-se entre Q,, € Q41 € 0 ponto C
entre Q, € Qu+1- O mesmo raciocinio feito acima pode ser repetido aqui obtendo-se como

resultado a desigualdade

m AE m+1
ne1 <A Th (12)
Assim, da desigualdade (12),
m+1 AE m
-() <—w%<-Go) 13)

Das desigualdades (11) e (13),

m m+1 AD AE _m+1 m
- () <mwm<T-(h) (14)

Assim, podemos concluir da desigualdade (14) que

AD _ AE m+i =~ m (15)

AB AC n n+1’




ou seja, as razoes
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Observe que, como m < n, entéo

m+1 _ 1 _ m+n+1 < 2n+2 _ E
n n+tl n(@m+1) — n(@m+1) n’
AD AE . ~ . 2
= €= diferem por ndo mais do que ~ Quanto menor for o segmento AP,

. . , s . 2
tanto malor sera 0 numero n e tanto menor sera 0 quociente . Como o lado esquerdo da

. . ) . , AD AE . . . .
desigualdade (15) ndo depende de n, s6 podemos concluir que os quocientes — € =—sdo iguais,

como queriamos demonstrar.

Teorema 2.2.3 (1° caso de semelhanga — AA): Se dois triangulos possuem dois angulos

ordenadamente congruentes, entdo eles sdo semelhantes.

Demonstracao:
Seja ABC e A’B’C’ dois triangulos tal que, A= A’e B = B'.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180° e, por hipotese, A = A’ e B =

B’,entdo C = C'.

Provemos agora a proporcionalidade dos lados.

Para isso, tome na semirreta A’'B’ o ponto D de modo que A'D = AB (Figura 2.13). Pelo

ponto D trace uma reta paralela a B'C’, cortando a semirreta A'C’ em um ponto E assim D =

B’ = B. O triangulo A'DE é congruente ao triangulo ABC pelo teorema 2.1.4.

Figura 2.13 — Triangulos ABC e A'B'C’.

C$
C
E
B’
B D
D
A A
Fonte: Elaborada pela autora.
Do teorema 2.2.2 temos que
A'D A'E
B AT (16)
Como A’D = AB e A’E = AC, entfio, da igualdade (16) temos que,
AB _ AC
A'B’  A'C"



28

AB _ BC

De maneira analoga se demonstra que =— —
A'B B'C

B AC BC
A’B"  A'C"  B'C’

Seja ABC e A'B’C’ dois triangulos tais que A = A’ e B = B’ (Figura 2.14). Os tridngulos

e, portanto, os triangulos ABC e A'B’C’ sdo semelhantes.

ABC e A'B'C’ sdo semelhantes pelo teorema 2.2.3.

Figura 2.14 — 1° caso de semelhanca — AA.
&

C B’

Fonte: Elaborada pela autora.

Simbolicamente,

A — A’ AA
{é =A 2 ABC~AB'C,
B=B
e em particular,
A/B/: ‘éc/: P:C/ EC:C,
A'B A'C B'C

Observamos que em alguns livros esse caso de semelhanca de tridangulos é enunciado
com trés angulos correspondentes congruentes, e ndo apenas dois. Porém, é suficiente conhecer
a medida de dois angulos correspondentes congruentes, conforme teorema 2.2.3, uma vez que

a congruéncia do terceiro angulo resulta da soma dos angulos internos do triangulo ser 180°.

Teorema 2.2.4 (2° caso de semelhanca — LAL): Se dois lados de um triangulo sdo
proporcionais aos correspondentes de outro triangulo e o angulo compreendido é congruente,
entdo os triangulos séo semelhantes.

Demonstracgéo:

Considere os triangulos ABC e A'B'C’, tal que % =

Construa um tridngulo DEF, tal que DE = A'B’, A=D e B = E (Figura 2.15).
De acordo com o teorema 2.2.3 os triangulos ABC e DEF sdo semelhantes. Assim,

o &
=l =
=l

(17)
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Figura 2.15 — Tridngulos ABC, A’B’C’ e DEF.
C F

B’ E
B
>
A A D

Fonte: Elaborada pela autora.

Sendo DE = A’B’, por construcéo, da igualdade (17), temos

AB AC AB _ A'B’

== == —
A'B’ DF C F
. , AB AIB/ .
Da hipdtese, temos também que —=. Assim,

Entao,

Logo, DE = A'B/, DF = A'C’ e D = A = A’. Portanto, pelo axioma 2.1.3, os tridngulos
A'B'C’ e DEF séo congruentes.
Sendo ABC e DEF semelhantes, podemos concluir que ABC e A'B'C’ sdo semelhantes,

como queriamos demonstrar.

Sejam ABC e A’B’C’ dois triangulos, tais que B = B’ e ::E: = %I = r (Figura 2.16).

Temos que os tridngulos ABC e A'B’C’ sdo semelhantes pelo teorema 2.2.4.

Figura 2.16 —2° caso de semelhanga — LAL.

-
2
A
e
B
Fonte: Elaborada pela autora.
Simbolicamente,
AB _ BC _ AL o
ArB/ B/Cr = ABC~ABC )
B =B’
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e em particular,

C

=r,A=AeC=C".
ArCr

Teorema 2.2.5 (3° caso de semelhanca — LLL): Se dois triangulos tém os lados
correspondentes proporcionais, entéo eles sdo semelhantes.

Demonstracéo:
. L a R AB AC BC
Considere os triangulos ABC e A'B'C’, tal que = = —
ArBr 1Cr B/Cr

>
@]

Construa um tridngulo DEF, tais que D = A, DE = A'B’e DF = A'C’ (Figura 2.17).

Segue, entdo, da hipotese que

=l
I
22|

Figura 2.17 — Triangulos ABC, A'B'C’ e DEF.

c P

B’ E
B

A A D

Fonte: Elaborada pela autora.

Portanto, de acordo com o teorema 2.2.4, os triangulos ABC e DEF sdo semelhantes.

Logo,

!

Segue da igualdade anterior e da hipétese que EF = B’C’. Como j tinhamos DE = A’B
e DF = A'C’, ent#o pelo teorema 2.1.6, os triangulos A'B'C’ e DEF s3o congruentes.
Como DEF e ABC sdo semelhantes, podemos concluir que ABC e A'B’C’ também sao

semelhantes.

C

Seja ABC e A'B’C’ dois triangulos tais que A8 _AC
ArBr ArCr B/Cr

=

= r (Figura 2.18), temos

que os triangulos ABC e A'B’C’ sdo semelhantes pelo teorema 2.2.5.
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Figura 2.18 — 3° caso de semelhanga — LLL.
o

Fonte: Elaborada pela autora.

Simbolicamente,

B C C LLL o/
= = =r= ABC ~ A B C y
ArBr ArCr B/Cr

e em particular,

>
Il
>
o)
I
o
o
I
Q)

2.3 Semelhanca de Poligonos

Definig¢éo 2.3.1: Dois poligonos sdo semelhantes quando for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que seus angulos correspondentes sejam

congruentes e lados correspondentes sejam proporcionais.

Se A,A,... A, e B;B,...B, sdo dois poligonos semelhantes de n lados, com o Vértice A;
homdlogo ao vértice Bi (parai =1, 2,...,n), ou seja,
A; o B ,A, o By,.... A1 © By, A, © By,

temos que A1 =By, A2=By, ..., Ap1 = Bng, An=Bre =22 =22 = ... = L0 — ¢ onder é

a razdo de semelhanca. Se a razdo de semelhanca é r = 1, temos entdo poligonos congruentes.

Proposicao 2.3.2: Se dois poligonos convexos de n lados, n > 4 séo divididos em n —
2 triangulos semelhantes de mesma razdo de semelhanca a partir de um vértice entdo o0s
poligonos sdo semelhantes.

Demonstracéo:

Considere os poligonos convexos A A,... A, € B;B,...B, de n lados, divididosem n —
2 triangulos a partir dos vértices A; e B,, respectivamente, com 0s A;A,A;, AjA3A,,...,
A;A,_1A, semelhantes aos triangulos B,B,B;, B;B;B,,..., B;B,_1B,, respectivamente.

Mostraremos pelo Principio de Inducdo Finita (LIMA, 2014) sobre n que se dois poligonos de
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n lados séo divididos em triangulos semelhantes de mesma razdo de semelhanca entdo esses

poligonos sdo semelhantes, para todo n > 4.

Para n = 4, considere os poligonos convexos A;A,As;A, e B;B,B3B, divididos em 2
triangulos a partir dos vértices A, e B; (Figura 2.19) e pela hipdtese os tridngulos A;A,A5 e

A;A3A, sdo respectivamente semelhantes aos triangulos B;B,B; e B;B3B,.

Figura 2.19 — Poligonos A;A,A3;A, e B;B,B;B, .
B

1

A:

A Ay
- Bs B:

Fonte: Elaborada pela autora.

Considere que a razéo de semelhanca dos triangulos A;A,A; e B;B,B5 seja r. Assim,

AA, AA; _ AA;
BB, B;B; B;B;

A2A1A3 = B2§1B3, AZ = §2 eA2A3A1 = B2§3B1.

cA ~ AA
Como os triangulos A;A;A, e B;B3;B, sdo semelhantes e ﬁ = r, podemos escrever

1P3

A1Az _ AjAy  A3A,

B,B; B;B, B3B,

AsA,A, = B;B;B,, A;A;A, = B;B;B,eA, =B,.

Desta forma,

AR,  AA;  AA,  AsA,

B.B, B,B; B;B, B3B,

Temos ainda que A, = B,, A, = B,,

A, = AAJA; + A;A A, =B,B,B;+B3;B;B, =B,

A; = A,A;A, + AjA;A, = B,B3B, + B;B;B, = B;.

Logo, os poligonos A;A,A3A, e B;B,B3B, sdo semelhantes pela definicdo 2.3.1.

Por hipdtese de inducdo temos que dois poligonos convexos de n lados divididos em
n — 2 tridngulos semelhantes de mesma razdo de semelhanca a partir de um vértice sdo
semelhantes entre si. Mostremos que a proposi¢do é valida para dois poligonos convexos de

n + 1 lados.
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Considere os poligonos convexos A;A,...Ap+1 € BiB,... B,y 1 den + 1 lados divididos

em n — 1 triangulos semelhantes a partir dos vértices A; e B;, respectivamente com razéo de

semelhanca r (Figura 2.20).

Figura 2.20 — Poligonos A; A,...Ay41 € ByB,...Byiq.
Bl Blh]

A‘1 Ann

Fonte: Elaborada pela autora.

Da hipétese de indugdo os poligonos convexos A;A,... A, e B;B,... B, sdo semelhantes

~ A{A A,A Ah_1A A{A -~ =~ ~ =
derazdor. Logo =2 =2 =.. =222 =12 —rpe A A,A, =B,B;B,, A,=B,, ...
9 55, ~ 55, Bn-1Bn  BiBn 2715 271 %n

An1=Bn1, A,A A ; = B,B,B;. Como os tridngulos A;A A, € B;B,B, ., sdo semelhantes,

podemos escrever

A1An+1 _ AnAnt1 _ A18n _
BiBn+1  BnBn+1 B1Bn

AnglA n+1 = BnP;an+1’ AlgnA n+1 = B1,]-5’an+1 eAn+1 = §n+1-

Desta forma,

A1A;  AAz _ An-1An _ ApAn+1 _ A1Apts

= = =r.
B1B; B2B3 Bn-1Bn BnBn+1 B1Bn+1

Temos ainda que,
A; = AALA L+ AGALA g1 = BoBiBy+ BB Byyy = By,
AZ = Ez,

An—1 = En—lv

;‘:n = AZAnA 1t A1AnA n+1 — BzﬁnBl + Blﬁan+1 = Enl

An+1 = §n+1-

Logo, os poligonos A;A,...A,;+1 € B1B,...B,41 sd0 semelhantes pela definicdo 2.3.1.
Portanto, pelo Principio da Inducéo Finita se dois poligonos convexos de n lados, n >

4 sdo divididos em n — 2 triangulos semelhantes a partir de um vértice entdo os poligonos séo

semelhantes.
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Proposicdo 2.4.1: Seja ABC e A'B'C’' dois triangulos semelhantes com razdo de

semelhanca r, entdo a razao entre seus perimetros é r.
Demonstracéo:

Seja ABC e A'B'C’ dois triangulos semelhantes (Figura 2.21).

Figura 2.21 — Triangulos ABC e A'B'C’.

iy A’
C AB.r

A C’

Fonte: Elaborada pela autora.

Assim,

AIBI Alcl Icl
_— = — = — =7

AB AC C
Da igualdade (18), podemos escrever que

A'B'=AB.r,
A'C’=AC.r,
B'C'=BC.r.

O perimetro P; do triangulo ABC é
O perimetro P, do triangulo A'B'C"” ¢é

P,=A'B' + A'C' +B'C".
Substituindo (19), (20) e (21) em P,, temos
P, = AB.r + AC.r +BC.r = (AB + AC + BC).r

Portanto, a razdo entre P, e P; é .

(18)

(19)
(20)
(21)

Na proposigéo 2.4.2 mostraremos que a razdo entre as alturas correspondentes desses

triangulos também é r.
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Proposicdo 2.4.2: Seja ABC e A'B'C’' dois triangulos semelhantes com razdo de
semelhanca r, entdo a razdo entre as alturas correspondentes é r.

Demonstracao:

Seja ABC e A'B'C’ triangulos semelhantes, cujas correspondéncia de vértice seja A
A’; B & B’; C & (. Seja, ainda, CH a altura relativa ao lado AB no triangulo ABC e C'H' a

altura relativa ao lado A'B’ no triangulo A'B'C’ (Figura 2.22).

Figura 2.22 — Triangulos ABC e A'B'C’ .
C’

> | P

Fonte: Elaborada pela autora.

Como ABC e A'B’C’séo semelhantes, podemos escrever que

,—g, =r. (22)

Da hipétese, A = A’. Ainda, AHC = A’H'C’ = 90° Assim, os triangulos AHC e

>

A'H'C’ sdo semelhantes pelo teorema 2.2.3.

Sendo os triangulos AHC e A'H'C’ semelhantes

CH _ AC
C'H'  A'C
Assim, da igualdade (22),
CH
=T.
C'H!

O caso em que 0s pés das alturas ndo pertencem aos lados AB e A'B’ e sim as retas

suporte dos mesmos, a demonstragdo é analoga.

Proposicdo 2.4.3: Seja ABC e A'B'C’' dois triangulos semelhantes com razdo de
semelhanca r, entdo a razéo entre suas areas é r?.

Demonstracgéo:

Seja ABC e A'B’C’ triangulos semelhantes, cujas correspondéncia de vértice seja A &
A’; B & B’; C & C'. Seja, ainda, CH a altura relativa ao lado AB no triangulo ABC e C'H' a

altura relativa ao lado A'B’ no triangulo A'B’C’ (Figura 2.23).
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Figura 2.23 — Triangulos ABC e A'B'C’.
c

&
=
B -
H [
A A
Fonte: Elaborada pela autora.
Considerando ABC e A'B'C’ semelhantes com razdo r,
AB
Da proposicéo 2.4.2,
CH
== =T (24)
A érea A, do triangulo ABC é
AB.CH
Ay =——,
e aarea A, do triangulo A'B'C’ é
AR Ty’
Az — A'B" .C'H .
2
Assim, arazdoentre A;e A, é
A, _ ABCH
A,  A'B'.C'H
De (23) e (24), temos que
A o ABCH =12

Essa relacdo é vdlida para duas figuras semelhantes quaisquer conforme sera

apresentado no teorema 2.4.6.

Proposicdo 2.4.4: Se os retangulos F e F’ sdo semelhantes e com razao de semelhanca
r, com A(F) a area do retdngulo F, e A(F") a area do retangulo F’ entdo A(F") = A(F).r%

Demonstracgéo:

Sejam os retangulos F e F’ semelhantes (Figura 2.24), com razdo de semelhanca r. Seja

ainda A(F) a area do retangulo F e A(F") a area do retangulo F'.

Temos que:
A(F) = a.b,



37

A(F) = (a.r).(b.r) =(a.b).r2

Figura 2.24 — Retangulos Semelhantes.
E

a.r

b.r
Fonte: Elaborada pela autora.

Substituindo A(F) = a.bem A (F),
A(F") = A(F).r?

Definicdo 2.4.5: Considere como poligono retangular a reunido de varios retangulos
justapostos. Define-se a area da figura F como o numero real cujas aproximacdes por falta sao

as areas dos poligonos retangulares contidos em F.

Teorema 2.4.6: As areas de duas figuras semelhantes estdo entre si como o quadrado
da razdo de semelhanca, ou seja, a razdo entre as areas de duas figuras semelhantes é igual ao

quadrado da razéo de semelhanga.

Demonstracgdo: Seja o: F > F' uma semelhanga de razdo r entre as figuras F e F’
(Figura 2.25).

Figura 2.25 — Figuras semelhantes.

Fonte: Lima,1991, p.49

Mostremos que a area de F’ é igual a r* vezes a area de F. Pela proposicdo 2.4.4, isto é
verdade quando Fe F' sdo retangulos. Assim, todo poligono retangular P, contido em F, é
transformado pela semelhanca o: F = F' num poligono retangular P’ contido em F’, tal que a
area de P’ é igual a r? vezes a area de P, sendo valida a relacdo também para o(—1). Dessa
forma, considerando a definicdo 2.4.5 e sendo F e F’ figuras semelhantes, a area de F' =

(4rea de F).r?.
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3. ASPECTOS HISTORICOS DAS POLIFORMAS

Poliformas séo figuras planas diferentes entre si formadas pela unido de dois ou mais
poligonos congruentes, cuja intersecdo de dois poligonos € um lado. Sdo consideradas as
mesmas poliformas as congruentes por rotacdo ou reflexdo. Algumas poliformas recebem
nomes especiais, como é o caso das poliformas conhecidas como poliminds e os polidiamantes.

Poliminos sao figuras planas diferentes entre si formadas por quadrados. Sabe-se que 0s
poliminds foram nomeados e popularizados como passatempo matematico por Solomon W.
Golomb, principalmente atraves dos artigos escritos para as revistas American Mathematical
Monthly e Scientific American. Uma figura formada por dois quadrados é denominada domino.
A nomenclatura dos poliminos proposta por Golomb para figuras formadas por n quadrados foi
n-minos (O’BEIRNE, 1961b).

De todos os polimin6s possiveis, 0s que mais se popularizaram foram os pentaminds.
Na Figura 3.1 apresentamos 0s doze possiveis pentaminos que sdo nomeadas de acordo com as
letras as quais se assemelham (GARDNER, 1989). Muitos jogos ladicos e desafios foram

criados com os pentamin0s e sua popularidade se deu a versatilidade e variedade que ofereciam.

Figura 3.1 — Pentaminds.

F i P I L N

Fonte: Elaborada pela autora.

Além do quadrado, ha também poliformas formadas com tridangulos e hexagonos. As
poliformas compostas de hexagonos regulares sdo denominadas como polihexes. Sdo variadas
as formas que podem ser obtidas e figuras que podem ser formadas a partir destas poliformas.

Neste trabalho utilizaremos as poliformas compostas por triangulos equilateros.
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3.1 Polidiamantes

Polidiamantes sdo as poliformas compostas de triangulos equilateros.

Ao final de 1961, T. H. O’Beirne publicou em sua coluna Puzzle and Paradoxes, na
revista New Scientist uma série de desafios aos leitores onde introduzia as pegas denominadas
hexiamonds, figuras planas produzidas pela jungéo de seis tridngulos equilateros.

A justificativa de O’Beirne (1961c) para o uso do termo ¢ que se dois triangulos
equilateros formavam um paralelogramo denominado diamond entdo uma figura plana
composta por seis triangulos seria um hexiamond, seguindo 0 mesmo argumento utilizado para
nomear os poliminés de Solomon W. Golomb. O’Beirne (1961d) argumenta ainda que di seria
o prefixo correspondente a dois e iamond seria o radical da palavra. Entdo, a nomenclatura seria
n-iamond para figuras formadas por n triangulos equilateros.

De acordo com o dicionario Oxford (2005, p. 183, tradugdo nossa) diamond ¢ “[...Juma
figura plana que tem quatro lados de igual tamanho e pontas nas duas extremidades [...]” %, um

losango (Figura 3.2).

Figura 3.2 — Diamond.

Fonte: Elaborada pela autora.

O nome polidiamante deriva do termo em inglés polyiamond, porém encontramos
termos como: poliamantes, polimantes, politriangulos ou polideltas. Esses cinco termos sdo
utilizados para se referir as poliformas compostas por triangulos equilateros, tanto no portugués,
como no espanhol.

Santos (2016) refere-se as figuras formadas por tridngulos equilateros como
politriangulos ou poliamantes, nomeando entdo a figura formada por um Unico triangulo
equilatero de monotriz ou monoamante, formada por dois triangulos equilateros de diatriz ou
diamante, a figura formada por trés triangulos equilateros de tritriz ou triamante e assim, uma

figura composta por n triangulos equilateros, um n-triz ou n-amante.

1[...] a flat shape that has four sides of equal lenght and points at two ends [...]
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Em Boaler, Munson e Williams (2018), o termo utilizado na traducéo para as figuras
formadas pela tesselacdo de tridngulos equiléteros é polidiamante. Temos entdo que, a figura
formada por um dnico triangulo equilatero é denominada monodiamante, por dois, diamante,
por trés tridiamante e por n triangulos, n-diamante.

Nesse trabalho utilizaremos o termo polidiamantes para nos referir as poliformas
formadas por tridngulos equilateros e a nomenclatura n-diamante para as figuras formadas por
n triangulos equilateros, buscando evitar assim a confusdo com alguns termos ja existentes no
portugués. Incluiremos a nomenclatura monodiamante para denominar o polidiamante
composto por apenas um triangulo equilatero.

Utilizando a defini¢cdo dos polidiamantes é possivel apenas um monodiamante, um
diamante e um tridiamante (Figura 3.3). Os triangulos estdo destacados nas figuras deste
trabalho para uma melhor compreenséao da formacéao de cada polidiamante utilizando tridngulos

equilateros.

Figura 3.3 — Monodiamante, diamante e tridiamante, respectivamente.

VANIRVANR VAV

Fonte: Elaborada pela autora.

S&o possiveis trés tetradiamantes (Figura 3.4) e apenas quatro pentadiamantes, (Figura
3.5).

Figura 3.4 — Tetradiamantes.

SO AN

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.5 — Pentadiamantes.

v AKX s K7

Fonte: Elaborada pela autora.
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O fato que mais chama atencdo com relagdo as possibilidades de formacdo dos
polidiamantes € que sdo possiveis doze hexadiamantes (Figura 3.6) assim como sdo possiveis
doze pentaminos (O’BEIRNE, 1961b; GARDNER, 1964).

Figura 3.6 — Hexadiamantes e identificacdo.

v B [ b

> (4) crow — coroa

(2) hexagon - hexagono
(3) crook - dobra I 1
%ﬂ @ (8) chevron - morcego

(5) hook - anzol

6) signpost - sinalizacao
(6) signp ¢ (7) yacht - iate

Ao By X B

(9) sphinx - esfinge

(10) snake - cobra  (11) putterfly - borboleta (12) lobster - lagosta

Fonte: Elaborada pela autora.

Sobre a historia do surgimento dos polidiamantes, podemos citar Golomb (1954). Ap6s
discorrer sobre o problema do ladrilhamento de um tabuleiro de xadrez utilizando polimings,
sugestiona que uma possivel modificacdo fundamental seria utilizar a forma hexagonal ao invés
da forma quadrada para o tabuleiro e 0s objetos que o cobriam.

Em 1961, temos uma sequéncia de quatro artigos publicados na revista New Scientist na
coluna Puzzles and Paradoxes por T. H. O’Beirne, mencionada anteriormente. O’Beirne
(1961b) traz a nomenclatura dos hexadiamantes associando as figuras a objetos e animais ao
qual se “assemelhavam”. A Figura 3.6 traz essa nomenclatura em inglés e nossa sugestdo de
traducdo. Ao longo da confeccdo e do manuseio das pecas outras nomenclaturas podem surgir.
Utilizaremos os nomes e numeros da Figura 3.6 para nos referenciar quando necessitarmos

apontar um determinado hexadiamante.
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Um dos pontos observéveis sobre os hexadiamantes é que, com excecdo do hexagono
(2) que possui perimetro igual a seis unidades de lado do tridngulo, todas as outras figuras
possuem perimetro igual a oito unidades do triangulo.

Embora o numero de poliformas que podem ser formadas com seis triangulos
equiléteros seja doze, O’Beirne utilizou dezenove hexadiamantes em seus desafios. Ele incluiu
mais sete figuras, considerando também algumas imagens espelhadas. Como exemplo, pode ser

observada a Figura 3.7.

Figura 3.7 — Hexadiamante cobra (10) e (10) refletido.

Fonte: Elaborada pela autora.

Os hexadiamantes que foram considerados como uma peca e seu espelhado como outra
peca, compondo assim as dezenove pecas utilizadas nos desafios proposto por O’Beirne, foram:
a barra (1), a dobra (3), o0 anzol (5), a sinalizacdo (6), o iate (7), a esfinge (9) e a cobra (10).
O’Beirne (1961c¢) sugeriu que as figuras tenham uma face frontal distinguivel da face traseira

para 0 manuseio das pecas e manteve a sugestdo dos nomes anteriores para ambas as pecas.

Figura 3.8 — Montagem sugerida por O’Beirne.

Fonte: New Scientist, 1961b, p.316 (nimeros da prépria figura).

Segundo O’Beirne (1961b), ha duas razdes para a utilizagdo dos dezenove

hexadiamantes e ndo somente doze. A primeira razdo é por fornecer uma forma de montagem
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mais simétrica, como ilustrada na Figura 3.8 e onde podemos observar 0s dezenove
hexadiamantes utilizados.

Outra razéo é por causa do jogo Maestro, muito popular na época. No entanto, esse jogo
trazia as doze pecas do pentamind organizadas em uma caixa retangular, cujo desafio era tirar
e colocar novamente as pecas na caixa. O’Beirne afirma que o jogo tinha um total de trinta e
duas pecas, ndo apenas doze, pois estas doze poderiam ser movimentadas por reflex&o e rotagéo,
formando assim pecas diferentes.

O’Beirne (1961a) elaborou um padrdo com dezenove hexagonos (2) e propds como
primeiro desafio aos seus leitores a solucdo desse padréo (Figura 3.9) utilizando os dezenove

hexadiamantes.

Figura 3.9 — Padréo para o primeiro desafio de O’Beirne.

Fonte: New Scientist, 1961a, p. 261.

A solucgdo para o primeiro desafio proposto por O’Beirne pode ser encontrado na edigao

seguinte e € apresentada na Figura 3.10.

Figura 3.10 — Solugdes sugeridas para o primeiro desafio por O’Beirne.

Fonte: New Scientist, 1961b, p. 317.
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Um ponto muito importante sobre 0s hexadiamantes é que, com excecdo do iate (7) e da
esfinge (9), os demais hexadiamantes sdo compostos por trés triangulos em uma orientacao e
trés tridngulos em orientagdo contraria (O’BEIRNE, 1961c). A Figura 3.11 exemplifica o fato

observado sobre a orientacdo dos triangulos para uma melhor compreensao.
Figura 3.11 — Triangulos destacados nos hexadiamantes de acordo com sua orientacao.

Esfinge (9)

Fonte: Elaborada pela autora.

Baseado no fato que com seis triangulos equilateros se faz um hexadiamante, O’Beirne
propde como segundo desafio ao leitor encontrar seis hexadiamantes que fazem um triangulo.

O’Beirne (1961c) observa que, sobre o segundo desafio proposto, os triangulos
pequenos podem ter duas orientacGes e a quantidade dos dois tridngulos pequenos sdo diferentes
(Figura 3.12), havendo 15 de uma orientacdo (brancos) e 21 de outra (pretos). Temos aqui dois
nameros triangulares consecutivos, pois 1+2+3+4+5= 15 e 1+2+3+4+5+ 6 = 21 e cuja soma €

um numero quadrado, 36.

Figura 3.12 — Tridngulo equilatero considerado.

Fonte: Elaborada pela autora

Assim qualquer solucéo para o segundo desafio precisa utilizar trés hexadiamantes cuja

orientacdo dos triangulos pequenos seja desigual, ou seja, as figuras iate (7) ou esfinge (9).
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Considerando que para os desafios O’Beirne propunha o trabalho com dezenove
hexadiamantes, como descrito anteriormente e ndo somente doze, possibilitando assim a
repeticdo de pecas e a utilizacdo de trés hexadiamantes do tipo iate ou esfinge. As possiveis

solucdes apresentadas para o segundo problema de O’Beirne estao na Figura 3.13.

Figura 3.13 — Solugdes sugeridas para o segundo desafio por O’Beirne.
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Fonte: New Scientist, 1961d, p. 707.

Ap0s as publicagdes de T. H. O’Beirne em 1961, voltamos a ter outra publicacdo de
expressdo que se referia especificamente aos polidiamantes em 1964 na coluna de Martin
Gardner, Mathematical Games, para a revista Scientific American. O artigo se inicia com
Gardner (1964) anunciando a publicacdo do livro de Golomb sobre poliminds e sobre a
popularizacdo dos pentaminds como atividade recreacional, assim o artigo é escrito sobre o que
Gardner considera os primos triangulares, brevemente mencionados no livro de Golomb e em
algumas revistas.

As nomenclaturas das figuras utilizadas por T.H. O’Beirne sdo descritas por Gardner
(1964) que mantém algumas para os hexadiamantes e sugere apenas cinco modificagdes,
apresentadas na Figura 3.14, dentre elas apenas a troca da palavra chevron para bat, mas ambas

significam morcego, em portugués.
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Figura 3.14 — Nomenclatura apresentada por Gardner.

o AT D

pistol - pistola shoe - sapato paralelogramo bat - morcego

club - taco

Fonte: Elaborada pela autora.

Gardner (1964) chama atencdo para a orientacdo dos triangulos equilateros que compde
os hexadiamantes, classificando as figuras que possuem trés triangulos de cada orientacéo de
“balanceadas” e as que possuem quatro e dois triangulos de “desbalanceadas”. Assim, o iate e
a esfinge sdo classificados como “desbalanceados”, enquanto as demais figuras sdo
“balanceadas” (figura 3.11).

Essa observacdo se torna relevante para a utilizacdo dos hexadiamantes, pois a partir
dela podemos descartar ou ndo as figuras ou ampliagdes que sdo ou ndo possiveis de serem
montadas utilizando somente os hexadiamantes.

Gardner (1964) observa que o triangulo equilatero de lado medindo seis unidades do
lado do triangulo pequeno (Figura 3.12), proposto como desafio por O’Beirne em 1954, ¢é
impossivel de ser solucionado utilizando apenas pecas escolhidas entre os doze hexadiamantes,
pois ¢ “desbalanceado”, embora sua quantidade de tridngulos pequenos seja um numero
maultiplo de seis.

Em seu artigo, Gardner (1964) apresenta a seus leitores alguns desafios e solugdes
conhecidas, descartando eventualmente as figuras que ja sao “desbalanceadas”, pois ao analisar
os tridngulos pequenos que compde a figura, ja percebe um nimero desigual de tridngulos em
orientacdes distintas. Além de observar a orientacdo dos triangulos nas figuras, Gardner chama
atencdo para observar se a quantidade de triangulos € um nimero multiplo de seis, descartando
assim algumas vezes em que as pecas a dividem a figura em regides cujo niamero de triangulos
nédo é maultiplo de seis.

A observacéo dessas informacdes auxilia na utilizagdo dos hexadiamantes, inclusive o
posicionamento de alguns hexadiamantes dentro das figuras a serem montadas. Deve ser
considerado ainda que, o autor cita apenas o uso dos doze hexadiamantes e ndo dezenove, como
proposto por O’Beirne. Pois, ao considerar a utilizacdo dos dezenoves hexadiamantes, as

resolucdes de alguns desafios se tornam possiveis.
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As figuras mencionadas por Gardner levam em consideracdo a utilizagdo do lado do
triangulo equilatero como unidade de comprimento. Assim, ao se referir a um paralelogramo
3x3, por exemplo, o autor se refere a um paralelogramo de lados trés unidades de comprimento
do lado do triangulo por trés unidades do lado do tridngulo. Ou, entdo, um paralelogramo 6x6
como sendo um paralelogramo com lados seis unidades de comprimento do lado do triangulo,
por exemplo.

E impossivel montar um paralelogramo 3x3 ou um paralelogramo 2x3 com
hexadiamantes distintos, segundo Gardner (1964), embora possamos verificar que a figura
tenha uma quantidade de tridngulos multiplos de seis e seja “balanceada”.

Quando manipulamos os hexadiamantes para formar o paralelogramo 3x3 podemos
observar que das combinacdes possiveis, aparece a necessidade da utilizacdo de figuras

repetidas, como na Figura 3.15.

Figura 3.15 — Algumas sugestdes de “montagem” para o paralelogramo 3x3.
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Fonte: Elaborada pela autora

Na Figura 3.16 estdo trés paralelogramos, que poderiam ser construidos utilizando todos
os doze hexadiamantes, apresentados por Gardner (1964). O paralelogramo 6x6 € uma figura
possivel de ser construida e uma solucéo € apresentada no artigo de Gardner. Utilizando as doze
pecas, podemos construir um paralelogramo 4x9, que possui varias solucdes. A Figura 3.16
apresenta uma solugdo do paralelogramo 6x6 e 4x9. Outro paralelogramo que utiliza todos
hexadiamantes é 3x12, porém sem solugédo ainda. Gardner deixa o paralelogramo 3x12 como
um desafio aos leitores, assim como o paralelogramo 3x11, este ultimo utilizando apenas onze
hexadiamantes.

Gardner (1964) sugere que uma solucdo possivel para o paralelogramo 3x11 é conhecida
e 0 Unico hexadiamante ndo utilizado é o morcego (8). A Figura 3.17 apresenta uma solugéo

para esse paralelogramo.
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Figura 3.16 — Paralelogramos envolvendo todos os doze hexadiamantes.

Figura 3.17 — Uma possivel solugdo para o paralelogramo 3x11.

b

Fonte: Elaborada pela autora

Gadner (1964) discorre sobre todos os paralelogramos possiveis ou ndo, porém deve-se
especial atencdo para o Unico paralelogramo possivel de lado duas unidades de comprimento
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do lado triangulo, um paralelogramo 2x6, cuja solu¢do ampliada (razdo 2) esta na Figura 3.18.
As quatro pecas utilizadas da Figura 3.18 formam dois trapézios congruentes que sao facilmente
utilizados para resolver o problema de duplicacdo dos hexadiamantes utilizando quatro pecas,
com excecdo da coroa (4), da sinalizacdo (6) e da lagosta (12). O objetivo do problema é
duplicar o comprimento de cada uma das doze pecas, obtendo assim uma figura semelhante.
Uma solucdo para o problema da duplicacdo seré apresentada no capitulo 4.

Figura 3.18 — O Unico paralelogramo possivel com lado dois.

Foﬁte: Sciéntific Arﬁerican; 1964, p: 126

Para o problema de triplicacdo o objetivo € triplicar o comprimento de cada uma das
doze pecas, obtendo uma figura semelhante. E necessério utilizar nove dos doze hexadiamantes
para montar a figura. Porém, o problema ndo pode ser resolvido para a o iate (7) e a esfinge (9),
pois como observado por Gardner (1964), estas figuras se tornam “desbalanceadas” quando seu
comprimento é triplicado. Segundo Gardner, triplicacBes para as demais figuras foram
encontradas, com excecdo da borboleta (11), o que Gardner acreditava ser impossivel, mas
ainda ndo havia sido provado. Esse problema foi proposto na atividade 12 do capitulo 4.

Segundo Gardner (1964) o anel triangular (Figura 3.19 (a)) é impossivel de ser montado
com hexadiamantes por ser “desbalanceado” e 0 anel hexagonal (Figura 3.19 (b)), apesar de ser

“balanceado,” foi provado impossivel de ser resolvido apenas com hexadiamantes.
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Figura 3.19 — Anel triangular (a) e anel hexagonal (b).
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Fonte: Scientific American, 1964, p.126.

A solugdo para o denominado problema “trés gémeos”, cujo objetivo era agrupar trés
pares de hexadiamantes de modo que o par tenha a mesma forma, foi apresentada por Gardner
(1964) e esta na Figura 3.20.

Figura 3.20 — Solugéo para o problema dos “trés gémeos”.

Fonte: Scientific American, 1964, p. 130.

Gardner (1964) propbe aos leitores o desafio de montar a estrela de seis pontas
utilizando oito pecas (Figura 3.21) dizendo que acreditava que era conhecida uma solugéo unica
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e que como pista a cobra, o hexagono e a coroa ndo poderiam contribuir para o perimetro da

estrela. A solugdo conhecida é apresentada na Figura 3.22.

Figura 3.21 — Padréo da estrela de seis pontas do desafio de Gardner.
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Fonte: Scientific American, 1964, p. 130.

Figura 3.22 — Solucéo conhecida para a estrela de seis pontas.

Fonte: Elaborada pela autora.

Gardner (1964) apresenta também algumas formas (Figura 3.23 e Figura 3.24) que

podem ser utilizadas como pecas de um passatempo.
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Figura 3.23 — Padrdes simétricos de hexadiamantes feito por Maurice J. Povah.

Fonte: Scientific American, 1964, p. 127
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4. SEQUENCIA DE ATIVIDADES SOBRE SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Nesse capitulo é proposta uma sequéncia de atividades para o ensino de semelhanca de
triangulos, fundamentada na metodologia de Resolucdo de Problemas de Allevato e Onuchic
(2014) e com o uso dos polidiamantes, cujo objetivo é levar o aluno a reconhecer as condi¢des
necessarias e suficientes para que dois triangulos sejam semelhantes, estendendo o conceito de
semelhanca para outras figuras, a compreender o conceito de razdo de semelhanca e a razdo
entre as areas de figuras semelhantes.

A sequéncia de atividades esta dividida em sete partes e foram pensadas para que 0s
professores a utilizem com o 9° ano do Ensino Fundamental durante as aulas de Matematica,
Praticas Experimentais ou outras aulas dos curriculos, cujo objetivo é a implementacdo da
metodologia de Resolucdo de Problemas matematicos, a utilizacdo de materiais concretos e o
agrupamento dos alunos para a realizagao das etapas.

As atividades sugeridas e o uso dos polidiamantes oferecem grande versatilidade e
podem ser adaptados e utilizados para 0s anos anteriores ou anos seguintes. As duas ultimas
partes da sequéncia podem ser desenvolvidas como atividades no Laboratorio de Matematica
da escola, assim como os desafios apresentados no capitulo 3.

Inicialmente a sequéncia de atividades proposta neste trabalho seria aplicada nas aulas
de Préticas Experimentais, com a etapa de formalizacdo nas aulas de Matematica, uma vez que
essa autora é professora em uma escola do Programa de Ensino Integral do Estado Sdo Paulo,
do 9° ano do Ensino Fundamental, o que possibilitaria a aplicacdo e coleta de dados para analise
ao longo do desenvolvimento do trabalho.

As intengdes ao elaborar a sequéncia eram de que, 0s alunos pudessem atingir o objetivo
principal de desenvolver a habilidade necessaria para reconhecer as condi¢des suficientes para
que dois triangulos sejam semelhantes. A sequéncia de atividades foi desenvolvida como uma
forma de auxiliar o estudo de semelhanca de triangulos e o uso da mesma em demonstragoes
futuras. Planejamos entéo, aplicar a atividades durante as aulas de Praticas Experimentais, onde
era possivel trabalhar com alunos em duplas ou trios e atuar como mediadora das atividades e
nas aulas de Matematica subsequentes formalizar e associar todos os aprendizados da atividade
utilizando o material didatico, exercicios e avaliacGes externas disponiveis para os proprios
alunos.

Em cada secdo que define as partes da sequéncia de atividades sdo sugeridas solucGes
pela propria autora, uma vez que ap6s o0 Decreto N° 64.862, de 13 de mar¢o de 2020 houve a

suspencdo das aulas de forma presencial e ndo foi possivel a aplicacéo das atividades em sala
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de aula. Da mesma forma, séo sugeridas algumas defini¢cbes conforme apresentadas no capitulo
2 para auxiliar o professor durante o preparo para as atividades.

Buscamos considerar ao longo da sequéncia oportunidades para que o professor que a
apligue possa realizar as dez etapas de metodologia sugeridas por Allevato e Onuchic (2014)
que s&o, a proposicdo do problema, a leitura individual, a leitura em conjunto, a resolucéo de
problemas, o observar e incentivar (do professor), o registro das resolu¢@es na lousa, a plenéria,
a busca do consenso (da resposta adequada), formalizacao do conteudo e a proposicdo de novos
problemas.

E necessario observar que, durante a realizacdo das atividades em sala de aula é
importante analisar as producdes feitas pelos alunos, ndo apenas classifica-las entre certo ou
errado, considerando Cury (2013) que afirma que alguns erros ocultos podem nos levar a
conclusdes contraditorias e que as vezes € preciso refletir sobre o que o aluno queria dizer com
sua resposta.

Em muitos casos os erros sao apenas considerados como um esquema cognitivo errado
e uma aprendizagem deficiente, que podem ter acontecido por diversos fatores. A correcao
sistematica dos erros ndo favorece sua eliminacdo, segundo Pochulu (2004). Uma estratégia
oferecida pelo autor, seria os proprios alunos perceberem seus erros, levando os a descobrir
quais hipéteses foram falhas e as concepg¢des validas, comparando-as e escolhendo a melhor
estratégia. Assim os alunos deixardo suas estratégias de lado, verificando que ha outras
melhores, ou seja, deixardo de lado o que os levou ao erro e poderdo encontrar a resposta
correta.

Pochulu (2004) sugere que uma boa estratégia é a utilizacéo de sequéncias didaticas que
promovam a oportunidade de que os alunos avaliem seus préprios erros e métodos utilizados
por ele e pelos colegas. Podemos explorar 0s erros para compreender 0 processo cognitivo do
aluno e para corrigir as sequéncias didaticas e atividades em sala de aula, segundo o autor.

Na primeira parte da atividade o objetivo é encontrar todos os possiveis monodiamantes,
diamantes, tridiamantes, tetradiamantes, pentadiamantes e hexadiamantes que sdo utilizados
nas atividades seguintes. Assim, na segunda parte, sdo propostas atividades que oportunizam a
familiarizacdo com as pecas dos polidiamantes encontrados na primeira parte da sequéncia e
em seguida, atividades para retomar o conceito e condi¢Bes de congruéncia de triangulos. Na
sequéncia, a proxima parte, sugere atividades que busquem levar o aluno a reconhecer as
condicBes necessarias para que dois triangulos sejam classificados como semelhantes, a razéo
de semelhanca e a raz&o entre as areas dos tridngulos semelhantes, finalizando aqui o principal

objetivo da sequéncia.
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Na quarta parte, buscamos levar o aluno através das atividades a verificar se as relagdes
aprendidas com as atividades da terceira parte sdo verificadas apenas para tridngulos equilateros
ou sdo validas para qualquer tridangulo e para outros poligonos na quinta parte. Assim
encerramos a sequéncia de atividades com a sexta e sétima partes cujo objetivo € aplicar de
forma ludica o conteudo pretendido com as atividades anteriores, utilizando os problemas de
duplicacdo e triplicacdo dos hexadiamantes.

Cada parte da sequéncia de atividades ¢ um “passo” a ser percorrido pelo aluno para que
o professor atinja o objetivo principal, desenvolver a habilidade EFOOMA12 cujo objeto de
conhecimento é semelhanca de triangulos (BRASIL, 2018, p.316; SAO PAULO, 2019, p.359).

Todos os objetos de conhecimento e habilidades aqui apresentados sdo extraidos da
BNCC (BRASIL, 2018), sendo essas as habilidades necessarias, em sua totalidade ou
parcialmente, para a realizacdo das atividades. Buscamos assim, auxiliar o professor que fara

uso da sequéncia didatica durante aplicacdo da atividade.

4.1. Atividade - Parte 1

Objetivo
Encontrar todos os possiveis monodiamantes, diamantes, tridiamantes, tetradiamantes,

pentadiamantes e hexadiamantes.

Objeto de Conhecimento/Habilidade da BNCC:
e Congruéncia de figuras geométricas planas - (EFO3MAL6) Reconhecer figuras
congruentes, usando sobreposicao e desenhos em malhas quadriculadas ou triangulares,

incluindo o uso de tecnologias digitais.

Materiais: papel isométrico (malha de triangulos equilateros).

Atividade 1: Usando a malha de tridngulos equilateros, forme figuras planas diferentes entre
si. Em cada figura s6 € permitida a conexao de lados inteiros dos triangulos.

a) Quantas figuras podem ser formadas com um triangulo?

b) Quantas figuras podem ser formadas com dois tridngulos?

¢) Quantas figuras podem ser formadas com trés triangulos?

d) Quantas figuras podem ser formadas com quatro triangulos?




56

e) Quantas figuras podem ser formadas com cinco triangulos?

f) Podem ser formadas 12 figuras planas diferentes entre si com seis triangulos. Quais sao
elas?

Veja as figuras, fez todas?

Importante! Devem ser consideradas as figuras iguais, figuras congruentes por rotacéo (giro)
ou reflexdo (espelhamento). Isso pode ser verificado sobrepondo uma na outra.

Formalizagdo

Na atividade 1 € sugerido a construcdo de algumas figuras, chamadas polidiamantes. O
polidiamante é uma forma particular de poliforma. Como visto no capitulo 3, as poliformas séo
figuras planas diferentes entre si formadas pela unido de dois ou mais poligonos congruentes,
cuja intersecao de dois poligonos € um lado.

Polidiamantes podem ser definidos como poliformas compostas de triangulos
equilateros. O polidiamante formado por apenas um tridngulo é denominado monodiamante,
por dois triangulos é denominado diamante, por trés triangulos é denominado tridiamante, por
quatro triangulos é denominado tetradiamante, por cinco triangulos € denominado
pentadiamante e por seis triangulos hexadiamantes.

Para as questdes em a), b) e ¢) é esperado que o aluno consiga identificar apenas um
monodiamante (Figura 4.1 (a)), um diamante (Figura 4.1 (b)), e um tridiamante (Figura 4.1 (c)).
Na questdo em d) é esperado que ele identifique os trés tetradiamantes (Figura 4.1 (d)) e na
questdo e), os quatro pentadiamantes (Figura 4.1 (e)). As figuras possiveis para a questdo em
f), os hexadiamantes, podem ser encontrados na Figura 4.1 (f).

Comentarios

Durante a realizacdo da atividade é importante observar a forma como o aluno registra
as respostas, fazendo por escrito ou com figuras, pois é fundamental desenvolver a leitura e a
escrita em Matematica, de modo que fique claro a maneira como expressa suas ideias no papel.

Nessa atividade o aluno pode ter dificuldades em encontrar todas as figuras sozinho,
porém o trabalho em grupo possibilita a cooperacdo, tornando a atividade mais dindmica e
colaborativa. Assim como O’Beirne (1961b) e Gardner (1964) sugeriram nomes para cada
hexadiamante, os alunos podem sugerir nomes para facilitar a comunicagéo entre eles, ficando
a cargo do professor decidir apresentar a sugestdo de nomes utilizados pelos autores ou utilizar

uma nomenclatura propria entre ele e os alunos.
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Enquanto procura os polidiamantes da atividade 1 o aluno pode girar a folha para
verificar se as figuras obtidas sdo ou ndo as mesmas. Pode também recorta-las e tentar sobrepor

para auxiliar na comparacao.

Figura 4.1 — Respostas da atividade 1.
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Fonte: Elaborada pela autora.

4.2 Atividades - Parte 2

Objetivo
Familiarizacdo com as pecas dos polidiamantes (dos monodiamantes aos
hexadiamantes) encontradas nas atividades e retomar o conceito e condi¢des de congruéncia de

triangulos.

Objeto de Conhecimento/Habilidades da BNCC

e Congruéncia de triangulos;

e TransformagBes geométricas: simetrias de translagéo, reflex&o e rotagéo - (EFOBMA18)
Reconhecer e construir figuras obtidas por composicdes de transformagdes geometricas
(translagéo, reflex&o e rota¢do), com o uso de instrumentos de desenho ou de softwares
de geometria dinamica;

e Tridngulos: construcédo, condigdo de existéncia e soma das medidas dos angulos internos

- (EFO7TMAZ24) Construir triangulos, usando regua e compasso, reconhecer a condi¢do
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de existéncia do tridangulo quanto a medida dos lados e verificar que a soma das medidas
dos angulos internos de um triangulo é 180°;

e Simetria de reflexdo - (EFO4MA19) Reconhecer simetria de reflexdo em figuras e em
pares de figuras geométricas planas e utiliza-la na construcdo de figuras congruentes,
com o uso de malhas quadriculadas e de softwares de geometria;

e Congruéncia de figuras geométricas planas - (EFO3MAL6) Reconhecer figuras
congruentes, usando sobreposicao e desenhos em malhas quadriculadas ou triangulares,

incluindo o uso de tecnologias digitais.

Materiais: pecas dos polidiamantes da atividade da primeira parte confeccionadas em papel
cartdo, E.V.A ou papel sulfite.

Considere como pecas as figuras obtidas na Atividade 1, em papel cartdo, E.V.A. ou papel
sulfite.

Para as Atividades 2 e 3 considere o lado do triangulo equilatero, utilizado na composicao de
cada peca da Atividade 1, como unidade de comprimento (uc) e a sua area como unidade de
area (ua).

Atividade 2: Utilize as pecas e:

a) monte um triangulo equilatero de lado 3 uc;
b) monte um tridngulo equilatero de lado 4 uc;
c) monte um triangulo equilatero de lado 5 uc;
d) monte um triangulo equilatero de lado 6 uc;

e) monte um triangulo equilatero de lado 7 uc.

Atividade 3: Utilizando as pecas monte dois tridngulos equilateros de lado 3 uc.
a) Compare os dois triangulos.

b) Cite trés caracteristicas que sdo iguais nos dois triangulos.

Formalizagdo
Uma possivel resposta para cada item da atividade 2 encontra-se na Figura 4.2 e para 0s

dois triangulos da atividade 3 na Figura 4.3.
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Figura 4.2 — Algumas possiveis respostas para a atividade 2.

A
JAVA VAVAVA
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Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 4.3 — Uma possivel resposta para a atividade 3.

A\
/N/\
/N\N/\4

Fonte: Elaborada pela autora.

Na questdo a) da atividade 3 espera-se que os alunos comparem os tridngulos dizendo,
por exemplo, se um € maior que o0 outro ou sdo de mesmo tamanho, ou ainda que os triangulos
sdo congruentes. Na questdo b), as respostas esperadas sdo: medida dos lados, altura, area e
angulos.

Espera-se que com essas perguntas que o aluno observe o que é variavel ou invariavel
nos triangulos para que depois possa (re)estabelecer as condigdes necessarias para classificar
dois triangulos como congruentes. Na parte sugerida por Allevato e Onuchic (2014) como sendo
a formalizacéo, se faz necessario definir as condi¢fes de congruéncia para dois triangulos, por
exemplo, conforme defini¢do 2.1.2 onde se afirma que dois triangulos séo congruentes quando
for possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados

e angulos correspondentes sejam congruentes, adaptada para o 9° ano.
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Comentarios

De acordo com o capitulo 3 ndo é possivel construir tridngulos utilizando somente
hexadiamantes, pois tridngulos sao figuras “desbalanceadas”. Dessa forma, na atividade 2 se
faz necessario possibilitar a utilizacdo de todas as pecas dos polidiamantes da atividade 1.

A atividade 3 proporciona ao aluno um modo diferente de trabalhar com os elementos
do triangulo, pois os elementos ndo possuem medidas. O aluno conhece a medida dos angulos
internos do triangulo equilatero, porém precisa relacionar que ao montar triangulos distintos
esses valores podem nado se alterar. Ele pode relacionar a unidade de comprimento (uc) e a
unidade de area (ua) dos tridngulos construidos considerando apenas o triangulo equilétero da
atividade 1, o que ndo é usual, pois esta habituado a encontrar tais medidas quando tem nimeros
expressos nas imagens. Busca-se entdo que o aluno se concentre em outras informagdes, como
a congruéncia dos angulos e a correspondéncia entre os lados do triangulo.

Quanto a confecgédo dos polidiamantes em papel cartdo, E.V.A. ou papel sulfite para as
atividades, ndo é necessario a distingdo das faces de cada uma das pecas. Porém é recomendavel
que os triangulos que os compde estejam destacados, pois auxilia na realizacdo das atividades.
Também ¢é recomendavel que os alunos tenham um papel isométrico para desenhar a
delimitacdo das figuras a serem construidas, auxiliando na visualizacdo das pecas que podem

ou ndo ser utilizadas.

4.3 Atividades - Parte 3

Objetivo
Reconhecer as condi¢fes necessarias para que dois tridngulos sejam classificados como

semelhantes, a razdo de semelhanca e a razao entre as areas dos triangulos semelhantes.

Objeto de Conhecimento/Habilidade da BNCC

e Semelhanca de tridngulos - (EFO9MA12) Reconhecer as condi¢des necessarias e
suficientes para que dois triangulos sejam semelhantes;

e TransformacGes geométricas: simetrias de translacdo, reflexdo e rotacdo - (EFO8MA18)
Reconhecer e construir figuras obtidas por composic¢des de transformacdes geométricas
(translagéo, reflex&o e rota¢do), com o uso de instrumentos de desenho ou de softwares
de geometria dinamica;

e Construcdo de figuras semelhantes: ampliacdo e reducéo de figuras planas em malhas

quadriculadas - (EFO6MAZ21) Construir figuras planas semelhantes em situacOes de
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ampliacdo e de reducdo, com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou
tecnologias digitais.

Observamos que nas atividades sera utilizada a malha de triangulos equilateros.

Materiais: pegas dos polidiamantes da segunda parte.

Para as Atividades 4 e 5, vamos chamar o triangulo equilatero de lado 1 uc de triangulo

unidade.

Atividade 4: Utilizando as pecas, monte um tridngulo equilatero de lado 3 uc e um tridngulo
equilatero de lado 6 uc.

a) E possivel sobrepor o triangulo unidade no tridngulo de lado 3 uc? Eles sdo congruentes?
b) Cite uma caracteristica que é igual nos dois triangulos.

c) Qual é a razdo entre as medidas dos lados do triangulo 3 uc e o do tridngulo unidade?

d) E possivel sobrepor o tridngulo unidade no triangulo de lado 6 uc? Eles s&o congruentes?
e) Cite uma caracteristica que é igual nos dois triangulos.

f) Qual é a razdo entre as medidas dos lados do triangulo 6 uc e do tridngulo unidade?

g) Qual é a area do triangulo de lado 3 uc?

h) Qual é a razdo entre as areas do triangulo de lado 3 uc e do triangulo unidade?

i) Qual é area do triangulo de lado 6 uc?

j) Qual é a razdo entre as areas do triangulo de lado 6 uc e do triangulo unidade?

Atividade 5: Mantenha o triangulo de lado 6 uc (triangulo maior) da Atividade 4 e monte
um triangulo equilatero de lado 2 uc (tridngulo menor).

a) E possivel sobrepor um tridngulo no outro de forma a coincidirem? Eles sdo congruentes?
b) Quantos triangulos menores foram usados para fazer o triangulo maior?

c) Qual é a razdo entre as medidas dos lados do triangulo maior e o do triangulo menor?

d) Qual € a razdo entre as areas do tridngulo maior e do triangulo menor?

Atividade 6: O que podemos concluir com relacdo as respostas da Atividade 4 nos itens c)
e h), f) e j) e da Atividade 5? Justifique sua resposta.
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Formalizagéo

A Figura 4.4 traz sugestdes de solucdes para os triangulos solicitados das atividades 4
(Figura 4.4 (a)) e 5 (Figura 4.4 (b)). Como se pode observar € necessario que os dois triangulos
em cada atividade permanecam com todas as pecas utilizadas para monta-los, ou seja, nao é

possivel utilizar a mesma pega nos dois tridngulos.

Figura 4.4 — Uma possivel resposta para a atividade 4 (a) e a atividade 5 (b).

@& MA@

Fonte: Elaborada pela autora.

Abaixo, segue algumas respostas esperadas para cada questao da atividade 4, 5 e 6.
Atividade 4:
a) E possivel sobrepor o triangulo unidade no tridngulo 3 uc? Eles sdo congruentes?
R: N&o, pois eles néo sdo congruentes.
b) Cite uma caracteristica que é igual nos dois triangulos.
R: Os angulos.
c) Qual é a razdo entre as medidas dos lados do triangulo 3 uc e o do triangulo unidade?
R: Arazdo € 3.
d) E possivel sobrepor o tridngulo unidade no triangulo de lado 6 uc? Eles s&o congruentes?
R: N&o, pois eles néo sdo congruentes.
e) Cite uma caracteristica que é igual nos dois triangulos.
R: Os angulos.
) Qual é a razéo entre as medidas dos lados do tridngulo 6 uc e o do triangulo unidade?
R: A razéo é 6.

Essas questdes permitem levar o aluno a compreender que dois triangulos sdo
semelhantes quando for possivel estabelecer uma correspondéncia entre seus vértices de modo
que seus angulos correspondentes sejam congruentes e lados correspondentes sejam

proporcionais, assim conforme definigdo 2.2.1. E possivel explorar através da questo c), por
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exemplo, que o quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de
razdo de semelhanca.

Continuacao da Atividade 4:

g) Qual ¢ a area do triangulo de lado 3 uc?

R: 9 ua.

h) Qual € a razdo entre as areas do triangulo de lado 3 uc e do tridangulo unidade?

R: Arazéo e 9.

i) Qual é area do triangulo de lado 6 uc?

R: 36 ua.

j) Qual é a razdo entre as areas do triangulo de lado 6 uc e do tridngulo unidade?

R: Arazdo é 36.

Atividade 5:

a) E possivel sobrepor um triangulo no outro? Eles s&o congruentes?

R: N&o, pois eles ndo sdo congruentes.

b) Quantos triangulos menores foram usados para fazer o triangulo maior?

R: 9 tridngulos menores.

c) Qual é a razdo entre as medidas dos lados do triangulo maior e o do tridngulo menor?

R: Arazdo € 3.

d) Qual é a razdo entre as areas do triangulo maior e do triangulo menor?

R: Arazdo € 9.

Atividade 6: O que podemos concluir com relacdo as respostas da Atividade 4 nos itens c) e

h), f) e j) e da Atividade 5?

R: A razdo entre as areas dos triangulos semelhantes € igual ao quadrado da razdo de

semelhanca entre os triangulos.

Busca-se com as questdes acima fomentar a discussdo acerca do que foi demonstrado
na proposicdo 2.4.3 e no teorema 2.4.6, onde temos que a razdo entre as areas de dois triangulos
semelhantes ou de duas figuras semelhantes € igual ao quadrado da razdo de semelhanca entre

eles.

Comentarios
O aluno a principio ndo conhece o conceito de semelhanga de tridngulos e a relagéo
entre suas areas. O objetivo das atividades é justamente que eles construam esses conceitos e

compreendam as condic¢des necessarias para que eles ocorram. Portanto, € importante lembrar
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que o papel do professor é atuar como mediador (ALLEVATO e ONUCHIC, 2014), fazendo

as perguntas necessarias e auxiliando os estudantes na busca das informacdes e construcoes.

4.4 Atividades - Parte 4

Objetivo

Verificar se as relagdes da atividade anterior sdo validas para qualquer triangulo.

Objeto de Conhecimento/Habilidade da BNCC

e todas as habilidades j& mencionadas na Parte 3.

Materiais: papel cartdo ou cartolina, régua e tesoura.

Na Atividade 4 trabalhamos com triangulos equilateros. Vamos verificar o que ocorre ao

substituirmos o triangulo equilatero por um triangulo qualquer.

Atividade 7: Faca um triangulo qualquer e, em seguida, mais algumas cépias deste triangulo

e responda novamente as questdes da Atividade 4.

Formalizagéo

Na atividade 7, uma possivel resposta € a de que a relacdo entre razdo de semelhanca e
area do triangulo independe do formato dos tridngulos menores utilizados para montar o maior.
E interessante instigar o aluno a observar que a quantidade de triangulos menores necessarias
para montar o triangulo maior € sempre a mesma. Por exemplo, se 0 aluno optar por montar um
tridangulo de lado 2 uc, serdo necessarios quatro triangulos menores, para um triangulo de lado

3 uc, serdo necessarios nove triangulos menores (Figura 4.5).

Figura 4.5 — Uma possivel resposta para as figuras da atividade 7.

T

Fonte: Elaborada pela autora.
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Comentarios

Busca-se com essa atividade mostrar ao aluno que as propriedades observadas nas
atividades anteriores independem do formato do triangulo. Essa atividade pode ser considerada
como um “ir além”, assim como sugere Allevato e Onuchic (2014) na décima etapa de
organizacéo das atividades em sala de aula e que pode ser utilizada depois da formalizagdo do
contetdo pretendido até a atividade 6.

Ao iniciar a atividade o aluno pode pensar que a propriedade entre a razdo de
semelhanca e a area do triangulo ndo se manterd ou que ao unir os triangulos menores, sera
formado outro tridngulo que ndo € semelhante ao primeiro. Ou ainda, ndo saber ao certo quantas
copias dos triangulos menores, feito por ele, serdo necessarias. Porém, a atividade tem carater
experimental e investigativo, assim é fundamental o papel mediador que assumira o professor,

sem oferecer respostas prontas e deixar o aluno levantar, experimentar e testar hipdteses.

4.5 Atividades - Parte 5

Objetivo

Verificar se as relagdes e condi¢Oes de semelhancas sdo validas para qualquer poligono.

Objeto de Conhecimento/Habilidade da BNCC:
e Construcdo de figuras semelhantes: ampliacdo e reducdo de figuras planas em malhas
quadriculadas - (EFO6MAZ21) Construir figuras planas semelhantes em situacfes de
ampliacdo e de reducdo, com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou

tecnologias digitais.

Materiais: pecas dos polidiamantes da segunda parte.

Vamos verificar qual é a relacdo entre as areas de outros poligonos semelhantes, de modo

similar ao que foi proposto para o triangulo. A relagdo sera a mesma?

Atividade 8: Separe a peca formada por trés tridngulos equilateros. Ela é um trapézio
isosceles de lado 1 uc e bases 1 uc e 2 uc. Vamos chamar esse trapézio de trapézio unidade.
a) Sem utilizar o trapézio unidade, monte um trapézio de lado 3 uc e bases 3 uc e 6 uc.

b) E possivel sobrepor um trapézio no outro? Eles sdo congruentes?
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c) Qual é a razdo entre a medida dos lados do trapézio maior e o do trapezio unidade?
d) Qual é a razdo entre as areas do trapézio maior e do trapézio unidade?

e) Os dois trapézios podem ser classificados como semelhantes? Justifique sua resposta.

Atividade 9: Considere o triangulo equilatero de lado 1 uc como o triangulo unidade.
Separe a peca formada por seis tridngulos unidade da Atividade 1 f), o hexagono regular de
lado 1 uc. Vamos chamar esse hexagono de hexagono unidade.

a) Sem utilizar o hexagono unidade, monte um hexagono de lado 2uc.

b) E possivel sobrepor um hexagono no outro? Eles s&o congruentes?

c) Qual é a razdo entre as medidas dos lados do hexdgono maior e do hexagono unidade?

d) Qual € a razdo entre as areas do hexagono maior e do hexagono unidade?

e) Os dois hexagonos podem ser classificados como semelhantes? Justifique sua resposta.

Atividade 10: Qual a definicdo de poligonos semelhantes?

Formalizacdo
A Figura 4.6 traz sugestfes de solugdes para o trapézio da questdo 8 a) (Figura 4.6 (a))
e 0 hexégono da atividade 9 a) (Figura 4.6 (b)).

Figura 4.6 — Uma possivel resposta para as figuras da atividade 8a (a) e a atividade 9a (b).

W\

(b). @

Fonte: Elaborada pela autora.

A seguir, segue possiveis respostas para cada questdo da atividade 8 e 9.
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Atividade 8:

b) E possivel sobrepor um trapézio no outro? Eles sio congruentes?

R: N&o, pois eles ndo sao congruentes.

c) Qual é a razdo entre as medidas dos lados do trapézio maior e o do trapézio unidade?

R: A razdo ¢é 3 para os quatro lados do trapezio.

d) Qual é a razdo entre as areas do trapézio maior e do trapézio unidade?

R: Arazdo ¢ 9.

e) Os dois trapézios podem ser classificados como semelhantes?

R: Sim, pois os angulos em vértices correspondentes sdo congruentes e a razao entre 0s

comprimentos de lados correspondentes é sempre a mesma.

Atividade 9

b) E possivel sobrepor um hexagono no outro? Eles s&o congruentes?

R: N&o, pois eles ndo sdo congruentes.

c) Qual é a razdo entre as medidas dos lados do hexadgono maior e o do hexagono unidade?
R: Arazéo é 2.

d) Qual é a razdo entre as areas do hexagono maior e do hexagono unidade?

R: Arazdo € 4.

e) Os dois hexagonos podem ser classificados como semelhantes?

R: Sim, pois os angulos e vértices correspondentes sdo congruentes e a razdo entre 0s
comprimentos de lados correspondentes € sempre a mesma.

Atividade 10: Qual a definigéo de poligonos semelhantes?

R: Dois poligonos sdo semelhantes quando for possivel estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre seus vértices de modo que seus angulos correspondentes sejam congruentes

e lados correspondentes sejam proporcionais.

Com essas atividades busca-se explorar o conceito de semelhanca de poligonos, pois 0s
polidiamantes permitem explorar o conceito a partir do tridngulo e estendé-lo para outros

poligonos.

4.6 Atividades - Parte 6

Objetivo

Aplicar de forma ltudica o contetdo relativo as atividades anteriores.
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Objeto de Conhecimento/Habilidade da BNCC
e Construcdo de figuras semelhantes: ampliacdo e reducéo de figuras planas em malhas

quadriculadas - (EFO6MAZ21) Construir figuras planas semelhantes em situacGes de
ampliacdo e de reducdo, com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou
tecnologias digitais.

Materiais: pecas dos polidiamantes da segunda parte.

Atividade 11: Usar apenas os 12 hexadiamantes para duplicar os comprimentos dos lados de
cada uma das 12 pecas, uma de cada vez.

Quais sdo as caracteristicas das figuras duplicadas obtidas comparando com o0s

hexadiamantes correspondentes? Justifique sua resposta.

Formalizacdo

Temos nessa atividade o problema de duplicacdo onde o objetivo é, utilizando somente
os doze hexadiamantes, duplicar o comprimento de cada uma das doze pecas, obtendo assim
uma figura semelhante a escolhida. O problema foi mencionado por Gardner (1964) e a solucéo
é possivel para todos os hexadiamantes. Uma solucdo possivel para cada hexadiamante esta na
Figura 4.7.

Através dessa atividade é possivel observar que qualquer peca do hexadiamante é
composta por seis triangulos menores, assim ao duplicar a medida do lado, a quantidade de
triangulos menores utilizados para montar uma figura com razdo de semelhanca dois é: 22.6 =
4.6 = 24 triangulos menores. Para compor uma figura com 24 tridangulos menores, s&o
necessarios 4 hexadiamantes, pois 24:6 = 4. Logo, o aluno utilizara sempre 4 pec¢as para montar

cada um dos hexadiamantes “duplicados”.

Comentarios

Essa atividade pode ser utilizada independente do conhecimento do aluno sobre
semelhanca de tridngulos ou sobre razdo de semelhanca, porém ¢é interessante que ele
compreenda os conceitos de forma ludica e concreta. A atividade pode ser explorada com outras

poliformas, como os poliminds ou os polihexes.
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4.7 Atividades - Parte 7

Objetivo

Aplicar de forma ludica o conteudo relativo as atividades anteriores.

Objeto de Conhecimento/Habilidade da BNCC
e Construcdo de figuras semelhantes: ampliacdo e reducéo de figuras planas em malhas
quadriculadas - (EFO6MAZ21) Construir figuras planas semelhantes em situacfes de
ampliacdo e de reducdo, com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou

tecnologias digitais.

Materiais: pecas dos polidiamantes da segunda parte.

Atividade 12: Usar apenas as 12 pecas dos hexadiamantes para triplicar os comprimentos
dos lados de cada uma das 9 pecas ilustradas abaixo.
Quais sdo as caracteristicas das figuras triplicadas obtidas comparando com 0s

hexadiamantes correspondentes? Justifique sua resposta.

NI ) X0 207
R0 Ky XXy

Atencao!
Existem duas pecas que ndo sdo possiveis triplicar os comprimentos e uma peca cuja

triplicagédo ainda n&o possui solucéo conhecida.

Formalizagdo

Como ja mencionado no capitulo 3, no problema de triplicacdo o objetivo é triplicar o
comprimento de cada uma das doze pecas, obtendo assim uma figura semelhante a escolhida,
utilizando os hexadiamantes. Porém, como afirmou Gardner (1964), o problema ndo pode ser

resolvido para a o iate (7) e a esfinge (9). E necesséario observar que estas figuras se tornam
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“desbalanceadas” quando seu comprimento ¢ triplicado. E ainda segundo Gardner, ndo havia
sido encontrado uma “triplicagao” da borboleta (11). Algumas possibilidades de resolugdo para
o0s hexadiamantes que podem ser triplicados estdo na Figura 4.8.

Através dessa atividade é possivel observar que, assim como na atividade anterior,
temos que qualquer pega do hexadiamante é composta por seis tridngulos menores, assim ao
triplicar a medida do lado, a quantidade de triangulos menores utilizados para montar uma
figura com razdo de semelhanca trés é: 32.6 = 9.6 = 54 triangulos menores. Para compor uma
figura com 54 tridangulos menores, sdo necessarios 9 hexadiamantes, pois 54:6 = 9. Logo, 0

aluno utilizara sempre 9 pecas para montar cada um dos hexadiamantes “triplicados”.

Comentarios:

A “triplica¢do” dos hexadiamantes € um problema desafiador exigindo tempo para sua
realizacdo. Utilizar um papel isométrico e desenhar a figura com lados de comprimento
triplicados pode ser uma melhor estratégia para colaborar na resolucdo da atividade.
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Figura 4.8 — Uma possivel resposta para as triplicacfes da atividade 12.
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Fonte: Elaborada pela autora.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho apresenta uma proposta de sequéncia de atividades para as aulas de
Matematica ou outras aulas (Praticas Experimentais, Orientacdo de Estudos, Disciplina Eletiva,
etc.) que visam a implementacdo da metodologia de Resolucdo de Problemas e a utilizagdo de
materiais concretos, em particular os polidiamantes, para a constru¢cdo do conceito de
semelhanca de triangulos, razédo entre as areas de figuras semelhantes e semelhanca de outros
poligonos.

Com a suspensdo das atividades presenciais devido ao Decreto n° 64.862 e a
impossibilidade da aplicagdo das atividades de forma remota, a sequéncia se formalizou em
uma proposta com comentarios para que o professor que a aplique possa conduzir cada
atividade de modo a utilizar as dez etapas sugeridas por Allevato e Onuchic (2014).

Buscamos com esse trabalho, oportunizar uma sequéncia de atividades que possibilita
ao professor a criagdo desse momento de construgdo de conhecimento, de questionamentos e
discussbes. Baseados na sugestao de Cury (2013) para uso dos erros, que afirma que a ideia de
gue esse se constitui como um conhecimento, construido de alguma forma, mesmo que nao seja
aplicavel naquele momento, se faz necessario elaborar intervencbes didaticas que
desestabilizem as certezas e levem o estudante a um questionamento sobre as suas respostas.

As atividades partem das hipoteses e respostas produzidas pelos alunos e busca auxilia-
los a construir o conhecimento pretendido sob a mediacdo do professor, para depois aplicar os
conhecimentos adquiridos ao longo dos problemas de duplicacdo e triplicacdo dos
hexadiamantes.

Com as atividades os alunos podem associar o contetudo as relacdes e caracteristicas
observadas, trabalhando diretamente com os polidiamantes e com o uso da metodologia de
Resolucdo de Problemas (ALLEVATO e ONUCHIC, 2014). Usualmente os alunos estdo
habituados a trabalhar com a malha quadriculada, incluindo os poliminés. Os polidiamantes
propiciam trabalhar com malha e formas triangulares, explorando a criatividade do aluno.

Sobre a utilizacdo da Resolucdo de Problemas para o ensino da Matematica como
proposto neste trabalho, concordamos com Lorenzato (2010, p.81) que,

“A descoberta pode ndo ser o caminho mais curto ou rapido para o ensino, mas ¢ o

mais eficiente para a aprendizagem. E interessante notar que a descoberta possibilita
a reconstrucdo do conhecimento, quando necessario, porque valoriza a compreensao.”
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Ainda, segundo Allevato e Onuchic (2014), quando a resolugdo de problema é
considerada como metodologia de ensino, esta faz da compreensao seu o foco central e objetivo.

Esperamos que esse trabalho possa contribuir integral ou parcialmente com atividades
que possam ser desenvolvidas durante as aulas oportunizando o aprendizado através da
metodologia de Resolucéo de Problemas. Assim, como esperamos que o0s polidiamantes sejam
objeto de curiosidade para aqueles que tenha contato com esse trabalho, pois séo um campo
fértil e ainda pouco explorado.

A analise das respostas produzidas pelos alunos ao longo das atividades da sequéncia
continua sendo objeto de interesse de estudo para a autora. Como futuros objetos de estudos,
também estdo as resolugdes dos problemas de triplicacdo do hexadiamante borboleta e do

paralelogramo 3x12, sugeridos por Gardner (1964).
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ANEXO A - POLIDIAMANTES PARA IMPRESSAO
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