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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos uma proposta de aula de Matematica para o professor desenvolver
com alunos do primeiro ano do Ensino Médio. Esta proposta baseia-se no estudo de aproxima-
cdo de fungdes através do Método dos Minimos Quadrados utilizando os dados obtidos no
experimento de lancamento de um foguete. A ideia €, a partir dos dados encontrados pelos
alunos no experimento, determinar a funcdo que melhor representa estes dados. Por se tratar
de um experimento que envolve o lancamento de um foguete com ar comprimido (construido a
partir de garrafas pets), este experimento pode ser desenvolvido em conjunto com o professor
de Fisica, inserindo, desta forma, a interdisciplinaridade nas aulas. Apds apresentar como de-
senvolver este experimento com os alunos, sdo apresentados alguns exemplos de aplicagdo do
Método dos Minimos Quadrados utilizando os dados obtidos no experimento, sendo descritas
as orientagdes de como aplicar um método de nivel superior de forma simples e acessivel a

alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Ensino Médio. Método dos Minimos Quadrados. Foguetes de ar compri-

mido.
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ABSTRACT

In this work, we present a proposal for a mathematics class for the teacher to develop with
first-year high school students. This proposal is based on the study of approximation of func-
tions using the Least Squares Method using the data obtained in the rocket launch experiment.
The idea is, from the data found by the students in the experiment, determine the function that
best represents these data. As it is an experiment that involves launch of a rocket with com-
pressed air (built from pet bottles), this experiment can be developed in conjunction with the
Physics teacher, thus inserting interdisciplinarity in classes. After presenting how to develop
this experiment with the students, some examples of application of the Least Squares Method
are presented using the data obtained in the experiment, describing the guidelines on how to
apply a higher education method in a simple and accessible way to high school students.

Keywords: High School. Least Squares Method. Rockets with compressed air.
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INTRODUCAO

Considerando as dificuldades apresentadas pelos alunos em sala de aula para aprender
Matematica, podemos observar que, em alguns casos, isso se deve ao fato do aluno nao conse-
guir enxergar o sentido ou a aplicacdo do conteudo estudado, tornando-se algo completamente
abstrato para o mesmo. Surge, entdo, a necessidade de que o professor encontre maneiras de
abordar os contetidos de forma que os alunos consigam ver alguma aplicaciao do conceito numa
situacdo real, motivando-o e despertando seu interesse acerca de tal contetido, o que levard mais
facilmente ao aprendizado. Outro fato que percebe-se também € que hd casos em que os alunos
se sentem desmotivados nas aulas de Matematica. De fato, segundo Avila (1993, p.3), “a lin-
guagem nao motiva ninguém, ideias sim. Nenhum aluno pode se interessar por qualquer coisa
onde nao veja algum elemento que lhe satisfaga ou aguce a curiosidade”. Dessa forma, o pro-
fessor deve estar sempre buscando novas metodologias para ensinar um conteido de maneira
que atraia a atencao dos alunos e supra essa necessidade.

Considerando a importancia do ensino do contetido de fun¢des na formagao do aluno, o

PCN faz a seguinte reflexao:

O ensino isolado desse tema ndo permite a exploragdo do caréter
integrador que ele possui. [...] Além das conexdes internas a prépria
Matemitica, o conceito de fungdo desempenha também papel impor-
tante para descrever e estudar através da leitura, interpretacio e constru-
cdo de gréficos, o comportamento de certos fendmenos tanto do cotidi-
ano, como de outras dreas do conhecimento, como a Fisica, Geografia
ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica garantir que
o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de fun-
cdo em situacdes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade
de situacOes problema de Matematica e de outras dreas, o aluno pode
ser incentivado a buscar a solugdo, ajustando seus conhecimentos sobre
fungdes para construir um modelo para interpretagdo e investigacao em

Matematica. PCN (2017, pag 43)



Refletindo sobre esta problemadtica, neste trabalho serd abordado o conteiddo de fungdes,
mais especificamente, aproximagdes de funcdes, em que serd empregado o Método dos Mini-
mos Quadrados afim de obter uma estimagdo 6tima para representar uma fung¢do qualquer, ou
seja, que ofereca o melhor ajuste para a funcao de aproximacgdo. Esta proposta pode ser aplicada
a partir do 1° ano do Ensino Médio, pois € nesta etapa do ensino que o contetido de fungdes é
estudado.

Diversos trabalhos foram desenvolvidos nos tltimos anos abordando a aplicagdo do Mé-
todo dos Minimos Quadrados no Ensino Bésico. Dentre eles, destacam-se: Ferreira (2014)
abordou o Método dos Minimos Quadrados através da aplicacdao de atividades, visando apre-
sentar ao professor uma nova ferramenta matematica, dando e€nfase ao estudo das fun¢des (mos-
trando aos alunos a importancia de se modelar uma situacdo) e a necessidade de saber operar
com matrizes para resolver as situagdes-problema propostas. J4 Silva (2020) aborda o conceito
de Método do Minimos Quadrados envolvendo modelagem e previsdo de valores a partir de
dados j4 existentes, apresentando trés aplicacdes em conjuntos de dados reais utilizando como
ferramenta o Microsoft Excel. Souza (2018) tem como objetivo apresentar o método para re-
solver sistemas lineares sobredeterminados e como aplicac¢io propor a solu¢ao de um problema
de geoposicionamento. Silva (2015) apresenta uma proposta de aula para turmas de Ensino
Médio através de uma situagdo problema utilizando Software Excel como ferramenta auxiliar.
Almeida (2015) aborda estratégias para apresentacdo do Método dos Minimos Quadrados a
alunos do Ensino Médio e realiza a elaboracao de atividades para demonstrar a abrangéncia do
método. Souza (2014) apresenta uma aplicacdo para o produto matricial, trazendo o Método de
Minimos Quadrados para o Ensino Médio, utilizando na implementacgdo o software GeoGebra.
Ja Gongalves (2014) apresenta alguns exemplos do Método dos Minimos Quadrados que po-
dem ser trabalhados em sala de aula, com a exploragdo geométrica da fung¢do no Graph e seus
ajustes.

Considerando, ainda, a importancia da interdiciplinaridade no ensino de Matematica, tal
assunto € abordado nos PCNs (Parametros Curriculares Nacionais) e na BNCC (Base Nacional
Comum Curricular), destacando que a interdisciplinaridade possibilita aos alunos a ndo verem

o contetido de forma fragmentada, mas sim construir relacdes entre os conceitos estudados e



0s novos conceitos adquiridos, podendo conhecer o potencial que um contetido tem de permitir
conexodes entre aplicagdes dentro ou fora da Matematica. Ainda mais, segundo a PCN (2017,
pag 42), “a Matematica, integrando a area das Ciéncias da Natureza e Tecnologia do Ensino
Médio, tem cardter instrumental mais amplo.”

Tomando a interdisciplinaridade como motivacao, neste trabalho, diferentemente dos tra-
balhos citados, abordaremos o Método dos Minimos Quadrados de maneira interdisciplinar
com conteddos de Fisica, buscando que os alunos estabelecam uma conexdo entre estas duas
disciplinas.

A nossa proposta serd entao trabalhar aproximacgao de funcdes pelo Método dos Minimos
Quadrados através do experimento Fisico de langcamento de foguetes de ar comprimido, em que
o professor de Matemadtica utilizard os dados do experimento para realizar a aproximacdo de
funcgdes e o professor de Fisica abordara os conceitos fisicos que envolvem o experimento.

Por fim, os capitulos deste trabalho estdo organizados da seguinte forma: no capitulo 1
apresenta-se o0 Método dos Minimos Quadrados, com exemplos de como utiliza-lo. O capitulo 2
tem como finalidade descrever como seré realizado o experimento de lancamento de um foguete,
bem como fazer a coleta de dados e andlise dos lancamentos. No capitulo 3 sdo apresentados
alguns exemplos de como aplicar o experimento utilizando o Método dos Minimos Quadrados,
afim de dar suporte ao professor, descrevendo passo a passo como serd esta aplicacdo. Ao final,

sdo feitas algumas consideragcdes e conclusdes acerca deste trabalho.



1 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Suponhamos que vocé deseja realizar um experimento em sua sala de aula e queira deter-
minar uma fun¢do que represente os dados coletados e que possibilite analisar o comportamento
desse experimento.

Um dos métodos mais utilizados para obter uma funcao que represente determinado fend-
meno a partir de alguns pontos dados € a interpolacdo. No entanto, através desse método, a fun-
¢do obtida a partir de um conjunto de dados discretos s6 podera representar uma aproximagao
para o valor da func@o em pontos dentro do intervalo de tabelamento.

Caso queira obter um valor aproximado da fun¢do em algum ponto fora do intervalo
de tabelamento, ou seja, extrapolar, ou ainda, se os valores tabelados sdo provenientes de um
experimento, onde estamos propensos a erros durante a obten¢ao dos dados para a andlise, entao
neste caso ndo seria possivel utilizar a interpolacdo. Por isso, precisamos de um método que

além de obter uma fun¢do que represente os dados tabelados, nos possibilite extrapolar.

O Método dos Quadrados Minimos é provavelmente a técnica de
aproximac¢ao mais usada na andlise numérica e em problemas praticos.
Isto se deve tanto a sua simplicidade quanto ao fato de que em geral,
buscamos aproximagdes para dados que sdo medidas obtidas experi-
mentalmente com um certo grau de incerteza. Veremos que o método
dos quadrados minimos contempla a possivel existéncia de erros nos
dados a serem aproximados. O critério de aproximacdo consiste em

minimizar os residuos. (SANCHES; JONILDO, 2007)

Portanto, o Método dos Minimos Quadrados (ou Método dos Quadrados Minimos) é o
método que procuramos, pois realiza a aproximacao de uma fungdo y = f(x) por uma fungio
() que seja uma combinacdo de fungdes lineares conhecidas, de modo que ¢(z) seja uma boa
aproximacdo e que nos permita extrapolar com uma certa margem de seguranca. Este método

pode ser utilizado em duas situagdes distintas: Caso Continuo ou Caso Discreto.



1.1 Caso Discreto

Suponha um conjunto finito de pontos ((x1, f(z1)), (z2, f(x2)), ... J(Tm, f(Tm)) com
x1, T3, ..., T, pertencentes a um intervalo [a, b]. Queremos encontrar uma fun¢do que melhor se
ajuste a esse conjunto de pontos. Para isso, devemos escolher n fungdes g (), g2(x), ..., gn(2),
continuas em [a, b], e obter n constantes oy, as, ..., a,, tais que a fungdo p(z) = ayg1(z) +
a292(x) + ... + apgy(x) se aproxime ao maximo de f(z).

Para escolher as fun¢des continuas ¢; (), ..., g, (x) devemos observar o gréfico dos pontos
tabelados (diagrama de dispersao) ou basear-se nos fundamentos tedricos do experimento que

gerou a tabela de pontos.

Exemplo 1. Considere a tabela a seguir:

Tabela 1.1: Dados referentes ao Exemplo 1
x ‘ -10 -0,7% -06 -05 -03 0 02 04 05 0,7 1,0
f(x) ‘ 205 1,13 045 04 05 O 02 06 0512 1,2 205

O diagrama de dispersdo para esses dados sera:

f(x)

Figura 1.1: Diagrama de dispersdo referente ao Exemplo 1

Neste caso, € natural escolhermos apenas uma fungio g,(z) = x? para representar os

5



dados tabelados e procuramos entdo ¢(z) = az?, que é a equagio geral de uma reta que passa
pela origem.

Assim, escolhidas as fungdes g1 (), g2(), ..., gn(x), temos de estabelecer o conceito de
proximidade entre as fung¢des p(z) e f(x) para obter as constantes o, g, ..., (.

Para isso, impde-se que o desvio em x, dado por dy, = f(xx) — ¢(zx), seja minimo para
k=1,2,..,m.

Uma forma de fazer isto, a qual serd apresentada neste trabalho, consiste em escolher os
a1, Qa, ..., oy, de tal forma que a soma dos quadrados dos desvios seja minima. Portanto, dentro
dos critérios dos quadrados minimos, os coeficientes o, que fazem com que ¢(x) se aproxime
o maximo de f(z) sdo os que minimizam a fungéo

m

F(al,az, ...,an) = Z[f(xk) _ 90(3?14;)]2 _
= [f(xk) — Oqgl(xk) — Oéggg(l‘k) — .= angn(xk)]?
k=1

Para encontrar um ponto de minimo de F'(aq, ao, ..., o, ), temos que encontrar seus pontos

criticos, ou seja, oy, (a, ..., (i, tais que

oF
o =0, j=12..n (1.1)
Q& (a1,02,...;0n)
Em seguida, verificar se a funcio tem ponto de minimo, ou seja,
0?F
5 >0, j=12..n. (1.2)
aaj (a1,02,...,an)

Calculando estas derivadas parciais para cada j = 1,2, ..., n, temos:

oF

do;

=2 Z[f(fk) — angi(zx) — aega(@i) — ... = angnl@i)l[—g;(zr)]

1

m
(a1,02,...,am) k=

Impondo a condigdo (I.T)), temos:

S F () — argaen) — asgalen) — o — angale)ligs (@] = 0, j=1,2,cm. (13)

m
k=1



Em seguida, verificando a condicao (1.2)), temos que:

or =23 g ()P > 0

m
(a1,02,...,0m) k=1

ré[f(xk) — 191 (z1) — qaga(@p) — ... — g (21)][01 ()] = 0
g;[f (1) — 11 (1) — Q292(xk) — . — ngn(w1)][ga(x)] = 0 N
;n;[f (z) — c1gi () — o (k) — ... — g (21)][gn (z1)] = 0
: i gl<a;k>gl<xk>: . i gn<xk>gl<xk): - i .
= ka; gl(:cmgz(:ck): a4+ kzm; gn(:ck)gg(:ck): = kzm; F(xr)g2 () (1.4)
| kfj () galin) | a1+ o+ kgm;gn<xk>gn<xk)] - kf: oo (o)

que € a férmula geral do Método dos Minimos Quadrados para o caso discreto, a qual € um
sistema linear com n incégnitas, oy, s, . . ., ;,, € com 1 equagdes. As equagdes dadas por este
sistema sdo chamadas equacdes normais e o sistema linear pode ser escrito na forma matricial

Aa = b:



a1 a2 ... QAip aq b1
21 A29 ... QA9p 9 bQ
Al Qp2 - .. Qpp 1o b,

em que

A= (Clij), tal que a;; = Zgz(xk)g]<xk) = Gy,
k=1

ou seja, a matriz A é simétrica. Ainda, temos que:

t
a=[a,ag,...,qp

b - [bl,bg, e ,bn]t,

tal que b; = Z f(r)gi(z).
P

Utilizando a notacdo de produto escalar, o sistema normal Ao = b pode ser escrito da

forma:
A= (ay) =(gi,97)) e b=:)=(f.7),

onde gy é o vetor (ge(x1), ge(2), . .., ge(zm))" € f, o vetor (f(z1), f(x2), ..., flam))T.
Demonstra-se que, se as fungdes g (), . . ., g, (z) forem tais que os vetores g1, G2, - - - , Gn,
sejam linearmente independentes, entdo o determinante da matriz A € diferente de zero e, por-
tanto, o sistema linear (1.4) admite solugdo Unica: oy, as, . . ., 0v,.
Nota-se que, se os vetores {1, G2, - - - , g | tiverem uma propriedade suplementar de serem
tais que

=0, i#j

70, i=]

(9i,95) -

ou seja, se {71, Gz, - - -, Jn } € uma base ortonormal, entdo o sistema linear se reduziria a:



10 ... 00 (0751 b1
01 ... 00 Q9 bg
00 ... 01 o, b,

isto é, a matriz A do sistema (1.4)) serd uma matriz diagonal, com a;; # 0 e, portanto, o sistema
(1.4) terd solucdo tnica, a qual € facilmente determinada.
Felizmente, dado um conjunto de pontos {x1, Zs, . . ., T, }, facilmente constréi-se polind-

mios de grau 0, 1, ..., n que s@o ortogonais, em relacdo ao produto escalar

Exemplo 2. Determinar a fun¢do que melhor aproxima a func¢ao tabelada no Exemplo 1.

Como queremos ajustar os pontos dados a uma parabola passando pela origem, temos que

Z(rci)zl a=> (a7)f(zs) (1.5)

Para calcular os valores dos somatdrios presentes na Eq. (1.5) utilizaremos a tabela a

seguir:



Tabela 1.2: Somatorios da Eq. (1.5) referentes ao Exemplo 2

koloae | flow) | (o) (w5)* far) (wr)?
1 -1 2,05 1 1 2,05

2 | —0,75 | 1,153 | 0,5625 | 0,31640625 | 0,6485625
3| —0,6 | 045 0,36 0,1296 0,162

4 | -0,5 0,4 0,25 0,0625 0,1

5) —-0,3 0,5 0,9 0,0081 0,045

6 0 0 0 0 0

7 0,2 0,2 0,4 0,0016 0,00032
8 0,4 0,6 0,16 0,0256 0,96

9 0,5 0,512 | 0,25 0,0625 0,128
10 0,7 1,2 0,49 0,2401 0,588
1ml 1 |20 | 1 1 2,05
>0 0,65 | 9,115 | 4,2025 | 2,84640625 | 5,8755625

Assim, os valores dos somatorios sao dados por:

11
D (xk)® ~ 2,8464,
k=1
11

S (@2) f () ~ 5,8756.

k=1

Substituindo na Eq. (1.5) os valores obtidos para os somatérios, obtemos:

02,8756
2,8464a = = = ~ 2,0642
84640 = 5,8756 = « 5.8464 ,06
Assim, ¢(z) = 2,0642z% é a pardbola que melhor se aproxima, no sentido dos quadrados

minimos, da funcdo tabelada, cujo grafico segue representado na Figura|[I.2]
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Figura 1.2: Grafico referente ao Exemplo 2

A partir da Figura[I.2]podemos observar que a pardbola com vértice na origem representa

satisfatoriamente bem os pontos dados na Tabela[I.1]

Exemplo 3. Ajuste os dados tabelados a seguir pelo Método dos Minimos Quadrados

utilizando uma reta.

Tabela 1.3: Dados referentes ao Exemplo 3
x ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8

f(x)‘0,5 06 09 08 1,2 15 17 20

Teremos, entdo, que a func¢do aproximadora sera:

f(z) = ¢(z) = a1g1(x) + azg2(z), (1.6)

com gi(z) =1e go(z) = x.
Portanto, teremos que resolver, o sistema de equacdes a seguir (ver sistema de equagdes

(1.4)):

11



([ 8 8 8
[Z g1(@r)g1 () | 1 + Zg (k) g1 (2 ] Qg = Zf )91 (k)
k=1 k=1 k=1
8 8 8
[Z 91(@r)g2 (k) | o1 + Zg (k) g2 ( ] Zf k) g2(Tk)
( Lk=1 k=1 k=1

Substituindo os valores de g; € go neste sistema, obtemos o sistema a seguir:

(T

(1.7)

Para calcular os valores dos somatérios utilizaremos a tabela a seguir:

Tabela 1.4: Somatoérios do sistema de equacgao (1.7) referentes ao Exemplo 3

kol @ | flow) | (2)? | f(zn) ()
1 1 0,5 1 0,5
22| 06 | 4 1,2
31309 | 9 2.7
414 08 | 16 3,2

5 | 5 1,2 25 6

6 | 6 1,5 36 9
717 17 | 49 11,9

8 | 8 2 64 16

> 136 9,2 204 50,5

12



Logo, os valores dos somatdrios presentes no sistema (|1.7]) sdo dados por:

1=38

2
k=1
8
>
k;l
Zgg(xk)Q =204

k=1

8
> flar) =92
k=1

> fla) (k) = 50,5

Substituindo os valores dos somatdrios em (/1.7)), obtemos:

80&1 + 36(12 = 9,2
= a; =0,176 e ay = 0,214.

36a; + 204an = 50,5

Logo, ¢(x) = 0,176 + 0,214z é a reta que melhor aproxima, no sentido dos quadrados

minimos, da funcao tabelada, cujo grafico segue apresentado na Figura|l.3|.

f(x)

Figura 1.3: Gréfico referente a aproximac¢do por Minimos Quadrados do Exemplo 3

A partir da Figura [I.3] podemos perceber que neste caso a fungdo do 1° grau representa

13



satisfatoriamente bem aos pontos dados na Tabela[I.3]

1.2 Caso Continuo

Seja uma fungdo f(z) continua em um intervalo [a,b]. Escolhidas as fungdes ¢ (x),
g2(x), ..., gn(x), todas continuas em [a, b], precisamos determinar n constantes o, (g, . . . , (v,
de modo que a fun¢do p(x) = o191 () + azg2(x) + . . . + @, g, () melhor aproxime f em [a, b].

Para estabelecer o conceito de proximidade seguindo os critérios dos quadrados minimos,

devemos escolher uma fung¢ao de tal forma que:

Flas, as, ... an) = / (@) — p(a)Pde

seja minimo, ou seja, que a drea entre as curvas ¢(x) e f(z) seja minima.

Para encontrar o ponto de minimo de F'(«v, s, . . ., oy, ), temos que encontrar seus pontos
criticos, ou seja, o, o, . . . , vy, tais que
OF :
F :O, ]:1,2,...,77, (18)
% l(an,02,..0m)

Calculando a derivada parcial dada pela Eq. (I.8) paracada j = 1,2, ..., n, temos

oF

b
Oa; - /a [f(@) —a1g1(x) — aaga () — ... — angn(®)][—g;(z)|dx

Impondo a condicao (1.8]), temos que

/ [f(z) — a191(z) — agge(z) — ... — angn(x)][—g;(z)]dz =0 j=12,...,n (1.9
Assim,(podemos reescrever a Eq. (I.9) na forma de sistema, da seguinte maneira:

/ [f(2) = 101(2) = 295(x) = ... = angn(@)][g1 (2)]dz = O
b

/ [f(z) = a191(x) — a292(x) — ... — anga(@)][g2(x)]dz = 0
a =
b

[ 160) = c151() = an(o) = .. = g )@l = 0

14



{

que € a férmula geral do Método dos Minimos Quadrados para o caso continuo.

Considerando

[ (2hs ()]

=1l bgm)gl(x)dx:

o+ -

a1+

= [ i)

\ Ug <$>gn<x>dx} o + 5

+1f gn<x>gn<x>§xJan - [ 1@

e = [ I,

r pb
- / 01(2)gu(2)dz

+[f b e)gn(0)s

podemos escrever o sistema linear (I.10)) da seguinte forma:

.

a1101 + 1909 + ...+ A1 0y — b1

9101 + 990y + ... + A9n 0y — bQ

[ G111 + Apo0y + ...+ AppCy = by,

ou ainda, na forma matricial Aoc = b, em que:

a1

a1

a12

a22

Q1n

A2n

15

o

(8%

= [ s

o= (@)l

eb=

b
by

(1.10)



Demonstra-se que, se as fun¢des ¢;(z), ..., gn(x) forem linearmente independentes, en-
tdo o determinante da matriz A € diferente de zero e, portanto, o sistema linear (1.10) admite
solu¢do dnica: ag, as, ..., a,. Além disso, pode-se demonstrar também que esta solugdo € o

ponto que a fung¢do F'(ay, ..., o) atinge seu valor de minimo. Para mais detalhes, ver [5].

Exemplo 4. Vamos aproximar f(z) = 4z°, no intervalo [a, b] = [0, 1], por um polindmio:
a) do primeiro grau.

b) do segundo grau.

Item a) No caso em que queremos realizar a aproximag¢do por uma fun¢do do primeiro

grau, a funcdo aproximadora sera
o(x) = a191(x) + aege(x) = 1 + oz, ap,a € R
com gi(z) = 1e go(x) = x.
Com isso, temos que resolver o seguinte sistema (ver sistema de equagdes (1.10)):

(o

/ g(@)gr(@)de| on 1 | / 01(2)ga(2)di| g = | 1@t
(1.11)

_/Olgg(x)gl(x)dx: o1 + :/Olgz(x)gz(x)dx: ay = /01 F(2)go()dz

\ L

Calculando o valor das integrais em (I.11]), obtemos:

/Olgl(x)gl(x)dx _ /01 ldz = 1
/01 g1(x)ga(x)dx = /01 xdxr = %2

1 1 23 1
/ ga(x)dr = / ridr = —
0 0 3

b

0

1

0

16



/01 f(2)g(2)dz = /01 drde = ——| =1

1 1 \ - _4
/0 f(x)QQ(cc)d:c:/O 4rtdr = 1.~

Substituindo o valor destas integrais em (I.11)), obtemos:

1
1a1+§a2:1

= (& 18
1 1 4 =—% € Q="
2N T3 T3

18 4
Logo, p(z) = T mo intervalo [0,1] € a reta que melhor aproxima, no sentido dos

quadrados minimos, a fungdo f(z) = 4z, cujo grafico segue apresentado na Figura

y

f(x)

Figura 1.4: Gréfico referente a aproximacgao por minimos quadrados do Exemplo 4 item a.

Podemos perceber que, neste caso, como a fungéo f(x) é uma curva, o ajuste linear ndo é

uma boa representacao para a fungdo dada.
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Item b) Para realizar a aproximagdo da fungio f(z) = 42* por um polindmio do 2° grau,

a funcdo aproximadora sera

o(x) = a1g1 + aag2 + a3gs,

com gi(x) = 1, g2(2) = x e g3(x) = 2°.

aq, g, 03 € Rv

Assim, temos que resolver o seguinte sistema (ver sistema de equagdes (1.10)):

:/01 gl(a:)gl(x)dx: ap +

ay +

:/01 92($)91($)d95:

Oél+

| " (D))

:/01 92($)92($)d$:

:/01 gg(x)gl(:c)d:c:

:/01 gg(x)gg(:c)d:c:

Qg +

Qg +

Oé2+

-/0 gl(ﬁ)gg(x)dx_ g = i f(x)g1(z)dx
[ o] as = [ o
-/0 gg(x)gg(az)dx_ agz/o f(z)gs(x)dx

Calculando o valor das integrais presentes em (I.12)), obtemos:

(1.12)



/0 ' F(@)gr (2)de = /0 e

/O 1 f(x)ga(x)dx = /0 1 4ztdx

/01 F(@)gs(x)dz = /01 JaPdy =

:z:4é—1
40|84
51, b
428" 2
6, 3

Substituindo os valores destas integrais em (I.12)), obtemos:

( 1 1
10[1 + 50(2 + 50&3 =1
1 4
- - e = — 1 12
2a1+3a2+4a3—5 :>041=5, Oézz—g e «ag=0~0.
+ = + 2
-1+ -+ —ag = -
3714503
\
12 5 . 3 ; )
Logo, ¢(x) = 5T Em + 62° no intervalo [0,1] € a pardbola que melhor se aproxima,

no sentido dos quadrados minimos, da fun¢do f(z) = 4x, cujo grafico segue apresentado na

Figura[l.3]

Figura 1.5: Gréfico referente a aproximac¢do por Minimos Quadrados do Exemplo 4 item b

19



Podemos perceber que, neste caso, a funcdo do segundo grau é uma boa aproximacio
para f(x) = 42°. Podemos notar também que, comparada a representacdo por uma fungio
polinomial do 1° grau (item a), a fun¢@o do segundo grau € a que melhor se aproxima da fun¢do

original f(z), como mostra o gréfico da Figura[1.6]

y
4
1 2
o) =-— —z+ 62
9]
3.
18 4
99(35):315*5
2.
1 f(z) = 42?
X
0] 1 2 3 4

Figura 1.6: Grafico referente a aproximacao por Minimos Quadrados do Exemplo 4 item b

Exemplo 5. Seja f(z) = 2* — 5z, x € [—1,1]. Através do Método dos Minimos
Quadrados, aproximar f(z) por:
a) um polindmio do 1° grau.

b) um polinémio do 2° grau.

Item a) No caso em queremos realizar a aproximag¢ao por uma fun¢ao do primeiro grau,

a funcdo aproximadora sera

o(x) = a191(x) + aaga(), a, a9 € R,

com g;(x) = 1le go(x) = x.

Assim, temos que resolver o seguinte sistema:
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' / @) |+ | o] e = [ s

J LJ -1 | -1
(1.13)
- i o i X
/ g2(x)g1(x)dx | oy + / go(2)go(x)dz | ay = f(x)go(z)dx
\ L/ -1 i lJ -1 ] 1
Calculando o valor das integrais presentes em (I.13)), obtemos:
1 1
/ g1(x)g1(x)dx :/ ldx = 2
-1 0
1 1 ZEQ 1
/ g1(z)g2(z)dx :/ rdr = — =0
1 -1 2 -1
1 1 31
2 2 Y 2
d — d = — — —
[ e [ o= 5| =3
1 1 5 2\ |1
T 5%4 2
/1 f(z)g1(z)dx = /1(1‘4 — bx)dx = <E — T) y — —z
! 1 6 3\ |1
5 10
/_1 fe)g(e)dr = /_1(1’5 N 5:1:‘2)6137 N (% a %) -1 )
Substituindo o valor destas integrais em (I.13]), obtemos:
2
2001 + Oy = —x
1
Oy + 2 10 Ta=gea@=h
(0% —g = ——
P3P
1 : 7z . .
Logo, p(r) = T 5z no intervalo [-1,1] € a reta que melhor aproxima, no sentido dos

quadrados minimos, a fungdo f(z) = z* — 5z, cujo grafico segue apresentado na Figura
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Figura 1.7: Grafico referente a aproximacao por Minimos Quadrados do Exemplo 5 item a

A partir da Figura [I.7] podemos observar que a fungdo do primeiro grau no intevalo

[—1, 1], se mostrou uma boa aproximagio para a fun¢do f(z) = z* — 5.

Item b) Neste caso, temos que a func¢io aproximadora dada por um polindmio do 2° grau
serd
¢(r) = a1g1 + azge + asgs, a1, s, a3 € R,

com g;(z) = 1, go(z) = z e g3(x) = 2%

Portanto, temos que resolver o seguinte sistema:
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/ g ()]

o1+

/ g ()]

.

/ 0 (D)l

/ e ]

93($>gl($)d$:| ag + [/11

o +

Qo +

Calculando o valor das integrais presentes em (T.14)), obtemos:

2
= — :O
2],
1 31
2
22dr = = —
_ 43
1 311
2
Pdr=2| =2
3
411
T
1 =0
41,
511
vldr = —| =2
-1
1 5 2\ |1
4 x ox 2
—bx)dr = — — — = ——
1(95 x)dx <5 2)1 z
26 523\ | 10
(2° — 52%)dw = (— - —) -
6 3 4 3
1 7 aN |1
5x 2
6_53d: ZL'___ —-
(= badr = = = LT

23

| 0 (Dt

/ a(s)os(a)ds

w= [ 11f<x>gl<x>dx

wo= [ s

w@)gae)is] o+ | [ aoonte] as = [ @omtaris

(1.14)



Substituindo os valores destas integrais em (I.14)), obtemos:

( 2 2
2 0 —Qqg3 = ——
(05} + (6] + 3053 5
2 10
Oa1+§a2~|—0a3:—§ N 3 5 6
= —_—— = — c — -
a1 35’ (%) Qg 7
gal + OOzQ + 50&3 = —?
\
6 , . . L
Portanto, p(z) = 35 5T + ?x , no intervalo [-1,1], é a pardbola que melhor se

aproxima, no sentido dos quadrados minimos, da fungdo f(z) = z* — 5z, cujo grafico segue

apresentado na Figura [[.8]

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-4

Figura 1.8: Grafico referente a aproximacdo por minimos quadrados do Exemplo 5 item b

Analisando os itens a e b do Exemplo 5, podemos concluir que, mesmo que a funcdo do 1°
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grau tenha se mostrado uma boa aproximagio para a funcdo original f(z) no intervalo [—1, 1],
a fungdo aproximadora do 2° grau foi a que melhor se ajustou a fungdo dada f(z), conforme

esperado, como mostra a Figura[[.9

y
6_
1
() = —< — 5z |
9]
flz) =z* - bz
X
-6 —4 -2 0 2 4 6
-2 3 6 ,
7___5 — e
) = —g5 — bt gw
_4.

Figura 1.9: Gréfico referente a aproximacdo por Minimos Quadrados do Exemplo 5

1.3 Caso nao linear

Em alguns casos, a fun¢do escolhida pode ser ndo linear nos parametros, como por exem-
plo, f(x) = ¢(x) = e~ 2%, com o e ay positivos. Neste caso, é necessdrio que se efetue a
linearizacdo do problema através de alguma transformacdo conveniente para se aplicar o Mé-
todo dos Minimos Quadrados. Apoés realizar a linearizacdo encontraremos novos parametros,
obtidos os parametros dessa funcdo linearizada, usaremos estes valores para calcular os para-

metros originais.

Exemplo 6. Suponhamos que, num laboratério, obtivemos experimentalmente os seguin-

tes valores para uma fun¢io f(x) nos dados pontos x:
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Tabela 1.5: Dados referentes ao Exemplo 6
x ‘ -1.0 -07 -04 -01 0,2 0,5 0,8 1,0

f(x)‘36,547 17,264 8,155 3,852 1,820 0,860 0,406 0,246

Construindo o diagrama de dispersdo dos dados apresentados na Tabela[I.5] obtemos:

f(x)
40

35
30
25

20

Figura 1.10: Gréfico que apresenta o diagrama de dispersdo dos pontos dados na Tabela[I.5]

Analisando o grafico apresentado na Figura (I.10), podemos observar que este nos sugere
um ajuste por uma curva exponencial, ou seja, y ~ p(r) = aje”*2%. Logo, a linearizac@o a ser
realizada é:

z=In(y) = In(ay) — agz = ¢(x).

Assim, ao invés de ajustar y por quadrados minimos, iremos ajustar z = In(y), encon-

trando

P(x) = a1 + aqgz,

onde a; = In(ay) e ay = —an, com gy (z) = 1e go(z) = 2.
Obtidos os valores de a; € as, usaremos estes valores para encontrar os parametros origi-

nais tomando oy = €™ e ay = —as.
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Com isso, a nova tabela de dados serd dada por:

Tabela 1.6: Dados referentes ao Exemplo 6 para a funcao de linearizacdo
x ‘ -10 -0,7 -04 -0,1 02 0,5 0,8 1,0
z = In(y) ‘ 3,599 2,849 2,099 1,349 0,599 -0,151 —-0,901 —1,402

Para calcular a, e a, devemos, entdo, resolver o seguinte sistema:

> ai@)gi(m) | ar+ | Y galwn)gr(@e) | as =D z(xh)n ()
_ _ _ _ (1.15)
Yo gi@)ga(@n) | a4 | galan)ga(wn) | az =Y z(w)ga(wy)

\ Lk=1 | | k=1 | k=1

Calculando os valores dos somatérios presentes no sistema (I.15]), obtemos:

> gi(@e)gi(ze) =8

> g2(wi)gr (zk) = 0.3

k=1

> galwr)ga(an) = 3,59

k=1
8

Z 2(xg)g1(zy) = 8,401

k=1
8

Zz<xk’)g2(xk) = —8,646

k=1

Substituindo o resultado de cada somatério em (1.15)), obtemos o seguinte sistema:

8ag + 0,3a9 = 8,041
=a,=1099 e ay,=-25

0,3a; + 3,59, = —8,646
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Utilizaremos agora esses parametros para calcular os parametros originais:

ap = e = a; = e = 3,001

Qp = —Qy = g = 2,5

Assim, a fungdo p(z) = a;e™® = 3,001e~2°" € a fun¢do que melhor aproxima f(z) pelo

método dos minimos quadrados, cujo gréfico segue apresentado na Figura|l.11

(x)

"\’ o—o X

1 —05 0 05 1

Figura 1.11: Gréfico referente a aproximacao por minimos quadrados do Exemplo 6

Analisando o gréfico apresentado na Figura [I.11] podemos verificar que a curva obtida
pelo método dos minimos quadrados estd bem ajustada aos pontos dados, mostrando-se uma

excelente aproximacao.

Exemplo 7. Considere a funcao dada pela tabela a seguir:

Tabela 1.7: Dados referentes ao Exemplo 7
x ‘ -8 -6 -4 -2 0 2 4
f(z) ‘ 30 10 9 6 5 4 4

Obtenha uma aproximacao da fungao tabelada pela funcao:

() = —
~opr)=——m.
y=e aq + apr
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Realizando a linearizac¢do da fun¢do y, obtemos:

2= -~ Q]+ Q.

< | =

Logo, ajustaremos por minimos quadrados a fungdo z = 5, encontrando ¢(z) = a1 g;(x)+
asgz(x), coma; = ay e ag = o, g1(z) = 1 e go(z) = .

Obtidos os valores de a; e as, usaremos estes valores para encontrar os parametros origi-
nais tomando oy = a; € vy = ao.

Iremos entdo trabalhar com os seguintes dados:

Tabela 1.8: Dados referentes ao Exemplo 7 para a funcao de linearizacdo
x -8 -6 —4 -2 0 2 4

Y 30 10 9 6 5 4 4
1
z=-10,033 0,1 0,111 0,166 0,2 0,25 0,25
Y

Portanto, a; e as serdo solu¢do do seguinte sistema:

([ 7 7 7

Yo gil@)gi(@) | ar+ | galan)gi(an) | az =Y z(a)gi(wn)

k=1 k=1 k=1

(1.16)

7

D a(z)gs(@n) | an+ | Y ga(wi)ga(en) | as = D 2(w)ga(as)

\ Lk=1 k=1 k=1

Calculando, os valores dos somatdrios presentes em (I.16]), obtemos:

Y gi@)gi(ay) =7
k=1
Z%(%)%(%) =-14

Z Ga(xr)g2(zr) = 140

k=1
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]~

2(zg) g1 (zx) = 1,11

k=1

~ |

2(zg)g2(x) = —0,14

=1

ol

Substituindo em (T.16)) o resultado de cada somatério, obtemos:

Tay — 1das = 1,11
=a; =0,195 e ay=0,0185
—1401 -+ 1400,2 = —0,14

Utilizaremos esses parametros para encontrar os parametros originais:

ap=a1 =01 =019 e @y =ay= ay=0,0185.

1

0,195 40,0185z
nimos quadrados, cujo grafico segue apresentado na Figura[[.12]

Assim, a fungio ¢(x)

¢ a fungdo que aproxima f(z) pelo método dos mi-

Figura 1.12: Grafico referente a aproximacao por minimos quadrados do Exemplo 7
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A partir da Figura [I.12] podemos observar que foi feita uma boa escolha para a fungio
aproximadora (), a qual representa satisfatoriamente bem os valores tabelados, mostrando-se

uma boa aproximacao.

Quando vamos realizar o ajuste de uma funcao, podemos encontrar casos em que os dados
tabelados, feito o diagrama de dispersao, devem ser ajustados por:
1

1) Uma hipérbole: y ~ ——— = p(z)
a1 + o

2 =—-= o +a;

< |

2) Uma curva exponencial: y ~ ajaf = ¢(x) se y > 0,

z=1In(y) = In(ay) + zIn(ay)

3) Uma curva geométrica: y ~ a;2*2 = p(z)sex > 0ey > 0,

z =1In(y) = In(ay) + as In(z)

4) Uma curva trigonométrica: y ~ oy + as cos(wz) = ¢(z), tomando ¢ = cos(wz) :

o(t) = aq + ot

Entao como realizar a escolha da melhor func¢do aproximadora?

Para isso temos que analisar os dados da funcdo f(z) e ver quais fungdes representariam
melhor esses dados. Feito isso, deve-se realizar o teste de alinhamento (processo este que sera
descrito a seguir) com as fungdes escolhidas e comparar os resultados obtidos para escolher a

“melhor” funcdo aproximadora.
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1.3.1 Teste de alinhamento

Uma vez escolhida uma fun¢do ndo linear em «a, as, . .., o, para ajustar uma fungio,
uma forma de verificar se a escolha foi razodvel é aplicar o teste de alinhamento através dos
seguintes passos:

1) Fazer a linearizacdo da func¢do nio linear escolhida;

2) Fazer o diagrama de dispersao dos novos dados;

3) Se os pontos do diagrama estiverem alinhados, isto significard que a funcio nao linear

escolhida foi uma boa escolha.

Exemplo 8. Utilizando os dados da linearizacao do Exemplo 6, temos a seguinte tabela:

Tabela 1.9: Dados referentes ao Exemplo 6 para a fungdo de linearizagao

x -10 -07 -04 -01 02 0,5 0,8 1,0

Y 36,547 17,264 8,155 3,852 1,820 0,860 0,406 0,246
z=In(y) | 3,099 2,849 2,099 1,349 0,599 -0,151 —0,901 —1,402

Construindo o diagrama de dispers@o para os novos dados, obtemos:

4]z

) 1 0 o 2

Figura 1.13: Gréfico referente ao Exemplo 8
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Devido aos erros de observagdo e calculos aproximados, consideramos satisfatério o dia-
grama de dispersdo onde os pontos se distribuem aleatoriamente em torno de uma reta média,
isto é, a funcdo ndo linear escolhida mostrou-se uma boa escolha de acordo com o teste de
alinhamento.

Exemplo 9. Utilizando os dados da linearizacao do Exemplo 7, temos:

Tabela 1.10: Dados referentes ao Exemplo 7 para a funcdo de linearizagao
x -8 -6 -4 -2 0 2 4
Y 30 10 9 6 ) 4 4

1
z=-10,033 0,1 0,111 0,166 0,2 0,25 0,25
Y

Construindo o diagrama de dispers@o para os novos dados, obtemos:

-8 -6 -4 -2 0 2 4

-2

Figura 1.14: Gréfico referente ao Exemplo 9

Devido aos erros de observagdo e calculos aproximados, consideramos satisfatério o dia-
grama de dispersdo onde os pontos se distribuem aleatoriamente em torno de uma reta média,
isto é, a funcdo ndo linear escolhida mostrou-se uma boa escolha de acordo com o teste de

alinhamento.
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2 EXPERIMENTO DO LANCAMENTO DE UM FOGUETE PROPULSIONADO A
AR COMPRIMIDO

Este capitulo destina-se a uma sugestao de aula para trabalhar o Método dos Minimos
Quadrados em uma turma do 1° ano do Ensino Médio através de um experimento. Descreve-
se todos os procedimentos necessarios para que o professor desenvolva tal experimento com
sucesso.

A proposta € trabalhar aproximacao de funcdes através do Método dos Minimos Quadra-
dos utilizando dados que serdo obtidos pelos proprios alunos durante o experimento de lanca-
mento de foguetes construidos a partir de garrafas pet.

Segundo Souza (2017), “O foguete de garrafa PET aborda uma grande quantidade de
fendmenos fisicos, e assim destacamos que o professor nunca deve desprezar a simplicidade e a
importancia de um experimento”. Visando a interdisciplinaridade, observa-se que essa proposta
pode ser trabalhada juntamente com o professor de Fisica, pois aborda o conceito de Pressao,
Dinamica e Langamento Obliquo, conteudos também trabalhados no 1° ano do Ensino Médio.

Tal proposta se divide em 4 partes, a saber: montagem do foguete, montagem da base de
lancamento, langcamento do foguete e andlise dos lancamentos e coleta de dados, as quais sdao

descritas nas se¢oes a seguir.

2.1 Montagem do foguete

Para a construcao do foguete vocé precisara dos seguintes materiais:
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Figura 2.1: Materiais necessdrios para a construcao do foguete

Fita adesiva;

Baldo de aniversario;

Folha de acetato de papelaria (folha de capa de encadernagdo);

1 Garrafa com tampa (garrafa 1);

1 Garrafa sem a tampa (garrafa 2);

¢ Tesoura.

Para montar o foguete deve-se seguir os seguintes passos:
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Figura 2.2: Passo 1 da montagem do

foguete

Passo 2. As aletas sao fundamentais para a es-
tabilidade do foguete durante o vdo. Faca 4 uni-
dades de aletas utilizando a folha de acetato, se-
guindo o molde da Figura[2.3] Corte cada aleta

nas linhas retas.

3

Passo 1. Para fazer o nariz do foguete, utilize
a garrafa pet com tampa (garrafa 1), cortando
aproximadamente 15 cm abaixo da boca da gar-
rafa.

Para que o foguete tenha estabilidade, encha o
baldo até que obtenha o tamanho aproximado
de um ovo de galinha e encaixe-o na boca da

garrafa, usando a tampa para fixar, conforme a

Figura

Figura 2.3: Passo 2 da montagem do foguete
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Figura 2.4: Passo 3 da montagem do

foguete

Passo 4. Fixe as aletas proximo ao bocal da gar-
rafa 2, dispostas 90° uma da outra, com fita ade-
siva, seguindo o modelo da Figura[2.5] As ale-
tas precisam estar muito bem fixadas no corpo

do foguete.

3

Passo 3. Dobre as abas das aletas nas linhas
pontilhadas da seguinte maneira:

Dobre a aba 1 para o lado esquerdo;

em seguida, dobre a aba 2 para o lado direito;
por fim, dobre aba 3 para o lado esquerdo,
conforme mostra a Figura[2.4]

Estas abas servirdo para fixar a aleta no corpo

do foguete.

S

Figura 2.5: Passo 4 da montagem do

foguete
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Passo 5. Una as duas garrafas, encaixando o
fundo de ambas, como mostra a Figura@ uti-
lizando fita adesiva.

As duas partes precisam estar bem fixadas para

que ndo se soltem durante o experimento.

Figura 2.6: Passo 5 da montagem do

foguete

2.2 Montagem da base de lancamento

Para a construcao da base de lancamento do foguete vocé precisard dos seguintes itens:

F
(E—
Ei—
t

b

Figura 2.7: Materiais necessarios para a construcdo da base foguete

* Fita esparadrapo;
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2 canos de 10 cm de comprimento e 20 mm de didmetro;
1 baldo de festa 6,5 liso;

1 caps de 20 mm de didmetro;

Fita dupla face ou fita adesiva;

2 joelhos ou cotovelos de 20 mm de diametro;

Pedaco de camara de ar de pneu de bicicleta;

1 T de 20 mm de diametro;

Lixa para cano;

4 abracadeiras de nailon pequena de cabeca de 3,6 mm;
Luva de correr de esgoto de 40 mm de didmetro;

3 canos de pve de 20 mm de diametro e 20 cm de comprimento
1 vélvula de pneu de bicicleta;

1 tubo de cola para cano;

Abracadeira de metal para tubo de didmetro de 20 mm;

1 registo de 20 mm de didmetro;

3 metros de barbante;

Bomba de ar de pneu de bicicleta.

Para realizar a montagem, deve-se realizar os seguintes passos:

39
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Passo 1. Primeiramente, faca um furo no caps
com o mesmo didmetro da vdlvula de pneu de
bicicleta.

Voce pode fazer este furo utilizando uma chave
de fenda aquecida ou um prego, depois va alar-
gando lentamente o furo até que o bico da vél-
vula passe apertado pelo furo. Para a vedagdo

do ar, cole dentro do caps um quadradinho de 2

cm X 2 cm de camara de ar de pneu de bicicleta,
e atravesse pela védlvula, como mostra a Figura

2.8]

Figura 2.8: Passo 1 da montagem da

base do foguete

Passo 2. Cole os cotovelos, o caps
com a vdalvula e o registro nos canos
de 20 cm de comprimento, como mos-
tra a Figura[2.9] Coloque cola na parte
interna das conexdes e cole-as firme-

mente para que durante o experimento

ndo haja escape de ar.

Figura 2.9: Passo 2 da montagem da

base do foguete

40



Passo 3. Cole o T com os canos de 10 cm nas
laterais, e com o cano de 20 cm na parte central,

como mostra a Figura2.10]

Figura 2.10: Passo 3 da montagem da

base do foguete

Passo 4. Corte o bico do baldo para utilizar ape-
nas o anel.

Insira o anel do baldo no tubo de 20 cm,
posicionando-o a uma distancia de 8,5 cm do

T, como mostra a Figura [2.11]

Figura 2.11: Passo 4 da montagem da

base do foguete
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Passo 5. Passe uma volta de fita esparadrapo
deixando o anel do baldo centralizada na marca
de 8,5 cm, como mostra a Figura@

Deixe o esparadrapo totalmente liso para nao
dificultar o lancamento do foguete.

Passe a fita dupla face no cano, abaixo do espa-

radrapo, ou a fita adesiva ao contrario, de forma

que a parte colante fique para fora.

Figura 2.12: Passo 5 da montagem da

base do foguete

Passo 6. Para construir o gatilho, coloque uma
garrafa pet na posicdo de langcamento (no tubo
central de 20 cm), deixando o anel do baldo no
meio da boca da garrafa.

Em seguida, alinhe as 4 abracadeiras de ndilon
conforme a posi¢do de langcamento, como mos-
tra a Figura[2.13] usando a fita adesiva colocada

no Passo 5, para ajudar a posiciona-las no local.

Figura 2.13: Passo 6 da montagem da

base do foguete
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Passo 7. Use a abracadeira de metal para fixar

as abragadeiras de ndilon, como mostra a Figura

214

Figura 2.14: Passo 7 da montagem da

base do foguete

Passo 8. Para construir o gatilho de liberag¢do do
foguete, faca dois furos na luva de correr de es-

goto e amarre 3 m de barbante, conforme mos-

tra a Figura[2.15]

Figura 2.15: Passo 8 da montagem da

base do foguete
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Passo 9. Em seguida, una a parte central com
as laterais da base (feitas no Passo 2), ajustando
a angulacdo que deseja no experimento (neste
caso foi usado o angulo de 90°). Encaixe o ga-
tilho de liberac@o na parte central com a amar-
racdo voltada para baixo como mostra a Figura

2.16)

Figura 2.16: Passo 9 da montagem da

base do foguete

Passo 10. Finalmente, vocé devera utilizar a
bomba de pneu de bicicleta encaixando-a na

valvula de pneu de bicicleta, como mostra a Fi-

gura[2.17]

Figura 2.17: Passo 10 da montagem

da base do foguete

2.3 Lancamento do foguete

Finalizada a constru¢cdo do foguete e de sua base, o proximo passo € o lancamento do

foguete.
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Segundo Souza (2007), “O vdo de um foguete real se d4 pela queima de combustivel. A
explosdo faz com que haja ejecdo dos gases provenientes da combustdao em sentido contrario ao
do movimento do foguete, impulsionando-o para frente.”

Nos lancamentos que iremos fazer, o combustivel do foguete serd d4gua e ar comprimido,
em que a dgua substitui os gases e a ejecao acontece pela compressao do ar ao invés de explosao.

Antes de explicar como realizar o lancamento, gostariamos de ressaltar a extrema impor-
tancia do registro, que foi montado no Passo 2 da construcio da base do foguete. E importante
observar que este registro funciona como uma espécie de dispositivo de seguranca. Caso vocé
bombeie ar comprimido dentro da base e, por alguma razdo, desista de fazer o lancamento,
deve-se abrir o registro antes de fazer qualquer movimento com a base ou com o foguete, ou
seja, este dispositivo serve para retirar todo ar da base com seguranca para evitar acidentes.

A Figura[2.18 mostra como serd a montagem para o langamento do foguete.

[

Figura 2.18: Foguete na base em posi¢do para o lancamento
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Assim, para que consiga fazer o lancamento do foguete com sucesso, deve-se seguir 0s
seguintes passos:

Passo 1. Inicialmente, deve-se introduzir 4gua dentro do foguete pela boca da garrafa sem
tampa. A quantidade de dgua pode variar de acordo com o experimento, falaremos sobre isso
na secao seguinte.

Passo 2. Encaixe o foguete na parte central da base, como mostra a Figura [2.18] encai-

xando a boca da garrafa nas abracadeiras de ndilon, conforme mostra a Figura[2.19]

Figura 2.19: Encaixe do foguete na base de langamento

Passo 3. Conforme mostra a Figura [2.20] levante o gatilho de liberagdo até tampar a
boca da garrafa. Este gatilho ativa o lancamento da garrafa, enquanto ele estiver levantado, o
foguete permanecerd travado e ndo se soltard da base enquanto nao for liberado. Posicione o
barbante de modo que ele passe por baixo da base e fique no sentido contrario ao langamento,
principalmente nos casos em que o ajuste do langcamento for diferente de 90°, para que ndo haja

o risco de ser atingido pelo foguete.
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Figura 2.20: Encaixe do gatilho de liberag@o para o langcamento

Passo 4. Encaixe a bomba de ar na vdlvula de pneu de bicicleta e bombeie a quantidade

de ar desejada, conforme mostra a Figura[2.21]

Figura 2.21: Encaixe da bomba de ar na base de lancamento

Passo 5. Quando estiver pronto para langar, segure a ponta do barbante preso ao gatilho,
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tomando o maximo de distancia da base de lancamento. Em seguida, puxe o barbante, soltando

o gatilho e liberando assim o foguete da base, conforme mostra a Figura[2.22]

Figura 2.22: Posicao do gatilho apds o langcamento do foguete

2.4 Analise dos lancamentos e coleta de dados

Nesta secdo discorreremos sobre como podem ser coletados e analisados os dados do ex-
perimento para, em seguida, serem utilizados na aplicagao do Método dos Minimos Quadrados.
Primeiramente, deve-se decidir se a analise sera feita considerando a distancia horizontal
ou distancia vertical percorrida na trajetéria do foguete. No primeiro caso, vocé pode optar
por colocar a base de lancamento na posi¢ao de 90° para obter maior altura, e no segundo caso

posicionar a uma angulagio de 45° para obter maior distancia, conforme mostra a Figura[2.23]
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Figura 2.23: Ajuste de angulo da base de lancamento

Tomada esta decisdo, deve-se levar em consideragdo o desempenho do foguete, o que é
determinado pela medida da distancia horizontal ou vertical percorrida na trajetéria do foguete.
Temos, entdo, que o objetivo do experimento é determinar, a partir dos dados coletados
pelos alunos, uma relacdo entre a distancia percorrida pelo foguete ao longo da trajetéria e
o nimero de bombeadas aplicadas para propulsiona-lo, de modo que possamos elaborar um
modelo para fazer previsdes de desempenho dado um nimero qualquer de bombeadas.
Podemos também analisar a variagdo de altura do foguete em relagdo a quantidade de
dgua colocada na garrafa, ou seja, analisar o desempenho do foguete variando a quantidade de
dgua, mas mantendo a mesma quantidade de bombeadas, podendo assim obter a quantidade
otima de dgua que deve-se utilizar no experimento em relacdo a altura alcangada pelo foguete.
Tomadas estas decisdes, o professor devera realizar os langcamentos com os alunos e co-
letar os dados desses langamentos juntamente com eles. Sugere-se que o langcamento seja feito
em conjunto com o professor de Fisica e num local aberto, como por exemplo, numa quadra

ndo coberta.
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3 EXEMPLOS DE APLICACAO DO METODO DOS MINIMOS QUADRADOS
ATRAVES DO EXPERIMENTO DE LANCAMENTO DE UM FOGUETE

Nesta secdo, serdo apresentados alguns exemplos de aplicagdo do Método dos Minimos
Quadrados no 1° ano do Ensino Médio utilizando os dados obtidos no experimento de lanca-
mento de um foguete descrito no Capitulo 2. Nestas aplicag¢des, os dados coletados no experi-

mento serdo ajustados por trés diferentes tipos de fungdes aproximadoras, a saber:
* Fungdo polinomial do 1° grau;
* Funcdo polinomial do 2° grau;
* Funcdo exponencial.

O objetivo desta se¢ao é mostrar, de forma objetiva, como a proposta da atividade pode
ser desenvolvida em sala de aula, descrevendo cada etapa que deve ser realizada ao longo da

aplicagdao do método.

3.1 Exemplo 1

Primeiramente, o professor deve auxiliar os alunos na constru¢do de uma tabela e um
diagrama de dispersdo com os dados encontrados durante o experimento de lancamento do
foguete, levando em considerag¢do o desempenho do foguete.

Neste exemplo foi utilizada a andlise do desempenho vertical do foguete, em que para o
experimento utilizou-se uma quantidade de dgua de 250 ml, variando a quantidade de bombea-
das.

Os resultados obtidos neste experimento estdo apresentados na Tabela (3.1} onde a varidvel
x representa a quantidade de bombeadas e f(x) representa a altura alcancada pelo foguete em

metros.
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Tabela 3.1: Dados referentes ao Exemplo 1
bombeadas ‘ 10 20 30 40 60

altura ‘6,66 6,95 19,83 21,16 29,88

Construindo o diagrama de dispersdo para os dados da Tabela [3.1] obtemos:

40

35

30

25

20

f(x)

20 25 30 35 40 45 50 55

Figura 3.1: Diagrama de dispersdo para os dados da Tabela[3.1]

Neste momento, o professor deve questionar os alunos se, a partir do diagrama construido

por eles, é possivel estimar a altura do foguete com uma quantidade de bombeadas diferente

daquelas utilizadas nos lancamentos do experimento.

Ap0s a discussiao, o professor deve questionar os alunos sobre o fato de que, se houvesse
uma fun¢do que representasse os dados obtidos pelo experimento, eles conseguiriam estimar
este valor com mais facilidade e com certa margem de seguranca. E neste momento que o pro-

fessor deve introduzir o conceito do Método dos Minimos Quadrados, ressaltando a importancia

de utilizar este método (assunto ja abordado no inicio do Capitulo 1).

Em seguida, para iniciar a aplicagdo do método, deve-se analisar o diagrama de dispersao
juntamente com os alunos, para que possam definir qual tipo de fun¢do melhor se adequa aos

dados ali representados. Por fim, feita tal escolha, deve-se aplicar o Método dos Minimos

Quadrados para determinar esta funcao.
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A seguir, sdo apresentados diferentes ajustes de curvas para o experimento realizado no

Exemplo 1, ou seja, para o diagrama de dispersdo da Figura

3.1.1 Aproximacao por uma func¢ao polinomial do 1° grau

No caso em que os alunos sugerirem o ajuste de curva para o diagrama de dispersdo da
fun¢do por uma reta (caso eles ndo facam essa sugestdo, ela pode ser apresentada pelo profes-
sor), deve-se, neste caso, considerar uma reta passando pela origem. Aplicando o Método dos

Minimos Quadrados, temos que a funcdo aproximadora sera:

o(z) = ax, (3.1)

com g;(x) = .
Para encontrar tal fun¢do, o professor deve apresentar aos alunos a férmula do método a
seguir (note que, neste caso ndo hd um sistema para resolver, pois temos apenas uma incégnita

para determinar, logo, apenas uma equagdo para resolver):

ZQ(%)Q(%) Q= Z f(aw)g (@)

n

ZQ(%)Q o= f(n)g(wy)

k

I
-

n

Z(xk)g @

k=1

3

(zr) f (1), (3.2)

=1

=

onde:
n - representa o nimero de pontos (no caso, lancamentos);
x}, - representa a quantidade de bombeadas;

f(zy) - representa a altura do foguete.

Em seguida, deve-se explicar ao aluno que o objetivo através desta férmula é encontrar o
valor de « e, com isso, encontrar a reta que melhor se ajusta ao diagrama de dispersdo, ou seja,

determinar a Eq. (3.1).
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Para calcular os valores dos somatérios presentes na Eq. (3.2), o professor pode utilizar a

tabela a seguir, a qual facilita o calculo do sométorio para alunos do Ensino Médio.

Tabela 3.2: Modelo de tabela para o cilculo dos somatérios presentes na Eq. (3.2)

kol ag | o) | (o) | f(ar)(2s)
1

Feito isso, os alunos devem, em seguida, substituir os valores dos somatérios encontrados
na Tabela @ na Eq. @) encontrando assim o valor de «. Por fim, basta substituir o valor de
a na Eq. para obter a equacao da reta que representa uma aproximacao para a funcao dada
pelo diagrama de dispersdo da Figura[3.1]

Ap6s determinar a funcdo aproximadora, seria interessante propor aos alunos que cons-
truam o grafico da func¢io encontrada, ou até mesmo utilizar um software para construir o grafico
juntamente com eles.

Para exemplificar este caso, vamos apresentar a aplicacdo do Método dos Minimos Qua-
drados para os dados obtidos no Exemplo 1 (ver Tabela[3.1). Calculando o valor dos somatdrios

presentes na Equacdo (3.2)), obtemos:
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Tabela 3.3: Somatorios presentes na Eq.
k| o | flxx) | (2)® | f(z) (@)
1| 10 | 6,66 | 100 66,6
2 120 | 6,95 | 400 139
3 | 30 | 19,83 | 900 594,9
4 | 40 | 21,16 | 1600 846,4
5 | 60 | 29,88 | 3600 1792,8
> 1160 | 84,48 | 6600 | 3439,7

Portanto, o valor dos somatdrios presentes na equacao (3.2)) sdo dados por:
5

> (zx)* = 6600
k=1
5

> () flxx) = 3439,7.

k=1

Substituindo os valores destes somatérios na Equacao (3.2)), obtemos:

3430.7
66000 = 3439.7 = a = 22200 050
« == 600 T

Portanto, p(z) = 0,52z € a reta que melhor se aproxima, no sentido dos quadrados mini-

mos, da fungio dada pela Tabela[3.1], a qual representa a altura atingida pelo foguete em fungéo

do niimero de bombeadas, cujo grafico segue apresentado na Figura[3.2]
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Figura 3.2: Gréfico referente a aproximacdo por Minimos Quadrados do Exemplo 1 utilizando

uma reta

3.1.2 Aproximacao por uma funcao polinomial do 2° grau

No caso em que os alunos sugerirem o ajuste de curva para o diagrama de dispersdo da
fun¢@o por uma pardbola (caso eles ndo facam essa sugestdo, ela pode ser apresentada pelo
professor), deve-se, neste caso, fazer o ajuste usando uma pardbola que passe pela origem.

Aplicando o Método dos Minimos Quadrados, temos que a fun¢do aproximadora sera:
o(r) = a12° + ao, (3.3)

com g;(z) = 2% e go(x) = 2.
Para encontrar tal fun¢do, o professor deve apresentar aos alunos a férmula do método a

seguir:

Zgl(xk)gl(xk) o+ ZQZ(xk)gl(xk) Q2 = Zf(xk)gl(xk)

3

291(%)92(%) o1 + 292(%)92(%) Qg = f(zr)g2(zr)
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S @) o+ | D (@) aa = flaw)(zi)?
Lk=1 ] Lk=1 _ k=1
(3.4)
(2)° | a1 + ()| o2 =) flaw) (k)
L Lr=1 | Lk=1 | k=1

onde:
n - representa o numero de pontos;
xy, - representa a quantidade de bombeadas;

f(z) - representa a altura do foguete.

A priori, pode ser que os alunos se assustem com tal sistema envolvendo somatdrios. No
entanto, ao verem o quao simples é calcular os somatérios através das tabelas, essa percep¢ao
por parte deles provavelmente mudara.

Em seguida, deve-se explicar ao aluno que o objetivo através desta férmula € encontrar
o valor de a; e ao, e com isso, encontrar a pardbola que melhor se ajusta ao diagrama de
dispersdo, ou seja, determinar a Eq. (3.3).

Para calcular os valores dos somatérios presentes no sistema (3.4), o professor pode utili-

zar a tabela a seguir, a qual facilita o cdlculo do somédtorio para alunos do Ensino Médio.

Tabela 3.4: Modelo de tabela para o cdlculo dos somatdrios presentes no sistema (3.4)

kol o | floe) | () | (20)® | (ze)* | (@) (zn) | f(2)(20)?
1

2

Feito isso, os alunos devem, em seguida, substituir os valores encontrados na Tabela (3.4

no sistema de equagdes (3.4), determinando, assim o valor de o e a. Por fim, basta substi-
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tuir os valores de o e ap na Eq. (3.3)) para obter a equagdo da pardbola que representa uma
aproximacdo para a fun¢do dada pelo diagrama de dispersdo da Figura

ApO6s determinar a funcdo aproximadora, seria interessante propor aos alunos que cons-
truam o gréfico da fung¢do encontrada.

Para exemplificar este caso, vamos apresentar a aplicacdo do Método dos Minimos Qua-
drados para os dados obtidos no Exemplo 1 (ver Tabela 3.1]).

Calculando o valor dos somatdrios presentes no sistema de equag@o (3.4)), obtemos:

Tabela 3.5: Somatdrios presentes no sistema de equacoes ([3.4)

ko oo | floe) | (@) | ()’ | (ze)t | fla) () | f(@e) (zn)?
1 10 | 6,66 100 1000 10000 66,6 666

2 |20 | 6,95 | 400 8000 160000 139 2780

3 130 | 19,83 | 900 | 27000 810000 5499 17847

4 | 40 | 21,16 | 1600 | 64000 | 2560000 846,4 33856

5 | 60 | 29,88 | 3600 | 216000 | 12960000 1792,8 107568
> 1160 | 84,48 | 6600 | 316000 | 16500000 3439,7 162717

Portanto, o valor dos somatérios presentes na Eq. (3.4) sdo dados por:
5

> (xx)* = 16500000

k=1
5

> (zx)? = 316000

k=1
5
> (zx)* = 6600

k=1

S Flaw)(an)? = 162717
k=1
5

> Flaw) (@) = 3439.7.

k=1

Substituindo os valores destes somatdrios no sistema (3.4)), obtemos:
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16500000a; + 316000c2 = 162717
= a; = 0,000146 e oy = 0,514163

316000a; + 6600cy = 3439,7

Entdo, ¢(z) = 0,00014622 + 0,514163z € a pardbola que melhor se aproxima, no sentido
dos quadrados minimos, da fun¢do dada pela Tabela[3.1] a qual representa a altura atingida pelo
foguete em fungdo do nimero de bombeadas, cujo gréfico segue apresentado na Figura [3.3]

f(x)
40

35
30
25

20

Figura 3.3: Gréfico referente a aproximacgao por Minimos Quadrados do Exemplo 1 utilizando

uma parabola

3.1.3 Aproximacao por uma fun¢io exponencial

Considere, agora, o caso em que os alunos sugiram o ajuste de curva para o diagrama
de dispersdo por uma curva exponencial (caso eles ndo facam essa sugestdo, ela pode ser apre-
sentada pelo professor). Aplicando o Método dos Minimos Quadrados, a fun¢do aproximadora
sera:

Yy~ o x? = p(x) (3.5)

Neste caso teremos que realizar a linearizagdo, entdo a linearizacao a ser realizada é (ver

descricdo do processo de linearizagao na Se¢do 1.3):
z=1In(y) = In(ay) + az In(z) = a; + az In(z),
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ou seja, minimizamos a soma dos quadrados dos desvios nos logaritmos de y, para os loga-
ritmos de z. Assim, ao invés de ajustar y por quadrados minimos, iremos ajustar z = In(y),

encontrando
P(z) = ar1g1(v) + azga(z), (3.6)

onde a; = In(ay) e ay = ay, com gy (z) = 1 e go(z) = In(x).

Para encontrar tal fun¢do, o professor deve apresentar aos alunos a férmula do método a

seguir:
> gizn)gi(ze)| e+ | D g(@e)gi (@) | a2 = z(w)gi ()
Lr=1 1 [ k=1 | k=1
> ai(w)ga(me) | ar+ | galwn)galae) | as =D z(xx)ga(wn)
( Lr=1 1 [ k=1 1 k=1
(I n n n
1 a; + Zln(xk)] as = Zln(yk)
Lk=1 k=1 k=1
(3.7)
In(xg) | a1 + Zlnz(a:k)] as = Zln(yk) In(xy)
[ Lk=1 k=1 k=1
onde:

n - representa o nimero de pontos;

x - representa a quantidade de bombeadas;

Em seguida, explicar que, neste caso, apds terem resolvido o sistema de equacgdo, deve-se
calcular os valores de «; € ag, tomando o = €™ e ag = as.
Para calcular os valores dos somatdrios presentes no sistema (3.7)), o professor pode utili-

zar a tabela a seguir, a qual facilita o cdlculo do somatodrio para alunos do Ensino Médio.
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Tabela 3.6: Modelo de tabela para o cdlculo dos somatérios presentes no sistema (3.7))

k|2 | In(y) | In(zg) | In®(2p) | In(ye) In(zp)

1

2

Feito isso, os alunos devem, em seguida, substituir os valores encontrados na Tabela [3.6]
no sistema de equagdes calculando, assim, os valores de a; e ay para, em seguida, calcu-
larem o valor de oy e . Por fim, basta substituir, estes valores na Eq.(3.5) para obter a func¢do
exponencial que representa uma aproximac¢do para a funciao dada pelo diagrama de dispersao
da Figura[3.1]

Ap6s determinar a funcdo aproximadora, seria interessante propor aos alunos que cons-
truam o gréfico da fungdo.

Para exemplificar este caso, vamos apresentar a aplicacdo do Método dos Minimos Qua-
drados para os dados obtidos no Exemplo 1 (ver tabela[3.T).

Calculando o valor dos somatdrios presentes no sistema de equacdes (3.7, obtemos:

Tabela 3.7: Somatdrios presentes no sistema de equacoes (3.7

k| ar | In(ye) | In(zp) | In*(zx) | In(ye) In(ag)

1 | 10 | 1,8961 2,3026 | 5,3020 4,3660
20 | 1,9387 | 29957 | 8,9742 92,8078

2

3 | 30 | 29892 | 3,4012 | 11,5682 10,1669
4 140 | 3,0521 | 3,6889 | 13,6080 11,2589
5 | 60 | 3,3972 | 4,0943 | 16,7636 13,9093
> 1160 | 13,2733 | 16,48274 | 56,2160 45,5089

Portanto, os valores dos somatdrios serao:
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5
21:5
k=1

5
> In(ay) = 16,48274
k=1

5
> In’(ax) = 56,2160
k=1
5
> In(yx) = 13,2733
k=1
5
> In(yx) In(zx) = 45,5089.
k=1

Substituindo o valor de cada somatério em (3.7)), obtemos:

day + 16,48274a, = 13,2733
= a; ~ —0,42 (& o ~ 0,9324

16,48274a; 4 56,2160ay = 45,5089
Calculando os valores de a; e as, temos que:
a; =e" = a; = e 92 = 0,6570
Qg = Qg = Qg = 0,9324
Assim, a fungio p(z) = ayz®? = 0,65702%9321 ¢ a funcdo exponencial que melhor

aproxima f(x), no sentido dos minimos quadrados, cujo grifico segue apresentado na Figura

B4
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Figura 3.4: Gréfico referente a aproximac¢do por Minimos Quadrados do Exemplo 1 utilizando

uma fun¢do exponencial

Analisando os gréaficos das fungdes aproximadoras encontrada nesta se¢ao, podemos per-
ceber que, mesmo que as funcdes do 1° e 2° grau tenham se mostrado uma boa aproximacao, a

funcdo exponencial realizou o melhor ajuste, como mostra a Figura[3.5]

40 {f(x)
35
% o(x) = 0,00014627 + 0,514163z
2

olr) — 0.6570,0-9324
20 ° p(z) =0,6570z

p(z) = 0,52z

Figura 3.5: Grafico referente as aproximagdes por Minimos Quadrados do Exemplo 1
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3.2 Exemplo 2

Neste exemplo foi utilizada a anélise do desempenho vertical do foguete, em que para o

experimento utilizou-se uma quantidade de dgua de 500 ml, variando a quantidade de bombea-

das.

Os resultados obtidos neste experimento estdo apresentados na Tabela[3.8] onde a varidvel

x representa a quantidade de bombeadas e f () representa a altura alcancada pelo foguete em

metros.

Tabela 3.8: Dados referentes ao Exemplo 2
10 20 30 40

altura ‘10,4 12,6 14 2263 34,6

bombeadas ‘ 8

Construindo o diagrama de dispersdo para os dados da Tabela [3.8] obtemos:

35

30

25

20

f(x)

20 25 30 35 40

Figura 3.6: Diagrama de dispersao para os dados da Tabela 3.§]

A seguir, sdo apresentados diferentes ajustes de curvas para o experimento realizado no

Exemplo 2, ou seja, para o diagrama de dispersao da Figura[3.6]
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3.2.1 Aproximacio por uma func¢io polinomial do 1° grau

Neste caso, assim como no Exemplo 1, deve-se considerar uma reta passando pela origem.

Aplicando o Método dos Minimos Quadrados, temos que a fun¢do aproximadora sera:

o(r) = ax.
Para determinar o valor de o, a seguinte equagdo deve ser resolvida:

5

D (wn)’a =) (k) f(wn). (3.8)

k=1 k=1

Calculando o valor dos somatdrios presentes na Eq. (3.8) através da Tabela modelo,

obtemos:

Tabela 3.9: Somatdrios presentes na Eq. (3.8)
k| ar | flze) | () | fzn)(ze)
1] 8 10,4 64 83,2
2 |10 | 12,6 | 100 126
320 14 400 280
4 | 30 | 22,63 | 900 678,9
5 | 40 | 34,6 | 1600 1384
2

108 | 94,23 | 3064 25521

Portanto, o valor dos somatdrios presentes na Eq. (3.8), sdo dados por:
5

> (zx)” = 3064
k=1
5

> () flrx) = 2.552,1
k=1
Substituindo estes valores na equagao (3.8), temos entdo que

2.552,1
064a = 2.552,1 = — 2
3.064c 552,1 = « 5064 0,8329
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Entdo, p(z) = 0,8329zx é a reta que melhor se aproxima, no sentido dos quadrados mini-

mos, da fungio dada pela Tabela[3.8] a qual representa a altura atingida pelo foguete em funcao

do nimero de bombeadas, cujo grafico estd representado na Figura[3.7]

40

35

30

25

20

f(x)

9(x)

35 40

Figura 3.7: Gréfico referente a aproximac¢do por Minimos Quadrados do Exemplo 2 utilizando

uma reta

3.2.2 Aproximacao por uma func¢ao polinomial do 2° grau

Neste caso, assim como no Exemplo 1, deve-se considerar uma pardbola passando pela

origem. Aplicando o Método dos Minimos Quadrados, temos que a funcao aproximadora sera:

f(z) = p(r) = aqa® + as.

(3.9

Para calcular os valores de a; e aip, temos que resolver o seguinte sistema de equacoes:
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por:

ay +

oy +

[y

> (@)

ay =Y f (i) (k)
k=1

(3.10)

@y =Y fla)(wy)’

Para calcular o valor dos somatoérios utilizaremos a tabela a seguir:

Tabela 3.10: Somatdrios presentes no sistema de equagdes ((3.10))

ko o | fog) | (2e)? | (z1) (zx)* flan)(@e) | f()(zr)?
1 8 10,4 64 512 4096 83,2 665,6

2 | 10 | 12,6 | 100 1000 10000 126 1260

31 20 14 400 8000 | 160000 280 5600

4 | 30 | 22,63 | 900 | 27000 | 810000 678,9 20367

5 | 40 | 34,6 | 1600 | 64000 | 2560000 1384 55,360
> 1108 | 94,23 | 3064 | 100512 | 3544096 | 2552,1 83252 6

Portanto, os valores dos somatérios presentes no sistema de equagdo (3.10), sdo dados

5

> (k)" = 3544096

k=1
5
> (zx)® = 100512
k;l
>

(z1)? = 6600
k=1

S Flaw)(an) = 2552,1

k=1
5

> ) (@n)? = 83252,6

k=1
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Substituindo os valores destes somatdrios no sistema ([3.10]), obtemos:

3064a; + 100512a = 2552,6

= a; ~ 0,8950 € ap = —0,00189

100512a; + 3544096, = 83252,6

Entdo, p(x) = 0,89502 — 0,00189z2 € a parabola que melhor se aproxima, no sentido dos

quadrados minimos, da fungéo tabelada, cujo grafico segue apresentado na Figura[3.§]

40

35

30

25

20

(x)

(x)

35 40

Figura 3.8: Gréfico referente a aproximac¢do por Minimos Quadrados do Exemplo 2 utilizando

uma pardbola

3.2.3 Aproximacao por uma funcao exponencial

Considere, agora, o caso em que iremos realizar o ajuste por uma fun¢do exponencial.

Aplicando o Método dos Minimos Quadrados, a func¢do aproximadora sera:

o(r) = @,

(3.11)

Como a funcdo € ndo linear nos parametros deve-se, inicialmente, encontrar o valor dos
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parametros a; € as, que serdao solucdo do seguinte sistema (ver descri¢do do processo de linea-

rizagdo na Sec¢do 1.3):

(3.12)

S (@) In()

k=1

Z 1| a; + Z(xk)] as = Zln(yk)
L k=1 k=1 k=1
Z(Z‘k) ap + Z(.ﬁbk)Ql a9y =

Em seguida, obtidos os valores de a; € as, usaremos estes valores para encontrar os para-

metros originais tomando oy = e e oy = .

Calculando o valor dos somatdrios presentes no sistema de equagdo (3.12)), obtemos:

Tabela 3.11: Somatdrios presentes no sistema de equagdes (3.12))

k| oz | In(ye) | (1) | (20) In(yr)
1 8 2,3418 64 18,7344
2 | 10 | 2,5337 100 25,337
3 | 20 | 2,6391 900 93,579
4 | 30 | 3,1193 | 900 93,579
5 | 40 | 3,5439 | 1.600 141,756
> 1108 | 14,1778 | 3.604 | 332,1884

Portanto, os valores dos somatorios serao:

5
21:5
k;l

> (xx) =108

k=1
5

> In(yx) = 14,1778
k=1
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(z)? = 3.064

WE

k=1

5
> (zx) In(yy) = 332,1884
k=1

Substituindo o resultado de cada somatério em (3.12)), obtemos:

5a; + 108as = 114,1778
= a; ~ 20690 e ay~0,0354

108a; + 3.064a, = 332,1884

Calculando os valores de a; € a, temos que:
ap = eM = a; = 2% = 79169
Qg = Qg = Qg = 0,0354

Assim, a fungdo p(z) = ae®?® = 7,9169¢°0354% ¢ a fun¢do exponencial que melhor

aproxima f(x) pelo Método dos Minimos Quadrados da funcdo tabelada, cujo grafico segue

apresentado na Figura[3.9]

fx)

Figura 3.9: Gréfico referente a aproximac¢do por Minimos Quadrados do Exemplo 2 utilizando

uma fun¢do exponencial

Analisando os gréficos das fun¢des aproximadoras encontradas nesta se¢ao, podemos per-
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ceber que, mesmo que as func¢des do 1° e 2° grau tenham se mostrado uma boa aproximacao, a
funcdo exponencial realizou o melhor ajuste, como mostra a Figura[3.10]

(x) °

30

i o(x) = 7,9169¢0%7*

o(x) = 0,8950 — 0,001892>
20

o(x) = 0,8329

Figura 3.10: Grafico referente a aproximacao por Minimos Quadrados do Exemplo 2

3.3 Exemplo 3

Neste exemplo foi utilizada a anélise de desempenho vertical do foguete com 30 bombe-
adas, em que agora, diferentemente dos exemplos anteriores, varia-se a quantidade de dgua.

Os resultados obtidos neste experimento estdo apresentados na Tabela [3.12] onde a va-
ridvel x representa a quantidade de dgua em litros e f(x) representa a altura alcancada pelo

foguete em metros:

Tabela 3.12: Dados referentes ao Exemplo 3
litros ‘ 0,250 0,500 0,750 1 1,250

altum‘19,83 22,63 24,23 23,5 19,95

Construindo o diagrama de dispersdo para os dados da Tabela [3.12] obtemos:
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f(x)

25

20 o [ J

Figura 3.11: Diagrama de dispersao para os dados da Tabela 3.12

Analisando o grifico da Figura [3.11] pode-se observar que o melhor ajuste de curva para
este caso serd dado por uma pardbola concava para baixo. Aplicando o Método dos Minimos

Quadrados, temos que a fun¢do aproximadora sera:
_ 2
o(z) = a1 + ar + azz”.

Neste caso, como temos trés incognitas para determinar, o, s € g, teremos que resolver

o seguinte sistema de trés equagdes:

> ()

k=

o1 + Qo +

Z(%)QI o3 = Z f(xg)

k=1

=

Z(xk)?’] a3 = flae)(zy) (3.13)




Calculando o valor dos somatdrios presentes no sistema de equagdes (3.13), obtemos:

Tabela 3.13: Somatdrios presentes no sistema de equagdes (3.13))

kooae | floe) | (o) | (22)? (wr)* | for)(n) | f(on)(2k)?
1 10,25 | 19,83 | 0,0625 | 0,01563 | 0,003906 4,9575 1,239375
2 1 0,5 | 22,63 0,25 0,125 0,0625 11,315 5,6575

3 10,75 ] 24,23 | 0,5625 | 0,42188 | 0,316406 | 18,1725 3,62938
4 1 23,6 1 1 1 23,6 23,6

5 | 1,25 ] 13,95 | 1,625 | 1,95313 | 2,441406 | 24,9375 31,17188
> 13,75 | 110,24 | 3,4375 | 3,51563 | 3,82429 82,9825 75,29813

Portanto, o valor dos somatdrios sdo dados por:

5

21:5

k=1
5

> (wx) =375

k=1

o |

> (xx)* = 34375

k=1

5
> fla) = 110,24

k=1

S~ flaw)(xi)? = 3,51563

k=1

> Flaw) (@) = 82,9825

k=1

5
S flan)(xi)? = 75,20813,

k=1

Substituindo o valor destes somatdrios no sistema de equagio (3.13)), obtemos:
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(

5oy + 3,750 + 3,4375a5 = 110,24
3,750 + 3,4375as + 3,5156303 = 83.252, 6

3,4375a, + 3,51563a + 3,824219a3 = 75,29813
\

Resolvendo este sistema, obtemos:

ap ~ 14,1178, a ~ 26,4282 € a3 ~ —17,2960.

Portanto, p(x) = 14,1178 + 26,4282z — 17,2960x2 é a pardbola que melhor se aproxima,

no sentido dos quadrados minimos, da funcao tabelada, a qual representa a altura obtida pelo

foguete em fungdo da quantidade de dgua, cujo grafico segue apresentado na Figura[3.12]

26

24

22

20

f(x)

@(x)

0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.12: Grafico referente a aproximacao por Minimos Quadrados do Exemplo 3

A partir do grafico apresentado na Figura 3.12, podemos perceber que, neste caso, a

fun¢do do segundo grau mostrou-se uma boa aproximacdo, para os pontos tabelados, como

esperavamos.

Podemos determinar também, a partir deste grafico, a quantidade 6tima de 4dgua a ser

utilizada no experimento para obter maior altura com 30 bombeadas, utilizando a coordenada x

do vértice da pardbola (posi¢do em que o foguete atinge a maior altura), que é dada por:

— 26,4282
2+ (—17,2960)

~ (,7638 litros
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Portanto, a quantidade 6tima de dgua a ser utilizada neste experimento € de aproximada-
mente 764 ml.
Note que, neste exemplo, aproveitamos para incluir também outro contetido estudado

pelos alunos, que € o vértice da pardbola.
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CONCLUSOES

A prética em sala de aula nos faz refletir sobre a necessidade do professor buscar novas
metodologias para serem aplicadas no ensino da Educagdo Bésica, dando sentido e aplicabi-
lidade aos conteuidos estudados. Portanto, este trabalho teve como objetivo apresentar para o
professor uma nova ferramenta, que pode ser utilizada no ensino de fungdes.

O Método dos Minimos Quadrados se mostrou uma excelente ferramenta para realizar
o0 ajuste de curva para a funcdo de aproximacgdo. Através do estudo realizado neste trabalho,
podemos concluir que € vidvel a aplicacdo do mesmo na Educacdo Bésica, especificamente
no Ensino Médio, pois os contetidos estudados pelos alunos até esta etapa dao suporte para a
utilizacdo do método.

Através do uso do Método dos Minimos Quadrados, podemos também mostrar aos alunos,
o0 uso significativo de contetidos matemadticos por ele ja estudados, como: fungdes, sistema de
equagoes, interpretacdo de graficos, entre outros.

Sugerimos que o professor aborde o estudo das funcdes durante a aplicagdo desta pro-
posta, como por exemplo, os seguintes conteddos: Interpretacdo de graficos; Estudo da variacdo
de fung¢des polinomiais de 1° grau: crescimento, decrescimento, taxa de variacdo da fun¢ao; Es-
tudo do comportamento da fun¢do quadrdtica (intervalos de crescimento/decrescimento, ponto
de maximo/minimo e variacdo da func¢do); Estudo do crescimento e andlise do comportamento
das funcdes exponencial e logaritmica em intervalos numéricos.

Inicialmente, tinhamos como planejamento realizar a aplica¢cdo do Método dos Minimos
Quadrados em sala de aula, cuja experiéncia seria de grande contribui¢do para a construcao
deste trabalho. No entanto, devido a suspensdo das aulas presenciais em decorréncia da pan-
demia do COVID-19, esta aplicacdo ficou invidvel. Portanto, este trabalho restringiu-se a apre-
sentacao da proposta para a realizacdo desta atividade em sala de aula.

Por fim, esperamos que, através deste trabalho, possamos contribuir de maneira signifi-

75



cativa com a pratica do professor de Matemética em sala de aula, apresentando uma proposta
que faca o professor refletir sobre esta pritica e o impulsione a encontrar novas maneiras de

aperfeigoar suas aulas e consequentemente, o ensino de Matematica.
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