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Resumo

Este trabalho objetiva explorar a Histéria da Matematica no ambito da Anélise
Combinatoéria e verificar que o Stomachion de Arquimedes é o primeiro registro de
estudos sobre o tema. Desejamos aproximar a Histéria da Matemaética aos alunos
de forma a mostrar que a Matemadtica é ciéncia em transformacdo e que pode ser
utilizada como recurso didatico. Assim, trazemos a resolucdo do Stomachion e, através
de nossos estudos sobre o tratado, propomos sua utilizagdo em atividades do Ensino
Bésico, haja vista ser uma fonte de estudos sobre Geometria, Andlise Combinatéria
e Raciocinio Logico. O trabalho foi desenvolvido através de pesquisas bibliograficas
onde analisamos livros digitais e impressos, disserta¢des, artigos e obras publicadas em
sites oficiais sobre a Histéria da Combinatéria e o Palimpsesto de Arquimedes. O livro
Coédex Arquimedes, de Reviel Netz e William Noel, é base para a investigagdo proposta.
Finalizamos este trabalho desmistificando que o Stomachion seja apenas um jogo e que
pode ser empregado como ntcleo de desenvolvimento de outras dreas matematicas.
Palavras-chave: Arquimedes. Stomachion. Anélise Combinatéria. Geometria. Ensino

Baésico.



Abstract

This work aims exploring Mathematics History in the scope Combinatorics and
verify that Archimedes’ Stomachion is the first record of studies on the subject. We
introduce the Stomachion resolution and propose its use in Basic Education activities,
since it is a source of studies on Geometry, Combinatorial Analysis and Logic. We want
to bring the History of Mathematics to students in order to show that Mathematics is a
changing science and that it can be used as a didactic resource. The work was developed
through bibliographic research where we analyzed books, dissertations, articles and
works published on official websites on the History of Combinatorics and Archimedes’
Palimpsest. The book The Codex Arquimedes, by Reviel Netz and William Noel,
is the basis for the proposed investigation. We end this work by demystifying that
Stomachion is just a game and that it can be used as a nucleus for the development of
other mathematical areas.

Keywords: Archimedes, Stomachion, Combinatorial Analysis, Geometry, Basic Educa-

tion.



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

21
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
29
2.10

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2
4.3
4.4

Tabuleiro que representa o Stomachion . . . . . ... ... ... ...... 2
Imagem atribuida a Arquimedes . . . . ... ... ... ... .. L. 4
Guindaste de Arquimedes . . . . . ... ... .. Lo 5
Espelho de Arquimedes . . . . . ... ... .. ... ... ...

Espiral de Arquimedes . . . . . .. ... ... ..o L oL 8
Empuxo de Arquimedes . . . . . ... ... . .. oo L 9
Principio Fundamental da Hidrostatica . . . .. .. ... ... ...... 9
Métododa Exaustdao . . . .. .. ... ... . .o oL 10
Tangramde7pecas . . . . .. ... ... 11
Stomachion . ... ... ... ... .. ... L L 11
Papiro. . . . . ... 13
RolodePapiro . . . . .. ... ... . . 14
Exemplodeumcédex . ... ... ... .. ... ... L. 14
Confecccdo de um palimpsesto . . . . . ... ... ... ... ... 15
Pagina do Palimpsesto de Arquimedes . . . . . .. ... ... ....... 16
Péagina do palimpsesto fotograda por Heiberg . . . . .. ... ... ... 18
CodexC . . . .. e 19
Coédex C aberto em uma de suas paginas . . . . ... ........... 20
Pagina do Stomachion . . . . . ... .. ... Lo L oo 21
Elefante construido com as pegas do Stomachion . . . . . ... ... ... 22
Placadeautomoével . . . . ... ... Lo Lo o 25
Pontes de Konisberg . . . . .. ... ... ... ... . .. 27
Trigramas e seus significados . . . . .. .. .. .. .. ... ... .. ... 30
Diagrama do manuscrito drabe . . . . . . . ... .. oo 33
Quadradoduplo . ... ... ... .. oo 34
Andlise do Stomachion . . . . .. ... ... . o oo 0oL 35

Construgdo a partir do Palimpsesto . . . . . ... ........... ... 36



4.5
4.6
4.7
4.8
49
4.10
411
412
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20

51
52
53
54
55
5.6
5.7
5.8
59
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
517
5.18
5.19
5.20
521

Xii

Pecas do Stomachion . . . . . . . . . .. e 37
Tridangulos Semelhantes - CasoLLL . . . . .. ... ............. 38
Tridngulos Semelhantes - CasoLAL . . . . ... .............. 38
Tridngulos Semelhantes - Caso AA . . . .. ... ... ... ...... 39
Quadradounitdrio . . . . . . . . . . ... 40
Comensurabilidade de figuras . . . . .. ... ................ 40
Stomachion em malha 12x12 . . . . . .. ... ... ... .. ... 41
Descoberta de Chung e Graham - Stomach . . . . ... ... ... .... 44
Substituicdo S . . . . .. L 45
Tridngulos Basicos . . . . . . ... .. .. L o 46
Rotagdo R . . . . . . . o o e 46
Asrotagdes R, R*e R*™ . . . . . . . . .. 47
Quadradosbase . . . . . . . ... .. 48
Movimentos locais - quadradobase 2143 . . . . . . .. ... ... ... .. 49
Configuragdes das pegas congruentes . . . . ... ............. 49
Simetriasdoquadrado . . . ... ... ... oo oo o oL 50
EstruturaBNCC . . . . . ... ... .. o 54
Codigo alfanumérico BNCC para o Ensino Fundamental . . . .. .. .. 55
Codigo alfanumérico BNCC para o EnsinoMédio . . . . ... ... ... 55
Georg Alexander Pick . . . .. ...... .. ... .. 0 0 L 64
Poligono Simples . . . ... .. ... ... ... L oo 65
Poligono Nao Simples . . . ... ... ...... ... ........ 65
Exemplo 1-Poligono ABCD . . . . . . ... ... ... .. ... ..... 66
Divisdo do poligono ABCD . . . . . ... ... ... .. ... ... 67
Exemplo 2 - Poligono ABCD . . . . . ... .. ... .. ... ........ 67
Area de triangulo com vérticenaorigem . . . . . . ... ... L. 68
Area de um tridngulo qualquer . . ... ... ... ... 70
Poligono convexo com n+1 vértices . . . . ... ... .. ... . ..., 71
Poligono ABCD . . . . . .. ... . .. 72
Stomachion em malha quadriculada . . . . . ... ... ... .. ... ... 73
Desafio . . . . . . . . e 75
Solucdododesafio . . ... ... ... ... 75
Peces. . . . . . . 76
Configurando o software Peces . . . . . ... .. ... ... ........ 77
Exemplodedesafio . . . ... ... ... . ... . ... . .. 77
Soluggodeumdesafio . . . ... ... ... .. 78

Criar competicdo . . .. .. ... ... ... .. ... . 78



xiil

5.22 Material para confeccdo do Stomachion . . . . . ... ... ... ... ... 79
523 Sugestdo paraconstrugdes . . . . . .. ... 80
524 Gabarito . . . . . . .. e e 80
525 Diagrama paraatividade . . . . . ... ... ... . .o o0 oL 81
526 Tridngulos Bdsicos . . .. . ... ... ... ... .. o 81
Al Péaginarecuperada-1. .. ... ... ... . ... ... ... . ... ... 89
A2 Péaginarecuperada-2. ... ... ... ... ... .o 90
A3 Péaginarecuperada-3. ... ... ... .. ... . oL 90
A4 Péaginarecuperada-4. . ... ... ... ... .. L 91
A5 Paginarecuperada-5. ... ... ... ... ... o L 91
A.6 Paginarecuperada-6. .. ... ... ... . ... ... 92
A7 Pégina recuperada - 7 - Espiral de Arquimedes . . . . . .. ... ... .. 92
B.1 Quadradolocal 1234 . . . . . . . . . . .. ... 93
B.2 Quadradolocal 123'4" . . . . . . . . . . .. 93
B.3 Quadradolocal 1243 . . . . . . . . . . . ... 94
B.4 Quadradolocal 124°3" . . . . . . . . . ... 94
B.5 Quadradolocal 1324 . . . . . . . . . . .. .. 94
B.6 Quadradolocal 1324" . . . . . . . . . . . .. 95
B.7 Quadradolocal 1342 . . . . . . . . . . . . ... 95
B.8 Quadradolocal 13472" . . . . . . . . . . . e 96
B9 Quadradolocal 1423 . . . . . . . . . . . .. 96
B.10 Quadradolocal 14273" . . . . . . . . . . . e 97
B.11 Quadradolocal 1432 . . . . . . . . . . . ... 97
B.12 Quadradolocal 143°2" . . . . . . . . ... 98
B.13 Quadradolocal 2134 . . . . . . . . ... 98
B.14 Quadradolocal 2134" . . . . . . . . . .. 98
B.15 Quadradolocal 2143 . . . . . . . . ... 99
B.16 Quadradolocal 214°3" . . . . . . . . ... e 99
B.17 Quadradolocal 3124 . . . . . . . . . ... 99
B.18 Quadradolocal 3124" . . . . . . . . . ... 100
B.19 Quadradolocal 3142 . . . . . . . . . . ... 100
B.20 Quadradolocal 31472 . . . . . . . . ... 101
B.21 Quadradolocal 4123 . . . . . . . . . ... 101
B.22 Quadradolocal 41273" . . . . . . . . ... 102
B.23 Quadradolocal 4132 . . . . . . . . .. ... 102

B.24 Quadradolocal 413°2". . . . . . . . ... 103



Sumario

INTRODUCAO

1 Arquimedes de Siracusa

1.1 Alguns feitos de Arquimedes . . . . .. ... ... ... o L.

2 Cédex Arquimedes
21 DePergaminhoaCoédex . .. .. ... ... ... .. ... .........
2.1.1 Coébdices A,BeCeseusdestinos . .. ................
22 OStomachion . . . . . . . . e

3 Historia da Andlise Combinatoéria
3.1 Histéria da Anélise Combinatoéria do século XVI ao século XIX . . . . ..

3.2 Combinatéria Antiga . . . .. .. ... ... L

4 Desvendando o Stomachion

4.1 Tradugdo do Palimpsesto — Fragmento do Stomachion . . . . . .. .. ..
42 Aspecasdo Stomachion . . . . . ... ..o oo
4.3 Propriedades das pegas do Stomachion . . . . .. ... ... .. .. ....
44 Asd@reas . . . ... ... e
4.5 Interagbesentreaspegas . . ... ... ... .. ... ... ... ... ..
4.6 Combinatéria no Stomachion . . . . . ... ... ... ... .. ... ...

4.6.1 A solucdo - De quantas maneiras as 14 pegas do Stomachion

podem ser organizadas para formar um quadrado? . . . . .. ..

5 O Stomachion no Ensino Basico
5.1 A Histéria da Matemaética como ferramenta pedagoégica . . . . . . . . ..
5.2 Anaélise Documental do Curriculo Referéncia de Minas Gerais, do CBC
edaBNCC . . . . .. e
521 Os temas Geometria, Andlise Combinatéria e Raciocinio Légico

na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) . . ... ......



XV

522 Os temas Geometria, Andlise Combinatéria e Raciocinio Logico

no Estadode Minas Gerais . . . ... ... ............. 58

5.3 Atividades do Stomachion para o Ensino Basico . . . . ... ... ... .. 63
531 OTeoremadePick .. .......... ... ... ... .... 64

5.3.2 Célculo de dreas por determinantes . . . .. ... ... ...... 68

5.3.3 Areas das pecas do Stomachion . . ... ... ... ... ...... 72

5.3.4 Desafios com as Pegas do Stomachion . . . . . ... ... ... ... 74

535 OssoftwarePeces . . ... ... ... .. ... . ... ... ... 76

5.3.6 Uma atividade de Andlise Combinatéria . . ... ... ... ... 78
CONSIDERACOES FINAIS 83
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 85
ANEXOS 88
A Algumas pdginas recuperadas 89

B Quadrados locais 93



INTRODUCAO

Nos dltimos trinta anos o interesse pela Histéria da Matematica vem se con-
solidando como fonte investigativa e de conhecimento para o desenvolvimento da
Educagdo Matematica, segundo Lopes e Alves (2014, p.321). Novas descobertas em
documentos e textos antigos ajudam a constituir os passos que nos trouxeram até o
que conhecemos hoje ou até mesmo modificar o que se acreditava correto além de

introduzir novas ferramentas matemaéticas.

Com a evolugdo da matemdtica questdes antigas e sofisticadas rece-
beram solugdes triviais (quanto mais avangado na matemdtica, mais
ferramentas tornam féceis algumas resolugdes), em contraparte a suas
antigas resolugdes. Estudar as solugdes dadas a época dos problemas
faz parte da introdugdo de ferramentas novas ao ensino. Isto é, o
uso das ferramentas e instrumentos pelos antigos estudiosos permite
uma perspectiva diferente da forma como o problema foi originalmente
abordado. (??, p.16)

O Stomachion de Arquimedes é um grande exemplo disso. Despretensiosamente
era considerado apenas um jogo de quebra-cabecgas semelhante ao Tangram Chinés mas
teve seu nivel de importancia elevado ao de modificador da Histéria da Matematica
quando o perdido Palimpsesto de Arquimedes, conhecido como Cédex C, reapareceu
em 1998 e foi leiloado no mesmo ano. O comprador, que permanece andnimo, cedeu

a obra ao Museu Walters no Estados Unidos para que a obra pudesse ser restaurada e
lida.

Quando a venda do Palimpsesto foi realizada, todos repetiam com
entusiasmo que poderfamos encontrar novas leituras de O Método. Mas
literalmente ndo se falava que poderiamos encontrar novas leituras do
Stomachion. Esse tratado era o parente pobre, aquele de que todos se
esqueciam — em parte porque havia sobrado pouco com que se pudesse
trabalhar; mas mais importante, porque imaginava-se que, afinal de
contas, ndo passava de um jogo. (NETZ; NOEL, 2009, p. 246)



Figura 1: Tabuleiro que representa o Stomachion

B

Fonte: https://culturacientifica.com/2019/10/23/el-puzzle-stomachion-y-el-

palimpsesto-de-arquimedes-1/.

Apesar de todas as atenc¢des estarem voltadas para o tratado de O Método
contido no palimpsesto, quando finalmente o Stomachion pode ser lido e interpretado,
descobriu-se que Arquimedes havia estudado Combinatdria através dele e que aquele
registro era o mais antigo estudo de Combinatéria existente e remontava hd mais de
2000 anos. Esta dissertacdo visa aplicar esse tratado tdo importante em atividades
do Ensino Bésico de Matemaética, de acordo com a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) e o Curriculo Referéncia de Minas Gerais, bem como criar uma cronologia
sobre os estudos em Andlise Combindtoria, trazer a resolucdo do Stomachion e sua
traducdo da lingua inglesa para a lingua portuguesa.

No Capitulo 1, tratamos de uma histéria de vida de Arquimedes de Siracusa.
Além de um breve histdrico sobre suas contribui¢des para a Matemadtica e Fisica como
O Método, A Quadratura da Pardbola e Sobre A Esfera e O Cilindro e destacamos seus
feitos como colaborador do rei na defesa de sua ilha, a Sicilia.

No préximo capitulo abordamos o processo de producdo do palimpsesto que
abriga o texto de Arquimedes, destacamos a existéncia e destino dos Cédices A e B
que também continham tratados do matemaético, os caminhos percorridos pelo Cédex
C até o Museu Walters, o estado em que se encontrava e as técnicas empenhadas para
sua restauracdo e leitura. Nessa parte, trazemos a histéria do Stomachion e a descoberta
de que se tratava de um tratado sobre Combinatéria.

Jano Capitulo 3, o trabalho prossegue com uma revisdo bibliogréfica da histéria
da Anélise Combinatéria de modo a investigar a teoria de que o tratado de Arquimedes
foi o primeiro registro de estudos sobre o tema e produzir contetido para esse ramo
tdo pouco estudado. Assim, revisitamos registros chineses do século XVII a.E.C. até
a formalizacdo da teoria combinatéria a partir do século XVI E.C. chegando ao século
XIX E.C. com a Teoria das Gavetas.

Passando ao Capitulo 4, iniciamos os estudos para a resolu¢do do problema



do Stomachion: “De quantas maneiras o quadrado do Stomachion pode ser remon-
tado a partir de suas 14 pecas?”. Para isso, com o auxilio do tratado traduzido e
de informagdes contidas sobre ele num manuscrito drabe, estudamos as 14 pecas, suas
relagdes de semelhanga e congruéncia, a relagdo de comensurabilidade com o quadrado
e as interagdes entre as pegas na formac¢do do mesmo.

Neste sentido, propomos no capitulo seguinte, aplicacdes do Teorema de Pick
e do calculo de areas a partir de determinantes como atividades enriquecedoras para
o ensino do célculo de areas, aplicando ambos nas &dreas das figuras do Stomachion.
Apresentamos, também, uma sequéncia diddtica para estudo da Permutac¢do Simpless
através do Stomachion. Tais atividades sugeridas sdo baseadas na BNCC e no Curriculo
Referéncia, como desafios do Stomachion, aplicagdes do Stomachion e Tangrans via
software gratuito Peces. De acordo com BRASIL (1998, p. 79), o uso de alguns softwares
disponiveis também é uma forma de levar o aluno a raciocinar geometricamente.

Finalizamos destacando a riqueza de aplicagdes do tratado no processo de
ensino-aprendizagem fornecendo novas sugestdes didaticas aos professores e ressal-
tando importancia da Histéria da Matematica no desenvolvimento da disciplina, a fim

de humanizé-la e aproximé-la dos estudantes do Ensino Bésico.

Consideramos importante que o futuro professor entenda a evolugdo
da matematica como parte de um processo sécio cultural, entendendo
como a matematica estd ligada a cultura humana. Para que a ma-
temadtica escolar seja compreendida como resultado da agdo humana
de entender e explicar o mundo e suas experiéncias nele, o ensino da
matemadtica nas escolas teria que enfatizar a natureza contextual da
disciplina. (D’AMBROSIO, 2007, p.400)



1 Arquimedes de Siracusa

Natural de Siracusa, na ilha da Sicilia, Arquimedes nasceu em 287 a.C e faleceu
em 212 a.C. quando da ocupacdo de sua cidade pelas tropas romanas comandadas pelo
general Marcellus Claudius. Matematico, fisico e inventor grego, Arquimedes estudou
na Universidade de Alexandria onde conheceu e se tornou amigo de Eratostenes ! e
outros matemadticos da época. (NETZ; NOEL, 2009, p. 75-78)

Figura 1.1: Imagem atribuida a Arquimedes

e oy

Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Archimedes/pictdisplay/.

Arquimedes trabalhou diretamente para o rei Hierdo de Siracusa tendo desen-
volvido vérias mdquinas de guerra para a defesa de sua cidade durante o sitio romano.
Dentre elas podemos citar as catapultas méveis com alcance ajustdvel e os grandes

guindastes com garras para virar navios (Figura 1.2).

Eratostenes (276 a.C. - 194 a. C.) nasceu em Cirene (atual Libia) e passou grande parte de sua vida
em Alexandria, no Egito, onde foi diretor da grandiosa biblioteca daquela cidade. E conhecido como o
pai da Geografia e ficou famoso em sua época por seu método de determinar o perimetro da Terra.



Figura 1.2: Guindaste de Arquimedes
Mecanizmo de elevagio

Fonte: http://fisicadario.blogspot.com/2015/11/la-garra-de-arquimedes.html.

Noel e Netz (2009, p. 68) contam o que Polibio, historiador grego da época, teria

escrito sobre as surpresas que os romanos tiveram com as maquinas de guerra:

“Mas Arquimedes, que havia preparado mdquinas construidas para
langar a qualquer alcance, assim causou danos aos assaltantes a longa
distancia, a medida que suas embarcacdes se aproximavam [a primeira
tentativa foi por mar], com suas catapultas mais potentes, para deixa-
los em muita dificuldade e afli¢do; e tdo logo essas maquinas atirassem
longe demais e o alvo se tornasse mais préximo, e continuava usando
maéquinas de alcance cada vez menor, abalando assim completamnete
a coragem deles até por um ponto final em seu avanco. .. [Os romanos
desistiram do ataque, e assim resume Polibio:] Que coisa grande e
maravilhosa mostrou ser a genialidade de um homem. .. Os romanos,
fortes como eram tanto por mar como por terra, tinham toda esperanca
de capturar a cidade de imediato, tivesse um velho homem de Siracusa
sido removido; mas uma vez estava presente, ndo se aventuraram nem
sequer a tentar atacar...” (NETZ; NOEL, 2009, p.68)

Além disso, credita-se a ele a utilizagdo de espelhos parabdlicos para atear fogo

aos navios inimigos através da convergéncia dos raios solares, conforme a Figura 1.3.



Figura 1.3: Espelho de Arquimedes
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Fonte: https://aventurasnahistoria.uol.com.br/noticias/almanaque/historia-

antiguidade-laser-arma-luz-arquimedes.phtml.

Netz e Noel (2009, p. 42-43) contam que vdrias lendas cercam a histéria de
Arquimedes, uma delas é narrada por Vitravio (81 a.E.C - 15 a.E.C) cerca duzentos anos
ap06s a morte do matematico e diz que certa vez o rei Hierdo disponibilizou determinado
peso de ouro a seu ourives para que confeccionasse uma coroa mas, depois de pronto,
suspeitou que ele poderia ter utilizado prata para guardar para si um pouco do ouro.
Assim, solicitou a Arquimedes que solucionasse a questdo sem desmanchar a coroa.
Este, durante um de seus banhos, percebeu que a medida que entrava na banheira, a
agua contida nela transbordava. Dai vieram os conhecidos gritos de “Eureca! Eureca!”

(Achei! Achei!) e a descoberta da Primeira Lei da Hidrostatica:

[...] um corpo, quando mergulhado num fluido, recebe um empuxo
de intensidade igual ao peso do volume de dgua deslocado. [...] Ele
colocou a coroa num dos pratos de uma balanga e um peso igual de
ouro na outra e depois repetiu essa operagdo sob a d4gua. O prato com
a coroa ergueu-se, mostrando que ela continha algum material esptrio,
menos denso que o ouro. (EVES, 2011, p.193)

Siracusa resistiu por quase trés anos aos ataques de Roma. Com a invasdo da cidade,
o general Marcellus ordenou que Arquimedes fosse poupado gragas ao respeito que

adquiriu por sua engenhosidade. Todavia, foi morto por um soldado ao recusar-se a



abandonar um problema matemaético ao qual se dedicava. A histéria é narrada por

Plutarco, segundo Netz e Noel:

Ele estava sozinho, tentando resolver um problema com a ajuda de um
diagrama, e tendo o pensamento e os olhos concentrados no objeto de
estudo, ndo se deu conta da incursdo dos romanos e nem da cidade
sitiada. De repente, um soldado tomou-o de assalto e ordenou que o
acompanhasse até Marcelo. Arquimedes se recusou a fazé-lo enquanto
ndo terminasse de resolver e demonstrar o problema, enfurecendo o
soldado que tirou a espada e o matou. (PLUTARCO apud NETZ; NOEL,
2009, p. 70)

1.1 Alguns feitos de Arquimedes

Aaboe (2013, p.95) apresenta uma relagdo das obras escritas por Arquimedes

que foram preservadas, em provavel ordem cronolégica:

e Sobre o Equilibrio das Figuras Planas I - Arquimedes explica a Lei das Alavancas

e encontra os centros de gravidade de tridngulos, trapézios e paralelogramos;

e A Quadratura da Parabola - Arquimedes encontra a drea de um segmento de

parabola formado pelo corte de uma corda qualquer;

e Sobre o Equilibrio de Figuras Planas II - Arquimedes encontra o centro de

gravidade de um segmento de parabola;

e Sobre a Esfera e o Cilindro - Este é, aparentemente, o trabalho de que Arquimedes
mais se orgulhava, tendo pedido para que em sua lapide fosse gravado o desenho
de uma esfera inscrita em um cilindro. (MOL, 2013, p.53)

Aqui é demonstrado que a razdo entre os volumes da esfera e do cilindro é a

mesma razao de suas areas.

e Sobre as Espirais - De acordo com Heath et al.(2002, p.165), Arquimedes definiu:

Se uma linha reta tragada em um plano gira com uma velocidade cons-
tante ao redor de uma extremidade que permanece fixa e retorna a
posicdo de onde comecou e se, no mesmo tempo em que a linha gira,
um ponto desloca-se com uma velocidade constante ao longo da li-
nha reta comegando da extremidade que permanece fixa, o ponto vai
descrever uma espiral no plano. (HEATH et al., 2002, p.165)



Figura 1.4: Espiral de Arquimedes
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Fonte: https://www.obaricentrodamente.com/2012/01/construcao-geometrica-da-

espiral-de.html.

e Sobre os Cones e os Esferéides - Arquimedes estuda os volumes de segmentos
de paraboloides de revolugdo, elipsoides gerados pela rotagdo de uma elipse em

torno de um de seus eixos de rotac¢do e hiperboloides de revolucéo.

e Sobre os Corpos Flutuantes - Pioneiro no estudo de hidrostatica, neste trabalho
Arquimedes estabeleceu os principios da Hidrostastica com a lei do empuxo. A
forca que um fluido exerce sobre um corpo submerso ou parcialmente submerso

nele recebe 0 nome de empuxo. Seu postulado fundamental diz:

Supomos como principio que o fluido possui uma natureza tal que,
estando suas partes dispostas de modo uniforme e sendo continuas,
a parte que é menos pressionada é impelida de seu lugar pela parte
que é mais pressionada; e que cada uma de suas partes é pressionada
pelo fluido que esta verticalmente acima dela, a menos que este fluido
esteja encerrado em qualquer [recipiente] ou que seja comprimido por
qualquer outra coisa. (MUGLER, 1971)

Observe a figura a seguir:



Figura 1.5: Empuxo de Arquimedes
Peso

Fonte: https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/fisica/empuxo.htm.

A partir deste postulado, Arquimedes demonstra o conhecido principio funda-

mental da hidrostética nas seguintes proposicdes:

— Qualquer s6lido mais leve do que um fluido ficard, caso colocado
no fluido, submerso de tal forma que o peso do sélido sera igual

ao peso do fluido deslocado;

— Se um s6lido mais leve do que um fluido for forcadamente sub-
merso nele, o sélido serd impelido para cima com uma forca igual

a diferenca entre seu peso e o peso do fluido deslocado;

— Um s6lido mais pesado do que um fluido descerd, se colocado
nele, ao fundo do fluido, e o sélido serd, quando pesado no fluido,
mais leve do que seu peso real pelo peso do fluido deslocado. (??,

p-70)

Ao dizer que um sélido é mais ou menos pesado que um fluido, Arquimedes se
refere ao sélido ser mais ou menos denso que o fluido. A figura 1.6 ilustra as

proposicdes. Seja P o peso do sélido e E o peso do fluido deslocado.

Figura 1.6: Principio Fundamental da Hidrostatica

P=E
£ Equilibrio
l£ P>E
Vai afundar
lp
P<E
Val flutuar P

Fonte: https://pt.slideshare.net/ DIEGOBERWANGER1/aula-hidrostatica-profdiego.
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e Sobre a Medida do Circulo - Neste tratado, Arquimedes avalia a relagdo entre o
comprimento da circunferéncia e seu didmetro através do Método da Exaustao®.
Partindo de um hexdgono regular inscrito a circunferéncia e um hexagono regular
circunscrito a mesma circunferéncia, passou a dobrar onimero de lados até chegar
a um poligono de 96 lados. Assim, obteve uma aproximagéo para 7 entre 20 e

30 ou seja, 3,1408 < 7 < 3,1428.

Figura 1.7: Método da Exaustdo

n="7 n=8 n=9

Fonte: https://atitudereflexiva.wordpress.com/2016/12/01/0-metodo-da-exaustao-e-o-

surgimento-da-constante-pi-/.

e O Método - Em carta a Eratéstenes, Arquimedes explica como calcular a &rea,
o volume e o centro de gravidade de figuras geométricas. De acordo com Eves
(2011, p.422), a ideia fundamental de O Método é a seguinte:

Para determinar uma drea ou um volume, corte a regido correspondente
num ndmero muito grande de tiras planas ou de fatias paralelas finas e
(mentalmente) pendure esses pedagos numa das extremidades de uma
alavanca dada, de tal maneira a estabelecer o equilibrio com uma figura

de 4rea ou volume e centroide conhecidos. (EVES, 2011, p.422)

e Stomachion - Semelhante ao tradicional tangram quadrado de 7 pecas (figura

1.8), o Stomachion possui 14 pecas que se juntam também formando um quadrado

2Método usado para encontrar a drea de uma figura através da inscrigdo de n poligonos cujas somas
das dreas convergem para a drea da figura onde estao inscritos.Tal método fundamenta uma das bases
principais do calculo infinitesimal.
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(figura 1.9). Arquimedes tinha grande interesse por enigmas e quebra-cabecas,
seu interesse pelo Stomachion (dor de estobmago em grego, pela sua dificuldade
de ser resolvido) foi descoberto em sua obra intitulada na atualidade por Cédex
Arquimedes. Nela, Arquimedes se dispds a encontrar de quantas formas as 14
pecas podem ser combinadas para formar o quadrado original. Trataremos do

Stomachion no Capitulo 4.

Figura 1.8: Tangram de 7 pegas

Fonte: https://www.indagacao.com.br/2019/04/modelos-de-tangram-para-imprimir-

atividade-e-moldes.html.

Figura 1.9: Stomachion

Fonte: http://4umi.com/play/stomachion/.

Arquimedes tem outras intimeras obras e estudos como O Problema Bovino, O
Contador de Areia, em que calcula quantos graos de areia sdo necessarios para encher
o universo de acordo com Noel (2009, p. 64), A Area do Tridngulo e a Construcdo
do Heptdgono Regular. Este trabalho trouxe mais detalhes sobre as obras acima em
virtude de estarem contidas no Cédex de Arquimedes, tema do préximo capitulo, obra

de grande valor histérico, cientifico e cultural.



2 Coédex Arquimedes

Arquimedes costumava utilizar as areias de Siracusa para tragar seus diagramas
e realizar seus cédlculos e comparagdes. Comunicava-se com seus amigos estudiosos
através de cartas onde lhes contava a respeito de suas descobertas e propunha reflexdes.
Gracas a esses registros enviados a diversos locais do Mediterraneo, os trabalhos de
Arquimedes puderam sobreviver ao saque ap6s a tomada de Siracusa. (NETZ; NOEL,

2009, p. 74-78) Em especial, Arquimedes enviou a seguinte carta a Eratdstenes:

Arquimedes para Eratéstenes: cumprimentos! Como sei que vocé é
aplicado, um excelente professor de filosofia, e muito interessado em
toda investigacdo matemadtica que possa lhe chegar as maos, pensei
que seria apropriado escrever e lhe expor um certo método especial
(...) Presumo que haverd alguns na geracdo atual, assim como nas
futuras, que, por meio do método aqui explicado, estardo capacitados
a encontrar outros teoremas que ainda ndo nos coube compartilhar.
(NETZ; NOEL, 2009, p.74)

Esta carta, escrita em folhas de papiro (planta abundante no delta do Nilo, cujas
fibras do caule eram retiradas, colocadas paralelamente umas as outras e ligeiramente
sobrepostas formando uma camada. Tal camada era colocada perpendicularmente a
uma igual e assim tinha-se a folha de papiro) e enrolada em um tubo de madeira,
continha, entre outros trabalhos, seu O Método. A carta foi arquivada na Biblioteca de
Alexandria. Acredita-se que Eratéstenes tenha mandado fazer c6pias da mesma ja que
no século I, Hero (10 E.C - 70 E.C.), matematico e mecanico gredo, fez um registro sobre
O Método em seus estudos. O tltimo registro que seria feito até o inicio do século XX,
quando o Cédex C de Arquimedes ressurgiu em Constantinopla, na Turquia. (NETZ;
NOEL, 2009, p. 74-78)
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Figura 2.1: Papiro

Fonte: https://www.frutodearte.com.br/papel-papiro-egipcio-cru.html.

A Histoéria nos diz que existiram trés codices com os trabalhos de Arquimedes,
conhecidos como Cédex A, Cédex B e Cédex C. Todavia, apenas o Cédex C sobreviveu
ao tempo e chegou até nos, além de ser a tnica fonte de O Método e Stomachion,
contém, ainda, Corpos Flutuantes, é também o mais antigo manuscrito dos tratados de
Arquimedes. O Cédex C como o conhecemos hoje teve seu contetido manuscrito em
975 d.C. (século X) e foi convertido em cédex no século XII. (NETZ; NOEL, 2009, p.137)

Perceba que o registro original foi escrito em rolos de papiro e o registro atual foi
escrito em formato de cédex, logo, ocorreu uma mudanca de midia para os dados con-
tidos no primeiro. Os rolos de papiro armazenam conhecimento em duas dimensdes:
altura e largura. Nele, as informagdes sdo registradas de maneira que se necessite
desenrola-lo para conseguir ler todas as informagdes, ou seja, os olhos percorrem toda
a dimensdo de sua largura. O rolo tem que ser enrolado e desenrolado todas as vezes

em que for consultado.
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Figura 2.2: Rolo de Papiro

Fonte: https://noosfero.ufba.br/artes-visuais-2012/curiosidades/diferenca-entre-

papiro-e-pergaminho.

Os c6dices armazenam conhecimento em trés dimensdes: altura, largura e pro-
fundidade. Seu contetido é acessado percorrendo-se a dimensdo da profundidade,
folheando-se suas pdginas para acessar qualquer informacdo. Simbolizaram uma

revolucdo na forma em que os dados eram armazenados e acessados.

Figura 2.3: Exemplo de um cédex
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Fonte:

http://bibliateca.com.br/site/os-principais-codices-da-biblia/codex-petropolitanus.
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2.1 De Pergaminho a Codex

Com o avango da Igreja Cat6lica, os livros de ora¢des passaram a ser copiados e
enviados a diversas partes da Europa e Oriente. A necessidade de folhas para escrita
fez com que manuscritos de pergaminho fossem desmontados, as encadernagdes soltas
e as costuras das folhas desfeitas. Passada essa etapa, os textos contidos nas folhas
deveriam ser apagados, para isso, as mesmas eram esfregadas com um tipo de &cido
natural, possivelmente suco de laranja, como Netz e Noel (2009, p. 131) contam que
Téofilo relata em sua obra Sobre diversas artes. Em seguida, as folhas eram novamente
esfregadas com pedra-pomes, pregadas em uma tdbua para ndo encolherem ao secar,
retiradas e empilhadas, prontas para receber um novo texto. Os escribas cortavam as
folhas nas dobras onde haviam sido costuradas no manuscrito, dando origem a duas
novas folhas que eram rotacionadas em 90° e dobradas ao meio. Assim, obtinham as
novas folhas, exatamente da metade do tamanho das originais. Girar as folhas era
pratica padrdo na época para se evitar que o novo texto competisse com qualquer

resquicio do antigo, j& que ficaria perpendicular a ele. Observe a figura abaixo:

Figura 2.4: Confecc¢do de um palimpsesto

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p.129)

Esse processo transforma um manuscrito num palimpsesto — do grego palin
(novamente) e psan (esfregar), o que significa que o pergaminho foi raspado mais de

uma vez. Assim surgiu o Cédex C, o conhecido Palimpsesto de Arquimedes.
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Figura 2.5: Pagina do Palimpsesto de Arquimedes

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p. 195)

2.1.1 Cédices A, B e C e seus destinos

O livro Cédex Arquimedes, escrito por Reviel Netz e William Noel, traz toda a
trajetéria dos cédices A, B e C através do tempo até aos registros que temos disponiveis
pelas bibliotecas do mundo. Depois da queda de Constantinopla, inimeros textos
classicos foram queimados e perdidos para sempre. Os cédices A e B tiveram a sorte de
terem sido traduzidos do grego para o latim e copiados por Guilherme de Moerbeke,
capeldo e confessor do Papa Clemente IV, em 1269. Assim, todos seus contetidos
chegaram a Itdlia. O Cédex B ndo foi mais visto desde 1311, ja o Cédex A foi um dos
cédices mais desejados da Renascenga Italiana, inclusive uma cépia sua fez parte da
biblioteca de Lourenco de Médici e hoje estd na magnifica Biblioteca Laurenciana —
obra de Micheldngelo — em Florenga. O Cédex A perdeu-se em 1564. (NETZ; NOEL,
2009, p. 125-128)

Os cédices A e B continham os textos de Quadratura da parabola, Do equilibrio

dos planos, A esfera e o cilindro, Medida do circulo, Linhas Espirais, Corpos flutu-
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antes, Sobre condides e esferdides e O arendrio. Nomes da Renascenga como Galileu
e Newton e do mundo moderno foram apresentadas a Arquimedes por essas duas
obras. Leonardo da Vinci se interessou, particularmente, por Equilibrio dos Planos por
abordar a questdo dos centros de gravidade. Usando os trabalhos de Arquimedes como
base para seus proprios célculos, Leonardo tentou encontrar os centros de gravidade
em sélidos também e obteve sucesso ao desenvolver um teorema para encontrar o
centro de gravidade de um tetraedro. (NETZ; NOEL, 2009, p. 129-130)

Leonardo ndo conheceu um dos mais importantes tratados de Arquimedes, O

Meétodo. 1700 anos antes, Arquimedes tinha ido além de Leonardo e

[...] descoberto os centros de gravidade de sélidos muito mais compli-
cados do que o tetraedro — s6lidos com superficies curvas. Em carta
a Eratdstenes, havia calculado o centro de gravidade de um parabo-
loide, de um segmento esférico, do segmento de um elipséide e até do
segmento de um hiperboléide.”. (NETZ; NOEL, 2009, p.130)

O Método ndo era parte nem do Cédex A nem do Cédex B mas sim do Cédex C,
que passou despercebido pela Renascenga por ter se tornado um palimpsesto. Podemos
nos perguntar como teria sido o desenvolvimento da matematica, fisica e tecnologias
se os codices ndo tivessem desaparecido.

A humanidade teve noticias da existéncia de um manuscrito com tratados de
Arquimedes em 1907, quando a primeira pagina do New York Times estampou a
descoberta que professor Johan Ludwig Heiberg, um filélogo de Copanhague, havia
feito ao examinar um manuscrito na biblioteca do Metochion, em Constantinopla, e
constatar um texto sobrescrito nele. (NETZ; NOEL, 2009, p. 138-139)

Neste trecho de sua longa e peripatética existéncia o manuscrito viajou
de uma biblioteca monéstica na Terra Sagrada para o Metochion - “casa-
filha” - da Igreja do Santo Sepulcro de Jerusalém, em Constantinopla. E
14, durante o verdo de 1906, foi examinado pelo Professor Johan Ludwig
Heiberg, o principal fil6logo do mundo, que havia viajado com pressa
de Copenhague para ler o velho documento. Com sua barba biblica e
olhar fixo, a prépria presenca de Heiberg langou a biblioteca em uma
confluéncia entre o mundo antigo e o moderno. (HIRSHFELD, 2009,
p-103-104 apud MAGNAGHI; ASSIS, 2019, p. 13)

Seu trabalho sobre o manuscrito rendeu a publicacdo da carta de Arquimedes

a Eratostenes, O Método e a reedi¢do dos trabalhos de Arquimedes acrescentando
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suas leituras do palimpsesto. Heiberg encontrou vérias limitagdes em seus estudos do
manuscrito, como era um livro amarrado, duas ou trés linhas ficavam escondidas nas
jungdes das margens internas, os recursos tecnolégicos eram poucos, ndo se usava luz
ultravioleta para se ler textos quase desaparecidos e sua especialidade era a filologia —
estudo da linguagem — e ndo a matematica e fisica. Muito ainda deveria ser feito pelo

Palimpsesto e por seu contetido.

Figura 2.6: Pagina do palimpsesto fotograda por Heiberg

Fonte: (NADA, a, p.14)

Com o advento da Primeira e da Segunda Guerra Mundial e ocupagdes militares
em Constantinopla, os livros do Metochion comegaram a ser levados para Atenas e

acabaram se espalhando por todo o mundo. O Palimpsesto foi um deles e acabou se
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perdendo novamente para ressurgir num leildo da Christie’s em Nova York em 1998,
tendo recebido nova capa e gravuras pintadas sobre as oragdes escritas e os tratados de
Arquimedes quase apagados.

Desta vez, o ultimo registro desconhecido dos trabalhos arquimedianos foi ar-
rematado pelo valor de 2 milhdes de délares por um miliondrio andnimo e enviado
ao Museu de Arte Walters, aos cuidados de seu curador William Noel, que reuniu
uma equipe de especialistas em manutencdo e recuperacdo de manuscritos antigos,
entre eles o professor da Universidade de Stanford Reviel Netz, para trabalhar na
tentativa de recuperar todo o seu contetido, dentre eles, a tinica pagina do Stomachion,
alvo dos estudos desta dissertacdo. Ademais, na tentativa de recuperacdo dos textos
foram aplicadas “técnicas modernas de fotografia digital, de iluminagdo com diferentes
comprimentos de onda e até fluorescéncia de raios X no Stanford Linear Accelerator
Center, SLAC.”(NADA, a, p.13). No Apéndice A, podemos conferir algumas péginas

do Palimpsesto antes e depois do tratamento de imagens.

Figura 2.7: Cédex C

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p.193)
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Figura 2.8: Cédex C aberto em uma de suas péaginas

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p.193)

2.2 O Stomachion

Em 1906, Heiberg fotografou 65 paginas do Palimpsesto para estuda-lo, uma
delas é a tinica pagina disponivel na obra sobre o Stomachion. (NETZ; NOEL, 2009,
p-172)

Comparando a fotografia da época com o estado da pédgina quando a obra
ressurgiu em 1998, a pagina antes estava inteira e 92 anos depois ndo passava de um
fragmento embolorado (figura 2.7). Um desafio aos técnicos que iriam extrair o maximo

de informagdes do manuscrito.
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Figura 2.9: Pagina do Stomachion

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p.169)

O Stomachion era o dltimo tratado do livro original de Arquimedes. O autor do
Palimpsesto ao escolher quais folhas usar, provavelmente jogou fora as tltimas folhas
do original pois jd deviam estar em mau estado de conservacdo no século XIII e ndo
sobreviveriam a uma nova raspagem. Assim, perdeu-se quase tudo do Stomachion.
(NETZ; NOEL, 2009, p. 243)

Até se analisar o ultimo vestigio do Stomachion, sabia-se que Arquimedes traba-
lhou com um jogo composto por catorze pegas que, juntas, formavam um quadrado
e cujo objetivo seria construir certas formas geométricas a partir delas. Relatos da
Antiguidade sobre o jogo sugerem que Arquimedes ndo o teria inventado mas que
teria se interessado por ele e feito uma série de reflexdes matemaéticas a seu respeito. O
Stomachion chegou a ser chamado de “Caixa de Arquimedes”.

Em 1899, de acordo com Netz e Noel (2009, p.244) um académico aleméo cha-
mado Suter deparou-se com um manuscrito em arabe do século XVII que citava um
certo “Stumashiun de Arquimedes”. Essa versdo trazia um texto muito curto, contido
em duas folhas, mas que foi fundamental para complementar a pédgina restante no
Palimpsesto. O manuscrito trazia a construg¢do do Stomachion. Agora seria possivel
reconstrui-lo.

Apesar desse avango, ainda era necessario descobrir o que Arquimedes discutiu
em seu tratado. O primeiro pardgrafo estava praticamente completo e Heiberg assim

o traduziu, de acordo com Netz e Noel:
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Como o assim chamado Stomachion tem uma variada teoria de
transposicdo das figuras com as quais é formado, achei necessério:
primeiro, especificar, em minha investigacdo a respeito da magnitude
da figura inteira, cada uma das figuras em que é dividido por qual
[ntimero] é medido; e posteriormente também quais sdo os angulos,
considerados pelas combinagdes e somados juntos; tudo isso dito com
o prop¢sito de descobrir a montagem das figuras que surgiriam, quer
os lados resultantes das figuras estivessem em uma linha quer estives-
sem ligeiramente fora dela, mas de tal forma a passar despercebido
aos olhos. Pois consideragdes como essas sao intelectualmente desafi-
adoras; e, se estiver um pouco fora de linha, sendo ao mesmo tempo
despercebido pela visdo as figuras que sdo compostas ndo devem por
essa razao ser rejeitadas. (NETZ; NOEL, 2009, 247-248)

Por esse pardgrafo, podemos inferir que o tratado sobre o Stomachion estudaré
como suas pecas podem ser juntadas. Heiberg imaginou que Arquimedes, em seu
estudo, se referia a ilimitada quantidade de formas que podiam ser feitas a partir das
catorze formas bdésicas iniciais. Isso fez com que quase ninguém se interessasse pelo
o que se tinha do jogo, aparentemente Arquimedes analisando sobre a geometria de
catorze pegas e nas figuras que poderiam formar, como uma espécie de Tangram. Logo,

apenas um jogo ludico e de criatividade.

Figura 2.10: Elefante construido com as pecas do Stomachion

N 4

Fonte: https://www.mat.uc.pt/ jaimecs/matelem/stomachion.html.

Noel estava intrigado com o enfoque dado ao jogo e se debrugou sobre o tinico
registro a fim de desvendar o mistério que estava escondido na pagina do Palimpsesto.
A partir das técnicas de recuperacdo de imagens, fotografias com luz ultravioleta e da
ajuda de Reviel Netz, o segundo pardgrafo da introdugdo do Stomachion veio a tona
revelando um significado mais intrigante, seu possivel estudo sobre Combinatoéria e

um marco para a histéria da Matemaética:
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Por isso entdo, ndo hd um pequeno nimero de figuras compostas a
partir delas, devo a ser possivel rotaciond-las em um outro lugar de
uma figura igual e equiangular, transposta para assumir uma outra
posicdo; e novamente também com duas figuras, tomadas juntas sendo
iguais e semelhantes a uma tinica figura, e duas figuras tomadas juntas
sendo iguais e semelhantes a duas figuras tomadas juntas — entdo, como
resultado da transposi¢do, muitas figuras sdo criadas. (NETZ; NOEL,
2009, p.263)

Associando a leitura dos dois primeiros paragrafos da introducdo do tratado
do Stomachion e de sua constru¢do no manuscrito drabe, Noel, Netz e uma equipe de
matematicos reunida por eles chegaram a conclusado de que os estudos de Arquimedes
sobre a geometria das pecas, suas rota¢des e transposi¢des ndo objetivavam formar
figuras mas sim, determinar o nimeros de combinagdes possiveis das mesmas dentro
do quadrado. Ou seja, de quantas maneiras podemos arranjar as pecas do Stomachion
de modo que sempre formem um quadrado. (NETZ; NOEL, 2009, p. 263-264) Uma luz
sobre o Stomachion foi lancada e indicava que os cientistas estavam diante de um marco
sobre os estudos sobre Analise Combinatdria. A partir dai, iniciou-se uma corrida para
encontrar a solug¢do do problema com o auxilio do que mais estava surgindo da anélise
das imagens.

Antes de iniciarmos os estudos sobre 0 jogo em si, vejamos um breve histérico

sobre Anélise Combinatdria.



3 Historia da Andlise Combinatoria

Neste capitulo buscamos gerar mais um contetido sobre a histéria da Anadlise
Combinatéria. Para Biggs (1979, p. 179),

”A combinatdria foi bastante negligenciada pelos historiadores da ma-
tematica. No entanto, existem boas razdes para estudar as origens do
assunto, uma vez que é um tipo de subcultura matemética, ndo exa-
tamente paralela em seu desenvolvimento as grandes disciplinas de
aritmética, algebra e geometria.” (BIGGS, 1979, p. 179)

Leibniz definiu a analise combinatéria como “o estudo da colocagado, ordenacdo
e escolha de objetos” em 1666, ja em 1818, Nicholson sentenciou-a como ”“o ramo da
matemadtica que nos ensina a averiguar e expor todas as possiveis formas através das
quais um dado ntimero de objetos podem ser associados e misturados entre si.” (??,
p4)

Resumidamente, podemos definir a andlise combinatéria como a drea da ma-
temdtica que estuda os métodos associados a resolugdo de problemas de contagem.
Assim sendo, busca analisar e encontrar o nidmero de combinag¢des que podemos ob-
ter a partir de n objetos. Essas andlises estdo cada vez mais presentes na atualidade
desde aplica¢des mais simples como senhas, placas de carros, nimeros para o Cadastro
de Pessoa Fisica (CPF) até tomadas de decisdes em relacdo a aplicagdes financeiras,

genética, probabilidades e estatisticas. Observe os exemplos abaixo:

1. As antigas placas brasileiras de automdéveis eram compostas por trés letras do
alfabeto e quatro algarismos de 0 a 9, sem restricdo de repeticdo de qualquer
caractere. Sabe-se que nosso alfabeto dispde de 26 letras e que de 0 a 9 temos 10
numeros. Assim, existem 26x26x26x10x10x10x10 = 175.760.000 possiveis manei-

ras de se gerar placas no pais.
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Figura 3.1: Placa de automodvel

PR - CURITIBA

ABE: 1234

Fonte: https://www.carrosnaweb.com.br/dicasplacas.asp.

2. Imagine agora que as placas do exemplo anterior devessem ser compostas por
caracteres distintos. O ntimero possivel de novas placas seria menor pois a letra
utilizada na primeira posi¢do ndo poderia mais ser utilizada para a segunda
e terceira posi¢Oes e as letras utilizadas na primeira e segunda posi¢des nao
poderiam ser utilizadas na terceira. O mesmo raciocinio vale para os algarismos.
Portanto, a nova configuragdo permite 26x25x24x10x9x8x7 = 78.624.000 possiveis

placas.

Estes sdo alguns exemplos de aplica¢des bésicas da combinatéria na atualidade.

3.1 Historia da Analise Combinatdria do século XVI ao
século XIX

A teoria da andlise combinatéria e sua formalizagdo apenas ocorreram a partir
do fim século XVI quando da necessidade de se calcular probabilidades em jogos de
azar. Entre os matemdticos que se dedicaram ao assunto, temos Blaise Pascal (1623-
1662), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), Pierre Fermat (1607-1655), Abraham de
Moivre (1667 — 1754), Jacob Bernoulli (1655-1705), Leonard Euler (170-1783) e Johann
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859). (GONCALVES, 2014, 15-18)

Pascal e Fermat trocaram vérias cartas onde tratavam de reflexdes sobre proble-
mas dos jogos de azar e sdo considerados os criadores da Teoria das Probabilidades.
Pascal é o autor do Tratado do Tridngulo Aritmético, onde expde as propriedades e

combinacoes existentes entre os coeficientes binomiais.

Foi fruto da minha primeira adolescéncia, e, todavia, a obra foi reim-
pressa depois de muito tempo, sem consultar-me e mesmo sem observar
que se tratava de uma segunda edic¢do. Isso levou alguns a crerem, a
meu desfavor, que eu era capaz de publicar tal obra em idade avancgada.
Com efeito, embora existam ali teses que ainda aprovo, outras ha que
s6 podem convir a um jovem estudante. (LEIBNIZ; VON, 1998, p.309)
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Nesta fala Leibniz se refere a sua obra Dissertatio de Arte Combinatoria. Nos
primeiros capitulos, trata dos principios que hoje norteiam a Anélise Combinatoria,
chamados por ele de Légica Inventiva. No desenvolvimento da teoria, Leibniz comega
estipulando diversas defini¢des até chegar ao conceito de que a “Variabilidade de uma
associagdo chamamos ‘complexiones’, por exemplo, quatro coisas podem ser juntadas
de quinze maneiras diversas.” (LEIBNIZ, 1880, p.31)

Podemos assumir por essa fala que Leibniz se refere ao que hoje conhecemos
como combinagdes simples, mais especificamente a todos os subconjuntos que podem
ser formados a partir de um conjunto de quatro elementos como no exemplo em sua
dissertacdo. Observe que dado um conjunto com quatro elementos, podemos combiné-
los um a um, dois a dois, trés a trés e quatro a quatro. Sejam X, Y, Z e W os elementos

de tal conjunto, assim, temos os subconjuntos:
e Combinac¢des um a um: (X,Y, Z, W),
e Combinacdes dois a dois: (XY, XZ, XW, YZ, YW, ZW);
e Combinagdes trés a trés: (XYZ, XYW, XZW, YZW);

e Combinagdes quatro a quatro: (XYZW).

Admirado por Newton, Abraham de Moivre dedicou-se aos problemas de con-
tagens e as probabilidades, publicando em 1718 a obra A Doutrina de Chance, onde
definiu a independéncia estatistica, ou seja, dois eventos sdo independentes quando a
ocorréncia de um ndo influencia a ocorréncia do outro. Em probabilidade, temos que
dois eventos sdo ditos independentes quando P(ANB) = P(A)P(B). Moivre ainda tratou
de problemas com dados e jogos de azar.

Ja Bernoulli apresentou uma teoria geral sobre arranjos e combinag¢des em sua
obra A arte de Conjeturar (1713), além de estudar mais profundamente a Teoria das
Probabilidades. Leonard Euler mostrou que ndo havia solucdo para o problema das
Sete Pontes de Konigsberg, que consistia em verificar se era possivel cruzar as sete
pontes da cidade sem passar por qualquer uma delas por duas vezes. Além do mais,
Euler é o responsével pelo simbolo (Z) que representa as combinag¢des binomiais e tem
férmula p!(n”—ip)!. (GONCALVES, 2014, p.18)
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Figura 3.2: Pontes de Konisberg
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Fonte: http://redeglobo.globo.com/globociencia/noticia/2011/12/entenda-o-enigma-

das-pontes-de-konigsberg-que-instigou-geometria.html.

Destacamos também o trabalho de Dirichlet, no século XIX, ao formular O
Principio das Gavetas (ou Principio da Casa dos Pombos), ferramenta muito importante
na solugdo de problemas de combinatéria. O Principio nos diz que se tivermos n + 1
objetos para serem colocados em 1 gavetas, entdo pelo menos uma gaveta devera contar

com dois ou mais objetos. A seguir, temos uma aplicacdo pratica:

¢ Qual o nimero minimo de pessoas que devemos reunir para que
tenhamos certeza de que duas entre elas fazem aniversario no
mesmo mes?

Resposta: O niimero minimo de pessoas é 13.

Justificativa: Para este problema temos:
1. Casas: nimero de meses do ano - 12 meses;

2. Pombos: nimero de pessoas - 13 pessoas;

3. Relagdo: associamos cada pessoa ao seu més de nascimento. Pelo
Principio das Casas de Pombos, como temos 12 casas e 13 pombos,
uma das casas receberd, pelo menos, 2 pombos, ou seja, um dos
meses tera dois aniversariantes. (OBMEP, 2013)

3.2 Combinatdria Antiga

Vimos que a Anélise Combinatéria desenvolveu-se e foi formalizada a partir
do século XVI, todavia, os problemas de contagem sempre existiram. De acordo com

Biggs (1979, p.109-110), ha dois principios bdsicos de contagem em que se baseia
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grande parte da aritmética, o primeiro diz respeito a contar determinado conjunto de
objetos. Se desejamos fazé-lo, podemos separar o conjunto em duas partes, conta-las
separadamente e adicionar os resultados. Este principio é o Principio Aditivo. Ja o
segundo, é conhecido como Principio Multiplicativo, isto é, se uma decisdo D; pode
ser tomada de n maneiras e uma decisdo D, pode ser tomada de m maneiras, entdo, o
numero total de maneiras de se tomar as decisdoes D; e D, é de n.m maneiras.

Biggs (1979, p.110) ainda afirma que como tais principios sdo bem evidentes
e sdo fatos de experiéncias didrias, até pouco tempo ndo haviam recebido um status
formal e ndo é possivel rastrear o histérico de suas origens, no entanto, nos fornece
alguns exemplos memoraveis que persistiram ao longo do tempo, numa tentativa de
estabelecer onde os mais antigos surgiram.

Uma certa cantiga de ninar presente em livros infantis do século XX tem sua pri-
meira referéncia datada em 1730 mas guarda semelhangas com enigmas mais antigos,
como um problema contido no Liber Abaci de Fibonacci em 1202 e ao Problema 79 do

Papiro Rhind de aproximadamente 1650 a.C. Vejamos o que dizem os trés:

e Cantiga de Ninar — 1730

“Quando estava indo a Saint Ives,

Eu encontrei um homem com sete esposas

Cada esposa tinha sete sacos,

Cada sacos tinha sete gatos,

Cada gato tinha sete gatinhos,

Gatinhos, gatos, sacos e esposas,

Quantos estavam indo a Saint Ives?” (BIGGS, 1979, p.110)

e Problema do Liber Abaci — 1202

“Sete velhas mulheres estdo indo a Roma;

Cada uma tem sete mulas;

Cada mula carrega sete sacos;

Cada saco tem sete paes;

Cada pao tem sete facas;

E cada faca tem sete bainhas.

Qual o namero total de coisas?” (BIGGS, 1979, p.111)

e Papiro Rhind - Problema 79 — 1650 a.C.
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Casas 7
Gatos 49
Ratos 343
Trigo 2401
Hekat! 16807
19607

Mais tarde o Problema 79 recebeu do matematico francés Leon Rodet (BIGGS,

1979, p.111) o seguinte enunciado:

“Ha sete casas,

Cada uma com sete gatos;

Cada gato mata sete ratos;

Cada rato teria comido sete cabegas de trigo;
Cada uma teria produzido sete hekat de graos.

Qual o total de itens?”

A similaridade dos problemas indica que as regras bésicas de contagem estavam
presentes desde as antigas civilizacdes.

Materiais datados do século XVII a.C. compilados no famoso Livro Chinés das
Mutagoes ou I Ching, descrevem um sistema baseado em dois simbolos: o Yang (-) e
o Ying (-). Tais simbolos eram combinados em trigramas (conjuntos de trés simbolos)
ou hexagramas (conjuntos de seis simbolos). Ao descrevé-los, os chineses verificaram
a validade da regra 2", onde n corresponde a quantidade de simbolos para formar um
novo, na determinacdo de quantos trigramas ou hexagramas poderiam ser obtidos a
partir do Yang e do Ying. Assim, é possivel gerar 2° = 8 trigramas e 2° = 64 hexagramas
distintos. Cada novo trigrama ou hexagrama gerado tem um significado na filosofia
chinesa do Tai Chi.

'Hekat ¢ uma unidade de medida de graos utilizada no Egito Antigo que equivale a 4,8 litros.
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Figura 3.3: Trigramas e seus significados

Céu: Criador; forte, ativo; € o pai.
Parte do corpo: cabeca. Animal. cavalo.

Terra. Receptivo, maleavel, dedicado; & a mae.
Parte do corpo: ventre. Animal: vaca.

Trovao: Desperta, movimenta; & o filho mais velho.
Parte do corpo: pé. Animal: dragéo.

Agua: Nuvens; abismo, perigo; é o filho do meio.
Parte do corpo: ouvido. Animal: porco.

Montanha: Quietude, imobilidade; & o filho mais novo.
Parte do corpo: mao. Animal: cao.

Vento: Madeira, suave, penetrante; € a filha mais velha.
Parte do corpo: coxa. Animal: galo.

Fogo: Sol; o gque se liga, luminoso; & a filha do meio.
Parte do corpo: olho. Animal: faisdo.

Lago: Alegria, jovialidade; e a filha mais nova.
Parte do corpo. boca. Animal: carneiro.

Fonte: https://iching.com.br/trigramas/.

Ao analisar o I Ching e os hexagramas, Leibniz creditou aos chineses a criacdo
do sistema bindrio. Ao tomar o Yang como 1 e o Yin como 0 e ordenar os hexagramas
em ordem crescente, teriamos as representacdes bindrias dos ntmeros de 0 a 63.

Ainda na Asia, por volta do século VI a. C., o Tratado Médico de Susruta, de
origem hindu, traz um exemplo envolvendo combinatéria ao discutir sobre os sabores
que poderiam ser obtidos ao combinar os sabores doce, 4cido, salgado, pungente,
amargo e adstringente. Este tratado lista as combinag¢des dos sabores tomados um a um
(seis combinagdes), dois a dois (quinze combinagdes), trés a trés (vinte combinacdes),
quatro a quatro (quinze combinagdes), cinco a cinco (seis combinagdes) e os seis tomados
juntamente (uma combinagdo).

Na mesma época, o matemaético e astronomo Varahamihira registrou em seu tra-
balho chamado Brihatsamhita varios conhecimentos hindus, entre eles, evidéncias que
nos levam a crer que a férmula para o cdlculo de combinagdes ja era de conhecimento
de seu povo. No capitulo sobre perfumes, ha uma declaracdo de que o nimero de
maneiras de escolher quatro dentre dezesseis ingredientes é 1820. O ntimero correto!
Para Biggs (1979, p.116) parece improvavel que Varahamihira tenha obtido a resposta
ao listar todos os casos, uma vez que o resultado é dado sem mais comentérios e, uma

lista deste tamanho, certamente receberia algum.
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Avancando aos anos de 1150, a obra Lilavati do matematico indiano Bhaskara

nos presenteia com duas evidéncias do conhecimento da férmula para combinagdes:

e Em um agradavel, espacoso e elegante paldcio, com oito portas,
construido por um habilidoso arquiteto para o senhor deste terra,
conte-me as combinagbes de aberturas tomadas a uma a uma,
duas a duas, trés a trés etc.

Resposta :
8 28 56 70 56 28 8 1
1 2 3 4 5 6 7 8

As maneiras de se abrir as portas do paldcio somam 255. (BHAS-
KARA, 1150 apud BIGGS, 1979, p. 116)

e Diga-me matemdtico, quantas sdo as combina¢bes em uma
composicdo, com ingredientes de seis sabores diferentes, doce,
pungente, adstringente, dcido, salgado e amargo, tomados um a
um, dois a dois, trés a trés, etc.

Resposta:
6 15 20 15 6 1
1 2 3 4 5 6

Esses sdo os nimeros das diversas preparagdes para seis ingredi-
entes. (BHASKARA, 1150 apud BIGGS, 1979, p. 116)

Parece conclusivo que Bhaskara conhecia a férmula das combinagdes dada sua
breve solucdo para os problemas, inclusive, no tltimo exemplo, se comparado a solugao
apresentada por Susruta em sua lista.

Retornemos ao continente europeu. As contribui¢des do velho mundo para
a combinatoéria vieram a partir do século XVI conforme inicio do capitulo. Poucos
registros gregos traziam algum comentdrio sobre o assunto. A principal teoria é a de
que a ciéncia grega evoluiu no campo visual, concreto, ou seja, na geometria. Calcular
combinag¢des ndo é algo visual, é abstrato. (NETZ; NOEL, 2009, p. 254) Por conseguinte,
o arquivo mais conhecido, até a descoberta do Palimpsesto, era uma passagem no
trabalho de Plutarco (46 — 126 d.C.) Quaestiones Conviviales:

Crisipo diz que o ntiimero de maneiras que se pode combinar dez
assercdes excede um milhdo. Hiparco, por sua vez, refutou a ideia
e afirmou que se as asser¢des fossem apenas afirmativas, haveriam
103.049 composi¢des. Se tomadas pela negativa, haveriam 310.952.
(PLUTARCHUS et al., 1961)

De acordo com Noel e Netz (2009, p. 255-256), os historiadores da matemaética

nunca se interessaram em entender tais niimeros dada a parca informacédo disponivel.
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Somente em 1994 quando um aluno da Universidade George Washington se deparou
com os nameros de Hiparco (190-120a.C.) enquanto folheava um livro de combinatéria
e ao mesmo tempo examinava um livro de importantes ntimeros matematicos. Ao
verificar a parte dos nimeros de Schroder, notou que o décimo ntimero (103.049)
coincidia com o menor ntimero de Hiparco. Mais tarde, Fabio Acerbi, da equipe de
William Noel, se interessou pelo assunto ao ler o artigo publicado com esse assunto
e criou uma teoria de como Hiparco teria chegado aos dois ntimeros e a demonstrou

utilizando apenas as ferramentas disponiveis ao antigo matematico.

Em esséncia, uma das possiveis interpretagdes de um ntmero de
Schroder é o nimero de maneiras em que uma sequéncia de letras pode
ser colocada dentro de parénteses: ou seja, os quatro caracteres abcd
podem ser colocados dentro de parénteses de varias maneiras: (a(bcd)),
(ab(cd)), ((a)(b)(cd)) etc ... O terceiro nimero de Schréeder é 11, isto é, ha
11 diferentes maneiras pelas quais os quatro caracteres abcd podem ser
colocados dentro de parénteses. (Esse nimero é surpreendentemente
alto — como tdo frequente é o caso dos problemas de combinatdria.)
Acerbi mostrou que, de acordo com a légica estoica (fazer nota), o pro-
blema de combinar dez asser¢des poderia ser visto como andlogo aquele
de colocar dez caracteres dentro de parénteses. E ele entdo desenvolveu
um método para solucionar esse problema dentro dos meios de que Hi-
parco dispunha. Ele demonstrou, finalmente, que com uma condigdo
extra (isto é, quando é admitido ndo somente “afirmar” asserc¢des, mas
também nega-las), o namero se torna 310.954, confirmando o segundo
numero reportado por Plutarco. (NETZ; NOEL, 2009, p.256)

Este estudo prova que, de fato, a combinatéria antiga existiu e, era no minimo
refinada. Concordamos com a conclusdo de Netz e Noel (2009, p. 257) de que como
Hiparco nasceu por volta de 22 anos apds a morte de Arquimedes, é bem provével e
possivel que Arquimedes tenha estudado combinatoria e, assim, o Stomachion poderia
ser o primeiro registro de um estudo sobre o tema na Histéria. Acerbi, inclusive, foi
consultado por Noel e atestou que ninguém havia pensado na possibilidade do Sto-
machion ndo passar de apenas um jogo. Com o auxilio das imagens e informacgdes do
Palimpsesto no livro Cédex Arquimedes e o artigo de Noel, Acerbi e Wilson “Towards
a Reconstruction of Archimedes’ Stomachion”, nos préximos capitulos apresentaremos
um estudo completo sobre o Stomachion: suas pecas, propriedades e Andlise Com-
binatéria envolvida. Finalizamos com a aplicagdo de teoremas e ferramentas digitais

para mostrar a riqueza de contetidos envolvidos no tema.



4 Desvendando o Stomachion

A forma de um quadrado para o Stomachion ndo pode ser definida apenas com
as consultas ao Palimpsesto, as paginas que, provavelmente, continham o diagrama
foram perdidas. A tnica representagdo do diagrama estd contida no manuscrito drabe
encontrado por Suter e, por ele, o Stomachion é um quadrado e sua imagem estd na

figura abaixo:

Figura 4.1: Diagrama do manuscrito drabe
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Fonte: (NETZ; ACERBIL; WILSON, 2004, p.80)

Além disso, Suter traduziu o inicio do manuscrito: “N6s desenhamos uma figura
cujos quatro lados sdo paralelos dois a dois, os quais sdo ABGD, onde AD ¢ igual a
AB.” (ARCHIMEDES; SUTER, 1899, p.2)

Segundo o artigo de Noel, os mateméticos Lucretius e Caesius Bassus fortalecem
a ideia de o Stomachion ser um quadrado ao declararem que o jogo é composto por
14 pecas que podem ser organizadas para formar um quadrado. (NETZ; ACERBI;
WILSON, 2004, p.70)

Noel ainda destaca que a incerteza sobre a forma reside no fato de que nos textos
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extraidos do Palimpsesto, Arquimedes usa uma determinada palavra para se referir a
um retangulo e outra para um quadrado e usa ambas quando se trata do Stomachion.
Dai, a diivida se o diagrama se refere a um quadrado ou a um retangulo (quadrado
duplo). (NETZ; ACERBI; WILSON, 2004, p.79)

Figura 4.2: Quadrado duplo

Fonte: https://www.shutterstock.com/pt/search/stomachion.

Neste trabalho seguiremos o que a equipe que trabalhou no Stomachion tomou
como padrdo para seus estudos, o quadrado para o jogo e para as atividades e o

quadrado duplo para os demais tratamentos:

Claro, a mengdo de quadratum em nossas fontes Latinas, tanto quanto
o desejo de ter um quebra-cabegas elegante, sugerem um quadrado ao
invés de um retangulo. No entanto, ndo hd o que impega a construgdo
de ser definida como um quadrado duplo (quando realizada dilatagao
lateral por um fator de dois), enquanto o jogo se refere a construir um
quadrado. Dito isto, devemos perceber que, quando a figura 4rabe é
estendida para combinar com as figuras gregas, ela ndo coincide com
qualquer uma delas: ambas figuras gregas tém linhas extras que ndo
representam divisdes reais do jogo (na primeira figura, é a I'Z; na se-
gunda figura grega, referimos a pelo menos as linhas misteriosas KA,
XE). Aqui nés tomamos a posi¢do de nos referir as divisoes da fi-
gura drabe (possivelmente esticada para um quadrado duplo) como as
divisdes do Stomachion. (NETZ; ACERBI; WILSON, 2004, p.81)

As mengdes as linhas do Stomachion na figura grega se referem ao texto da
préxima se¢do, a primeira tradugdo da lingua inglesa (tradugdo do grego contida no
artigo Towards a Reconstruction of Archimedes” Stomachion) para a portuguesa do tratado
do Stomachion. Notemos na se¢do seguinte que as palavras entre colchetes ([]) sdo pala-
vras que ndo sdo legiveis no texto mas que acreditamos completar o mesmo, o simbolo
”(?)” corresponde a trechos que ndo puderam ser recuperados com as tecnologias de
imagem e, as reticéncias dizem respeito a trechos que foram destruidos pelo tempo.

Em seguida, o trabalho se concentra no estudo das formas do Stomachion, das

interacOes entre elas e da combinatéria.
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4.1 Traducao do Palimpsesto — Fragmento do Stomachion

Como o assim chamado Stomachion tem uma variada teoria de transposic¢do das
figuras com as quais é formado, achei necessario: primeiro, especificar, em minha
investigacdo a respeito da magnitude da figura inteira, cada uma das figuras em que é
dividido por qual [ntiimero] é medido; e posteriormente também quais sdo os angulos,
considerados pelas combinacdes e somados juntos; tudo isso dito com o propédsito de
descobrir a montagem das figuras que surgiriam, quer os lados resultantes das figuras
estivessem em uma linha quer estivessem ligeiramente fora dela, mas de tal forma
a passar despercebido aos olhos. Pois considera¢des como essas sdo intelectualmente
desafiadoras; e, se estiver um pouco fora de linha, sendo ao mesmo tempo despercebido
pela visdo as figuras que sdo compostas ndo devem por essa razdo ser rejeitadas.

Por isso entdo, ndo ha um pequeno nimero de figuras compostas a partir delas,
devido a ser possivel rotaciond-las em um outro lugar de uma figura igual e equian-
gular, transposta para assumir uma outra posi¢do; e novamente também com duas
figuras, tomadas juntas sendo iguais e semelhantes a uma tnica figura, e duas figu-
ras tomadas juntas sendo iguais e semelhantes a duas figuras tomadas juntas — entao,
como resultado da transposic¢do, muitas figuras sdo criadas. Entdo, ns escrevemos um
pequeno teorema sobre este [fim].

Para que haja um quadrado ZI' e que EI  seja bisseccionado por [ponto] K e sejam

I'K e BE unidos a partir de I' e E; [deve-se] provar [que] I'B é maior que BH.

Figura 4.3: Anédlise do Stomachion

I' E

| ~~

[B] 7 A

Fonte: (NETZ; ACERBIL; WILSON, 2004, p.94)

Sejam produzidos I'K e BZ e se encontrem em A, originando I'Z. Sendo EK igual
aKZ eT'E igual a BZ e a ZA, entdo I'Z é maior que ZA: portanto, [0o] dngulo, também,

[contido] por ZAT é maior que o [angulo contido] por ZI'A. Mas os [angulos contidos]



36

por HBA e BI'Z sdo iguais; ambos sdo a metade de um [angulo] reto: portanto, o [dngulo
contido] por I'HB é maior; também — o [dngulo contido] por I'HB é igual a soma dos
[angulos contidos] por HBA e HAB — que o [angulo contido] por HI'B: de modo que,
I'B é maior que BH. Por esse motivo, se I'H for bisseccionado em X, o [dngulo contido]
por I'’XB deveréd ser obtuso; desde que I'X é igual a XH, e XB é comum, os dois sdo
iguais aos dois (angulos I'BX e XBH); e a base I'B é maior que BH: portanto o angulo,
também, é maior que o angulo. Assim, o [dngulo contido] por I'XB é obtuso; e o
[angulo] adjacente é agudo. E o [angulo contido] por I'BH [é] metade de um [dngulo]
reto dado o paralelogramo ser definido [como] equiangular; e o [angulo contido] por
BXH ¢é agudo; e novamente, nenhum dos remanescentes [lados? angulos?] sdo iguais
a I'BH e isto é definido e dividido pela parte anexa [scilicet (latim: vale dizer) apenas
por este arranjo?].

... feito (?) um .... de angulos retos e lados dobrados, AB, tendo I'A o dobro de
I'B, tendo o didmetro [AB], tendo a espessura (?) ndo (?)...

nisto? ... encaixando juntos ?...

... (é/ ndo é) possivel encaixar juntas ao longo das linhas, com as partes tendo

uma ordem.!

Figura 4.4: Construgéo a partir do Palimpsesto

r E A
o
A N X o, =)
[A] ]
B z A

Fonte: (NETZ; ACERBIL; WILSON, 2004, p.95)

E seja I'A bisseccionado em E, e seja EZ desenhado através de E paralelo a BI'.
Entdo, I'Z e ZA sdo quadrados. Sejam desenhados os didmetros I'A, BE e EA e sejam
I'H e EA bisseccionados em © e X e sejam ligados BO e XZ, e sejam KA, XE desenhados
através de X e K, paralelos a BA. Portanto através do teorema estabelecido o &ngulo em
@ do triangulo BI'® é obtuso, enquanto é 6bvio que o restante é agudo. E 6bvio que ...

é maior...

10 diagrama é uma reconstrucdo e ndo esta contido no palimpsesto sobrevivente. As letras nos
colchetes ndo sdo univocamente determinadas pelo texto. As duas linhas pontilhadas sdo posi¢ées
alternativas da linha KA. (NETZ; ACERBI; WILSON, 2004, p.94)
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4.2 As pecas do Stomachion

Figura 4.5: Pecas do Stomachion

Fonte: https://www.shutterstock.com/pt/image-vector/ostomachion-game-puzzle-
archimedes-key-isolated-359523074.

Baseados no texto do Stomachion traduzido na segdo anterior e na figura en-
contrada no manuscrito drabe, temos que as quatorze pecas se resumem a: onze
tridngulos, dois quadrilateros e um poligono de cinco lados. Existem algumas relagdes
de semelhanga e congruéncia entre algumas das figuras e de comensurabilidade entre
cada figura e o quadrado.

Em Geometria, duas figuras sdo ditas congruentes quando os lados e dngulos
da primeira estdo em correspondéncia com os lados e dngulos da segunda, de modo
que as medidas dos lados em correspondéncia sejam iguais, assim como os angulos.

Dizemos que duas figuras sdo semelhantes quando possuem angulos corres-
pondentes iguais e lados correspondentes proporcionais, essa proporcionalidade entre
os lados é chamada razdo de semelhanga e deve ser a mesma para todos os lados cor-
respondentes. Os tridngulos ABC e DEF sdo um exemplo de tridngulos semelhantes,
observe que A e D, Be E e C e F sdao correspondentes e que os lados correspondentes

8 _ 6 _2

sdo proporcionais entre si numa razdo de semelhangade 3 =8 =% =2
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Figura 4.6: Triangulos Semelhantes - Caso LLL
A

5
AN

2 e/ cm

/A65° 409\

B

8cm

Fonte: https://www.infoescola.com/matematica/semelhanca-de-triangulos/.

Dizemos que estes tridngulos sdo semelhantes pelo Caso Lado Lado Lado (LLL),
pois seus lados sdo proporcionais. Ha ainda dois outros casos em que podemos deter-
minar a semelhanga entre tridngulos: Caso Lado Angulo Lado (LAL) e Caso Angulo
Angulo (AA).

Pelo Caso LAL, os tridngulos sdo semelhantes quando dois de seus lados cor-

respondentes sdo proporcionais e o d&ngulo entre eles é igual.

Figura 4.7: Triangulos Semelhantes - Caso LAL
A

: c e AE

https://www.infoescola.com/matematica/semelhanca-de-triangulos/

Quando dois tridngulos tem dois de seus angulos correspondentes congruentes,

temos o caso de semelhanca Angulo Angulo (AA).
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Figura 4.8: Triangulos Semelhantes - Caso AA

BJ"’ N C E \ F

https://www.infoescola.com/matematica/semelhanca-de-triangulos/

Elon Lages Lima (2012, p. 7 - Unidade 4) definiu no livro Ntameros e Fun¢des

Reais:

Sejam AB e CD dois segmentos. Se existe um segmento 1 e dois ntimeros
naturais m e n tais que AB = mu e CD = n.u, dizemos que AB e
CD sdao comensurdveis. Caso contrario, dizemos que AB e CD sdo
incomensuraveis.

Ainda segundo Lima, os gregos descobriram a incomensurabilidade por volta
do século IV a.C. quando demonstraram a incomensurabilidade do lado e da diagonal
do quadrado. Os gregos antigos consideravam ntiimeros apenas o que hoje conhecemos
como numeros naturais, assim, podemos interpretar como grandezas comensuréveis
aquelas que cuja razdo pode ser representada como uma razdo entre niimeros naturais.
Destacamos que essa descoberta é anterior a Arquimedes, portanto, ferramenta ttil em
seus tratados e estudos.

Em se tratando de medigdo de areas, foco da comensurabilidade entre as figuras
e o quadrado do Stomachion, o exemplo utilizado por Lima ao final da Unidade 4

garante-nos uma boa compreensdo sobre o assunto, vejamos:



40

“... uma unidade de medida de comprimento u determina uma unidade
de medida de 4rea 12, representada pelo quadrado de lado u, chamado
quadrado unitério.

Figura 4.9: Quadrado unitario

uI

u

|
Fonte: (LIMA, 2012, p.21)

Se queremos medir a drea de um retdngulo cujos lados sdo ambos
multiplos inteiros de u, basta preenché-lo com quadrados unitérios e
contar esses quadrados. A medida da area do retdngulo, em relagdo a
unidade 12, serd dada pelo ntimero m de quadrados unitdrios que ca-
bem no retdngulo. Neste caso, a medida da drea é um ntimero natural.
No exemplo abaixo, a medida da drea é S = 15u2.” (LIMA, 2012, p-21-
Unidade 4)

Figura 4.10: Comensurabilidade de figuras

Fonte: (LIMA, 2012, p.21)

Para este caso, a razdo entre as areas é 15.

4.3 Propriedades das pecas do Stomachion

Seguindo a tradugdo do tratado na secdo 4.1 e o diagrama 4rabe (Figura 4.1),
temos o quadrado ADGB, onde Z, N, E, F e M sdo pontos médios de AD, DG, BG, ZE e
AL, respectivamente. Ainda, AG é diagonal do quadrado, BZ e ZG sdo diagonais dos
respectivos retangulos AZEB e ZDGE. C é ponto médio de ZG, logo, CN = 1EG, como
o texto no palimpsesto fala em desenhar um segmento FT a partir de F, paralelamente
a BG, temos, entdo que T é ponto médio de BZ. TH ¢é perpendicular a BG, logo H é
ponto médio de BE.

Ora, podemos inferir que os tridngulos AZB, BZE, ZEG, ZDG, CNG, CNO, FEG,
AZF e BTH sdo retangulos. Pelo caso LAL, os tridngulos AZB, BZE, ZEG e ZDG sédo
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congruentes entre si e 0 mesmo vale para os tridngulos FEG e AZF. Consequentemente,
pelo mesmo caso, temos que AAZL = AEQG e AZLF = AFQE.

O texto sobrevivente no Palimpsesto ndo menciona as posi¢des dos pontos K
e O constantes no diagrama 4rabe, conseguiremos a seguir determind-las a partir da
informacao sobre a comensurabilidade das areas das pecas com a drea do quadrado e
da descoberta de Bill Cutler. (NETZ; NOEL, 2009, p. 65)

4.4 As areas

O manuscrito arabe, segundo Archimedes e Suter (1899), traz os célculos das
fragdes de cada peca em relagdo ao quadrado todo. Sao elas: 11—6, 41—8, %, 21—4, 21—4, 11—2, 11—2,
s 3 50 @)+ 3)3), 5 5, 55 A partir de tal informagao, Bill Cutler, um cientista
da computacédo de Illinois, que se interessou pelo desafio da solu¢do do Stomachion,
observou que o mesmo poderia ser visto como um quadrado com lado medindo 12
unidades de comprimento e que os vértices das pegas tém sempre coordenadas inteiras.
(SILVA, 2017, p.42)

Podemos visualizar o Stomachion através de uma malha quadriculada 12x12:

‘ Figura 4.11: Stomachion em malha 12x12
A 4 D

(vy)
Tw
m
®

Fonte: Autoria propria.
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Seja u a unidade de comprimento utilizada para a constru¢do do quadrado e
suas pecas, assim, a drea do quadrado ADGB corresponde a 144u%. Seja a 4rea S do

tridngulo a metade do produto de sua base por sua altura. Assim,

_ 63 _ 0.2,
® S,onG = % =95

® SpazL = Sargc = & = 12u%;

® Sicqc = Sacec — Sakgc = % — 12 = 6u%;

_ _ 62 _ g2,
® SuziF = SAFQE = 2= = 6u;

_ 122 _ 2.
® SiamB = > = 12u%;

_ _ 124 1m0
® S,miB = Saars — Saamp = 5 — 12 = 12u%;
e S = 22 = 61,[2-

ABKH = 5 ;

_ _ 36 _ ¢ _ a2

® S,kTH = SaTBH — SaBkH = % — 6 = 3u7;

_ 32 _n,0.
® Sicno = %5 = 3u;

A partir destes célculos, podemos determinar as dreas das pecas restantes:

® Szpoc = Sazpc — Sacno — Sacng = &% -3 -9 = 24u%;

® S7coF = SazEG — SAFQE — SACQG-S,r0c = % -6-6-12=12u%

_ _ 612 _ 2.
® S7ireH = SazBe — SaziF — SaTBH = - 6-9=21u%;

As &reas também podem ser calculadas facilmente valendo-nos do Teorema de

Pick e do calculo de dreas por determinantes, conforme veremos adiante.

Verificamos as fragdes das dreas de cada peca em relacdo ao quadrado todo e

confirmamos os cdlculos contidos no documento &rabe:

Sacng _ 9 _ 1.
SADGB 144 167

SpazL 12 _ 1.
Sipcp 144 127

SapQG _ 12 _ 1.
SADGB 144 — 127

SacQ6 _ 6 _1.
SADCB 144 247

o Sazik _ 6 _ 1.
Sapcs 144 247

SsrQE _ 6 _ 1.
Sapce 144 — 247

o Saamp _ 12 _ 1.
Sapcs 144 — 127
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Samip 12 1.
Sipcs 144 127

SpkH _— 6 _ 1.
Sapcs 144 247

SAKTH 1.
Sipcs 144 — 487

SscNo 3 1.
Sipcs 144 48’

Szpoc _ 6 _ 1.
Sipcs 144 247

Szeor _ 12 _ 1.
Sapcs 144 ~ 127

Sriren — 21 _ 7
Sapos 144 48"

Aparentemente, a tltima fracdo ndo coincide com o resultado, entretanto, a

~ 7 2z . N = 1 1 1 1 A
fracdo ;5 € equivalente a fragdo (5)(5) + (5)(5). Os gregos e os drabes eram acostumados
a calcular com fra¢des unitdrias, ou seja, fragdes de numeradores 1 e denominadores
podendo assumir qualquer inteiro maior do que zero. Os drabes eram ainda mais es-
pecificos e apenas lidavam com fragdes de 3 a 5 pois s&o fragdes que possuem um nome

particular (um meio, um tergo, ..., um décimo), enquanto fragdes com denominadores

maiores requerem uma frase maior como, por exemplo,
(HOYRUP1 *, 1990, p.293-324)

Consequentemente, Z = (3)(3) + (3)(3) no manuscrito 4rabe e seria equivalente

(cinco trinta e dois avos).

a () + (%) para os gregos.
Neste sentido, Noel, Wilson e Acerbi langam uma hipétese de que a inspiragao

para a combinatéria no Stomachion sejam as fragdes unitarias:

Gregos praticantes de calculos seriam intimamente familiarizados com
a rica estrutura de expressdes equivalentes — que é como Arquimedes
teria operado com os resultados das fracdes existentes no fragmento
drabe. Em outras palavras, o cdlculo combinatério que Arquimedes efe-
tuou no quadrado do Stomachion provalmente teria suas raizes numa
experiéncia pratica com um padrdo de equivaléncia. (NETZ; ACERBI;
WILSON, 2004, p.86)

Observe que, todas as fragdes do manuscrito podem ser escritas com um deno-
minador comum, ou sejam, sdo todas multiplas de uma medida comum - sdo comen-
surdveis. Esta medida comum é %, logo, os multiplos equivalentes sdo 3, 4, 4, 2, 2,
2,4,4,2,1,1, 8,4 e7. Baseado nisto, Arquimedes pode ter pensando em combinar
pecas que substituissem uma ou mais através das areas. Perceba que 3=2+1, 4=2+2
e 4=3+1, e assim por diante. O estudo dessas combinacdes ndo é suficiente para que
se mantenha a forma do quadrado, assim, passemos a parte em que, de acordo com
o texto do Palimpsesto, Arquimedes verifica as combina¢des dos dngulos internos das

pecas e os tamanhos de seus lados.
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4.5 InteracOes entre as pecas

No primeiro paragrafo do Stomachion, Arquimedes fala em

[...] quais sdo os angulos, considerados pelas combinagdes e somados
juntos; tudo isso dito com o propédsito de descobrir a montagem das
figuras que surgiriam, quer os lados resultantes das figuras estivessem
em uma linha quer estivessem ligeiramente fora dela, mas de tal forma
a passar despercebido aos olhos. (NETZ; NOEL, 2009, p. 248)

Logo, na montagem do quadrado, devemos nos atentar a quais pecas tém a
capacidade de serem montadas juntas e somarem 180° internamente ao quadrado e 90°
nos vértices do quadrado.

Observemos que os AAMB e AMLB devem sempre permanecer juntos e, por-
tanto, podem ser tratados como uma tnica figura pois BAM = 45°, BA é lado do
quadrado e AMIB é o tinico suplementar de BML. Da mesma forma, concluimos que os
ABKH e AKTH serdo tratados como uma tinica figura e o ACNO e o quadrilatero ZDOC
também. Por consequéncia, o Stomachion passa de 14 para 11 pegas. Tal configuracdo
é conhecida como Stomach. Essas conclusdes foram feitas, primeiramente, pelos ma-
tematicos Fan Chung e Ron Graham. (CHUNG; GRAHAM, 2007)

Figura 4.12: Descoberta de Chung e Graham - Stomach

]
® o

Stomachion STOMACH

Fonte: (CHUNG; GRAHAM, 2007)

4.6 Combinatoria no Stomachion

O segundo paragrafo do fragmento do Stomachion indica o interesse de Arqui-
medes na substituicdo de umas pegas por outras e em suas rotagdes de maneira a

encontrar novas figuras:
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"Por isso entdo, ndo hd um pequeno ntimero de figuras compostas a
partir delas, devido a ser possivel rotacioné-las em um outro lugar de
uma figura igual e equiangular, transposta para assumir uma outra
posicdo; e novamente também com duas figuras, tomadas juntas sendo
iguais e semelhantes a uma tinica figura, e duas figuras tomadas juntas
sendo iguais e semelhantes a duas figuras tomadas juntas — entao, como
resultado da transposi¢do, muitas figuras sdo criadas.”(NETZ; NOEL,
2009, p.263)

A substituicdo de uma peca por outra ou de duas pegas por uma, por exemplo,
é possivel gracas a andlise feita anteriormente sobre a congruéncia das figuras. Como
ilustragdo, observemos que os ABKH e AKTH juntos formam o ABTH que é congruente
ao ACNG.

Os matematicos comegaram as tentativas de solucionar o desafio do Stomachion
por essa abordagem e, paralelamente, Bill Cutler partiu para a solugdo computacional
do problema através de um software. Cutler e o casal de combinatorialistas Fan
Chung e Ron Graham foram bem sucedidos e chegaram ao mesmo resultado quase
simultaneamente em meados de 2003. (NETZ; NOEL, 2009, p.266-267)

4.6.1 A solucao - De quantas maneiras as 14 pecas do Stomachion

podem ser organizadas para formar um quadrado?

Comecemos analisando se simples substitui¢des e rotagdes podem ser suficientes

para solucdo do problema como fazem Netz e Noel (2009, p. 258).

Figura 4.13: Substitui¢do S

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p. 258)
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Tomando o tridngulo BZE, podemos substitui-lo pelo tridngulo ZDG, conforme
figura acima (Substituicdo S). Como alternativa, poderiamos té-lo substituido pelos
triangulos AZB ou ZEG. Chung e Graham apelidaram esses tridngulos de tridngulos

basicos do Stomach, aqui enumerados por 1,2,3 e 4.

Figura 4.14: Triangulos Bésicos
1 2 3 4

> LT IR

Fonte: (CHUNG; GRAHAM, 2007)

Uma outra opgdo seria tomar o tridngulo ABG e rotaciona-lo em relacdo a um
eixo imagindrio passando por F e B. Chamemos esta rotacdo de R (Figura 4.15). (NETZ;
NOEL, 2009, p. 259)

Figura 4.15: Rotacdo R

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p.259)

Seria simples se pudéssemos trabalhar dessa forma e apenas contar as substituigdes
e rotagdes possiveis e multiplica-las para chegarmos ao resultado desejado. Como bem
ilustrou Noel em seu livro, muitas vezes rotagdes e substitui¢des interagem e impedem

que uma ou outra acontega:
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Uma vez que tenha sido aplicada a substituicdo S, ndo se pode mais
aplicar arotagdo R. A substitui¢do S destréi a linha A no tridangulo ABG,
deixando de existir um tridngulo para ser rotacionado. E vice-versa:
uma vez que seja aplicada a rotagdo R, ndo pode mais ser aplicada a
substituicdo S, porque a rotagdo R acaba destruindo o tridngulo ZBE:
ndo existe mais ali um tridngulo congruente com o de ZDG. (NETZ;
NOEL, 2009, p.261)

Ademais, algumas substitui¢des e rota¢des podem anular umas as outras. Ob-

servemos a figura abaixo:

Figura 4.16: As rotacOes R, R* e R**

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p. 260)
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A rotagdo R é obtida rotacionando o tridngulo ABG em torno de um eixo ima-
gindrio passando por FB. Tomando o tridngulo ADG e girando-o em relagdo ao eixo
imagindrio FD temos a rotagdo R*. Aplicando ambas as rota¢des obtemos, na verdade,
o quadrado ADBG rotacionado 90° a direita. Seu arranjo interno nao foi alterado. As
rotagdes se anularam. Se acrescentarmos uma nova rotagdo R**, em que rotacionamos
o quadrado em torno do eixo imagindrio DFB, retornamos ao quadrado em sua posigdo
inicial. Temos, entdo, que as rotagdes R, R* e R** combinadas, se anulam. Nesse sen-
tido, Noel e Netz (2009, p.262) nos chamam a atengdo para a Teoria de Grupos que é a
demonstrada pelo cubo de Rubik e, em resumo, trata “das varias maneiras pelas quais
as permutac¢des se somam ou se anulam umas as outras”. Nesse sentido, acreditam
que o Stomachion também possa demonstra-la.

A partir disso, Chung e Graham definiram 24 quadrados base para a contagem.
Essa definicdo advém de rotagdes simples dos tridngulos bdasicos. Na figura abaixo
eles estdo inicialmente ordenados de cima a baixo na sequéncia numérica e x’ denota
que o tridngulo x foi virado de alguma forma em relagdo ao quadrado 1234. Esses

movimentos foram chamados movimentos globais.

Figura 4.17: Quadrados base

/\// p >'\ - > B —
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1224 1234 1243 1243 1324 132°4" 1342 1342

: 3 \ -\4[?,—"/\\“? . ":;\f

1423 1423 1432 1432 2134 2134 2143 214’3

™ =1
3124 N24 3142 N4 4123 4123 4132 4132

Fonte: (CHUNG; GRAHAM, 2007)

Tomando cada uma dessas configura¢des, geram-se novas através de movimen-
tos locais, ou seja, alterando a posicdo de pecas vizinhas. A figura abaixo representa

todos os movimentos locais relacionados ao quadrado base 2143:
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Figura 4.18: Movimentos locais - quadrado base 2143

Fonte: (CHUNG; GRAHAM, 2007)

Os quadrados base geram ntimeros diferentes de configuracdes ap6s a realizagao
dos possiveis movimentos locais que podem ser verificadas no apéndice B. Consequen-
temente, somam-se 268 arranjos distintos na formacao do Stomach. Todavia, precisamos
ainda considerar o fato de existirem dois pares de pecas congruentes, totalizando qua-
tro modificagbes entre elas e um par de pegas que é congruente a uma tnica pega.

Resultando em mais dois arranjos distintos.

Figura 4.19: Configuragdes das pegas congruentes

]

e

Fonte: (CHUNG; GRAHAM, 2007)

Finalmente, vejamos que o quadrado possui oito simetrias:
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Figura 4.20: Simetrias do quadrado

[T e —

Fonte: (CHUNG; GRAHAM, 2007)

Concluimos, entdo, que o ntimero buscado por Arquimedes é 268 x 4 x 2 x 8
= 17152. O Stomachion pode ser montado de 17152 maneiras distintas a partir das 14
pecas que o compdem. O primeiro registro de combinatéria da histéria acaba de ser

solucionado utilizando-se ferramentas que Arquimedes poderia dispor na época.



5 O Stomachion no Ensino Basico

5.1 A Historiada Matematica como ferramenta pedagoégica

Segundo Castanha (2004, p.1),

As fontes ou documentos sdo requisitos fundamentais para a producao
e sistematizagdo do conhecimento histérico. O trabalho de levanta-
mento, catalogacdo, identificacdo e interpretagdo das fontes sdo ele-
mentos constituintes da pesquisa histérica e representam o alicerce
para a preservacao da memoria histérica. Dessa forma, a compre-
ensdo do conhecimento acumulado historicamente e da prépria Histéria
sdo condi¢des indispensédveis tanto para a producdo de novos conhe-
cimentos, quanto para evitar a sua mera reproducdo, ou até mesmo
sua manipulacdo em favor de determinados segmentos da sociedade.
(CASTANHA, 2004, p. 1)

Ainda neste tema, Ubiratan A. D’Ambrosio (2000, p.5) define quatro finalidades

para a Histéria da Matematica:

e para situar a Matemdtica como uma manifestacdo cultural de
todos 0s povos em todos os tempos, como a linguagem, os costu-
mes, os valores, as crengas e os habitos, e como tal diversificada
nas suas origens e na sua evolugdo;

e para mostrar que a Matemdtica que se estuda nas escolas é uma
das muitas formas de Matemaética desenvolvidas pela humani-
dade;

e para destacar que essa Matematica teve sua origem nas culturas
da antiguidade mediterranea e se desenvolveu ao longo da Idade
Média e somente a partir do século XVII se organizou como um
corpo de conhecimentos, com um estilo préprio;

e para saber que desde entdo a Matematica foi incorporada aos sis-
temas escolares das nag¢des colonizadas, se tornou indispenséavel
em todo o mundo em consequéncia do desenvolvimento ci-
entifico, tecnoldgico e econdmico, e avaliar as consequéncias
socio-culturais dessa incorporagdo. (D’AMBROSIO, 2000, p. 5)
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Apoiando-nos nessas concepg¢des, buscamos neste trabalho reunir bibliografias
que nos permitam contar a histéria da Andlise Combinatéria adicionando sua mais
recente descoberta: o Stomachion. Ademais, reforcamos a ideia de que a Matematica se
desenvolve ao longo do tempo, em muitas culturas e é feita através de descobertas, até
mesmo do dia a dia dos estudiosos tentando responder as questdes e problemas que
lhes surgiam. Dessa maneira, podemos levar os alunos a se aproximarem da disciplina
e ao conceito de que a Matemaética ndo é uma ciéncia pronta e apenas baseada em
férmulas e conceitos muitas vezes ndo entendidos por eles. A Matematica é ciéncia em

transformacao.

O conhecimento da histéria dos conceitos matemaéticos precisa fazer
parte da formacao dos professores para que tenham elementos que lhes
permitam mostrar aos alunos a Matemaética como uma ciéncia que nao
trata de verdades eternas, infaliveis e imutdveis, mas como uma ciéncia
dindmica, sempre aberta a incorpora¢do de novos conhecimentos. Além
disso, conhecer os obstdculos envolvidos no processo de construcdo
de conceitos é de grande utilidade para que o professor compreenda
melhor alguns aspectos da aprendizagem dos alunos. (??, p.26)

5.2 Analise Documental do Curriculo Referéncia de Mi-
nas Gerais, do CBC e da BNCC

5.2.1 Ostemas Geometria, Andlise Combinatéria e Raciocinio Légico

na Base Nacional Comum Curricular (BNCC)

Analisamos a documentac¢do da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) de
maneira a justificar a pertinéncia da escolha dos temas onde o Stomachion pode ser

utilizado.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de carater
normativo que define o conjunto organico e progressivo de aprendiza-
gens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das
etapas e modalidades da Educacdo Basica, de modo a que tenham as-
segurados seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento, em con-
formidade com o que preceitua o Plano Nacional de Educacdo (PNE).
Este documento normativo aplica-se exclusivamente a educagéo esco-
lar, tal como a define o § 1° do Artigo 1° da Lei de Diretrizes e Bases
da Educagdo Nacional (LDB, Lei n° 9.394/1996), e esta orientado pelos
principios éticos, politicos e estéticos que visam a formacdo humana
integral e a construcdo de uma sociedade justa, democratica e inclusiva,
como fundamentado nas Diretrizes Curriculares Nacionais da Educagédo
Basica (DCN). (BRASIL, 2018, p. 7)
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A BNCC esté estruturada de acordo com as trés etapas da Educagdo Basica:
Ensino Infantil (0 a 5 anos e 11 meses), Ensino Fundamental (Anos Iniciais do 1° ao 5°
ano e Anos Finais do 6° ao 9° ano) e Ensino Médio (1 a 3° série). Vejamos a figura a

seguir que ilustra as divisdes:
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Figura 5.1: Estrutura BNCC
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Fonte: (BRASIL, 2018, p. 24)

Na BNCC cada objetivo de aprendizagem e habilidade estd estruturado de
acordo com um cédigo que é interpretado das seguintes maneiras para o Ensino Fun-

damental e para o Médio:



Figura 5.2: Cédigo alfanumérico BNCC para o Ensino Fundamental
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a etapa de Ensino Fundamental.
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Fonte: (BRASIL, 2018, p. 30)

Figura 5.3: Cédigo alfanumérico BNCC para o Ensino Médio
EM13LGG103
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Fonte: (BRASIL, 2018, p. 34)

O componente curricular de Matematica para o Ensino Fundamental da BNCC

estabelece que os alunos devem ter desenvolvido as seguintes competéncias especificas:
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1. Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana, fruto das neces-
sidades e preocupagdes de diferentes culturas, em diferentes momentos
histéricos, e é uma ciéncia viva, que contribui para solucionar proble-
mas cientificos e tecnolégicos e para alicercar descobertas e construgdes,
inclusive com impactos no mundo do trabalho.

2. Desenvolver o raciocinio l6gico, o espirito de investigacdo e a capa-
cidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conheci-
mentos matemdticos para compreender e atuar no mundo.

3. Compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos di-
ferentes campos da Matemadtica (Aritmética, Algebra, Geometria, Es-
tatistica e Probabilidade) e de outras 4reas do conhecimento, sentindo
seguranca quanto a propria capacidade de construir e aplicar conheci-
mentos matematicos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranga na
busca de solugoes.

4. Fazer observagdes sistematicas de aspectos quantitativos e qualita-
tivos presentes nas praticas sociais e culturais, de modo a investigar,
organizar, representar e comunicar informagoes relevantes, para in-
terpretd-las e avalid-las critica e eticamente, produzindo argumentos
convincentes.

5. Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias
digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, so-
ciais e de outras dreas de conhecimento, validando estratégias e resul-
tados.

6. Enfrentar situacées-problema em multiplos contextos, incluindo-
se situa¢des imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto
prético-utilitdrio, expressar suas respostas e sintetizar conclusdes, uti-
lizando diferentes registros e linguagens (graficos, tabelas, esquemas,
além de texto escrito na lingua materna e outras linguagens para des-
crever algoritmos, como fluxogramas, e dados).

7. Desenvolver e/ou discutir projetos que abordem, sobretudo, questdes
de urgéncia social, com base em principios éticos, democréaticos, sus-
tentdveis e solidarios, valorizando a diversidade de opinides de in-
dividuos e de grupos sociais, sem preconceitos de qualquer natureza.
8. Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletiva-
mente no planejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder
a questionamentos e na busca de solugdes para problemas, de modo a
identificar aspectos consensuais ou ndo na discussao de uma determi-
nada questdo, respeitando o modo de pensar dos colegas e aprendendo
com eles. (BRASIL, 2018, p. 267)

Ainda nesse tema, a BNCC propde a divisdo dos contetidos em cinco unidades
tematicas cada uma contemplando habilidades especificas para cada ano do Ensino
Fundamental: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e
Estatistica. (BRASIL, 2018, p. 268-275)

Uma das habilidades especificas para Geometria no 9° ano é a “(EF09MA12)
Reconhecer as condi¢des necessdrias e suficientes para que dois tridngulos sejam seme-
lhantes.” (BRASIL, 2018, p. 317)
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Passando ao que é proposto para o Ensino Médio na BNCC, encontramos uma
divisdo diferente da contida no Ensino Fundamental, agora as habilidades especificas
estdo distribuidas dentro do que propdem cinco competéncias especificas. Destacamos

as cincos e alguns exemplos de habilidades relacionadas ao Stomachion:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméticos para in-
terpretar situacoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioe-
condmicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo
a contribuir para uma formagéo geral.

(EM13MAT105) Utilizar as nocoes de transformacdes isométricas
(translagdo, reflexdo, rotagdo e composi¢des destas) e transformagdes
homotéticas para construir figuras e analisar elementos da natureza e
diferentes produgdes humanas (fractais, construgdes civis, obras de arte,
entre outras)

2. Propor ou participar de ac¢des para investigar desafios do mundo
contempordneo e tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com
base na anélise de problemas sociais, como os voltados a situac¢oes de
satide, sustentabilidade, das implicagdes da tecnologia no mundo do
trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos, procedi-
mentos e linguagens préprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos ma-
tematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas
em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a
adequagdo das solugdes propostas, de modo a construir argumentagao
consistente.

(EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno
e do cosseno ou as nog¢des de congruéncia e semelhanca, para resolver
e elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados contextos.
(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envol-
vendo agrupamentos ordendveis ou ndo de elementos, por meio dos
principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas,
como o diagrama de arvore.

(EM13MAT314) Resolver e elaborar problemas que envolvem grande-
zas determinadas pela razdo ou pelo produto de outras (velocidade,
densidade demogréfica, energia elétrica etc.).

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma,
quando possivel, um algoritmo que resolve um problema.
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4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes re-
gistros de representacdo matemaéticos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagdo de resultados
de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como
observagdo de padrdes, experimentagdes e diferentes tecnologias, iden-
tificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstra¢do cada vez mais
formal na validacdo das referidas conjecturas.

(EM13MATS505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com
ou sem apoio de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a
respeito dos tipos ou composicao de poligonos que podem ser utilizados
em ladrilhamento, generalizando padrdes observados. (BRASIL, 2018,
p. 531-541)

Observamos que o conteido de Geometria e de Principios de Contagem sdo

trabalhados desde os anos inicias do Ensino Fundamental até o fim do Ensino Médio.

5.2.2 Ostemas Geometria, Analise Combinatdria e Raciocinio Légico

no Estado de Minas Gerais

Como justificativa para os contetidos escolhidos, analisamos o Contetido Bésico
Comum (CBC) e o Curriculo Referéncia de Minas Gerais, que regem o curriculo de
ensino do estado. O Curriculo Referéncia ja substitui o CBC no Ensino Infantil e no
Ensino Fundamental. De acordo com o site Agéncia Minas (2021), esta previsto para ser
implementado no Ensino Médio em 2022 . Assim, optamos por destacar o que objetiva
o Curriculo e suas diretrizes para o Ensino Fundamental e, em seguida, fazemos o

mesmo para o CBC e no que diz respeito ao Ensino Médio.

Curriculo Referéncia de Minas Gerais

O documento foi elaborado a partir do reconhecimento de que o estado mineiro
é diverso em seus povos, territérios, costumes e tradi¢des e que estas caracteristicas de-
vem ser valorizadas. Assim, seus principios e fundamentos educacionais sdo baseados
na Constituicdo Federal (CF/1988), na Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional
(LDB 9394/96), no Plano Nacional de Educacao (PNE/2014), na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC/2017). (GERALIS, 2018, p. 13)

Destacamos os objetivos do Curriculo:
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A construgdo, portanto, deste Curriculo Referéncia de Minas Gerais de
forma dialogada entre o Estado e os Municipios é uma oportunidade sin-
gular para o fortalecimento do regime de colaboragdo — previsto desde
a Constituicdo Federal (1988) — e para avancarmos na consolidacdo de
um Sistema Integrado de Educacdo Publica - SIEP, como vem sendo
debatido em nosso estado. A defesa de um sistema de educagdo tnico
fundase na integralidade do atendimento e no reconhecimento con-
junto da oferta de uma educagdo publica inclusiva, com qualidade e
equidade. Em outras palavras, trata-se de ndo distinguir a qual rede
um estudante se vincula ao longo da trajetéria escolar. O que se deve
garantir é a oferta de um ensino de qualidade e de oportunidades de
formacao e transformacao social diversificadas, que zelem pelo direito
a aprendizagem — como destacaremos ao longo de todo o documento.
Compreendemos, assim, que é necessdrio vencer as amarras institucio-
nais e culturais existentes e avancar no fortalecimento da democracia,
na colaboracéo entre as redes e nas oportunidades aos nossos estudan-
tes. Ter um curriculo referéncia para o Estado materializa esta proposta
e potencializa as relagdes entre as secretarias, escolas, professores e
estudantes. (GERAIS, 2018, p. 202)

A BNCC é a base para o Curriculo Referéncia, assim, os objetivos de aprendiza-
gem e habilidades também estdo estruturados por meio dos mesmos cédigos modifi-
cados no que concerne as diversidades regionaise e contextualiza¢des. (GERAIS, 2018,
p. 213)

Observemos que as habilidades modificadas foram classificadas em quatro tipos:
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e Objetivo/Habilidade Alterada: Habilidade alterada da BNCC
dentro das possibilidades estabelecidas pelo MEC. Seguem o
cédigo alfanumérico definido na BNCC, seguido pela letra X.
Exemplo: (EF07HI09) Analisar os diferentes impactos da con-
quista europeia da América para as popula¢des amerindias e
identificar as formas de resisténcia (Original BNCC); (EFO7HI09X)
Analisar os diferentes impactos da conquista europeia da América
para as populagdes amerindias e identificar as formas de re-
sisténcia, observando as diferentes estratégias de resisténcia
dos distintos grupos indigenas que povoavam Minas Gerais.
(Modificada MG).

e Objetivo/Habilidade Criada: Habilidade que ndo existia na
BNCC, mas prevista no novo curriculo. Seguem o cédigo al-
fanumérico estabelecido pelo MEC, seguidas pelas letras MG.
Exemplo: (EFO8CI17MG) Descrever fendmenos e processos em
termos de transformacdes e transferéncia de energia. (Habilidade
criada MG).

e Objetivo/Habilidade Desmembrada: Habilidade que possui
grande nimero de verbos, tornando-a complexa para ser avaliada
e desenvolvida. Segue o cédigo alfanumérico estabelecido pela
BNCC, complementada pelas letras A B, C, etc. dependendo do
grau de desmembramento. Exemplo: (EF15AR23) Reconhecer e
experimentar, em projetos tematicos, as relagdes processuais en-
tre diversas linguagens artisticas (Original BNCC). (EF15AR23A)
Reconhecer, em projetos tematicos, as relagdes processuais entre
diversas linguagens artisticas. (EF15AR23B) Experimentar, em
projetos tematicos, as relagdes processuais entre diversas lingua-
gens artisticas (Desmembrada MG).

e Objetivo/Habilidade com Progressdo: Habilidade que, na
BNCC, era a mesma para diversos anos de escolaridade. No
Curriculo, a opgao foi alterar estas habilidades ano a ano, de for-
mar a graduar a complexidade de acordo com o desenvolvimento
dos estudantes. Exemplo: (EF12EF01) Experimentar, fruir e re-
criar diferentes brincadeiras e jogos da cultura popular presentes
no contexto comunitario e regional, reconhecendo e respeitando
as diferengas individuais de desempenho dos colegas (Original
BNCC). (EF12EF01P1) Experimentar e fruir diferentes brincadei-
ras e jogos da cultura popular presentes no contexto comunitédrio
e regional, valorizando os saberes e vivéncias produzidos, repro-
duzidos e perpetuados nos contextos familiares e comunitdrios.
(Progressao 1° ano) (EF12EF01P2) Experimentar, fruir e recriar
diferentes brincadeiras e jogos da cultura popular presentes no
contexto do estado de Minas Gerais, valorizando os saberes e
vivéncias produzidos, reproduzidos e recriados nos contextos fa-
miliares e sociais (Progressdo 2° ano). (GERAIS, 2018, p. 202-203)

Ainda sobre o componente curricular de Matematica e a divisdo dos contetidos,
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temos que o Curriculo Referéncia também segue a BNCC. Dentre as habilidades que
cada contetido especifica, separamos aqui algumas que podem ser trabalhadas em

atividades do Stomachion:

e 6° ano: Geometria - (EFO6MA19) Identificar caracteristicas dos tridngulos e clas-

sificd-los em relagdo as medidas dos lados e dos angulos;

e 7°ano: Numeros - (EFO7MA12A) Resolver problemas que envolvam as operagdes

com ndmeros racionais;

e 8° ano: Grandezas e medidas - (EFO8SMA38MG) Calcular 4rea de figuras planas:

tridngulos, quadriléteros e circulos ou figuras compostas por algumas dessas;

e 9° ano: Algebra - (EFO9MAOSA) Resolver problemas que envolvam relacdes
de proporcionalidade direta e inversa entre duas ou mais grandezas, inclusive
escalas, divisdo em partes proporcionais e taxa de variagdo, em contextos socio-
culturais, ambientais e de outras dreas. (GERAIS, 2018, p. 699-726)

Contetido Basico Comum de Minas Gerais

Vejamos o que objetiva o CBC:

Estabelecer os conhecimentos, as habilidades e competéncias a serem
adquiridos pelos alunos na educagdo basica, bem como as metas a serem
alcangadas pelo professor a cada ano, é uma condigdo indispensavel
para o sucesso de todo sistema escolar que pretenda oferecer servicos
educacionais de qualidade a populagdo. A definicdo dos contetidos
bésicos comuns (CBC) para os anos finais do ensino fundamental e para
o ensino médio constitui um passo importante no sentido de tornar a
rede estadual de ensino de Minas num sistema de alto desempenho.
(GERAIS, 2005, p. 9)

Quanto ao CBC para o Ensino Médio,
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Este documento estd fundamentado nas Diretrizes Curriculares Nacio-
nais para o Ensino Médio (DCNEM) e nas orientagdes complementares
aos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN+ : Ciéncias da Natureza,
Matematica e suas Tecnologias) e tem como objetivo tornar operacio-
nais alguns principios esbocados naquele documento, especificando e
detalhando mais as unidades temaéticas e sugerindo estratégias de en-
sino. [...] Os PCN+ estabelecem que: “No ensino médio, etapa final da
escolaridade bésica, a Matematica deve ser compreendida como uma
parcela do conhecimento humano essencial para a formagdo de todos
os jovens, que contribui para a constru¢do de uma visdo de mundo,
para ler e interpretar a realidade e para desenvolver capacidades que
deles serdo exigidas ao longo da vida social e profissional. Nessa etapa
da escolaridade, portanto, a Matemaética vai além de seu carater ins-
trumental, colocando-se como ciéncia com caracteristicas préprias de
investigacdo e de linguagem e com papel integrador importante junto
as demais Ciéncias da Natureza. (GERAIS, 2005, p.31)

Os trés anos do Ensino Médio estdo subdivididos de forma que “o primeiro

ano é o ano da formagdo bésica, quando sdo apresentados conceitos e métodos que

4 “

constam de todos os temas estruturadores do CBC de Matemaética”, “o segundo ano

é o ano de aprofundamento, quando sdo apresentadas situa¢des com maior grau de

complexidade, introduzidos novos tépicos e novos con-ceitos” e “terceiro ano é o ano da

complementacdo de formagdo, quando a escola poderé eleger t6pi-cos complementares,
dentre os quais, os sugeridos no CBC”. (GERAIS, 2005, p. 44-60)

e Primeiro Ano do Ensino Médio:

— Eixo Tematico I: Nimeros, Contagem e Analise de Dados:

Xx

Tema 1: Numeros;
Tema 2: Contagem;
Tema 3: Probabilidade;

Tema 4: Estatistica.

- Eixo Tematico II: Fun¢des Elementares e Modelagem:

+ Tema 5: Fungoes;

*» Tema 6: Matemaética Financeira.

— FEixo Tematico III: Geometria e Medidas:

+ Tema 7: Semelhanca e Trigonometria;

+ Tema 8: Geometria Analitica. (GERAIS, 2005, p. 44-48)
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e Segundo Ano do Ensino Médio:

— Eixo Tematico I'V: Nimeros, Contagem e Andlise de Dados:

+ Tema 9: Contagem;
+ TemalO: Probabilidade.

— Eixo Tematico V: Fung¢des Elementares e Modelagem:

+ Tema 11: Funcgodes.

— Eixo Tematico VI: Geometria e Medidas:

+ Tema 12: Semelhanca e Trigonometria;
+ Tema 13: Geometria Analitica;

+ Tema 14: Geometria Métrica e de Posi¢do. (GERAIS, 2005, p.50-54)
e Terceiro Ano do Ensino Médio:

— Eixo Tematico VII: Numeros, Contagem e Andlise de Dados:

+ Tema 15: Numeros;
+ Tema 16: Contagem;
+ Tema 17: Probabilidade;

= Tema 18: Estatistica.

- Eixo Tematico VIII: Fun¢des Elementares e Modelagem:

+ Tema 19: Funcoes;

+ Tema 20: Matemaética Financeira.

— FEixo Tematico IX: Geometria e Medidas:

+ Tema 21: Semelhanca e Trigonometria;

+ Tema 22: Constru¢cdes Geométricas;

+ Tema 23: Geometria Analitica;

+ Tema 24: Geometria de Posi¢do no Espaco;

+ Tema 25: Geometria Métrica. (GERAIS, 2005, p.56—60)

5.3 Atividades do Stomachion para o Ensino Basico

Nesta secdo reunimos atividades baseadas no Stomachion a serem desenvolvi-
das no Ensino Bésico. Relacionaremos nossa interpretagdo do tratado ao ensino da

geometria, ao uso do software Peces e a alguns desafios.
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5.3.1 O Teorema de Pick

O matemadtico vienense Georg Alexander Pick nasceu em 1859 e ingressou na
Universidade de sua cidade natal aos dezesseis anos. No ano seguinte publicou o
primeiro de vérios artigos que viria a escrever nas dreas de Algebra Linear, Anélise

Funcional, Calculos de Integrais e Geometria.

Figura 5.4: Georg Alexander Pick

Fonte: https://pt.slideshare.net/vinamorais/teorema-de-pick.

Entretanto, seu trabalho mais conhecido faz parte do artigo Geometrisches zur
Zahlenlehre, publicado em 1899 na cidade de Praga, capital da Reptiblica Tcheca. Trata-
se do simples e elegante Teorema de Pick, que nos apresenta uma nova maneira para o
cdlculo de &reas, substituindo o processo habitual que envolve medi¢des de grandezas
continuas por uma contagem de grandezas discretas.

Antes de apresentarmos o teorema, duas defini¢des sdo necessdrias:

Definic¢ao 1. Uma rede no plano é um conjunto infinito de pontos uniformemente distribuidos
ao longo de retas perpendiculares, de tal maneira que a distdncia entre cada um desses pontos

aos pontos mais proximos na horizontal ou vertical seja iqual a 1.

Definicao 2. Um poligono é chamado simples quando “sua fronteira é uma poligonal fechada
que pode ser percorrida inteiramente sem passar duas vezes pelo mesmo vértice.” (HERMES,
2015, p. 204)
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Figura 5.5: Poligono Simples

Fonte: https://cmup.fc.up.pt/cmup/pick/pick2. htmISECTION00040000000000000000.

Figura 5.6: Poligono Nédo Simples

Fonte: https://cmup.fc.up.pt/cmup/pick/pick2.htmISECTION00040000000000000000.

Teorema 1. (Teorema de Pick). Sejam P um poligono simples, f a quantidade de pontos da rede
situados em sua fronteira e I o niimero de pontos da rede em seu interior.
Entdo, a drea A(P) do poligono é dada por:

Ap:£+1—1. (5.1)
Demonstragio. Ver Hermes (2015, p. 207-208). O

Os exemplos a seguir sdo uma aplicacdo do Teorema de Pick.

Exemplo 1. Seja o poligono ABCD (Figura 5.7), determinemos sua drea a partir do Teorema 1.
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Figura 5.7: Exemplo 1 - Poligono ABCD

."—-'—H—H—'

4

Fonte: Autoria propria.

Observemos que os pontos A, B, C, D, E, F, G, H, I e | sdo os pontos de fronteira do
poligono e os pontos interiores sio (3,2), (3,3), (3,4), (4,2), (4,3), (4,4), (5,2), (5,3), (6,2), (6,3)
e(7,2). Logo, f =10 el = 11. Segue que,

AABCD:% +11-1=15.

Verifiquemos o resultado aplicando um método tradicional que consiste em
dividir o poligono em poligonos menores, calcular suas areas e soma-las para obter
a area do poligono original. Agora temos os tridngulos retangulos ABE e ICD e os
trapézios retangulos EBJG e GJCI.

443)2 3+2)2
Appe =% =2, Aicp =2 =1, Appjo = B2 =7, Agjer = B2 =5.

Temos que, Aapcper =2+1+7+5=15.m
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Figura 5.8: Divisdo do poligono ABCD

@ - @ ®

Fonte: Autoria propria.
Exemplo 2. Seja o poligono ABCD (Figura 5.9), determinemos sua drea a partir do Teorema 1.

Figura 5.9: Exemplo 2 - Poligono ABCD

| o

Fonte: Autoria prépria.

Observemos que os pontos A, B, C e D sio os pontos de fronteira do poligono e os pontos
interiores sio (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (3,2), (3,3), (34), (3,5), (4,2), (4,3), (4,4), (45), (53),
(54)e(6,4). Logo, f =4 el =15. Seque que,

AABCD:% +15-1=16.

Ainda sobre o Teorema de Pick,
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“E importante observar que o Teorema de Pick pode ser aplicado em
poligonos ndo convexos. Além disso, se a unidade for diferente de 1,
a drea serd dada por u?A onde u? é igual a drea de cada quadrado da
rede. Notamos, ainda, que a drea do poligono sempre serd um mdltiplo

de 0,5, pois f é natural.” (SILVA, 2017, p. 51).

5.3.2 Calculo de areas por determinantes

Sugerimos como atividade do Stomachion aplicada ao Ensino Bésico, o calculo
das dreas de cada peca por determinantes, para isso, apresentamos algumas definigdes,

teoremas e demonstragdes que nos levardo as formulas necessarias.

Area do tridngulo com um dos vértices na origem

Definicdo 3. Definimos a orientacdo anti-hordria dos vértices de um poligono como o caminho
pelo qual percorremos os lados e passamos pelos vértices de maneira que o interior do poligono

estd sempre a esquerda.

Teorema 2. Seja um tridngulo ABO de vértices A = (xa,ya), B = (xg,yg) e O = (0,0), sua

drea S é dada por:

Demonstragio. Considere o tridngulo ABO do Teorema em questdo e observe o esquema

abaixo.

Figura 5.10: Area de triAngulo com vértice na origem

£

¥

Fonte: (??, p. 46)



Temos que:

xs = OA.cosa;

ya = OA.sina;
xg = OB.cos f5;
yg = OB.sinf.

69

Pelo Teorema das Areas: “A area do tridngulo é igual ao semiproduto das

medidas de dois lados pelo seno do angulo formado por esteslados”. Logo, escrevemos:

S=10A.0B.sinf &

2
S= %.OA.OB. sin(f—a) ©
S = 1.0A.OB.(sinB.cosa — sina. cos f) &
1.(OA.cos a.OB.sin B — OA.sina.OB. cos f) &

S = %(xA-yB - yA.xB) (=4

S =

XA XB

Ya Ys

S =

1
2

Area de um tridngulo qualquer

Teorema 3. Seja um tridngulo ABC de vértices A = (xa, ya), B = (xp,yg) e C = (xc, yc), sua

drea S, desde que seus vértices obedecam a orientagio anti-hordria, é dada por:
1 XA XB
S== .

Ya VB

XA XB

Ya VB

XA XB

Ya VB
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Figura 5.11: Area de um tridngulo qualquer

H

w

v

Fonte: (2?2, p. 47)

Demonstragio. Consideremos que o vértice C passa pela origem de um novo sistema
cartesiano xCy com eixos paralelos aos originais, de acordo com a figura acima. Assim,
A e Bpassam a ter as seguintes coordenadas: A = (xa—xc, ya—vyc) e B = (xp—xc, ys—Yc).

Aplicando o Teorema 2, segue:

1 XA —Xc XB—Xc
S=z
2| ya—Yyc Ys—Yyc
S = %(XA-]/B —XA.Yc — Xc.Yp +Xc.Yc — Xp.Ya + Xp.Yc + Xc.Ya — xc.yc) L=
S = %-(xA-yB — XB-Ya + XB.Yc — Xc.Yp + Xc.Ya — Xa.Yc + Xc.Yc — xc.yc) (=
XA XB ]

Ya VB

XA XB

Ya VYB

XA XB

Ya VB

SZE
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Area de um poligono convexo

Figura 5.12: Poligono convexo com n+1 vértices

P, P
Fonte: (SILVA, 2017, p. 48)

Proposicao 1. A drea A de um poligono convexo de vértices Py, P1, P, ..., P,_1, P, percorridos

no sentido anti-hordrio é dada por:

A—1 Xo X1 X1 X Xp-1 Xp Xn Xo
2l yo wm vi ¥ Yot Yn Yo Yo ||
Ou ainda,
1 (o)
AZE- (xiyi+1_xi+1yi)-
i=0

Demonstragio. Ver SILVA (2017, p.49).

Exemplo 3. Vamos determinar a drea do poligono ABCD utilizando a proposigdo.
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Figura 5.13: Poligono ABCD

| -__.I

i

~
Fonte: Autoria prépria.
Solugdo.
1] x4 xp Xg XC Xc Xp Xp Xa
Appcp = 5
]/A ]/B Y Yc Yc Yp YD Ya

1 3 7 7 2 21
2012 1 1 4 46 6 2

5.[(—5) +5+34 +(-2)] = 16.
Concluimos que a drea do poligono ABCD ¢é igual a 16, a mesma encontrada

aplicando o Teorema de Pick.

5.3.3 Areas das pecas do Stomachion

Sugerimos como atividade do Stomachion aplicada ao Ensino Basico, o calculo

das dreas de cada peca a partir do Teorema de Pick e dos determinantes.



Figura 5.14: Stomachion em malha quadriculada

Al

Xl

Xl

of

Pelo Teorema de Pick:

i ] T L

Fonte: Autoria proépria.

Al=5+4-1=6
Ap=3+0-1=3
Ap=58+9-1=12
Ay=¥+5-1=12
Avy=2+7-1=12
Ay=2+2-1=6
Ayp=2+13-1=21
Avm=2+2-1=6
Ax=2+7-1=12
Ax=3+3-1=6
Ax=2+4-1=9
Axp=8+1-1=3
Axm=%+18-1=24
Axqv=2+7-1=12

73



74

Por determinantes:

L1 32] |20]|_,
) 04| |40l
1[| 3 3 2 2 3]
A== + =3
21l o 6 4| |4 0
1[lo a| |2 2 2 0
AIH:_ + + =12
2(lo 8| |8 10 10 0
1llo 2 2 0 0 0]l
A[V:— + =12
21l o 10 10 12 12 0
4 6 6 0 0 0]
AV:1 + + =12
2(l 8 12 12 12 12 0
Lo _1l|e 6 6 4| [46]|_,
7216 12 12 81 |8 6|l
1/l3 6| |6 6| |6 4| [43] |33
AVH:_ + + + =21
2(lo ol |0 6| |6 8 8 6| |6 0
4 ifle 8], |86l [66]_,
Tollo 4l la 6] |6 0l
oo Lfje 2| ji2z 8| |8 6l|_
"7 210 o 0 4| |4 o0l
112 9 9 8 8 12
AXZ— + =6
21l 0 6] |6 4| |4 0
o Y[1212) 129 jo 2]
T2l o 6 6 6| |6 0]
o112 12 12 9] |9 12]|_,
7ol 6 8 8 6| |6 61
19 12 12 12 12 6 6 9
A = — + =24
X 2[6 8 8 12| |12 12 126}
4 tflo6] |6 6| 68| [89]_,,
T2l 6 12 12 6| |6 4| |4 6|l

5.3.4 Desafios com as Pegas do Stomachion

Propomos como atividade de criatividade e raciocinio 16gico a montagem de um
paralelogramo, um tridngulo is6sceles, um trapézio isdsceles, um trapézio retangulo,

um losango e um tridngulo retdngulo utilizando todas as quatorze pecas do Stomachion:
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Figura 5.15: Desafio

ok I

Paralelogramo Tridingulo Isosceles Trapézio isosceles
Trapézio retingulo Losango Tridingulo retingulo
Fonte:

https://www.passeidireto.com/arquivo/79722406/cliqueapostilas-com-br-jogos-20.
Solucéo do desafio:

Figura 5.16: Solucdo do desafio

Fonte:

https://www.passeidireto.com/arquivo/79722406/cliqueapostilas-com-br-jogos-20.
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5.3.5 O software Peces

O uso de softwares na educacdo tem sido cada vez mais frequente frente a
disseminagdo do acesso a Internet, as novas tecnologias e a ferramentas gratuitas de
ensino. Para Chaves e Setzer (1987) a utilizagdo do computador nas escolas quando
bem orientada pelo professor favorece o desenvolvimento intelectual e do raciocinio

l16gico do aluno. Brasil (1998) corrobora a ideia:

”O computador pode ser usado como elemento de apoio para o ensino
(banco de dados, elementos visuais), mas também como fonte de apren-
dizagem e como ferramenta para o desenvolvimento de habilidades. O
trabalho com o computador pode ensinar o aluno a aprender com seus
erros e aprender junto com seus colegas, trocando suas produgdes e
comparando-as.”(??, p.35)

No contexto do Stomachion, buscamos um software que permitisse aos alunos
utilizar a tecnologia quando trabalhassem com ojogo no contexto de formar figuras com
suas pegas, fugindo da atividade comum nas escolas de se fazer isso utilizando recortes
de papel, como no caso do Tangram de 7 pecas. Encontramos o software Peces, dis-
ponivel gratuitamente no site ¢http://pecesjocdetangr.sourceforge.net/), portanto sendo
possivel instald-lo em computadores da rede ptblica de ensino. O programa conta com
40 padroes distintos de Tangrans, dentre eles, Stomachion e o Stomach. O usudrio pode
criar suas proprias figuras ou buscar a solu¢do daquelas sugeridas pelo Peces. Pode-se
jogar nos niveis Infantil, Principiante, Iniciado e Experiente, além de medir o tempo

gasto para concluir a montagem do modelo e verificar sua pontuagdo.

Figura 5.17: Peces

4l

wpeces

Fonte: (PECES, 2020).
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Figura 5.19: Exemplo de desafio

EASCmames

2l

AR}
anet

[

e rl!-‘-nl! ER |

PRECAS=-HEERHE : z s 4 D

’)

N

Fonte: Autoria propria.
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Figura 5.20: Solucdo de um desafio
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Figura 5.21: Criar competicdo
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Fonte: Autoria propria.

5.3.6 Uma atividade de Analise Combinatodria

Nesta parte apresentamos uma proposta de atividade voltada ao ensino da
Andlise Combinatéria que pode ser trabalhada por professores de Ensino Médio. Trata-
se de uma abordagem sobre o tema da Permutagdo Simples e Fatorial onde o uso de
férmulas ndo é necessdrio para a resolugdo do exercicio. Objetivamos que os alunos
reconhecam o problema como um problema de contagem e sejam capacitados a resolver

problemas elementares que envolvam Permutacdo Simples. Trata-se de uma atividade
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que podera ser realizada em quatro médulos (aulas de cinquenta minutos).

No primeiro momento da atividade, apresentamos a histéria do Stomachion
Arquimedes enfatizando que inicialmente era visto com um jogo, apresentamos seu
diagrama e suas 14 pegas. Aproveitamos para propor alguns desafios para montagem
de figuras a partir das pegas. Para isso, cada aluno é incentivado a construir sua
propria réplica do Stomachion em um material de facil manuseio, emborrachado e de
boa durabilidade, o E.V.A. (Espuma Vinilica Acetinada).

Figura 5.22: Material para confec¢do do Stomachion

Fonte: https://www.fragmaq.com.br/blog/reciclar-borracha-eva/.

Sugerimos como forma de se familiarizem com as pegas e de interagdo entre os
colegas, a construgdo das seguintes figuras e registrar as configuragdes das construgdes

em papel quadrliculado.
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Figura 5.23: Sugestdo para construgdes

@ = Y
wIM

Fonte: Autoria prépria.
Deixamos um sugestdo de gabarito para auxilio dos professores:

Figura 5.24: Gabarito

Fonte: Autoria propria.

Ap6s esse momento, os alunos sdo requisitados a comparar suas montagens com
nossa sugestdo de gabarito e com as de seus colegas. Esta interacdo é importante para
perceberem o que Arquimedes percebeu em seu trabalho, a existéncia de semelhanga
e congruéncia entre uma ou mais pecas. Sugerimos aos professores que apresentem a

traducdo do segundo paragréfo do tratado do Stomachion:
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Por isso entdo, ndo hd um pequeno ntimero de figuras compostas a
partir delas, devido a ser possivel rotaciona-las em um outro lugar de
uma figura igual e equiangular, transposta para assumir uma outra
posicdo; e novamente também com duas figuras, tomadas juntas sendo
iguais e semelhantes a uma tinica figura, e duas figuras tomadas juntas
sendo iguais e semelhantes a duas figuras tomadas juntas — entdo, como
resultado da transposi¢do, muitas figuras sao criadas. (NETZ; NOEL,
2009, p. 263)

Em seguida, a atividade prossegue a partir do diagrama do Stomachion nesta

configuragao:

Figura 5.25: Diagrama para atividade

Fonte:
https://siciliangodmother.com/2014/07/21/archimedes-and-his-terrible-stomach-ache/.

O professor apresenta este diagrama e sua formacdo a partir de quatro tridngulos
retdngulos, os tridngulos bésicos. O professor pode ressaltar a caracteristica do qua-

drado que é ter os quatro angulos internos retos.

Figura 5.26: Tridngulos Bésicos
1 2 3 4

- o
. .

Fonte: Autoria préria e (CHUNG; GRAHAM, 2007).

Os alunos séo solicitados a formarem os quatro tridngulos bésicos e, posterior-

mente, determinar a quantidade de quadrados possiveis que podem ser construidos
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a partir dos tridngulos, de modo que os tridngulos tenham o cateto maior sempre na
vertical, conforme no diagrama, sempre registrando seus resultados em papel quadri-
culado.

Assim que o professor verificar que a atividade foi concluida, é interessante que
cada discente compare seus resultados com os demais. E esperado que, pelos menos
uma parte da turma chegue as vinte e quatro configuragdes possiveis.

O professor conclui com os alunos que esta atividade requer tempo e solicita que
seja repetida de outra forma, desta vez considerando os tridngulos basicos apenas pelos
numeros de 1 a 4 que os representam. Ao final, serdo apresentadas as configuragdes:
1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431, 3124, 3142, 3214,
3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321.

Logo depois o professor apresenta a seguintes questoes: E sempre necessario
descrever todas as configuracdes? Existe um método mais rdpido de se determinar
todas as possibilidades de construgdo de um quadrado com as quatorze pegas?

Solugdo: Sim, como sdo 4 tridangulo para quatro posi¢des distintas, temos que
para a primeira posi¢do ha 4 op¢des de tridngulos, para a segunda posi¢do hé 3 opcdes,
para a terceira ha duas opgdes e para a quarta apenas uma opgdo. Logo, teremos
4.3.2.1 = 24 possibilidades.

Nesta atividade, os alunos trabalharam com permutacdo simples, mais especifi-

camente com o fatorial de 4, sem a mencdo de tais termos e formulas.



CONSIDERACOES FINAIS

Constatamos com base no levantamento bibliografico que as antigas civiliza¢oes
arabe, chinesa e egipcia deixaram alguns registros que indicavam a utilizacdo dos
principios bdsicos de contagem mas nenhum estudo sobre. Acreditava-se que apenas
a partir do século XVI de nossa era é que os estudos sobre Combinatoéria se iniciaram.
Com o reaparecimendo do Cédex C de Arquimedes ao fim dos anos 90, seu contéudo
pode ser recuperado a partir de modernas técnicas de restauracdo e de andlise digital
de imagens. A ultima pagina da obra reservava um trecho de um estudo sobre o
Stomachion que se revelou agente de mudanga da Histéria: o Stomachion é o registro
mais antigo conhecido de Andlise Combinatoéria, datando do século II a.C.

De acordo com Nobre (2004 p. 537),

[...] historiadores coletam e confrontam informagdes oriundas de dife-
rentes fontes e escrevem a versdo da histéria a partir delas. Enquanto
nao aparecer algum dado contraditério ao que fora escrito, essa histéria
é aceita pelo meio académico. Em Historiografia da Ciéncia, o caso o da
falta de informagoes precisas sobre a ocorréncia de determinado evento
é apenas um entre outros tantos que estdo sempre na mira de histori-
adores em busca de novos elementos para o confronto com a histéria
estabelecida.”

Com esta dissertacdo pudemos investigar a validade desta afirmacgao sobre o
Stomachion e que a matematica empregada neste por Arquimedes é facilmente repro-
duzivel atualmente e concorda com as diretrizes do CBC e da BNCC para o ensino
basico da disciplina e sua vertente de Histéria da Matematica.

Por meio da pesquisa desenvolvida durante a elaboracdo do trabalho pode-
mos verificar como a Histéria da Matematica é rica e explica o surgimento de todo o
contetdo estudado por alunos do Ensino Bésico e agrega valor a obra de pesquisado-
res, mostrando queo conhecimento é construido através de experimentos e teorias pela
humanidade. Ainda, a Hist6ria da Matematica é um importante recurso pedagogico e
metodolégico a ser utilizado pelos professores aos tracarem suas estratégias de ensino.

Ademais, os estudos confirmam que o Stomachion é mais que um jogo e pode
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também ser empregado como niicleo de desenvolvimento de outras dreas matematicas,
além da ltdica, verificando a polivaléncia das obras de Arquimedes.

Ao final do trabalho, buscamos enfatizar tais aplica¢des a partir de propostas
para atividades e problemas a fim de agregar mais valor as estratégias de ensino-
aprendizagem, além de produzir mais contetido sobre tdo importante tratado de Ar-
quimedes. Aproveitamos e sugerimos para trabalhos futuros o estudo do Stomachion

em relacdo as suas simetrias para a demonstracdo da Teoria de Grupos.
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A Algumas paginas recuperadas

Destacamos neste apéndice algumas imagens de pédginas recuperadas atrdves de vérias
técnicas tratamentos de imagens empregadas no Palimpsesto. Temos as fotografias
tiradas em luz natural e a comparagdo apds o tratamento

Figura A.1: P4agina recuperada - 1

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p. 192-193)
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Figura A.2: Pagina recuperada - 2

Detalhe do flio 1v do Palimpsesto, tirado co

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p. 192-193)

Figura A.3: Pagina recuperada - 3

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p. 192-193)



Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p. 192-193)

Figura A.5: Pagina recuperada - 5

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p. 192-193)

Figura A.4: Pagina recuperada - 4

91



Figura A.6: Pagina recuperada - 6

Fonte: (NETZ; NOEL, 2009, p. 192-193)
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B Quadrados locais

Apresentamos os quadrados locais do Stomachion:

Figura B.1: Quadrado local 1234

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomachy/.

Figura B.2: Quadrado local 123’4’

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.



Figura B.3: Quadrado local 1243

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.

Figura B.4: Quadrado local 124’3’

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.

Figura B.5: Quadrado local 1324

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.
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Figura B.6: Quadrado local 132'4’

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomachy/.

Figura B.7: Quadrado local 1342

A

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.
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Figura B.8: Quadrado local 1342’

\\

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.

Figura B.9: Quadrado local 1423

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.
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Figura B.10: Quadrado local 142’3’

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.

Figura B.11: Quadrado local 1432

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.
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Figura B.12: Quadrado local 143"2’

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.

Figura B.13: Quadrado local 2134

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.

Figura B.14: Quadrado local 213’4’

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomachy/.
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Figura B.15: Quadrado local 2143

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.

Figura B.16: Quadrado local 214’3’

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomachy/.

Figura B.17: Quadrado local 3124

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.
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Figura B.18: Quadrado local 312"4’

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.

Figura B.19: Quadrado local 3142

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.



101

Figura B.20: Quadrado local 314"2’

™,

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.

Figura B.21: Quadrado local 4123

P O W

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.



Figura B.22: Quadrado local 412’3’

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.

Figura B.23: Quadrado local 4132

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomachy/.
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Figura B.24: Quadrado local 413"2’

L,,.r'"

L/.r"'

Fonte: http://www.math.ucsd.edu/ fan/stomach/.
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