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RESUMO

O presente trabalho apresenta uma introducéo a légica matematica. O mesmo é
composto por 4 partes, nos capitulos 2 e 3 trabalha-se de maneira axiomatica os
conceitos basicos do raciocinio I6gico matematico, no capitulo 4 explora-se os mé-
todos de demonstragdo, em seguida no capitulo 5 apresenta-se ao leitor algumas
aplicagbes dos temas trabalhados anteriormente. O trabalho procurou abordar to-
dos os temas propostos discutindo-se exemplos usando a prépria matematica e

aplicagdes no cotidiano.

Palavras-chave: Ldgica, Demonstrac6es Matematicas, Légica Matematica.



ABSTRACT

This work presents an introduction to mathematical logic. The work is composed of
4 parts, in chapters 2 and 3 the basic concepts of mathematical logical reasoning are
worked axiomatic, chapter 4 explores the demonstration methods, then in chapter
5, the reader presents some applications of the themes previously worked on. The
work sought to approach all the proposed themes by discussing examples using the

own mathematics and applications in daily life.

Keywords: Logic, Mathematical Proofs, Mathematical Logic.
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1 Introducao

Irving Copi, em [1], d& a seguinte defini¢ao de logica: “Logica é o estudo dos métodos
e principios usados para distinguir o raciocinio correto do incorreto”.

A légica matematica teve inicio no século IV a.C. com Aristoteles na Grécia antiga,
apesar de estudar diversos tipos de sistematizagoes de argumentos ele fico notabili-
zado por dar mais atencao ao silogismo, argumento esse formado por duas proposicoes
iniciais (premissas) e uma proposigao final (conclusao), um exemplo de silogismo é:

Todos os péassaros voam,;
As gargas sdo passaros;
(logo,) As gargas voam. conclusao

} 2 premissas

A obra de Aristotoles permaneceu praticamente intacta por mais de dois mil anos
e somente no século XVII d.C. novas ideias se destacaram, um dos expoentes foi o
matematico Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) que transformou o raciocinio logico
usual em uma forma de célculo. Leibniz propusera transformar o raciocinio usual em
calculos aritméticos obtendo assim conclusoes como se fossem solugoes aos calculos
apresentados.

Na segunda metade do século XIX com autores como Boole, Frege e Russel a logica
passa a se tornar fundamentalmente matemética. A logica matematica tem origem com
George Boole (1815-1864), ele descreve raciocinios 16gicos em termos de uma éalgebra
de conjuntos, usando as operacoes, atualmente chamadas booleanas, entre conjuntos:
uniao, interseccao e complementar.

Dando sequéncia na evolugao da logica tem-se o matemaético alemao Gottlob Frege
sua monografia Begriffsschrift publicada em 1879 é considerada como a maior obra de
logica pos-Aristoteles, nessa obra Frege propoe que a aritmética pode ser apresentada
como um sistema construido a partir das leis da logica. Frege percebera que muitos
de seus sucessores tentavam sem éxito provar a sistematizagao do raciocinio logico
matematico, esses fracassos em geral se davam por erros de demonstracao, sendo assim
Frege dedicou-se a estudar técnicas de demonstracoes, criando assim regras basicas,
simples, cujas aplicagoes nao gerariam duvidas, tais regras formam o chamado “célculo
de predicado”, algo revolucionario para a logica contemporanea, suas ideias inspiraram
o trabalho de outros autores como por exemplo Bertrand Russel (1872-1970) e Alfred
North (1861-1947), autores de uma das obras fundamentais da logica atual, o Principia
Mathematica uma obra com trés volumes, que serve de fonte de pesquisa para muitos
pesquisadores atuais.

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma introducao a légica matematica. A
intencao é possibilitar ao leitor uma melhor compreensao da légica matemaética e para
isso trazemos exemplos usando a prépria matemaética e aplicagoes no cotidiano.



Dentro dessa proposta, o trabalho foi dividido como segue:

No capitulos 2 e 3 introduzem-se os conceitos elementares da logica.

No capitulo 4 apresenta-se alguns métodos basicos de demonstragao: demonstragao
direta, demonstragao por absurdo e demonstragao por contrapositiva.

No capitulo 5 apresenta-se algumas aplicagoes simples, fora da logica matematica.



2 Proposicoes e Quantificadores

Este capitulo tem por objetivo apresentar dois importantes conceitos da logica
matematica: as proposigoes e os quantificadores. Assim, esses conceitos facilitarao o
entendimento dos capitulos posteriores. O desenvolvimento deste capitulo se baseou
em 2], [3], [4] e [5].

2.1 Proposicoes

Definicao 2.1. Chama-se frase a um conjunto de palavras ou de simbolos matemdticos,
mcluindo os sinais de acentuacao e pontuacao, que se relacionam para comunicar uma
ideta.

Uma sentencga ou proposicao € uma frase, que pode ser expressa em linguagem
matemdtica, conter apenas simbolos matemdticos, que cumpre as condi¢oes:

(1) Apresenta-se estruturada como uma oragdao, com sujeito e predicado, incluindo o
verbo.

(2) E afirmativa declarativa (ndo € interrogativa, nem exclamativa).
(3) Satisfaz os sequintes principios:

(3.1) Principio do terceiro excluido: uma proposiciao € falsa ou verdadeira,
excluindo-se uma terceira alternativa.

(3.2) Principio da nao contradi¢cao: uma proposi¢cio nao pode ser falsa e
verdadeira ao mesmo tempo, nao podendo contradizer-se.

Segue da definicao acima que, nao sao proposicoes as frases:
e Exclamativas (aquelas que possuem ponto de exclamagao “!”).

e Interrogativas (as que possuem ponto interrogagao “?”, ou seja, qualquer tipo de
pergunta).

e Imperativas (s@o frases em que se transmite uma ordem a alguém).
e Frases sem verbo.
e Frases optativas (a pessoa que diz a frase, expressa um desejo).
Exemplo 2.1. Pode-se verificar que as seguintes frases sao proposigoes, elas satisfazem

as condigoes (1), (2) e (3) da Definigao 2.1 :

10



Valores l6gicos das proposi¢oes 11

p1 : Os angulos internos de um tridngulo equilatero sao todos iguais.

py: Existea € R;a?>>36e0<a<T.

1 1 3
P35 =5

pi: V5 ¢

ps : Todo ntmero impar é divisivel por 2.

pe : Para todo € R temos 22 + 62 —7<0ouz > 1ouxz < —7.

pr: 3+2=0.

ps: V3+V2>V3+V2e V3+V2< V3472

po : O Brasil é um pais da América Central.

P1o : Se ai, as, ..., a, forem os termos de uma progressao aritmética, entao

n(ar + an)

a1+a2+..._|_an: 2

Observe-se que pg nao é uma proposi¢ao matemaética, mas é proposicao logica, uma vez
que satisfaz (1), (2) e (3) da Definigao 2.1.

2.2  Valores l6gicos das proposicoes

Definicao 2.2. O valor ldgico de uma proposicao € verdadeiro, indicado por V, se for
uma proposicao verdadeira, e falso, indicado por F, se for uma proposicao falsa.

Assim, dos principios da Definicao 2.1 segue-se que a toda proposicao esta associada
a um unico valor légico: verdadeiro ou falso.

Exemplo 2.2. No Exemplo 2.1 o valor logico das proposi¢oes pi, p2, s, Ps € Pio €
verdadeiro e o das proposicoes ps, ps, Pz, Ps € pg € falso.

E interessante observar que, as vezes, o problema de descobrir o valor l6gico de uma
proposicao nem sempre é imediata ou até o problema pode ficar em aberto.

Exemplo 2.3. Por volta de 1637, o matematico francés Pierre de Fermat registrava, na
margem de um livro, que tinha descoberto um resultado sensacional, mas que naquela
margem do livro nao dispunha de espaco para escrever a demonstracao:

p : Sen >3, entao 2" + y" = z" nao tem solugoes inteiras z,y e z nao nulas.

Fermat acreditava que a proposicao p era verdadeira. Em 1995, o matematico inglés,
Andrew Wiles (1953) deu uma demonstrac¢ao completa do teorema. Depois de mais de
300 anos chega a estabelecer-se que a proposigao p ¢ verdadeira.
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Exemplo 2.4. Os primos gémeos sao pares de niimeros primos impares consecutivos
da forma (p,p + 2). Os primeiros primos gémeos sao:

(3,5),(5,7),(11,13),(17,19),(29,31) e (41, 43).
Considere a proposicao:
p : Existem infinitos pares de primos da forma (p,p + 2).

Qual é o valor l6gico de p? A resposta esta em aberto.

No exemplo a seguir, analisa-se algumas frases que deixam de satisfazer pelo menos
umas das condigoes (1), (2) e (3) da Definigao 2.1.

Exemplo 2.5.
(a) Como vai vocé?

Essa frase nao é uma proposi¢ao, pois trata-se de uma pergunta. Frases interroga-
tivas nao sao proposicoes.

Note-se que a frase tem sujeito (um quinto mais dois), mas nao tem verbo nem
predicado. Desde que nao cumpre a condi¢ao um da Defini¢ao 2.1, ndao é proposicao.

(¢) Eu estou mentindo.

Se a frase é verdadeira, isto é, é verdade o que a frase diz, entao é falsa. Por
outro lado, se a frase é falsa, ou seja, nao é verdade o que a frase diz, entao a frase é
verdadeira. Dessa forma, se a frase for verdadeira, ela sera falsa, e, se for falsa, sera
verdadeira. Conclui-se que a frase é um paradoxo, ou seja, nao é uma proposicao, pois
nao satisfaz o principio da nao contradicao da Definicao 2.1.

(d) 2z+5=1
Observe-se que para r = —2 a frase é verdadeira, e é falsa para qualquer valor
de x diferente de x = —2. Portanto, nao ha como determinar se ela é verdadeira ou

falsa, pois o valor de x nao ¢é especificado. Desde que nao cumpre a condi¢ao (3.1) da
Definicao 2.1, a frase nao é uma proposicao. Esse tipo de frase motiva a seguinte secao.

2.3 Proposicoes Abertas

A linguagem Matematica usa constantemente expressoes ou frases que envolvem
varidveis. Por exemplo, considere-se as seguintes expressoes:

20 +5=1, 2°—y*=0, 22—=1>0 e z—x>9.

Essas expressoes nao sao nem verdadeiras nem falsas quando o valor das variaveis nao
é especificado, isto é, quando as varidveis ficam livres ou abertas. No entanto, uma vez
que os valores sao especificados para as variaveis, obteremos proposicoes verdadeiras ou
falsas. As expressoes ou frases com variaveis livres que se transformam em proposigoes,
quando as variaveis sao substituidas por valores convenientes, chamam-se proposigoes
abertas.
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Definicao 2.3. Uma frase é uma proposicao aberta se:
e FEla contém uma ou mais varidveis livres (ou abertas), e
e FEla nao € uma proposi¢cao, mas

e FEla torna-se uma proposicao quando suas varidveis sao substituidas por certos
valores permissiveis

E costume na literatura matematica chamar de proposicao aberta a uma frase que,
na verdade, nao é uma proposicao, conforme a definicao acima.

Exemplo 2.6. A frase “5x 4+ 2 = 7”7 é uma proposigao aberta de variavel livre . Se
xr =1, a frase é uma proposicao verdadeira. Para z = —5, é uma proposi¢ao falsa.

Exemplo 2.7. A frase “|y — 4| > 20” ¢ uma proposi¢ao aberta de variavel livre y.
Tomando-se y = 1, obtemos uma proposicao falsa. Ja para y = 30, obtemos uma
proposicao verdadeira.

Exemplo 2.8. Seja a proposicao aberta:
Tem-se x = 0 ou y = 0, desde que z -y = 0.

Ela ¢é verdadeira se x = 3 e y = 0, e é falsa, caso x e y forem, por exemplo, as matrizes

. 10 o 0 0
“10 o0 Y=lo 1|
Exemplo 2.9. Considere a proposi¢ao aberta:
2 +y*+ 22 =3

Ela é verdadeirase x =1, y=1ez=1,eéfalsa,casoxr =0,y=0e 2= 0.

Nos exemplos acima, temos que, atribuindo-se valores as varidveis de uma propo-
sicao aberta, obtém-se uma proposicao com valores-verdade. Entretanto, existe outra
maneira de transformar uma proposi¢ao aberta em proposi¢cao, denominada quantifi-
cagao.

2.4 Quantificadores

A quantificacao é uma das maneiras de construir proposicoes a partir de proposigoes
abertas.
Na Matematica é comum a utilizacao de dois quantificadores:

29

e Quantificador universal: “para todo”, “para qualquer” ou “qualquer que seja”

e Quantificador existencial: “existe”, “existe um” ou “existe pelo menos um”
O quantificador universal é usado para expressar condigoes satisfeitas por todos os ele-
mentos de um conjunto, ja o quantificador existencial é usado para expressar condig¢oes
satisfeitas por, pelo menos, um elemento de um conjunto. Vamos ilustrar o uso dos
quantificadores nos exemplos a seguir.
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Exemplo 2.10. Para transformar a proposicao aberta 5z + 2 = 7 em proposicao,
temos as seguintes possibilidades:

(a) Existe x € R, tal que bz +2 =17.
(b) Para todo x € R, temos 5z +2 =T.
Observe-se que em (a) temos uma proposicao verdadeira e em (b) uma proposigao falsa.

Exemplo 2.11. A proposigao aberta |y — 4| > 20 poderia ser transformada em uma
proposicao, escrevendo-se por exemplo:

(a) Para todo y € (24, +00), temos |y — 4| > 20.
(b) Existe y € R tal que |y — 4| > 20.
(c) Para todo y € (—16,24) temos |y — 4| > 20.

Neste tltimo exemplo, é facil verificar que as proposigoes (a) e (b) sdo verdadeiras e a
proposigao (c) é falsa.

Utilizaremos o simbolo “3” para o quantificador existencial. O simbolo “V” é usado
para denotar o quantificador universal. Note que, o simbolo de existéncia é o ‘E’ inver-
tido da palavra inglesa exists, cuja traducao é existe. O simbolo para o quantificador
universal decorre da letra ‘A’ invertida, inicial das palavras all do Inglés e allgemein
do Alemao, que significa todo.

Exemplo 2.12. Vamos transformar a proposi¢ao do Exemplo 2.9 em uma proposigao.
Uma alternativa seria:

Va,y € R, tem-se x =0 ou y =0, desde que x -y = 0.
Outra possibilidade seria:
Va,y € M, tem-se x =0 ouy =0, desde que z -y =0

onde M denota o conjunto das matrizes quadradas.
Obtemos, assim, uma proposi¢ao verdadeira na primeira alternativa e uma falsa na
segunda.

2.4.1 A ordem dos Quantificadores

A ordem dos quantificadores de naturezas distintas altera completamente o signi-
ficado de uma proposi¢ao. Por exemplo, os significados das proposi¢oes abaixo sao
totalmente distintos:

(a) Vx € R, Jy € R tal que 3° = x.

(b) Jy € R tal que Va € R temos ¢* = x.
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Por um lado, a quantificagdo em (a) corresponde a dizer que dado um nimero real
x, existe um numero real y = /x tal que y> = z. Assim, a proposicao é verdadeira.

Por outro lado, a quantificagao em (b) é equivalente a dizer que existe um nimero
real y tal que y® = x para qualquer nimero real z. Desde que nao existe tal nimero y
com essa propriedade, a proposicao é falsa.

J& a ordem na qual aparecem quantificadores de mesma natureza pode ser mudada
sem alterar o significado da proposicao quantificada. Tanto faz escrever

Vee R, Vy e R tem-se z+y =y +x,

como
Vye R,Vr € R tem-se v +y =y + .

Ou ainda, tanto faz escrever
dr e N,y € Z; 2* + y* = 20,
como

Jy € Z,3r € N;2* + y* = 20.

2.4.2 Do Portugués para Proposicoes Matematicas

Traduzir proposi¢oes em portugués para proposicoes matematicas é uma tarefa
crucial em mateméatica e muitas outras disciplinas.

Vamos usar alguns exemplos para ilustrar como traduzir do portugués para propo-
sigoes matematicas. O objetivo nessa tradugao é produzir expressoes simples e usuais.

Exemplo 2.13. Use o maximo de simbolos matematicos para reescrever as proposigoes
abaixo.

(a) Cada ntmero real, exceto 0, tem um inverso multiplicativo.

(b) Sejam dois subconjuntos de nimeros reais, de sorte que existe um elemento do
primeiro conjunto que é estritamente maior do que o quadrado de qualquer ele-
mento do segundo conjunto.

(c) Sejam A e B subconjuntos de ntimeros naturais. Para todo elemento de A e para
todo elemento de B, existe um tnico nimero irracional que é maior do que o
cubo do modulo da diferenga desses elementos.

(d) Sejam ay, as, as, ... e [ numeros reais. Dado epsilon mintsculo positivo, existe um
numero natural ng tal que, se n for maior do que ng, entao o moédulo da diferenca
de a,, e [ ¢ menor do que esse epsilon mintsculo.

Solucgao:
(a) Uma possivel resposta seria:
Ve e Rz #0,dy € R tal que zy =1

ou
VreR,z#0,3Jy € Ryzy = 1.
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(b) Sejam X,Y C R.
Jr € X;Vy €Y, tem-se x > y°.

(c) Neste caso, usa-se a notagao 3! que significa ‘existe um tnico’. Assim, sejam
A, B CN.
Vac AeVbe B,3r € R\Q;r > |a — bJ>.

(d) Seja {l,ay,as,as,...} CR.

Ve > 0,3ng € Nyn > ng = |a, — | <e.

Nos proximos exemplos, veremos como os quantificadores podem ser expressos
usando a linguagem de conjuntos, tornando-os mais simples de serem manipulados.

Exemplo 2.14. Seja p(z) uma proposigdo aberta que depende de uma variavel x
pertencente a um conjunto universo U. Se denotarmos

P ={x €U, p(x) ¢ valida },
temos:

(a) A proposicao 3z € U; p(z) vale significa P # ¢ e, reciprocamente, P # ¢ significa
dx € U; p(x) vale;

(b) Ja a proposicao Yz € U;p(x) vale significa P = U e, reciprocamente, P = U
significa Vo € U;p(z) vale.

Vejamos, agora, casos explicitos do exemplo anterior.
Exemplo 2.15. Se
p(x):x+1>zeP={xecR;p(x)eévalida },
logo,
(a) A proposi¢ao Jx € R, tal que x + 1 > z significa P # ¢ e reciprocamente;
(b) J& a proposic¢ao Vz € R temos x + 1 > =, significa P = R e reciprocamente.

Exemplo 2.16. Em cada item abaixo, dé exemplo de uma proposi¢ao p(x) e de um
conjunto U, de modo que se P = {z € U; p(x) é valida }, tem-se:

(a) P=¢.
(b) P="U.

(c) P={m,e}.
Solugao: Uma possivel resposta seria:
(a) p(x) :x € R étal que 2° = 16. U =R\Q.
(b) p(x) : z € R satisfaz a equagdo 2> = 16. U = {—4,4}.

(c) plx):xeRétal que (r —m)(x —e) =0. U=R\Q.
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As vezes, os quantificadores nao aparecem explicitamente nas proposicoes.

Exemplo 2.17. Reescreva a frase a seguir, explicitando os quantificadores que nao
estao revelados:

Os diametros de uma circunferéncia se intersectam num ponto.

Sejam « e 3 dois planos passando pelo ponto a. Entao a intersecao desses planos
contém uma reta.

Se v ¢ um angulo, entdo sen(2a) = 2sen(«) cos(a).

Numa festa com n pessoas, pelo menos duas delas tem o mesmo ntmero de
amigos.

Dado um angulo 6, pode-se encontrar um angulo « cuja tangente é maior do que
a tangente de 6.

Solucgao: Reescrevendo utilizando quantificadores, temos:

Para toda circunferéncia, todos os didmetros se intersectam num ponto.

Para quaisquer dois planos que se intersectam em um ponto, existe uma reta
contida na intersecao desses planos.

Para todo angulo «, sen(2a) = 2sen(a) cos(a).
Numa festa com n pessoas, existem duas delas com o mesmo nimero de amigos.

Dado um angulo 6, existe um angulo « tal que a tangente a é maior do que a
tangente de 6.



3 Conectivos e Proposicoes
Compostas

Discute-se, neste capitulo, novas proposi¢oes, chamadas de proposi¢oes compos-
tas. Essas proposicoes sao construidas a partir de proposicoes existentes usando-se
conectivos logicos.

3.1 Tipos de proposicoes
As proposicoes podem ser classificadas em simples ou compostas.

Definicao 3.1. Uma proposicao € simples ou atémica quando nao contém nenhuma
outra proposicao como parte integrante de si mesma.

Exemplo 3.1. As proposigoes seguintes sao simples:

p : 2 é um namero par.
q : José é professor de matematica.

r : Pedro gosta de futebol.

Definicao 3.2. Uma proposicao é composta ou molecular quando € formada pela com-
binacao de duas ou mais proposicoes simples.

Exemplo 3.2. As proposi¢oes seguintes sao compostas:

p . 2 é par e Pedro gosta de futebol.

q : Se José é professor de matematica, entao Pedro gosta de futebol.

Como ja sabemos as proposi¢oes compostas sao formadas por duas ou mais pro-
posigoes simples, as palavras que usamos para ligar (conectar) essas proposi¢oes sao
chamadas de “conectivos logicos”, ou simplesmente, conectivos.

3.2 Conectivos

Os conectivos logicos ou simplesmente conectivos sao palavras usadas para se formar
novas proposicoes a partir de outras. Os conectivos usuais em logica matematica sao:

(1PN NS PR Sagi b AN A4 P A4 2 13

e”, “ou”, “nao”, “se ... entao ...”, “ou ... ou ... 7 e “... se e somente se ...”

18
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3.2.1 Negacgao

Definigao 3.3. Seja p uma proposicao. A negagao de p, indicada por ~p, € a propo-
sicao “Nao € o caso de p.” A proposicao ~p € lida “nao p”. O wvalor logico de ~p € o
oposto do valor logico de p.

O valor logico da negacao de uma proposicao é, portanto, definido pela seguinte
tabela chamada tabela-verdade:

=<

~p
F
|V

Uma tabela-verdade é uma maneira pratica de encontrar e exibir os valores logicos
de proposigoes compostas. Ela contém as proposi¢oes nas colunas, e as possibilidades
de valores-verdade nas linhas. Deste ponto em diante apresentaremos a tabela-verdade
de cada conectivo logico.

Exemplo 3.3. Considere a proposicao
p : Hoje é segunda-feira.

A negacao de p pode expressar-se das seguintes formas:

~p : Nao é o caso de hoje ser segunda-feira.

~p : Nao é segunda-feira hoje.

~p : Hoje nao é segunda-feira.
Exemplo 3.4. A negacao da proposicao

p : José é alto,

pode ser expressa por
~p : José nao é alto.

Repare-se no tltimo exemplo que para negar a proposicao p, utiliza-se a palavra
“nao”, um erro muito comum, seria tentar negar a proposicao p dizendo “José é baixo”,
mas José pode ter estatura média, nao sendo nem alto e nem baixo, ou seja, faz-se
necessario o uso da palavra “nao” antes da palavra alto.

Exemplo 3.5. A negacao da proposicao
p : O inteiro 5 é fmpar
é dada por
~p : O inteiro 5 nao é impar

ou melhor
~p : O inteiro 5 é par

Similarmente, a negagao da proposigao

q : O inteiro 57 é primo

~q : O inteiro 57 nao é primo

ou
~q : O inteiro 57 é composto
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Exemplo 3.6. A negacao das proposigoes:
2 {_170} N {07 1} = {0}
¢ dada por:

~p : {=1,0}n{0,1} # {0}
~q : (_170)0(071)7&¢

3.2.2 Conjuncao

Definicao 3.4. Sejam p e q proposicoes. A conjungao de p e q, indicada p A\ q, € a

proposicao “p e q”. A conjuncao p A q € verdadeira quando ambas sao verdadeiras, e
falsa caso contrdrio.

O valor légico da conjuncao de duas proposigoes é, portanto, definido pela seguinte
tabela-verdade:

<<
H < mh <<
oo < >

Observe-se que somente na primeira linha temos as duas proposi¢oes verdadeiras,
assim s6 nesse caso temos o resultado verdadeiro.

Exemplo 3.7. Considere as proposi¢oes
p:vV64=8 e ¢ 2éum niamero impar.

A conjuncao
pAq V64 =8e2¢éum nimero impar

é falsa pois ¢ é falsa.
Exemplo 3.8. Considere as proposi¢oes
p:2<5 e q:Aneveébranca e r:Parisé a capital da Franca.
A conjuncao
pAqgATr: 2<5 e aneve ¢ branca e Paris ¢ a capital da Franca
¢é verdadeira pois todas as proposigoes sao verdadeiras.

Exemplo 3.9. Das proposicoes

p:22 =4, q:Pelé nasceu na Croacia, r:3 éfmpar, s:7 é primo.
temos que a conjunc¢ao

pAgATASs: 2% =4 e Pelé nasceu na Crodcia e 3 é fmpar e 7 é primo

é falsa pois ¢ é falsa.
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A defini¢ao de conjuncao para proposi¢oes estende-se naturalmente para as propo-
sicoes abertas.

Sejam p(x) e g(x) duas proposigoes abertas referentes a certas condigoes satisfeitas
(ou propriedades gozadas) por elementos = de um conjunto universo U. Chamemos

P = {z € U;x cumpre as condigoes estabelecidas por p(x)},

Q = {z € U;x cumpre as condigoes estabelecidas por ¢(x)},

D = {x € U;x cumpre as condigoes estabelecidas por p(x) A q(z)}.

Assim, vale a igualdade D = PN (@, ou seja, o conjunto de elementos que satisfazem
as condigoes estabelecidas por p(z)Ag(x) é PNQ. Os exemplos a seguir ilustram melhor
esses fatos.

Exemplo 3.10. Considere as proposicoes abertas em R:
p(z):2*>1 e qx):z+5>2

O conjunto dos nimeros que satisfazem a condi¢do p(z) ¢ P = (—oo,—1) U (1, 400)
e o conjunto dos nimeros que cumprem a condigdo ¢q(z) é @ = (—3,400). Assim, a
afirmacao

p)Aqlz) 2> >1T Ax+5>2

é equivalente a
rePNQ=(-3-1)U(1,+o0).

Exemplo 3.11. Considere as proposicoes abertas em R:
px): 2> +2x—-6=0 e g(z):2° - 72>+ 102 = 0.
Nesse caso, temos P = {—3,2} e Q = {0,2,5}. Dai, o conjunto que satisfaz p(x) A q(x)
¢ PNQ={2}.
3.2.3 Disjuncao

Definicao 3.5. Sejam p e q proposi¢oes. A disjungao de p e q, indicada pV q, € a
proposicao “p ou q”. A disjunc¢ao pV q € falsa se p e q sao ambas falsas, e verdadeira
em qualquer outro caso.

A tabela-verdade para p V ¢ é a seguinte :

p

<<
< <<
b < <<

A tabela acima mostra que se houver pelo menos uma proposicao simples verda-
deira, o resultado sera verdadeiro, mesmo que todas as outras proposicoes sejam falsas.
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Exemplo 3.12. Dadas as proposicoes
p:—5>0, q:8¢épar, 7: g <1 e s: Brasil tem 7 letras

A disjuncao
pVq —5>0ou8é par

é verdadeira pois ¢ é verdadeira.
Por outro lado, a disjuncao

rVs: % < 1 ou Brasil tem 7 letras
¢ falsa pois ambas proposicoes sao falsas.
Exemplo 3.13. Considere agora as proposigoes
p:3<0, ¢g:2épar e r:Maradona é brasileiro.
A disjuncao das trés proposicoes simples é
pVaqVr:3<0ou?2épar ou Maradona ¢é brasileiro

que é verdadeira dado que apenas a segunda é verdadeira, o que ja faz com que a
proposicao composta seja verdadeira, mesmo que as demais sejam falsas.

Exemplo 3.14. No caso das seguintes proposigoes

p:24+4=7 q:A capital do Acre é Cuba, 71 :x+4=8 se x=9,
temos que a disjuncao

pVqVr: 2+4=T ou a capital do Acre é Cuba ou x+4=8 se x=9,
é falsa pois todas as proposigoes simples sao falsas.

A seguir, estende-se para as proposi¢oes abertas a definicao de disjuncao.
Sejam p(x) e g(x) duas proposigoes abertas referentes a certas condigoes (ou pro-
priedades gozadas) por elementos = de um conjunto universo U. Chamemos

P = {x € U;x cumpre as condigoes estabelecidas por p(x)},

Q = {z € U;x cumpre as condigoes estabelecidas por ¢(x)},

C' = {z € U;x cumpre as condigoes estabelecidas por p(z) V ¢(x)}.

Assim, vale a igualdade C' = PU(Q), ou seja, o conjunto de elementos que satisfazem
as condigbes estabelecidas por p(z) V q(x) é P U Q. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.15. Suponha as proposicoes abertas em R:
p(x):2®>1e qx):x+5>2

Inicialmente, observe que o conjunto dos ntimeros que satisfazem a condigao p(x) é
P = (—o00,—1)U (1, +00). Ademais, o conjunto dos nimeros que cumprem a condi¢ao
q(z) é Q = (—3,+00). Deste modo, a expressao

px)Va(x): 2> >1Vao+5>2

¢é equivalente a
re PUQ@ =R.
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Exemplo 3.16. Sejam as proposi¢oes abertas em R:
px):2®+1r—-6=0 e g(x): 2> —72°+ 102 = 0.
Primeiramente, temos P = {—3,2} e @ = {0,2,5}. Portanto, o conjunto que satisfaz
p(z)Vg(x) e PUQ ={-3,0,2,5}.
3.2.4 Disjuncao exclusiva

O uso do conectivo “ou” em uma disjung¢ao corresponde a um dos sentidos da palavra
“ou” usados em portugués, chamada forma inclusiva. Outra maneira de utilizar o
conectivo “ou” é na forma exclusiva.

Definicao 3.6. Sejam p e q proposi¢oes. A disjunc¢ao exclusiva de p e q, indicada
PP q, € a proposicao “ou p ou q” ou “p ou q, mas nao ambos”. A disjuncado exclusiva
p @ q € verdadeira quando exatamente uma das duas € verdadeira e falsa nos outros
€asos.

A tabela-verdade para p @ ¢ é a seguinte :

P 4 |pPDg
v V| F
vV F| V
F V] V
F F F

A tabela acima mostra que a proposicao pdq é verdadeira se uma, e apenas uma, das
) )
proposicoes é verdadeira, e é falsa quando p e ¢ sao ambas falsas ou ambas verdadeiras.

Exemplo 3.17. Considere as proposicoes
p: O céué azul, ¢:O triplode 2 é6.
A disjuncao exclusiva das proposicoes é
p®q: Ouo céu é azul, ou o triplo de 2 é 6.

Exemplo 3.18. O ou exclusivo foi usado na frase

“Estudantes que tém aulas de geometria ou logica, mas nao ambas, podem assistir a
estas aulas”

Na frase, queremos dizer que estudantes que tém aulas nesses dois cursos, geometria e
logica, nao podem assistir a estas aulas.

3.2.5 Condicional

Definicao 3.7. Sejam p e q proposi¢oes. A proposi¢ao condicional p — q € a pro-
posicdo “se p, entao q”. A condicional p — q € falsa quando p € verdadeira e q €
falsa, e verdadeira em qualquer outro caso. Na condicional p — ¢, p € chamada de
hipdtese (ou antecedente ou premissa) e q € chamada de conclusio (ou consequéncia
ou consequente).
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A tabela-verdade para o condicional é a seguinte :

P qlpP—4q
vV V \Y
vV F F
F VvV \Y
F F \Y

Observa-se da tabela que a condicional é verdadeira quando ambos o sao e quando
p é falsa (ndo importando qual o valor de verdade de ¢).

Existem algumas expressoes que podem ser utilizadas como equivalentes para ex-
pressar a condicional

“se p, ¢ “q é necessario para p”’
14 se 7 « .~ s 2
gsep uma condi¢ao necesséaria para p é
79
“quando p,q” q
14 29 [44 L : 2
sempre que p, ¢ uma condi¢ao suficiente para ¢ é
i
13 )9 p
toda vez que p, q
14 )9
“p implica ¢’ q segue de p
“p é suficiente para ¢’ “q quando ocorrer p”

Exemplo 3.19. Vejamos a condicional “Se estudo, entao sou aprovado”, esta proposi-
¢ao também pode ser escrita como:

e Se estudo, sou aprovado.

e Sou aprovado, se estudo.

Quando estudo, sou aprovado.

Sempre que estudo, sou aprovado.

Estudar implica eu ser aprovado.

Eu ser aprovado é condigao necesséaria para estudar.

Uma condicao suficiente para ser aprovado é estudar.
e Sou aprovado, se estudo.

Exemplo 3.20. Seja p a proposigao “Eu esfrego a lampada maravilhosa” e ¢ a propo-
sicao “O génio aparece”. Da definicao de condicional, vemos que, p — ¢ representa a
proposicao

p — q : Se eu esfregar a lampada maravilhosa, entao o génio aparecera.



Conectivos 25

Exemplo 3.21. Considere as seguintes proposi¢oes com seus respectivos valores 16gi-
COS:

p : a terra é plana (F)

¢ : 7 ¢éum namero impar (V)
Da tabela-verdade do condicional temos que o valor logico de p — ¢ é (V), isto é,
p— q : Se a terra é plana, entdo 7 ¢ um numero impar (V)

Do exemplo anterior, deve-se notar que a verdade ou falsidade de p — ¢ depende
apenas da verdade ou falsidade das proposigoes p e ¢ e nao do contetido dessas propo-
sicoes. Quando analisamos p — ¢ do ponto de vista do seu contetido, vemos que nao
existe nenhuma relacao entre os dois fatos. Por isso, condicionais como essas nao é de
nosso interesse. Dentre as condicionais, estamos interessados nas condicionais validas.

Chamamos proposicao condicional valida a uma proposi¢ao condicional “se p, entao
q¢" na qual, admitindo-se a validade da proposicao p, se deduz a validade de da pro-
posigao ¢q. Caso contrério, a proposi¢ao condicional é dita proposi¢cao condicional nao
valida.

Vejamos alguns exemplos, a guisa de ilustracgao.

Exemplo 3.22. Se n for um ntumero inteiro divisivel por 10, entao n é um nimero
par.
A expressao é uma proposicao condicional, em que

p : n éum ndmero inteiro divisivel por 10

g : m éum numero par.

Exemplo 3.23. Se um triangulo for retangulo, entao o quadrado da medida da hipo-
tenusa ¢ igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.
Neste exemplo, temos:

p :  Um tridngulo é retangulo

q : O quadrado da medida da hipotenusa é igual

a soma dos quadrados das medidas dos catetos.
Exemplo 3.24. Se n for um namero inteiro par, entdo n? + 1 é um ndamero primo.

Dos exemplos anteriores, os Exemplos 3.22 e 3.23 sao proposicoes condicionais va-
lidas. J& o Exemplo 3.24 nao é uma proposicao condicional valida, pois, supondo a
validade de p resulta, em particular que, sendo n = 8 um ntimero inteiro par, o niimero
n? + 1 = 65 deveria ser um nimero primo, o que néo ocorre.
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Proposicoes Implicativas

Na logica formal, diz-se que uma proposi¢ao composta p implica logicamente uma
proposigdo composta ¢ (indica-se por p = ¢), quando na tabela-verdade de p e g,
verifica-se que p é verdadeiro, e ¢ também. Podemos também dizer que p implica ¢
quando o valor légico da condicional p — ¢ serd sempre V, independentemente dos
valores logicos de p e q.

Observe a seguinte tabela-verdade:

p q|pANqg (p ANqg)—=p
vV V Vv A\
V F| F \Y%
F V| F \Y%
F F| F \Y%

Percebemos que, a condicional (p A ¢) — p contém apenas V, independente dos
valores logicos p e q. Assim, (p Agq) = p.

Observagao 3.1. :

e O sfmbolo ‘—’ sera usado para proposicoes condicionais da légica formal, repre-
sentando uma operacao logica com proposicgoes.

e O simbolo ‘=’ serd usado na implicagao logica de proposigoes.

Além de o simbolo ‘=’ ser usado na logica formal o mesmo simbolo é usado para
representar a palavra implica ou acarreta.

Dadas duas proposicoes p e ¢, em vez de escrever a proposicao p implica ou acarreta
a proposicao ¢, escrevemos simplesmente p = ¢. A proposi¢ao é chamada proposigao
implicativa.

E importante notar que p = ¢ ¢é apenas outra maneira de escrever a proposicao
condicional “se p, entao ¢”.

Como feito para proposi¢oes condicionais:

e A proposicao p = ¢ é chamada proposicao implicativa valida, quando a proposi-
¢ao ¢ puder ser deduzida da proposicao p e, caso contrario, a proposicao p = ¢
chamar-se-a proposicao implicativa nao valida.

e Nas mesmas circunstancias a implicacao p = ¢ é dita implicacao vélida ou im-
plicacao nao valida.

Exemplo 3.25. Reescreva na forma implicativa as seguintes proposi¢oes condicionais.
(a) Sejam a,b € R. Se 0 < a < b, entdo a® < b*.
(b) Se n é um inteiro par, entdo 3n° é um inteiro par.

(c) Se f e g sdo fungoes continuas, entdo f + g é continua.
oo

d) S tao li = 0.

(d) Se ;ak converge, entdo lim aj
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(e) Se n for um nimero inteiro par, entao n? 4+ 1 é um namero primo.

Solucgao:

(a) a,b€R com 0 < a < b= a® < b2

(b) n é um inteiro par = 3n° ¢ um inteiro par.

(c) f e g sao fungoes continuas = f + g é continua.

[e.o]

d = i = 0.
(d) Zak converge = lim ay

k=1

(e) m for um ntimero inteiro par = n® 4+ 1 ¢ um ntmero primo.

As quatro primeiras proposi¢oes sao proposicoes implicativas validas, ja a ultima é uma
proposicao implicativa nao valida.

Exemplo 3.26. Use o simbolo de implicacao para ligar as proposi¢oes abaixo em sua
ordem natural logica, construindo, dessa forma, novas proposicoes.

(a) p
b2

(b) Pps
P4

D5

(c) pe

19-3 27

yeZ étalque y=——+4+7 9
3 3
y=9
ai,ao,...,a, € R é uma progressao geométrica de razao r
n
a;(1—rm)
D= S l-r
—r
i=1
ai,as, . ..,a, ¢ uma sequéncia tal que
as as An
= = ... = =7
ai Qg QAp—1

O volume do soélido P é o produto da area da base pela altura
P é um paralelepipedo
P ¢ um prisma

r=9/2

or —3r =9

xr € Q étal que 3 +9 =5z
20 =9

sen(a) e cos(a) tém sinais opostos
tg(a) é negativo

g+2k7r<04<7r~|—2k7rou

3
§+2k‘7r<a<27r+2k7r,k:€Z

Solucgao: Uma possivel solucao é:

(a) p1 = Do
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(b) p3s = ps = 4

(
(d

)

¢) pr = Ps = Do
) P11 = P10 = P12 = Do
)

(€) P15 = P13 = Pua

Conjuntos, Proposicoes Implicativas e Condicionais

A relacao de inclusao entre conjuntos esta estreitamente relacionada com as propo-

sigoes condicionais e as proposicoes implicativas. Vejamos como.

Sejam p e g duas proposigoes definidas por condicoes satisfeitas por elementos per-
tencentes a um conjunto universo U. Associamos a proposicao p ao conjunto A C U,
dos elementos que gozam de p, e associamos a proposi¢cao ¢ ao conjunto B C U, dos
elementos que gozam de ¢. Diz-se que a implicacao p = ¢ é valida, sempre que A C B
e, reciprocamente, se A C B, entao a implicacdo p = ¢ é valida. A mesma ideia pode

ser aplicada para proposi¢oes condicionais.

Exemplo 3.27. Considere o conjunto universal U dado por:
U = { quadrilateros convexos do plano }
Designemos com p e ¢ as seguintes propriedades

p : quadrildtero com seus quatro angulos retos

q : quadrilatero com lados opostos paralelos

Entao podemos escrever p = ¢. Com efeito, neste caso, os conjuntos A e B sao dados

como
A = { z €U, r tém seus quatro angulos retos }
= { retangulos }
e
B = { x € U; z tém lados opostos paralelos }
= { paralelogramos },
logo A C B.

Reciprocamente, como p = ¢, concluimos A C B.

Exemplo 3.28. Usando conjuntos, vamos justificar a validade da implicacao
n € Z,n é divisivel por 10 = n termina em zero.
Primeiramente, sejam

A = {ne€Z;n édivisivel por 10 }

B = {n€Z;n termina em 0 },
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como

A= {.,-20,-10,0,10,20,..}

B = {...,—30,-20,-10,0, 10, 20, 30, ...},
tem-se A = B e, portanto, A C B. Dessa forma vale a implicagao
n € Z,n é divisivel por 10 = n termina em zero.
Exemplo 3.29. Podemos escrever a implicagao
Paratodoz € R, 2’ +2—1=0=2>—22+1=0.
Ela significa que o conjunto das raizes da equacdo 2 + x — 1 = 0 esta contido no
conjunto das rafzes da equacdo z° — 2z + 1 = 0.
Observagao 3.2.

e Nio se deve usar: Se z € {1,3} = 2 — 42 +3 = 0. O simbolo = deve ligar duas
proposigoes. Observe que “Se = € {1,3}” nao é uma proposigao.

e Também é incorreto empregar o simbolo = com significado conclusivo da palavra
“portanto”. O simbolo adequado para esta palavra ¢ .". e nao =-.

Exemplo 3.30. (Propriedade transitiva) Provaremos nesse exemplo a propriedade
transitiva, que estabelece: Caso as implicagoes p = ¢ e ¢ = r sejam validas, resulta
na validade da implicacao p = r.

Demonstracao. Associamos a p,q e r os conjuntos A, B e C, respectivamente. Como
p = q, entao A C B. Da mesma forma, como ¢ = r, tem-se B C C. Logo, como
ACBe B CC(C,resulta A C C, o que implica p = r. m

A resolucao de uma equacao é um caso tipico em que se tem uma sequéncia de
implicagoes logicas. Vejamos.

Exemplo 3.31. Para resolver a equacio z® — 4z + 3 = 0, podemos seguir os passos
abaixo:

p: 22 —4x+3=0;

q: (z—=1)(z—-3)=0;

r: r=1oux=3;
s xe{l,3}.

Se chamarmos respectivamente de p,q,r e s as condi¢oes impostas sobre o niimero x

em cada uma das expressoes acima, os passos que acabamos de seguir implicam que

p=>q=>1r=-s5.

Isto é, se o nimero x satisfaz p estao satisfaz ¢ e assim por diante. Por transitividade,
a conclusao a tirar é p = s, ou seja:

Se 2* — 4z +3 =0, entdo z € {1,3}.

No exemplo acima, estritamente falando, a firmacao a que chegamos nao significa
que as raizes da equacdo 2> —4x +3 = 0sdo 1 e 3. O que esta dito acima é que se
houver raizes desta equagao elas devem pertencer ao conjunto {1, 3}.

Nas proximas segoes, estudaremos as situagoes que envolvem o caminho de volta
quando consideramos as implicagoes reciprocas.
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Condigao necessaria e condicao suficiente

Lembre-se de que a proposicao implicativa p = ¢ é lida como p implica ¢. Outra
forma de apresentar uma proposicao implicativa ou proposicao condicional é a seguinte:

p é condicao suficiente para ¢
ou
q ¢ condicao necessaria para p.

Esses estilos de apresentar uma proposicao implicativa &€ muito comum na Matematica
a0 se enunciar teoremas.

A diferenca entre condigao suficiente e necessaria deve ficar bem claro. Comecemos
com um exemplo fora da Matematica, em que os significados das palavras necessdria e
suficiente sao bem instrutivos.

Exemplo 3.32. Suponha que Craque seja o nome de um cavalo. Considere a propo-
sicao:
Craque é cavalo, implica Craque é quadrupede.
Outra maneira de expressar essa frase é:
Craque ser cavalo ¢ uma condicao suficiente para Craque ser quadripede.
ou

Craque ser quadripede é uma condicao necessaria para Craque ser cavalo.

Observe que é suficiente Craque ser cavalo para ser quadripede. Por outro lado, como
nao ha cavalos que nao sejam quadripedes, é necessario Craque ser quadripede para
ser cavalo.

Vejamos a seguir exemplos dentro da matematica.

Exemplo 3.33. Sabemos que o conjunto de ntimeros n € 7Z que sao miltiplos de 4
esta contido no conjunto dos nimeros pares. Isto é, todo miltiplo de 4 é par. Por outro
lado, nem todo par é multiplo de 4. Podemos expressar essas afirmacgoes na forma de
implicagoes logicas:

n multiplo de 4 = n par e n par # n multiplo de 4.

Em outras palavras, para que um ntmero n seja par é suficiente que n seja miltiplo
de 4. Ou, de forma equivalente, basta ser multiplo de 4 para ser par. Por outro lado,
um nimero pode ser par sem ser miltiplo de 4, isto é, nao é necessario ser multiplo de
4 para ser par. Assim, ser multiplo de 4 é suficiente, mas nao necessario para ser par.

Podemos ainda expressar esta afirmacao de outra forma equivalente: ser par é
necessario, mas nao suficiente para ser miultiplo de 4.

Exemplo 3.34. Todo retangulo possui lados opostos paralelos. Porém, existem qua-
drilateros convexos com lados opostos paralelos que nao sao retangulos. Assim, para
que um quadrilatero convexo () seja um retangulo é necessario que seus lados opostos
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sejam paralelos, mas esta propriedade apenas nao assegura que () tenha angulos todos
retos.

Por conseguinte, ter lados opostos paralelos é uma condi¢cao necessaria, mas nao
suficiente para que um quadrilatero seja retangulo. Equivalentemente, ser retangulo
é uma condicao suficiente, mas nao necesséria, para que um quadrilatero tenha lados
opostos paralelos. Ou ainda,

Q) ¢é retangulo = @ tem lados opostos paralelos,

( tem lados opostos paralelos = @) é retangulo.

A fim de ilustrar o uso dos termos necessdario e suficiente, colecionamos a seguir
alguns exemplos nos quais apresentamos teoremas para ser reescritos de maneiras dis-
tintas.

Exemplo 3.35. Reescreva cada teorema a seguir, usando primeiramente os termos
condi¢ao suficiente, e depois, usando os termos condi¢ao necessdria

(a) Se dois nimeros terminarem em 76, entdo o mesmo ocorre com o produto desses
numeros.

(b) O determinante de uma matriz quadrada de ordem 3 ¢é nulo, sempre que essa
matriz possuir duas colunas proporcionais.

(c) Os pontos (z1,y1), (x2,y2) e (r3,y3) do plano cartesiano, x; # x5 € T3 # x3, sS40
Y2—Y1 _ Ys — Y2
To — X1 T3 — Xo ’

colineares se

(d) Um polinémio de grau n possui exatamente n raizes complexas.
(e) Todo poligono regular pode ser inscrito em um circulo.

(f) Os elementos do conjunto {a,b,c,d,e} sdo a = 10, b = 11, ¢ = 12, d = 13 e
e = 14, se estes elementos formarem uma sequéncia de cinco ntmeros inteiros
consecutivos néo negativos, que satisfazem a identidade a® + b* + ¢ = d* + €.

Solucgao:
(a) Dois nameros terminarem em 76 é condicao suficiente para que o produto desses
nimeros termine em 76.

O produto de dois niimeros terminar em 76 é condi¢ao necesséria para que esses
nimeros terminem em 76.

(b) Uma matriz quadrada de ordem 3 possuir duas colunas proporcionais é uma
condicao suficiente para que seu determinante seja nulo.

O determinante de uma matriz quadrada de ordem 3 ser nulo é uma condicao
necessaria para que essa matriz possua duas colunas proporcionais

(¢) Uma condigao suficiente para que os pontos (z1,41), (2, y2) € (r3,y3), 1 # T2 €

Y2 — Y1 _ Ys— U2

Ty — I T3 — Ty

Uma condicao necessaria para que a igualdade 270 _ BT
To — X1 T3 — X2

os pontos (z1,y1), (z2,vy2) € (x3,y3), T1 # T3 € Ty # x3, sejam colineares.

X9 # X3, sejam colineares é que

ocorra € que
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(d) Uma condigao suficiente para um polindémio ter n raizes complexas é que ele tenha

grau n.

Uma condi¢ao necesséria para um polindémio ter grau n é que esse polindmio
tenha n raizes complexas.

Uma condicao suficiente para que um poligono possa ser inscrito em um circulo
¢é que esse poligono seja regular.

Uma condicao necessaria para que um poligono seja regular é que ele possa ser
inscrito em um circulo.

Os elementos do conjunto {a, b, ¢, d, e} formarem uma sequéncia de cinco ntimeros
inteiros consecutivos ndo negativos que satisfacam a identidade a® + b* + ¢* =
d*> 4+ €% & uma condicio suficiente para que ¢ = 10, b = 11, ¢ = 12, d = 13 e
e =14.

As igualdades a = 10, b = 11, ¢ = 12, d = 13 e e = 14 valerem é uma condic¢ao
necessaria para os elementos do conjunto {a,b,c,d, e} formarem uma sequéncia
de cinco niimeros inteiros consecutivos nao negativos, que satisfacam a identidade
a’ + b+ =d* + ¢

Exemplo 3.36. Reescreva cada teorema abaixo na forma condicional Se...,entdo...

(a) Uma condi¢@o necessaria para um ntmero ser divisivel por 6 é que ele seja simul-

(b)

taneamente divisivel por 2 e por 3.

Ser um triangulo retangulo é condigao suficiente para ter a altura correspondente
ao vértice do angulo reto igual & média geométrica das projecoes dos catetos sobre
a hipotenusa.

Uma condicao suficiente para que um triangulo seja isosceles é que ele tenha dois
angulos internos congruentes.

Ter duas colunas iguais é uma condic¢ao suficiente para uma matriz quadrada ter
determinante nulo.

N&o ser primo é uma condicio necessaria para que o nimero seja da forma n* +4,
para n > 2.

Uma condigao necessaria para que dois nimeros terminem em 1 é que seu produto
também termine em 1.

Solucgao:

(a)

Se um numero for divisivel por 6, entao ele é divisivel por 2 e por 3 simultanea-
mente.

Se um triangulo for retangulo, entao a altura correspondente ao vértice do an-
gulo reto é média proporcional ou geométrica das projecoes dos catetos sobre a
hipotenusa.

Se um triangulo tiver dois Angulos congruentes, entao ele é isosceles.
Se uma matriz quadrada tiver duas colunas iguais, entao seu determinante nulo.
Se um namero for da forma n* 4 4, para n > 2, entdo ele nao é primo.

Se dois nimeros terminarem em 1, entao o produto deles também termina em 1.
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A reciproca de uma proposigao

Podemos formar outras proposi¢oes com a proposicao condicional Se p, entdo q. Por
exemplo, a proposicao Se ¢, entdo p é chamada a reciproca da proposi¢ao condicional
Se p, entao q. No caso de uma proposicao implicativa p = ¢, sua reciproca é definida
COMO a Proposicao q = p.

Exemplo 3.37. Considere a proposicao:

Se dois niimeros forem negativos, entao sua soma também ¢é negativa.
Sua reciproca é:

Se a soma de dois numeros for negativa, entao esses nimeros sao negativos.
Exemplo 3.38. A reciproca da proposicao

Todo triangulo isésceles é retangulo

[©N

Todo triangulo retangulo é isoésceles.
Exemplo 3.39. Seja a proposicao:

Uma condigao suficiente para que uma reta seja perpendicular a um plano é que
ela seja perpendicular a duas retas concorrentes desse plano.

Sua reciproca é:

Uma condigao suficiente para que uma reta seja perpendicular a duas retas con-
correntes de um plano é que ela seja perpendicular ao plano .

ou equivalentemente

Se uma reta for perpendicular a um plano, entao ela é perpendicular a duas retas
concorrentes deste plano.

Em relagao aos exemplos anteriores, observe que, os valores logicos de uma pro-
posicao e de sua reciproca sao independentes. No Exemplo 3.37, acima, temos que a
proposicao é verdadeira, mas sua reciproca é falsa. Ja a proposigao que aparece no
Exemplo 3.38 ¢ falsa e sua reciproca também ¢ falsa. Por tltimo, no Exemplo 3.39 a
proposicao é verdadeira e sua reciproca também é verdadeira.

Proposicoes equivalentes

Se tivermos duas proposicoes p e ¢, tais que sao verdadeiras ambas as implicacoes
p = q e q = p, dizemos p se, e somente se, q, ou que p € equivalente a q ou, ainda,
que p € necessdrio e suficiente para q. Neste caso, escreve-se

P<=q

Em linguagem de conjuntos, isto significa que o conjunto dos elementos que tém a
propriedade p ¢ igual ao conjunto dos elementos que tém a propriedade q.
Vejamos um exemplo onde usamos maneiras distintas de enunciar a equivaléncia.
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Exemplo 3.40.
e Usando o conectivo se, e somente se:
Uma matriz quadrada A é invertivel se, e somente se detA # 0.
e Usando os termos condicao necessdria e suficiente:

Uma condigao necesséria e suficiente para que uma matriz quadrada A seja
invertivel é que detA # 0.

e Usando o termo equivalente: As condigoes a seguir sao equivalentes:

(i) Uma matriz quadrada A ¢é invertivel.
(ii) detA # 0.
Exemplo 3.41. Podemos expressar o teorema de Pitdgoras das maneiras seguintes:

e A condigao necesséria e suficiente para que um tridngulo ABC' seja retangulo em
B é que AC? = AB?* + AC?.

e Dados trés pontos distintos A, B e ', a condi¢ao necesséria e suficiente para que
AC? = AB* + AC? & que o triangulo ABC seja retangulo em B.

e Seja ABC um triangulo. Entao,
ABC é retangulo em B < AC? = AB* + AC?.

e Um triangulo ABC' é retangulo em B se e somente se AC? = AB* + AC*.

No dia a dia da Matematica é frequente a utilizagao de varias proposicoes p1, pa, - - -, Pn,
uma equivalente a outra:

P1 = P2 = DPn-1 <= Dn-

Neste caso, dizemos simplesmente que as proposicoes p1,ps, ..., P, sa0 equivalentes.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.42. Para provar que dois niimeros reais a e b sao iguais, podemos provar
qualquer das proposicoes equivalentes abaixo

a
a—b=0&(a<b e aZb)(:)Zzl(:)|a—b|<e, Ve > 0.
Exemplo 3.43. Se A for uma matriz n X n, entao as seguintes afirmagcoes sao equiva-
lentes.
(a) A é invertivel.

(b) detA # 0.

¢) Ax = 0 tem somente a solucao trivial.

e) Os vetores coluna de A sao linearmente independentes.

(
(

)
(c)
(d) Ax = b ¢ consistente com cada matriz b de tamanho n x 1.
)
) Os vetores linha de A sao linearmente independentes.

)

(g) Ax = b tem exatamente uma solugao com cada matriz b de tamanho n x 1.
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A reciproca na resolugao de equacoes

Voltando & tentativa de resolver em R a equacao x? — 4z + 3 = 0 do Exemplo 3.31.
Nesse exemplo, provou-se apenas as implicagoes

p=q=1r=-s. (3.1)

Ou melhor, chamando S o conjunto-solucdo da equacao z* — 42 + 3 = 0, provou-se a
inclusao S C {1, 3}.

Como garantir o fato de o conjunto S = {1,3} ser o conjunto-soluc¢ao da equagao
v —4x +3=07

A resposta é: a reciproca de cada implicagao em (3.1) deve ser valida.

Nao é dificil ver que valem as implicagoes

5=1r=q=p.

Logo, s = p. Concluimos que s < p. Assim, S = {1,3}., ou seja, 1 e 3 sdo de fato as
(tinicas) raizes da equacdo x* — 4z + 3 = 0.

Exemplo 3.44. Sabe-se que a equacdo x? + 1 = 0 ndo possui solucdes reais. Na
sequéncia abaixo, cada uma das letras p, ¢, e s representa a condi¢ao sobre o niimero
x expressa na igualdade ao lado:

p: 2+ 1=0;
q: zt—1=0;
ro:oat=0;

s ve{-11}.

Claramente, tem-se p = ¢ = r = s, logo p = s. Ou seja, a sequéncia de implicacoes
apenas garante que, se a equacio 22+ 1 = 0 possuir raizes reais, entao elas pertencerao
ao conjunto {—1,1}.

Na verdade, a implicacao p = ¢ nao pode ser revertida: sua reciproca é falsa.
Sabemos que o conjunto das solugoes reais da equagao é vazio. Assim, a dedugao
acima apenas ilustra o fato de que ¢ € {—1,1}. Como sabemos, o conjunto vazio esta
contido em qualquer outro.

Exemplo 3.45. Para resolver equacdo /= + 2 = z, v € R, procede-se assim:

Vi+2=2 = Vi=x-2;
= (Vo) =(z—2)%
= r=2"—4r+4;
= 2’ — bz +4=0;
= r=4oux=1.

Da sequéncia de implicacoes temos que se houver raizes da equacido v/x + 2 = z elas
devem pertencer ao conjunto {1,4}.
Todas as implicagoes acima sao inversiveis, exceto a segunda. Na verdade, a impli-
cacao
(V)Y =(@x-2°=Vr=x-2

é valida apenas quando x > 2. Assim, x = 4 é a raiz da equacao.
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3.2.6 Bicondicional

Na logica simbolica formal, dadas duas proposicoes p e ¢, se tivermos p — ¢ e
q — p simultaneamente, escrevemos p <> ¢, que é lido como p se, e somente se q.
Formalmente temos a definicao.

Definicao 3.8. Sejam p e q proposicoes. A proposicao bicondicional p <+ q € a propo-
sicao “p se e somente se q”. A bicondicional p <> q € verdadeira sempre que p e q tém
o mesmo valor-verdade, e falsa caso contrdrio.

A tabela-verdade para o bicondicional é a seguinte :

P q|p—g
AR \Y
vV F F
F Vv F
F F \Y

O simbolo ‘<’ define uma operacao entre proposigoes que leva um par de proposi-
¢oes (p,q) em outra proposi¢ao, representada por p < q.

Exemplo 3.46. Sejam as seguintes proposigdes com seus respectivos valores logicos:

p : Quito fica em América (V)
q : A neve é branca (V)

Da tabela-verdade do bicondicional temos que o valor logico de p <> ¢ é (V), isto é,
p <> q : Quito fica na América se, e somente se, a neve é branca (V)

Na logica formal, levando em consideragao o que ja expusemos sobre implicagao en-
tre proposigoes, escrevemos p < ¢, nos casos em que a ultima coluna da tabela-verdade
acima contiver apenas V. Quando isso ocorre, as sentencas p e ¢ sao simultaneamente
verdadeiras ou simultaneamente falsas.

Na proxima secao usaremos o conceito de tautologia para definir equivaléncia de

proposigoes (p < q).

3.3 Equivaléncias Logicas

Na argumentacao matematica é frequente a substituicao de uma proposicao por
outra que lhe seja equivalente. Muitas vezes, isso simplifica o calculo com proposicoes,
como também facilita algumas demonstragdes. Antes de desenvolver o conceito de equi-
valéncia, precisamos manipular tabelas-verdade de proposicoes compostas e classificar
as proposicoes compostas de acordo com seus possiveis valores-verdade.

3.3.1 Tabela Verdade para Proposicoes Compostas

Se desejarmos saber o valor de verdade de proposi¢oes mais complicadas com maior
numero de varidveis proposicionais, como proceder? Uma opc¢ao é usar tabelas-verdade,
como ilustrado nos seguintes exemplos.
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Exemplo 3.47. Construir a tabela verdade da proposi¢do ~ (p A ~ q)

Solucao: Como a proposicao envolve apenas duas varidveis proposicionais, p e ¢,
existem quatro linhas nessa tabela, correspondentes as combinagoes dos valores-verdade
VV, VF, FV e FF. As duas primeiras colunas sao usadas para os valores-verdade de p
e ¢, respectivamente. Em seguida montamos a coluna correspondente a ~ ¢. Depois,
forma-se a coluna para p A ~ ¢. Por fim, constroi-se a coluna de ~ (p A ~ ¢ ) que seré
montada com os valores logicos contrarios & coluna anterior por se tratar da negacao
dep A ~q.

~qg pAN~qg ~(pA~q)

<<l
H < mh <<

< H|H|<
<
< <<

Exemplo 3.48. Construir a tabela verdade da proposigao (p A q) — ~ ¢

Solucao:
p q|lphNqg ~q (pNqg) — ~q
V V| V F F
V F| F V \Y%
F V| F F \Y%
F F| F V \%

Nota-se que, cada vez que adicionamos uma nova variavel proposicional, dobramos o
ntmero de linhas da tabela-verdade. Por exemplo, a tabela-verdade para a proposicao
(pANq)ré

p g r|l(phg (Ag T
V V V] V v
V V F| V F
V F V F F
V F F F \Y%
F V V F F
F V F F %
F F V F F
F F F F \Y%

Portanto, a tabela-verdade de uma proposicao composta contendo n variaveis pro-
posicionais diferentes tera 2" linhas.

3.3.2 Tautologia, Contradicao e Contingéncia

Definicao 3.9. Uma proposi¢ao composta que é sempre verdadeira, qualquer que sejam
0s valores-verdade das proposicoes que ocorrem nela, é chamada de tautologia. Uma
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proposi¢cao composta que € sempre falsa, qualquer que sejam os wvalores-verdade das
proposigoes que a compoem, € chamada de contradicao. Uma proposi¢cao composta que
nao € nem tautologia nem contradicao € chamada de contingéncia .

Exemplo 3.49. As proposicoes pV ~ p e p A ~ p sao exemplos de tautologia e
contradigao respectivamente, conforme ilustra a seguinte tabela-verdade:

p|l~p pV~p pA~D
V| F Vv F
F| V Vv F

Exemplo 3.50. A proposi¢ao (pAq) — (pV ¢) é uma tautologia, conforme se vé pela
sua tabela-verdade:

p q|pAhqg pVg (pANqg) = (pVa)
V V| V \% \%
V F| F \% \Y%
F V| F \Y% \Y%
F F| F F \Y%

Resulta imediatamente deste ultimo exemplo a contradigao

~[(prng) = (Val,

pois trata-se da negacao de (p A q) — (pV q) que tem todas as suas linhas resultando
em V, logo sua negacgao resulta em todas as linhas com resultado F.

No exemplo a seguir temos uma pequena histéria com personagens de Alice no Pais
das Maravilhas, da autoria de Lewis Carrol. Para maiores detalhes consulte [6, p. 432].

Exemplo 3.51. Alice acabava de cair no Pais das Maravilhas e ainda estava um pouco
atordoada e sem saber por onde ir. Passa por ela o Coelho Branco que, apesar de muito
apressado, tenta ajudé-la e aconselha-a a perguntar o caminho ao Gato Risonho, que
tudo sabe.

— Mas — alerta o Coelho — deves ter muito cuidado! E que ha dias em que o Gato
diz sempre a verdade, mas também ha dias em que mente sempre.

Mas & frente, Alice encontra o Gato empoleirado numa arvore, muito risonho, que,
entre dois possiveis caminhos opostos, lhe aponta o da direita.

— Como é que eu sei que nao me estas a enganar? — pergunta, desconfiada, Alice.

— Bom — responde o Gato, com um sorriso enigmético — se o melhor caminho é o
da direita entao é o da esquerda e se o melhor caminho é o da esquerda entao é o da
direita!

Alice pensa um pouco, agradece, e segue o caminho da esquerda, enquanto o Gato
vai desaparecendo aos poucos, até ficar apenas a sua cauda a balangar no cimo da
arvore.

Do texto anterior o que Alice concluiu?
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Solugao: Alice concluiu que o Gato Risonho mentiu na sua resposta. Portanto, o
Gato estava em dia de mentiras e teria indicado inicialmente o caminho errado. Com
efeito, considere a seguinte proposicao

g : O melhor caminho é o da direita
A resposta do gato traduz-se pela proposicao
(g =~ g)A(~g—g)

que é uma contradicao, independente do valor logico de g¢:

gl~g g—=r~g ~g—=9g (g=~g)AN(~g—g)
V| F F vV F
F| V \ F F

Agora, podemos definir a equivaléncia logica entre proposicoes

Definicao 3.10. As proposi¢oes compostas p e q sao chamadas de logicamente equiva-
lentes se p <> q € uma tautologia. A nota¢ao p < q indica que p e q sdo logicamente
equivalentes

Uma maneira de verificar quando duas proposi¢oes p e ¢ sao equivalentes é usar a
tabela-verdade. Isto é, elas serao equivalentes se as colunas que fornecem seus valores-
verdade forem idénticas.

Exemplo 3.52. Mostre que p e ~ (~ p) sao logicamente equivalentes.

Solucgao: As tabelas-verdade dessas proposicoes estao na Tabela 3.1. Como os valores
verdade de p e ~ (~ p) coincidem para todas as possibilidades de combinagoes de
valores-verdade de p, segue-se que p <+~ (~ p) é uma tautologia e, portanto, essas
proposigoes sao equivalentes, isto é, p < ~ (~ p).

Tabela 3.1: Tabela verdade parape ~ p

p|l~p ~(~p)
V| F V
F| V F

As seguintes equivaléncias logicas, conhecidas como leis de De Morgan, nos mostram
como negar conjungoes e como negar disjungoes.

Exemplo 3.53. (Leis de De Morgan) Sejam p e ¢ duas proposigdes qualquer. Entao:
(a) ~(pAq)&~pV g
(b) ~(pVg)e~pA~aq

Solucgao:
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(a) Da Tabela 3.2, temos que os valores verdade de ~ (pAgq) e ~ pV ~ ¢ sao
idénticos. Logo eles sao equivalentes.

Tabela 3.2: Tabela verdade para ~ (pAg)e~pV ~gq

p q|~p ~q pAqg ~(pAqg) ~pV~q
V V| F F V F F
V F/ F V F \Y% \Y
F V| V F F \Y% \Y%
F F| V V F \Y% Y%

(b) A Tabela 3.3 revela que os valores verdade de ~ (pVq) e ~ p A ~ ¢ sdo idénticos.
Logo eles sao equivalentes.

Tabela 3.3: Tabela verdade para ~ (pVqg)e~p A ~gq

~p ~q pvVqg ~(pVqg) ~pA~gq

o< <[
o< <
< o
< ==

F

F \Y \Y
\Y F \Y
v Vv F

Listamos a seguir outras propriedades de equivaléncias envolvendo conjuncao e
disjuncao de proposigoes. Elas podem ser provadas, sem dificuldade, usando-se tabelas-
verdade.

Exemplo 3.54. Sejam p, q e r proposi¢oes. Entao sao validas as propriedades:
Idempoténcia

(a) pAPSp  pVpED
Comutativa

(b) pAgeqgAp  pVageqVp
Associativa

© AgANrepAghr)  (pVagVrepVigVr)
Distributiva

(d) pA(gVvr) e (pAgVipAr)  pVi(ghr) s (pVaA(pVr)
Exemplo 3.55. Demonstre as seguintes equivaléncias logicas:

(@) (p—=q)e (~vp) vy

(b) ~(p—=q)= p AN(~a)

Solucgao:
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(a) A partir da Tabela 3.4 concluimos que a bicondicional (p — ¢q) <> (~p) Vg é
uma tautologia.

Tabela 3.4: Tabela verdade para (p —q) e ~p Vg

P q|~p p—>q ~pVgq
vV V| F \Y \Y
vV F| F F F
F V|V \Y \Y
F F| V \% \Y

(b) Observe-se da Tabela 3.5 que a bicondicional ~ (p = q) <> p A (~ ¢) é uma
tautologia.

Tabela 3.5: Tabela verdade para ~ (p —q)ep A ~gq

~q p—=q ~(p—=>q) pA~q

oo < <
o< <
oo <
o <

<<
<<m<

3.4 Negacao de Proposicoes Composta

Muitas vezes em raciocinios dedutivos matemaéticos é necesséario saber formular a
negacgao de proposi¢oes matematicas. Este capitulo descreve algumas negacoes de pro-
posicoes compostas. Inicialmente, apresenta-se a negacao de proposicoes conjuntivas e
disjuntivas. Em seguida, discute-se a negagao de quantificadores. Por fim, apresenta-se
a negacao de uma condicional.

3.4.1 Negagao de Proposicoes Conjuntivas e Disjuntivas
De acordo com o Exemplo 3.53, temos as seguintes equivaléncias
~ (Vg e~pA~g e ~(pAqg) S ~pV~g.
A primeira equivaléncia diz:
A negagao da disjuncao € a conjuncgao das negacoes.
Ja a segunda diz:
A negacgao da conjuncgao € a disjun¢ao das negagoes.

Vejamos alguns exemplos concretos.
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Exemplo 3.56. A negacao da proposicao

PiV3+V2>V3+V2 e V3+V2< V34 V2

~pV3HV2<V3HV2 ou V34+V2> V3 V2
Exemplo 3.57. A negagao da proposigao disjuntiva

pV q: A soma dos nimeros e + 7 é irracional ou é maior do que 5, 86 .

~pA ~q: A soma dos nimeros e + 7 é racional e € menor do que ou igual a 5,86 .
Podemos expressar as proposi¢oes anteriores em forma simbolica:

pVqg: e+meR\Q ou e+ 7 > 5,86
~pAr~qg s o e+TmEQ e e+ <5, 86.

A negacao de muitas expressoes matematicas é feita segundo o exemplo a seguir.
Exemplo 3.58. A negagao da frase:
O elemento x do conjunto A satisfaz as propriedades p e q.
¢ dada por
O elemento x do conjunto A nao satisfaz a propriedade p ou a propriedade q.
Ja a negacgao da frase:

O elemento x do conjunto A satisfaz as propriedades p ou q.

O elemento x do conjunto A nao satisfaz as propriedades p e q.

3.4.2 Negagao de Quantificadores

A negacao de ‘existe x que goza da propriedade p’ é ‘dado z, ele nao goza da
propriedade p’. Outras expressoes equivalentes sao:

e “para todo z, ele nao goza da propriedade p”
e “qualquer que seja x, ele nao goza da propriedade p”
Em forma simboélica:
~ (Jz € U;p(x) vale) < (Vx € U, p(x) nao vale). (3.2)

Na maioria das vezes, colocamos a negacao diretamente na propriedade p(z), e a ne-
gacao anterior toma a forma

~ (Jx € U;p(x) vale) & (Vx € U, ~ p(x) vale).



Negacao de Proposi¢oes Composta 43

A negacao de ‘dado = que goza da propriedade p’ é ‘existe x que nao goza da
propriedade p’. Formalmente:

~ (Vo € U,p(z) vale) < (Jz € U;p(z) nao vale)
& (Fz e U;~ p(z) vale). (3.3)

Uma prova de (3.2) ou (3.3) pode ser encontrada em [4]. Apresentamos a seguir uma
série de exemplos que ilustram a negagao dos quantificadores.

Exemplo 3.59. Considere a seguinte proposicao:
p : O quadrado de todo nimero real é nao negativo.
Em linguagem simboélica, essa afirmacao corresponde & proposicao:
p:VreR,z?>0,
cuja negacao é:

~WVreR,2*>>0) & FrcR ~ (2*>0)
s JreR, 2 <0

Em palavras:

p : Existe um nimero real cujo quadrado é negativo.
Observe-se que pé Ve ~péF.
Exemplo 3.60. As negacoes das proposigoes:

p: IreR x>0, talquex <0,1ea?>0
q: Ve eR, z*+#3.

sao, respectivamente

~p: VYreR,z>0, temosz>0,10uz’><0
~q : 3z €R tal que z* = 3.

Exemplo 3.61. Considere o conjunto A = {1,2,3} e seu conjunto poténcia P(A).
Entao, a proposicao

VB € P(A), A—B+#¢ (3.4)

é falsa, pois para B = A = {1,2,3}, temos A — B = ¢.
Por outro lado a negacao de (3.4) é

dB € P(A) tal que A — B = ¢,
que é V pois para B = A € P(A), temos A — B = ¢.

As proposigbes que envolvem mais de um quantificador podem ser negadas por
aplicagoes sucessivas de (3.2) e (3.3). Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 3.62. Considere a seguinte proposicao verdadeira
p : Para todo nimero real z, existe um real y tal que y° = .
Em linguagem simboélica, temos
p:Vzr €R, Iy € R tal que y° = z.
A negacao da proposicao p é:

~WVzeR, WeER Y =2) & FTrcR ~(IyeR, y’=2)
& JreR VyeR,~ (=1
& JreR, VyeR,y®#a.

Assim, a negacao de p é a seguinte proposic¢ao falsa:
~ p: Existe um ntmero real & para o qual y* # & para qualquer real y.
Exemplo 3.63. Para negar a proposi¢ao
Vo >0, Vz <0 temos zz <0,
fazemos os seguintes passos

~ (Vz >0, Vz <0, temos zz < 0) dz > 0,~ (V2 <0, temos zz < 0)

dr >0 e 32 <0~ (temos zz <0)
dr >0 e 3z <0 tais que ~ (zz <0).
dz > 0 e dz <0 tais que zz > 0).

te T

Logo o que fizemos foi mostrar que:

~ (Paraxz>0e 2z <0, temos 2z <0) < existe z >0 e existe 2 <0

tais que zz > 0.
Exemplo 3.64. A negacgao da proposigao verdadeira

VieR, VyeR, 22 +4°>0

~VzeR VyeR, 22 +94*>0) & JrcR IyecR ~ (2 +1>>0)
o JreR,IyeR, 22 +4°<0.

Esta altima proposicao diz:
Existem ntmeros reais z e y tais que 22 + y* < 0,

que é uma proposicao falsa.
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3.4.3 Negacao de uma Condicional

A negacgao de uma proposi¢ao condicional Se p, entdo q envolve a negacao do quan-
tificador universal, e é o mesmo que negar a frase todo elemento que satisfaz a hipdtese
p cumpre a tese q. Logo, a negacao da proposicao Se p, entao q é: existe um elemento
que satisfaz a hipdtese p e nao cumpre a tese . Em forma simbolica:

~p—=q eSpA~q

Exemplo 3.65. Um dos mais importantes e mais conhecidos tteis teoremas da geo-
metria Euclideana plana é o “teorema de Pitagoras™

Em todo tridngulo retdngulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa € igual @
soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

A negacao do teorema é:

Eziste um tridingulo retingulo cujo quadrado do comprimento da hipotenusa €
diferente da soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Exemplo 3.66. Considere a proposigao:
Sez € R. Tem-se: 2> < 3= —V3 <z < V3.
A proposi¢ao também pode ser expressa como
VzeR, 22 <3= —V3<z<V3,
cuja negacao é:

~VreR, 22<3=>-V3<z<V3) & FTreR~(2<3=>-V3<z<V3)
& IreR 22<3e ~(—V3<z<V3)
& JreR 2 <3elz| > V3

A ultima proposicao diz:
Existe = € R de sorte que z° < 3, mas |z| > /3.

A seguir, colecionamos exemplos sobre a negagao de algumas importantes definigoes
matematicas.

Exemplo 3.67. Negue, matematicamente, as seguintes defini¢oes.

(a) A fungao f: A — R ¢ injetiva quando para z,y € A ocorre
f@)=fly) = z=y.
(b) Um conjunto D é denso em R quando

Vx e ReVe>0,3d € D, tal que |[x —d| <.

Solucao
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(a) Uma fungao f: A — R deixa de ser injetiva quando existem zg,yy € A para os
quais f(zo) = f(yo), mas xg # yo.

(b) xg € R e Jeg > 0 tais que |xg — d| > €, Vd € D.

Antes de apresentar o proximo exemplo, lembremos a defini¢ao de lim f(x) = L:
r—a

Para todo real € > 0 existe um namero real 6 > 0 tal que |f(x) — L| < € toda vez
que 0 < |z —a] <.
Essa definicao pode ser expressa em termos de quantificadores por:

Ve>0,30>0,Vr,0< |z —a|<d=|f(zr)—L| <e (3.5)
Exemplo 3.68. Negue a defini¢ao de limite anterior.

Solugao: Para dizer que lim f(z) nao existe, basta dizer que, para todo L, lim f(x) #
Tr—a Tr—a

L. Usando (3.5), a expressao lim f(z) # L pode ser expressa por:
T—a

~(Ve>0,30>0,Vz,0< |z —a|l| <d=|f(z) - L| <e).

Por sucessivas aplicagoes de (3.2) e (3.3), construimos esta sequéncia de proposi¢oes
equivalentes:

~(Me>0,30>0,Vz,0<|z—a|l|<d=|f(z)— L| <e)
& Fe>0~(F0>0,Vx,0< |z —a| <d=|f(z)—L|<e¢)
& Fe>0V >0~ Vo, 0< |z —al <d=|f(z)—L| <e)
& Je>0Vo>0drx~(0< |z —a| <d=|f(x)—L|<e¢)
& Je>0¥0>03dz,0<|z—a|<del|f(x)—L|>e

Como a expressao “lim f(x) nao existe” significa que para todo nimero real L, lim f(x) #
r—a r—a

L, essa pode ser expressa por:
VL3e>0,V0>0,Jz,0< |z —a|] <de|f(x)—L| >e

Esta tltima proposi¢ao diz que para todo ntimero real L existe um ntmero real € > 0

tal que para cada nimero real § > 0, existe um ntimero real = tal que 0 < |z —a| < 0
e |f@) = Ll = e



4 Meétodos de Demonstracoes

Este capitulo apresenta alguns métodos de demonstracao usados em matematica.
Inicialmente, aborda-se o método de demonstracao direta. Em seguida, o método de
demonstracao por absurdo. Finalmente, o método de demonstracao por contrapositiva.
Ao longo deste capitulo, encontra-se exemplos variados dos métodos de demonstragao.

4.1 Demonstracoes Diretas

A matematica é repleta de teoremas (corolarios, lemas ou proposigoes), muitos
deles escritos na forma implicativa ou condicional. Ao escrever um teorema na forma
implicativa p = ¢ ou condicional Se p,entao q, a proposi¢ao p chama-se hipotese do
teorema e a proposicao g chama-se tese do teorema.

Se quisermos demonstrar uma proposicao p = ¢, usando a demonstragao direta,
supomos que a hipotese p é valida e, usando um processo logico-dedutivo, devemos
deduzir diretamente a tese q.

O exemplo a seguir é uma demonstracao direta simples, que nao requer argumentos
e nem procedimentos muito elaborados.

Exemplo 4.1. Demonstre que cada nimero do conjunto {1,7, 15,31} é da forma 2" —1,
para algum nimero natural n.

Solugao: Observe-se que a proposi¢ao nao estd na forma implicativa ou condicio-
nal explicita. De maneira natural, é possivel reescrever a proposicao em uma forma
condicional como:

Se x € {1,7,15,31}, entdao x = 2" — 1, para algum n € N.
Diante desta tultima versao, temos:
Hipotese : = € {1,7,15,31};
Tese : x=2"—1, para algum n € N.

Ideia da demonstracao. Uma maneira simples para provar esse resultado é escrever
os nameros do conjunto z € {1,7,15,31} na forma da tese 2" — 1. Para este fim nao é
necessario usar argumento especial algum, basta um simples raciocinio. Vejamos.

1= 2'—1;
7= 22-1;
15 = 2t —1;
31 = 2°—1.

Agora, podemos redigir a demonstragao.

47
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Demonstrag¢ao. Cada ntimero do conjunto {1,7,15,31} pode ser escrito como

1= 2'—1;
7= 2°-1;
15 = 28 —1;
31 = 2°—1.
Assim, o resultado se segue. O]

Os préoximos exemplos de demonstracoes diretas requerem apenas certos artificios,
entretanto, mais elaborados que o do exemplo anterior.

Para o exemplo a seguir, recorde que o conjunto dos ntimeros racionais pode ser
representado na forma:

p
Qz{?nqéﬂq%O}
Exemplo 4.2. Demonstre que a soma de dois niimeros racionais é um nimero racional.

Reescrevendo numa forma condicional explicita:
r r
Se ]2,— € Q, com ¢,s # 0, entao ]2—1-— € Q.
q s q S

Separando a hipotese e tese:

r
Hipotese : ]—), - €Q, com q,s #0;
q’ s
,
Tese : 2 +-€Q
q s
~ . T r S + r
Demonstracao. Sejam b €EQe—-€Q, comgqg,s #0. Ora, b + - = PPN Como
q s s qs

ps + qr e ¢s sao nimeros inteiros, por serem soma e produto de ntmeros inteiros e,
r
como ¢s # 0, ja que ¢, s # 0, a ultima igualdade implica b + — € Q. Logo, se L €Qe
q s q

fE(@,entéuo]—j—f—fe@. O
s q s

Observe que toda a demonstracao foi baseada na maneira de como representar um
nimero racional qualquer.

Exemplo 4.3. Demonstrar que a soma dos n primeiros termos da progressao aritmética
(al, ag, as, ) é
(a1 + an)n

5 .

Podemos reescrever o exemplo numa forma condicional explicita:

Sy =

Se S, =ay +as+ -+ a, é asoma dos n primeiros termos da progressao
(a1 + an)n

aritmética (aq, as, ag, ...), entdo S, = 5
E facil ver que:

Hipotese : S, =a; +as+ -+ a, é a soma dos n primeiros
termos da progressao aritmética (ay, as, as, ...);
(a1 + ap)n

T DS, =
ese 5
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Demonstragao. Suponha que
Sp=a1+ay+ -+ a,_1+ a,.
Pela propriedade comutativa da adi¢ao, podemos escrever a soma de tras para frente
Sp =0, + ap_1+ -+ az+ ay.
Dai,
25, = (a1 + ap) + (ag + an_1) + (a3 + ap_2) + - + (an-1 + az) + (@, + a1).

Observe que, ao passar de um parénteses para o seguinte, a primeira parcela aumenta
) )

de r e a segunda parcela diminui de r, o que nao altera a soma. Portanto, todos os

paréntese sao iguais ao primeiro, (a; + a,). Como sdo n parénteses, temos

(a1 + ax)n

25, = (a1 +ap)n e S, = 5

]

Antes de apresentar o proximo exemplo, precisamos lembrar os conceitos de injeti-
vidade e composicao de fungoes. Para mais detalhes consulte [7].

e Dadas as fungées f : X - Y eg:Y — Z, a funcdo composta de f e g (nessa
ordem) é a funcao go f : X — Z, definida, para cada z € X, por

(g0 f)(x) =g(f(x)).
e Uma funcao f : X — Y é dita injetora, ou injetiva quando para x,y € X ocorre
f@)=[fly)=z=y.
Exemplo 4.4. Sejam f: X - Y eg:Y — Z fungoes dadas. Entao:
g, f injetoras = g o f injetora .
E facil deduzir que:

Hipotese : as funcgoes injetoras f: X - Y eg:Y — Z;
Tese : go f injetora .

Demonstracao. Suponha que f e g sao injetoras, e tome xq, x5 € X tais que

(go f)(z1) = (go f)(za).

Utilizando sucessivamente as injetividades de g e f, temos

(go f)(x1) = (go f)(z2) = g(f(z1)) = g(f(z2));
= f(x1) = f(22);

= I = T2,

de modo que g o f também é injetora. O
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4.2 Demonstracao por Absurdo

Para demonstrar uma proposi¢ao condicional Se p, entdo q por absurdo (ou por
contradigao), admite-se que p e ~¢q ocorram. Com essa suposi¢ao, deve-se deduzir uma
proposigao contraditoria (~r A r) = C, chamada absurdo ou contradigdo. A hipotese
adicional ~ ¢, considerada nesse método, chama-se hipétese de absurdo ou hipotese de
contradicao.

Uma justificativa formal da demonstracao por reducao a um absurdo é dada pelo
seguinte teorema.

Teorema 4.1. Sejam p e q duas proposi¢oes quaisquer e C' uma contradi¢ao. Entao,
(p—=q) = ((pA~q) — O). (4.1)

Demonstracao. Analisando a Tabela 4.1, podemos observar que as duas condicionais
possuem os mesmos valores logicos. Portanto, concluimos a equivaléncia.

Tabela 4.1: Tabela verdade parap — qge (pA ~q) = C

p q¢|~q (pPA~q) C (pA~qg) = C p—yq
V V| F F F V v
V F| V \% F F F
F V| F F F v \%
F F| V F F \Y% \Y%

]

Da equivaléncia (4.1), temos que para provar a validade da proposi¢ao p — ¢,
supoe-se que a hipotese p ocorra, mas que a tese ¢ nao ocorra, isto €, p A ~ ¢ ocorre,
ou seja, essa proposicao é verdadeira. Partindo-se da ocorréncia de p A ~ ¢, deve-se
deduzir uma proposicao contraditoria da forma C, que é falsa. Ora, mas nao se pode
deduzir uma proposicao falsa, partindo-se de uma proposi¢ao verdadeira. Logo, nossa
suposigao inicial, p A ~ ¢, nao pode ocorrer, e do Exemplo 3.55, a proposigao ~ (p — ¢q)
também nao pode ocorrer. Por conseguinte, p — ¢ deve ocorrer.

Observacao 4.1. As mesmas ideias expostas acima se aplicam para uma proposicao
implicativa p = q.

Vejamos agora como se pode usar a demonstracao por absurdo para provar varios
resultados.

Exemplo 4.5. Dé uma demonstracao por absurdo do teorema “Se 3n + 2 é impar,
entao n é impar”.

Solugao: sejam
p : 3n+ 2 ¢ impar;
q : n éimpar;

~q : n éDpar.

Para demonstrar por absurdo, assumimos que ambas p e ~ ¢ sao verdadeiras. Ou seja,
assumimos que 3n + 2 é impar e que n é par. Como n é par, existe um inteiro k, tal
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que n = 2k. Isso implica que 3n + 2 = 3(2k) + 2 = 6k + 2 = 2(3k + 1). Como 3n + 2
é 2t, em que t = 3k + 1, 3n + 2 é par, o que contradiz a hipotese de 3n + 2 ser impar.
Isso completa a demonstracao por contradicao, demonstrando que se 3n + 2 é impar,
entao n é fmpar.

Exemplo 4.6. Demonstre que se cos 20 for um niimero irracional, entao cos 6 é irraci-
onal.

Solucgao: Neste caso, temos:

p : cos 26 é irracional;
q : cosf é irracional;

~ q : cosf éracional.

Suponha, por absurdo, que cosf é racional. Logo, existem p,q € Z, q # 0, com
cosf = IED' Dai,

P\’ 2p* — ¢*
c0s2«9:200820—1:2(—> —l=— (4.2)
q q
Segue de (4.2) que cos 26 é racional, o que contradiz a hipdtese de cos 26 ser irracional.
Chegamos a um absurdo. Assim, cos@ é irracional.

Exemplo 4.7. Sejam a e b niimeros reais positivos. Se a < b, entdao v/a < V.
Solugao: Aqui, temos:

p : a e breais positivos com a < b;
q : \/a < \/1_7;
~q: Va> V.

Sejam a e b reais positivos com a < b. Suponha que /a > Vb. Dal, Va > Vb ou
Va = Vb. Se Vva > \/5, entao a > b, a qual contradiz a hipoétese de a < b. Por outro
lado, se v/a = \/E, entao a = b, a qual também contradiz a hipotese de a < b. Portanto,
va < Vb.

A seguir, daremos um exemplo classico do uso da demonstragao por absurdo. O
objetivo é provar a irracionalidade do nimero v/2. Para isso, precisamos provar o lema,
a seguir, e o faremos usando o método de redugao ao absurdo.

Lema 4.1. Se n € N e n? for divisivel por dois (n* for par), entio n é divisivel por
dois (n € par).
No lema temos:

p . n€Nen?é divisivel por 2;
q : n é divisivel por 2;

~ ¢ : n nao é divisivel por 2, ou, equivalentemente, n impar.

Demonstragdo. Seja n € N, tal que n? seja divisivel por 2. Suponha que n nio seja
divisivel por 2, isto é, n seja impar. Logo n é da forma n = 2k + 1, para algum k € Z.
Dai n* = (2k+1)* = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* +2k) + 1 = 2m+1, onde m = 2k* + 2k € Z.
Portanto, n? é fmpar, o que contradiz a hipotese de n? ser divisivel por 2. Chegamos
a um absurdo. Isso implica no fato da negacao da tese ser falsa, ou seja, n é divisivel
por 2, como queriamos demonstrar. ]
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Agora passemos a provar a irracionalidade do V2, usando, mais uma vez, o método
da reducao ao absurdo.

Teorema 4.2. V2 ¢ Q.

Este teorema pode ser representado na seguinte forma condicional:
Ser €R, 2 >0ex”=2entdo z ¢ Q.

Temos:
p: =2
q: z¢Q
~q: reQ.
Demonstracio. Suponha, por contradicdo, que seja z = V2 € Q. Logo, existem

p,q € Z, q # 0, com § — /2. Podemos considerar, sem perda de generalidade, p e

g primos entre si, ou seja, que nao possuam divisores comuns, além da unidade. Da
ultima igualdade temos 2_2 = 2, e dai

p* = 2¢°. (4.3)

Como 2 divide o lado direito da igualdade (4.3), ele divide p*, garantindo que p* é
divisivel por 2. Decorre do Lema 4.1, que p é divisivel por 2 e, portanto, é da forma
p = 2k, para algum numero k inteiro. Substituindo p por 2k na igualdade (4.3) e
fazendo a devida simplificacdo, encontramos 2k* = ¢*. Aplicando o mesmo raciocinio
para essa tltima igualdade, se conclui que ¢ é também divisivel por 2, mas isso contradiz
o fato de p e ¢ serem primos entre si. Portanto, V2 nao pode ser escrito na forma ’5’,

com p,q € Z, q # 0. Assim, nossa suposi¢ao inicial de que V2 € Q é falsa, ou seja,

V2 ¢ Q. 0

4.3 Demonstracao por Contrapositiva

A implicagao ~ g =~ p é chamada contrapositiva da implicacao p = ¢. O teorema,
a seguir, estabelece que a contrapositiva ¢ um equivalente logico da implicagao original.
Isto é, a contrapositiva de uma implicacao nada mais ¢ do que a mesma implicacao
dita em outas palavras.

Teorema 4.3. Sejam p e q duas proposicoes quaisquer. Entao vale a sequinte equiva-
léncia:

(p=q) = (~qg=~p) (4.4)
Demonstracao. Analisando a Tabela 4.2, podemos observar que as duas condicionais
possuem os mesmos valores logicos. Portanto, concluimos a equivaléncia.

Tabela 4.2: Tabela verdade parap=qe~q¢=~p

~p ~Nqg=~p p=4q

HH < <
H < <<

i
<m= <=2
< <=4
<<m<
<<m<
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Semelhantemente, definimos Se ~ ¢, entdo ~ p como a contrapositiva da condicio-
nal Se p, entao q.

O Teorema 4.3 também é valido para proposicoes condicionais, ou seja, vale a
equivaléncia

( Se p, entao q ) < ( Se ~ g, entao ~ p).

Pelo Teorema 4.3, a implicacao p = ¢ sera valida se, e somente se, sua contrapositiva
~ q = ~ p for valida. Logo, se demonstrarmos ~ ¢ = ~ p, temos assegurada a validade
de p = ¢, e reciprocamente. O método de demonstracao usando a contrapositiva
baseia-se em demonstrar ~ ¢ =~ p para assegurar a validade de p = ¢. O mesmo
vale para proposi¢oes condicionais.

Antes de apresentar demonstragoes por contrapositiva, daremos exemplos relacio-
nados a determinagao de contrapositivas.

Exemplo 4.8. Sendo U o conjunto dos quadrilateros convexos do plano, consideremos
r a propriedade que tem um quadrilatero x de ser um retangulo e p a propriedade de
ser um paralelogramo. Entao ~ p é a propriedade que tem um quadrilatero convexo de
nao ser um paralelogramo e ~ r a de nao ser um retangulo. Neste caso, as implicagoes
r = pe~p=~r leem-se, respectivamente, assim:

Se x é um retangulo, entao x é um paralelogramo;

Se x nao é um paralelogramo, entao x nao é um retangulo.

Assim, as duas afirmagoes acima sao equivalentes.

Exemplo 4.9. Observe as seguintes afirmacoes :

Todo ntimero primo maior do que 2 é impar;

Todo ntimero par maior do que 2 é composto.

Estas afirmagoes exprimem a mesma ideia, s6 que com diferentes termos. Podemos
reescrevé-las na forma de implicagoes, aplicadas a n € N, vendo claramente que uma é
a contrapositiva da outra:

Dadon € N, n > 2 : n primo= n impar;
Dadon € Ny n >2: ~ (n impar) = ~(n primo) ;
Dadon € N, n > 2 : n par = n composto.

Exemplo 4.10. Determine as contrapositivas das seguintes proposi¢coes. Empregue os
mesmos modelos de apresentacao para escrever cada contrapositiva.

(a) Se zy =0, entdao x = 0 ou y = 0.
(b) n€Z; —2>n>—-4=n=-3.
(
(d) Sex <yez<0,resulta em xz > yz.

)
)
c¢) A condicao zy > 0 ¢ suficiente para (x > 0ey >0) ou (z <0ey<0).
)
) Uma condic¢ao necesséria para que a — e < b, Ve > 0, é que a < b.

)

(e
(f) Se cos@ for racional, entdo cos 36 é racional.
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(g) SeneZe—-3<n<-5 temos n e {—3,—4,—5}.
Solucgao:

(a) Sex #0ey#0, entao zy # 0.

(b) VneZ,n# -3=n<4oun> -2

¢) A condi¢ao (z <0ouy <0)e (z>0o0uy>0)ésuficiente para zy < 0.

Uma condig¢ao necessaria para que a > b é que Je > 0 tal que a — € > b.

)
(c)
(d) Se xz <yz, entdo z > 0 ou z > y.
)
f)

(e
(f) Se cos 36 for irracional, entdo cos @ é racional.
(g) Sen ¢ {—3,—4,—5}, entdon ¢ Z oun < —3 oun > —b.

Exemplo 4.11. A definicao de uma fungao injetora é formulada por uma proposigao
ou, as vezes pela contrapositiva dessa propoposicao. Vejamos a formulagao das duas
definigoes.

(a) A fungao f: A — R ¢é injetiva quando para z,y € A ocorre
f@)=fly) = z=y.
(b) A contrapositiva é: A fungao f: A — R é injetiva quando para z,y € A ocorre

r#y=flz)# fy).

Os exemplos a seguir mostram como utilizar o método de demonstracao por con-
trapositiva.

Exemplo 4.12. Demonstra que se n ¢ inteiro e 5n — 7 é par, entao n é fmpar.

Solugao: Primeiro vamos tentar uma demonstracao direta. Para isso, devemos assumir
que 5n — 7 é um numero par. Isso significa que 5n — 7 = 2k para algum inteiro k. Dali,
n = (2k 4+ 7)/5. Essa ultima expressao para n nao parece ter algum meio direto para
concluir que n é impar. Vamos tentar uma demonstracao por contrapositiva. Nesse
caso, temos:

p : bSn — 7 ¢ par;
q : n éimpar;
~p: dn— 7 ¢éimpar;
~q : n épar.
A contrapositva da condicional é:
Se n é inteiro e n é par, entao bn — 7 é impar.

A demonstragao por contrapositiva é como segue: Suponha que n é par. Logo n é da
forma n = 2k, para algum k inteiro. Dali,

5n—7="5(2k) — 7 =10k — 7 = 2(5k — 4) + 1.

Desde que (5k — 4) € Z, o inteiro 5n — 7 é impar. Assim, demonstramos que se n é
inteiro e 5n — 7 € par, entao n é impar.
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Exemplo 4.13. Demonstre que se 7,y € R e y* + zy* < 2° + 2y?, entdo y < x.
Solugao Temos:
p: Yy +ay’ <2+ ay?
q: Y=<
~Dp y3+xy2 > a:3+xy2;
~qg . Yy>zx.

Neste caso a contrapositva da condicional é:
Sez,y € R ey >z, entdo y> + xy* > 2> + 2y .

Suponha z,y € R com y > x. Entao y —x > 0. Multiplicando ambos os lados de
y — x > 0 pela expressao 22 + %, temos

(y—2)(@* +y*) > 0(z*+y%)
yrt oyt -2 —xy? > 0
y3 + ny > 2° 4+ xyZ.
Portanto, 4* + ya? > 2% + zy*.

Para o préoximo exemplo, precisamos lembrar a definigao de fungao crescente.

e Uma funcao f : R — R é crescente se, para todos x; < x5 em R tivermos

fxy) < f(wa).

e A negagao dessa defini¢ao é: Uma fungao f : R — R deixa de ser crescente se
existem reais 1, x5 com x; < 5 tais que f(z1) > f(x2).

Exemplo 4.14. Demonstre que se a fungao y = f(x) = ax+b é crescente em R, entao
a > 0.

Solucao Temos:
p: y=f(xr) =ax+0bé crescente em R;
q: a>0;
~p: y= f(x) =ax+ b deixa de ser crescente em R;
~q: a<0.
Neste caso a contrapositva da condicional é:

Se a < 0, entdo a funcdo y = f(z) = ax + b deixa de ser crescente em R.

Suponha a < 0. Tomando x; = 3 e x5 = 5, obtemos x; < x3. Como a < 0, entao
axy = 3a > ba = axy, de maneira que 3a + b > 5a + b, isto é, f(3) > f(5). Portanto,
temos a existéncia de reais z; e xs com x; < x5 tais que f(z1) > f(x2), provando que
y = ax + b deixa de ser crescente em R.

Exemplo 4.15. Demonstre que se |a| < ¢,Ve > 0, entao a = 0.
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Solugao Temos:
p: lal <eVe>0;
q: a=0;
~p: Je > 0;5)al > e
~q: a#0.

Assim, a contrapositiva da condicional é:

Se a # 0, entdo existe um namero ¢, > 0, tal que |a| > €.

Suponha a # 0. Podemos considerar ¢y = L;', que temos |a| > €. Assim, Jey > 0

tal que |a| > €.

O resultado que acabamos de demonstrar é muito usado na teoria de limites para
demonstracoes de unicidade.



5 Aplicacoes

Neste capitulo apresenta-se algumas aplicagoes simples, fora da l6gica matematica,
seguindo [5], [8], [9] e [10].

5.1 Conjuncao e conta bancaria

O pai de Adriana resolveu presentea-la, no dia de seu aniversério, abrindo uma conta
bancéaria conjunta. Para evitar, entretanto, que Adriana exagerasse nos seus gastos,
ele abriu uma conta conjunta vinculada, ou seja, os cheques deveriam ser assinados por
Adriana e seu pai.

Adriana, entretanto, era uma adolescente que vivia no mundo da lua e nao entendeu
a explicacao de seu pai. Feliz, foi ao banco retirar uma quantia em dinheiro, achando
que, para isto, bastaria sua assinatura na folhinha do cheque. O gerente do banco,
entretanto, nao descontou o cheque, alegando o seguinte:

- Adriana, infelizmente, este cheque nao pode ser descontado, porque s tem a sua
assinatura. O contrato assinado entre seu pai e o banco reza que s6 posso descontar os
cheques assinados por Adriana e seu pai.

Do texto:

(a) Traduzir para a linguagem simbolica a seguinte proposigao “O cheque foi assinado
por Adriana e seu pai”.

(b) Construa a tabela-verdade do item anterior e diga em qual das situa¢oes Adriana
se encontra.

(c) Responda se o gerente esté certo em nao descontar o cheque.
Solucgao:
(a) Considere as proposigdes simples

p : O cheque foi assinado por Adriana.

q : O cheque foi assinado por seu pai.

Assim, p A ¢ representa a proposi¢ao “O cheque foi assinado por Adriana e seu

3

pai

(b) A tabela-verdade da proposi¢ao p A ¢ é dada por:

o7
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H o< <
< <
o< >
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Da tabela pode-se ver que Adriana se encontra na situacao 2, ou seja, é verdade
que assinou o cheque, mas que é falso que seu pai o assinou. Assim, pAq é F, ou
seja, é falso a conjuncao “O cheque foi assinado por Adriana e seu pai”

(c¢) O contrato assinado pelo pai e o banco reza que “So6 serao descontados cheques
assinados por Adriana e seu pai’, ou seja, o gerente quer que a conjuncao p A q
seja verdadeira (situagdo 1 na tabela). No entanto, o gerente esta certo ao nao
descontar o cheque assinado apenas por Adriana.

5.2 Disjungao e conta bancaria

Adriana chegou em casa e, aos prantos, contou ao seu pai o que havia acontecido
no banco. O pai de Adriana ficou bastante comovido e disse a ela:

— Minha filha, eu te proponho uma coisa. Estabeleceremos um limite maximo de
dinheiro que vocé poderad gastar; vocé promete que nao vai exceder este limite, e eu
farei uma alteracao em nossa conta, transformando-a em conta conjunta nao vinculada,
certo?

— Assim é melhor, pai.

O pai de Adriana, que sabia que ela tinha um bom carater, foi entao ao banco
alterar o contrato de modo que os cheques pudessem ser assinados por Adriana ou seu
pai.

Dois dias depois de entrar em vigor o novo contrato, Adriana foi ao banco sacar
uma pequena quantia em dinheiro, apenas com sua assinatura no cheque.

Do texto:

(a) Traduzir para a linguagem simbolica a seguinte proposigao “O cheque foi assinado
por Adriana ou seu pai”.

(b) Construa a tabela-verdade do item anterior e diga em qual das situa¢oes Adriana
se encontra.

(c) O gerente deve ou nao descontar o cheque de Adriana.
Solucgao:
(a) Sejam as proposi¢oes simples

p : O cheque foi assinado por Adriana.
q : O cheque foi assinado por seu pai.

Logo, p V g representa a proposicao “O cheque foi assinado por Adriana ou seu

3

pai
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(b) A tabela-verdade da disjuncao p V ¢ é dada por:

pvyg

B~ W N =
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A tabela acima mostra que Adriana se encontra na situacao da linha 2 em que p
¢V, ou seja, € V que Adriana assinou o cheque, e ¢ é F, no caso, é F que o cheque
foi assinado pelo seu pai. Em tal situacao a proposicao p V q é verdadeira.

(c) Desde que p V g é verdadeiro, o gerente deve descontar o cheque de Adriana.
Note-se que agora o contrato reza que “Sé serao descontados cheques assinados
por Adriana ou seu pai”.

5.3 Aladim e o condicional

Aladim estava apaixonado pela princesa Dona Lua das Luas, a filha do sultdo. Fez
da sua mae a mensageira e enviou a este um presente riquissimo: pedras preciosas
nunca vistas por nenhum homem e que foram retiradas do esconderijo da lampada
encantada. A mae de Aladim explicou ao sultao o motivo daquela oferenda. O sultao,
maravilhado com aquele divino presente, prometeu a mao da princesa ao jovem Aladim,
mas o Grao-Vizir, movido pela inveja, ja que planejava o casamento da Princesa Lua
das Luas com seu filho, impo6s uma condi¢ao para que a promessa pudesse ser realizada,
com o que o sultdao concordou. E disse o sultdo & mae de Aladim:

— Vai dizer ao teu filho que sou fiel ao compromisso que assumi perante ele por
teu intermédio, mas com uma condi¢ao: que ele faga chegar a mim o dote que exijo
dele. Quero, portanto, para esse dote, quarenta tacas de ouro puro repletas de todas as
variedades das pedras preciosas que tu ja me entregaste. Seré preciso, além disso, que
estas tacgas sejam carregadas por quarenta virgens acompanhadas de quarenta servos
varoes.

Apos proferir estas palavras, o sultao sintetizou sua condicao:

— Se teu filho ser exato para atender a essa exigéncia, tera a minha filha.

A mae retornou para casa muito aflita, pois temia que seu filho, que estava tomado
de grande paixao pela princesa, nao pudesse cumprir esta condi¢ao. Considerou que
talvez as pedras e mesmo as tacas poderiam ser obtidas, se Aladim retornasse ao
esconderijo da lampada, mas como poderia o filho conseguir as quarenta virgens e os
quarenta vardes? Tomada por tais preocupagoes, a mae comunicou ao filho a condicao
do sultao, mas Aladim tranquilizou-a raciocinando do seguinte modo:

— Minha querida mae, por que te preocupas a toa? Esqueceste que a lampada
encantada estd em meu poder? Basta que eu chame o Djim, o génio da minha lampada
encantada, para que eu tenha & minha frente as quarenta tacas, seu conteido e os
entregadores, tal qual o sultao condicionou.

— Mas — disse a mae — se vocé nao puder atender as condigoes exatamente como o
Sultao quer?

— A Princesa Lua das Luas ainda podera ser minha. O que o sultao disse é que, se
eu cumprisse as condic¢oes tal e qual ele declarou e especificou, eu teria a Dona Lua das
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Luas. Mas ele nao disse que esta é a iinica maneira de té-la. Mesmo que eu nao consiga
mais entrar no esconderijo da lampada, eu ainda poderia desposé-la. As possibilidades
soam infinitas e meu génio sempre podera ajudar-me neste empreendimento.

Do texto anterior:

(a) Suponha que Aladim tenha se casado com a Princesa Lua das Luas. Isto significa
que necessariamente Aladim cumpriu a condi¢ao imposta pelo sultao? Justifique
sua resposta.

(b) Suponha que Aladim tenha cumprido as condigdes exigidas pelo sultdao. Sendo
assim, ele necessariamente casou com a princesa? Justifique sua resposta.

(c) Suponha que Aladim nao cumpriu as exigéncias feitas pelo sultdo. Sendo assim,
o que podemos dizer sobre o casamento de Aladim com a princesa? Justifique.

Solugao: Primeiramente vamos refletir sobre a fala de Aladim “...O que o sultao
disse é que, se eu cumprisse as condicoes tal e qual ele declarou e especificou, eu teria
a Dona Lua das Luas”.

Consideremos as proposicoes simples:

p : Aladim cumpre as exigéncias.

q : Aladim casa-se com a princesa.
Podemos entao reescrever logicamente a fala de Aladim como:
p—q

Por hipotese teremos essa premissa como sendo verdadeira. Sua tabela verdade sera:

p—4q
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(a) Supondo que p — g é V e q é V, pela tabela verdade acima p pode ser verdadeira
(linha 1) ou pode ser falsa (linha 3). Logo nao ha como saber se Aladim cumpriu
as exigéncias do sultao.

(b) Suponhamos que p — g é V e p é V, pela tabela verdade ¢ ¢ V (linha 1), assim
sendo ele casou-se com a princesa.

(c) Supondo que p — ¢ é V e p é F, pela tabela verdade temos que ¢ pode ser
verdadeira (linha 3) ou também pode ser falsa (linha 4), assim sendo nao é possivel
concluir se Aladim casou-se ou nao com a princesa.

5.4 Aladim e o bicondicional

Muito antes do episddio anteriormente narrado, Aladim viu-se as voltas com a mais
inusitada das aventuras. Um falso tio, verdadeiramente o Grande Mago do Poente,
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conduziu o jovem heréi para além das cercanias da cidade com o falso pretexto de
mostra-lhe um exuberante jardim. Depois de muito caminharem, chegaram ao sopé de
uma montanha onde o falso tio revelou sua verdadeira identidade, a de Mago das Terras
do Poente. Dispds seus objetos de magia, fez invocagoes, produziu um espetéiculo
pirotécnico e disse alguns abracadabras, fazendo com que a terra finalmente se abrisse
aos seus pés. Ao fundo, surgiu uma laje de marmore e sobre ela um anel que brilhava
entre a areia que ainda cobria alguns pontos da laje. Depois de acalmar o espanto de
Aladim com promessas de imensurével riqueza, o mago dirigiu-lhe estas palavras:

— Aqui se encontra um tesouro marcado com teu nome. E tu, que querias te afastar
dele com toda a velocidade de tuas pernas! Mas agora presta bem atencao. Lembra-te
bem de como abri o solo com a ajuda de meus feiticos e de minhas evocagoes e fica
sabendo que esta laje que estamos vendo indica onde se encontra o tesouro de que te
falei. Precisas pegar o anel e levantar a laje, pois ninguém entre os humanos pode
fazé-lo além de ti. Assim, também és o tnico a poder pisar na via subterranea que leva
ao tesouro secreto, pois ele esta guardado sob o signo de teu nome.

O pobre Aladim, para recompor-se do assombro que tamanha novidade lhe causara,
sintetizou assim tudo o que o mago lhe dissera:

1. A laje saira do lugar, se, e somente se, eu tocé-la.

2. O mago pora suas maos no tesouro, se, e somente se, eu entrar no esconderijo
secreto.

Ao raciocinar assim, imediatamente deu-se conta do motivo pelo qual o falso tio tao
bem o tratara. Deu-se conta de por que o mago lhe comprara roupas novas, por que
o levara aos banhos publicos, lhe pagara refrescos e boa comida. Deu-se conta de por
que o mago dera dez moedas de ouro para sua mae e por que derramara tantas falsas
lagrimas pelo pai morto de Aladim. E que ele, Aladim, era um predestinado. Somente
ele e nenhum outro mortal poderia levantar aquela imensa laje e retirar das galerias o
tesouro que guardava.

Era uma dupla condigao. Se Aladim colocasse o anel e tocasse a laje, ela sairia do
lugar. E a laje so sairia do lugar se Aladim colocasse o anel e nela tocasse. Satisfeito
com este pensamento, Aladim sentiu-se mais seguro contra o grande e temivel Mago
de Poente, pois sabendo que este desejava ardentemente o tesouro, nada demais e de
mal poderia, por enquanto, fazer-lhe.

Do texto anterior considere a expressao “O tesouro sera resgatado, se, e somente se,
Aladim levantar a laje”.

(a) Construa a tabela de verdade e, a partir dela, diga se algum outro mortal podera
resgatar o tesouro. Justifique.

(b) Se o bicondicional for verdadeiro, e Aladim nao levantar a laje, o tesouro podera
ser resgatado? Justifique.

(c) Se o bicondicional for verdadeiro, e o tesouro for resgatado, podemos saber quem
levantou a laje? Justifique.

Solugao: Dada a expressao (proposigao composta) “O tesouro sera resgatado, se,
e somente se, Aladim levantar a laje”, vamos fragmenté-la em:

p : O tesouro sera resgatado.

q . Aladim levantar a laje.
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A proposi¢ao dada é uma bicondicional, sendo assim pode ser representada por p < q.

(a) A tabela-verdade de p <> ¢ é:

o< <l
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Se p € V (o enunciado “O tesouro sera resgatado” é verdaddeiro) e se ¢ é F (o
enunciado “Aladim levanta a laje” é falso), entao o bicondicional p <> ¢ é F.
Portanto, somente Aladim pode resgatar o tesouro.

(b) Se p <> q¢éV eqéF, necessariamente devemos ter pela tabela-verdade que p é
F (linha 4), assim sendo conclui-se que o tesouro nao poderéa ser resgatado.

(c) Sep <> qéVepéV, necessariamente devemos ter pela tabela-verdade que ¢ é
V (linha 1), assim sendo conclui-se que Aladim levantou a laje.

5.5 Sistemas de Especificacoes

Na atividade de especificagoes de sistemas de hardware ou software é muito im-
portante a traducao de sentencas da linguagem natural para proposigoes logicas. Esse
processo produz especificagoes precisas e sem ambiguidades. Os exemplos a seguir
mostram como proposigoes compostas podem ser usadas nesse processo.

Exemplo 5.1. Expresse as seguintes especificagoes usando conectivos logicos.

(a) “A mensagem é verificada contra virus sempre que a mensagem é enviada de um
sistema desconhecido”.

(b) “A mensagem foi enviada de um sistema desconhecido, mas nao foi verificada
contra virus”.

(c) “E necessario verificar a mensagem contra virus sempre que ela for enviada de
um sistema desconhecido”.

(d) “Quando a mensagem nao é enviada de um sistema desconhecido, nao é verificada
contra virus”.

Solugao: Sejam p e g a representacao das seguintes proposicoes:

p . A mensagem é verificada contra virus.

q : A mensagem ¢ enviada de um sistema desconhecido.
Entao, as representacoes logicas das especificagoes sao:
(a) g —p

(b) gn ~p
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(c) ¢g—p
(d) ~q—~p
Sistemas de especificagoes devem ser consistentes, ou seja, nao podem conter espe-
cificacoes conflitantes que possam ser usadas para derivar uma contradicao. Quando as

especificagoes nao sao consistentes, pode nao haver um meio de desenvolver um sistema
que satisfaga todas as especificagoes.

Exemplo 5.2. Determine se o seguinte sistema de especificagoes é consistente: “O
roteador pode mandar pacotes para o sistema principal apenas se ele suportar um novo
espaco de endereco. Para o roteador suportar o novo espago de endereco, é necessario
que a ultima liberacao do software seja instalada. O roteador pode mandar pacotes ao
sistema, principal se a tultima liberacao de software estiver instalada. O roteador nao
comporta 0 novo espago.”

Para determinar se esse sistema é consistente, vamos reescrevé-lo como expressoes
logicas. Sejam as proposicoes
p : O roteador manda pacotes para o sistema principal
q : O roteador suporta um novo espaco de endereco
r : A ultima liberacao de software é instalada
Logo, a especificacao acima pode ser traduzida como:
(a) p—q
(b) ¢—r
() r—=p
(d) ~q
Uma valoracao que torna as quatro especificagoes verdadeiras deve ter ¢ falsa para
que ~ q seja verdadeira. Como queremos que p — ¢ seja verdadeira e temos ¢ falsa,
devemos ter p falsa. Analogamente, como queremos que r — p seja verdadeira e dado
que p é falsa, entao r é falsa. Finalmente como ¢ — r é verdadeira quando ¢ e r
sao falsos, concluimos que essas especificagoes sao consistentes porque sao verdadeiras
quando p, q e r sao falsas.

Outra forma de verificar a consisténcia das quatro especificacoes é analisando as
tabela-verdade e examinando as oito possibilidades de valores-verdade para p, q e 7.

p—q q—17 T —=>D

Mg < < <[
HE < <mm< <
H<m<m<m<™
<<mm<<mml

das<cs<mgm< <
< <m<<s<TE<
< m<m<<<g<<

Pela tabela acima, quando as trés proposicoes sao falsas, as quatro especificagoes
sao verdadeiras. Dessa forma, vemos que elas sao consistentes.
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5.6 Quebra-cabecas logicos

Exemplo 5.3. Uma ilha contém dois tipos de habitantes: cavaleiros, que sempre
falam a verdade, e bandidos, que sempre mentem. Vocé encontra duas pessoas, A
e B. Determine, se possivel, quem sao A e B se eles conduzirem vocé nos caminhos
descritos. Se nao puder determinar quem sao essas duas pessoas, vocé pode tirar
alguma conclusao?

(a) A diz: “Ao menos um de nés é um bandido” e B nao diz nada.

(b) A diz: “Eu sou um bandido ou B é um cavaleiro” e B nao diz nada.
Solucgao:

(a) Primeiro, vamos considerar a possibilidade de A ser bandido; ou seja, a proposigao
“Ao menos um de nés é um bandido” é falsa. Se isso ocorre, entdao A esta falando
mentira, o que implica que A e B sdo cavaleiros o que é impossivel, pois A
¢ bandido. Entao, devemos pensar que A é um cavaleiro, logo esti falando a
verdade, e, portanto, B é bandido. Assim, A é um cavaleiro e B é um bandido.

(b) Suponha que A é bandido. Ent@o a proposi¢ao “Eu sou um bandido ou B é um
cavaleiro” é falsa, o que significa isso? Significa que A é cavaleiro e B é bandido.
Porém, é absurdo que A seja cavaleiro e bandido ao mesmo tempo. Logo, devemos
supor que A é cavaleiro. Se isso ocorre, entao a proposicao “Eu sou um bandido
ou B é um cavaleiro” é verdadeira. Desde que a proposicao “Eu sou um bandido”
é falsa, entao a proposicao “B é um cavaleiro” é verdadeira. Assim, A e B sao
ambos cavaleiros.

Exemplo 5.4. Existem dois gémeos idénticos e o nome de um deles é Joao. Um deles
sempre mente, e o outro sempre diz a verdade. Suponha que vocé encontre os dois
irmaos e queira descobrir qual deles ¢ Joao. Vocé s6 pode fazer uma pergunta a um
deles, e a pergunta tem que ser respondida por sim ou nao. Além disso, a pergunta
nao pode ter mais de trés palavras. O que vocé perguntaria?

Solugao: Para descobrir qual dos irmaos ¢ Joao, pergunte a um deles: “Joao é verda-
deiro?”. Se ele responder “sim”, devera ser Joao, independentemente de estar mentindo
ou dizendo a verdade. Se disser “nao”, Joao sera o outro. Isso pode ser demonstrado
considerando dois casos: o caso de a resposta ser “sim” e o caso de a resposta ser “nao”.

(a) Caso de a resposta ser “sim” Se ele responder “sim”, estara afirmando que
Joao diz a verdade. Se essa afirmacao for verdadeira, Joao sera realmente o que
diz a verdade e, como o falante esta sendo verdadeiro, ele deve ser Joao. Se sua
afirmagao for mentirosa, Joao nao serd realmente verdadeiro; nesse caso, Joao
mentira como o falante, no qual , mais uma vez, o falante devera ser Joao. Isso
prova que, independentemente de o falante dizer a verdade ou mentir, ele deve

ser Joao.
Tabela 5.1: Caso resposta “sim”
Gémeo Joao é verdadeiro? Afirmacao Quem é Joao?
Fala verdade sim Joao é verdadeiro este falante é Joao

Fala mentira sim Joao mente este falante é Joao
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(b) Caso de a resposta ser “nao” Se ele responder “nao”, estara afirmando que
Joao nao é verdadeiro. Se essa afirmacao for verdadeira, Joao serda mentiroso;
se a afirmacao for mentirosa, Joao serd verdadeiro. Em qualquer dos casos, o
falante nao é como Joao, portanto, deve ser o irmao de Joao. Assim, a resposta
“nao” indica que o falante nao é Joao.

Tabela 5.2: Caso resposta “nao”

Gémeo Joao é verdadeiro? Afirmacao Quem é Joao?
Fala verdade nao Jodo é mentiroso este falante ndo é Joao
Fala mentira nao Joao é verdadeiro este falante ndo é Joao

5.7 Légica e Operagoes Bit

Toda informagao inserida no computador é processada internamente através de
bits. Um bit é a unidade béasica que os computadores e sistemas digitais utilizam para
trabalhar, ele pode assumir dois valores possiveis, 0 ou 1. Um bit pode ser usado para
representar um valor de verdade. Como é costumeiramente feito, 1 representa V e 0
representa F'.

Uma operagao bit (ou operagao binaria) é um computo que corresponde aos conecti-
vos logicos, trocando verdadeiro por 1 e falso por 0 nas tabelas-verdade dos operadores
A, V e @. A proxima tabela mostra as operagoes binarias obtidas.

Tabela 5.3: Operagoes binarias

T ylrxANy xVy DYy
0 0 0 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 0

Também ¢ costume usar a notagao AND (E), OR (OU) e XOR (OU-exclusivo) para
os conectivos A, V e @, como em algumas linguagens computacionais.

Informagoes sao frequentemente representadas usando sequéncias binarias, que sao
sequéncias de zeros e uns. Por exemplo, o ASCII é o sistema de representacao de
caracteres mais conhecido. Nesse sistema, os caracteres P e R sao representados pelas
sequéncias 01010000 e 01010010 respectivamente. Para manipular essas informacoes é
frequente o uso de operagoes nas sequéncias binarias.

Definicao 5.1. Uma sequéncia bindria é uma sequéncia de zero ou mais bits. O
comprimento dessa sequéncia € o numero de bits que ela contém.

Exemplo 5.5. 00010001 e 11000 sao sequéncias binarias de comprimento oito e cinco
respectivamente.

Definicao 5.2. A sequéncia bindria tipo OU, a sequéncia bindria tipo FE e a sequén-
cta bindria tipo OU-exclusivo de duas sequéncias bindrias de mesmo comprimento €
aquela que tem como seus bits os bits correspondentes ao OU, E e OU-exclusivo para
0s respectivos digitos das sequéncias originais.
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Exemplo 5.6. As sequéncias binarias tipo OU, tipo E e tipo OU-exclusivo das sequén-
cias 1000110101 e 0110011011 sao dadas por

1 000 1 1 01 01
01 1 0 01 1 011
Oou 1 11 0 1 1 1 1 1 1
E 0000 O0OT1TO0OUO0TO0T1
OU-exclusivo 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0

Usaremos os simbolos dos operadores A, V e @ para representar as sequéncias
binérias tipo OU, tipo E e tipo OU-exclusivo, respectivamente

Exemplo 5.7. Dé os valores de cada uma destas expressoes.
(a) 11000 A (01011 Vv 11011)
(b) (01010 @ 11011) & 01000)

Solucgao: Os valores das expressoes sao:
(a)

11000 A (01011 Vv 11011) = 11000 A 11011
= 11000

(01010 & 11011) & 01000 = 10001 & 01000
= 11001



6 Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentou-se um estudo introdutoério a logica matematica.

Mostrou-se como a logica matemaética pode ser utilizada para formalizar a mate-
mética, tornando-a mais precisa e rigorosa.

Foram apresentadas aplicacoes ligadas as demonstra¢oes matematicas bem como a
situagoes do cotidiano.
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