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Resumo

Este trabalho apresenta um pouco da teoria de corpos de numeros e corpos finitos.
O principal objetivo é mostrar a importancia de polindmios irredutiveis para construgao
de extensoes finitas dos racionais e de Z,, com p primo. Apresentaremos um algoritmo,
utilizando o Python, para testar a irredutibilidade de polinémios de grau 2 e 3 sobre Zs,
dando uma caracterizacao de corpos finitos com 9 e 27 elementos, apresentaremos ainda o

algoritimo de Rabin possibilitando assim caracterizar extensoes de Z, com p" elementos.

Palavras-chaves: Corpos de niimeros, corpos finitos, polindmios irredutiveis,

python.



Abstract

This work presents a little of the theory of number fields and finite fields. The main
objective is to show the importance of polynomials irreducible for building finite extensions
of rationals and Z,, with p prime. We will present an algorithm, using Python, to test
the irreducibility of degree 2 and 3 polynomials over Zs, giving a characterization of finite
fields with 9 and 27 elements, we will also present Rabin algorithm thus making it possible

to characterize extensions of Z, with p".

Key-words: Number fields, finite fields, polynomials irreducible, python
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Introducao

A teoria de corpos finitos e corpos de ntmeros sao de fundamental importancia para
o desenvolvimento da teoria dos cddigos, como vemos em [1], [7] e [9].

Os primeiros codigos corretores de erros, ou seja, codigos que além de detectar os erros
poderiam corrigi-los, surgiram com Richard W. Hamming, Claude E. Shannon e Marcel
J. E. Golay, entre 1947 e 1950. O CPF, por exemplo, é um cddigo corretor de erro.
A estrutura linear e simétrica de codigos obtidos utilizando corpos finitos e corpos de
numeros é de fundamental importancia na tarefa de codificacao, decodificacao e correcao
de erros.

Para o estudo da teoria de corpos finitos e corpos de niimeros, apresentamos conceitos
e propriedades de anéis, dominios, corpos, anéis de polinomios e polinomios irredutiveis.
Testar a irredutibilidade de um polinomios nem sempre é uma tarefa facil. Sendo assim,
nesse trabalho usamos como ferramenta a linguagem de programacao python. Em sintese,
o trabalho traz a construcao de um algoritmo em python para testar a irredutibilidade de
alguns polinomios, em casos especificos.

O trabalho esta dividido em quatro capitulos. O primeiro capitulo traz os conceitos
iniciais de anéis, dominios e corpos. O segundo capitulo define anéis de polinomios so-
bre um corpo, e descreve alguns critérios de irredutibilidade de polinomios. O terceiro
capitulo trata extensoes finitas dos racionais e de Z,. No quarto capitulo, traremos um
algoritmo simples, utilizando a linguagem de programacao python, capaz de verificar a
irredutibilidade de polinomios.

A partir desse trabalho, podemos ter uma ideia de como relacionar a teoria mateméatica
com a programacao. De forma simples e compreensiva, faremos do raciocinio matematico

alguns algoritmos, que no futuro podem ser melhorados.
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Capitulo 1

Anéis e Corpos

Neste capitulo vamos estudar as defini¢oes e propriedades de um anel, subanel, dominio
de integridade e corpo. Apresentaremos também os conceitos de caracteristica de um
dominio de integridade, homomorfismo de anéis e ideais. Esses resultados serao de funda-
mental importancia no desenvolvimento do trabalho. As referéncias desse capitulo podem

ser encontradas em : [3] e [10].

1.1 Anéis

Seja A um conjunto nao vazio munido de duas operagoes: adigao (+) e multiplicagao

(). Vamos denotar este conjunto por(A,+,-).
Definigao 1.1. Dizemos que (A,+,-) € um anel se satisfaz:
i) a+b=0b+a (Comutatividade da Adigao).
i) (a+b)+c=a+ (b+c) (Associatividade da adigdo).
ii1) (a-b)-c=a-(b-c) (Associatividade da multiplicagdo).
iv) 304 € A tal que 04 + a = a, Ya € A (Elemento neutro da adi¢do).
v) Ya € A erxiste —a € A tal que a + (—a) = 04 (Elemento oposto de a).
vi) a-(b+c)=a-b+a-c (Distributividade).

12
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Definicao 1.2. Considere (A, +,-) um anel,

i) Se a multiplicacdo € comutativa, ou seja, a-b=">-a Ya,b € A, entao dizemos que

(A, +,-) € anel comutativo.

ii) Se existe o elemento neutro da multiplicacdo, ou seja, 314 € A tal que 14 - a =

a-1a=a, Ya € A, entao (A,+,-) é chamado anel com unidade.

Exemplo 1.1. a) (Z,+,-), (Q,+,:),[R,+,-) e (C,+,-) sao exemplos de anéis comuta-

tivos com unidade.

b)Seja nZ = {n -a;a € Z}, logo (nZ,+,-) para n € N;n > 2 é um anel comutativo,

porém sem unidade.

c¢)Considere Z, = {0,1,...,n— 1} o conjunto das classes residuais mddulo n. Temos

que (Zyn,+,-), paran € N;n > 2 € um anel comutativo com unidade.

d) Considere Z[\/2] = {a+b\/2;a,b € Z}. Temos que (Z[\/2],+,-) € um anel comutativo
com unidade, com as operacoes definidas da sequinte forma:

Sejam = ey € Z[V?2], tal que v = a +bv2 e y = ¢+ dv/2, entdo
Adicao.
+: ZIV2] x Z[V?2] — Z]V?]
(z,y) — x4+ y = (a+c)+ (b+d)V2

Multiplicacao.

ZIV2 x ZIV2] — Z[V2]
(x,y) — x -y = (ac + 2bd) + (ad + cb)V/2

Propriedades 1.1. Seja (A, +,:) um anel. Sao vdlidas as sequintes propriedades:
1) Unicidade do elemento neutro.
2) Unicidade do elemento simétrico.

3) Seay,ag, -+ ,a, € A(n > 2), entao —(a1+as+---+a,) = —ay+(—az)+-- -+ (—ay,).



14

4)¥Ya € A —(—a) =a.

5)Va,b,c € A, sea+b=a+c, entao b=c ( Lei do corte da adi¢do).

6) O conjunto solug¢do da equagio a + x = b, na variaqvel x, é xt = —a+b, Va,b e A.
7)Vae€ Aja-04 =04 =04"-a.

8) Va,b e A, tem-se que a(—b) = (—a)b = —(ab).

9)Va,b e A, tem-se que ab = (—a)(—Db).

Definicao 1.3. Sejam (A, +,:) um anel e a,b € A. Definimos a diferenca entre a e b
como a —b=a+ (D).

Com base na multiplicacdo em um anel A, podemos definir o conceito de poténcia de

um elemento de A.

Definicao 1.4. Seja a € A definimos a n-ésima poténcia de a da sequinte forma: a* = a

n n

ea” =a""'-a paran > 2.

Utilizando a Definicao 1.4 e o raciocinio indutivo é facil provar as seguintes pro-

priedades de poténcia de um elemento do anel A.

Propriedades 1.2. Sejam (A, +,-) um anel com a,b,c € A e m,n € N*. Sao vdlidas as

propriedades abaizo:
i) a™-a" =amtm
it) (@™)" = a™

Definicao 1.5. Sejam (A, +,-) um anel e L C A ndo vazio. Dizemos que L € subanel de

A se:
i) L é fechado para a adigao e multiplicagao.
it) (L,+,-) € um anel (com as operagoes de A restritas a L ).

Notacao: L < A.
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Como vimos no Exemplo 1.1, Z,Q, R, C,Z[/2], e nZ sao anéis. Assim, nZ < Z <
Q<R<CeZ[V2 <R,

A proxima proposicao facilitara a verificagao de subanéis de um anel A. Note que para
quaisquer subconjunto de um anel A herda as propriedades comutativas, associativas e

distributiva.

Proposicao 1.1. Sejam (A, +,-) um anel e L C A ndao vazio. Tem-se que L < A se, e

somente se,a —be L ea-be L,VYa,be L.

Demonstracao. (=) Como b€ Le L < A, seque que —b € L. Como L é fechado para
a adigdo e a —b = a + (—b) € L. Obviamente, a-b € L.

(<) Como observado antes, as condigdes de comutatividade da adi¢do, associatividade
da adicao e multiplicacdo e também a distributiva sao herdadas de A. Sendo assim, é
suficiente verificar que L é fechado para ambas as operacoes, existéncia do elemento neutro
e existéncia do oposto. De fato, tem-se por hipétese que a - b € L,Va,b € L, segue que
L é fechado para a multiplicacao. Como L # (), existe a € L, assim a —a € L. Como
a—a = 0y4, tem-se que 04 € L. Temos assim, 04 —a = —a € L, ou seja, existe o oposto
em L. Como a+b=a—(=b),sea b€ L, entdo a+b € L, ou seja, L é fechado para a

adicao. |

1.1.1 Dominios de Integridade

Definicao 1.6. Seja (A, +,-) um anel comutativo com unidade. Dizemos que A € um
dominio de integridade, quando A nao possui divisores de zero, ou seja, quando a-b =0,

implicar que a =0 ou b =0, com a,b € A.

Exemplo 1.2. a) Z,Q,R e C ndo tem divisores de zero. Logo, sao dominios de inte-

gridade.
b) Z, = {0,1,2,3} tem divisores de zero, pois 2-2 =4 = 0.

Exemplo 1.3. Z[\/ﬁ] ¢ um dominio de integridade.
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Justificativa: Primeiramente consideramos que Z nao tem divisores de zero. Sejam

:z::a—i-b\/ﬁey:c—i-d\/ﬁeZ[\/ﬂ. Assim, zy = 0 se, e s0 se,

(ac +2bd) + (ad + bc)V2 =0+0[V2] < ac+2bd=0 e ad+bc=0
& ac=-2bd e ad= —bc
& adec= —2bd*> e ad= —bc
& —bc? = —2bd?
& b(*—2d%) =0
=

b=0 ou =24

Temos que ¢ = 2d? se, e somente se, ¢ = d = 0. De fato, vejamos que se ¢ = 2d2,
teremos que ¢? é par, e portanto, ¢ também ¢é par, entdo a decomposicao de ¢? possui
um numero par de fatores iguais a 2 em sua decomposicao em fatores primos. Segue
ainda que se d? também ¢é par, contendo um nimero par de fatores iguais a 2 em sua
decomposicao em fatores primos, teremos 2d? com um ntimero impar de fatores 2 em sua
decomposicao. O que nao pode ocorrer pois, ¢*> = 2d>. E portanto, esta igualdade s6
ocorre quando ¢ = d = 0. Sendo assim temos que b=0 ou c=d=0. Sec=d =0
estd demonstrado, caso contrario teremos que ad = —bc com b = 0, isso se, e s6 se, a = 0.

E portanto, concluimos que a =b=0ouc=d = 0.

Proposicao 1.2. Seja m € N* tem-se que Z,, ¢ um dominio de integridade se, e so se,

m € primo.

Demonstragao. (=) Suponha m composto, ou seja, existe n,l € Z tal que nl = m, com
1 <n,l <m. Temos que, n-l =nl =m =0 em Z,,. Como Z,, é dominio, segue que
7=0oul =0, absurdo pois 1 < n,l < m. Portanto, m é primo.

(<) Suponhamos que 72 - = 0 em Z,, e m primo, tem-se que m | (n - 1) se, e somente se,

m |l oum | l. Logo, temos que 7 = 0 ou [ = 0. |

1.1.2 Homomorfismo de Anéis

Vamos considerar nessa secao (A4, +,-) e (B, +,-) anéis.
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Definicao 1.7. Uma aplicagao ¢ : A — B, é um homomorfismo de anéis se satisfaz:
i) pla+b) = p(a) + o (b)
it) p(a-b) = ¢(a) - ¢(b),
Para todo a,b € A.
Exemplo 1.4. a)A aplicagio identidade
id: A— A
a—a
€ um homomorfismo de anéis.

b) Considere o produto cartesiano diretoA X B = {(a,b),a € A eb € B}. Temos que as

projecoes

m:AXxB— A

(a,b) = a

m: AXB— B

(a,b) —> b
sao homomorfismo de anéis.
c) Seja m € Z positivo, tem-se que
72— Zpy
ar—a

€ homomorfismo de anéis.

Definicao 1.8. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis, chamaremos o subconjunto

de A, {a € A; f(a) =0} de nicleo de f. Notagao: N(f) ou ker(f).
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Vejamos que, no Exemplo 1.4, ker(f) = {a € Z; f(a) = a = 0} = aZ. Nas fungoes
m : Ax B — A tal que, m((a,b)) =aem: Ax B — A tal que, m((a,b)) = b temos
que, ker(m) = {04} x B e ker(m) = A x {0p}.

Para simplificar a escrita daqui para frente, vamos chamar um homomorfismo f :

A — B de:
i) monomorfismo, se f é injetor.
ii) epimorfismo, se f é sobrejetor.
iii) endomorfismo, se A = B.
iv) automorfismo, se f é endomorfismo bijetor.

v) isomorfismo, se f é homomorfismo bijetor. Neste caso, usaremos o simbolo ~, para

dizer que A é isomorfo a B.

Em seguida apresentaremos alguns resultados importantes de homomorfismo de anéis,
para isto definiremos os inversiveis de um anel A, como sendo todo elemento de A que

possui inverso multiplicativo em A e o conjunto dos invenciveis sera denotado por U(A),

isto ¢ U(A) ={a € A;ab=1,b € A}.

Proposigao 1.3. Sejam A, B anéis e f : A — B homomorfismo, sao vdlidas:
1. f(04) =0p;
2. f(=a) = =f(a);
3. fla="b)= f(a) = f(b);

4. f €injetor se, e sd se, ker(f) ={0a};

©

Se f € sobrejetora e A possui unidade, entao B possui unidade e f(14) = 1p;

S

Se f € sobrejetora, A possui unidade e a € U(A), entao f(a) € U(B) e f(a™t) =
(f(a))~".
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1.1.3 Caracteristica de um Dominio de Integridade

O conceito de caracteristica tem grande importancia em nosso estudo uma vez que
nosso foco sao os corpos de nimeros e corpos finitos.

Vamos considerar D um dominio de integridade e o conjunto

mlp =1p+1p+...+ 1p(m vezes), se m > 0
Z1p =4 mlp=—1p—1p...— 1p(mvezes), se m < 0.

0.1 =0p
Claramente, Z.1p é subanel de D.

Definicao 1.9. Seja D um dominio de integridade. Definimos caracteristica como o

menor inteiro positivo m tal que mlp = 0, isto ¢,
car(D) = min{m € Z* ;mlp = 0}.
Caso nao exista m € 77, tal que mlp = 0, diremos que a caracteristica € zero.

Um exemplo ¢ Z,, com p primo. Pela Proposigao 1.2, Z, ¢ um dominio de integridade

e claramente Z, tem caracteristica p. Temos que Z,Q,R e C tem caracteristica zero.

Teorema 1.1. Se D é um dominio de integridade, entao car(D) = 0 ou car(D) = p,

com p um numero primo.

Demonstragao. Suponhamos car(D) = n = nyng, com 1 < ny,ng, < n. Assim, temos
nlp =ninglp = (n1lp)(nalp) = 0. Como D é dominio temos que nylp = 0 ounslp =0,

o que contradiz a minimalidade de n. Portanto, n é um nimero primo. [

Corolario 1.2. Se D é um dominio de integridade e car(D) = 0, entao D tem um subanel

isomorfo a 7.

Demonstracao. Basta considerar a aplicacdo ¢ : Z — Z.1p, dada por p(m) = m.1p.
Tem-se que ¢ estd bem definida, pois a adicdo em D esta bem definida. Claramente,
N(p) = {0} e Im(p) = Z.1p, ou seja, p é injetora e sobrejetora. Por fim, p(m + n) =
(m+n).1lp =m.dp+nlp = o(m)+p(n)ep(mn) = (mn).lp =m.lp.nlp = p(m).o(n).

Portanto, ¢ é um isomorfismo. [
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Corolario 1.3. Se D é um dominio de integridade e car(D) = p, com p um nimero

primo, entao D tem um subanel isomorfo a Z,.

Demonstracao. Basta considerar v : Z, — Z.1p, dada por ¢)(m) = m.1p. Tem-se que
1 estd bem definida, pois se m = 7, entao m — n = kp, para algum k € 7Z, e assim,
(m —n).1p = 0p, ou seja, m.1p = n.1p. Note que N(¢) = kp, com k € Z. Logo, ¢
é injetora. Como Im(¢)) = {0.1p,1.1p,...,(p —1).1p} = Z.1p, pois car(D) = p, segue
que ¢ é sobrejetora. Ainda, Y(m +7n) = Y(m+n) = (m+n).lp = mlp +nlp e

Y(m.n) =y(mn) =mn.lp = m.lpn.lp, tem-se que ¥ é um isomorfismo. |

Observagao 1.1. Note que se car(D) = 0, pelo Coroldrio 1.2, D tem um cdpia de Z.
Logo, D € infinito. E se D € finito, entao car(D) = p, com p primo e D tem uma cdpia

de Zy,.

Proposicao 1.4. Sejam D um dominio de integridade de caracteristica p e q € Z tal que

q=1p", para algum inteiro positivo r. Se a,b € D, entdo (a = b)? = a? £ b7.

Demonstracao. A demonstracao é consequéncia direta do binomio de Newton e do fato

que p divide b ,paratodoi=1,...,p—1. Vamos denotar m = 1 a? b4+

! ab® " em (a+b)? = a’+ et ! ab® b7 = ad+m+be.
qg—1 1 qg—1

Como ¢ divide m e p divide ¢ temos que m = 0. Assim, concluimos que (a+b)? = a?+ b.

Para o caso (a — b)? a demonstragao serd analoga. |

1.1.4 Ideais

Vamos considerar nessa secao A um anel comutativo.

Definigao 1.10. Seja I subconjunto nao-vazio de A, dizemos que I € ideal de A se as
condigcoes a sequir sao verificadas:

i)x —y € I, para todo x,y € I;

it)a-x € I, para todoa € A ex € I.

Notacgao: I < A.
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Chamaremos {0} e A de ideais triviais e os ideais nao triviais chamaremos de ideais

préprios.

Definicao 1.11. Chamaremos um ideal I de ideal principal gerado por a € A, se todo
elemento x € I € da forma x = a-y, comy € A. Vamos denotar o ideal principal gerado

por a da sequinte forma I = (a).

Um dominio de integridade que s6 possui ideais principais ¢ chamado de dominio

principal.
Proposicao 1.5. Temos que 7 é um dominio principal.

Demonstracao. Devemos mostrar que para todo J < Z, tem-se que J é principal. De
fato, como J # 0, segue que existe x € J, e assim, z —x = 0 € .J. Se 0 é o inico elemento
de J temos que J = (0), ou seja, J é principal.

Agora, se existe a € J, com a # 0, entdao —a € J. Logo, existe um subconjunto de
J com elementos positivos. Pelo principio do menor inteiro positivo, existe b € J menor
elemento positivo de J. Seja m € J, pelo algoritimo de Euclides existem ¢ e r € Z, tais
que m =bq+r,com 0 <r <b ComomebeJ, segue que r =m —bq € J. Logo r =0,
pois b é o menor elemento positivo de J. Assim, m = bg, e dai, m € (b), ou seja, J C (b).

Claramente, (b) C J, e assim, J = (b), com b o menor elemento de J. |

Definigao 1.12. i) Um ideal P de A é chamado de ideal primo, se P # A e sempre

quex -y € P, temsex € Pouy € P

it)  Um ideal proprio J de A é dito ideal mazimal, quando J C I C A, implicar que,
I=Aoul=1/J.

Proposicao 1.6. i) Os ideais primos de Z sao ideais gerados por um nimero primo ou

por 0.
it) Todo ideal primo de 7. é mazimal.

Demonstracao. i) Se P = {0}, temos que (0) = P. Se P = (a) com a # 0, suponhamos
que a = z.y, com 1 < z,y < a. Como (a) é primo, temos que = € (a) ou y € (a),

contradizendo a minimalidade de a. Portanto, a é primo.
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ii) Sejam J,I < Z tal que J C I C Z e J é ideal primo de Z. Como Z é dominio
principal, temos que J = (p) e I = (m). Sendo p primo e J C I temos que p = mk, mas
isso s0 é possivel se m =1ou k =1,ouseja, [ =Zou J =1.

[ |

Seja I um ideal do anel A. Vamos inicialmente definir a seguinte relagao;
r,y € Ayx Zy(modl), < x—yel

Podemos facilmente verificar que se trata de uma relacao de equivaléncia e denotaremos
por a+ I = {x € A;z = a(modl) a classe de equivaléncia do elemento a € A, com a
relacdo = (modl).

Agora, vamos considerar I > A e ? o anel quociente de A por I, com as operacoes
(a+I1)+(b+1)=(a+b)+Ie(a+1I).(b+1I)=(a.b)+I. Claramente, a+1 =0b+ I se,

e somente se, a —b € I, em que 0+ I é o elemento neutro e 1 + J é a unidade de T

Teorema 1.4. (Teorema do Isomorfismo) Sejam A e B anéis comutativos. Se f : A — B

~

€ um epimorfismo, entao

A
N(f)
Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar que N(f) é um ideal de A. Temos que
N(f) # @, pois 0 € N(f). Se z,y € N(f), entao f(z—y) = f(z) - f(y) = 05— 0p = Op,
ouseja, t —y € N(f). Esex € N(f) ea € A, entao f(za) = f(x)f(a) = 0pf(a) = 0p,
ou seja, za € N(f). Logo, N(f) é ideal de A. Para facilitar a escrita, consideramos
N(f) = 1.

Agora, considere ¢ : ? — B dada por ¢(a + I) = f(a). Mostraremos que ¢ é um
isomorfismo.

De fato, note que ¢ estd bem definida, pois se p(a + I) = f(a) e p(a + I) = f(d'),
entao f nao estaria bem definida, o que nao ocorre.

Claramente, ¢ é homomorfismo, pois f é homomorfismo. Agora, considere b € B.
Como f é epimorfismo, existe a € A tal que f(a) = b. Assim, basta tomar p(a + I) =
f(a) = b e p é sobrejetora.

Por fim, note que N(¢) = {a+ N(f);p(a + N(f)) = f(a) = 0} = N(f), ou seja,
N(p) =04 N(f), ou seja, ¢ é injetora. Portanto, ¢ é um isomorfismo. |
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O préximo resultado é um dos resultados mais importantes do capitulo. E tera uma

versao mais forte na secao de corpos.

~ ‘ A L ‘
Proposigao 1.7. Tem-se que I > A primo se, e somente se, 7 € um dominio de inte-

gridade.

A
Demonstracao. Sejam a+1eb+1 € - com (a+1)(b+1) = 0+1, ouseja, ab+I = 0+1.
Logo, ab € I com [ ideal primo de A, ou seja, a € [ ou b € I. Desta forma, a+1 =0+ 1

A
oub+ I =0+ I. Portanto, T ¢ um dominio de integridade.
A
Reciprocamente, considere ab € I. Logo, ab+ I = 0+ I em T Como ab + I =

A
(a+1)(b+1), segue que a+I=0+1Toub+1=0+1, pois T é dominio . Assim, a € [
ou b € I. Portanto, I > A primo. |

1.2 Corpos

Agora, vamos definir corpos que é o principal conceito do trabalho.

Definigao 1.13. Um corpo é um anel comutativo com unidade (A,+,-), em que todo

elemento nao nulo € invertivel, ou seja, Va € A*,3 a=1 € A* tal que aa™! = 1.

Exemplo 1.5. a) Q,R,C sdo corpos.

b) Z nao € um corpo. Em particular, somente 1 e —1 sdo inversiveis em 7.
Proposicao 1.8. Todo corpo é um dominio de integridade.

Demonstracao. Seja K um corpo e a,b € K, tais que ab = 0. Se a # 0, entao existe

1

a ! €K, tal que aa=t = 1. Logo a~tab = 1b e a tab = a='0 = 0, ou seja, b = 0. De

modo andlogo, se b # 0, entao a = 0. Portanto K é dominio. |
Proposicao 1.9. Todo dominio de integridade finito é corpo.

Demonstragao. Seja A um dominio de integridade finito, A = {aq, as, - - - a, }. Considere

a; # 0 e a aplicagao

fo, A— A

aj —— a;a;.
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i)Temos que f,, estd bem definida, pois A é fechado para a multiplicagdo, ou seja,
aja; € A e se tivéssemos aja; = ay e a;a; = a;, com a 7# a; a multiplicagao em A

nao estaria bem definida, o que nao ocorre.

ii)Se axa; = aja;, entdo (ay — a;)a; = 0. Como A é dominio e a; # 0 segue que a; = aj,

e portanto, f é injetora.

iii) Como f,, é injetora e A é finito, segue que f,, é sobrejetora.

Assim existe a; € A* tal que a,a; = 1, Va, € A*.
Portanto A é corpo. [

Exemplo 1.6. Se p € um nimero primo, entao Z, € finito e € um dominio de integridade,

e portanto, um corpo.

Observagao 1.2. Como vimos na Observacao 1.1 se K € um corpo de caracteristica p,
temos que K tem uma copia de Z,. Além disso, Z, é isomorfo ao menor corpo contido

em K. Para isso, basta notar que Z.1x estd contido em todo subcorpo de K.

Proposicao 1.10. Se K € um corpo e car(K) = 0, entdo o menor subcorpo de K €

isomorfo a Q.

Demonstracao. O menor subcorpo de K ¢é a intersecao de todos os subcorpos de K.

Seja F = NK;, com K; subcorpo de K. Devemos mostra que F ~ Q.

-1
De fato, considere a aplicacao ¥ : Q — K, dada por (%) = Z—l.
Vejamos inicialmente que 1 esta bem definida. Sejam 7 e CEZ’ com mde(b,d) =1 e
a # c, isto é % #+ 2, logo teremos que a-1 # ¢-1 com b-1 e d-1 primos entre si, e
tant a-1  c-1
rtanto —— # ——.
PORAe T 17 a1

i) Claramente ¢ é um homomorfismo de anéis.

ii) Como N(¢) = {% € Qal= 0} e car(K) = 0 segue que N(¢) = {9 = O}, ou
seja, 1 € injetora.

iii) Logo, pelo Teorema 1.4, Q ~ ¥(Q), ou seja, ¥(Q) é subcorpo de K.

iv) Basta notar que ¥(Q) = F. Claramente, F C ¢(Q), e como, a.1,b.1 € F segue que
1
a.1(b.1)"! € F, ou seja, Z_l eF.
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Portanto, F ~ Q. |

Neste capitulo vimos que existem dois tipos de corpos. Os corpos de caracteristica
zero, que contém um copia dos racionais, que por consequéncia Sao COrpos com uma
infinidade de elementos. E os corpos de caracteristica um nimero primo p, que contém
uma copia de Z,,.

Nosso objetivo nos proximos capitulos é entender como esses corpos sao obtidos.



Capitulo 2
Polin6mios

Neste capitulo iremos estudar polinomios com coeficientes em um corpo e alguns
critérios de irredutibilidade de polinoémios. As principais referéncias sao: [2], [4], [8] e

[10].

2.1 Anéis de Polinémios

Seja A um anel e x uma varidvel. A expressao f(z) = a9 + a1z + -+ + a,x", onde
a; € A,parai =0,1,2,--- ;nen € IN ={0,1,2,---} é chamado de polinomio na variavel
x com coeficientes em A.

Se a; = 0,Vi =0,1,--- ,n, chamamos f(z) de polinémio identicamente nulo e deno-

tamos f = 0.

Para os termos em que a; = 0 , omitiremos o termo a;x".

Dois polinomios f(x) = ag+a1x+ -+ a,2™ e g(z) = by + bz + - - - + b,2™ sdo iguais
se, e somente se, a; = b;, para todo ¢ =0,1,--- ,n.

Chamaremos de grau do polinémio nao nulo f(x) = ag + a1z + - - - + a,x", o maior n
tal que a, # 0 e denotaremos J(f(z)), ou simplesmente, d(f). Se I(f) = n, chamamos
a, de coeficiente lider. Se d(f) =n e a, = 1, chamaremos f de polinémio monico.

Vamos denotar por Alx], o conjunto de todos os polindémios na varidvel z com coefi-

cientes em A.

Observagao 2.1. Claramente A C Alx]. Basta tomar f(x) = a, com a € A.

26
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Definiremos agora duas operagoes em Alx]. Sejam f(z) = ag + a1x + -+ + a,2" e

g(x) = by + bz + -+ + bpa™ em Alz].

+ 1 Alz] x Alz] — Alz]
(f(2),9(x)) — (f + g)(x) = (a0 + bo) + (a1 + br)x + - - + (ag + by)z",
onde k = max{m,n}

< Alx] x Alz] — Alx]
(f(@), g(x) — (f-9)(x) = Y ',

1=0

onde ¢; = Y% a;bij.

Observacao 2.2. Se f(x),g(x) € Alz] nao nulos, com O(f) = n e d(g) = m, entdo
O(f +g) <maz{d(f),0(g)} ou f+9=0ed(f.g) <I(f)+(g) ou f.g=0.

Exemplo 2.1. Sejam f(x) = —1 + 2 + 22% e g(x) = 4 + 3z em Z[z]. Temos que
(f+9)(x)=3+4x+22% e (f - g9)(x) = co + 1T + 22 + 323, onde.

C()Iaobo: (—1)4: —4
01:a0b1+a1b0:(—1)3+1-4:1
CQ:aobg—l—albl—l—agbg:O+1'2+2'4:1]_

03:a0b3+a1b2+a2b1+a3b1:O+0+2-3+0:6
ou seja, (f - g)(x) = —4+x + 112* + 623,

Logo, se A um anel comutativo com unidade, entao (A[x],+,-) também é um anel

comutativo com unidade, onde f(x) =0 é o elemento neutro e g(z) = 1 é a unidade.

Proposigao 2.1. Se A é um dominio de integridade, entao Alx] € um dominio de inte-

gridade.

Demonstracao. Se A nao tem divisores de zero, temos que a # 0 e b # 0 implica que
ab # 0. Sejam f(z) = ag+ iz + -+ +a,2” Z0e g(x) = by + bz’ + -+ + bpz™ #£ 0
e supondo que J(f) = n e d(g) = m, tem-se que a,, # 0 e b, # 0. Como f(z)g(z) =
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Sritert e ¢ = > i— @jbi_j, temos entdo que Cpym = anby, # 0, consequentemente

temos f(x)g(x) # 0.
|

Observagao 2.3. De acordo com a Proposi¢io 2.1, se f(x),g(x) € Alx] nao nulos, com

A dominio de integridade, O(f) =n e d(g) = m, teremos que O(f.g) =n + m.

Na préxima Proposigao vamos considerar U(A) o conjunto dos elementos inversiveis

do anel A.
Proposigao 2.2. Se A é um dominio de integridade, entao U(Alz]) = U(A).

Demonstracao. Claramente temos que U(A) C U(A[X]), pois se a € U(A) existe
b e U(A) tal que ab = 1. Logo, se f(z) = a € Alzx], existe g(x) = b € Alz], tal que
f@)g(z) = ab=1.

Agora, seja p(z) = > ja;x’ € Alz], ndo nulo e inversivel. Logo, existe ¢(z) =

> o bja? € Afz], nao nulo tal que

m-+n
px)g(z) = et =1,
k=0
em que ¢ = Zf:o a;by_¢, ou seja,
Crman = apby =0
Cm4n—-1 = anbm—l + an—lbm =0
Co = aobg =1

Se a, # 0 teremos b,, = 0, em ¢, ,. Da mesma forma teremos b,, 1 = 0 em ¢, yp_1-
Repetindo esse processo concluiremos que b,, = b,,_1 = --- = by = 0. Assim, ¢(x) = by,
com by € A, ndo nulo e inversivel. Assim p(z) também é constante, nado nulo e inversivel

como queriamos.
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2.1.1 Divisao de Polinomios

Vamos considerar a partir desta se¢do K um corpo e K[z] o anel de polinémios sobre

K.

Teorema 2.1. (Algoritmo da divisio euclidiana) Sejam f(x),g(x) € Klz] e g(x) nao
nulo. Entao existem dnicos q(x),r(z) € Klz|, tais que f(x) = g(z)q(z) + r(z), com

d(r) < 9(g) our =0.

Demonstragao. Caso f = 0, basta tomar ¢ =0er =0. Se f #Z 0, temos I(f) =n >
d(g) = moun < m. Sen < m, consideramos g = 0 e r(z) = f(z) garantido a condigao
que O(r) < I(g).

Se n > m vamos definir fi(x) = f(z) —a,b,'z" ™g(x), onde a, é o coeficiente lider de
"y (x) é

ay,, assim teremos que O(f1) < 9(f). Sendo suficiente mostrar agora a existéncia de fi(x),

f(x) e by, o coeficiente lider de g(z). Vejamos que o coeficiente lider de a,b, 'z

para todo n > 0. Facamos por indugao sobre n.

Para n = 0 temos m = 0, e assim, f(x) = a9 # 0 e g(x) = by # 0, o que implica, que
fi=0e f(x) = aoby 'g(x) # 0, ou seja, q(x) = aghy ' e r = 0.

Agora vamos mostrar a unicidade do teorema. Suponhamos agora que existam q(z), r(x) €
K[z] para todo k < n. Temos entao que existem ¢;(x) e r(x) tal que fi(x) = q¢1(x)g(z) +
ri(z), com r; = 0 ou d(ry) < d(g). Substituindo fi(z) em f(x) = fi(z) + a,b;g(z)
temos f(z) = qu(2)g(x) + r1(z) + anby'2"""g(x) = (@1 (x) + anby'a"")g(x) + r1(x), ou
seja, existe ¢(r) = q1(x) + a,b,'x" ™ e r(z) = ().

Suponhamos que existam q;(z),71(x), g2(z), r2(z) € K[z] tal que f(z) = q1(z)g(x) +

ri(x) e f(z) = q(z)g(x) + ra(x), assim temos a igualdade;

q(7)g(r) +ri(x) = q2()g() + 72()
< (z)g(x) + () — @2(2)g(2) = r2(z)
& (q1(x) — g2(2))g(x) = r2() — 11(2)

Sendo assim 9((q1—¢2)g) = 9(ry—r1). Suponhamos ¢;(x) # ¢2(x). Analisando os graus
temos 0((q1 — q2)g9) = 0(q1 — q2) + O(g) > g e O(ry — r1) < max{d(r1),0(r2)} < A(g),



30

que é uma contradigdo ou d(ry — r1) = 0. Portanto, s6 podemos ter ¢i(x) = go(z),
consequentemente 7 (x) = ro(x). |

Sejam f(z) e g(z) € K[z]. Assim, pelo Teorema 2.1 existem tunicos ¢(x) e r(x) € K[z],
tais que, f(x) = g(x)q(z) + r(z), com r(z) = 0 ou d(r) < d(g). Logo, se r = 0, dizemos

que g(x) divide f(x), e denotaremos por g|f, caso r(z) #Z 0, temos que g(x) nao divide

f(z) e denotamos por g1 f.

Definigao 2.1. Seja A um anel comutativo com unidade. Dizemos que f(x) € Alx| é
irredutivel sobre A se, e somente se, f(x) & U(A[z]) e sempre que f(x) = p(z)g(x),

tiermos p(x) ou g(x) € U(Alz]). Se f(x) ndo € irredutivel dizemos que f(x) é redutivel.

Exemplo 2.2. a) Vejamos que todo polinomio de grau um em Alx| € irredutivel.
b) Seja f(x) € Alz] em que Of = n > 1. Vejamos que se o termo independente for

nulo, teremos que f(x) serd redutivel por x pois podemos escrever f(x) da sequinte forma,
f(z) = 2(a; + agw + - - a,z™ )

De acordo com a Definigao 2.1, se tivermos f(z) € K[z], entao f(x) é irredutivel se, e
somente se, f(z) € K* e sempre que f(x) = p(z)g(x), tivermos p(x) ou g(x) € K*.
Mais adiante iremos apresentar alguns critérios de irredutibilidade de polinomios. Mas

antes vamos definir raiz de um polinomio.

2.1.2 Raizes de Polinomios

Vamos continuar considerando K um corpo.

Definicao 2.2. Seja f(z) € K[z] um polindmio ndo nulo. Dizemos que o € K € raiz de

f(z) € K[z] quando f(a) = 0.

Proposicao 2.3. Se f(z) € K[z]| é ndo nulo e O(f) = n, entdao f tem no mdzimo n raizes

em K.

Demonstracao. Se f nao tiver raizes em K nao hé o que demonstrar. Caso contrario
vamos mostrar por indugao sobre 9(f) =n. Se 9(f) =0, entao f(x) =a # 0, e assim, f

nao possui raiz em K.
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Suponhamos que existe a € K raiz de f. Temos que a também é raiz de z — o € K|z].
Utilizando o algoritmo euclidiano existem ¢(z) e r(x) em K|x] tais que f(z) = (z—a)q(x)+
r(z), com 0 < d(r) < lour=0. Assim, r(z) =b € Kour =0. Como f(a) =0, segue
que (@ —a)q(a)+r(a) =r(a) = 0. Logo, r =0, ou seja, f(x) = (r—a)q(x). Note que se
B # a €K éraiz de f(z), entdo [ é raiz de ¢(x), pois K é um corpo. Como d(¢) =n —1
podemos aplicar a hipétese de indugao, e assim, g tem no maximo n — 1 raizes em K, o

que implicard que f tem no maximo n raizes em K como queriamos. |

Corolario 2.2. Sejam f(x) € Kz] ndo nulo e o € K. Temos que (x — ) | [ se, e

somente se, a € raiz de f.

Demonstracao. Temos que (z — «) | f se, e somente se, existe ¢(z) € K[z]| tal que
f(z) = (x — a)q(x) se, e somente se, f(a) = (o —a)g(a) = 0 se, e somente se, v é raiz de

I ]

Corolario 2.3. Se f(x) € K[z], com O(f) = 2 ou 3, temos que f € redutivel se, e somente

se, existe o € K tal que f(a) = 0.

Demonstragao. Em ambos os casos, f é redutivel se, e somente se, f(z) = g(z)q(x),
com pelo menos d(g) = 1. Logo, sem perda de generalidade podemos considerar f ménico,
e assim, g(z) = z — a, com « € K. Portanto, « é raiz de f. [ |

Vejamos que para polindmios de grau maior que trés, existe a possibilidade de que o
polinémio pode ser redutivel por polinomios irredutiveis de grau maior ou igual a dois,
Justificando assim o por que o corolario acima nao é véalido para polinémios de grau maior

que tres.

Definigao 2.3. Sejam f(z) e g(x) € Klz|. Se existe d(z) € K[z] tal que d(x) | f(z), d(x) |
g(x) e sempre que ezistir d'(x) tal que d'(z) | f(x) e (x) | g(z) tivermos que d(x) | d'(x),
diremos que d(x) é o Mdzimo Divisor Comum, e denotaremos d(z) = MDC(f(x),g(x)).

Agora, vamos considerar f(z),g(z) € K[z] ndo simultaneamente nulos. Suponhamos

J(f) > 0(g). Logo, existem ¢;(z) e ri(x) € K[z] tais que

f@)=g(@)q(z) +r1(x), com 0 < A(r;) <d(g) our, =0
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Se d(r1) < 0(g), existem ga(z) e ro(x) € Kz] tais que
g(x) = ri(x)ga(x) + ro(x), com 0 < A(rq) < A(r;) oury =0

Aplicando o processo sucessivamente até chegarmos em r, = 0, temos que r,_; serd
chamado de mde(f, g).

Claramente, se g | f, temos que mdc(f, g) = g.

Como consequéncia desse processo de sucessoes sucessivas pode-se afirmar que se
d(x) = mde(f(x),g(x)), entao existem m(x) e n(z) € Klz| tais que d(z) = m(x)f(z) +
n(x)g(z). A reciproca também é vélida. Quando mde(f,g) = 1, diremos que f e g sdo

primos entre si.

2.1.3 Ideais em K][z]

Continuaremos considerando K um corpo. Nessa secao mostraremos que K[z] é um
dominio de ideais principais e analisaremos quais polinomios geram os ideais primos e

maximais de K[z].
Teorema 2.4. Klz| € um dominio de ideais principais.

Demonstracao. Seja I < K[z| ndo nulo. Claramente, se I = {0}, entdo I = (0), ou
seja, é principal. Agora, se existe p(x) € I, com p Z 0, temos que d(p) = 0 ou d(p) > 0
Se d(p) = 0, ou seja, p(x) = a # 0, com a € K, teremos que aa~! =1 € I. Com isso,
I = K[z] = (1). Se d(p) > 0, entdo vamos supor sem perda de generalidade que J(p)
¢ o menor de I. Logo, se f(xz) € I, como O(f) > O(p), existem ¢(z),r(z) € Klz] tais
que f(x) = p(x)q(z) + r(x), com I(r) < d(p) our = 0. Como f(x) € I e p(x)q(z) € I,
segue que r(z) € I, mas como p(x) é o de menor grau em I, tem-se que r = 0. Portanto,

f(x) € (p(x)), ou seja, I = (p(x)). -
( Kiz]

(f(2))

e como K[z] é dominio de ideais principais, podemos escrever o anel quociente da seguinte

Seja f(z) € K[z], monico ndo constante de grau n. Temos o anel quociente F =

forma:

F = = {r(x);r(z) € K[z], com r =0 ou d(r) < 9(f)}.
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K
Podemos facilmente verificar que F = 7 ([x% ¢ um anel comutativo com unidade, pois
x
as propriedades sao herdadas de K[z].
- . Klz] . , )
Proposicao 2.4. Seja g(z) € F = nao nulo, temos que g(x) € inversivel se, e

somente se, mdc(f,g) = 1.

Demonstragao. Suponhamos g(z) ndo nulo e inversivel em F. Assim, existe h(z) € F,
tal que g(x)h(x) =1 em I, isto é, existe q(z) € K[z] tal que g(z)h(z) = f(z)q(z) + 1, ou
seja, g(x)h(x) — f(z)q(x) = 1. Portanto, mdc(f, g) = 1.

Agora, se mde(f,g) = 1, entdo existem h(z) e g(x) € K[z] tal que g(x)h(z) +
f(x)g(x) = 1. Assim, g(x)h(z) = f(x)(—q(z)) + 1. Portanto existe h(z) € K[z] tal

que g(z)h(x) =1 em F, ou seja, g(x) é inversivel. |

Proposicao 2.5. O anel F = ¢ um corpo se, e somente se, f(x) € irredutivel.

Demonstragao. Suponhamos f(x) redutivel, isto é, existem g(z) e ¢(z) € Klz] nao
nulos, tais que f(x) = g(x)q(z). Como f(x) =0 em F, segue que g(x)g(z) =0 em F o
que nao ocorre pois [F é corpo.

Agora se F é corpo, entao todo g(x) € F nao nulo é inversivel. Segue da Proposigao

2.4 que gt f, ou seja, f é irredutivel. |

2.2 Critérios de Irredutibilidade de Polinomios

Nessa secao daremos alguns resultados sobre irredutibilidade de polinomios sobre Q e
sobre Z,, com p primo. A principal referéncia desta secao sera [2].

Inicialmente vamos considerar f(z) = a,z"+a, 12" '+ -+ay € Q[z] nao nulo. Como

p,...,a1,a0 € Q, podemos encontrar o mmc = m dos denominadores a,,...,a,aq, €
: _ h(@) ; .
assim, escrever f(x) = ==, com fi(x) € Z[x]. Supondo f(x) irredutivel sobre Z con-

seguimos mostrar que fi(x) é irredutivel sobre Q, consequentemente, f(z) serd irredutivel

sobre Q. Esse resultado é conhecido como Lema de Gauss.

Lema 2.5. (Lema de Gauss) Seja f(x) € Z[z]. Se f(x) € irredutivel sobre Z, entdio f(x)

¢ irredutivel sobre Q.
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Demonstracao. [2], pag. 43. |

A seguir daremos um critério para irredutibilidade em Z.

Teorema 2.6. (Critério de Eisenstein) Seja f(x) = apa®™ + ap12™ ' + -+ + ag € Z[z].
Se existir primo p tal que

i)ptan

i)p | ag,ay,...,p| a

i11)p? 1 ap.

entao f(z) € irredutivel sobre Z.
Demonstragao. [2], pag. 44. |

Utilizando entao o lema de Gauss, podemos verificar que se as condigoes do critério
de Eisenstein forem satisfeitas, entdo f(x) sera irredutivel sobre Q.

Vimos no Corolério 2.3, que se d(f) = 2 ou 3, f é redutivel sobre K se, e somente, se
f tem raiz em K. Uma forma de verificar se um polinémio de grau 2 ou 3 sobre QQ tem

raiz em Q é usar o Teste da raiz racional a seguir.

Teorema 2.7. (Teste da raiz racional) Seja f(z) = apa™ + ap_ 12" ' + -+ + ag € Z[z],

com O(f) =n. Sea =1 €Q € raiz de f(x) e mde(r,s) = 1, entdo r|ag € s|ay,.
Demonstracao. [2], pag. 28. |

Exemplo 2.3. Seja f(z) = 2° + 62* — 32> + 3 € Z[z]. Pelo critério de Eisenstein para
p =3, temos que 311,3|3,3| =3 €36, mas 3>13. Logo, f(x) € irredutivel sobre Q.

Exemplo 2.4. Seja g(x) = 52® + 322 — 1 € Z[z]. As possiveis raizes racionais de g(x)
estao no conjunto {:i:l,:i:%}. Como g(1) = 7,9(—1) = —3g (%) = _2—251 e g(%l) = _2—253,

seque que g(x) € irredutivel sobre Q.

Agora vamos apresentar o Algoritmo de Rabin|2], para irredutibilidade sobre f(z) €
Zy|z], neste momento o algoritimo ird parecer um tanto confuso, porem no capitulo 3
mostraremos porque ele funciona.

Queremos analisar se f(z) € Z,[z] é irredutivel sobre Z,. Primeiramente, f(z) deve

ser monico e seu termo constante ndo poderd ser nulo, pois caso isso ocorra f(z) tera
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o fator x. Em seguida, verificaremos se f(x) divide 2*" — x, onde n = 9(f). Por fim,
devemos ter que mde(f, z” —x) = 1, para todo j | n. Se f(z) satisfizer essas 3 condicoes

f(x) sera irredutivel sobre Z,.



Capitulo 3

Extensoes de Corpos

A fim de estudar as extensoes de Q e Z,, com p primo. Iniciaremos apresentando
resultados e definigoes sobre extensdes de um corpo K qualquer. As referéncias dessa

capitulo sao: [7], [8] e [10].

Definicao 3.1. Sejam L e K corpos tais que K C IL. Dizemos que I € uma extensao de

K, e denotaremos por L|K.

Exemplo 3.1. i) Como Q e R sdo corpos e Q C R, temos que R € uma extensao de Q.

i) Seja Q(v/2) o menor subcorpo de C contendo v/2 e Q. Temos que Q(v/2) D Q, ou

seja, € uma extensao de Q.

Definicao 3.2. i) Seja L|K extensao de corpos. Dizemos que o € L € algébrico sobre K
se existe f(x) € K[x], ndo nulo tal que f(a) = 0.

ii)Dizemos que L|K ¢é algébrica se Yo € L, v € algébrico sobre K.

Observagao 3.1. Se f(x) € K[x] ndo nulo e f(a) = 0, entdo existe um polindmio monico
irredutivel p(z) € K[z] tal que p(o) = 0. Vamos denotar p(x) com essas caracteristicas

por irr(a, K).

Teorema 3.1. Se v € L e ¢ : Klz] — L tal que o(f(x)) = f(«), entao ¢ é homomor-

fismo tal que
i) Imp =Klo] e K C Kla] C L

36
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it) Se o € algébrico sobre K, entao N(p) = (p(x)), onde p(z) = irr(a, K).

ii1)Se o € algébrico sobre K, entdo ~ Kla], onde p(z) = irr(a, K).

Demonstracao. Claramente ¢ é homomorfismo, pois ;
p(f(x) +g(x) = o((f +9)(x) = (f + 9)(a) = fla) + g(@)
p(f(x)-9(x)) = o((f - 9)(x) = (- 9)(a) = f(a) - g(a)

i) Temos que Im(p) C Kla], pois ¢(f(z)) = f(a) € Kla]. Tomando f(a) € K[a],
basta tomar f(z) € Klz|, que assim ¢(f(x)) = f(«), ou seja K[a] C Im(p). Concluindo
que Im(y) = K[a]. Claramente K C K|a], pois basta tomar f(x) = ag + 0 + - - - + 0a”,
com ag € K.

Portanto, K[a] = Im(y) e K C Kla] C L.

i1) Tomando f(z) € N(p), segue que existem tnicos g(x),r(x) € K[z] tais que

f(x) = p(z)g(x) +r(z);r =0 ou d(r) < I(p)

Como f(a) = 0, segue que f(a) = p(a)q(a) + r(a) = 0, sendo p(x) = irr(a,K), tem-

se p(a) = 0, e assim r(x) = 0. Portanto, f(x) = p(z)q(x), ou seja, N(p) C (p(x)).

Claramente, se f(z) € (p(z)), entao f(z) = p(z)q(x), para algum ¢(z) € K[z]. Logo

f(a) = p(a)q(a) = 0 e portanto, (p(x)) C N(¢). Concluimos entao que N(p) = (p(x))
iii) Segue diretamente do Teorema 1.4.

Proposicao 3.1. Seja LK extensdo de corpos e o € L algébrico sobre K. Se d(irr(o, K)) =
n, entao

a) Vf(z) € Klz], f(a) pode ser escrito de modo unico na forma f(a) = ag + aja +
ot a,0™ Y com a;'s € K.

b) Kla] = {ag + a1a + - + a,_1a" s a; € K} € subcorpo de I que contém K.

Demonstracao. a) Seja p(x) = irr(a,K) e d(p) = n. Assim dado f(z) € K[z| existem

unicos ¢(z),r(z) € K[z] tais que

f(z) = p(x)q(x) +r(z), comr =0 ou d(r) < I(p).
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Logo, f(a) = p(a)q(a) + r(a) = r(a). Como I(r) < d(p) = n e r(z) é Gnico, tem-se que
podemos escrever de forma tnica f(a) = ag+ aja+ -+ + Ap_10" L, com a;'s € K.

b) Temos que K[a] = {f(a); f(z) € K[z]} = {ao+ara+---+a, 10" 1 a;'s € K}, pelo
item a. Sejam f(x),g(z) € K[z] assim f(z) — g(x) € K|z], logo temos que f(a) — g(a) €
K[a], de modo andlogo temos f(x)g(z)~! € K[z], e assim, temos f(a)g(a)™! € Kla].

Portanto, K[a] é subcorpo de L.

Observagao 3.2. Seja K(a) o menor corpo que contém K e ao. Como Kla] ~

corpo, seque que Kla] coincide com K(a), quando « é algébrico, pois K e o pertencem
a Kla], e com isso, K(a) C K[a] e por {1,a,...,a" 1} ser base de K[a] sobre K todo

elemento de K|a] estd contido em K(a).

Exemplo 3.2. 1) Considere f(z) = x> — 2 € Q[z]. Temos que f(x) é irredutivel sobre
Q, mais precisamente, f(z) = irr(3/2,Q). Logo, % ~ Q(v2).
2) Considere p(z) = x*+x+1 € Zo[x]. Temos que p(x) = irr(«, Zy), com o € Fy D 7y

Zola] ~ Zo(a) ~ Fy.

2 _
tal que o = o+ 1. Logo, P B

Exemplo 3.3. Considerando o exemplo 3.2.

Q(V2) = {ao + a1 V2 + a2¥/2"; 0, € Q}

Zo(a) = {ap + ara;a9,a1 € Zo} = {0,1,0,1 + a}

3.1 Extensoes finitas

Se L|K é uma extensao de corpos, podemos ver L. como um K-espaco vetorial, con-
siderando a adicao em IL e a multiplicacao de um elemento de K por um elemento de L,
como a multiplicagao em L.

Assim se existe B C L, tal que B é base de L sobre K com B é finito, entao L é

K-espaco vetorial de dimensao finita e #B = dimglLL.

Definigao 3.3. Dizemos que B = {ay, as, - a,} € uma base de L. sobre K quando B gera

L sobre K e os elementos de B sao linearmente independente.
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Definigao 3.4. Seja dimgll = n (finita) diremos que L|K é uma extensdo finita, deno-
taremos dimglL = [ : K] e chamaremos de grau de 1L sobre K, ou simplesmente, grau da

extensao LK.

Proposicao 3.2. Seja LK uma extensdo de corpos.

i) Se LIK € finita, entdo L|K € algébrica.

i) Se a € L algébrico sobre K e d(irr(a,K)) = n, entio B = {l,a,---a"" '} ¢
K — base de K(a) e [K(a) : K] =n.

Demonstracao. i) Se L|K ¢ finita com [L : K] = m e a € L, entdo K(a) é um
K-subespago de L. Logo dimxK(«) é finita e digamos que dimgK(«a) = n. Logo,
{1,a,a?, -+ ,a"} é um conjunto linearmente dependente. Desta forma, existem ag, a1, - ,a, €
K nao todos nulos tais que ag + a1 + -+ + a,a” = 0, ou seja, tomando f(z) =
ap + a1x + -+ + a,z™ € K[z| temos que f(a) = 0. Portanto, K[a] ~ K(«) é algébrico
sobre K.

ii) Como vimos se « é algébrico sobre K, entdo K[a] é um corpo. Pelo item (a) da
Proposigao (3.1) temos que f(a) é escrito de modo tnico da forma f(a) = ag + a1 +

st ap1a™ . Assim, B={1,a,---,a"" '} é base de K[a] sobre K. |
Proposicao 3.3. Se L|K e M|L sdo extensdes de corpos finitas, entdo
M: K] =[M:LIJL : K].

Demonstracao. Sejam {vq, vy, v, } base de M sobre L e {uy,us,---u;} base de L
sobre K. E suficiente mostrar que C' = {viuj;i=1,--- ;mej=1,--- 1} é base de M
sobre K.

Vamos verificar se C' ¢ linearmente independente. Seja o;; € K, para 1 < i < m e

m,l l l l
1 S j S [.Se E Qi ViU = 0, entao E 101Uy + E Q9 VU5 + -+ E O Uy = 0,
1,7=1 j=1 j=1 j=1

l l l
ou seja, vq E QiU + v E Qjllj + ++ + Uy E amju; = 0. Como vy, vy, -+ - vy ¢ um
Jj=1 Jj=1 Jj=1
l

conjunto linearmente independente sobre I, e portanto, sobre K, segue que Z agju; = 0,
j=1
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para todo 1 < i < m. Como {uj,us,---w} é um conjunto linearmente independente
sobre K e «;; € K, segue que aj; =0,V1<i:<mel<j <1

Agora vamos verificar se C' gera M sobre K. Seja y € M. Sendo {vy, - ,v,,} base
de M sobre L, temos que y = Av; + Aavs + - AU, com \; € L el <7 < m. Como

As € L, segue que \; = ay1uy + Qs + - - - + ayuy, pois {ug, ug, - - -u;} é base de L sobre

m l m,l
K. Assim, y = Zvi Zaijuj = Z a;vu;. Portanto, [M : K| = [M : L][L : K]. |
=1 =1 ij=1

3.1.1 Corpo de Decomposicao de polinémios

Vamos considerar nessa se¢ao K um corpo e f(x) € K[z] nao constante.

Definicao 3.5. O menor corpo que contém K e todas as raizes de f(z) € K[z] € chamado

de corpo de decomposi¢io de f(x).

Se d(f) = n e digamos que ay, as, . . ., a, sdo as raizes de f(z), assim, K(ay, o, . .., )
é o corpo de decomposicao de f. O préximo resultado garante a existéncia de uma

extensao de K que contém todas as raizes de f(x).

Proposicao 3.4. Ezxiste uma extensao L de K que € o corpo de decomposicao de f(x) €

K[x]. Além disso, quaisquer dois corpos de decomposi¢ao de f(x) € K[z| sdo isomorfos.
Demonstracao. [8], pag. 29. |

Exemplo 3.4. Considere f(z) = 2'—2 € Q[z] sobre Q. As raizes de f(z) sdo v/2, —v/2,iv/2
e —iv/2. Logo, Q(v/2,iv/2) € o corpo de decomposicio de x* — 2.

Na secao a seguir veremos a relagao entre o corpo de decomposi¢ao de um polinémio

com corpos finitos.

3.2 Extensoes Finitas de Z,

Nesta secao vamos considerar p um nimero primo. No Capitulo 1, vimos que Z, ¢ um
corpo e que todo corpo de caracteristica p tem um subcorpo isomorfo a Z,. Em particular,

todo corpo finito é uma extensao de Z,. Neste capitulo veremos que para todo natural n
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e todo p primo existe um corpo com p" elementos e que dois corpos com p” elementos sao
isomorfos.

Vimos também que se F uma extensao finita de Z, e a € IF, entao « ¢ algébrico sobre
Z, e Zy(c) é uma extensao de grau n sobre Z,, onde n = d(irr(a, Z,)). Na Proposicao 3.2,
vimos que B = {1,a,...,a" '} é base de Z,(«) sobre Z,. Com isso, claramente Z,(«)
tem p" elementos. E sendo [F : Z,] finito, F também terd p™ elementos, para algum m
tal que m|n pela Proposigao 3.3.

Na Proposicao 2.5, vimos uma forma de construir extensoes, com p"™ elementos, de
Z,. Para isso, basta encontrarmos um polinomio irredutivel sobre Z, de grau n. Mas nao
podemos garantir, para todo n, que exista f(x) irredutivel sobre Z,. A seguir, daremos
alguns resultados afim de mostrar que todo corpo finito com p™ elementos ¢ isomorfo ao
corpo de decomposicao de zP" — z.

Vamos utilizar a Proposicao 3.5 para mostrar a existéncia de um corpo de ordem p”.

Proposicao 3.5. Seja F um corpo finito de caracteristica p, com q = p" elementos. O

conjunto K = {a € F;a? — o = 0} € um subcorpo de F.

Demonstragao. Vamos considerar z,y € K, assim temos que 29 —x =0e y? —y = 0.
Logo segue a igualdade 0 = 0 — 0 = (27 — ) — (y? —y) = (27 — y?) — (x — y), ou
seja, * —y € K. Vamos verificar que zy~! € K, com z,y € K e y # 0. Vejamos que
(xy™")! — oyt =29y~ —ay~t = (2 —ay )y

Como y? —y = y(y?t — 1) = 0, com y # 0, implica que y?! = 1. Concluimos que
(x? — 2yt 1)y = (27 — x)y~? = 0. Portanto K ¢é subcorpo de F. |

Os resultados a seguir serao usados para mostrar a unicidade de um corpo finito.

Proposicao 3.6. Seja F um corpo finito com q = p™ elementos. Para todo a € F* =F—0,

temos que a7 ! = 1.
Demonstracao. Considere a aplicacao:

fo :F* — F*

r— Qr
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Vejamos que se f, for injetora teremos f, sobrejetora. Claramente f, é injetora, pois se
x1, e € F*, tal que z1 # w9, teremos f(x1) = ax; # awy = fu(22). Logo, {a1, a2, a1} =
{aay, aas, - - - aa,1}, realizando o produto temos a? !(ay - ag---a,-1) = a1 - ag- - aq-1,

isso ocorre se, e s6 se, ad~ ! = 1. |

Teorema 3.2. (Ezxisténcia e unicidade de corpos finitos)Sejam p um nimero primo e n
inteiro positivo. Existe um corpo finito com p" elementos e, além disso, quaisquer corpo

finitos com p™ elementos sao isomorfos ao corpo de decomposicao de z¥" — x sobre Z,.

Demonstragao. Seja 27" — z € Z,[r]. Vamos considerar F o corpo de decomposi¢ao
de 2P" — z, ou seja, o menor corpo que contém Z, e todas as raizes de 27" — z. Se
. n ' 7 . 7
considerarmos #? — x € F[z], teremos que 2P — x tem no maximo p" raizes. Note que
n 1 . n ~ . PR 7

mdc(ax?” —z, p"xP" " —1) = 1, ou seja, 27" —z nao tem raiz multipla. Logo, em F, 2P" —x
tem todas raizes distintas. Agora considere K = {a € F;a?" = a} C F. Temos que K
tem p" elementos e pela Proposi¢ao 3.5, K é um corpo. Assim, pela minimalidade de F
temos que K =T.

Agora, seja F um corpo com ¢ = p” elementos. Logo, F tem caracteristica p e contém
Z,. Considere 2" — x € F[z]. Temos que 27" — z tem no méximo p" raizes em F e pela

Proposicao 3.6 temos que Va € F, a?" = a, ou seja, 27" —x = H(:v —a) em F. Portanto,
aclF
F ¢ o corpo de decomposicao de aP" — x sobre Z,,. [

. . , n N . A . .
Nosso objetivo agora é escrever P — x como produtos de polindbmios monicos irre-

dutiveis em Z,[x].

Definicao 3.6. Chamamos de G,(x) o produto de todos os polindmios maonicos irre-

dutiveis de grau n em Z,|x].

Exemplo 3.5. i) Temos que x, © + 1 sdo os ménicos irredutiveis de grau 1 em Zs[z]
e x? +x + 1 € o tnico ménico irredutivel em Zs[x]. Assim temos Gi(z) = 2> —z e
Gy(z)=2*+x+ 1.

iit)Em Zs[x] temos x, v + 1 e x 4+ 2 sdo monicos e irredutiveis de grau um. Assim,
Gi(z) =x(x+1)(z +2) =23 — 2. Vejamos ainda que 2> + 1, 22 +2 e 2> + x + 2 sdo o0s
monicos e irredutiveis de grau dois em Zs|x]. Assim, Go(x) = (22 +1)(2®+2) (2 +2+2) =

(2t +2)(2®> + 2 +2) =20 + 2% + 22 + 222 + 20 + 1
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Proposicao 3.7. Se F é um corpo finito com q = p™ elementos, entao

2! — = HGt<5L‘).

tin

Demonstragao. [7], pag. 73. [ |

Corolario 3.3. Seja F um corpo finito com q = p" elementos e I(t) o nimero de

polinémios monicos irredutiveis de grau t em Z,[x]. Assim,

¢t =) _tI(t).

tln

Demonstragao. Vejamos que tI(t) = 0G¢(x), assim comparando os graus da igualdade

na proposicao anterior temos

> ot(t) =0 ][ Gilx) = 0" — x) = ¢".

tn t|n

Exemplo 3.6. Vamos determinar I(n) paran =1,2,--- ,6 em Zs[x]
Solucao: Vejamos que q = #K = 2 assim, aplicando o coroldrio 3.3
i) I(1)=¢' =2
i) 22 = 1I(1) +21(2) = 1(2) = 1
i) 28 = 11(1) + 31(3) = I(3) = 2
i) 28 = 11(1) +21(2) +41(4) = I(4) = 3
v) 2° =1I(1) +5I(5) = 1(5) =6

vi) 26 = 1I(1) + 21(2) + 31(3) + 61(3) = 1(6) = 9
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3.3 Extensoes Finitas dos Racionais

Chamaremos uma extensao finita K de Q de Corpo de Niumeros.
Pela Proposicao 2.5, vimos que podemos construir extensoes finitas de Q, de grau n,

através de um polinomio irredutivel f(z) sobre Q de grau n. E no Teorema 3.1, vimos que

Q2! ~ Q(), com Q) : Q] = e f(z) = wrr(a
Ty = @), com [Qla) : Q] = 9(/) ¢ f(x) = irr(a, Q).

Neste caso, « é chamado de Elemento Primitivo [11].

se « é algébrico sobre QQ, entao

Nosso objetivo nesse trabalho é a partir de um polinomio monico e irredutivel f(x) €

Q] o
Ty = A

com « raiz de f. O contrario, ou seja, a partir de [F : Q] = n explicitar v e f = irr(a, Q)

Q[z], com I(f) = n, construir um corpo de nimeros de grau n tal que

nao iremos abordar aqui.

Exemplo 3.7. Vimos no Exemplo 2.4, que g(x) = 52 + 32? — 1 € irredutivel sobre Q.

@[LU] ~ @(O{), com [Q(a) : Q] =3 e raiz de g($)

L
099: (b3 + 322 — 1)

Exemplo 3.8. Seja g(z) = 2° — 5 € Q[z]. Claramente, g € irredutivel sobre Q. Neste

% ~ Q(v/5). E com isso, [Q(¥/5) : Q] = 3.

caso, g(¥/5) = 0, e assim,teremos



Capitulo 4

Polinomios irredutiveis utilizando o

Python

Nesse capitulo iremos dar a ideia de criar um programa para encontrar polindmios
irredutiveis utilizando a linguagem de programacao Python. Para iniciar o estudo sobre
a linguagem de programagao Python usamos [6] e [5] como referéncias. O Python por ser
um software livre, de ficil compreensao e em crescimento mundial foi o escolhido. Em [6]
é possivel entender como instalar o Python e o Pycharm, que é um interpretador Python.
A juncao dos algoritmos, légica matematica e programacao foi um grande desafio. As
ideais apresentadas nesse trabalho foram construidas através na compreensao da teoria
matemaética por tras dos objetivos alcangados.

Para melhor compreensao dos moédulos criados para fazer os calculos com polinémios,
vamos considerar os polinomios listas no Python. As listas sdo colocadas entre colchetes.
O sinal de igualdades é ==, o sinal de diferente ! =, o resta da divisao por %, a mul-
tiplicagao pode *, a potencia¢ao por ** o comprimento de uma lista f por len(f) e um
parametro ¢ variando em uma lista {0, 1,...,p} por "t in range(0,p)”. Sao usados if para
designar se, else para designar senao, while para enquanto, e assim, por diante.

Mais precisamente, traremos produto, soma e subtracao de polinémios, polinomios
de grau 2 e 3 irredutiveis sobre Zs, encontraremos os G;’s definidos no capitulo 3. O
raciocinio feito aqui pode ser expandido para polindmios de graus maiores e sobre p maior

do que 3, Para isto apresentaremos um programa que utiliza do algoritimo de Rabin para

45
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verificar se um polinomio de grau n qualquer ¢ irredutivel sobre Z, com p primo qualquer.
A seguir temos um cédigo que realiza o produto entre dois polinémios. Ao final do

codigo apresentarei um exemplo.
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Figura 4.1: Produto.

#EE PRODUTO #e#®
def prodpol(f, g, p):

Wy

:param poll: Polinémio de grauv n na forma de

lista: ex a_@+a_1x+...+a_nx"

n=_[a® al, ..., a_n]

:param pol2: Polindmio de grav m na forma de lista:
ex b_@+b_ix+...+b_nx*n = [b_@, b_1, ..., b_m]
cparam p: Ordem do corpo K. ex Z_3 temos p = 3,

Z_5 temos p = 5.

:return: Retorna o produto do poll pelo pol2 na forma
de lista. [c_@, c_1,... c_(m+n)]
onde ¢_i = Sum_(J = @) ~(i) a_j.b_(i-7).

ooun

prod = []
t = len(f)+len(g)-2

# A funcdo len(f) é o numero de elementos da 1ista

# com os coeficientes de f, ou seja, o grau de f & len(f)-1.

# t & o grau do produto.
for 1 in range(0, t + 1):
#Vamos fazer 1 variar de @ até t.
if 1 == @:
c@ = (fFlolxglol) % p
prod.append(c@)

# Para 1 = @ teremos c¢_@ = a_@b_0 e em seguida adicionamos a lista prod.

else:
ci=10

for j in range(@, i+1):
# Caso 1 diferente de @ faremos j variando de @ até 1

try:

dj = f[3]1 * gl[i-3j]
# dj cada parcela de ci para i fixo.

except:
di =@
cl += dj
r=ci%p
# r o resto da divisdo de ci por
prod.append(r)
return prod

# EXEMPLO:
f=[2, 2, 1]
g=1[1, 1, @, 1]
p=3

prod = prodpol(g, f, p)

p.

print(f'0 produto entre {f}, e {g} é igual a {prod}')

Fonte: Autor.
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Rogando o programa anterior obtemos.

Figura 4.2: Exemplo de produto.
0 produto entre [2, 2, 1], e [21, 1, @, 1] é igual a [2, 1, @, @, 2, 1]

Fonte: Autor.

No codigo a seguir temos a soma, juntamente com um exemplo.
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Figura 4.3: Soma de polinomios.

47 #S0MA

48 def somapol(poll, pol2, p):

4G .

5 :param poll: Polinomio de grau n na forma de lista: ex a_@+a_ix+...+a_nx"n = [a_0, a_1, ..., a_n]
<l :param pol2: Polinomio de grau m na forma de lista: ex b_G+b_ix+...+b_nx"n = [b_0, b_1, ..., b_m]

7. :param p: Ordem do corpo. ex Z_3 temos p = 3, Z_5 temos p = 5.
:return: Retorna a soma do poll pelo pol2 na forma de lista. [a_8+b_@, a_1+b_1+...+a_k+b_k],

4 onde k é o maximo entre os grauvs de poll e pol2.

5 soma = []
57 graumin = min(len(poll), len(pol2))
5 cont = @

for n in range(@, graumin):
an = poll[cont]+pol2[cont]
1 r=an%p
2 soma.append(r)
cont +=1
4 if len(poll)< len(pol2):
5 c=0
for n in range(len(poll), len(pol2)):
for n in range(len(poll), len(pol2)):
7 an = pol2[len(poll)+c]
c +=1
soma.append(an)
7 if len(poll) > len(pol2):
71 c=0
2 for n in range(len(pol2), len(poll)):
73 an = poll[len(pol2)+c]
4 c +=1
soma.append(an)
return soma

75 #EXEMPLO
f=1[0, 1, 2, 1]
81 g = [08, 2]
82 print(f'A soma entre o polinémioc {f} e o polindémio {g} resulta em {somapol(f, g, 3)}")

A soma entre o polindmio [®, 1, 2, 1] e o polindmio [®, 2] resulta em [@, @, 2, 1]

Fonte: Autor.

Com pequenas alteragdes podemos construimos um codigo que realiza a subtragao,

COINO veremos.
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Figura 4.4: Subtracao de polinémios.
# SUBTRACAD DE POLINGMIOS
def subpol(poll, pol2, p):

e

“am poll: Polinomio de grauv n na forma de
a: ex a_@+a_Ix+...+a_nx*n = [a_@, a_1, ..., a_n]
m pol2: Polinomio de grau m na forma de
a: ex b_0+b_l1x+...+b_nx*n = [b_®, b_1, ..., b_m]
:param p: Ordem do corpo. ex Z_3 temos p = 3,
Z_5 temos p = 5.
:return: Retorna a subtragdo do poll pelo pol2 na

S—— seta fa @ a on 1 1 - 7
forma de lista. [a_0+b_@, a_1+b_1+...+a_k+b_k],

onde k & o maximo entre os graus de poll e pol2.
.
sub = []
graumin = min(len(poll), len(pol2))
# Inicialmente trabalharemos a subtracdo dos coeficientes cujo indece & igual ao minimo dos graus.
cont = @
for n in range(®, graumin):
an = poll[cont] - pol2[cont] + p
r=ans%p
sub.append(r)
cont +=1
if len(poll)< len(pol2):
c=10
for n in range(len(poll), len(pol2)):
# Como visto antes len(poll) é igual grau de poll+l. 0s coeficientes de poll a partir de len(poll) sdo nulos.

an = (- pol2[len(poll)+c] + p) % p

c +=1
sub.append(an)
if len(poll) = len(pol2):
c=10

for n in range(len(pol2), len(poll)):
an = poll[len(pol2)+c]
c +=1
sub.append(an)
return sub
#EXEMPLO
g=1[1,2, 0,0, 2]
f=[2, -1, 2]
sub = subpol(f, g, 3)
print(f'A subtracdo do polinémio {f}, por {g} é igual a {sub}')

A subtracdo do polinémio [2, -1, 21, por [1, 2, @, @, 2] é igual a [1, @, 2, @, 1]

Fonte: Autor.

Na imagem abaixo temos um codigo que gera polinomio com n coeficientes, todos
nulos, este sendo fundamental para determinar a lista de todos os polinomios de grau 2

ou 3 e ainda o utilizarei para construir o MDC.
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Figura 4.5: Polinomio nulo.

2 # Polindmio nulo com n coeficientes

def polnulo(grau):

4 "nrus> Esta def apresenta uma lista de ordem grav,
represntando o polindmio nulo.ex [@, @, 8]

:param grau: grau do polindmio que serd trabalhado.
:return: retorna uma lista com grau+l coeficientes nulos.
.

pol = []

16 for 1 in range(@, grau+l):

11 pol.append(@)

12 return pol

13 HEXEMPLO

14 n = polnulo(4)

1° print(f'0 polindmio nulo com cinco coeficientes & {n}')

0 polindmio nulo com cinco coeficientes é [@, @, @, @, @l

Fonte: Autor.

A seguir temos um codigo que gera uma lesta de listas com trés termos representando

todos os polindmios de grau menor ou igual a dois.
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Figura 4.6: Lista de polinomios de grau < 2.
# Lista de polindmios de grau 2
def listapol2(n, p):
""Msx» Gepg uma lista de todos os polindmios de
com coeficientes em Z_p.
rparam n: grau desejodo = 2.

; Ordem do corpo.

:return: Retorna uma lista que representa os

polindmios de grau menor ou igual a n, coeficlentes em Z_p.

lista = []
for i in range(@, p):
pol = [@, @, @]
for d in range(@, p):

pol[0] = i

pol[1] = d

for m in range(@, p):
pol[2] =m

lista.append(pol[:])
= return lista

HEXEMFLOD
list = listapol2(2, 3)
print(list)

[[e@, @, @], [@, @, 11, [@, @, 2], [@, 1, 0], [®, 1, 1], [@, 1, 2],

(@, 2, 81, [0, 2, 21, [0, 2, 21, [21, 0, @], [1, @, 11, [1, @, 21,

(1, 1, @1, [2, 2, 21, [2, 2, 21, (1, 2, &1, [1, 2, 11, [1, 2, 21,
(2, @, @1, [2, @, 11, [2, ®, 21, [2, 1, @1, [2, 1, 11, [2, 1, 21,

[2, 2, 0], [2, 2, 11, [2, 2, 2]1]

Fonte: Autor.

Veja que ao final da imagem temos uma lista de listas, representando os polinomio

po() = 0+ 0z + 02%, p1(x) = 1+ 02 + 02%, - -+, por(2) = 2+ 22 + 227,
De modo andlogo, listamos os polinomios de grau 3. Neste caso nao apresentarei a

lista de listas de todos os polinomios de grau menor ou igual a trés, pois, esta possui um

total de 3* polinomios.
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Figura 4.7: Lista de polinomios de grau < 3.
# LISTA DE POLINOMIODS GRAU <= 3
def listapol3(n, p):
"> Gera uma 11s
grav <= 3, com coef 5
;param n: grav desejodo = 3.
:param p: Ordem do corpo.
:return: Retorna uma lista de listas que representa o0s
polinémios de grav menor ou igual a n, coeficientes em Z_p.
lista = []
for 1 in range(@, p):
pol = [0, @, 8, @]
for d in range(0, p):
pol[@] = i
pol[1] = d
for m in range(@, p):
pol[2] =m
for s in range(@, p):
pol[3] = s
lista.append(pol[:1)

return lista

Fonte: Autor.

A partir da lista dos polinomios de grau menor igual a 2 e da lista dos polindmios
de grau menor igual a 3, extraimos os polindmios em que o termo independente seja nao
nulo e com coeficiente lider igual a um, para posteriormente obter os monicos irredutiveis.

Para isto construimos os seguintes codigos.
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Figura 4.8: Lista dos monicos de grau 2 e 3.
def polmonico2(grau, p):

8 winssMONICOS COM TERMO CONSTANTE DIFERENTE DE ZERO
3 :param grau: Grau do polindmio desejado.

18 sparam p: Ordem de K.

11 :return: retorna uma lista com todos os polindmios
12 ménicos de grau n com a_®@ diferente de zero.

13 e

14 listap = []

15 lista = listapol2(grau, p)

14 for 1 in lista:

17 if 1lgraul == 1 and 1[0] '= @:

18 listap.append(l)

19 return listap

20 #POLINGMIOS MONICOS DE GRAU 3 COM TERMOS CONSTANTE NAD NULOD.
21 def polmonico3(grau, p):

22 "wrvx»> Este programa fornece todos os polindmios
23 ménicos de grau n, em que a_@ diferente de @.

24 Pols de a_@ == @ temos que o pol & redutivel por x.
25 :param grau: Grau do polindmio desejado.

26 :param p: Ordem de K.

27 creturn: retorna uma 1ista com todos os polindmios
28 mdénicos de grau n com a_@ diferente de zero.

30 listap = []

31 lista = listapol3(grau, p)

32 for 1 in lista:

33 if 1[grau] == 1 and 1[8] 1= @:

34 listap.append(1)

35 return listap

Fonte: Autor.

Este codigo retorna uma lista com seis polindmios de grau dois monicos com termos

constante nao nulo que apresentaremos na lista abaixo.
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Figura 4.9: Monicos de grau 2.

([, o, 21, [2, 1, 11, [1, 2, 1], [2, @, 11, [2, 1, 1], [2, 2, 1]]
Fonte: Autor.

Para polinomios de grau 3 temos um total de dezoito polindémios monicos com termo

constante nao nulo, os quais estao representados por listas na imagem abaixo.

Figura 4.10: Monicos de grau 3.
(fa, e, o, 11, 2, @, 1, 11, [2, @, 2, 11, [1, 1, @, 1], [1, 1, 1, 11, [1, 1, 2, 1],
(1, 2, e, 11, [1, 2, 1, 1], [2, 2, 2, 1], [2, o, @, 1], [2, @, 1, 1], [2, 8, 2, 1],
[2, 1, @, 11, [2, 1, 2, 1], [2, 1, 2, 1], [2, 2, @, 1], [2, 2, 1, 1], [2, 2, 2, 1]]

Fonte: Autor.

Utilizando o corolario 2.3 construimos dois cédigos um para grau dois e outro para

grau trés, capazes de verificar quais dos polinomios listados anteriormente sao irredutiveis.

Cédigos que estao na imagem abaixo.
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Figura 4.11: Irredutiveis de grau 2.
3 # MONICOS IRREDUTIVEIS DE GRAU 2.
4 def irr2(grau, p):
"his= 0 1pr fornece todos os polinomios monlcos
irredutivels de grau 2 com coeficientes em Z_p.
:param grav: grauv 2
:param p: Ordem do corpo.
:return: retorna uma lista com todos os polindmios
1 irredutivels e mdnicos de grau 2
-
12 listap = []
13 lista = polmonico2(grauv, p)
14 for 1 in lista:
1 for 1 in range(@, p):
1 s =40
1 for m in range(@, grau+l):
18 s+= 1L[m]*i%#m
15 # s+= é soma dos mondmios é a_mi’m para 1 variando de @ a p.
2 if s % p == 0O:
21 listap.append(1l)
22 Llistapp = []
23 # Do lista dos ménicos retiraremos os que possuem raiz em Z_p.
24 for 1 in lista:
2 if 1 not in listap:
2 listapp.append(1)
2 return listapp

Fonte: Autor.

Obtendo assim uma lista com os polinomios monicos irredutiveis de grau dois. Tomando
como exemplo polindmios sobre Z3 temos um total de trés polindbmios monicos irredutiveis

que estao na lista abaixo.
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Figura 4.12: Exemplo de irredutiveis de grau 2 sobre Z;.

(f1, o, 11, 2, 1, 11, [2, 2, 1]]

Fonte: Autor.

De modo semelhante obtemos os irredutiveis de grau 3.

Figura 4.13: Irredutiveis de grau 3.

#DE MODO ANALOGO OBTEMOS 0S MONICOS IRREDUTIVEIS DE GRAU 3
31 def irr3(grau, p):
32 "trs»» 0 irr fornece todos os polinomios mdnicos
irredutivels de grau 3 com coeficientes em Z_p.
34 :param grav: grav 3
:param p: Ordem do corpo.
:return: retorna uma lista com todos os polindmios
irredutiveis e monicos de grau (grau)
listap = []
lista = polmonico3(grau, p)
1 for 1 in lista:
? for 1 in range(@, p):
3 s =10
6 for m in range(@, grau+l):

s+= L[m]#ixf)

if s % p == 0:

listap.append(1)
listapp = []
for 1 in lista:

if 1 not in listap:

1 listapp.append(1)
2 return listapp

Fonte: Autor.



58

Para polinomios de grau trés sobre Zs obtemos um total de oito polindbmios monicos

irredutiveis, como mostra a lista abaixo.

Figura 4.14: Exemplo de irredutiveis de grau 2 sobre Zs.

((a, o, 2, 11, I[a1, 1, 2, 11, [1, 2, @, 11, [1, 2, 1, 1],
(2, o, 1, 11, [2, 1, 1, 1], [2, 2, @, 1], [2, 2, 2, 1]]

Fonte: Autor.

Apos obter com os codigos citados anteriormente os monicos irredutiveis de grau dois
e trés sobre Zs e sabendo que os monicos irredutiveis de grau um sobre Z3 sao x,x + 1 e
x 4 2, podemos entao calcular Gy, G5 e G3, onde G; é o produto de todos os polindomios

monicos irredutiveis de grau i, para isto foi feito o programa a seguir.
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Figura 4.15: Programa que geram G, G2 e Gs.
listapol? = listapol2(2, 3)

listapol3 = listapol3(3, 3)
11 listl = [[e, 11, [1, 11, [2, 1]]
12 1ist2 = irr2(2, 3)
13 1ist3 = irr3(3, 3)

14 # Gn é o produto dos polindmios monicos irredutiveils
1 # de grau n, neste caso sobre Z_3[x].

1 61 = [1]

1 for 1 in listl:

18 Gl = prodpol(Gl, 1, 3)

2 62 = [1]
21 for m in 1ist2:
22 G2 = prodpol(62, m, 3)

24 63 = [1]

2 for p in 1list3:

2 G3 = prodpol(G3, p, 3)

28 #EXEMPLO

26 print('=="%30)

print(f'Segue a lista dos mdnicos irredutiveis de grau 1')

31 print([[@, 11, [1, 11, [2, 11]1)

2 print(f'0 produto entre os ménicos irredutiveis de grau 1 é 61 = {G1}.')
print('=="+*30)

4 print(f'Segue a lista dos mdnicos irredutiveis de grau 2')

print(list2?)

print(f'0 produto entre os ménicos irredutiveis de grav 2 é: \n 62 = {62}.')
print('=="%30)

print(f'Segue a lista dos ménicos irredutiveis de grau 3')

print(list3)

b print(f'0 produtos entre os mdnicos irredutiveis de grau 3 é: \n G3 = {G3}')
41 print('--"%30)

42 print('=="%30)

43 print(f'0 produto entre G1 e 62 é: \n {prodpol(G2, G1, 3)}.")

hé print(f'0 produto entre 61 e 63 é: \n {prodpol(G3, G1l, 3)}.')

4 print(' ')

4 print('=="%30)

Fonte: Autor.

Veja que ao fim do programa acima foi realizado o produto de Gy por Gs, obtendo

. - A . 2 .
assim o polinomio 23" —x de forma semelhante realizamos o produto de G por G5 gerando
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3 . . ,
2% — x. Vejamos a seguir o console apés rodar o programa.

Figura 4.16: Console do programa que geram G;, G2 e Gf.

Segue a lista dos mdnicos irredutiveis de grauv 1
(le, 11, [2, 11, [2, 11]
0 produto entre os ménicos irredutiveis de grav 1 é 61 = [0, 2, 0, 1]

Segue a lista dos mdnicos irredutiveis de grau 2
[[1, o, 11, [2, 1, 11, [2, 2, 111

0 produto entre os ménicos irredutiveis de grau 2 é:
62 =1[1, @ 1, 0, 1, @, 1].

Segue a lista dos mdnicos irredutiveis de grau 3

({1, ®, 2, 11, [1, 1, 2, 1], [1, 2, @, 1], [1, 2, 1, 1], [2, ®, 1, 1], [2, 1, 1, 1], [2, 2, @, 1], [2, 2, 2, 1]]
0 produtos entre os ménicos irredutiveis de grau 3 é:

3=[1,#®91,@0,61,® 1,9, 1, ® 1,0, 1, 8, 1, 8,1, @ 1, @, 1, @, 1, 8, 1]

0 produto entre G1 e G2 é:

[@, 2, 8, 6, 8, @, @, 8, 8, 1].
0 produto entre Gl e G3 é:

[@, 2, @, 0, @, @8, @8, @, ®, @, @, @8, 0, @, @, 0, @, @, @, @, @0, @, @, @, 0, @, @, 1].

Fonte: Autor.

Como ja visto no trabalho as extensoes de Z, possui p" elementos com p primo e
ainda ¢ isomorfo ao corpo de decomposicao de 2" — x, vejamos que os cddigos estao
limitados para n < 3 pois o critério utilizado esta restrito a polindmios de grau dois ou
trés e assim obtemos polindmios da forma 2?" — x de grau p? e p® com p primo. Para
abranger um pouco mais estas extensoes precisamos de um critério de irredutibilidade
mais amplo, para isto utilizaremos o critério de Rabin ja descrito anteriormente. Assim
precisaremos construir dois outros cédigos, uma para realizar a divisao de polinomios e

outro para determinar o MDC.
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Figura 4.17: Inverso em Z,.
# INVERSO DE t em Z p

def inverso(t, p):

am t: Elemento de Z_p

(=]

ram p: Grau do corpo

:return: Retarna um elemento o inveros de t em Z_p

inv = @
for n in range(@, p):
if (n* t) % p==1:
inv = n
break
return inv

Fonte: Autor.

O cédigo a acima sera utilizado para construir a divisao, ele tem por objetivo determi-
nar o inverso de um elemento em Z, com p primo. O algoritimo abaixo realiza a divisao

de polinomios da mesma forma coma a qual realizamos cotidianamente utilizando a chave.
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Figura 4.18: Divisao de polinomios.
# DIVISAD DE POLINGMIOS
def div(f, g, p):
mnrsss Reall
:param f: Dividendo
:param g: D
:param p: Ordem do corpao.
lista contendo o guoclente e @
Fo

a ordem.

:return: Retorna umd
resto da divisdo, nes

listag = []
listn = []
listaf = []

if len(f) >= len(qg):
while len(f) >= len(g):
g = polnule(len(f)-len(g))
gllen(q)-1] = (inverso(g[len(g)-1], p) * (fllen(f)-11)) % p
sub = prodpol(g, 9, p)
f = subpol(f, sub, p)
f.pop(len(f)-1)
listaf.append(f[:])
listaq.append(ql:])
g.clear()
else:
q=[68]
listaq.append(ql:])
for t in range(®, len(f)):
1listn.append(polnulo(t))
# Se F estiver na lista de polindmios nulos o resto é zero.
if f not in listn:
for i in range(®, len(f)):
if f[len(f)-1] == 0:
f.pop(len(f)-1)

s = [0]
for 1 in listaq:

s = somapol(s, 1, p)
return [s, fl]

Fonte: Autor.

Vejamos no exemplo a seguir que o c6digo nos retorna dois polinémios, o quociente e o

resto da divisao, ambos necessarios para a construcao do método para determinar o MDC.
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Figura 4.19: Exemplo de divisao de polinémios.

f=1[0, 2, 0,6, 0 0 2,0, 1]

g = [0, 2]

p=3

s = div(f, g, 3)

print(f'A divisdo de {f} por {g} resulta em {s}, \n onde {s[@]} é o quociente e {s[1]} é o resto da divisédo!')

Console

A divisdo de [@, 2, @, 8, ®, ®, 2, ®, 1] por [®, 2] resulta em [[1, @, @, 0, 0, 1, O, 2], [@]],
onde [1, @, @, @, 8, 1, 8, 2] é o quociente e [8] é o resto da divisdo!

Fonte: Autor.

Para determinar o MDC utilizaremos o método de divisoes sucessivas pelo resto, como

no codigo abaixo.



Figura 4.20: MDC de polinémios.
#MDC DE POLINGMIOS
def mdc(f, g, p):
tinsss Coleula o MDC entre dois polindmios.
:param f: Polindmio de maior grau.
:param g: Polindmio de menor grav
sparam p: Ordem do corpo Z_p
sreturn: Retorna o MDC entre f e g."""
listn = []
for t in range(@, len(f)):
listn.append(polnulo(t))
while True:
#print(f' 0 valor de {f} e o resto é {g}')
if g in listn:
break
m = div(f, g, p)
if len(m[1]) > @&:
f=g
g = m[1]
if len(m[1]) == @:
break
if g in listn:
mdc = f
glse:
mdc = g
return mdc

Fonte: Autor.

Neste programa temos um exemplo e ainda o console apés rodar o programa.
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Figura 4.21: Exemplo de MDC de polinomios.

EXEMPLO DE MDC
[1, 1, 2, 1, 1, @, 1]
[1, 1, 2, 1]
=3
mdc = mdc(f, g, 3)
print('....No console ohtemos....')

print(f'0 mdc entre {f} e {g} & igual a {mdc}!')

-+t

= 8 =,
"

....NoO console obtemos....
0 mde entre [1, 1, 2, 1, 1, @, 1] e [1, 1, 2, 1] & igual a [1]!

Fonte: Autor.

;7 e . . A . . (e} g sy
O codigo a seguir gera polinomios do tipo &P — x, para ser utilizado no algoritimo de

Rabin.

Figura 4.22: Polinomios do tipo zP" — .

def pnlgrau, p):

"""=>> Gera polindmios do tipo x*(pn)-x

:param grau: Grau de f
:param p: Ordem do corpo.
:return: Retorna uma lista representando o polindmio x*(p*n)-x
d=1[8, -1+ pl
for ¢ in range(2, p ** (grau)):

d.append(@)
d.append(1)
return d

Fonte: Autor.

Apresentaremos agora um programa capaz de verificar se um polinémio sobre Z,, é ou

nao redutivel. Este programa trata o algoritimo de Rabin. Posteriormente apresentare-
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mos um exemplo.

Figura 4.23: Algoritimo de Rabin.

f=1[2, 2,2, 0,0, 1]
¥ preciso dos pol nulos para verificar de f divide x*(p“n)-x
nulos = []
for n in range(@, len(f)):

nulo = polnulo(n)

nulos.append(nulo[:])

nulo.clear()
grau = len(f) - 1
p=3
dis =[]
d = pn(grau, p)
#Abaixo temos a divisdo de x*(p“n)-x por f.
div = div(d, f, p)
for j in range(l, grau):
# 7 divide n vamos calcular os mdcs.

if grav%j == 0:

dj = pn(J, p)
djs.append(djl:]1)
mdcs = []
for 1 in djs:

m = mde(f, 1, p)

mdes.append(m[:1)
red = []
¥ Para que o mdc seja diferente de 1 o len(k) tem de ser maior que 1.
for k in mdcs:
if len(k)>1:
red.append(k[:]1)
#print(red)
if len(red) == @ and div[1] in nulos:
#print(div[1])
print(f'0 polindémio {f} & irredutivel')
if len(red) == @ and div[1] not in nulos:
print(f'0 polindmio {f} é redutivel, pois f ndo divide x*({p}*{grau})-x')
if len(red)=0:
for 1 in red:
print(f'0 polindmio {f} é redutivel por {i} ')

Fonte: Autor.

Ressaltando que este programa é capaz de verificar se um polinomio qualquer de grau n

qualquer é irredutivel sobre Z, com p primo qualquer. Vejamos alguns exemplos sobre Zj.
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Figura 4.24: Exemplo aplicagao do algoritimo de Rabin em Zs.
0 polindémio [2, 2, 2, @, @, 1] & redutivel, pois f ndo divide x*(3*5)-x
0 polinémic [@, 2, @, @, @, 1] é redutivel por [@, 2, @, 1]

0 polindmio [1, 2, @, @, ®, 1, 1] é redutivel por [1, 1, @, 1, 2]

Fonte: Autor.

Vejamos agora alguns exemplos de polinomios sobre Zs

Figura 4.25: Exemplo aplicagao do algoritimo de Rabin em Zs.

0 polindmio [1, 2, 1, 1] & redutivel por [1, 4]
0 polindmio [1, 2, 4, 1] é redutivel por [2, 1]

0 polindmio [3, 3, 4, 1] é redutivel por [4, 2]
0 polindmio [3, 3, @, 1] é irredutivel

0 polindmio [3, 3, @, 1, 1] é redutivel por [1, 4, 3]

Fonte: Autor.

Veja que no caso do polinémio [3,3,0,1,1], f(x) = 3+ 3z + 0z* + 23 + 2* o programa

. o e~ 4 . s
realiza a divisdo de z° — x por f(z) tarefa invidvel sem o uso do programa.



Consideracoes finais e perspectivas

Nesse trabalho, vimos a importancia dos polinomios irredutiveis para obtencao de cor-
pos de niimeros e corpos finitos. A existéncia de critérios de irredutibilidade de polinomios
sobre Q e Z, sao de grande importancia, porém a criagao de um cédigo, utilizando uma
linguagem de programacao, ajuda nessa tarefa ardua.

A linguagem de programacao Python foi escolhida, pois é uma linguagem simples
e livre. A ideia de transformar a sistematizacao dos conceitos matematicos em um al-
goritmo em python pode ser estendida a outras teorias matematicas. Pode-se usar a
linguagem python para criar uma calculadora ou reproduzir algoritmos matematicos em
sala de aula, por exemplo. Fazendo assim, as aulas de matematicas do ensino bésico mais
interessantes. A importancia da logica matemdtica também merece destaque, pois sem
ela essa sistematizacao nao seria possivel.

Entender definicoes matemaéticas e a légica matematica é crucial para programacao e

codificacao.
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