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RESUMO

Neste trabalho, buscaremos ampliar a ideia usual sobre a igualdade de dois espagos,
mostrando que apesar de espacos serem visualmente diferentes, mesmo assim podem ter
a mesma forma, sendo assim homeomorfos. Também visando tornar a ideia de fungao
algo mais significativa no ensino médio, construimos uma sequéncia didatica que permite
o professor ampliar este conceito ensinado de maneira tao pouco significativa para os
alunos.

Palavras-chave: Homeomorfismo. Homotopias. Espago Topologico. Grupo.






ABSTRACT

In this work, we will seek to enlarge the usual idea of the equality between two spaces,
showing that although spaces can be visually different, they might have the same shape
yet. So being homeomorphic. Also aiming to make the idea of function something mea-
ningful in high school, we built a didactic sequence that allows the teacher to enlarge this
concept, which is taught in a way not so significant for the students.

Keywords: Homeomorphism. Homotopies. Topological space. Group.
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1 INTRODUCAO

No decorrer dos séculos, os matematicos se dedicam a resolver problemas belis-
simos, podemos destacar aqui o ultimo teorema de Fermat, as famosas conjecturas de
Goldbach, a irracionalidade de 7. Esta dissertagao nao é diferente neste quesito.

O principal objetivo deste trabalho ¢ mostrar que a Esfera, figura geométrica que
nao é distante dos alunos de ensino médio, e o Toro, a famosa rosquinha do policial
hollywoodiano, nao s@o homeomorfas, ou seja, é impossivel distorcer (esticar, amassar)
uma Esfera até virar um Toro.

Deve parecer um tanto quanto estranho tal objetivo, mas se observarmos que um
dos papéis da matemética é o de classificacao, sejam de conjuntos com mesmas caracte-
risticas, fungoes com propriedades similares, entre outros. Faz entao se pensar: “A esfera
e o toro sao a mesma figura?”

Para isso, nesta dissertagao sera retomado o conceito de grupo, o qual teve surgi-
mento nos trabalhos do matematico francés évariste Galois (1811-1832), que definiu uma
estrutura chamada de grupo, ele utilizou esta teoria para descrever as raizes de equagoes
polinomiais, porém vamos utilizar com outra finalidade. Nos apropriamos desta definicao
e fazemos a devida aplicagao em topologia, construindo uma estrutura chamada de grupo
fundamental.

A teoria de grupos fundamentais busca caracterizar as formas, ou seja, associa-se a
um espago topologico um grupo e se tais espagos forem iguais (homeomorfos) seus grupos
devem ser isomorfos, com isso ja fica claro a direcao que daremos a este trabalho, que é
verificar se os grupos fundamentais da esfera e do toro sao realmente isomorfos.

Neste trabalho primeiramente serao apresentados alguns resultados de espacos mé-
tricos, teoria de grupos e topologia, os quais serao necessarios para a compreensao do
trabalho, com o intuito também de torna-lo o mais autocontido possivel.

Posteriormente apresentamos a definicao de homotopia, que é a maneira mate-
matica de descrever uma "distor¢ao" em um espaco topologico. A definicao do grupo
fundamental e suas respectivas propriedades sao apresentadas posteriormente as proprie-
dades sobre homotopias, afinal, o grupo fundamental é construido em cima de classes de
fungoes homotopicas.

Por fim ira se construir os grupos fundamentais da esfera e do toro, que nos permi-
tirao chegar a conclusao que é impossivel "distorcer" uma esfera até esta virar um toro,
e vice versa.

O ultimo capitulo deste trabalho mostrard um plano de aula para que se possa
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ampliar o conceito de fungoes ministrados no ensino médio, e mostrar que este conceito
ampliado pode ter aplicacoes belissimas e mostrar que ainda que coisas visualmente pa-
recam distintas, elas podem ser equivalentes, onde se faz necessario ter um conhecimento
robusto de matematica.

Vale ressaltar que os resultados deste trabalho sao encontrados nos trabalhos
(LIMA, 2012) e (LIMA, 2009) do Professor Elon Lages, onde nos embasamos para constru-

¢ao desta dissertacao.
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2 CONCEITOS INICIAIS

Neste primeiro capitulo da teoria serao apresentados conceitos necessarios para
compreensao do trabalho. Aqui vocé encontraré conceitos de analise, como espago métrico
e também conceitos de algebra, como as definicoes de grupo e de homomorfismo. Para

uma boa compreensao do trabalho, destaca-se a importancia deste capitulo.

2.1 ESPACOS METRICOS

Definicao 2.1. Seja M um conjunto qualquer nao-vazio. Uma func¢ao d: M x M — R é

chamada de métrica se satisfaz as sequintes propriedades para todos x, y, z € M:
(1) d(z, y) = 0;
(2) d(x, y) =0 se e sé se x =y;
(3) d(z, y) = dl(y, x);

(4) d(x, z) <d(x, y) +d(y, 2).

A propriedade (4) é comumente chamada de desigualdade triangular. O par

(M, d) é chamado de espago métrico, em que M é um conjunto e d é uma métrica.

Exemplo 2.2. O conjunto R* com a métrica d(z, y) = mdz{|z; — y1|, |va — ya|} € um

espaco métrico.

Demonstracao: Vamos verificar que R? é um espaco métrico com a métrica dada. Para

isto, é preciso verificar as quatro condi¢oes da definigao 2.1.

(1> Tome T,y € R2 €m que, r = (xb 3/1) ey = (‘T27 y2>
Temos que d(z, y) = max{|r; — y1|, |r2 — 2|} = 0 para todos z,y € R% De fato,
como o modulo de qualquer nimero é maior ou igual a zero, entao,

méx{|r; — z2|, |1 — ya|} para qualquer z,y € R? é maior ou igual a zero.

(2) (1da)
Tome z,y € R? com d(x, y) =0 em que, x = (z1, y1) e y = (72, y2). Segue disso
que max{|z; — x2|, |1 — y2|} = 0. Podemos afirmar agora entdo que |z; — 2| =0
e |y1 — y2| = 0 0 que implica em z7 = x5 € y; = yo. Portanto x = y.

(Volta)

Tome x, y € R? com x =y, em que, x = (z1, 1) e y = (o, o).
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Como x = y, segue que x; = Ty € Y1 = Yo, sendo assim;

A, y) = méx{|z1 — ], |y — g} = max{0} = 0. (2.1)

Tome x, y € R? com z =y, em que, x = (71, y1) e y = (T2, Yo).

Temos que a métrica dada satisfaz (3), de fato:

d(z, y) = méxﬂl"l — X2, |y — y2|} = méX{|$2 — x|, |y2 — y1|} =d(y, »),

para todo z, y € R?.

Agora vamos verificar a desigualdade triangular.

Sejam z, y, z € R* quaisquer, em que z = (21, y1), y = (22, y2) € 2 = (T3,Y3).

Queremos Provar:

d(z, 2) <d(z, y)+d(y, 2),

isto é,

max{|z1 — x|, |y1 —ys|} < max{|z1 — 22|, |y1 — v2|} + méx{|zs — z3|, |y2 — ys|}.

De fato:

Para a, b,€ R é valido que a < méax{a, b}. Entao usando este fato e a desigualdade

triangular de R temos :

|21 — 23] < |21 — 20|+ |22 — 23] < max{|zy — o], |y1 —y2|} +max{|zs — 3, |y2 —ysl},

ly1 — 3| < lyr —y2| +|y2 — ys| < méx{|z; —zaf, |y1 —y2|} +max{|zs — x5, |2 — ys|},

Logo, conluimos que

méax{|r; — 2o, [y1 — ys|} < méx{[z1 — 2, [y1 — yol} + méx{|zs — 3], [y2 — ys]},

isto é,
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d(z, 2) <d(z, y)+d(y, 2),

sendo assim, a métrica dada satisfaz (4).
Portanto, (R?, d) é um espago métrico.

[
Em um mesmo espaco métrico, pode-se ter mais de uma métrica, e nosso préoximo
exemplo vai nesta dire¢ao, onde ird se construir a chamada Métrica Euclidiana ou a

métrica usual de R?.

Exemplo 2.3. DadoR? ed: R2xR? — R onde d(a, b) = |A—B| = /(x4 — 25)* + (ya — yn)>.

Entao (R?,d) é um espago métrico.

Demonstragao: Tome A, B,C € R? onde A = (z4,y4), B = (z5,y5) e C = (z¢c,yc).

e d(a, b) =+/(xa—x)?+ (ya—yp)? >0, pois VT =0 VzeR,.

e d(a, b) = \/(xa—x)*+(ya—yp)? = 0 <= (va—2xp)°+ (ya —yn)* = 0,
porém como (x4 — xg)*> > 0se x4 # xp € (ya — ys)? > 0 se ya # yp, segue entao
(ta—2B)?+ (ya—yp)* =0 <= x4 =1xp € ys=yg, ouseja, d(a, b) =0 <

A= (za,ya) = (xp,yp) = B.

o d(a, b) =+/(za—x5)*+ (ya —yp)? = /(x5 — x4)> + (yp — ya)? = d(B, A).

e Para demonstrar a desigualdade triangular, utilizaremos a desigualdade de Cauchy-

Schwarz que é dada por:

X Y| <|X]|Y] VX, Y € R%

A demonstracao desta desigualdade, pode ser encontrada em (LIMA, 2000), neste

trabalho apenas utilizaremos.

Segue disso entao:

AtB?=(A+B)(A+B)=A-A+2A-B+B-B=|A?+2A-B+|BJ?
< AP +2/A- Bl + [BI* < JAP" + 2|A] - |B| + |BI* = (|A] + |B)?
Ou seja;
|A+ BI* < (|A] + |B)?

Como em ambos os lados temos nimeros nao negativos, entao segue:

|A+ B < [A] +[B]
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Utilizando agora esta ultima desigualdade, segue:

d(A, C)=|A—-C|=|A-B+B—-C|<|A-B|+|B-C|=d(a, b)+d(B, C)

d(A, C) < d(a, b)+d(B, C)

Segue dos quatro itens que (R?,d) é um espago métrico.

Definigao 2.4. Seja (M, d) um espa¢o métrico. Dado a € M er >0, r € R define-se a

bola aberta de centro a e raio r por
By(a) ={x € M:d(z, a) <r}.
De maneira similar, definimos bola fechada (disco) de centro a e raio r:
D,(a)={x € M : d(z, a) <r}.

Definigao 2.5. Dado um espago métrico (M, d) e um subconjunto A de M. Dizemos

que A € aberto se para todo a € A, existe € > 0 tal que B.(a) C A.

Ou seja, cada ponto a € A é o centro de uma bola abera totalmente contida em A.

Define-se também que o conjunto vazio é aberto.

Proposigao 2.6. Seja (M, d) um espago métrico. Toda bola aberta B,.(a) de (M, d) é

um subconjunto aberto do espagco métrico.

Demonstracao: Tome B, (a) uma bola aberta qualquer de (M, d). Para cada xz € B,(a),
vale que d(z, a) < r. Defina: € =r — d(z, a). Note que € > 0, pois d(z, a) < r. Vamos
mostrar que, B(z) é uma bola aberta contida em B,(a), de fato, considere y € B.(z), ou
seja,

d(y, =) <e
d(y, ) <r—d(z, a)
Logo, pela desigualdade triangular, temos:

d(y, a) <d(y, z) +d(z, a) <r—d(z, a)+d(z, a) =r,

ou seja, y € By(a).
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Portanto, para todo z € B,(a), existe uma bola aberta de centro z inteiramente

contida em B,.(a), isto é, B,(a) é um subconjunto aberto de (M, d). "
Exemplo 2.7. Dado um conjunto X e d uma func¢do definida da sequinte maneira:

d: X x X =R
0, se ==y,
d(z, y)z{
1, se xz#y.

Entao, (X, d) é um espago métrico e todo subconjunto de X é um aberto.

Demonstracgao:

Segue da definigdo de d que d(z, z) =0e d(z, y) > 0, se x £y,

0, se T =1,
1, se z#y ou y#zx

Ja para verificar a desigualdade triangular, devemos considerar os seguintes casos:

d(z, y) =d(y, =) = {

Caso (1) : x = z;

Como d é uma métrica é valido que:
0<d(z, y)+dly, )

d(z, z) <d(z, y)+d(y, 2)

Caso (2) : x # z,
Note que ou z =y ou y = 2.

Entao se r = y temos:
Az, 2) < d(z, y) +d(y, =)

1<0+1

Agora se z = y temos:
d(z, z) < d(z, y) +d(y, z)

1<1+0

Por dltimo = # y # 2

d(z, 2) <d(z, y)+d(y, 2)
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I1<1+1

Sem maiores dificuldades concluimos que:

d(z, z) <d(z, y)+d(y, 2).

Agora vamos provar que todos os subconjuntos de X sao abertos, para isso tome

A C X qualquer.
(i) Se A =0, A & aberto.

(ii) Se A # 0, tome a € A e defina :

Bi(a)={x € X : d(a, x) <1}

Note que dado b € By (a) temos d(a, b) < 1, sendo assim a = b e portanto By(a) C A,
ou seja, Para todo a € A é possivel definir uma bola aberta inteiramente contida em
A, logo A é aberto, e como A é qualquer, fica demonstrado que para todo A C X

com a métrica a cima definida A ¢é aberto.
| |

Defini¢ao 2.8. Dados espacos métricos (M, d,,), (N, d,) e uma fungio f: M — N e
a € M. Diz-se que f é continua no ponto a quando, dado um nimero € > 0 qualquer, for
possivel determinar um nimero 6 > 0 tal que d,,,(z, a) < ¢ implique em d,(f(x), f(a)) <
€. Diremos ainda que uma funcao € continua quando ela for continua em todos os

pontos do dominio.
Exemplo 2.9. Considere R com a métrica usual (euclidiana), entio f: R — R com
f(z) = bx € uma fungao continua.

Demonstragao: Seja a,¢ € R com € > 0 quaisquer. Tome § = ¢, note que ¢ > 0 pois

e > 0. Entao para qualquer x € R com d(z, a) < J, temos que:

d(f(z), f(a)) =|f(x) = f(a)| = |5z — ba| = 5|z — a| = 5d(x, a)
<hd <€
Verificou-se assim que f é continua em a, e como a foi tomado arbitrario, segue
que f é continua.

]
Defini¢ao 2.10. Dados espagos métricos (M, d,), (N, d,) e uma fun¢io f: M — N,
dizemos que f € uniformemente continua, se para qualquer e € R, com e > 0 existe § €

R, com ¢ > 0 tal que, para quaisquer x,y € M, se d,,(x, y) < 0 entdo d,,(f(x), f(y)) <e.



27

Exemplo 2.11. Seja (M, d) um espago métrico e f: M — M a fungao identidade,
f(z) = x para todo x € M.

Demonstracao: Dado € € R com € > 0, qualquer, tome entao 6 = €. Se z,y € M sao

quaisquer tais que d(z, y) < J, entao:

d(f(z), f(y)) =d(z, y) <d=e

Mostramos assim que f é uniformemente continua.
]
Ja sabemos o que é um conjunto aberto. Nossa proxima definicao é do seu com-

plementar que chamaremos de fechado.

Definicao 2.12. Seja M um espaco métrico e ' C M, dizemos que F' é fechado quando
M — F ¢ aberto.

Ou seja, um conjunto é fechado se for complementar de um aberto.
Exemplo 2.13. Como exemplo podemos destacar os intervalos fechados de R.

Definicao 2.14. Dado um conjunto A C M, M ¢é um espago métrico. Dizemos que A é

um conjunto limitado se existe ¢ € R, com € > 0, tal que A C B.(z), para algum x € M.

A proxima defini¢ao, possui uma outra versao mais geral, para espagos topologicos
nao tao usuais quanto R™, mas para os objetivos deste trabalho, nao se requer uma

definicao tao geral.

Defini¢ao 2.15. Em R"™ com a métrica usal (Euclidiana), um subconjunto K C R"™ é

chamado compacto se K ¢ limitado e fechado em R™.

Observamos que existe uma definicao mais geral de espago compacto para espagos
métricos mais gerais, a qual nao vai ser definida neste trabalho, pois para os resultados
de interesse trabalharemos com subconjuntos de R™.

O proximo teorema, serd aceito sem demosntrgao, haja visto que o objetivo deste
trabalho nao é se alongar em contetidos de espacos métricos, porém o leitor pode encontrar
a demonstracao deste teorema em (LIMA, 2010). Ainda aceitaremos que composigao de

funcoes continuas é uma funcao continua.

Teorema 2.16. Sejam (M, d,,), (N, d,) espagos métricos e uma fun¢ao f: M — N,
continua. Se K C M é compacto, entao f(K) = {f(x) : = € K} é compacto, se
K C N é& fechado, entao f~'(K)={x € M : f(z) € K} & fechado, se K C N ¢ aberto,
entdao fTY(K) = {x € M : f(z) € K} é aberto, e ainda, se M é compacto entdao f ¢é

uniformemente continua.
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2.2 GRUPOS

Vimos acima, alumas defini¢oes, propriedades e exemplos sobre espagos métricos.
Agora vamos a algumas defini¢oes e propriedades de algebra, que foram retiradas (JA-

NESCH, 2008).

Definicao 2.17. Seja G um conjunto nao vazio e x uma operacao em G. Dizemos que

(G,*) é um Grupo, quando :

(i) * € associativa, isto €, para todos x,y,z € G vale:

rx(yxz)=(rxxy)*z

(ii) Existe elemento Neutro para x, isto €, existe e € G tal que a x e = e x a = a para

todo a € G;

(iii) Todo elemento de G admite um inverso, isto €, para todo x € G, existe um y € G

tal que xxy =yxx =e.

Definigao 2.18. Seja (G, ) um grupo. Diz-se que um subconjunto H C G € um sub-
grupo de G quando:

(i) H #0,

(ii) H € fechado para a operagao %, isto €, para qualquer opera¢io entre elementos de H

o resultado € um elemento de H.
(iii) (H,x*) é um Grupo.

Exemplo 2.19. O conjunto G = (Z, +) onde + € a operagao adi¢ao usual, € um grupo.
Ainda, H = (2Z, +), onde 27 ¢é conjunto dos nimeros pares, H definido desta maneira
€ um grupo, pois a soma de niumeros pares € par, H nao € vazio e H estd contido em G,

portanto H € um Subgrupo de G.

Defini¢ao 2.20. Sejam (G, *) e (S,.) grupos. Diz-se que uma fun¢io f: G — S é um

homomorfismo se, para todo x,y € G tivermos

flxxy) = f(x).f(y)
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Exemplo 2.21. A funcao f definida a baixo € um homomorfismo.
f(C ) = (RY, )
f(z) = 2]
De fato, dados a,b € C* podemos calcular f(a - b) que é dado por:
fla-b) =la-b] = la| - |b] = f(a)- f(D)
n

Definigao 2.22. Sejam (G, x) e (S, ) grupos. Diz-se que uma fungao f: G — S € um

isomorfismo se f € um homomorfismo e € bijetora.

Proposicao 2.23. Sejam f: G — J e g: J — K homomorfismos de grupos. Entao go f

€ um homomorfismo. Se f e g forem isomorfismos entao g o f também serd.

Demonstracao: Tome a,b € GG, temos que:

(9o f)la-b) =g(f(a-b))=g(f(a)- f(b)) =g(f(a)) g(f(b))
= (go f)la)-(go f)(b)
Portanto, concluimos g o f é homomorfismo.

Como tarefa para o leitor, conclua que se f e g sdo isomorfismo a composi¢ao

também sera.
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3 TOPOLOGIA

O objetivo deste capitulo é fazer com que o leitor consiga compreender o que é um
espago topologico e algumas propriedades, para que posteriormente compreenda o que é

uma homotopia entre espagos topologicos.

Definicao 3.1. Uma topologia num conjunto X é um colegao T de subconjuntos de X,

0s quais chamamos de subconjuntos abertos, satisfazendo as sequintes condigoes:

(i) Os conjuntos X e () sao subconjuntos abertos;
(1) A unigo de uma familia de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto.

(111) A intersec¢ao de uma familia finita de subconjuntos abertos € um subconjunto aberto.

Um espago topoldgico é um par (X, 7) em que X é um conjunto e 7 é uma
topologia em X. Os subconjuntos de X pertencentes a 7 serao chamados simplesmente

de abertos.

Exemplo 3.2. Seja (X, d) um espago métrico, conforme definido no capitulo anterior, e

tome T o conjunto de todos os abertos em X pela métrica d.

Demonstragao:

(i) : 0 é aberto para todo espago métrico;

(17) : Seja I um conjunto de indices qualquer, e A; um aberto para todo i. Considere
UJ A; e tome z € |J A;, entdo, x € A; para algum 7, e como A; é aberto, temos que = é o

iel i€l
centro de bola aberta inteiramente contida em A;, ou seja, B, C A; C |J A;, logo,  é

i€l
o centro de uma bola inteiramente contida em |J A;, o que implica em | J A; ser aberto,
iel iel
sendo assim |J A; € T.
i€l
(73) : Seja I = {1, 2, 3, ... n} um conjunto de indices, e A; um aberto para todo

i. Tome o seguinte conjunto (| A; e z € [ A;, entdo, © € A; para todo i, e como A; é
aberto para todo i, existe B(m,:jIC A;, ondezerli ¢é o raio da bola com centro x contida em A;.
Defina r = min{r;,i € I}, segue entao que B(,,) C A; para todo 7, logo B, C (] 4,
ou seja, x € o centro de uma bola inteiramente contida em [ A;, o que implica néleé ser
abertoe (1 A; € T. <

P(;f’ganto, dos trés itens concluimos que 7T é uma topologia.
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Definigao 3.3. Um espago topoldgico (X, T) € dito metrizdvel quando é possivel definir
uma métrica d em X tal que os abertos definidos por d coincididem com os abertos da

topologia T de X.
Para maior compreensao da definicao acima, verifique o exemplo abaixo.

Exemplo 3.4. Seja X um conjunto. Defina Ty como a colegao de todos os subconjuntos

de X. Ty definida desta maneira é uma topologia e (X, Ty) € um espaco metrizdvel.

Demonstracgao: Vamos verificar que o espaco (X, 7p) é um espago topoldgico metrizavel

s 10 )
para isto, primeiramente constataremos que 7, € uma topologia, ou seja, verificaremos que
as condicoes da definicao 3.1 estao satisfeitas.

De fato,

(i) X e () sdo abertos, pois X C X e ) C X.

(ii) Considere F; uma familia de subconjuntos de abertos de Ty, em que I, é um conjunto

de indices. Tem-se que |J F; C X, pois dado a € |J F; C X teremos que a € F,
iel iel

para algum k € I e como Fy, C X, entdo a € X, sendo assim, | J F; é um subconjunto
i€l
de X, entao é um subconjunto aberto em 7.
(iii) Considere F; uma familia de subconjuntos abertos de 7y, em que I = {1,2,3,...,n},

n € N, um conjunto de indices. Tem-se que (| F; C X, pois dado = € [ Fj, tem-se
iel icl

x € F;, para todo i, entao como F; C X, para todo i, temos x € X, entdao (| F; C X,
iel
logo () F; € Tp é um subconjunto aberto , por outro lado, se (| F; = 0, é facil ver
iel iel
que ) C X e assim também teriamos () F; € To.

el

Logo, To é uma topologia, ja que (i), (i7) e (iii) sado satisfeitos.
Agora note que X é metrizavel, de fato:
Defina:
d: X x X =R

d ) 0, se x=y,
x, y)=
1, se x#uy.

Ja foi verificado no exemplo 2.7 que d é métrica e todo subconjunto de X é um
aberto, logo pertence a 7.
Logo, d é uma métrica e como (X, 7o) ¢ um espago topologico.

Portanto, (X, 7Ty) € um espago topologico metrizavel.
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Exemplo 3.5. Seja X um conjunto que contenha pelo menos dois pontos, ainda considere

o sequinte conjunto: Ty = {X, 0}.

Afirmacao 1: 7; é uma topologia.
Demonstragao:

De fato:

(i) X e () pertencem a Ti, ou seja, sao abertos.

(i7) A unido de uma familia de abertos ou é X, ou é {), ou seja, a unido de uma
familia de abertos sempre é aberto.

(i74) A intersec¢ao de uma familia de abertos, ou é X ou é ) que sdao abertos.

Logo, 71 é uma topologia.

Afirmagao 2: O espago (X, T1) ndo é metrizéavel.

De fato, suponha que (X, T;) seja metrizavel, sendo assim, existe uma métrica d
em X tal que os abertos definidos por d coincidem com os abertos de 7;. Absurdo, pois
dados a # b € X, que existem por hipétese, e r € R com 0 < r < M, é possivel definir

os seguintes conjuntos:

Br(a>:{x€X:d(x, a)<rcom0<r<d(@2> b)}

d(a, b
Br(b):{IEXZd(I, b)<7’com()<r<%}7

Essas bolas sao abertos em X pela métrica d e nao sao abertos pela topologia 7T;
Portanto, (X, 71) ndo é metrizéavel.

Exemplo 3.6. Seja R? o plano cartesiano, defina T como a colecio de todos os conjuntos
que se pode representar como unido de regioes limitadas (sem o contorno) por quadrados

de lados paralelos aos eixos. T definida desta maneira € uma topologia.

Demonstracgao: Note que regioes limitadas sem a borda sao as bolas abertas de acordo
com a métrica do max, vista no Exemplo 2.2. Entao 7 sendo a colecao de todos os
conjuntos que se pode representar como uniao de bolas abertas, 7 é a colecao dos abertos
de R?, pois todo aberto ¢ uma uniao de bolas abertas.

Vimos no exemplo 3.2 que um espago métrico define uma topologia 7 pegando
todos os abertos pela métrica deste espago métrico.

Logo, T ¢ uma topologia e (R?,T) é metrizavel pela métrica de R2.
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Definicao 3.7. Seja X um espaco topoldgico, dizemos que X € um espag¢o de Hausdorf
se quando dados x, y € X com x # y, existem abertos A e B C X tais quex € A, y €
BeANnB=4.

Exemplo 3.8. Todo espago metrizavel é de Hausdorff.

Demonstracao: Seja A um espaco metrizavel de topologia 7 e de métrica d, por defini-
¢ao, 7 e d definem os mesmos abertos.

Afirmagao 1: Dados a e b com a # b, a, b € A, existem duas bolas abertas e
disjuntas com centros em a e b respectivamente.

De fato, seja r € R tal que 0 < r < M.

Defina as seguintes bolas abertas:

B.(a)={x € A: d(z, a) <7}

B,(b) = {x € A: d(z, b) <r}.

Vamos provar que B,.(a) N B,.(b) = .
Suponha que existe o € B,(a) N B,.(b), isto &, o € B.(a) e 9 € B.(b), sendo

assim, d(zg, a) <1 e d(xg, b) <r, entao disto e da Desigualdade Triangular, temos:

d(a, b) < d(a, o)+ d(zo, b)

o que é uma contradigdo, ou seja, B,.(a) N B,.(b) = () provando assim a Afirmagao

Segue da Afirmagao 1 que se a, b € A, tais que a # b, existe B,.(a) e B,(b) que

sao abertos de A, com
a € B.(a), b€ B.(b) e  B.(a)NB.(b)=10.

Sendo assim, dado A metrizavel, entao A é de Hausdorff.
[
Com esse ultimo exemplo, temos que R™ é de Hausdorff para a métrica euclidiana,

para todo n. Além disso os Espacos Vetorias Normados também sao Hausdorff.
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Dado um espacgo topologico X, a partir dele, podemos criar outros espacos topo-

logicos, como se segue

Proposicao 3.9. Seja f: S — X uma fungio de um conjunto S num espago topoldgico
X. A colegao T; das imagens inversas, f~1(A), dos abertos A C X, pela fungio f, é uma
topologia em S.

Demonstragao:

(i) O conjunto @) € T;, pois § € T (T topologia de X), ou seja, ) é um aberto em
Xe f7H40)=0.

(1) O conjunto S € T;, pois X € T, ou seja, X é um aberto em X e f~1(X) = S.

(77i) Considere (A))repy uma familia de abertos Ay de 7; em que U é um conjunto
de indices.

Note que para todo A € U existe um By € T talque, Ay = f~1(B))

Entao tomando agora a imagem inversa de | J By, que é um aberto, temos:

ft (U BA> = Uf_l(B,\), onde f~1(By) é igual a algum A, € T;,

ou seja,
! (U BA) = UA/\7
logo, JA,N €T, C S.
(iv) Considere (Ay)xeq1, 2, ... , n} uma familia de abertos Ay de T;.
Note que para todo A € U existe um By € T talque, Ay = f~!(B)). Fazendo

entao interseccao Ay N...N A, temos :

An...NA,=fB)Nn...0nf 4B,
=f(BiN...NB,)
Note que (ByN...NB,) € T,logo AiN...NA, =f"Bn...nB, € T,.
Acabamos de provar que a interseccao finita de elementos de 7; ainda é um aberto de 7;.
Portanto de (i), (i7), (iii) e (iv), T; é uma topologia em S.
Chamamos 7; de topologia induzida em S pela fungao f: S — X.

A proxima definicao é uma outra maneira, um novo olhar, equivalente a definicao

2.8 mostrada no capitulo anterior.

Definicao 3.10. Uma aplicacao f: X — Y, para X eY espaco topoldgicos € dita fungao
continua quando a imagem inversa, f~Y(B), de um aberto (ou fechado) B C 'Y é um
aberto (ou fechado) em X.
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Dessa tltima defini¢ao, se S tem a topologia induzida por uma funcao f: S — X,
pela definicao de topologia induzida, f~1(A), com A C X um aberto(ou fechado), ¢ na

verdade um aberto (ou fechado) em S, com isso f é continua.

Definicao 3.11. Seja S C X, em que X € um espago topoldgico. Dizemos que S €
um subespacgo do espaco topoldgico X, quando S for um espago topoldgico, munido pela
topologia induzida sobre a sequinte func¢ao f: S — X dada por f(x) = x, para todo x €
S CX.

Note que se A é um aberto de S, entao A = BN S para algum aberto B C X.

A seguir consta uma propriedade um tanto quanto interessante.

Proposicao 3.12. Seja X um espago de Hausdorff entio seus subespacos sio de Haus-

dorff.

Demonstracao: Dado um espaco X de Hausdorff e S C X um subespago. Tome z, y € S
com x # y, note que x, y € X. Como X é Hausdorff, existem A e B com A, B C X, com
A e B abertos, taisque zr € A,y€ Be ANB = 0.

Defina agora: Ay = ANS e By = BN S sao abertos em S, sendo que x € A; e
y € By, z#yecomo ANB =0, entao A,NB; = ANSNBNS=ANBNS=0NS =1,
logo S é de Hausdorff.

Definicao 3.13. Seja h uma fungao continua, h é chamada de homeomorfismo se for

bijetora e h™' também for continua.

Matematicamente, pode-se provar que uma esfera menos um ponto é homeomorfa

a um plano, chamaremos a este homeomorfismo de projecao estereografica.

Exemplo 3.14. Tome S? = {(z,y,2) € R® : 22+ y*> + 22 = 1} a esfera de raio 1 e
centro (0,0,0). Sejar :{(0,0,1)+t-(a,b,c—1) : t € R} uma reta e ainda 7 : {(x,y,z) €
R3 : 2z =0} um plano. Defina uma fungao o, tal que:

p: S* — {N} = R?
a b
b, ) = ola, b, &)= [ 2 2
(@ b len b0 = (15 1),
em que, N = (0, 0, 1). Entdao ¢ € um homeomorfismo.

Afirmacao 1 : ¢ estd bem definida.
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Figura 1: Projecao Estereografica

Fonte: https://www.ime.unicamp.br/ ftorres/ENSINO/MONOGRAFIAS/JPC1,015

Observe que o tnico ponto que daria problema em ¢ é N, que nao estad no dominio
de S?%. Entao realmente ¢ esta bem definida.
Afirmacao 2 : ¢ é injetora.

Sejam p; = (a1, by, 1) e py = (ag, by, ¢3) com py, py € S? — {N}, suponha agora

que:
p(p1) = ¢(p2)
assim:
ai + b7 _ a3 + b3
(I=c)? (1—c2)*
obtendo-se,
1+ C1 . 14 Co
1-— C1 N 1-— (327
ou seja,

(I+e)(l—co)=1+c)(1—c)

resultando na seguinte igualdade,

C1 = Co
segue que,
ai a2
1-— C1 1-— 627
entao
a; = Q2
e por ultimo, conlui-se que
b by

isto é

Logo, temos p; = po, 0 que implica em ¢ ser injetora.

Afirmagao 3 : ¢ é sobrejetora.



38

Tome (z, y) € R? um par qualquer, defina um ponto P da seguinte maneira:

B 2x 2y 22 +y? -1
S\ 4241 24241 a2+ 2+ 1
é facil ver que:
p(P) = (z, y).
Logo, ¢ é sobrejetora.

Segue entao das trés afirmagoes que ¢ é uma fungao bijetora. Entao sua inversa é:

' R* = S5* — {N}

(LwH¢Waw:(

2 2y 2%+ — 1>
i e B N B A S |
em que, N = (0, 0, 1).

Concluir que @ o p~H(P) = ¢ L op(P) = P é simples, basta substituir uma fungao
dentro da outra.

Por tltimo observe que ¢ e ¢! sdo continuas, pois as suas coordenadas sao dadas
por fungoes continuas.

Portanto ¢ ¢ um homeomorfismo.

]

Este exemplo mostra que é possivel transformar uma esfera sem um ponto em um

plano. De maneira mais geral, é possivel concluir que S™ menos um ponto e R™ também

sao homeomorfos, basta estender a funcao ¢ para estes espacos.

Definicao 3.15. Dado X um espago topoldgico. Dizemos que X é conexo por caminhos
se para quaisquer p,q € X existe uma fungao continua tal que f: I — X onde f(0) =p
e f(1) = q. Dizemos também que p,q € X pertencem a mesma componente conexa por

caminhos quando existe um caminho entre p e q.

Finalizando agora este capitulo, ja temos condi¢oes de nos aproximar ainda mais
do objetivo central deste trabalho, agora que ja estamos munidos de boas ferramentas

para melhor compreensao das proximas defini¢oes e teoremas.
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4 HOMOTOPIA

Chegamos no capitulo que nos permitirad construir um Grupo associado a um es-
paco topologico que permitira diferenciar a esfera bidimensional do toro. Homotopia de
maneira bem geral e sem preocupacao com exatidao, nada mais é que uma funcao que
controla a metamorfose de uma fung¢ao em outra, ou seja, permite distorcer uma fungao,

transformando-a em outra, tudo isso de maneira continua.

Definicao 4.1. Sejam X e Y espacos topologicos. Dizemos que duas fungoes continuas
f, g: X =Y sao homotopicas quando existe uma func¢ao continua H: X X I —Y, em

que I =0, 1] tal que H(z, 0) = f(x) e H(z, 1) = g(x), para todo x € X.

A funcao H definida é chamada de homotopia entre f e g.
Notacao: H: f ~gou f ~g.

Figura 2: Exemplo de Homotopia

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_da_homotopia/media/Ficheiro :
Homotopy_curves

Dado uma homotopia H: f ~ g, considere um parametrot € [ e H;: X — Y dada
por Hy(z) = H(z, t) uma fungao continua.

Conseguimos construir uma familia continua (no sentido de que nao ha buracos
nos indices) (H;)ier, de tal maneira que Hy = f e Hy = g, ou seja, a familia (Hy)er
comeca em f e termina em g. Sendo assim podemos considerar ¢ como o tempo, em
que no decorrer do tempo a funcao f é distorcida até se tornar g de maneira continua,
sendo possivel acompanhar os processos intermediarios, basta tomar uma H; para algum

0<t<l.

Exemplo 4.2. Duas fungoes constantes f, g: X — Y com f(x) = p e g(x) = q, sao

homotdpicas se e so se suas imagens pertencem a mesma componente conexa por caminhos
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do espago do contradominio, isto €, existe uma funcao continua ligando p e q.

Demonstragao:
(=) Considere uma homotopia H entre f e g as fung¢oes constantes, da seguinte

maneira:

XY g X oY H:- XxI—>Y
T p T q (z, 0) = f(z)=p
(§]

(z, 1) = g(z) = ¢

Tome zy € X, xo fixo e defina o seguinte fungdo a: I — Y dada por a(t) =
H(zo, t).

Note que a(0) = H(xg, 0) = p, pela definigao de H que é uma homotopia, do
mesmo modo que a(l) = H(xg, 1) =g.

Segue entao que a fun¢ao « é um caminho (fungao continua) que liga o ponto p ao
ponto ¢, ou seja, pertencem a mesma componente conexa por caminhos.

(<) Considere agora que p e ¢ pertencem a mesma componente conexa por cami-

nhos, isto ¢, existe uma funcao «, tal que:

a: ] =Y
a0)=p ¢ a(l)=g

Sendo assim, defina:

H:-HxI—=Y
H(z, t)=a(t), V(z, t) € X x I.

Note que H(z, 0) = a(0) =pe H(x, 1) = g, note ainda que H é continua, ja que
« é continua.

Segue entao que se:

f: X—=>Y

z f(z)=p

g X =Y

z = g(z) =¢q
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entao f ~ g pela funcao H que é uma homotopia entre f e g.

Exemplo 4.3. Considere f, g: X — R? continuas, entio f ~ g.

Demonstracao: Defina

H: X x I — R?

dada por H(z, t)=(1—1t)- f(x)+t-g(z), Ve e X e (z, t) € X x I.

Note que H(x, 0) = f(z), Ve € X e H(z, 1) = g(z), Vo € X.

A continuidade de H decorre da continuidade de f e g, também pois a multiplicacao
por escalar e soma sao continuas.

Logo, f ~ g pela homotopia H.

Exemplo 4.4. Considere S' C R? a esfera de raio unitdrio unimensional (circulo de
raio um, ou mais conhecido como ciclo trigonométrico). Dadas duas fungoes continuas
f, g: R? — S tal que f(z) # —g(z), Vo € R? isto é, f(z) e g(x) nunca sio diametral-

mente opostos (antipodas), entao f ~ g.

Demonstracgao: Defina:
H:R*xI— S
1=t f(x)+t-g(x
R e P
sendo que || f(z) ||=]| g(z) |= 1, Vz € R?, pois f(x) € S e g(x) € St
Note que H esta bem definida, pois (1 —t) - f(x) +t-g(x) #0, Vit € [ e Vx € X.
Caso contrario, terfamos:

(1)Set#0et#1:

o) = LD
ool = | =52 is
o=t

t
po 1
L

ou seja, contradiz o fato de f(z) # —g(x).
(2) Set=0:
(1—t) f(z)=0
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flz) =0
o que é uma contradicao, pois f(x) € S'.
(3)Set=1":
(1) g(x) = 0
g(x) =0

o que é uma contradicao, pois g(z) € S*.
Ainda como f é continua entdao « - f é continua e a operacao soma conserva a
continuidade. Sendo assim H ¢é continua.

Note ainda que:

CRE
Hiw, 0) =iy = /@

pois [[/(@)] = 1 ¢
oglx) .
H@ 1) = qe@n = 9@

ja que [lg(z)] = 1.
Portanto f ~ g.

Proposicao 4.5. Sejam X e Y espacos topologicos. A relacdo de homotopia, f ~ g €

uma relagao de equivaléncia no conjunto das fungoes continuas de X em'Y (C[X, Y]).

Demonstragao: Tome f: X — Y uma funcao continua qualquer.
Defina:
H: X xI—->Y

H(x, t) = f(x)

(1) H é continua, pela continuidade de f.
(17) H(z, 0) = f(z) e H(z, 1) = f(z), ou seja, H é uma homotopia, pela definigao
4.1.
Sendo assim, ~ é reflexiva, afinal, f ~ f para toda func¢ao continua. ()
Seja agora H: X x I — Y uma homotopia entre g ~ f.
Agora, defina:
K: XxI—>Y

K(x, t)=H(z, 1 —1).



Note que K é continua, pois H é continua e ainda,
K(z, 0)=H(z, 1) = f(x),

assim como,
K(z, 1) = H(x, 0) = g(x),

pois H é homotopia entre g e f.
Logo, K é uma homotopia entre f e g. Portanto, ~ é simétrica. (xx)

Por ultimo considere os seguintes homotopias:

H: XxI—=Y e K: XxI—=Y
H: f~g K:g~h.

Figura 3: Exemplo de Transitividade

e
RS, %// #

i
R R A,
e

e

T

par e
i
G

Fonte: https://www.dm.ufscar.br/profs/tcc/trabalhos/2010-2/299871

Defina a seguinte funcao:

L: XxI—=Y

Lz, 1) H(x, 2t), se
z, t) =
K(z, 2t —1), se

o= O
IN N
~
NN
= Nl

Segue que:
L(z, 0) = H(z, 0) = f(x), pela homotopia H.
L(z, 1) = K(x, 1) = h(x), pela homotopia K.

43

L é continua para todo (z,t) € X x I pela continuidade de H e K, e ainda note que

1

os pontos da forma (z,1) implica em L(z,1) = H(z,1) = K(x,0) = g(z) que ¢ continua.
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Segue disso que L é uma homotopia entre f e h, entao ~ é uma relacao transitiva.
( * %)

Portanto, de (x), (%) e (% * %) temos que ~ ¢ uma relagao de equivaléncia.

]

As classes de equivaléncia, segundo a relacao de homotopia serao chamadas de
classes de homotopia.

A classe de homotopia de uma funcao continua f: X — Y sera indicada pelo
simbolo [ f] que representa todas as fung¢oes que sao homotépicas com f, ou seja, representa
todas as fungoes que podem ser distorcidas em f.

O conjunto das classes de homotopia das fungoes continuas de X em Y sera repre-
sentado pela simbolo [X, Y.

Como podemos observar, o conceito de homotopia esta diretamente ligado com a

continuidade das fungoes entre X e Y.

Proposicao 4.6. Sejam f, f': X - Y egq, ¢: Y — Z funcoes continuas. Se f ~ [’ e

g>~¢, entao go f ~ ¢ o [, ou seja, composicio de funcoes conserva homotopias.

Demonstragao: Sejam

H: XxI—=Y e K. YxI—Z
H: f~f K:g~g.

Defina agora a seguinte funcao

L: XxI—=Z
L(z, t)= K(H(z, t), t)

Temos que L é continua pois K e H sao. Note agora que

L(x, 0) = K(H(z, 0), 0) = K(f(x), 0) = g(f(2)) = go f(z)

L(z, 1) = K(H(z, 1), 1) = K(f'(z), 1) = ¢'(f'(x)) = ¢'o ['(x)

Segue disso que L é uma homotopia.

Potanto L: go f ~ ¢ o f’

Definicao 4.7. Dizemos que uma fungao continua f: X — Y é uma equivaléncia

homotopica, quando existe uma funcao continua g: Y — X tal que go f =~ idyx e
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fog~idy. Dizemos ainda que g € o tnverso homotopico de f e os espacos topoldgicos

X eY possuem o mesmo tipo de homotopia.

Notagao: X =Y ou f: X =Y
De maneira intuitiva, dois espacos homotopicamente equivalentes, possuem ou
a “mesma forma”, ou a menos de “esmagar” ou mais precisamente “contrair” ou “esticar”

continuamente (de maneira continua) um até virar o outro.
Exemplo 4.8. R™ ¢ homotopicamente equivalente a um ponto {a}.

A idéia deste exemplo é mostrar que se pode “esmagar’ R" até obter apenas um
ponto.

Demonstracao: Defina as seguintes funcoes:

f:{a} - R" g: R" — {a}
fla) =0 9(z) = a.

Note que g o f(z) = g(f(z)) = 9(0) = a = id{qy, entdo como g o f = idy,), segue
que g o f =~ idy,y, pois toda fungao é homotopica a si mesma.

Por outro lado,

Defina agora:

H(z, t) = (1 —t) - idgn,

note que
H(z, 0) = idgn

H(z, 1)=0= fog(z) Vz.

Sendo assim f o g >~ idgn, pois H é homotopia.

Logo, R™ e {a} possuem o mesmo tipo de homotopia.
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Definicao 4.9. Um espaco topoldogico X ¢é contrdtil quando ele tem o mesmo tipo de

homotopia que um ponto.

Exemplo 4.10. Vimos no Exemplo 4.8 que R" e {a} possuem o mesmo tipo de homo-

topia, sendo assim € imediato concluir que R™ € contrdtil.

Proposicao 4.11. Um espaco topologico X € contrdtil se e so se a func¢ao identidade

id: X — X € homotopica a uma funcao constante k: X — X.

Demonstragao:

(=) Se X é contratil entdo ele possui o mesmo tipo de homotopia que um ponto,
isto é, existem f e g fungodes continuas, tais que f: X — {p} e g: {p} — X, sendo assim,
por hipotese, g o f ~ idx. Note que g o f(x) = g(p), Vz, logo definindo k: X — X com
k(x) = g(p) Va, concluimos idx ¢ homotdpica a uma constante.

(<) Como idx é homotodpica a uma fungao constante, segue:

f=idy: X = X e ki X - X
fz) == k(z) = p, Va.

Defina as seguintes composigoes:

a: X — {p} e b: {p} - X
a(p) =p b(z) =p

Segue disso entéo que: aob~ idy,y e boa(zr) = k(x) ~ idx
Logo, a e b sao equivaléncias homotopicas e disso temos que X possui o mesmo

tipo de homotopia que {p}, potanto X ¢é contratil.

Exemplo 4.12. O intervalo I = [0, 1] € contrdtil.

Demonstracgao: Defina as seguintes fungoes:

f:100, 1] = {p} g: {p} — [0, 1]
f(z)=p, Vz g(z) = 0,Vx € {p}.
Note que:

foglp)=flg(p)) = f(0) =p=idgy,.
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Como f o g = idy, e toda fungao ¢ homotopica a si, entao
fog~idgy. (%)
Por outro lado,
gof:[0, 1] = [0, 1]
go f(x) =0, Vz € [0, 1].

Agora, defina a seguinte funcao:

H: [0, 1] x I — [0, 1]
H(xz, t) =(1—1)-idyp, 1, Ve €l eVt € I.

Segue que:
H(I’, O) = Z‘d[o7 1]

H(z, 1) =0=go f(x).
Note que H ¢ continua, pois id|, 1] é continua.
Segue disso entao que H ¢ uma homotopia e g o f ~idjy 17. (x*)
Logo, de () e (x%) obtemos que f e g sdo inversas homotopicas, portanto [0, 1] e
{p} possuem o mesmo tipo de homotopia. Conclui-se entao que [0, 1] é contratil.

Proposigao 4.13. Dado f: [0, 1] — X um caminho entre a e b, para a, b € X, entao f

€ homotopica a uma constante.

Demonstracao: Como f: [0, 1] — X é um caminho entre a e b, entdo temos que
f(0)=a, f(1) =be f & continua.

Defina agora uma funcao g da seguinte maneira:

g: 10, 1] = X
g(x) =aVx € [0, 1].

Note que g é uma fungao constante.

Agora, defina a seguinte funcao:

H:[0, x> X
H(z, t)=f(1—-1) ) eVtel.
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Segue que
H(z, 0) = f(z)
e
H(z, 1) = g(x).
Observe ainda que H é continua, pois f é um caminho e g é continua, pois é
constante.

Portanto, H: f ~g.
]
Sabido agora o que é uma homotopia e algumas propriedades sobre esta funcao,
estamos preparados para construir um grupo, conforme defini¢ao 2.17. Esta construgao

utilizara caminhos e é o objetivo do préoximo capitulo.
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5 GRUPO FUNDAMENTAL

Como objetivo maior deste capitulo queremos construir um grupo, formado por
fungoes homotopicas entre si, pois isso posteriormente nos permitira provar que a esfera

S? nao é homeomorfa ao toro T'= S' x St.

Definicao 5.1. Dizemos que f, g: [ — X sao caminhos homotdpicos, quando f ~ g
em relagao OI. (Observe que: 0 = {0, 1} = fronteira de I).

Notacao: f=gou H: f=g.

Seque disso que uma homotopia H: f = g entre caminhos € uma func¢ao continua,

tal que :

H: I xI—X

H(s, 0)=f(s) e  H(s 1)=g(s)
H(0, ) = £(0) = g(0)

H(1, 1) = f(1) = g(1), Vs, t € 1.

Para que faga sentido afirmar que f = g, é necessario que f(0) = ¢(0) = zo
e f(1) = g(1) = x4, ou seja, é necessario que os caminhos f e g possuam as mesmas
extremidades.

Uma funcao H satisfazendo as propriedades acima é chamada de homotopia de
caminhos. Um caso particular de homotopia de caminhos ¢ quando esses caminhos
sao fechados, isto ¢, f(0) = f(1) = xy. Sendo assim, diremos que os caminhos fechados

f, g: I — X sao homotdpicos, quando existir uma func¢ao continua H tal que:

H:IxI—X
H(s, 0) = f(s),
H(s, 1) = g(s),

Ay
—
uO

~
N~—

I

H(1, t) =m0, Vs, t € 1.

Definicao 5.2. Dois caminhos fechados f, g: I — X sao chamados livremente homo-

topicos quando existe uma func¢ao continua H tal que :
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H: I xI—X
H(x, 0) = f(a),
H(x, 1) = g(x),

H(0, t) = H(1, t), Va, te 1.

A funcao H é chamada de homotopia livre.

Vimos no capitulo anterior que homotopias nos fornecem uma relagao de equiva-
léncia, sendo assim, isso é veridico para os casos especiais de homotopia de caminhos e
homotopias livres.

A partir de agora, vamos indicar por a« = [f] a classe de equivaléncia do caminho
f: I — X, ou seja, a é o conjunto de todos os caminhos em X que possuem as mesmas

extremidades de f e que sao homotopicas a f, com extremos fixos durante a homotopia.

Exemplo 5.3. Seja X um subconjunto convexo de um espago vetorial normado. Se

f, g: I — X sao caminhos com as mesmas extremidades, entao f = g.

Demonstragao: Como f e g sdo caminhos com as mesmas extremidades, temos que:

f(0) =9(0) =0 € X

f) =g(1) =2 € X,

Sendo assim, defina:

H:IxI—X
H(z, t)=(1—-1)- f(x)+t-g(x).
Note que H definida desta maneira é uma fungao, de fato, (1—1t)- f(x)+t-g(x) €
X, Vx, t € I, pois X é convexo. Além disso, temos H continua, ja que f e g sao continuas
e multiplicacao por escalar e somas conservam a continuidade.
Note ainda:
(1):
H(z, 0) = f(z) e H(z, 1) = g(z) ()

(2):

H(0, 1) = (1 =1)- f(0) +1-g(0)
:<1—t)'$0+t'1’0

H(O, t) = Xy
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(3):

H(1, t) = (L =1)- f(1) +¢-9(1)
H(l, t):(Lj

Portanto, de (1), (2) e (3), segue que H: f = g.
[
Mostrar que dois espagos topologicos sao homeomorfos, ou seja, que um pode ser
distorcido continuamente no outro, nao é uma tarefa ficil. Entretanto demonstrar que
nao o sao, o qual é o objetivo deste trabalho, ¢ um pouco mais amigavel, j4 que consiste
em encontrar apenas uma propriedade topologica invariante por homeomorfismos na qual
apenas um dos dois espagos possua. Para isso, vamos nos apropriar da teoria de grupos
e concluir que espagos homeomorfos possuem estruturas algébricas isomorfas, ou seja, se
um espaco A possui um propriedade topologica qualquer e A é homeomorfo a um outro

espaco B, este também teré tal propriedade.

Definigao 5.4. Sejam f, g: I — X caminhos tais que o fim de f coincide com a origem
de g. Definamos o produto f-g como sendo o caminho que consiste em percorrer primeiro

f e depois g, sendo assim:

frg:1—>X

b

— ol

f(2t), se 0<t<
1<t <

frolt) = { g2t —1), se

A funcao f - g estd bem definida e ¢ continua, pois f g |[07 e f- g\[; 1 Sa0

funcoes continuas.

Figura 4: Exemplo de Transitividade

Fonte: O proéprio autor
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Perceba que f - ¢ é um caminho que inicia em f(0) e termina em g¢(1) passando
por f(1) = g(0).

Dado um caminho f: I — X com inicio em f(0) = x¢ ¢ f(1) = x4, faz sentido
pensar num caminho inverso, um “caminho de volta” que inicia em z; e termina em

xg, entao assim se tem a exigéncia da seguinte defini¢ao.

Definigao 5.5. Dado o caminho f: 1 — X, definimos o caminho inverso f~1 de tal

modo:

L= Xx
fl=f1-1,0<t<1,
Note que:
= fowv,em quev: I — I é dada por v(t) =1 —t.
f~! é o“caminho de volta” de f.

Usaremos e, para indicar o caminho constante, tal que e,(t) = x, Vt € I. A classe

de homotopia de e, sera denotado por &, = [ez].

Proposicao 5.6. Seja C(X) o conjunto dos caminhos do espago topoldgico X, entdo

(C(X), -) nao é um grupo.

Demonstragao: Para mostrar que (C'(X), -) ndo é grupo, basta verificar a Defini¢ao
2.17, e perceber que:

(1): A operagao nao esta bem definida, por exemplo, dado X = {a, b, ¢, d} e dois
caminhos f e g tais que f(0) = a, f(1) = b,g(0) = c e g(1) = d, note que f - g nao existe,
pois b nao inicia onde a termina.

(2): Nao existe elemento neutro em (C'(X), -) para a multiplicagao.

De fato, dado um caminho f da seguinte maneira:

fI—-X
f(0) = =,
f) =y

Segue disso que e, - f nao esta definido para x = =, pois teriamos:

1
2

O que é um absurdo!
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(3) f ’ f_l 7é €q-
De fato, pois:

forio) =z

1
-1( 2 _
fof (2) Y
Ou seja, f - f~! nao é o elemento neutro.
Como vimos de (1), (2) e (3) a operagao - nao define um grupo em C'(X).

Como entao conseguir a estrutura de grupo? Para conseguir isso basta considerar-

mos as classes de homotopia de caminhos.

Proposicao 5.7. Se f, g/, ¢': I — X sdo caminhos tais que f(1) = g(0) em que f = f’
eg=g. Entio f-g= f g ef = (f)"

Demonstragao:

Como f = ' e g = ¢, considere as seguintes homotopias:

H:IxI—=X k:IxI—X

H(s, 0) = f(s) k(s, 0) = g(s)

H(s, 1) = f'(s) ks, 1) =g'(s)

H(0, t) = f(0) = f'(0) k0, t) = g(0) = 4'(0)
H(1, t) = f(1) = f(1). k(L 1) =g(1) = 4'(1).

Sabemos ainda que f(1) = ¢(0), por hipotese.

Sendo assim, defina:

L:IxI—X
H(2s, t 0
L(S, t) _ ( 87 )7 Se
k(2s—1,t), se 1%

L é uma funcao e esta bem definida, afinal:

L (% t) —H(1, t) = K(0, ) = L (% t) |

pois, por hipotese, H(1, t) = f(1) = g(0) = K(0, ).
Além disso, L é continua, pois:

(1):
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¢é continua, ja que, H ¢é continua
(2):

1
2

L|[

1]><I
¢é continua, ja que, K é continua.
Logo, de (1) e (2) concluimos que L é continua.

Note ainda que:

(1):

o0~ a1 v §reh =
(2):

L(s, 1) = { k(2s _1;1(25:1);25?3 zz zzzi e
o L(0, 1) = H(0, 1) = f(0) = £'(0) = [ - 9(0) = f'- 4'(0)
(4):

L1, t)=H(1, 1) =g(1) =¢'(1) = f-9(1) = f"- g'(1),
logo de (1), (2), (3) e (4) temos que L: f-g= f'-¢'.

Defina agora:

G:IxI—X
G(s, t) = H(1—s, 1).

Sabemos, por defini¢ao que:

fHs)=fA=s)e[f7(s) = f(1-s).

Além do que, a fun¢ao G é continua, pois H é uma homotopia.
Ainda sobre G temos:

(1): G(s, 0) =H(1 =5, 0) = f(1 =) = f7'(s)
(2): G(s, ) =H(1 =5, 1) = f/(1 —s) = ( M
(3): G(0, t) = H(L, t) = f(1) = f'(1) = f71(0) = (f)(0)

(4): G(1, t) = H(0, t) = f(0) = f'(0 )Zf‘ (1) = (f)~H).

Portanto, de (1), (2), (3) e (4), G ¢ uma homotopia de caminhos entre f~! =

(s)
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Finalmente, definiremos uma operagao produto, a qual nos aproximaria de uma
estrutura de grupo, para isto, considere X um espago topologico e o = [f], em que f é
um caminho em X com origem em um ponto qualquer a € X e termina num ponto b € X.
Assim como, considere 8 = [g], em que g é um caminho em X com origem em b € X e

termina em ¢ € X.

Definicao 5.8. O produto o - 5 € definido como
a-f=[f-gl=1f]"1lg

Definicao 5.9. Chamamos de inversa de o a sequinte classe de homotopia:

Observacgao:
(1) Note que « - 8 estéa bem definida para todo f € a e para todo g € .

(2) a~! ¢ tnica, pela Proposigao 5.7 e esta bem definida, pois f~!(z) = f(1 — ) esta
bem definida Vx € I.

Definicao 5.10. Uma fungao p: I — I € dito uma parametrizacao de I quando ¢ é
continua e @(0I) C OI.

Ainda, a parametrizacao € dita:
o Positiva se p(0) =0 e ¢(1) = 1.
e Negativa se (0) =1 e (1) = 0.
o Trivial se p(0) = p(1).

Definicao 5.11. Dada uma parametrizacao ¢: I — I ea: I — X um caminho, a fun¢ao

b=aoy: 1 — X é chamada de reparametrizacao do caminho a.

Proposicao 5.12. Seja b = a o ¢ uma reparametrizagcao do caminho a: I — X se a

parametrizagao ¢ for:

(1) Positiva, entio b= a;
(2) Negativa, entio b= a™;

(8) Trivial, entao b = constante, mais do que isso, se p(0) = (1) = 0 temos b = a(0) e

se o(0) = p(1) =1 temos b = a(1).
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Demonstragao:

Afirmagao (1): Dois caminhos em I sdo homotépicos com extremidades fixas, se e
somente se, possuem a mesma origem e o mesmo fim. Esta afirmacgao segue pelo fato de
I ser um subconjunto convexo de R?, provado no Exemplo 5.3.

Entao, agora, vamos separar a demonstragao em trés casos:

Caso (1) - ¢ positiva: Como ¢: I — I & positiva, entdo p(0) =0 e ¢(1) = 1.

Defina entao:

i1 —1
i(s)=s, Vs e l.
Note que 7(0) = 0 e i(1) = 1, ou seja, ¢ e ¢ possuem os mesmos extremos, entao,

pela afirmacao 1 temos ¢ = i. Perceba que a o i = a.

Entao, como a: I — X é um caminho, por hipotese, segue da Proposicao 4.6:
aop=aot

b=a

Caso (2) - ¢ negativa: Como ¢: I — I é negativa, entdo ¢(0) =1 e ¢(1) =0.

Defina entao:

gl =1
js)=1—3s, Vsel.

Note que j(0) = 1 e j(1) = 0, ou seja, ¢ e j possuem os mesmos extremos, entao

pela afirmagao 1, ¢ = j. Perceba ainda que aoj = a™!, pois a0 j(0) =1 =a*(0) e
aoj(l)=0=a"'(1), em que b < a "

Entao, como a: I — X é um caminho, segue que:

aop=aoj

Caso (3) - ¢ trivial: Como ¢: I — I é trivial, temos que ¢(0) = ¢(1).

Defina entao:

k:1—1
k(s) = ¢(0),Vs € 1.
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Observe que k é constante.
Note que k(0) = k(1) = ¢(0) = p(1).
Logo, ¢ e k possuem os mesmo extremos e pela afirmacao 1, segue que f = k.

Entao,

aop=aok,
b = “constante”,

em que a ok = a(p(0)) é constante. E se ¢(0) = 0 temos b = a(0) e se ¢(0) = 1 temos
b= a(l).
Portanto, a tese é satisfeita com as hipoteses dadas.

]
Nosso objetivo é formar um grupo com as classes de homotopias, para isto, preci-

samos de uma tltima proposicao, a qual consta a seguir:

Proposicao 5.13. Sejam a, b, c¢: I — X caminhos tais que cada um deles termina onde
o sequinte comega, o = [a], B = [b], v = [c¢| suas classes de homotopia, * = a(0) a
origem de a e y = a(1l) seu fim. Sejam e, e e, os caminhos constantes sobre esses pontos,

€ = |es] € €y = [e,] as classes de homotopias dessas constantes, entdo:
(1):a-at=e¢ B):ez-a=a=a-¢
(2): a7t -a=¢, (4): (@) y=a-(87)

Demonstragao:

Considere as seguintes parametrizacoes 1 € s :

2s, se Oéséé,

p1(s) = 1
2—-2s, se ;<s<L
1—2s, se O<s<l,
pa(s) = 1 :
2s =1, se ;<s<L

Note que @1 e py sao triviais, pois ¢1(0) = @1(1) e p2(0) = @1(1).

Da proposi¢ao 5.12, temos que dado a € «, a: I — X um caminho, é tal que
a o (p1 = constante.

Ainda temos que:
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Entao,

segue disso que

Novamente da proposi¢ao 5.12; temos que dado a € «, a: I — X um caminho, é
tal que

o~

a o py = “constante”,

pois 9 € trivial, ainda temos que

a(l—2s), se 0<s<3,
CLOSDQ(S) = )
a(2s —1), se 3<s<L.
Podemos verificar que:
a-a'(s) = a(2s) = a(l—-2s), se 0<s< 3,
a(2s —1) , se P<s< L

Sendo assim,

segue disso que

Logo, de (x) e (xx) fica provado os topicos (1) e (2) da proposi¢ao.

Para os demais, define-se as seguintes parametrizacoes:
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() 0, se 0O
w3\s) =

2s —1, se %

2s, se 0

pa(s) = { 1

L, se 3

2s, se

5(s) = s+ }l, se

T(s+1), se

Note que 3, @4 € @5 sao positivas, pois

NI= e O
NN N

NN

V)

»
NN

Vo)

VA
VASA

» ®
NN N

»

—_ N

©3(0) = ¢4(0) = ¢5(0) =0

@3(1) = @a(1) = p5(1) = 1.

— Nl

— ol e
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Agora dado a € «, a: I — X um caminho e fazendo a composi¢ao de a com s,

temos:

a(0) =z, se 0<s<
@0 pals) = :
a(2s —1), se 5 <s<
Note que:
ex(2s) =z, se 0<s<
e - a(s) =
a(2s—1), se 1<s<
Logo, pela proposi¢ao anterior 5.12,
aops = a=Ze,-a
[a] = [ex - a]
=€ Q (% * %)
J& ao fazer a composic¢ao de ¢, e a, obtemos:
a(2s), se 0<s<
a0 pus) = )
CL(l) =Y, se 2 < S <

Note ainde que:

—_ N

— Nl

= N
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a(2s) , se
a-e, =
! ey(2s —1) =y, se

Logo, a o ¢4 = a - e, e pela proposigao 5.12, temos:

aops=a
a-e, =a
[a - €] = [a]

Q- €y = . (k% k)

Sendo assim, de (* * %) e (* % xx), o item (3) fica demonstrado, ou seja:

€p Q== Q"€

Por ultimo, considere a, b e ¢, tais que a € a, be fec € 7.

. a(4s), se
a-b(2s), se 0<s<3,
(@-b)-c= (25— 1) e e =4 b(ds—1), se
c(2s—1), se 2<s
2500 c(2s—1), se
Note que
0< ps(s) <2 se 0<s<
X S)x 7, s€ XSx T,
5 5 1
1 3 1 1
§<905(8)<Z>Se Z<S<§
e
3 1
Z<g05(s)<1,se §<3<1
Compondo agora a - (b - ¢) com s, temos:
a(4s), se 0<s< }L,
a-(b-c)ops =14 bds—1), se L<s<L
c(2s—1), se 2<s<1L

N= = O

INININ
» »

INININ

»

e L Ll
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Agora fazendo a - (b - ¢) temos

a(4s), se 0<s< iv
a-(b-c)=4 bds—1), se I<s<1,
c(2s—1), se 1<s<1L

Segue entao que: a - (b-c)ops = (a-b)-c.

Pela proposicao 5.12, temos:

segue disto, o item (4) da proposigao.
Portanto, demonstramos a proposicao.
]
Com esta tltima proposicao, estamos prontos para definir uma estrutura de grupo

nas classes de homotopias, mas antes vamos a algumas observagoes.

Definigao 5.14. grupdide fundamental de X (ou I1(X)) é o conjunto das classes
de homotopias (com extremos fixos) dos caminhos num espago topoldgico X munido da
operacao (produto) definida acima. Onde esta operagao estd parcialmente definida no

grupoide, para caminhos com extremos firos.

Observacgao:

e Em matematica existe uma estrutura o qual chama-se grupoide, porém nao iremos

nos alongar neste conceito.

e O par (X, zp) com zy € X, em que z( serd chamado de ponto basico de X, nos
permite definir um caminho a: (I, 0I) — (X, o), tal que a(0) = a(l) = zo, que
sera chamado de “caminho fechado com base no ponto z,”, lembre-se que 91 = {0, 1}

que é a fronteira de I.

Definig¢ao 5.15. O subconjunto m (X, xy) do grupoide fundamental, formado pelas classes

de homotopias de caminhos fechados com base em xy € chamado de grupo fundamental.

Lema 5.16. O grupo fundamental w(X, o) acima definido, munido da opera¢ao produto
acima definida e tomando como elemento neutro € = €,, = [xo| (classe de homotopia de

caminho constante de xy) é um grupo.
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Demonstracao: Da utilma proposi¢ao, temos:

(2) at-a=e¢,

como €, = €,, pois os caminhos sdo fechados em z, segue que a-a™ ' = a ! -a =€ = €.

Assim como temos o item a seguir:
B) ra=aea-g=aq,

segue que € - = Q- € = Q.
Por fim, segue do item (4) da proposi¢ao 5.13, a associativdade.
Portanto, temos a estrutura de um grupo.
]
Agora que ja possuimos a estrutura de grupo, basta os resultados que constam
abaixo para obtermos nosso objetivo, o qual é provar que um toro e uma esfera nao sao

homeomorfos.

Proposicao 5.17. Se xg e x1 pertencem a mesma componente conexa por caminhos de

X, entao m (X, xo) e m (X, x1) sdo isomorfos.

Demonstragao: Tome zy, x; € X tais que pertencem a mesma componente conexa
por caminhos, ou seja, existe um caminho a, tal que a: I — X é dada por a(0) = ¢ e
a(l) = z1, em que a é continua.

Seja o = [a] a classe de homotopia de caminhos que ligam z( a x;.

Tome agora 3,7 € m (X, 1), ou seja, 5 e v s@o classes de homotopias de caminhos
fechados em x,. Tome também b um destes caminhos fechados em z1, ou seja, b € (3, tal
que b: [ — X satisfaz b(0) = b(1) = z;.

Operando agora a e b da seguinte maneira:

a(4s), se 0<s< }1,
a-b-at(s) = b(4s — 1), se 1<s< i,
at(2s—1), se 2<s<1L

Note que a-b-a~1(0) = g e a-b-a~1(1) = x¢, ou seja, a classe a-S-a~! € 7 (X, x),
pois @ - b-a~! é um caminho fechado em X.

Notemos que

1

a-Byat=a-Batayat=(@B-a) (ay-at), (%)
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sendo que ™! a = &,,.

A partir disso, defina:
a: m(X, r1) = m(X, zo)
af)=a-B-a .

De (%), temos que @ ¢ um homomorfismo.

Defina agora:

fB)y=at-B-a,
segue dessa definicdo que
ao f(8) =5
e
foa(B) =5,

ou seja, f ¢ a inversa a direita e a esquerda de @, logo @ ¢é bijetora.
Portanto, m (X, xg) é isomorfo (X, z1).
]
Desta tltima proposi¢ao vimos que os grupos fundamentais com base em pontos
xo e xp diferentes sao isomorfos se existir um caminho ligando zy a x;.

De maneira mais geral:

Corolario 5.18. Se X € conexo por caminhos, entio m (X, xo) € isomorfo a m (X, x1),

para quaisquer xoy, r1 € X.

Observagao: Se X for conexo por caminhos, escreveremos apenas 1 (X)) para representar
o grupo fundamental de X, sem especificar um zy € X.
Demonstragao: Decorre imediatamente da proposi¢ao anterior, pois como X é conexo

por caminhos, sendo que para todo z, y € X existe um caminho ligando eles.

Proposicao 5.19. Dada h um homeomorfismo entre espacos topoligicos X e Y, ainda

considere o € X ey € Y, com h(xg) = yo. Entao m (X, xg) e m (Y, yo) sao isomorfos.

Demonstragao: Como h é homeomorfismo, temos, h: X — Y continua assim como a
funcao h™1: Y — X.

Vamos provar agora que mi(X, xg) é isomorfo a m (Y, yo), para isso defina a
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seguinte funcao:

ho: (X, z9) = m (Y, vo)
hi(a) = [hoa],

em que [a] = a.
A fungéo h, esta bem definida, pois se [a] = [b], ou seja, a = b e da proposigao 4.6,
segue que hoa = hob, isto é, [hoa] = [h o b], entdo h.(a) = h.(B).

Além disso, note que dados dois caminhos a e b fechados em z(, temos:

hoabs) =] "N % DSOS o)
hob(2s—1), se :<s<1l

sendo asim,

he(a-B) =[ho(a-b)] =[(hoa)- (hob)]=[(hoa)]-[(hob)] = ha)- h.(B).

Logo, h, é um homomorfismo.

Defina agora:

h;lz WI(Y7 yO) — 7T1(X7 Io)

em que xg = h ™ (yo) e [b] = B.
Note que:

hotoh(a) = h ' (h(@)) = h; ' ([hoa]) = [h;" o (hoa)] = [a] = a.(+)

het o hu(B) = hi'(he(B)) = hy M ([ho b)) = [h " o (hob)] = [b] = B.(+).

Logo, de (x) e (x*) segue que h;' ¢ a inversa de h,.
Portanto, h, é um isomorfismo e m (X, z¢) é isomorfo 7 (Y, o).
]
Com este ultimo resultado, ja estamos em condig¢oes de caminhar para o fim deste
trabalho, para isso construiremos nas subsegoes seguintes o grupo fundamental da esfera

(S?) e do toro (S! x S') e em seguida, provaremos que nao sao homeomorfos.
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5.1 O GRUPO FUNDAMENTAL DE S?

Vamos provar que o grupo fundamental de S? ¢ {0}, ou mais precisamente, isomorfo

a {0}, para isso considere os seguintes resultados.

Figura 5: S?

Fonte: https://matematicabasica.net/esfera/

Proposicao 5.20. Sejam a, b: I — X caminhos fechados com base nos pontos xy e
respectivamente. A fim de que a e b sejam livremente homotdopicos € necessdrio e suficiente

que exista um caminho c: I — X ligando xq e yo tal que a = (c¢-b) - L.

Demonstragao:

“Necessario” Seja h: I x I — X uma homotopia livre entre os caminhos a e b, isto é,

h(z, 0) = a(x) h(z, 1) =b(z) h(0, s) = h(l, s), Yz, s € 1.
Defina agora:
c: I - X
c(t) = h(0, t) = h(1, t),

note que ¢(0) = h(0, 0) = a(0) = zg e c(1) = h(0, 1) = b(1) = yo, ou seja, ¢ ¢ um caminho
entre xg e yo.

Defina também:
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p: I xI—=1x1

©(0, t) = (0, 0);
p(1, t) = (1, 0);
o(s, 0) = (s, 0);
(0, 4s), se 0<s<q,
p(s, 1) =4 (4s—1,1), se 3<s<3,
(1, 2—2s), se $<s<1

A ¢ definida desta maneira esta claramente bem definida, isto é, se (a, b) =
(¢, d) € I x I, entdao p(a, b) = p(c, d). Note também que no exemplo (4.12) deste
trabalho concluimos que I é contratil, consequentemente, concluimos o mesmo para [ x I.

Como [ x I é contratil, logo pela Proposi¢ao 4.11 temos Id = k, onde k é uma
fungao constante e Proposicao 4.6 temos ¢ = p o Id = ¢ o Kk, onde ¢ o k € uma funcao
constante, sendo assim concluimos que ¢ é homotopica a uma constante.

Defina

k:lxI—X

k(s, t) =ho (s, t).

Note que:

k(s, 0) = hop(s, 0) = h(s, 0) = a(s);
h(0, 4s) = c(4s), se 0
k(s, 1) =hop(t, 1) = h(ds —1, 1) =b(4s — 1), se
h(l, 2—2s) =c1(2s - 1), se
k(0,t) = k(1,t), Vt € 1.

Sendo assim, k: a = (c-b) - ¢!, ou seja, k ¢ uma homotopia de caminhos entre a
e(c-b)-ct.

“Suficiente” Suponha a = (c-b) - ¢!, em que ¢ ¢ um caminho entre g e yp, ou
seja, ¢(0) = zg e ¢(1) = yo.

Defina agora uma func¢ao ¢ da seguinte maneira:
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p: I x I —1
o(t, 0)
t+1 1 1
t, 1 - t, 1) < =
t 1
p0, 1) = 3 50 0< (0, 1) < 7
t 1
90<1 t) 1- 5 S€ _<90(]-7 t)<1
2 2
Por fim, defina:
h: I xI—X

h(s, t) = ((c-b)-c M) ow(s, t).

Lembremos que:

c(4s), se 0<s<1,
(c-b)-c(s) = b(4s — 1), se 1<s<3i,
1(25s—1), se F<s<1

Sendo assim,

h(0, t) = c(4p(0, t)) = c(t)

h(l, t) =c*(2p(1, t) = 1) =c (1 —t) =c(t),Vt € I,

logo, h(0, t) = h(1, t), para todo t € I, assim como:

h(z, 0) = (c-b)-c ()

h(z, 1) =b(z),Vz € I.

Portanto, h ¢ uma homotopia livre entre (c-b) - ¢t e b.
Concluimos que como (c-b) ¢! X bea = (c-b)-c!, segue b = a, ou seja, a é
livremente homotopico a b.

Corolario 5.21. Se um caminho fechado a: I — X, de base xq, isto €, a(0) = a(1l) = xy,

¢ livremente homotdpico a uma constante, entao a = e,,.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, digamos que a: I — X seja livremente
homotopico a b: I — X, tal que b(s) = ey, (s), para todo s € 1.

Pela proposicao anterior, existe c¢: I — X ligando xq e e,,, em que
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Definicao 5.22. Um espago topologico X ¢ simplesmente conexo quando € conexo por

caminhos e para todo xy € X, temos m (X, o) = {€x,}-

Para descobrir o grupo fundamental de S?, vamos provar que S? ¢ simplesmente
conexo e concluir que seu grupo fundamental é o grupo que contém apenas o neutro. Para

isso vamos enunciar alguns lemas e proposigoes a seguir.

Lema 5.23. Se X ¢ simplesmente conexo, entao todos os caminhos fechados de I em X

relativos a xg € X sao livrementes homotopicos a e, .

Demonstracao: Tome a: I — X um caminho fechado em zg, isto ¢, a(0) = a(1) = .

Entao [a] € m (X, zg),pois a ¢ um caminho fechado em zy. Logo [a] = &,,, pois
m(X, zo) = {€x,}, onde &, = [es,]-
Portanto, como [a] = &,,, temos que a = e,.
]

Exemplo 5.24. Todo espago contrdtil é simplesmente conexo. No exemplo (4.12) foi

provado que I = [0, 1] € contrdtil, sendo assim m ([0, 1], zo) = {0} em particular.

Demonstragao:
Afirmacao 1: Todo espaco contratil é conexo por caminhos.

De fato, como ele é contréatil, entao exite uma homotopia h entre:

dy: X - X k: X — X
idx(a) =a k(x)=p

para p € X, fixo, e h(z,0) = idx e h(x,1) = k(z) = p.

Entao defina para um x € X fixo, a seguinte funcao:

a: ] =X
at) = h(x, t),
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Note que «(0) = id(x) = x e a(1) = p , ainda, « é continua, pois H é continua e «
¢ um caminho ligando x a p, para quaisquer z, p € X, ou seja, X é conexo por caminhos.

Afirmacgao 2: Dado p € X, p fixo, temos que 7 (X, p) = {¢,}.

Tome b: I — X dada por b(t) = p, para todo t. Segue que b é um caminho fechado,
pois b(0) = b(1) = p, ainda b = ¢, e disso [b] = [e,] = &,.

Agora tome a: I — X um caminho fechado qualquer, com base em xq € X. Como
X é conexo por caminhos, existe um caminho k& ligando p e x¢, sendo assim, [a] = [b] = &,.
Entao pelo Corolario (5.18) temos m (X, p) = m (X, zo) = {e,}-

Afirmagao 3: m (X, z) = m(X), ou seja, Vz,y € X temos que m (X, z) =
m(z, y).

Tome o € m (X, z) e y € m(X, y), entdo o = [a], para algum caminho fechado
a com base em z, e v = [c], para algum caminho fechado ¢ com base em y. Como X
¢ conexo por caminho, existe um caminho ligando x e y, logo do Corolério (5.18) temos
[a] = [c], segue disso entdao que Va € m(X, x) tem-se a € m(x, y) e Vy € m(X, y)
tem-se v € m(X, x). Portanto Vz,y € X temos que m (X, z) = m(z, y).

Tomando p da afirmagao 2, temos que existe um caminho d ligando x ao p e um
caminho ¢ ligando y ao p, com isso teremos [d] = [g] = [b] = [e,].

Portanto, das afirmagoes 1,2 e 3 segue que todo espago contratil é simplesmente
conexo.

]

Para mais exemplos, podemos afirmar sem demonstragao, que todos os intervalos
fechados e abertos (bolas fechadas e bolas abertas) de R™ sdo simplesmente conexos, pois
sao contrateis.

Caminhando em direcao de obter o grupo fundamental de S?, os trés lemas que
seguem e a proxima propriedade, sdo ferramentas necessarias para provar que S™, para
n > 1 é simplesmente conexo, ou seja, m(S™, x9) = {0} se n > 1 e para todo xy € S™.

Confira a seguir os trés lemas mencionados acima:

Lema 5.25. Seja a: I — S™ um caminho tal que a(I) # S™, entao a = e, se a(0) =

a(l) =xy ea = ¢, em que c: [ — S™ é um caminho injetivo, se for a(0) # a(1).

Demonstragao: Como a(l) # S™, tome p € S™ — a(I). Defina agora:
p: S™—{p} — R™ a projegao esterografica.
No exemplo 3.14, provamos que ¢: S? — {p} — R? ¢ um homeomorfismo, porém
neste momento vamos utilizar sem demonstra¢ao que é um homeomorfismo para todo n.
Sabido disso, veja as afirmacoes que se fazem:

Afirmacao 1: R" ¢é simplesmente conexo.



70

Demonstracgao: Para provar esta afirmacao, vamos mostrar que existe um homeomor-
fismo entre R™ e uma bola aberta de R™ qualquer, para isso lembremos que R™ é um
espago vetorial normado. Seja || || sua norma, sendo assim (R", || ||) é um espago vetorial
normado. Sem perda de generalidade, tome a bola aberta B = B 1) C R", haja visto

que todas as bolas abertas sao homeomorfos entre si, considere a seguinte funcao:

fI R" — B(07 1)
x
CT T el
Observemos que:
(1) A funcdo norma || ||: x — ||z|| é continua em R™;

(2) A soma é continua em R";
(3) A multiplica¢do por um escalar também é continua em R".

Segue entao que f é continua e note que para todo z € R™ é valido que:

|||
[f(@)]| = —= <1;
1+ [l
pois f(z) € B, 1.
Defina agora:
g: B(O, 1) — R"
Yy
Y =
1=yl

Como y € By, 1y, temos: ||y|| < 1.
A funcao g é continua pelos mesmos motivos que observamos para f.

Além disto, para todo y € B, temos:

fogly)=flalw) =y

e para todo z € R", temos:
go f(z)=g(f(z)) =z

Assim segue que g = f1.

Logo, f é um homeomorfismo.

No exemplo 5.24 foi comentado que toda bola é simplesmente conexa, entao como
f é um homeomorfismo, segue que R" é simplesmente conexo, provando assim a afirmagao
1.

Segue da afirmagao 1 e do lema 5.23 que o caminho a: I — S™ é tal que a = e,

se a(0) = a(1l) = zy € R", pois S™ C R™ é simplesmente conexo.
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Agora, se a(0) # a(1) e fazendo a composi¢ao entre ¢ e o caminho a, temos:
poa: I —R"
Defina entao um segmento de reta b ligando ¢ o a(0) com ¢ o a(1), tal que:
b: I - R"

b(0) = ¢ 0 a(0) b(1) = o a(l)

Defina agora uma fungao h, do seguinte modo:

h: I xI—R"
h(z,t) =t -poalx)+ (1 —1t)-b(z),

notemos que:

b(0)
h(1, b(1),  Vatel.

Segue disso que h é uma homotopia entre ¢ o a e b, segue disso entao

=poa(l)

poa=b
a=ptob

Defina agora c: I — S™ como ¢ = ¢t ob. Note que ¢ ¢ um caminho injetivo, pois b é um
segmento de reta e ¢ ¢ bijetora, em particular ¢(0) # ¢(1).
Logo, a = ¢ = ¢! o b, um caminho injetivo, se a(0) # a(1).

Potanto, o lema fica demonstrado.

Lema 5.26. Sejan > 1. Se o caminho a: I — S™ € injetivo, sua imagem € um subconjunto

fechado com interior vazio em S™.

Demonstragao:

Como I é compacto e a ¢ continua, temos a(/) C S™ é compacto, e como a(l) C
S™ C R™ é um subspaco compacto de um espago métrico, é também fechado, pelo teorema
2.16.
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Notemos que a: I — a(I) é bijetora e continua, sua inversa ¢ a=': a(I) — I. Tome
F C I fechado, logo F é compacto, agora note que (a~!)"(F) = a(F) onde a(F) C a([)

e é compacto, logo é fechado. Entao concluimos que a~*

é continua e portanto a é um
homeomorfismo.

Afirmacgao: O interior de a([) é vazio.

Suponha que o interior de a(I) nao seja vazio, segue entdo que existe um z no
interior de a(l) C S™, entdo = é o centro de uma bola aberta que pode ser definida da

seguinte maneira:

B,=xnNBA8B

onde B C R™*! ¢ uma bola aberta. Note disso que B, possui dimensao n, mas como a é
um homeomorfismo a~!(B,) possui dimensao 1, o que ¢ uma contradigao.
Portanto, concluimos que a([) é fechado com interior vazio.

Lema 5.27. Todo caminho a: I — S™ é homotdpico (com extremos fixos) a um caminho
b: I — S™ tal que b(I) # S™.

Demonstragao:
Como a é continua, e I e S™ sao compactos, segue que a é uniformemente continua.

Entao considere a seguinte particao de I:
O=s0<s51<859<...<s,=1

de tal modo que dado € < 2, existe 6 € R tal que, se d(z, y) < J, para x,y € I;, onde
I; = [si—1, 8], temos, d(f(x), f(y)) < €, e com isso a(I) # S™, pois existem pontos em S™
talque sua distancia é 2.

Defina agora os caminhos parciais de a como:

ai:f—>5"

a; = a|5i—17 s; O ¥i

em que

Oy - y— [Si—b Si]
T — (S — 8i-1)T + 81

¢ o homeomorfismo linear crescente, com ¢;(0) # ¢;(1).

Seja agora [t;_1,t;], onde t; = (%)k_i, para 0 = tg < t; < ... < tp = 1. Defina

entao:
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E;: [tic1,ti] = [si1, si]

. (Si - 3i—1> r tic1-85i —ti - 81
i1 —t; tio1—t;

que também é um homeomorfismo linear crescente. Por tltimo, defina o seguinte home-

omorfismo:
E:T—1
]E’ [tifl,ti} - E’L
Note que a; -as -az-...-ap = aolE, onde a o E é uma reparametrizagao positiva de a,
pois, E(0) =0 e E(1) = 1.
Entao, pela proposicao 5.12 temos que a = aq-as-as-. . .-a,, em que cada a;: I — S™

¢ uma reparametrizagao de aly,, com a;(I) = a(l;) # S™. Sendo assim, pelo lema 5.25,
temos duas possibilidades:

Se a;(0) = a;(1) temos a; = e,,. Defina entdo caminhos parciais b; = e,,, para
cada i. Temos entao que b;(I) = {zo} para cada i. Defina agora entdo b: I — S™, onde
b(t) = bi(t), note que b(I) # S™.

Se a;(0) # a;(1), sendo asim, existe um caminho b;: I — S™ injetor tal que a; = b;.
Entao pelo lema 5.26 para n > 1, b;(1) C S™ é fechado e possui interior vazio.

Defina agora:

b=">by -by-... b

decorre disso entao que como a; = b; para todo 7 =1, ..., k, temos:
a%’al-ag-...-ak%’bl-bg-bg-..mbk:b

A imagem de b é dada por b(1) = by (1) Ubo(I) ... Ubg().
Note que
b: I — S"

b="by...b,

sendo que e b(I) # S™, pois b(I) é a unido finita de fechados, portanto fechado, e ¢
também a uniao finita de conjuntos de interior vazio, portanto o seu interior é vazio. Esta
propriedade é demonstrada com mais detalhes em (LIMA, 2009).
Portanto, o lema fica provado.
]
Com a demonstracao dos trés lemas anteriores, vamos agora provar que 7 (S?, x)

¢ isomorfo a {0}.
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Proposicao 5.28. Sen > 1, a esfera S™ ¢ simplesmente coneza.

Demonstracao: Pelo lema 5.27 dado um caminho fechado a: I — S™, com n > 1, temos
a = b, em que b é um caminho fechado tal que b(I) # S™, segue do lema 5.25 que b = e, .
Portanto, para todo a: I — S™ fechado, temos a = e,,, o que implica que S™ é

simplesmente conexo, pois para todo a temos [a] = €.
]

Acabamos assim de concluir que o grupo fundamental de S™, n > 1, é um grupo

unitario. m1(S™, zy) = {0}, para todo zq € S™, em particular 71(S?, o) = {0}.

5.2 O GRUPO FUNDAMENTAL DE S!

Agora concentraremos os nossos esforgos para construir o grupo fundamental de

S, O grupo fundamental de S! nos permitira obter o grupo fundamental do toro.

Definigao 5.29. O circulo S' pode ser definido da sequinte maneira:

St={reC: |z|= 1},
em que C € o conjunto dos nimeros complexos.

De maneira mais simples, S ¢ o famoso circulo trigonométrico, que nao ¢ distante

dos alunos do ensino médio.

Figura 6: S!

Ay ‘
(cost,sint)

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Circulo_unitario

Observacao:

(1) Iremos representar o nimero complexo a + bi como o par (a, b).
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(2) O conjunto dos numeros complexos, sem o zero, (representado por C*) munido da

operacao produto ¢ um grupo abeliano.

(3) S* € C é um subgrupo de C, pois o produto de dois niimeros complexos de moédulo 1
resulta em um ntmero complexo de modulo igual a 1.

Para construir o grupo fundamental de S!, vamos utilizar a seguinte funcao expo-
nencial, que nos permite escrever nossos nimeros complexos.

Defina entao:

E:R—S
E(t) = e = (cos(t), sen(t))

Esta fungao € ¢ um homomorfismo, pois:

E(t+s) = et

— it+i-s

A funcao £ é um sobrejetora, pois para todo z € S!, existe w € R tal que
(cos(w), sen(w)) = z, para isto, basta pegar o angulo formado pelo semi-eixo positivo de

X e pelo segmento que representa o modulo de x.
Lema 5.30. A aplicacio £: R — S ¢ aberta.

Demonstracgao:

Dado um aberto U C R, basta provarmos que sua imagem é um aberto em S!, isto
¢, que £(U) é um aberto em S*.

Para isto, mostraremos que o complementar de £(U) é fechado, ou seja, que F' =
St — &(U) é fechado.

Considere £71(€(U)) a imagem inversa de £(U). Notemos que

ENEW)) =W +2r-n),
nez
pois se z € E(U), entdo x = (cos(t), sen(t)) para algum t € U, porém multiplos de 27
somados a t, vao gerar o mesmo x, isto é, x = (cos(t + 27 - n), sen(t+ 27 -n)), pois dois
nimeros reais com o mMesmo cosseno e seno se e s6 se, diferem por um multiplo inteiro de

2.
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Note que para cada n € Z, (U + 2w - n) é aberto, logo sua unido enumerével é
aberto, ou seja, E71(E(U)) é aberto em R.

Logo, o complementar da imagem inversa de £(U), ou seja E71(F), ¢ um fechado
em R, isto ¢, E1(F) é fechado em R.

Note que para todo z € R, existe 2’ € [0, 27| tal que E(z) = E(2').

De fato:

Se x € [0, 27| tome z = 2/, entao E(x) = E(2).

Se z ¢ [0, 27, entao x € R — [0, 27] tal que, z = 2’ + 27 - n, para algum n € Z e
x' € [0, 2x], note que E(z) = E(2').

Note entdo que se x € E71(F), basta pegar seu representante ' € [0, 27].

Sendo assim,

F=€EEYF)=£ENF)N, 27]).

Porém, £71(F) N[0, 2] é uma instersecgdao de um fechado £*(F) com um com-
pacto [0, 27|, o qual é um compacto em R.

Logo, a sua imagem E(E7(F)) = & (E7Y(F) N[0, 27]) é compacto em S!, entao é
fechado.

Portanto, como F é fechado, entdo £(U) é um aberto para todo U C R aberto.

Proposicao 5.31. A restricio de € a todo intervalo aberto |t, t + 2w[ de comprimento

2w € um homeomorfismo sobre S* — {E(t)}.

Demonstragao: Seja

@: Jt, t+2r[— S* — &(t)

Temos que:

e ¢ é continua, pois £ é continua.

e o ¢é sobrejetora, pois £ é sobrejetora, pois dado t € R é sabido que cos(t) =
cos(t + 2m) e sen(t) = sen(t + 2m). E assim £([0,27]) = E([t,t + 27]), entdo
tirando os extremos do intervalo, devemos tirar sua imagem £(t), para manter a

sobrejetividade.

Agora, vamos verificar que ¢ é injetora, para isso, tome a, b €]t, t + 27| tal que

a #b.
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Suponha que p(a) = p(b), isto ¢, a €]t, t+2[, entao ¢(a) = €"* = (cos(a), sen(a)),
assim como para b €]t, t + 27[, p(b) = €"* = (cos(b), sen(b)).
Se p(a) = ¢(b), entao

(cos(a), sen(a)) = (cos(b), sen(b)),

segue que:

cos(a) = cos(b) e sen(a) = sen(b),

porém cos(a) = cos(b) < a=boua = 27w — b, sendo que a = b ndo ocorre, pois a # b,
assim como, sen(a) = sen(b) < a =boua =7 — b, sendo que a = b ndo ocorre, pois
a # b, segue disso que a = 2w — b e a = w — b, deveriam ocorrer simultaneamente, o que
nao possivel, entao p(a) # ¢(b).

Logo, se a # b €]t, t 4 27|, entao p(a) # ¢(b), sendo assim, E|y;, 4 € injetora.

Sendo assim ¢ é bijetora. entao sua inversa é dada por:
et St —E(t) =t t+ 27

o) = E7()

E pelo lema 5.30, dado um A aberto de |¢, ¢+ 27| sua imagem, p(A) = E(A), é um
aberto em S!. Sendo assim concluimos que a imagem direta do aberto p(A) pela inversa
@~ ! é um aberto, o que implica em ! ser continua, sendo assim £~ é continua.

Portanto, &£y, 412+ ¢ homeomorfismo.

Proposigao 5.32. Dado um intervalo J = [sg, s1|, uma fun¢do continua a: J — S e
um nimero real ty com a(sg) = €. Entdo existe um tnica fungdo continua a: J — R

i-a(s)

tal que a(s) = e" ™), para todo s € J, isto é, a = E oa e a(sy) = to.

Demonstragao: Vamos separar a demonstracao em trés casos, os quais constam a seguir:
Caso (1): Se a(J) C S' — y, para algum y € S'.
Como a(J) C S'—y, temos que a(sg) # y, sendo assim, existe um tnico x € £E~1(y)
tal que tg €]z, x + 27|, se x nao for unico teriamos t, pertencendo simultaneamente a
dois intervalos disjuntos, o que ¢ impossivel. Entao, pela proposicao 5.31 &, = &z, ar2n
¢ um homeomorfismo sobre S* — {y = &£(z)}.

Defina entao agora:
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Note que a(sg) = to.

Como x é unico, segue que a é tnica. Além disso,

a(s) = E, 0a(s) = £ o afs) = e,

Caso (2): Suponha agora que J = J;UJ; seja a reunido de dois intervalos compactos

com um extremo s, em comum e que a proposicao seja valida para as restricoes:

a; = aly, e az = al,;
ou seja, existem tinicas:
a: J1 >R e as: Jo > R
Eodlzal SOELQZQQ
&1(50) = t(] ELQ(S*) = dl(s*)
Note que:
as(sy) = E(As(s,)) = €2 = @) = £(a,(s,)) = ay(s,)
com s, € J1 N Js.
Defina agora:
a:J—R
~ al(s)v se s¢&€ Jla
a(s) =
as(s), se s € Ja,
Além do mais,
Eoay(s) =ay =aly, se seJ,
a(s) =Eoa(s) = ils) = a b !
Eoay(s) =ay =aly,, se s€EJy,

Ainda temos que a(so) = ai(sg) = to.

Notemos que a é tnica que satisfaz as condi¢oes do enunciado, pois @, e dy sao

unicas.

Caso (3):

A existéncia de a no caso geral, se reduz aos dois casos particulares

anteriores, pois como J é compacto, para toda funcao continua a: J — S!, existe uma

decomposigao J = J; U JoU...U Jp como a uniao de intervalos justapostos de modo que
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a(J;) # S', paratodoi €1, ..., k.
Quanto a unicidade, basta obervar que dados a e a: J — R fung¢oes continuas, tais

que €"4) = (5) para todo s € J, entdo:

(cos(a(s)), sen(a(s))) = (cos(a(s)), sen(

sendo assim, defina a seguinte fun¢ao continua

Q>
~~
»
N—
N—
N—

uma constante, pois a(s) = a(s) + 2wn, para algum n € Z.

Entao para
cos(a(s)) = cos(a(s)) e sen(a(s)) = sen(a(s))

com a(sg) = a(sg) = to e a(s) = a(s), para todo s € J, temos assim, a = a.

A funcgao a: J — R é chamada de fungao angulo para a.
Provamos acima que se fixado ty € J com a(sg) = E(ty) e obtendo a(sy) = ty, as
demais fungoes angulos para a que devem ter inicio nos pontos ty + 27 - k, tendo seguinte

forma:

a(s)=a(s)+2m -k, k€ Z.

Agora, se a: I — S ¢ um caminho fechado, temos que toda funcao angulo a: I —

) a(1)—a(o)

R ¢ tal que =5 —=
a: I — St

Caminhando para obtencao do grupo fundamental de S!, munidos agora da tltima

=n(a) € Z, em que n(a) é chamado de grau do caminho fechado

proposicao e da préxima, conseguiremos concluir que (S, ) é isomorfo a Z.
Proposicao 5.33. Sejam a, b: I — S* caminhos fechados. Entdo:

(1) Se a e b tém o mesmo ponto bdsico, vale que n(a - b) = n(a) + n(b).

(2) Se a eb sao livremente homotdpicos, tem-se n(a) = n(b).

(3) Se n(a) =n(b), entdo a e b sao livremente homotdpicos. Além disso, a = b quando

a e b possuem o mesmo ponto bdsico.

(4) Dados p € S* e k € Z, existe um caminho fechado a: I — S' com base no ponto p,
tal que n(a) = k.
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Demonstragao:
(1): Sejam a e b: I >R fungoes angulos para a e b, respectivamente. Tome t; € R

tal que €' = a(0) = a(1) = b(0) = b(1) como definidos na proposi¢ao 5.32, entao:

a: 1 >R b: I -5 R

a(l)y=to+2-n(a)-m
note disso que b(0) = a(1) = €41, Como a(0) = a(1) = b(0) = b(1), pois possuem o

mesmo ponto basico e sao caminhos fechados, defina:

ab: I - R

S

o= 10 = <o

s—1), se

= N

VAS/A
NN

S

Note que ab = @(0) = to, em que @b esta bem definida, pois b(0) = a(1), também
concluimos que @b é continua, decorrendo de b(0) = @(1) e do fato de @ e b serem continuas.

Além disto,

£ 0 b(s) Eoa(2s), se 0
oab(s) = y
Eob(2s—1), se 3

Entéo, segue de () que ab é a funcao angulo para a - b.

Sabe-se que:

ja que a(1) — b(0) = 0, e pela definicdo da funcéo ab: I — R.
Logo,
n(a-b) =n(b) +n(a).
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Concluimos que a primeira afirmacao é satisfeita.

(2):

Caso (1): Suponha que |a(s) — b(s)| < 2, para todo s € I, ou seja, a(s) e b(s)
nunca sao antipodas (diametralmente opostos).

Seja so € S tal que a(0) = e ety € S! tal que b(0) = e"'o.

Podemos supor que |sg — tg| < 7 (), pois |a(s) — b(s)| < 2, para todo s € I.

Tome a e b as fungbes-angulos de a e b respectivamente. Sabe-se que:
a(0) = sq e b(0) = t,
Como af(s) e b(s) nunca sao antipodas, deve-se ter
a(s) —b(s) #m, Vs € I. (x%)
De (%) e (*x), segue que:
la(s) — b(s)| <7, Vs el
Lembre que,

—a(0) — b(1) + b(0)
2 ’

disto, da ultima desigualdade e da desigualdade triangular, temos que:

n(a) - n(b) = “0

2mn(a) — n(b)| = |a(1) — a(0) — b(1) + b(0)| < |a(l) — b(1)| + |a(0) — b(0)|

2m|n(a) — n(b)| < 27
[n(a) —n(b)| <1,

como n(a) e n(b) € Z
n(a) —n(b) =0 = n(a) =n(b).

Caso (2): Caso geral

Como a e b sao fechados e livremente homotopicos, temos que existe uma homotopia
h, tal que:

h: 1 x 1 — S'em que h ¢ continua, porém como I x I é compacto, entao h é
uniformemente continua.

Segue entao que existe 6 > 0 tal que se [t —t'| < d entdo |h(s, t) —h(s, t')| <2 (x)
para todo s € [.
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Agora, considere t;, parai =0, ..., k,taisque 0 =ty <t)1 <ty < ... <ty =1
uma particao de I, em que t;;1 —t; < 9.

Defina assim caminhos fechados em S', do seguinte modo:

ap =a, ag, ag, ...,ax ="b,

em que a;(s) = h(s, t;).
Segue de (%) que:

la;(s) — ait1(s)] <2, Vs € I.
Agora, pelo caso 1, como |a;(s) — a;+1(s)| < 2, Vs € I, temos n(a;) = n(a;4+1), ou
seja, n(a) = n(ay) = ... =n(b).
Logo, o item 2 esté provado.
(3): Sejam a, b: I = R as funcoes-angulos para a e b, respectivamente.
Como n(a) = n(b), temos que a(1) — a(0) = b(1) — b(0).

Defina a seguinte funcao:

h:IxI—=R
h(s, t) = (1 —1t)-a(s) +t-b(s).

Note que h é continua, pois a(s) e Z;(s) sao e ainda, h é uma homotopia entre a e
b, pois h(s, 0) = a(s) e h(s, 1) = b(s), para todo s € I.

Segue disso que para todo t € I, temos:

h(1, t) — h(0, t) = (1 —t) - [a(1) — a(0)] +t - [b(1) — b(0)]
(1—t)-2r-n+t-2r-n

= 27n,

em que n = n(a) = n(b).

Logo, defina:
kil x1— S

k(s, t) =& oh(s, t),

sendo que k é continua, pois £ e k sao.

Ainda, temos que:
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=Eoaf(s)
k(s, 0) = a(s),
k(s, 1) =Eoh(s, 1)
=Efo E(S)
k(s, 1) =b(s),
e ainda,

k0, t) = k(1, 1), Vt € L.

Logo, concluimos que k£ é uma homotopia livre entre a e b.

Agora, se a e b tiverem o mesmo ponto bésico, tome @(0) = b(0), donde @(1) = b(1),
o que implica em k: a = b.

Logo, provamos o terceiro item.

(4): Seja sy € R tal que E(sp) = p.

O caminho fechado a: I — S' dado por a(s) = (cos(sg + 2k7s), sen(sq+ 2kws))
tem base no ponto p, pois a(0) = E(sg) =p e a(l) = E(so) = p.

Definindo assim:

a(s) = so + 2kms,

note que a = £ o a, sendo assim a ¢é a fungao-angulo para a e n(a) =
Provando assim o quarto item.
Portanto com os quatro itens demonstrados, concluimos a proposicao.
]
No préximo teorema finalmente mostraremos que o grupo fundamental de S! é

isomorfo a Z.
Teorema 5.34. O grupo fundamental de S é isomorfo ao grupo aditivo de Z (inteiros).

Demonstragao:

Para cada classe de homotopia o = [a] de caminhos fechados de S!, associaremos
n(a).

Sendo assim, pelo segundo item da proposi¢ao 5.33, o grau n(a) depende apenas

da classe «a, mas nao do caminho a que escolhe-se.
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Sendo assim, pode-se definir o grau de o com n(a).

Definindo agora:

n: m(S') = Z
a— n(a) =n(a),

em que a € « e a, ou seja, a € algum representante de a.

Pela primeira afirmacao da proposicao 5.33, temos que n é homomorfismo, ji pela
terceira afirmagao da proposicao 5.33, segue que n ¢é injetora e por fim, pela quarta
afirmacao da proposi¢ao 5.33, segue que n é sobrejetora.

Portanto, n é bijetora e um homomorfismo, ou seja, n ¢ isomorfismo. E 7,(S?) é
isomorfo a Z.

]

Para concluir o objetivo principal deste trabalho, que é mostrar que nao existe um
homeomorfismo entre S? e S* x S (toro), faz-se necessario um tltimo teorema, que nos

coloca em condig¢oes de concluir o referido objetivo.

Figura 7: S! x S!

i B\= ol w y W

— —

—t L A

Fonte: https://www klipartz.com/es/sticker-png-stjwl

Teorema 5.35. O grupo fundamental de um produto cartesiano X x Y é isomorfo ao
produto cartesiano dos grupos fundamentais de X e Y. Mais precisamente, se p: X xY —
X eq: X XY — Y sao as projeg oes naturais, ou seja, p(a, b) = a e q(a, b) = b. Entao
dadoxge X ey €Y

@: (X XY, (w0, yo)) = m (X, wo) X w1 (Y, o)
p(a) = (p(a), gu(@))

é um isomorfismo, em que p,(«) e ¢.(«) sao definidos da seguinte maneira:
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pe: (X XY, (w0, yo)) = m(X, o) g (X XY, (w0, yo)) = m (Y, vo)
p«(a) =[poadl, [a] =a g«(a) =lgodl, [a] = a
Demonstracgao: Primeiramente vamos provar que ¢ esta bem definida, ou seja, dados

aaﬂ € 7T1(X X Y7 (l’g, yO)) tal que & = ﬂ? entao (10(05) = SO(B)
Para isso tome

c:l - X xY

um caminho fechado com base em (xg, yy) . Onde

a: X xY =X b: X XY =Y
a(s) =poc(s) b(s) =qoc(s)
a(0) = a(1) = o b(0) = b(1) = wa
Agora tome
I —XxY

Entao segue que
c¥c sa~deb=b.
De fato, uma homotopia k : ¢ 2 ¢ tem a forma
k(s, t) = (g(s, 1), h(s, t)), em que g: a =2 a’ e h: b= 1. Isso mostra que ¢ esti
bem definida, pois [c] = [¢] < [a] = [d]] e [b] = [b]. ainda:

(p(@) - p«(B), a:(a) - q.(B))
= (p«(@), @) - (p+(B), ¢-(8))

logo ¢ é um homomorfismo e como p, e ¢, sao bijetoras, concluimos isso do mesmo modo
que na proposi¢ao 5.19 foi concluido que h, é um isomorfismo, segue entao que ¢ é bijetora
também.

Portanto, ¢ é isomorfismo.

Teorema 5.36. O grupo fundamental do toro T'= S! x S! & isomorfo a Z x Z.
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Demonstragao:
Pelo teorema 5.34, temos que 71(S?) é isomorfo a Z. E agora pelo teorema 5.35 o

grupo fundamental do toro m(T') = m;(S! x S') ¢ isomorfo a Z x Z.

Agora temos condic¢oes de provar o teorema principal desta dissertacao.

Teorema 5.37. A esfera bi-dimensional (espago topologico S?) nao é homeomorfa ao

toro (espago topologico T' = S* x S1).

Demonstragao:

Suponha que S? seja homeomorfo a T = S* x S*, entdo pela proposicao 5.19 temos
71(S5?) isomorfo a 7 (T) = 7, (S* x S1).

Por outro lado, pela proposi¢ao 5.28 e definigao 5.22 segue que 71 (S?) = {0} e pelo
teorema 5.36 temos (S x S') =7Z x Z.

Logo 7 (S?) isomorfo a 7 (T) = m;(S* x S') implica em {0} isomorfo a Z x Z, o
que é uma contradi¢ao, pois nao sao isomorfos.

Portanto, nao existe homeomorfismo entre S? e Z x Z = T.
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6 CONTEXTUALIZACAO COM O ENSINO MEDIO

Toda mudanga gera receio, ansiedade e a transicao do ensino fundamental para o
ensino médio é uma dessas, sendo que estudar matematica para muitos alunos do ensino
médio é uma tarefa extremamente dificil e até mesmo dita desnecesséria, em que isto pode
ser observado nas perguntas “Para que vou usar isso na minha vida?” ou “Onde vou usar
isso na minha vida?”.

Em geral, responder tais perguntas, assim como explica-las nao é uma tarefa facil,
mas faz parte da profissao pelo menos direcionar o aluno para uma resposta e assim
ajuda-lo a sanar sua duvida.

Dentre os intimeros conceitos matematicos ensinados no ensino médio, o de funcao
é um tanto quanto abstrato e daqueles que os alunos possuem bastante dificuldade para
compreender, mas se exemplificado de uma maneira que o aluno se sinta pertencente, a
historia é outra, por exemplo, mostrar que a distancia de uma corrida de UBER e valor
pago pela corrida estao relacionados por uma fungao, o aluno ja vé uma utilidade.

No entanto, que tal utilizar o conceito de fungao para classificar conjuntos, como
foi feito neste trabalho, onde concluimos que uma bola (esfera) nunca se transforma em
uma rosquinha (toro), por mais que amassemos ou estiquemos a bola ? Mostrar para
os alunos que esticar, amassar sao exemplos de funcoes, seria uma outra maneira, outro
exemplo para abordar o conceito de funcao.

Tendo isso em vista, neste capitulo, montaremos um plano de aula onde o objetivo
principal é fazer com que um aluno do ensino médio, munido do conceito de fungao,
nimeros complexos e geometria analitica, seja capaz de entender este trabalho, e mais
que isso, que ele perceba que simples problemas de classificacao sao dificeis e requerem
um dominio avancado de matemética.

Quando nos referimos que o aluno deve entender este trabalho, nao é no sentido
explicito da palavra, onde ele domina o raciocinio por traz de cada demonstragao ao ponto
de reproduzir, mas sim que ele tenha um esclarecimento maior sobre o conceito de func¢ao
e suas aplicacoes.

O publico alvo deste plano de aula seria composto por alunos que ja tiveram contato
com o conceito de fungao, e um pouco mais que isso, que ja tiveram uma caminhada por
ela, estudando fungoes polinomiais, modulares, trigonométricas, exponenciais e logariti-
micas. Também se faz necessario o contato com niimeros complexos e geometria analitica,
para que se possa aproveitar estes exemplos e ir construindo a ideia deste trabalho, sendo

assim um aluno no terceiro ano do ensino médio detém todo contetdo necessario.
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Sabido disso, nosso passo seguinte é montar o plano de aula, nessa aula conside-
raremos um periodo de trés horas, que serd composto de trés momentos de uma hora em
que sera construida a explicacao deste trabalho. Segue entao o plano de aula:

Plano de Aula

Momento 01: Neste momento o objetivo é abordar os conceitos basicos necessa-
rios para a compreensao do trabalho. Comecar exemplificando que um espaco métrico é
um conjunto em que se consegue calcular distancias entre quaisquer elementos, podendo
se exemplificar com a reta real, onde a distancia é calculada fazendo o maior menos o
menor, podendo exemplificar que o plano cartesiano também é um espaco métrico. Essa
maneira que se calcula a distancia é o que chamamos de métrica.

Posteriormente, ja se pode dizer que as fung¢oes continuas podem ser entendidas
como aquelas que se consegue desenhar o grafico sem tirar o lapis do caderno, o que nao
seria verdade para uma funcao escada, ou a funcao tangente nos pontos onde ela possui
suas assintotas laterais.

Em seguida, construir a ideia de grupo que nada mais é do que um conjunto em que
existe uma operagao que respeita as propriedades das operagoes de soma e de multiplicagao
que os alunos aprendem logo nos primeiros anos do ingresso no ensino bésico. Podendo
exemplificar que o conjunto dos niimeros pares é um grupo para a operagao soma, mas
nao ¢é para a operacao multiplicacao. Também podendo ser exemplificado com o grupo
das matrizes quadradas de ordem dois, utilizando a operacao de soma de matrizes usual.

Sabendo o que é um grupo, contruir a ideia do que seria um homomorfismo, que
nos mostra que é indiferente fazer a operacao antes de colocar na funcao ou fazer depois
que ja colocou, podendo ser exemplificado com a funcao modular e a operagao produto.

Esta funcao chamada de homomorfismo quando for bijetora damos outro nome,
chamada de isomorfismo, que é o nome bonito para equivaléncia entre dois conjuntos,
como por exemplo, o plano cartesiano e o conjunto dos nimeros complexos sao isomorfos,
ou seja, cada niimero complexo pode ser representado por um par ordenado e vice e versa.

Logo, ¢é essa caracteristica que nos permitira dizer que uma esfera nao é equivalente
a um toro, pois iremos perceber que eles possuem caracteristicas diferemtes. Pode-se
exemplificar aqui com o seguinte, quanlacamos uma esfera, sempre é possivel ir fechando
o lago até que ele se feche totalmente, porém se lacamos uma rosquinha passando pelo
meio dela, é impossivel fechar o laco sem cortar a rosquinha, perceba aqui que um possui
uma caracteristica que o outro nao possui.

Momento 02: Neste momento deixar claro que um espago topologico X é um
conjunto que pode ser exemplificado com o conjunto dos reais, plano cartesiano, con-

junto dos ntimeros complexos e até mesmo o ciclo trigonométrico, os quais sao espagos
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topologicos.

Sabido o que é um espago topoldgico se pode conceituar o que é um homeomor-
fismo, mostrando que ¢ uma funcao continua e bijetora entre espacos topoldgicos, em
que a inversa é também continua. Comentar que se for possivel deformar um espago em
outro, como por exemplo, a rosquinha virar uma caneca e vice e versa, quem faz isso é
um homeomorfismo. Figuras homeomorfas possuem uma forma equivalente, ainda que
visualmente aparentem ser distintas.

Munido destes conceitos, pode-se seguir em direcao a ultima parte.

Momento 03: Neste momento comecar conceituando o que seria uma homotopia,
que nada mais é que uma funcao que controla a distor¢ao de uma funcao em outra, por
exemplo, se o grafico da funcao seno for esticado ele vira o grafico de uma funcao afim,
homotopias fazem isso, transformam uma fungao em outra.

Funcoes que podem ser distorcidas em uma mesma funcao, neste momento vale
ressaltar que nao é qualquer tipo de fun¢ao que estamos trabalhando, mas sim com ca-
minhos fechados, ou seja, func¢oes continuas que comegam e terminam no mesmo lugar,
pertencem a um mesmo conjunto chamado de classes de homotopias. Essas classes de
homotopias se colocadas em um outro conjunto chamado de grupo fundamental, que pos-
sui a estrutura de grupo, se utilizarmos a ideia de acelerar, ou seja, anteriormente uma
funcao precisava do intervalo todo para gerar sua imagem, agora se faz com que ela faca
tudo isso em meio intervalo, para que na outra metade a outra funcao faca sua parte.

Por ultimo comentamos que se a esfera e o toro fossem equivalentes eles deveriam
ter grupos fundamentais isomorfos, ou seja, iguais. Mas isso nao acontece, pois o da esfera
¢ um ponto, ja o do toro é o “plano cartesiano” apenas com pares ordenados com entradas
inteiras.

No final da aula o professor pode comentar que um simples problema para iden-
tificar se dois espacos podem ser transformados um no outro, necessita de uma grande
gama de conceitos e a dificuldade é grande, ou seja, ainda que pareca 6bvio a questao, a

matematica nos mostra que nao ¢ bem assim.
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7 CONCLUSAO

Saber se existe uma maneira de “amassar’ ou “esticar” uma esfera até que ela
vire um toro, verificando assim se um pode virar o outro, ou de maneira matemaética
poderiamos reescrever esta frase como: “uma esfera e um toro sao homeomorfos 7”. Esta
pergunta faz parecer o problema mais simples do que realmente é, porém vimos neste
trabalho que esta pergunta, apesar de simples, nao possui uma resposta facil.

Foi necessario retomar conceitos de espagos métricos, de adlgebra e construir uma es-
trutura chamada Grupo Fundamental para responder esta pergunta. Ainda para contruir
esta estrutura de grupo fundamental foi necessaria a ampliagao dos exemplos e problemas
que o conceito de fungao visto no ensino médio, da conta de resolver, e até mesmo, na gra-
duagao, criando uma estrutura auxiliar chamada de homotopia, responséavel por distorcer
uma funcao em outra.

Conseguimos responder a pergunta percebendo que se elas fossem homeomorfas,
seus grupos fundamentais deviram ser isomorfos, porém provamos que tais nao eram
isomorfos, e com isso entao é facil ver que a esfera e o toro nao sao homeomorfos.

Na tentativa de tornar a matemaética mais significativa para alunos de ensino médio,
montamos um plano de aula, que também pode ser visto como uma sequéncia didatica
que tenta transpor a liguagem formal em uma linguagem que um aluno entenda, com
a matemaética que ele possui. Percebemos de imediato que tal transposi¢ao nao é facil,
mas com esforco e uma pequena reducao de ideias é possivel, entretanto fazer com que a
significagdo matematica dos alunos aumente vale todo esforco e faz parte do cotidiano de

todo professor.
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